TEXTO PARA DISCUSSAO N° 449

ESTIMACAO DE HIPERPARAMETROS
EM MODELOS DE PREVISAO’

Hedibert Freitas Lopes
Alexandra Mello Schmidt
Ajax R. Bello Moreira

Rio de Janeiro, dezembro de 1996

” Do Instituto de Matematica da UFRJ.
™ Da Diretoria de Pesquisa do IPEA.



Livros Gratis

http://www.livrosgratis.com.br

Milhares de livros gratis para download.



I.pEA Instiludo de Pesquisa Econdmica Aplicada

O IPEA é uma fundag&o publica
vinculada ao Ministério do
Planejamento e Or¢camento, cujas
finalidades s&o: auxiliar o ministro na
elaboracdo e no acompanhamento da
politica econébmica e prover atividades
de pesquisa econbmica aplicada nas
areas fiscal, financeira, externa e de
desenvolvimento setorial.

Presidente
Fernando Rezende

Diretoria

Claudio Monteiro Considera
Luis Fernando Tironi

Gustavo Maia Gomes

Mariano de Matos Macedo

Luiz Antonio de Souza Cordeiro
Murilo Lébo

TEXTO PARA DISCUSSAO tem o objetivo de divulgar resultados
de estudos desenvolvidos direta ou indiretamente pelo IPEA,

bem como trabalhos considerados de relevancia para disseminacao
pelo Instituto, para informar profissionais especializados e

colher sugestoes.

ISSN 1415-4765

SERVICO EDITORIAL

Rio de Janeiro — RJ

Av. Presidente Antbnio Carlos, 51 — 14° andar — CEP 20020-010
Telefax: (021) 220-5533

E-mail: editri@ipea.gov.br

Brasilia — DF

SBS Q. 1 Bl. J, Ed. BNDES - 10° andar — CEP 70076-900
Telefax: (061) 315-5314

E-mail: editbsb@ipea.gov.br

© IPEA, 1998
E permitida a reproducéo deste texto, desde que obrigatoriamente citada a fonte.
Reprodugbes para fins comerciais sdo rigorosamente proibidas.




SUMARIO

RESUMO

ABSTRACT

1 - INTRODUGAO ...ttt 1
2 - METODOLOGIA ...t 2
2.1 - Estimativa das Distribuicfes a POSterior .........ccceeeveeeeiieeiiiiiiieieeeen, 2
2.2 - Comparacgdo dos Métodos de AproXimagao...........cceeveeeeeeeeriinnnnnne. 6
2.3 - FAtOr de BaYES.... oo i et 7
3 - AVALIAGAO DO METODO SIR/MCIS.....cotriiiriririniiiiiiiiisesisisieies 8
3.1 - Modelo Normal com Variancia Conhecida............cccccccciviininnnnnnnnnn. 8
3.2 - Modelo Normal com Variancia Desconhecida ..............cccccocciinnnne. 9
4 - ANALISE DE UM MODELO BVAR ......ooioieieeeeeeeeeee e 10
4.1 - Fator de Bayes para Comparagdo VAR e BVAR.........coovvvvvivviiinnnee. 15
5 - ANALISE DOS MODELOS DE TENDENCIA E SAZONALIDADE ..... 18
6 - MODELOS DE FUNGCAO DE TRANSFERENCIA.........cccoriirirninine 20
7 - CONCLUSAO ...ttt 23
APENDICE ..ottt 25

BIBLIOGRAFIA L. 30




RESUMO

Os modelos de previsdo tém sido adotados com uma formulagdo que utiliza
hiperpardmetros para tornar os modelos mais flexiveis, como, por exemplo, os
fatores de desconto da variancia, dos parametros do modelo dinamico bayesiano,
ou os coeficientes da Priori de Litterman do modelo auto-regressivo vetorial
bayesiano (BVAR) ou os coeficientes nao-lineares do modelo de funcdo de
transferéncia. Surge entdo o problema da sua valoragao apropriada para estimacéo
dos parametros de interesse.

Os hiperparametros introduzem néo-linearidades e, em geral, ndo existe solugéo
analitica para o calculo do seu valor mais provavel, ou da sua distribuicdo a

posteriori, exigindo métodos numéricos para a obtencdo dos dois resultados. Este
artigo compara os resultados previsao, parametros e capacidade preditiva —
condicionais ao valor mais provavel do hiperparametro com os nao-condicionais

derivados do levantamento da distribuicdo a posteriori através do método de

amostragem por importancia (MCIS), analogo ao método (SIR) de amostragem e

reamostragem por importancia. Esta comparagéo é feita para as trés diferentes
utilizacdes de hiperpardmetros j& mencionadas, em modelos de previsdo da
balanca comercial brasileira.

Depois de estimada a posteriori dos hiperparametros do modelo BVAR,
utilizamos o Fator de Bayes para comparpedormance entre os modelos que
nao utilizam nenhuma informag&o a priori e aqueles que utilizam a Priori de
Litterman.




ABSTRACT

Forecasting models have been widely used with hyperparameters which turns
models more flexible. Examples of hyperparameters are the discount factors, or
variances of the state equations in the Dynamic Linear Models, coefficientes of
Litterman’s priori in Bayesian Vector Autoregression Models and the estimate

coefficients in non-linear transfer function models. One problem that arises is how

to make the apropriate choice of the value of the hyperparameter in order to have
the estimation of the parameters of interest.

The use of hyperparameters introduce non-linnearity and, in general, there is not
an analytical solution to estimate their mode — empirical bayes — or posterior
distribution. This paper compare hyperparameters estimation, by numerical
methods, using empirical bayes with posterior estimation by Monte Carlo
Importance Sampling (MCIS) which is analogue to the Sampling Importance
Resampling Method (SIR). We have compared the three different hyperparameters
especification indicated above, for trade balance forecast models.

After obtain the posterior of the hyperparameters in the BVAR model the Bayes
Factor is used to compare the performance of the model using no information a
priori with that which makes use of the Litterman’s Priori, so the effect of using
priori is discussed for that model.
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1 - INTRODUCAO

A literatura de modelos de previsdem adotado freqlientemente uma formulacao
gue utiliza hiperparametros como forma de tornar mais flexiveis estes modelos.
Por exemplo, os hiperparametros séo utilizados no modelo dindmico bayesiano
(MDB) [West e Harrison (1989)], para definir os fatores de desconto, ou no
modelo estrutural [Harvey (1989)], para estimar a variancia das equacdes de
estado, ou no modelo auto-regressivo vetorial bayesiano (BVAR), para definir as
variancias a priori [Litterman (1986)] dos parametros auto-regressivos.

Os hiperparametros quantificam propriedades dos modelos que sédo constantes ao
longo da amostra e que condicionam e estabelecem relagbes ndo-lineares com os
demais parametros do modéldlos modelos classicos, os hiperparametros sao
estimados utilizando algoritmos de otimizaGaara obter o estimador de maxima
verossimilhanca (EMV) e a incerteza de seu estimador pode ser medida
localmente através do Hessiano no ponto de 6timo ou globalmente levantando a
sua distribuicao utilizando procedimentos conmmotstrap [Efron (1982)].

Nos modelos bayesianos, os hiperparametros podem ser valorados de forma
independente da amostra para que os modelos tenham certas propriedades
desejada$,ou podem ser considerados como “parametros” do modelo, e, entéo,
sdo variaveis aleatérias cuja distribuicdo a posteriori € estimada utilizando
métodos numéricos.Obtida a distribuicdo a posteriori, é possivel derivar as
distribuicdes marginais dos parametros do modelo propriamente dito, bem como
da previsdo e de medidas de capacidade preditiva do modelo. No entanto, estes
resultados nédo-condicionais aos hiperparametros podem ser de calculo muito

oneroso.

No caso em que a distribuicdo a posteriori dos hiperparametros tem a forma
unimodal e é concentrada em torno do seu maximo, o0s resultados néo-
condicionais ao hiperparametro sdo bem aproximados pela priori empirica que
maximiza a verossimilhanca preditiva empirical bayes —, isto €, podemos

usar a aproximacao: ®@K)=P®[A*,X) [Bernardo e Smith (1994)]. Como em geral

esta distribuicdo pode ndo ser unimodal, ou suficientemente concentrada em torno
do seu maximo, € uma questdo empirica em que situacdes o EMV utilizado no
empirical bayes pode substituir o estimador n&o-condicional derivado do
MCIS/SIR.

! Modelos em que os parametros evoluem no tempo e séo estimados utilizando filtro de Kalman.
2 Portanto, sdo “parametros” de um outro tipo e, por isto, sdo chamados de hiperparametros.

® Necessarios devido & dificuldade de se obter a expresséo analitica do esfitéatdisso, para

gue estes algoritmos ndo convirjam para maximos locais, sdo necessarios cuidados especiais.

* E aqui os hiperparametros s&o informag&o a priori e ndo estimada a partir da amostra.

®> Também necessarios devido a dificuldade da derivacdo da expressao analitica da distribuicéo.
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Este artigo compatas resultados ndo condicionais ao hiperparametro, obtidos
com a metodologia de amostragem por importanoiem os condicionais ao valor

mais provavel — que chamaremos de estimador de maxima verossimilhanca
(EMV) — para diversos modelos de previsao da balanca comercial [ver Moreira e
Fiorencio (1996)]. As variaveis utilizadas nestes modelos sdo as exportacdes de
manufaturados, importacdes nédo-petroleo, PIB e a taxa de cambio real. Utilizando
essas variaveis, foram analisados:

a) Um modelo BVAR, para a previsdo conjunta das variaveis, estimado por
equacao e conjuntamente. Nesse caso, 0s hiperparametros sdo os coeficientes de
“aperto” da Priori de Litterman. No caso de estimacdo conjunta, foi utilizada a
propriedade do VAR ser um modelo de componentes comuns e, portanto, foi
estimado como um MDB de componentes comuns (MDBCC) [Quintana (1985),
Barbosa (1989) e West e Harrison (1989)].

b) MDB de decomposicdo em tendéncia e sazonalidade. Nesse caso, 0s
hiperparametros séo os fatores de desconto, da tendéncia e da sazonalidade.

c) MDB com funcdo de transferéncia. Esses modelos admitem que o efeito da
taxa de cambio real sobre as exportacdes (importacées) se da através de um
mecanismo de saturacdo. Neste caso, 0 hiperparametro € o coeficiente que mede a
velocidade de saturacdo que corresponde a um coeficiente de uma funcédo de
transferéncia de primeira ordem.

O efeito da Priori de Litterman sobre as previsdes, como garante a teoria
assintética, diminui com o aumento da amostra. Portanto, € uma questao empirica
verificar a sensibilidade do modelo a escolha da priori em modelos de pequenas
amostras. Para essa avaliacdo, é proposto um procedimento que utiliza o Fator de
Bayes Acumulado (FBA), que compara o modelo estimado com a Priori de
Litterman a um modelo equivalente, porém com priori vaga. Utilizando este
esquema foi possivel avaliar, ao longo da amostra, o efeito da Priori de Litterman
nos modelos BVARSs acima referidos.

O artigo estd desenvolvido da seguinte maneira: na Secdo 2 é sumariada a
utilizacdo do método de amostragem por importancia para a estimacdo da
distribuicdo a posteriori dos hiperparametros, enquanto na Secao 3 um exercicio
de simulacdo € apresentado como uma sugestdo ao numero de replicacdes
requerido para obtencéo da posteriori. As Secdes 4 a 6 apresentam os resultados
obtidos com o0 modelo BVAR, com o modelo de decomposi¢cdo e com o modelo
de funcéo de transferéncia, respectivamente. A Se¢ao 7 conclui o artigo.

® Diferentes modelos da abordagem bayesiana e ndo modelos classicos com modelos bayesianos.
Os comentarios sobre a abordagem classica apenas situam o problema.

" Equivalente a0 método de reamostragem por importancia (SIR — Sampling Importance Re-
sampling ).
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2 - METODOLOGIA

2.1 - Estimativa das Distribui¢cdes a Posteriori

Os modelos com hiperparametro podem ser colocados numa estrutura hierarquica,
onde, no primeiro nivel da hierarquia, é especificado o modelo para vaiaveis
dados os parametrés no segundo nivel, é especificada a priori fadadoA; e,
finalmente, no terceiro nivel, temos a priori para 0s hiperparametros
Explicitamente:

Modelo (Yt] 8 O p(y]8)
Priori (estagio I) 0:(18:1,A) O pEHd r-1.A)
Priori (estagio ) AY O pQ) (2)

Neste artigo, o primeiro nivel da hierarquia corresponde a um MDB tal como
descrito no Apéndice e que engloba os trés casos que serdo estudados, que sdo o
BVAR, o modelo de decomposicéo e a funcédo de transferéncia. Por exemplo, no
caso dos modelos BVARSs, o segundo nivel da hierarquia corresponde a Priori de
Litterman, que é definida apenas para o periodo inicial (t=0). Ja no caso da
especificacdo dos fatores de desconto no modelo de decomposicdo ou do
coeficiente de saturacdo da funcéo de transferéncia, o segundo nivel da hierarquia
€ definido para todos os periodos da amostra. O modelo acima chama a atencéo
para o fato de que os hiperparametros sao definidos de forma constante ao longo
de toda a amostra e que, portanto, ndo seréo estimados de forma recursiva.

Um exemplo simples, mas bastante complexo para ser tratado analiticamente, é:

Modelo 181ye) ON(BYr1, 07)
Priori (estagio I) 8 Jo> ON(0, o))
o OGI(a,p)
Priori (estagio ) A [Betag,() (2)

Um exemplo similar pode ser encontrado em Berger (1985, Secéo 4.6.2), onde é
apresentado o nucleo da posteriori paraEntretanto, para casos mais gerais é
necessaria a utilizacdo de métodos aproximados para obtencéo de caracteristicas a
posteriori.

Utilizando um teorema proposto por Smith e Gelfand (1992), amostras da
posteriori par& em (1), pk|Dr), podem ser obtidas tomando amostras dég ¢(
calculando para cada; sua verossimilhanca X(Dr). Onde B = {y,Do},
y={y....¥r} € a amostra e P é o0 conjunto de informacdo a
priori.Esquematizando, temos que:

(1) SeA;...,An € uma amostra de tamanho n d&).p(

(2) Se X" é uma observacao gerada da distribuicao diseretaf.., An}, onde:
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* n .
P(AA =A)) =g = L(\;,Dy) /kzl L(Ak,Dr) =1,2,...,n 3)
(3) Entdo, pK < a)dTT- f p(A|D;)d\. Ou, de outra formaX ¢é
aproximadamente uma observagao gerada da posteh{idip(

Dessa forma, se for gerada,...\,,, uma amostra aleatéria de tamanho m da
distribuicao discreta, teremos, por exemplo:

X:%Z)\*k Dr[ﬂj‘gj'f:xp(MDT)d)\ = EQ\D,)
=1
%Z(Xk -2)? 0T - V(AD,)

=1

A verossimilhanca LX,Dt) corresponde a densidade preditiva yadgy,...yr},
dadoA,Dy, e que nos MDB ou nos MDBCC tem expressao analitica (Apéndice 1),
onde BO={y,Dq}:

L(A,Dr)=L(A.y,Do) =ply Do) = [ P(y16, Do) PBIA) B = Ey, [LE.YID;)] (4)
A distribuic@o a posteriori do hiperparametro é dada pela expressao abaixo:

P | Dr) = LA.Dn)pQ) / [ L\, Dr)p(A)dn (5)

Se a priori pX) € vaga, pX |Dr) é simplesmente a verossimilhanca padronizada
para se tornar uma funcéo de probabilidade:

PO | D) = L\,Dy) / [ L(A,Dy) dA (5)

Obtida a distribuicdo a posteriorixp| Dy), é possivel calcular as caracteristicas do
modelo marginal. Por exemplo, o valor esperado dos parametros do modelo
E(B|Dy) pode ser calculado da seguinte forma:

E(@IDr) =Jo8p(8IDr)dd = fof 8 p(BIDrA)p(A|Dr)cdAd®
5:{Jo6 p@IDrA\)d6} PA[Dr)dA
=[5 E@M.Dx) p(IDy) dA )

Nos MDB é comum denotar a média a posteriori dos paranmtmos instante
t=T, por EQJA,Dt)= mr(A). Assim, uma aproximagao para esses momentos seria:
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n

> me(\)a =y EO,,D;)d 0117 EeID,) @

1=1

No caso da amostragem por importancia (MCI$)éqiado por (3), no caso da
reamostragem (SIR), é a proporcao de vezedqéaeamostraddVale ressaltar

que, no caso da utilizacdo do SIR, vaigsnado serdo reamostrados e, portanto,
seus respectivos pesoé serédo nulos; por exemplo, ae for reamostrado trés
vezes numa re-amostra com m elementos, enf&8/m. Essa nomenclatura
permite incluir nesse esquema de amostragem o procedimento Integragdo por
Monte Carlo com fungédo de importancia (MCIS), onde a fungédo de importancia
seria pd). Além disso, em (7) o limite sé € valido para o procedimento SIR, se
m - co também'?® Maiores detalhes sobre Monte Carlo com funcdo de importancia
podem ser encontrados em Van Dijk e Kloek (1980,1986) e Efron (1982).

De maneira anéloga, a esperanca da previsdo a um passgy)Efode ser
calculada da seguinte forma:

E(Yte1] Dr) =[x E(Ywal A,D7) p(/D7) dA (8)

Logo, uma aproximacao direta seria:
z E(yt+1|)\i ’DT )QT O TrT - E(yt+1| DT ) (9)
1=1

As equacdes (8) e (9) podem ser utilizadas para realizar projecdes para mais de
um periodo quando as varidveis explicativas ndo sdo estocasticas. Nos modelos
VARSs, entretanto, os regressores sdo estocasticos. Neste caso, um procedimento
heuristico habitual € usado [Lutkepohl (1991, p.85)]. Por exemplo, hum modelo
VAR(p), a previsdo para mais de um periodo pode ser {dado

Gun() =Y o B0, Dy AN (A) (10)

onde EO6,,| ) € uma matriz de estimada no periodo t e relativo a defasagem k.
O valor esperado da previsao incondicionklsria entdo dado por:

S JnA)d DT - [ §,(0) HAI D) O = H'y,| B 1)

8 Naturalmente, a distribuicao a posteriori dos parametros esta definida apenas para o periodo final
da amostra, uma vez que os hiperparametros foram obtidos utilizando toda a amostra. Os
parametros dos periodos intermediarios também devem ser definidos da mesmabfd i

° A secéo seguinte compara os dois procedimentos — amostragem por importancia (MCIS) ou re-
amostragem por importancia (SIR).

2 Ou seja, quando os resultados do SIR convergem para 0 MCIS.
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Para medir a capacidade preditiva dos modelos, seja a previsdo condicional (12)
— e no caso dos modelos BVARs a aproximacao (12a), equivalente a (9) — e o
erro de previsao condicional (12b):

Y1 () = E(halDiA) (12)
Ven) =5 L E® 4D A )i A) (12a)
&n(A) = Vi = VernN) (12b)

Utilizando os erros de previsdao condicional pode-se construir uma aproximacao
para o erro quadratico médio do modelo ndo-condicional, como em (13) abaixo,
ou para qualquer outra medida de capacidade preditiva como o desvio absoluto
médio (DAM) ou o indice de Theil-U:

) €06 0T [E,00 1 D) d = EE, (19

2.2 - Comparacéo dos Métodos de Aproximacgao
Os métodos de amostragem por importancia, MCIS, e o de amostragem e re-
amostragem por importancia, SIR, mencionados anteriormente, sdo assintotica-

mente comparaveis. Vimos na secao anterior que Smith e Gelfand (1992)
apresentam um resultado que garante, por exemplo, a seguinte convergéncia:

EZX} OTTEF - E(A|D;)
m]:l

Do outro lado, os métodos MCISs garantem que, por exemplo:

-~ S ALK, AP(YIA, Dy )P(A ) O
§o ZeMLOD) s [AROINDORR)
> ,LADY) [P, Dy )p(r )b

= E(ID,)

Ou seja, quando n,me, os dois procedimentos SIR e MCIS produzem
resultados similares. Entretanto, o SIR evidencia claramente a estrutura bayesiana
de estimacado, além de obter boas aproximagbes mesmo quardoniipor
exemplo, M=0.1n [Rubin (1988), Smith e Gelfand (1992)], o que pode ser
interessante, por exemplo, no caso do célculo de estimativas dos parametros
suavizados.

11 Estas estatisticas foram construidas para ser comparaveis com as equivalentes do modelo
condicional. No entanto, contém a impropriedade de considerar camngobjunto relevante para
estimar as previsdes g Para estimar a distribuicdo a posteriori do hiperparametro.

6
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Tanto o método SIR quanto o método MCIS produzem, com priori vaga, uma
distribuicdo a posteriori, p[Dr), cuja moda corresponde ao EMV, como pode ser
visto na equacéo (57), o que explicita a relacdo entre os estimadores classicos e
bayesianos. Como o0 estimador do hiperparametro ndo €, necessariamente,
normalmente distribuido, a moda pode ser diferente da média e também os
momentos de segunda ordem do estimador, medidos localmente no ponto de
maximo através do Hessiano, podem ser diferentes de uma medida global
V(A|Dy).** Além disto, a reparametrizacdo freqlientemente requerida para o
algoritmo de busca dificulta a estimativa da incerteza dos hiperparametros.

Os EMVs foram calculados, para os exercicios do artigo, utilizando o algoritmo
de busca de Davidon-Flecher-Powell [Brian (1984)], que utiliza o gradiente da
funcdo de verossimilhanca, computados numericamente, para calcular, a cada
iteracdo, o Hessiano. Este algoritmo é uma generalizacdo do método de Newton-
Raphson que utiliza direcbes conjugadas para acelerar a busca. Como alguns dos
hiperparametros sao definidos apenas em alguns segmentos da reta, foram
adotadas reparametrizacbes destes hiperparametros que permitem utilizar
algoritmos néo-restritos para resolver problemas com este tipo de restricao.

2.3 - Fator de Bayes

Assintoticamente o efeito da priori € desprezivel, portanto a Priori de Litterman
seria desnecessaria assintoticamente e os modelos BVARs seriam simplesmente
modelos VARs. Como as amostras sao finitas, & interessante verificar, em cada
periodo do tempo, se a priori continua trazendo alguma informacao ou se ja existe
informacé&o suficiente no conjunto de dados. Para isto ser verificado sera utilizado
o Fator de Bayes Acumulado (FBA), como definido em West e Harrison (1989).
O FBA permite comparar dois modelos através de suas densidades preditivas. O
FBA sera utilizado para comparar o modelo BVAR, ohde fixado em EXJy),
indicado por N, com um modelo VAR classico equivalente ;JMAssim, o
logaritmo do FBA, que compara os modelogéMVh ao longo de k observacoes, é
dado por:

log(H:(k)) = log(p(Yek+1,--.-YilDo,Mo)) - 10g(P(Yek+1,-.... Yi|M1)) (14)

Estas duas medidas sdo semelhantes quando a concavidade da distribuicdo é aproximadamente
constante.

3 No caso dos coeficientes de Litterman que determinam uma varidncia, foi feita uma
reparametrizacdo — tomando o quadrado da variavel utilizada no algoritmo — que garante que a
busca é feita apenas no quadrante positivo. No caso da volatilidade proporcional utilizada no
modelo dinamico bayesiano, foi feita uma reparametrizacdo que garante que os valores estejam
num particular segmento da reta [0,7-1].
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3 - AVALIACAO DO METODO SIR/MCIS

A estimativa da distribuicAo a posteriori utilizando o método SIR esta
fundamentada no teorema indicado na secdo anterior que garante que, se o numero
de amostras tomados da priori for muito grande, os estimadores adotados
convergem em distribuicdo para a posteriori. Entretanto, o teorema n&o indica a
velocidade de convergéncia e ndo se tem como avaliar o tamanho necessério da
amostra. Para calcular este numero, foram construidos dois experimentos em que
se conhecia analiticamente a posteriori. Nos dois exemplos 0 modelo € normal e
escolhem-se prioris conjugadas, de forma que as posterioris sdo bem-definidas.
Num exemplo reamostra-se a média da normal para uma dada variancia, enquanto
no outro reamostra-se a variancia da normal para uma dada média.

Estes métodos tendem a fornecer resultados ruins quando a distribuicdo a priori e
a funcéo de verossimilhanca estéo afastadas entre si. Naturalmente, se as duas
funcbes estiverem proximas, o tamanho da amostra da priori deve ser menor do
que se as duas distribuicdes estiverem muito distanciadas. Por esse motivo, 0
exercicio foi repetido com diferentes tamanhos de amostra e diferentes graus de
distanciamento. Esse ultimo foi medido pela probabilidade de ser sorteado da
priori um valor menor ou igual ao verdadeiro valor do parametro.

3.1 - Modelo Normal com Variancia Conhecida

O primeiro exercicio considera a verossimilhanca normal com m@dia
desconhecida, e variancia® =1. Como priori pareéd usamos a distribuicdo
conjugada normal com médip e varianciat?>. Assim se XX,...% S30
independentes e identicamente distribuidos, cifhiX(6,0°), ondec® =1, e s
[N(u,T%), pode-se demonstrar que a distribuicéo a posteridiédeP|X) CN(uy,
119, onde :

_ToPxX+17%

2
My = Z Z
To?+172

e 12=To?+1"

O meétodo SIR foi utilizado para estimar a distribuicdo a posteriori utilizando uma
mesma amostra de T=50 observacdes normais com rBéfiae varianciag?

=1. O grau de distanciamento entre as distribuicdes foi medido P3P (ha
priori. Assim, quanto maior o valor desta probabilidade maior sera a area
coincidente entre verossimilhanca e distribuicao a priori.

A qualidade da estimativa da distribuicdo a posteriori foi avaliada através da
comparacao com a distribuicdo teorica, quanto a média, a variancia e ao formato
da distribuicdo. A igualdade entre distribuicdes tedrica e estimada foi verificada
utilizando o teste de Kolmogoraé¥.

14 A estatistica de teste B = ma>{ F- If| , 0 maximo da diferenca entre a verdadeira distribuicéo
acumulada e a distribuicdo acumulada aproximada.
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A Tabela 1 apresenta os resultados em que cada linha descreve um exercicio. Em
cada caso foi sorteada uma amostra de tamanho n da distribuicdo & priori
[N(u,1%), parat’=1, com a qual foram calculadas a média, a variancia e o teste de
Kolmogorov. Na Tabela 1 estdo também apresentados a média teorica e o valor
critico do teste de Kolmogorov ao nivel de 2%s resultados completos estao no
Apéndice 3.

Tabela 1
Estimativa de média dada$, tamanho da amostra e distanciamento
vl P(P=3) Média M Média Variancia Teste de V.Crit.
Tedrica Estimada Estimada Kolmogorov (1%)
0 0.9773 -0.0283 100 -0.0207 0.0205 0.0936 0.196
1.000 -0.0271 0.0205 0.0500 0.062
1.2 0.7257 -0.0048 100 -0.0134 0.0163 0.0928 0.196
1.000 0.0142 0.0175 0.0957+ 0.062
1.5 0.5000 0.0011 100 0.1285 0.0482 0.2688+ 0.196
1.000 -0.0098 0.0212 0.0761+ 0.062

Obs.: Nesse exercicio a variancia te6rice’60.0196. + Rejeita-se Hdistribuicdes iguais.

Os exercicios consideram desde uma situacéo favoravel em que a média da priori
coincide com a média da verossimilhanca até uma situacdo em que a
probabilidade de ser sorteado um valor menor do que o verdadeiro valor é de
apenas 27%. Para cada caso foram consideradas amostras da priori de trés
tamanhos, M=(100,500,1.000), da priori. Os resultados mostram que o
procedimento SIR funciona melhor se a priori engloba pelo menos 70% da regiao
relevante e se M=1.000 pelo menos.

3.2 - Modelo Normal com Variancia Desconhecida

O segundo experimento foi feito para uma distribuicdo normal com média
conhecida e varianci@?, desconhecida. A distribuicdo para a precigéd/o,

foi a distribuicdo conjugada gama. Assim sexxx...Xr sd@o independentes e
identicamente distribuidos, com|ex O N(®,¢%), e se qi:G(l/ozo,l), pode-se
demonstrar que a distribuicdo a posteriori@é uma gama com parametros
T/2+1/05 e 1+T$/2, onde:

s :%él(xt —7()2

O meétodo SIR foi utilizado a partir de uma mesma amostra de tamanho T=100 da
normal padréo, isto ®=0 e@'=1. Em cada exercicio foi sorteada uma amostra

de tamanho M de uma distribuigéoc‘é—‘?(,l), com a qual foram calculadas a
meédia, a variancia, e a estatisitica do teste de Kolmogorov. Na tabela, sdo também
apresentados a média e variancia tedrica e o valor critico do teste de Kolmogorov.
Os resultados também mostram que a meédia e a variancia da distribuicdo a
posteriori sdo estimadas mesmo em situacdes muito desfavoraveis, mas que, a

15 Algoritmo de geracdo de variaveis aleatérias pode ser encontrado em Ripley (1987) e Thisted
(1988).
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medida que aumenta o distanciamento entre as distribuicdes, o teste de
Kolmogorov rejeita a hipétese de igualdade entre as distribuicbes, tedricas e
estimadas, da posteriori.

Tabela 2

Estimativa des® dados a média, tamanho da amostra e distanciamento

-2 p(e<1) | Média Variancia | M Média Variancia | Teste de V.Crit.
Oo Teorica Tedrica Estimada| Estimada | Kolmogorov (1%)

1.2 0.54 1.1099 0.0241 100 1.106 0.0259 0.200 0.196
1.000 1.1148 0.0214 0.056 0.062

2.8 0.10 1.1445 0.0248 100 1.1495 0.0234 0.119 0.196
1.000 1.1362 0.0254 0.060 0.062

33 0.05 1.1554 0.0250 100 1.2039 0.023p 0.154 0.196
1.000 1.1637 0.0238 0.045 0.062

Obs.: + Rejeita-sedddistribui¢bes iguais.

Analisando a Tabela 2, podemos concluir que os momentos da variancia a
posteriori s&o bem calculados para qualquer distanciamento do verdadeiro valor e
para qualquer tamanho da amostragem-reamostragem. Entretanto, quanto mais
distante da verdadeira distribuicdo, mais fortemente o teste de Kolmogorov rejeita
a hipétese nula de distribuices iguais. Os resultados completos estdo no Apéndice
3.

Para finalizar, vale dizer que nos exercicios empiricos que analisaremos mais
adiante as propriedades dos hiperparametros nos daréo informacgao suficiente para
garantir que, com baixa probabilidade, estejamos nas situacdes desfavoraveis.

4 - ANALISE DE UM MODELO BVAR

O coeficiente de aperto da Priori de Litterman corresponde a um modelo VAR
com priori, isto é, um VAR bayesiano. Para tanto, utilizamos como exemplo o
modelo apresentado em Moreira e Fiorencio (1996) e que tem as seguintes

variaveis'® exportacdes (desagregadas no conjunto dos produtos manufaturados,
exceto suco de laranja, café e agucar industrializados, e no conjunto dos demais
produtos), importacdes (excluida a importagdo de petrdleo), PIB e a taxa de
cambio (deflacionada pelo INPC e multiplicada pelo IPA dos Estados Ufidos).
Litterman (1986) apresenta uma forma de especificacdo a priori para 0s
parametros do VAR que tem gerado bons resultados do ponto de vista preditivo
em modelos empiricamente estudados. No nosso gasexp.,imp.,PIB,camb.)

€ um vetor de dimenséo quatro e a especificacdo VAR(p) seria:

16 As variaveis foram medidas em logaritmos e consideradas espurias as observacées relativas a
86.4, 90.3, e 94.4 e o modelo foi estimado com dados trimestrais para o periodo 1975.1 a 1995.1V.

17 Esta particular desagregacéo pretende isolar do modelo o efeito da politica de producgéo do
petréleo nacional e as parcelas das exportacdes de manufaturados mais semelhantes as
commodities

10
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Yi =R+ PD, +|§1F|Yt—| +&
as distribuicdes a priori parg(®;, I';; ---,I,; spo obtidas da seguinte forma:
em geral a priori pargy;,®; ) é vaga. Ja os coeficientes auto-regressivps
(coeficiente auto-regressivo de ordena j-ésima variavel na equacao da i-ésima
varidvel do VAR) tém médias 0 e variancias definidas p¢r (Rfriori de
Litterman):

o, O 6%
Vi =B H =2
a° 0 o

onde 6 >é uma estimativa de?, d é um fator de decaimento das variancias a

priori (em geral, d=1); quanto mais longa for a defasagem mais a variancia se
aproximara de zero e mais certeza, a priori, se tera 'gqu®; A; sdo os

coeficientes de Litterman. Sk € 0), entdo a probabilidade, a priori, da variavel
afetar (y) € pequena; por outro lado, 3¢ «), esta probabilidade é alta, o que
corresponde ao caso de priori ndo-informativa. Serdo esses 0s coeficientes
considerados como hiperparametfos.

A Priori de Litterman é definida para cada equacédo e por bloco de variavel
explicativa endégena. Neste caso, temos quatro variaveis enddégenas e, portanto,
um total de quatro hiperparametros por equacdo ou 16 hipeparametros para o
conjunto das equacdes. Estes coeficientes podem ser especificados com restricao,
por exemplo, impondo um mesmo hiperparametro para 0 mesmo bloco em todas
as equacdes, ou o mesmo hiperparametro para todos os blocos de cada equacéo.

Os hiperparametros foram estimados por maxima verossimilhanca e suas
distribuicdes a posteriori foram obtidas utilizando o método MCIS/SIR. Foram
sorteadas 1.000 amostras de uma distribuicdo a priori dos hiperparametros
[lognormal com EX)=6.14 e Prob(>40)=5%]. A utilizacdo da distribuicédo
lognormal garante que os valores sejam positivos, como convém a um desvio
padrdo, e os parametros desta distribuicdo foram definidos considerando que o
hiperparametro € um coeficiente de Litterman, que, portanto, um valor de 40
implica um valor suficientemente nao-informativo, e que os valores informativos
do coeficiente estdo centrados em torno de 6.

Foram estimadas 25 distribuicdes a posteriori dos hiperparamglrézafa cada
uma das quatro equacdes, quatro por bloco e também um para todos os blocos. Na
estimacao conjunta, um para cada um dos quatro blocos e também um para todo o

Boutras informacdes sobre o procedimento bayesiano de estimac&o aplicado ao VAR para outras
especificacbes de priori e outros tipos de abordagem podem ser encontradas em Kadiyala e
Karlsson (1993), Koop (1992), Lima, Migon e Lopes (1993) e Lopes (1994).

11
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sistema. A capacidade preditiva foi avaliada com o modelo condicionadlo ao
mais provavel; a moda no caso de distribuicdo discreta; a média a postexiori de
E|Dy); ao estimador de maxima verossimilhancaPara comparagcédo, sao
apresentados, também, os resultados de um modelo equivalente sem
hiperparametros, ou seja, na forma VAR clasSica.

O primeiro histograma abaixo mostra para o caso de um uUnico hiperparametro
para todas as equacdes e blocos, a sua distribuicdo a priori e a distribuicdo a
posteriori obtidas. A comparacdo dos dois ilustra o ganho de informacao obtido.
Os resultados para os demais casos estao sinteticamente caracterizados pela média
e o intervalo de maxima densidade a posteriori — que € descrito pelos percentis 3

e 97% — apresentados nas Tabelas 3 e 4.

Tabela 3

Hiperparametros : média e intervalo de maxima densidade a posteriori
Equacéo/ Sistema PIB Exportacéo Importacéo Céambio
Regressores

Bloco:PIB 17.7(13.6,39.0))] 15.0(5.8,12.d)  5.7(0.7,30.0) 6.8(0.4,286) 1.3(0.1,5.5)

Bloco:Exp. 9.7(5.9,20.9) 0.3(0.2,1.1) 5.1(1.0,25.9) 3.6(0.2,10|6) 2.7(0.1,9.2)

Bloco:Imp. 12.7(7.5,20.9) 6.7(0.3,6.6) 1.1(.0,3.6) 1.6(0.1,6.2) 2.5(0.1,10.0)

Bloco:Cambio 16.0(3.6,38.7) 3.0(0.1,2.1) 8.3(0.3,30.7) 2.6(0.0,14.3) 6.3(0.3,38.7)

Todos os Blocos 16.6(15.7,27.7)  7.2(7.1,19.0) 1.7(0.3,4.8) 0.7(0.1,4.3) 0.8(0.1,2.0)

Gréfico 1
Histograma da priori e posterioi de um coeficiente de Litterman
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A Tabela 3 mostra o valor médio e respectivo intervalo de maxima densidade a
posteriori®® Em geral, os hiperparametros sdo estimados com muita incerteza —

1 Por economia de espaco ndo foram apresentados os resultados para as restricdes do tipo um
hiperparametro para o bloco da dependente defasada e outro para os demais blocos.
20 Medidos nos percentis 3 e 97%.

12
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intervalos de maxima densidade a posteriori muito gratidese que a hipotese

de igualdade entre os hiperparametros estimados sem restricdo e com restricéo €,
em muitos casos, rejeitada. Os hiperparametros relativos a um certo bloco, por

exemplo o do PIB, no sistema e em cada uma das equacdes, podem ser
comparados ao longo da linha. De outro lado, os hiperparametros dos diferentes

blocos de cada uma das equacgfes sao comparados ao longo das colunas.

As tabelas a seguir utilizam a notagdo (M1) para indicar que a equacdo ou o
conjunto de equacdes foi estimado com quatro hiperparametros, (M2) para indicar
gue a equacao ou o conjunto foi estimado com 1 hiperparametro e finalmente
(MO) para indicar o modelo estimado na forma classica — sem utilizar a Priori de
Litterman.

A Tabela 4 mostra que os logaritmos da verossimilhanga preditiva (LVP) do
modelo condicionado a diferentes valores do hiperpardmetro — média a
posteriori, moda a posteriori ou EMV — sao muito semelhantes entre si, seja
considerando cada uma das equagdes ou para o sistema como um todo. Entretanto,
as verossimilhancas séao diferentes quando comparamos modelos estimados com
restricdes, por exemplo comparando o modelo M2 com o M1, resultado que esta
de acordo com a comparacédo dos intervalos de maxima densidade a posteriori dos
hiperparametros. Esta tabela também mostra que o modelo estimado de forma
classica é significativamente pior do que o estimado com alguma informacéo a
priori.

Tabela 4
LVP no VAR e BVAR com diferentes restricd@s
Modelo | Condicional Sistema PIB Exportacfo Importagdo Cambio

M1 Média -2976.8 -2780.9 -2850.3 -2849.3 -2823.1
M1 Moda -2977.1 -2780.6 -2848.4 -2846.0 -2820.2
M1 EMV -2977.2 -2781.6 -2848.9 -2845.5 -2820.2
M2 Média -2976.9 -2782.8 -2850.4 -2847.7 -2821.0
M2 Moda -2976.6 -2782.8 -2850.3 -2846.3 -2820.9
M2 EMV -2976.9 -2782.5 -2850.4 -2846.3 -2820.9
MO - -2991.1 -2795.5 -2859.7 -2861.2 -2835.9

A Tabela 5 mostra que a introducao da restricdo de que o hiperparametro de um
certo bloco seja o mesmo para todas as equacdes reduz a verossimilhangca de
forma significativa?® Esta tabela mostra o LVP de cada equacdo estimada
separadamente e em conjunto — caso em que foi imposta a restricdo de um
mesmo hiperparametro em cada bloco em todas as equacgdes.

2L E com uma distribuicdo a posteriori assimétrica como atesta a comparacdo do ponto médio do
intervalo com a média. Esta assimetria ja invalida a utilizacdo das medidas habituais de incerteza
de estimadores.

22 As verossimilhancas s&o comparaveis por coluna.

23 Consideramos que alteraces de até uma unidade do logaritmo da verossimilhanca ndo sdo
significativas.

13
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Tabela 5
LVP no BVAR condicionado a média
Modelo Estimacdo PIB Exportac8o Importacap Céambio

M1 Conjunta -2783.0 -2851.5 -2850.9 -2827.2
M1 por equagéo -2780.9 -2850.3 -2849.3 -2823.1
M2 Conjunta -2784.0 -2852.5 -2852.1 -2888.4
M2 por equagéo -2782.8 -2850.4 -2847.7 -2821.0
MO - -2795.5 -2859.7 -2861.2 -2835.9

Utilizando o Theil-3* do erro de previsdo a um perigélé, possivel comparar o
modelo marginal — integrado para todos os valores do hiperparametro — com o
modelo condicional ao valor médio do hiperparametro, seja na estimativa por
equagao ou conjuntamente.

Os resultados apresentados na Tabela 6 mostram que o efeito das restricbes sobre
os hiperparametros fica menos visivel, que o modelo marginal ndo €
substancialmente diferente do modelo condicional a média do hiperparametro.
Aqui também (MO) é significativamente pior. As previsdes apresentadas na Tabela

6 e o Theil-U do erro de previsdo a trés periodos mostrado na Tabela 7 tém a
mesma caracteristica.

Tabela 6
Outros resultados do modelo estimado por equag&o e conjuntamente
Modelos | Condic. Theil-U Eya/t)
PIB Exp. Imp. Camb. PIB EXxp. Imp. Céamb.
Equacdo| M1 Marginal 0.552 0.837 0.774 1.003 4.946 2.763 3.299 1.521
M1 Média 0.541 0.841 0.797 1.055 4.942 2.774 3.297 1.521
M2 Marginal 0.559 0.845 0.759 1.02( 4.941 2.765 3.297 1.527
M2 Média 0.556 0.838 0.764 1.017 4.936 2.766 3.297 1.525
Sistema | M1 Marginal 0.561 0.857 0.81 1.118 4.934 2.8p1 3.487 1.509
M1 Média 0.558 0.857 0.815 1.12( 4.93%2 2.805 3.287 1.508
M2 Marginal 0.536 0.870 0.839 1.134 4.932 2.811 3.282 1.502
M2 Média 0.552 0.870 0.840 1.137 4.931 2.813 3.281 1.502
MO - 0.780 1.200 1.156 1.355 4.922 2.83p 3.270 1.487

% Theil-U é uma medida da comparacédo do erro de previséo (e) com o obtido de um modelo
ingénuo E(yt-1)=y.1, que faz sentido para séries integradas. A medida éSBIE (y.ye1)2) 2

% para 0 modelo marginal foi calculado o Theil-U, mas nao foi calculada a verossimilhanca
preditiva.

14
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Tabela 7
Theil-U para o erro de previsao a trés trimestres no sistema

Mod. Condicional PI1B Exportacéo Importacdo T.Cambio
M1 Marginal 0.799 1.075 1.160 1.173
M1 Média 0.810 1.080 1.170 1.181
M2 Marginal 0.831 1.077 1.188 1.201
M2 Média 0.833 1.079 1.191 1.204
MO - 0.936 1.129 1.362 1.302

4.1 - Fator de Bayes para Comparacédo VAR e BVAR

Os resultados da sec¢éo anterior deixam claro que os modelos que utilizam BVAR
sao sistematica e significativamente melhores do que os modelos VAR, quando
considerada toda a amostra. Mas pode ocorrer que o efeito dos hiperparametros
diminua ao longo da amostra. Os graficos a seguir apresentam o FBA descrito na
Secdo 2.2 com uma janela de 12 periodos. O conjunto de graficos refere-se a
comparacao dos modelos condicionados ao valor esperado do hiperparametro com
um modelo classico. O primeiro refere-se ao sistema e outros aos modelos do PIB,
das exportacdes de manufaturados, das importacbes nao-petroleo e da taxa de
cambio. Em todos os casos em que o grafico do FBA estiver no intervalo entre as
linhas (-2,2), o modelo BVAR é considerado semelhante ao VAR; caso contrario,
sera melhor se estiver acima de 2 e pior se estiver abaixo de -2.

Gréfico 2
FBA(12) - Sistema
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Grafico 3
FBA(12) - PIB
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No inicio da amostra 0 modelo BVAR ¢€ significativamente melhor, mas, na
medida em que a amostra cresce, 0 modelo BVAR é tdo bom quanto o modelo
VAR. Nesta circunstancia, o FBA muda sua inclinacao por volta da década de 90
em todos os casos, sugerindo a ocorréncia de uma mudanca estrutural néo
considerada. De fato, o modelo VAR equivale a um BVAR estimado com
variancia a priori muito grande e, portanto, a variancia dos seus parametros €
maior possibilitando maior facilidade de ajustamento. Neste caso, parece
recomendavel, do ponto de vista bayesiano, utilizar os procedimentos de
monitoramento e intervencgao.
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Gréfico 4
FBA(12) - Importacao
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Gréfico 5
FBA(12) - Taxa de Cambio
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5 - ANALISE DOS MODELOS DE TENDENCIA E SAZONALIDADE

Nos MDB pode ser especificado o fator de desconto que determina a volatilidade
de cada parametf®d.Em geral, ndo existe um critério para definir o fator de
desconto, mas no c&sao modelo de decomposicdo tendéncia e sazonalidade
estes fatores podem ser arbitratfoNaturalmente, esse fator pode ser tratado
como um hiperparametro e estimado com o método MCIS/SIR ou por maxima
verossimilhanca.

O modelo de decomposicéo é dado por:

Ye=He + St + a +&N(O,Vy)

M= Mes + Brat &Y &t.8%) = N(O,W)
Bt= Br1 + Ezt

S=0S1 + & &% =NOWY)

onde u é a tendéncia estocastidd, € a inclinacdo, S € um vetor de (s-1)
componentes sazonais — onde a primeira componente € uma parcela da equacao
de observacéo —¢ é uma matriz de rotacdo de periodicidade E)%" sdo os
chogues estocasticos sobre o bloco da tend&jiciéap vetor de choques sobre as
componentes sazonais. Além disso, V é a variancia do model®, & sdo,
respectivamente, as matrizes de covariancia a posteriori do bloco de tendéncia e
sazonalidade, WC/A\' , WS=C%/A%. Dados os hiperparametroa’X? que
correspondem aos fatores de descontos, este modelo € um MDB que € estimado
segundo o algoritmo do Apéndice 1. Para estimar os hiperparametros, foi adotada
a metodologia da Secdo 2, que foi aplicada tomando 1.000 amostras da
distribuicdo a priori, suposta uniforme [.741].

Este modelo € utilizado para prever as mesmas componentes da balanca comercial
da secao anteridt. Para ilustrar um resultado, o Grafico 6 apresenta o0s
histogramas das distribuicdes a priori e da posteriori do fator de desconto do bloco
de tendéncia do modelo do PIB.

26 Como definido no Apéndice 1 para o caso da variancia proporcional.

" Quando as matrizes F da equac&o de observacéo e G definidas no Apéndice forem constantes no
tempo.

8 Considerando a vida média da informacéo (n). Neste caso o fator de desconto é igual a 3n-
1/3n+1.

29 Que corresponde ao intervalo de variacéo relevante para um fator de desconto.

% Exclusive a taxa de cambio que n&o apresenta um padréo sazonal.
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Gréfico 6
Histograma da priori e posteriori do fator de desconto da tendéncia do PIB
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A Tabela 8 apresenta de forma sintética a distribuicdo a posteriori dos
hiperparametros dos modelos de todas as varidveis. Em todos os casos, a média,
mediana, e a moda da posteriori sdo aproximadamente iguais entre si e ao
estimador de méxima verossimilhanca. O intervalo de maxima densidade a
posteriori é aproximadamente igual aos limites do conjunto M dos
hiperparametros em que o LVP é no maximo duas unidades menor do que o LVP
modal, sugerindo que este critério de comparagcdo de LVP é razoavel
empiricamente.Além disso, com aproximadamente 95% de probabilidade, os
fatores de desconto estédo no intervalo [0.87;1].

Tabela 8

Hiperparametros

Modelo Bloco| Média| Moda EMV | Perc| Perc.| Perc. | Min. | Max.
0.03 0.5 097 |emM|emM

PIB Tend | 0.903| 0.903] 0914 0.891 0.9093 0.911 0.891 0.911

Saz | 0.984( 0.998 0.999 0.997 0.998 0.998 0.997 0.999
Importacdo | Tend | 0.921| 0.931 0.914 0.885 0.911 0.985 0.885 0.935
Saz | 0997 0.998 1.000 0.994 0.997 0.998 0.994 0.998
Exportacdo Tend 0938 0930 1.000 0.§70 0.930 0.993 0{887 0.993
Saz | 0997 0.999] 0.999 0.993 0.998 0.9998 0.999 0.999
Obs.: M ={kldamostra tal que |LogVero(k)-LogVero(moda)|<2.

O modelo marginal — somente possivel de ser obtido por método numérico — é
mais representativo do que o0s modelos condicionais a algum valor dos
hiperparametros porque leva em consideracdo a distribuicdo de probabilidade a
posteriori dos hiperparametros e, portanto, os modelos condicionados a todos os
possiveis valores dos hiperparametros. Alternativamente, num enfoque classico,
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seria escolhido o modelo condicionado ao EMV dos fatores de desconto. Portanto,
uma pergunta interessante seria: estas duas abordagens geram resultados
substancialmente diferentes do ponto de vista preditivo? A Tabela 9 compara a
performance preditiva de alguns desses modelos, utilizando como critério
medidas do erro de previsdo a um periodo, o Theil-U e o desvio absoluto médio
(DAM).

Tabela 9
Resultados dos modelos
Variavel Modelo T-U DAM LVP Prev.(1) Prev.(3)
PIB Marginal 0.918 0.031 - 4.795 4.923
Média 0.917 0.047 -37232.9 4.796 4.923
Moda 0.917 0.047 -37232.9 4.796 4.923
EMV 0.871 0.045 37233.2 4.797 4.925
Importacéo Marginal 0.931 0.119 - 3.418 3.584
Média 0.926 0.119 -39374.4 3.424 3.590
Moda 0.943 0.120 -39374.4 3.420 3.590
EMV 0.914 0.117 -39372.4 3.417 3.589
Exportacéo Marginal 1.102 0.124 - 2.734 2.813
Média 1.103 0.124 -38901.5 2.737 2.804
Moda 1.080 0.121 -38896.9 2.733 2.814
EMV 1.199 0.174 -38879.5 2.715 2.796

Os modelos condicionais e marginal sdo bem parecidos no que diz respeito a
capacidade preditiva, pelo menos nesse exemplo empirico. Estes resultados
indicam que os EMVs podem ser utilizados para estimar os momentos de primeira
ordem, entretanto, utilizando o método MCIS/SIR, podemos fazer afirmativas
acerca da variabilidade dos hiperparametros a posteriori.

A Tabela 9 indica que, no caso das importacbes e exportacbes, o EMV obtém
resultados significativamente menores do que a moda obtida através do
MCIS/SIR. Isto possivelmente é consequéncia de que a distribuicdo a posteriori é
muito mais concentrada do que a priori — especialmente no caso do
hiperparametro referente ao bloco sazonal — , e que, portanto, ndo foi amostrado
um numero suficiente de pontos no dominio de variacdo relevante do par de
fatores de desconto utilizado. Esta caracteristica, que esta evidente nos resultados,
indica que o procedimento MCIS/SIR deveria ser repetido redefinindo a priori do
hiperparametro do bloco sazonal.

6 - MODELOS DE FUNCAO DE TRANSFERENCIA
Os hiperparametros também podem ser utilizados para considerar modelos néo-

lineares como modelos lineares condicionados ao hiperparametro que representa o
aspecto nao-linear. Como um exemplo, vamos considerar um modelo de funcéo
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de transferéncia de primeira ordem que representa um mecanismo de saturacao e
gue € dado por:

Yi=He +E¢+ St + a 1& N(O,Vy)

Me=He + &Y &= N(O,W)

Et = AE1 + yerXy

Yt = Ve

S=051

onde p representa a tendéncia estocastica — admitida sem inclinacdo — S

representa as componentes sazonais e E o termo da funcdo de transferéncia do
regressor X para y, mede a velocidade da convergénciangede a magnitude do

efeito. Neste modelo, admite-se que apenas o termo de tendéncia tenha uma
componente estocastica.

Resolvendo a equacdo de diferencas, temeg(EAL+A%L%+...)X; mostrando
gue o efeito de X sobre y se da de forma cumulativa e que o demede a
velocidade com que o efeito converge para o seu valor f{ite\).

Conhecido o valor dg&, este modelo € um MDB, portarX¥gode ser considerado
como um hiperparametro e estimado por EMV ou pelo método MCIS/SIR. Neste
caso, o hiperparametro pode ser transformado em mais um parametro do modelo,
transformando este num modelo nédo-linear, que tem mais um paraetoe

sera estimado sequencialmente — ao contrario do hiperparametro que é suposto
fixo para toda a amostra.

Como um exemplo, consideremos que o efeito da taxa de cambio sobre as
importacdes e as exportacdes se da de forma cumulativa e que este processo pode
ser representado por uma funcéo de transferéncia de primeira ordem do tipo acima
definido. Portanto, serdo considerados modelos deste tipo para as exportacdes de
manufaturados e as importacdes néo-petroleo estimando a medidaefeito da

taxa de cambio por EMV e pelo método MCIS/SIR. No caso das exportacdes de
manufaturados, é apresentada também a estimativa de um modelo n&o-linear em
gue a medida de saturacéo foi transformada em mais um parametro, utilizando a
aproximacao proposta por Migon e Harrisson (1985).

O coeficiente de saturacédo s6 faz sentido no dominio [0,1], portanto a priori foi

definida como uma uniforme neste mesmo intervalo. Também aqui foram

extraidas 1.000 amostras da priori. Para ilustrar os resultados, o Grafico 7
apresenta o histograma da distribuicdo a priori e a posteriori do hiperparametro
relativo a equacao de exportacoes.

3L A ndo-linearidade afeta apenas o calculo da distribuicdo a priori. Os termos n&o-lineares séo
entdo aproximados pelo termo linear da expancdo em série de Taylor em torno do valor da
posteriori do periodo anterior. Como esta transformac¢éo da posteriori para a priori é suave, esta é
uma boa aproximacéo.
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Gréfico 7
Histograma da priori e posteriori da saturacéo
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A Tabela 10 apresenta de forma sintética a distribuicdo a posteriori dos
hiperparametros dos dois modelos. Neste caso, também o EMV é semelhante a
moda e o intervalo de méxima densidade € semelhante aos limites do conjunto M.
A capacidade preditiva do modelo marginal e dos modelos condicionais ao EMV,
ou a média, moda da posteriori sdo muito semelhantes entre si e aos resultados do
modelo n&o-linear que incorpora a velocidade de saturagdo como mais um
parametro do modelo.

Tabela 10
Hiperparametros

Modelo Média | Moda | EMV Perc.|Perc. |Perc. |Min. Max. Nao-
0.03 |0.5 0.97 emM |emM Linear
Importacdd 0.894 | 0.904| 0.906 0.841 0.896 0.986 0.843 0.946 -
Exportacdq 0.861| 0.861] 0.876 0.845 0.783 0.867 0.918 0.795 0.716
Obs.: M ={kldamostra tal que |LogVero(k)-LogVero(moda)|<2.
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Tabela 11
Resultados dos modelos
Modelo Condicionamentg T-U DAM LVP Prev.(1)
Importacao Marginal 0.909 0.119 - 3.412
Média 0.910 0.119 -38409.2 3.412
Moda 0.908 0.119 -38409.2 3.409
EMV 0.908 0.119 -38409.2 3.408
Exportacéo Marginal 0.971 0.116 - 2.564
Média 0.972 0.116 -37926.6 2.565
Moda 0.972 0.116 -37926.5 2.565
EMV. 0.970 0.116 -37926.6 2.565
N&o-Linear 0.968 0.114 -37457.2 2.556

7 - CONCLUSAO

A introducdo dos hiperparametros torna os MDBs mais flexiveis, mas o0s
resultados do modelo sdo condicionais aos valores escolhidos dos
hiperparametros. Uma alternativa é utilizar o MBD condicional ao EMV do
hiperparametro. Uma outra alternativa, numa abordagem bayesiana, € levantar a
distribuicdo a posteriori do hiperparametro, para obter resultados ndo condicionais

aos hiperparametros.

Como € uma questdo empirica avaliar se o EMV é uma boa aproximacéo para o
MCIS/SIR, este artigo faz uma comparacao empirica entre estas duas abordagens
utilizando como tema modelos de previsdo da balanca comercial brasileira.

Nos casos estudados neste artigo, as duas abordagens fornecem resultados muito
semelhantes, seja no caso do BVAR, ou como fator de desconto ou quando € um
parametro do modelo que por conveniéncia foi transformado em hiperparametro.
Naturalmente, este resultado ndo é generalizavel para outros modelos e também
outras formas de utilizacéo dos hiperparametros no MDB. Para finalizar, podemos
listar 0 que consideramos como principais vantagens e desvantagens de cada uma
das abordagens.

O EMV é menos oneroso computacionalmente do que o SIR/MCIS e esta € uma
vantagem sensivel na atual geracdo de computadgpes, outro lado, seus
resultados sédo 6timos locéise, devido a reparametrizacdo necessaria a maioria
dos caso$, é dificil estimar o intervalo de confianca e a correlacdo entre os
hiperparametros.

O método do MCIS/SIR fornece resultados globais, que dependem da qualidade
de informacéo utilizada na especificacdo da distribuicdo a priori. O método néo

% processadores Pentium, com 90Mhz.

% A menos que se utilizem algoritmos que partam de diversos pontos iniciais e possam ser muito
mais onerosos computacionalmente.

% Reparametrizacdo que garante que a busca sé se d& no conjunto de valores relevante do
hiperparametro.
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funciona bem quando a intersecéo da priori e da posteriori € muito pequena, seja
porque a priori foi mal-especificada, seja porque um dos hiperparametros tem uma
posteriori muito concentrada.

Resumindo, quando o objeto de interesse sdo apenas os parametros do modelo, ou
estatisticas deles derivadas, o EMV pode aproximar razoavelmentge bem o
MCIS/SIR — o0 que é uma questdo empirica que se verificou em todos 0s casos
estudados neste artigo —, mas, quando o0s hiperparametros e 0s seus momentos de
segunda ordem sdo o0s objetos de interesse, o EMV n&o pode substituir o
MCIS/SIR, seja devido a reparametrizacdo dos hiperparametros eventualmente
utilizada no procedimento de busca do EMV, seja porque a distribuicdo a
posteriori dos hiperparametros ndo é aproximadamente normal, como foi o caso
de todas as situacdes discutidas neste artigo.
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APENDICE

A.1 - MDB de Componentes Comuns

O modelo condicional ao hiperparametro mencionado na Secéo 2 é o modelo
dindmico bayesiano [West e Harrison (1989)], foi generalizado para mdultiplas
equacBes com componentes comuns por Quintana (1985) e Barbosa (1989). Este
modelo tanto pode ser univariado como multivariado desde seja um modelo de
componentes comuns ou que todas as equacOes do modelo tenham os mesmos
regressores. Um exemplo importante € o modelo VAR — onde todas as equacdes
sao explicadas pelas mesmas defasagens das variaveis enddgenas.

Suponhamos que existam q séries temporais univariad§s1y..q), cada uma
seguindo um modelo linear dinamico (MLD) bayesiano padréo, isto é, cada uma
com a seguinte especificacaq;{F, Vtczj, Wtczj }com R (nx1) vetores
regressores e a quadrupla conhecida, para todo t, a menos de umac?qascala
(=1...q). Assim, temos as seguintes equacdes das observacdes e de transicdo do
sistema:

Yy =R 6 +vy vy UN(O, VtcIZJ') @)
B = G Brqj + Wy wq ON(0, Wia?) @2

Note-se que £ G, V:** W; sdo comuns a todos as séries e cada série tem o0 seu
proprio vetor de estaddy. O modelo acima, quando escrito na forma matricial,
torna-se, para cadatem {1...T:

Y=R 0O +V, V: ON(O, D) (a-3)
0; = GO.1 + W, @ ON(0, WD) (a-4)

0r21deYt=(Yt1,...Ytq), Vt:(th,...th), 9t=(9tj,... th), mz((x)tj,...(i)tq), ez:{o'zji}, szj =
gj.

Suponhamos que a distribuicdo abaixo contenha toda a informacgéo a priori sobre
as séries estudadas conjuntamente:

QO!Z'D) D\I-Wl(mmCO!%!nO) (a'5)
ou de outra forma: 6g|> ,Dg) (IN(Mo,Co,Y), (& |Do) DWI(So,o) (a-6)
implicando: @0/Do) CTno (Mo, Co,So) (a-7)

% No caso de modelos homocedasticqs1V
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O teorema abaixo resume os passos da evolucdo e atualizagdo — calculo das
distribuicbes a priori e a posteriori — dos parametros do modelo dinamico
bayesiano de componentes comuns, bem como as distribuicdes preditivas.

Teorema: As distribuicdes a posteriori e preditiva para cada instante de tempo t
para o modelo (a-3) e (a-4) sao obtidas como a segquir:

a) posteriori em t-1: suponhamos que a distribuicdo a posteriori em t-1 para 0s
parametros do model®,3) seja caracterizada pd{4,C.1,St.1,M.1), OU seja:

(01]Y,De1) IN(Me1,Cr1,Y),  QIDr1) DWI(Sia,Mea) (a-8)
©¢-1/Dr1) OTnea(Me1,C 11, Ste1) (@-9)

b) entédo a distribuicdo a priori em t é dada por:

(03 ,Dr1) (IN(@-1,R:1), ¢ |Dr1) DVI(Si1, 1) (a-10)
(8De1) Ot (@41, Ri-1,S01) (a-11)
onde: a=Gimi.; e R=GC.1G +W, (a-12)

c ) a distribuicéo preditiva em t € dada por:

(Y12,Dea) IN(F, Q1Y) (a-13)
(Y4Dra) Ot (1, QS1) (a-14)
onde:fi=R'a e Q=RRF+V, (a-15)

d) e a distribuicdo a posteriori em t € dada pelas distribuicdes (a-16) e (a-17) que
completam a caracteriza¢do do calculo recursivo das distribuicdes do modelo:

(Bd3>.D) IN(M,CY) (D) DWI(S,Y) (a-16)
(8{Dy) OTpe (M,,C,S) (a-17)
onde: ARFRQ a=Y:-f (a-18)
m=a;+ A€ ECER+AATQ (a-19)
S= (nSa+ea’/Q), n=ni+l (a-20)
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No caso de) desconhecid®, a verossimilhanga preditiva ¥(,....,Y 1|Dg), 0
teorema acima nos diz que:

P(Y4|Dr1) O (FoQSt1) = G(N,0) [QSeaM4nes + & (QS1) " @) ™92 (a-21)
onde:  G(m,q) =N F((nea+q)/2) 1 { T (n.o/2) T (a-22)

portanto, o logaritmo da verossimilhanca preditiva é dado por:
T
log(p(Y1,.Y+|Do)) = thl P( YDr1) (a-23)

log(p(Y 1,-Y7|Do)) = k‘0-5*ZtT:1{Iog( QS +H(nta)log(nate (QS1) @) (a24)

A matriz W, de covariancia dey, que é diagonal por bloco de equacdes — o que
garante os choques de blocos diferentes ndo sao correlacionados —, pode ser
definida como proporcional a covarianciae@tre as variaveis de estado. Entao,
W, = BC” para os parametros de um certo bloco e 0 em caso contrario. O vetor
de coeficiente§ determina a volatilidade dos parametros do modelo e pode ser
definida arbitrariamente ou estimado como um hiperparametro.

A.2 - Fator de Bayes no Modelo de Componentes Comuns

Um modelo M e um modelo alternativo Mpodem ser comparados através da
verossimilhanga preditiva, utilizando o Fator de Bayes definido como a razao
entre as verossimilhangas dos dois modelos, ou seja:

H; = log(p(Y 1,.Y't|Do,Mo)) - log(p(Y 1,.Y {|Do,M1)) (a-25)

A avaliacdo da estabilidade do processo gerador das séries pode ser realizada

comparando o modelo ¢4 (Y; | D) O (fi, QS.1) como um modelo
alternativo, semelhante apgMexceto por admitir um maior grau de incerteza (k),
ou seja:

M1= (Y| Dea) OTne (fr, kQSc1) (a-26)

% No caso de§ conhecido a densidade preditiva e o logaritmo da verossimilhaca preditiva sdo
dados por:

p(YdDe1Y) = N(f, @ Y) = {20 Q33 * exp{(-1/2)§' (QY) ™} e
T
log(p(Ya.-.-Y7| 3.D0)) = cte -0.5* ) | {log(1Q3| )+ (&'(Q3)" e)}
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Utilizando a definicdo da verossimilhanca preditiva e um critério de escolha do
melhor modelo, pode-se derivar um procedimento para identificar o modelo mais
provavel’

A.3 - Teste de Hipotese em Modelos de Componentes Comuns

SejaB, a matriz dos k primeiros parametros das g equacdes de um modelo de

componentes comuns,B; a matriz dos Ultimos r parAmetros das q equacdes do
mesmo modelo, e n= k+r o namero total de parametros em cada equacdao.
Definindo:

wlll' elqu
0= (6.0 . = PG
1oy 0g) = Tevvrennnnnn F EB E (a-27)
D80

Se estivermos interessados em verificar se as r ultimas componentes dq vetor F
s&o significativas conjuntamente as g equacdes, terem@s=®(ou H:6,'=0),
onde a segunda € mais conveniente. Fazendo a transposicao e vetorizacao, temos:

; s .. [Dved®,")O
0 = 0, = -28
©6) e vech’) = H/ec(e )B (a-28)
adicionando o fato de que: V89T, (vecn’), COS) (a-29)
temos que a distribuicdo de :  V@&¢] OT, (vecn,”), C,,09) (a-30)

. C(”L )D [Cll 12
onde: vedfl) = H/ec(m )B eC= EC CZZE

Assim o nivel descritivo do teste sera R¢= (1/rg)m,(C,; 0 §*) m).

%0 Fator de Bayes também pode ser calculado dgfl@anhecido — por exemplo, utilizando o
seu estimador de maxima verossimilhanca. Neste caso, temos:

Hi = 10g(p(Y 1,. Y12, Do, Mo)) - log(p(Y1,.Y|2.,Do,M1))

Mo=(Y¢|3.Ded) =N (f, Q%) € M= (Y| 3,Ded) = N (fr, k QF)
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A.4 - Resultados Complementares das Subsec¢fes 3.1 e 3.2

Tabela 12
Estimativa de média dadag, tamanho da amostra e distanciamento
1l P(PI<3) M1 M Média Variancia Teste de Valor Critico
Estimada Estimada Kolmogorov (1%)
0 0.9773 -0.0283 100 -0.0207 0.0205 0.0936 0.196
500 -0.0367 0.0204 0.0495 0.088
1000 -0.0271 0.0205 0.0500 0.062
0.8 0.9192 -0.0126 100 -0.0405 0.0167 0.1806 0.196
500 -0.0141 0.0162 0.0832 0.088
1000 -0.0171 0.0189 0.0499 0.062
1.2 0.7257 -0.0048 100 -0.0134 0.0163 0.0928 0.196
500 0.0003 0.0217 0.0758 0.088
1000 0.0142 0.0175 0.0957+ 0.062
1.5 0.5000 0.0011 100 0.1285 0.0482 0.26884 0.196
500 0.0227 0.0194 0.1159+ 0.088
1000 -0.0098 0.0212 0.0761+ 0.062
1.8 0.2746 0.007 100 0.0094 0.0099 0.31534 0.196
500 0.0057 0.0248 0.1204+ 0.088
1000 0.0064 0.0160 0.1178+ 0.062

Obs.: Nesse exercicio, a variancia teéricg€0.0196 — + Rejeita-se i distribuicdes iguais.

Tabela 13
Estimativa des® dados a média, tamanho da amostra e distanciamento
-2 p(e<l) Média | Variancia M Média Variancia | Kolmogorov | Valor Citico
Op Tedrica | Teobrica Estimada| Estimada (1%)
1.2 0.54 1.1099 0.0241 100 1.106( 0.0259 0.200 0.196
500 1.1119 0.0233 0.041 0.088
1000 1.1148 0.0214 0.056 0.062
2.2 0.21 1.1315 0.0245 100 1.11494 0.013% 0.189 0.196
500 1.1439 0.0233 0.062 0.088
1000 1.1379 0.0235 0.051 0.062
2.8 0.10 1.1445 0.0248 100 1.1495 0.0234 0.119 0.196
500 1.1348 0.0263 0.080 0.088
1000 1.1362 0.0254 0.060 0.062
3.3 0.05 1.1554 0.0250 100 1.20394 0.023 0.154 0.196
500 1.1415 0.0228 0.085 0.088
1000 1.1637 0.0238 0.045 0.062
5.0 0.003 1.1922 0.0258 100 1.2554 0.009 0.344+ 0.196
500 1.1972 0.0227 0.119+ 0.088
1000 1.1799 0.0244 0.127+ 0.062
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