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APRES ENTACAO

Og dois capitulos, DINAMICA DE UM.L PARTI-
CUL4L ¢ SISTEMAS DE PARTICULAS, agui apresentados cons
tituem a primeira terca parte de um curso de Introdu-
080 & Fisica, orientado na diregdo da Fisica Atdmica.
0 curso completo foi ministrado durante o segundo se-
mestre de 1971 aos aluncs do 12 ano da Escola  Supe-
rior de Agricultura "Iuiz de Queirdz" e aos alunos do
curso Introdugao a Energia Nuclear na Agricultura, do
Centro de Energia Nuclear na Agricultura, ambos de Pi
racicaba, em dezesseis semanas, de quatro horas de au
lag cada.

Durante cada sessdao, foram discutidos va-
rios exercicios e problemas que ndo se encontram no
texto, assim como uma atividade moderada de laboratd-
rio,

Isoladamente, estes dois capitulos, cons-
tituem uma Introdugdo & Mec@nica Relativistica atra-
ves de principios e caminhos originais e inéditos.

0 caminho histdrico & Relatividade a par-
tir de fenomenos dticos foi abandonado porque nele, a
amplidao da Relatividade pode passar desapercebida.

, Nosso primeiro capitulo, propositadamente,
mostra a estruturagao de uma teoria como um entrelaga
mento de idéias e fatos nitidamente independentes. A
ciéncia envolve descobertas, mas invengodes, além
de importantes,sdo necessédrias.

0 segundo capitulo contém o desenvolvimen
to da Dinamica dos Sistemas, Aqui tentei  esclareccr
dois pontos frequentemente obscurecidos: 1) os paré-
metros dinémicos do sistema, tais como massa de repou



80 e 2) a exatiddo da chamada Relatividade Restrita
ou Especial, mesmo em casos onde existe interagao,

Minha tarefa foi facilitada pela partici-
pagao do pessoal do CENA e do Departamento de Fisica
da ESALQ, pois sem esss oportunidade, seria incerta a
realizagdo deste trabalho,

Piracicaba, outubro de 1971

.

NEWTON BERNARDES
Catedrdtico da U.S.DP.
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1.

I - DINAMICA DE UMA PARTI’CULA

VELOCIDADE

Queremos, inicialmente, estudar o movimento
de um OBJETO suficientemente pequeno face 3 precisao dos
nossos instrumentos de medida, de modo que susg posicao insg
tantanea, em relagio a um referencial R, possa ser especi
ficada pelas trés coordenadas de um dnico ponto. Nessas
condigBes de aproximacao o objeto serd denominado PARTICQ
LA PUNTIFORME, ou simplesmente PARTICULA. KNdo & necessd
rio que a particula seja "material™ uno sentido vulgar da
palavra, For exemplo, podemos estudar o movimento da
luz, que poderd tambédm ser considerads como particula se,
num dado instante, a sua presenga se manifestar numa re-
gido suficientemente requena de modo que possamos definir
as coordenadas da sua posicgio sem ambigﬁidade. Se com
nossos aparelhos podemos perceber que um objeto € consti-
tuido de mais de uma particula, denominamos é&sse objeto
de SISTEMA.

Para uma particula puntiforme, podemos defi-
nir sua velocidade instanténea, v R , el relacao a um re-
ferencial R como

=(R) o3 ® - a®
v = 1lim =
At—0 At at
ou, abreviadamente ., 4
ATy

Na discussZo do movimento de uma particula,
além de sua velocidade, estao envolvidos outros conceitos,
Principalmente:; MASSA, MOMENTUM e ENERGIA, que passamos
a discutir.



2. MASSA

0 conceitc de massa sempre esteve presente
nag discussoes do movimento de uma particula. NEWTON, o
grande formulador da dinamica, por volta de 1670, definia
MASSA como "a quantidade de matéria em um corpo",. Embo-
ra seja dificil saber exatamente o que NEWION gueria di-
zer, é certo que para éle a massa de um corpo era uma pro
priedade INTRINSECA, isto é, uma propriedade que ndo de-
pende de NENHUMA relagao do objeto com o resto do UNIVER-
SO. 0 atributo ESSENCIAL da massa & a INERCIA, isto §,
a incapacidade de um objeto mudar sua posicao em relagzo
a um referencial particular, sem a intervencao de outros
objetos. Portanto, para NEWTON, a inércia € algo intrin
seco do objeto. Essa atitude é até hoje adotada pela
maioria dos fisicos, embora seja vdlida uma posigéo criti
ca. Por exemplo, hoje é aceitdvel a conjectura da possi
bilidade da massa ou inércia de um objeto ser, n3o uma
propriedade intrinseca, mas sim uma propriedade global do
objeto face ao Universo.

LAVOISIER, em 1780, realizou experiéncias mog
trando que o péso dos produtos da fermentagio do agucar
era igual ao péso dos ingredientes antes da fermentagho,
concluindo que "em tddas as operagbes da arte e da nature
za nada é criado; uma igual quantidade de matéria existe
tanto antes como depois da experiBncia; a gualidade e g
quantidade dos elementos permanecem exatamente as mesmas
e nada acontece além de mudangas e modificagdes na combi-
nag@io désses elementos".  Assim, as experilncias de LA~
VOISIER constituem a base para um dos axiomas fundamen-
tais de tdda a ciéncia, qual seja o PRINCIPIO DA CONSERVA
CA0 DA MASSA, que pode ser enunciado sob uma das seguin-
tes formas:




"E impossivel alterar por gqualguer proces
80 & MASSA de um sistema isolado".

ou

"Se um rrocesso altera a MASSA de um sis-
tema, entdo podemos coneluir que concomi
tantemente se altera a MASSA de um outro
sistema de forma que a MASSA total do Uni
verso permanece constante",.

De uma forma ou de outra o principio da con
servac@o da massa é um axioma bdsico de +oda a ciéneia,
Vamos denotd-lo por Al e exprimi-lo em simbolos matemsti—
cos por

AM =0 Al

subentendendo um SISTEMA ISOLADO,

Mais recentemente, em 1905, EINSTEIN con-
cluiu que hd ume EQUIVALENCIA entre MASSA e ENERGIA, abrin
do a possibilidade da conversao reciproca entre massa e
energia. De qualquer maneira a Fisica até hoje nio 6 ca
Paz de formular com precisfo o conceito de massa, Que age
sim, permanece vago. No entanto, essa indefinig¢Ro pare-
ce ndo prejudicar o deseavolvimento da Fisica. & até pos

- sivel, que o conceito de massa seja supérfluo, emboradtil,
na Fisica. Essas quest3es serfo novamente discutidas
mais adiante.

3. MOMENTUM OU QUANTIDADE DE MOVIMENTO

DESCARTES, ror volta de 1640, foi o primeiroe
a introduzir o produto uv, da massa pela velocidade, como
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uma medida do"movimento contido num corpo". Para DESCARTES,
a quantidade total de movimento de um corpo era constante,
isto €, da mesma forma como para LAVOISIER & MASSA ou a
"quantidade de matéria" de um corpo nao podia ser‘altera—
da, também o MOMENTUM, mv, ou a "quantidade de wovimento™
de um corpo nzo mudava, permanecendo constante. A ideo~
logia de DESCARTES foi severamente eriticada no sdéeculo
XVII, mas apesar disso NEWPON feg bom uso do conceito de
MOMENTUM e formulou as condigdes em que g "quantidade de
movimento" podia ser for¢ada a variar, e introduziu o con
ceito de FORCA como uma medida da VARIACKO DE  MOMENTUM
ocorrida durante um intervalo unitdrio de tempo,

Embora as palavras momentum e quantidade de
movimento tenham se tornado sindnimos na lingua portugue-
sa, Vvamos preferir o uso do vocgbulo MOMENTUM bara indi-
car o produto mv, e vamos denotd-lo pelas letras p ou P,

A conservagao do MOMENTUM total de um siste-
ma isolado é outro principio bdsico da Fisica, e podemos
enunciar o PRINCIPIO DA CONSERVAGXO DO MOMENTUM sob wuma
das seguintes formas:

"E impossivel alterar por qualquer procesg
S0 o MOMENTUM de um sistema isolado",

ou

"Se um processo altera o MOMENTUM de wum

Sistema entdo podemos concluir que concp
mitantemente se altera a MOMENTUM de um
outro sistema de forma que o MOMENTUNM to
tal do Universo permanece constante".
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Vamos denotar 8sse axioma por A2 e exprimf-

lo em sfmbolos watemdticos por

AT =0 A2

subentendendo um SISTEMA ISOLADO.

F1.

P2,

P3.

P4,

Um objeto livre préximo & superffcie da Terra cai com
uma velocidade crescente, aumentando portanto o sen
MOMENTUM, Qual parte do Universo tem o seu MOMEN-
TUM concomitantemente alterada? Qual foi o Referen
cial adotado ?

Um objeto de massa igual a 1 kg se encontra, inieial
mente, a uma altura de 2 km acima da superficie da
Terra. O momentum total enm relagiao a um bom refe-
rencial &, pois, nulo. Ble cai verticalmente per-
correndo um certo intervalo de tempo a distancia de
1 km. J4 que o momentum total se conserva, podemos
concluir que nesse mesmo intervalo de tempo a Terra
adquiriu uma certa velocidade em sentido contrdrio.
Calcule a distaAncia percorrida pela Terra nesse in-
tervalo de tempo.

Das suas observagBes GALILEU concluiu que todos os
corpos préximos & superficie da Terra caem com a MES
MA aceleragao. Baseado no Principio da Conservagdo
do Momentum prove que essa afirmagao vale sé aproxi-
madamente, e que na verdade os corpos mais pesados
caem com aceleracso maior.

Repita o problema P2 substituindo os valores 1 kg e
2 km pelos valores correspondentes 4 masss e & dig-
té&ncia da Iua 2 Terra.
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Dos resultados désses problemas vemos que
certos efeitos s@o muito pequenos para serem observados
normalmente. No caso da queda dos corpos a conservagio
do momentum, i,e. o recuo da Terra, sé poderia ser consta
tada experimentaimente se a magsa do objsto que cai fosse
compardvel & massa da Terra. No entantc, em varias ou-
tras situacdes em que as massas dos objetos em movimento
relativo sa@o, entre si, da mesma ordem de grandeza, pode
mos constatar que o momentum total permanece constante.

ENERGIA

O conjunto das iddias de DESCARTES foi seve-
ramente criticado e combatido no séeulo ZVII, tendo como
principal opositor LEIBNITZ., LEIBNITZ propds em 1686 que
em vez do MOMENIUM, uma medida adequada da "quantidade de
movimento contido em um corpo" era dada pelo produte da
massa pelo gquadrado da velocidade, mv2, que eéle denomina-
ve FORGA VIVA. PBm térmos de hoje o conceito de FORCA VI-

VA corresponde ao ddbro da ENERGIA GINﬁTICA, —%‘— nve, A

énergia de um objeto é um indice da sua capacidade de pro
duzir alteragBes no Universo. A energia CINETICA depen-~
de sbmente do estado de MOVIMENTO do objeto, e nZo da sua
POSIGAO em relagiio ao Universo.

No século XIX o conceito de energia foi es~
tendido para incluir a idéia de que mesmo em repouso um
corpo tem energia LATENTE, ou seja, mesmo em REPOUSO esse
corpo pode produzir alterag®es no Universo. Em geral o
Tepouso € devido a vinculos ou inibigBes que impedem 0 mQ
Vimento em potencial. Eo caso, por exemplo, de um obje
to em repouso préximo & superffcie da Terra suspenso por
um fjo. Removidos os vinculos o corpo entra em movimen-
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to e adquire energia CINETICA, A ésse tipo de energia
latente devido & situagfo do objeto em relagio ao Univer-
so (ou seja, devido & configuragBo do Universo) chama-se
ENERGIA POTENCIAL, Assim estendido, o conceito de ener
glia pagsou a ser tal que o "conteddo de energia de um cor
po" em gualquer instante era repartido em duas rartes:
uma, a ENERGIA CINETICA, devido @o movimento ingtanténeo,
e outra, a ENERGIA POTENCIAL, devido & posigdoc instanti-
hea do corpo em relagdo ao Universo (configuracio ingtan-
tanea do Universo) que podia modificar, isto §, acelerar,
0 movimento do corpo e portanto, transformar—-se em ener-
gia cinética, Enm simbolos matemdticos podemos escrever:

E=U+ T(p)

onde E é a energia total, U a energia potencial e T a
energia cindtica,.

A ENERGIA POTENCIAL é definida de tal forms
que pode haver uma conversao total de energia cinédtica em
energia potencial e vice versa, Portanto, as duas formas
de energia s@o concebidas de tal forme gque a ENERGIA TOTAL
de um corpo, pensada como s SOMA de sua energia cinéti-
Ca com a sua energia potencial, se CONSERVA havendo ape-~
nas transformagao reciproca das duas formas de energia.
Isso significa que a configuracho instantinea do Universo
pode alterar o movimento das suas partes, assim como &sgse
movimento pode alterar a configurac3o do Universo.

EXEMPLO: GALILEU estudando a queda dos corpos sob a aglo
da gravidade concluiu em 1590 que:

1) a velocidade v de um corpo em queda livre no vdcuo a
partir do repouso aumenta proporcionalmente com o tem-
Po, isto &,



a0 passo que

2) o espago h percorrido por esse corpo aumenta com o qua
drado do tempo, isto €,
1

h = — gt°
2
Disso podemos concluir que a ENERGIA CINETICA désse corpo,
T = —%—'MVQ aumenta assim
1 1 1l
—_— v = —— m(gt)2 = — m.gg'!:2
2 2 2

Se queremos descobrir qual deve sera expressao da ENERGIA
POTENCIAL U em termos da POSI(}ZO h do corpo, de tal forma
que a ENERGIA TOTAL E = T + U se mantenha constante, bas-
ta escrever

2.2

T+U=—mg“t" + U(h) = — mgt° + U = const.
2 2

ou seja,
/ Y
L 2.2 Lo
U = const, = — wg-t" = const, - mg k—-——- gt = const. - mgh
2 2 .

Se escolhermos uma certa altura h arbitrariamente como a
posigao em que a energia POTENCIAL do corpo € nula, temos
U = mgh, - mgh = mg(ho- h), e a ENERGIA TOTAL, se escre-
ve pois,

1
E = U(h) + 2(v) = ug(hy - b) + — mv?

2

P5. Estudo do movimento de um péndulo, iceey v = v(0) e
® = 6(t) a partir de E = P + V = const.



5. OUTRAS FORMAS DE ENFTRGIA

Em vdrias situa¢Bes do cotidiano podemos ob
S€rvar gque a soma ci energia cindtica com a energia poten
cial nao permznece constante. Como exemplo bastante sim
Ples podemos considerar o frocesso pelo qual um corpo de
massa m partindo com uma certa velocidade v, deslisa g0-
bre um plano horizontal com atrito, o que produz um de-
créscimo de sua velocidade até que finalmente o objeto
atinge o repouso. Dessa forma, a energia cinética ini

cial —%— mvo2 foi totalmente dissipada, n8o tendo ocorri-

do nenhuma transformacao de energia cinética em energis
potencial, enmbora seja possivel reconhecer facilmente cer
tas ALTERACOES no objeto, como, por exemplo, um aumento de
temperatura.

Um outro exemplo de situagfio em que parece
haver dissipagfo de energia ¢ o seguinte; um gds estd
contido num cilindro hermético provido de um pistao gem
atrito que pode se mover na vertical,

Se o pistao fér suficientemente resado, face & pressao

exercida pelo gds, &le abandonado por si sé, se deslocard
para baixo.  Supondo a existéncia de um impecilho qual-
quer, o pistioc atingird o repouso a uma altura Ah abaixo
1a posicHo inicial. Nesse caso, apesar de n&o haver ocor
rido nenhuma variagio de energia cinética do pistio, hou-

——
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ve uma diminuig@o da sua energia potencial igual a mg A h.
E claro, portanto, que a energia total do pistdo nd3o se
conservou, tendo havido uma dissipagfo de energia poten-
cial igual a mgAh. No entanto, aguil também podemos fi-
cilmente observar que houve aumento de temperatura do gés,
do eilindro e do pistao.

A andlise de situagoes como estas conduziu
a uma AMPLIACAO ou EXTENSAO do conceito de energia, para
incluir o CALOR como uma forma de ENERGTA TﬁRMICA, de mo-
do gue nos nossos exemplos, em vez de dizer que houve um
desaparecimento de uma quantidade de energia igual a

—%— mov2 ou mgih, dirfamos, no primeiro exemplo, que hou

ve uma transformagdo de energia CINETICA em CALOR ou ener
gla TERMICA, e no segundo exemplo uma transformagdo de
energia POTENCIAL em energia TERMICA. As investigacdes de
RUMFORD (1798), MAYER (1842) e JOULE (1842), demonstraram
que a aparente dissipag@o de uma certa quantidade de ener
€la mecanica, isto é, tanto energia cinética como energia
poteneial, de um sistema isolado produzism sempre um mes-
mo acréscimo da ENERGIA TERMICA do sistema medido como um
acréseimo de TEMPERATURA. Embora essa energia térmica
new sempre pudesse vir a ser totalmente convertida de vol
ta em energia cinética ou energla poteuncial do sistema,
& energia anteriormente dissipada %o havia sido perdida,
© permanecia no sistema. Assim, além de energia CINSTI-
¢a € energla POTENCIAL, um sistema tem uma ENRERGIA INTER~
N4, se bem que essa energia interna € na verdade energia
cinética e energia potencial de partes do sistema, partes
egtas (moléculas) queé por serem muito pequenas,as suas con
figuragSes e os seus movimentos nao s8o percebidos pelos
aparelhos ordindrios,

Assim, foi possivel estender o conceito de
couservagio da energia de um sistems isolado, uma vez re-
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conhecido o CALOR como forma de energia, . A andlise de
situagOes andlogas conduziu a reconhecer védrias outras
formas de energia, tais como: LUMINOSA, ELETRICA, MAGNE-
TICA, QUIMICA, etc.

Dessa forma, na segunda metade do séeulo XIX,
um novo principio foi incorporado como principio bdsico de
t8da ciéncia, o FRINCIPIO DA CONSERVAQAC DA ENERGIA, que
pode ser enunciado sob uma das seguintes formas:

"E impossivel alterar por qualquer proceg
so a ENERGIA de um sistema isolado".

on

"Se um processo altera a ENERGIA de umsig
tema, entao podemos concluir que concomi
tantemente se altera a ENERGIA de um ou-
tro sistema de forma que a ENERGTA total
do Universo permanece constante",

Vamos denotar ésse axioma por A3 e exprimi-
lo em simbolos matemdticos por

AE =0 A3

subentendendo um sistema isolado.

Da. mesma forma que os principios da conser~
vagao da massa e da conservagao do momentum, o principio
da conservagao da energia € bdsico para t8da a Fisica.
Se em algum processo observa-se que a energia aparentemen
te nao ge Conserva, somos obrigados a investigar a exis-
téncia de uma nova forma de energia, até entio desconheci
da.  Da mesma forms rara a massa e para o momentum.

-



-12-

PRINCIPIOS DE CONSERVAGAO

A partir do fim do século XIX, t6da a Figi-
ca se apola, pois, nos trés principios bdsicos de conser-
vagaos de massa, de momentum e de energia, que em simbo-
los matemdticos podem ser escritos:

AM = 0 (A1) AP = 0 (A2) AE = 0 (43)

No inicio, &sses trés principios de conser-
vagdo foram baseados em cbservagBes experimentais limita~
das. DPor exemplo, uma variaciio de massa da ordem de uma
parte em um milbh3o teria passado desapercebida nas medi~
das de Lavoisier, dada a precisfo insuficiente de suas ba
langas. No entanto, os Princfpios de Conservacio sBo tio
fundamentais que devemos encard-los nio como uma extrapo-
lagao deuma gérie ampla, porém limitada, de observagBes em
piricas, mas sim como AXIOMAS fundamentais pars toda a Ci8ndcia,

Além d8sses tr8s principios de conservagho a
Pisica adota princf{pios de conservachio adioionais., Por
exemplo, em fendmenos onde se manifesta a carga elétrica
podemos observar, dentro da precisBo dos nossos instrumen
tos de medida de carga, que a carga elétrica total de um
sistema isolado ndo se altera. Extrapolando essa verifi-
cagao empfrica para TODO e QUALQUER processo, adotamos o
Principio da Conservaglo da Carga Elétrica cuio enunciado
€ andlogo a Al, A2 e A3,

“Na aplicagBo de qualquer Principio de Con-
servagao & ESSENCIAL que o sistema esteja ISOLADO, caso
contrdrio podemos ser levados a uma falsa concluszo. Com
© progresso da Ci8ncia os sistemas de nosso interfsse fie
cam cada vez mais delicados e consequentemente sua andli-
8e, cada vez mais complexa.’ (}hﬂ fendmenos que envolvem o
micleo atdmico & comum observar brocessos em gque g massa
aparentemente nao se conserva. Por exemplo, da colisZo
eatre um préton (p) e um neutron (n) pode resultar um deu

teron (D), ou seja, um ndcleo de hidrogénio pesado. Escre
_vendo &sse processo comos: P+n —> D, é§ fdcil  observar
[
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um aparente déficit de massa, jd que os valores bem conheci-
dos das massas dessas trés particulas s3o aproximadamente:

mp==1,672-10‘24 g, m,=1,675.10"2% g , m;=3,343-107%% ¢

Esses mimeros indicam uma APARENTE diminuicho de massa

igual a 0,004-10"24 g. No entanto, uma andlise cuidado-
sa da reagao acima nos mostra que além de deuteron uma ou
tra particula (raio zy) é formada, e que essa particula,
que normalmente escapa do sistema, carrega o déficit de

massa. ~
Un outro exemplo € dado pela DESINTEGRAGAO

BETA exponténea do neutron. Um neutron no VACUO se de-
sintegra (estatisticamente) dentro de 12 minutos, produ-
zindo um préton e um elétron: n —> p+e, Sendo a mas-
sa do elétron igual aproximadamente a 0,001.1072% &, h4
novamente uma apareante diminuig¢fo de masga, da ordem de
0,002.107%% & (= 1,675-1,672-0,001). Aqu{ também uvma
andlise cuidadosa da reagao nos mostra que juntamente com
o préton e o elétron, uma terceira particula (um neutrino)
€ emitida e gue nela reside o d€ficit de massa..

A andlise de processos nucleares como ésses
¢ bastante complexa, devendo, por exemplo, ser levado em
qgnta a velocidade das particulas que participam da rea-
¢80, assim como a relag@o entre massa e energia. Gportu
naweute, 8gses processos nucleares serso discutidos.

Para ressaltar a importéncia dos Principios
de Conservagdo podemos salientar que por volta de 1930,
J4 havia sido observada a aparente diminuicho de massa na
desintegracfo BETA, Uma andlise cuidadosa do processo
ndo revelava a presen¢a de NENHUMA PARTICULA ENTAO CONHE-
CIDA. Em vez de aceitar a VIOLAGAO da Conservacio da Mas
sa, foi preferfvel admitir a exist®ncia de uma IFOVA PARTI
CULA ATE ENTAO DESCONHECIDA, o neutrino. Sdmente 20 anos
depois foi o neutrino observado deuma maneira mais direta..”

[ S
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’. ANALISE CRITICA DOS FRINCIPIOS DE CONSERVAQEO

Apesar de que a MASSA, a ENERGIA e o MOMEN-
TUM de um sistema ISOLADO se conservam, O MESMO nAao acoh-
tece com um sistema ou particula que nZo estejam isolados.
Se uma particula nao estd isolada do resto do Universo, o
seu MOVIMENTO, isto €, a sua velocidade varia, e consequen
temente variam a sua energia cinética e momentum., As ou
tras partes do Universo sofrem uma variagao em sentido con
trério, de tal modo que a MASSA, a ENERGIA e o MOMENTUM de
Universo permanecem constantes.

A variagao da ENERGIA e do MOMENTUM de uma
rarticula ndo isolada é um fato 6bvio da EXFERTENCIA COTI-
DIANA. No entanto, dessa experi&ncia nZo & &bvio se a
MASSA varia ou n8o. Na verdade essa experisncia LIMITA
DA indica que a MASSA n3o0 varia com a mudanga de movimen-
to de um objeto. Essa indica¢Bo LIMITADA é condizente
com a idéia newtonlana de que a MASSA € & quantidade de
MATERTA em um corpe, e como tal, deve permanecer inaltera
da sob tddas as clrcunstancias, Essa coneclusZo precisa
ser analisada mais detidamente por duas razdes: 12) o con
ceito de MASSA como "quantidade de MATERTIA" € vagoe 28) g
experiéncia do cotidiano & LIMITADA, nao excluindo a pos-
9ibilidade de que em certas circunstancias n¥o usuais a
MASSA de um objeto possa variar. Essae quest3o serd anas
lisada mais adiante,

» O TEOREMA DAS FORGAS VIVAS E 0S FUNDAMENTOS LOGICOS

Vemos analisar as variagBes de energia cing
tica e de momentum de uma PARTICULA n3o isoleda, sob um
ponto de vista geral, Nosso objetivo & estabelecer wuma
relagdo entre a variagdo de energia cinética AT de uma
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PARTICULA e a variaggo correspondente do seu momentum &S.
Queremos estabelecer uma relagio entre AT e AT que nio
envolva o0 conceito vago de masgsa. Essa relagfo vird g
ser

AT = FAD

ou seja, "uma PEQUENA variagZo de momentum AP de uma par-
ticula € acompanhada de uma pequena variagao de energia
cinética AT, cujo valor ¢ igual a VAP, onde ¥ & a velg
cidade da particula".

Essa relagio serd chamada de RELAGAO FUNDA-
MENTAT DA DINAMICA, RFD, porgque € uma relagac que vale
independentemente do conceito particular de massa.

Antes de discutir a Relagio Fundamental da
Dinfmica em tdda sua generalidade vamos, por razoes didd-
ticas, DEDUZIR um resultado equivalente, a partir dos con
ceitos limitados de massa, velocidade, momentum e energia
cinética da mecanica newtoniana. O pontc de vista de
Newton pode ser resumido nas trés afirma¢Oes seguintes:

1)} a MASSA de uma particula & por DEFINI
GAO uma CONSTANTE (isto 4, n¥o se al-
tera em nenhuma circunstfncia) porque
expressa algo INTRINSECO da partfcula,
ou seja, a "quantidade de matéria';

2) o MOMENTUM 7" de uma particula de mas-
sa m e velocidade ¥ § por DEFINIQAO
igual g m?;

3) a EFERGIA CINETICA T de uma partfcula
de massa m e velocidade v & por DEFI-

NICEO igual a -%— v,
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Dessas trés verdades axiomdticas, decorrem
relagdes entre m, p e T que por serem decorrBnciag pura-
mente ldgicas s@o necessiriamente vdlidas, sempre que fo-
rem vélidas os trés axiomas, 1), 2) e 3), Se chamarmos
de R uma dessas decorréncias légicas podemos coloecar 08
axiomas 1), 2) e 3) nos vértices de um tridngulo equiléte
ro, e a verdade R no centro do trifingulo:

3)

1) “~ _ N )

rara simbolizar que R &€ uma decorr®ncis légica de 1), 2)
e 3). No entanto, podemos colocar R em um dosg vértices,
por exemplo, no superior, passando o axioma 14 situsdo ra
ra o inferior do trifingulo por exemplo assim:

R 3 3
Z///////:\\\\\\\\ ou ////////:\\\\\\\ ou Z///////i\\\\\\\\
yd
1 2 1 R R 2

>

H

{ para simbolizar, por exemplo, no primeiro esquema que dos
- axlomas 1), 2) e R) decorre como necessidade légica a ver
: dade 3),  Assim vemos que:




A)

B)

guinte:

de 3)

de 1)

de 2)

Portanto,

ou seja,
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Num conjunto de trés axiomas podemos
substituir um deles por um TEOREMA R,
BEM ESCOLHIDO, sem alterar a estrutu
ra da doutrina;

Se mantivermos sdmente 2 dos 3 axio
mas;, € negarmos o terceiro, entdo qua
agora
tri-

se tddas as verdades R serao
inverdades (a nao ger
viais que sé dependem dos dois axio-

mas mantidos).

aquelas

Uma relagéo importante, do tipo R, & a se-

T temos dt

n const. temos dm 0 e portanto,

ndv = d(mV) ;

d ndv

=

P=umv edel) an 0, temos

bodemos concluir que

-ty

mv.dv = V. d(av) = v. d
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Reportando ao esquema do triangulo podemos
portanto simbolizar:

L o
T=—— mv — _—
> aT = 7~ dp

que significa que, em cada um dos esquemas, se ‘tomarmos
como AXTOMAS as afirmacoes situadas nos vértices, a afir-
magio situada no centro do trifingulo serd NECESSARIAMENTE
ume verdade, ou seja, uma decorréncia légida, i.e., um tego

rema.
No caso do primeiro esquema ¢ teoremsa.

dT = ¥, 47 & o chamado TEOREMA DAS FORGAS VIVAS, TRV, que
usualmente é apresentado sob outra forma, a saber:

—

——p
Escrevendo v como —%%— podemos escrever

ax ap
aT = - dp ou entao, AT = X ¢ ——
dt at
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Newton chamava a "variaczo de momentum por.unidade de tem

— 4]
T " -
po *Tin de FORGCA F e assim temos
G
dT = -IT.- ax

e o produto F. dx & chamado o trabalho d5% realizado sb-
bre a particula. Temos portanto,

adT = 4 [

ou seja,

"A variagao da energia cindtica de uma par
ticula € igual ao trabalho realizado sé-
bre ela",

No entanto, a relagioc 4T = V- dp & mais

geral que o enunciado acima do TFV, j4 que ela envolve os
conceitos adicionais de FORGA e TRABATLHO.

« A RELACAO FUNDAVENTAL E OS FUNDAMENTOS LOGICOS

A relagdo, que dagui por diante serd abre-
viada por RFD,

—

dT:?- dp

é tao fundamental como os tréds axiomas newtonianos:

; 1) dm =G0; 2) D =mv e )T = —%— mve. Na verdade, a

g RFD é de um certo ponto de vista até mais fundamental gue

itkuns dos tres axiomas newtonianos, pois, se escrevermos

é 0o caso de um movimento retilineo, AT = vdp,
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go'b. a forma
daT dp

dx dt

vemos que a RFD, significa que "independentemente das

guas definicdes os conceitos de MOMENTUM e ENERGIA CINETI
CA s3o0 COMFLEMENTARES, pois AQUILO que é medido pela va-
riac8o temporal do momentum é também medido pela variag@o
espacial da energia cinética'. Uma relagio desse tipo &
muito mais fundamental, por exemplo, que uma defini¢ao a
priori, axiomdtica e rigida de energia cinética igual a
-%— mvz, que poderia sem nenhum prejuizo real ser substi-
tufda, por exemplo, por v ou —%— ov? ou —%— 't ou por
alguma expressio semelhante, sem contradizer a priori 0
conteddo bdsico do conceito de energia cinética, qual se-
jas Mv =0) =0 e T(-v) = T(v), isto &, a energia ci-
nética de uma particula em repouso € nula, e a energia ci
nética depende sé do médulo da velocidade da particula e

nao da sua direcgto. A razdo para tomar a energia cinéti

ca NEWTONIANA como T = —-]2=---m.v2 pode ser compreendida pelo

22 esquems triangular da pg. 18, ou seja: queremos,
1) que a massa seja invaridvel; 2) que o momentum seja,
P =uv; e 3) que a variacBo temporal de p seja igual &
varlagdo de T, Désses tres requisitos decorre que T de-

ve ger igual g -%— mvz.

No entanto, nao podemos simplesmente tomar
a RFD 4T = ¥'. dp° como axioma em substituicho & definiglo

newtonianag T = -%— mv2 mantendo os outros dois axiomas

g

newtonianos: 1) dm =0 e 2) p = wV, assinm
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aT = v.dp
dm = 0 P = mv
L 2
porque isso acarretaria com o teorema: T = ~—— mv® aggsims
2
dT = v-dp

N
1
D= — my?
2
dm = 0 D = nv

Se quisermos desviar do esquema newtoniano
. devemos, pois, abandonar MAIS UM dos dois axiomas restan-
tes, ou P =um¥ ou m = const. A definicao de momentum
; COWO o produto da massa pela velocidade diflcilmente pode
" ria ser substituida por outra expressZc COR O MESMO COnN-
f tgggo. Jé a conservagio ou invariabilidade da massa ,
~dm = 0, & uma verdade baseada apenas em:
g -
1) CONCEITO VAGO de massa como gquantidade de matéria,
e

{

2) FaTC LIMITADO, da conservagio da massa em reagdes
qQuimicas, queda dos corpos, etc.




00w

E possivel, pois, manter a definicio de mo-
- —" s - . Iy
mentum come p = mv, e abandonar a invariabilidade da mag
sa, estabelecendo o esquenas

/

—

T = mv aT = v.dp

buscando para o vértice superior um terceiro axioma basez
do em:

1) um CONCEITO AMPLC de massa, que nzao eg
teja em contradicao com NENHUM FATO;

ou

2) FATOS GERAIS, mais gerais gque a conser
vacao da massa.

Quanto a FATOS GERAIS, mais gerais que a conservagio da
massa, a experifncia ndo os revela, Devemos, pois, bus-
car uma idéia "a priori" acérca do conceito de massa cuja
generalidade nao possa ser negada por NENHUM FATO experi
mental,

Que essa idéia "a priori"-deve ser uma rela

¢80 entre massa e energia cinética podemos ver do seguin-
te modo;
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Da definicio de momentum, 5*=‘mv, temos

—
P
V= —— (1)
m
que substituida na RFD, 4T = ¥ « dp nos d4

mdT = p . dp
ou, integrando ambos os membros
p2

ndT = ——— (2)
2

Para efetuarmos 2 integragao indicadano pri
meiro membro precisamos estabelecer uma relagao entre mag
ag e energia cinética, Uma vez estabelecida essa rela-
¢ao podemos efetuar a integrag¢ao, obtendo assim da Eq.(2)
a relaggao entre energia cinética e momentum, ou pela Equa
¢ao (1), entre energia cinética e velocidade,

Se escolhermos a massa come uma constante m,
independente da energia, a Eq.(2) depois de efetuada a in
tegragao nos dard o

mT + C = ————
2

onde C é uma constante de integragao, cujo valor ¢ zero,
U 4
J& que a energia cinética deve ser nula para uma particu-

la em repouso, i.e., T(p = 0) = O. Assim, teriamos
2
T = ~5» ou usando a Eq. (1), T = —%— wv?.  Assim, pode

Ros concluir que se escolhemos o conceito de massa como um
atributo intrinseco da particula, invaridvel sob guais—
quer circunsténcias, entfoas equacdes fundamentais p = mv
e dT = 7 . dp implicam que a energia cindtica ¢ igual a

—

2 .
5~ WV", como J4 esperdvamos.,
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EQUIVALENCIA ENTRE MASSA E ENERGIA

Assim, devemos estabelecer um NOVO conceito
de massa, baseado em alguma IDEIA FUNDAMENTAL, que nZo eg
teja, porém, em contradigdo com a experiéncia limitada do
cotidiano. Essa idéia fundamental & a EQUIVALENCIA entre
MASSA e ENERGIA. Eubora essa equivalencia ndo seja de-
corréncia OBVIA de nenhum fato ou de nenhuma idéia mais
gsimples, ela nos conduz a uma viszo do Universo muito mais
simples e muito mais ampla do que a vis&o newtoniana, ba-
seada na constfncia e invariabilidade da massa de uma par
ticula. A eguivaléncia entre massa e energia foi deduzi
da por EINSTEIN em 1905, seguindo outros caminhos. As
suas consequéncias se estendem desde og movimentos intra-
atomicos até & Cosmologia.. A relagBc entre massa e ener
gla é a MAICR DESCOBERTA da Fisica nos dltimos 300 anos.

A equivaléncia entre massa e energia, funde
8ases dois conceitos em um sé, gue podemos chamar de mas—
sa ou de energia. Dado o acumulo Jde conceitos formados
80b a tradigfo da mecfinica de Newbton durante vdérios sécu-
los € mais conveniente manter a ENERGIA como o conceito
FUNDAMENTAL e olhar a MASSA como uma FORMA particular de
energia. No entanto, qualquer forma de energia cinética,
potencial, térmica, etc, pode em principio ser convertida
em massa, isto €, naquilo vulgarmente chamado de matéria,
€ vice-versa. Outroc aspecto da equivaléncia entre massa
© euergia ¢ que qualquer forma de energia deve ter o atri
buto essencial da massa, ou seja, INERCIA. Ainda mais a
equivaléncia entre massa e energia funde os principios da
conservacao da massa e da conservacao da energia em um sé.
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1. AS UNIDADES DE MASSA E DE FNERGIA

Para exprimir a equival®ncia entre massa e
energia temos a dificuldade de que, por razdes histéricas,
essas duas grandezas sao medidas em unidades diferentes,
por exemplo, massa em gramas e energia em ergs. Na ver-
dade, isso representa sé uma inconveni@ncia e nfo uma 4di-
ficuldade. A situacao é andloga & equival@ncia meclnica
do calor descoberta experimentalmente por Mayer e por Jou
le em 1842, Essa equivaléncia entre trabalho mecanico e
calor significa, segundo as investigagGes de Joule, que
quando uma certa quantidade de trabalho & & realizado e
dissipado sdbre um sistema, por exemplo sbbre uma certa
quantidade de dgua, o efeito produzido % sempre igual ao
efeito que seria produzido por uma determinada quantidade
de calor Q, independentemente da forma particular da ener
gia, isto é, se cinética, potencial, elétrica, etc, que
foi dissipada. Isso significa que o efeito de & JOULES
é o mesmo que o efeito de Q CALORIAS. Portanto, podemos
exprimir a equivaléncia entre calor e trabalho pela equa-

cao
B = JQ

onde J é o chamado equivalente mecanico da caloria, e va-
le segundo as investigag®es de Joule, 4,18 joule/caloria.
0 valor numérico resulta igual a 4,18 porque tanto a calo
ria como o joule j4 haviam sido definidos anteriormente
como unidades de grandezas independentes,

Na equivaléncia entre massa e energia a si-
tuagao & a mesma. N80 podemos exprimir essa equivaldn-
¢ia simplesmente pela equagao

m=E

borque tanto a unidade de massa como a unidade de energia
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j4 foram definidas anteriormente como unidades de grande-
zas independentes, Por isso a equivalencia entre massa
e energia deve ser escrita sob a forma

m =3 E

onde dd & uma constante cujo valor numérico depende das
unidades préviamente escolhidas para a massa e parasa ener
glia. Assim como o valor do equivalente mec&nico do ca-
lor é J = 4,18 joule/caloria, o valor de o serd por exem
plo, "tantas gramas por erg", ou "tantos kilogramas por

Joule". _
Tomando o caso de uma partfcula puntiforme,

que é o0 mais simples, escrevemos
.
n=E =l Eo(;s) + T(p)_l (3)

onde separamos a energia total E da particula, em duas

partes: wuma energia cinética T(p) que, subentendido um re
ferencial R, depende do seu emtado de movimento, e uma
energia Eo(x) que depende da configuragfo do Universo, du
ma maneira complicada e em geral conhecida s6 fenomenold-
gicamente, Em vez de chamsr EO de energia potencial, va
mos chamé-la de ENERGIA DE REPOUSO, porque ela € a forma
de energia que atribuimos a uma particula desrrovida de
energia cinética, isto &, de movimento, ou seja, em repou
80, Essa energia de repouso'Eo pode depender de uma ma-~
neira complicada da sua posicio face ao resto do Universo.
E, pode depender mesmo da histéria do Universo, isto ¢,
néo sé da sua posigao instantfinea face ao Universo, mas do
conjunto das suas posiges dentro do Universo, durante
um certo intervalo de tempo. Essa dependéncia complexa
Meswo que n3o seja evidenciada pelos fatos experimentais,
nao deve ser posta de lado por razdes simplistas.
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A Eq. (3) pode ser escrita como

m=m_ + A T(p) (4)

0

onde m, = L Eo(x) é a parte da massa correspondente &

ENERGIA DE REPOUSQ e por isso pode ser chamada de MASSA
IE REPOUSO, A Eq. (4) implica que a massa de uma parti-

cula varia com a sua velocidade. A massa aumenta com a
velocidade se o for positivo e diminui se & fbr negati-

vo. Se X fosse negativo, poderia acontecer que para va
lores bastante grandes de T(p) o t&rmo negativo X T vies
ge a ser maior que o, resultando uma massa total negativa,
Da mesma forma, uma particula que tivesse massa de repou-

80 nula teria sempre uma massa negativa., Por essas ra-
z0es devemos tomar a constante g{ como um niémero positivo.
Bm vez de se exprimir a equivaléncia entre massa e ener-
glia pela equagio m = £ E, costuma-se exprimi-la pela equa
gao

E = m02 (5)

onde 02 = 1/, sendo 1licito escrever 1/of como um qua~-
drado 02, porque ¢ deve ser tomado como positivo. Por-
tanto, escrevemos a Eq. (4) sob a forma

' 1

0@

onde Eo/b2 é a massa de repouso, ou seja, a massa newto-
niana comum, cujo valor para uma dada particula sé se co~
nhece fenomeneldgicamente (isto é, através da experiéneia;
por exemplo, a massa de repouso do elétron & dada pela ex-
peridacia como igual a 9-10™20 g, mas nao temos nenhuma ex
plicag@o para &sse valor), ao passo gque o acréscimo de mas

2 .
sa T/c“ devido ao movimento serd deduzida através da Equa
cdo (2),

m = (Eo + T) (6)
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b, VARTAGAO DA MASSA COM A VELOCIDADE

O axioma newtoniano da invariabilidade d&a
massa, dm = 0, sersd pois, substitufdo pelo axioma einste-
niano da equivaléncia entre massa e energia, E = mcz. Em

'

|
i
}
}

térmos do esquema do trifingulo, vemos que o0 esquema newto
niano dm = O

dT = VOdp

5’= wv T = —%— mv2

\
ou o seu equivalente, como discutido no § 9

gerd substituido pelo esquema einsteniano.

E = m02

a§
it
g
o
=
"
<4
fut
o]
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Uma vez estabelecida a relacio -entre massa
e epergia cinética, dada pela Eq. (6) podemos integrar o
= o_‘o ‘membro da Eq. (2), ou seja L

P
(B, + T)4T = ——

etuando a integracio, nos dé

1 / T2 p2
+ A= — (1)

¥onde A é uma constante de integracao. 0 gignificado da
genergia cinética T é tal que quando p = O, T também €&
igual a zero, isto é, T(p = 0) = O,  Fazendo p=0naEqua
éch (7) podemos concluir que a constante de integragao A
;6 oula, e ficamos portanto com
1 2 p?
ET +
0

- o2 2 2

2

que, multiplicando ambos og membros por 2c¢< nos 44

(12 + 2BT) = pZe?
que, completando-se o quadrado no primeiro membro, nos dd

(T-+EO)2 - Eo2 = p2c2 (8)

Como T + E, 6 a ENERGIA TOTAL E, podemos escrever a Eg.
(8) como

= 8% + p%c? (9)

que exXprime a ENERGIA TOTAL E da particula em t&rmos da
sua ENERGIA DE REPOUSO E, e do seu MOMENTUM p.
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Dividindo ambos os membros da Eq. (9) por

¢t e lembrando que m = E/c° temos

n? = mo2 + p2/02 (10)

que nos d4 a dependéncia da MASSA de ume partfcula com o
seu MOMENTUM. ©Para obter a variagao da MASSA diretamen-
te com a velocidade, procedemos assim:

Dividindo a Eq. (9) por EO2 temos
2 9202

E 2

o o]
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"B = _ (11)

‘m = — (12)

. A Eq. (12) é uma das equagOes mais importan-
{sica do século XX.

niang e massa como uma proprledade intrinseca da par'bicu
_A%n‘ha como consequéncia para a energia cinética a ex=-

= -]-'— mv @ . Por outro lado, do conceito eins-

s R W s

ten Aa.uo" de massa como energia resulta para a energia cing

HE "ﬁ *
tica ﬁma expressao diferente de -%— nrvz, como discu‘bido

no §9. 4 nova expressao da energia cinética pode ser.
; Obt§g9 da Eq. (8)

F

xa.ﬂl’q C

(r +E)% =57+ p (13)
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o - T = \jﬁ 2 + p202‘ - E
r?ﬁ « o o}
:
p2021 ]
= B 1l + —1J
o 2
. E,
) .
) n2ve |
= E 1l + -1
°1 2 2
m,~c
2. 2 '
L
= E 1 + -1
0 : / 2
moz\l- vz) c2
c
A
2 ]
: = E, '\.1+_2 > -1
! c” - v
ou, usando a equagao Eo = mocz, e manipulando dentro de
. radical
T = -02 (14-)

qQue é a expressf@o final da energia cinética em funcao da

velocidade dg particula. Embora bastante mais complica-

1 2

"da do que a expressBo newtoniana T = =5~ mv" a nova for,

‘ma da energia cinética, dada pela Eq. (14) é de mmito mais

utilidade na Fisica e muito mais geral que a expressizo new
toniana. Muitas v8zes & conveniente exprimir a energia
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cinética T em unidades da massa de repouso mocz, isto 6,

T/ﬁocz. Da Eg., (14) temos

- -1
c® - v°
c
ou seja,
(15)
x T - 0 2
P - - moc
- l - 2
A ¢
iq Eq. (12) nos a4
’ m T = mC2 - m 02
i °
quo ££%e a Eq. (15) nos 44

-8 energia total E § a soma da energia de repouso

energia devido ao movimento (CINéTICA) T,

[ Y TR



~35-
Por E&o lado queremos gue as relacdes fundamentais

T = uv (19)

E = me (20)

ﬁ¥a?
cejgggyélidas em qualguer caso (mesmo quando m,=0 = Eo)'
 Das” equagdes (19) e (20) segue
Bl B 3
B @ 7 = c2 - (21)

J Portanto, da Eg. (21) que vale em gualquer
gaso e da Eq. (18) que vale no caso particuler de m, = O,
" temos, substituindo E = pc da Eq. (18) na Eq. (21)

ke w

v(mo =0) =¢ (22)

. ou sejas

"0 significado e o valor da constante "c

€ a velocidade das particulas de massa
de repouso nula",

ou, de outro modo:

"T8da particula de massa de repouso nula
tem velocidade igual a c",

Resta, pois, saber quais s#o as particulas
de massa de repouso nula, medir sua velocidade para se oh
ter o valor da constante c.
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5, A VELOCIDADE DA LUZ

L TR )

-

i

Sem duvida, n&o podemos selecionar as parti
culas de massa de repouso nula por uma medigaoc da massa
de repouso de uma série de particulas. Podemos, no en-
tanto, medindo a energia e ¢ momentum, descobrir quais as
particulas que satisfazem a Eq. (18), ou seja, devemos in
vestigar guais as particulas cuja energia ¢ proporcional
ao seu momentum. Essas particulas ser3o partfculas de
nassa de repouso nula. Entre as poucas particulas de mag
sa de repouso nula, a mais comum é a luz, pois LEBEDEV
(1901) e NICHOLS e HULL (1903), independentemente, medi-
ram a "pressao da radia¢do", isto &, a pressido, ou férga
por unidade de drea, ou transfer@ncia de momentum por umi
dade de tempo e por unidade de drea e concluiram que -egsa
pressfo & proporcional & energia da radiacao (incidente
por unidade de tempo por unidade de drea), e que o coefi-
clente de proporcionalidade € a velocidade da luz (medida
por experiéncias independentes), tudo de acérdo com a Equa

¢8o (18), (Na Eq. (18) "p" & o momentum e n3o pres-
880).

Quando encaramos a luz como uma coleglo de
particulas de massa de repouso nula, com momentum e ener-
8la ligados pela Eq. (18) camos o nome de FOTONS a wuma
dessas particulas. Portanto

R

E = pc (para POTONS) (23)

¢ = velocidade da luz = 3-108 n/seg (24)
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cALCULO APROXTIIADO DA VARTAGAO DA MASSA

Da identifica¢zo dos conceitos de MASSA e
g ENERGIA resultou que a massa de uma particula varia com a
pua velocidade, de acOrdo com a Eq. (12),

m = (12)

a¢ passo que a exigéncia de que as equagdes valham bara
t8das as particulas, qualquer que seja o valorda sua mag-
sa de repouso m, (inclusive m, = O) teve como consequén-
cla que

m, (FOTONS) = O

¢ = velocidade da luz (= 3 x 108 n/seg)

' ' Da Eg. (12) podemos concluir, portanto, que
‘ quando a velocidade de uma partfcula se aproxima da velo—
cidade da luz, a sua MASSA (e portanto a sua ENERGTA) creg
e indefinidamente. Isso nao é evidenciado pela nossa
8xperidncia cotidiana (e nem pelos resultados de vérios sé
oulos de observagio fisica) em que ndo percebemos nenhuma
variacio da massa das particulas. No entanto, nio perce
| bemos €ssas variagOes devido ao fato de gque sendo peque~
naa_(comparadas com a velocidade da luz) as velocidades
?25533 particulas, as variagBes de massa resultantes sio
Pequenas demais para serem percebidas nessas situacBes do
~80%ddiane, ¢ gréfico G.l mostra a massa em unidades de
Be. COMO fungdio da velocidade da particula (em wunidades
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de c) dada pela Eq. (12).

¢.1 ,
30+ "
]
1
e
| 20+ )
m "
, . {]
m, X
10+ ?
o :
44 f
o1 !
0,5 1
v/e

Da Eq. (12) podemos calcular a variagho per
centual (dm/m) de massa em funcio da velocidade. Temos

1 2
dm vav 5~ v
m el _ 2 0 _ 2
ou seja, para V'<<C
1 2
mn{v) - m(Q) N 2 (v - 0) _ 1 v
w(0) 2 _ o2 2 2

Assim podemos organizar uma pequena tabela

Eél que nos mostra a variag¢ao percentual de massa,
n(v) - n(0)

m(0)

y a baixas velocidades,
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7.1

v/c | v dm/m0
0,001 300 km/s 5.107 7
0,01 3.000 km/s 51077
0,1 30.000 km/s 51073
0,2 60,000 km/s 21072
0,3 90.000 km/s 4,5-107°

Por outro lado, a Tabela T.2 nos mostra a
velocidade de alguns movimentos de nosso cotidiano juanta-

mente com as variagbes percentuais de massa corresponden~
tes,

T.2
situag8o \  velocidade dm/m
movimento orbital da
Terra em t8rno do Sol 3-10% xm/n 3,85.10"10
satélite artificial 1-10% xw/h 4,28-10"11
avido supersdnico 2,5-10° ¥m/h 2,68-10712
molécula num gés 1°10% xm/n 4,28.10713

Na Tabela 2 vemos que essas variagodes {(no

- Wéximo de ordem de 4 partes em 101°) passam completamente

desapercebidag frente % sensibilidade dos aparelhos usa-
dos nessas situagoes.

| S
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7. VARIACKO DE MASSA NO DOMINIO ATOMICO

J4 no domfnio dos movimentos intra-atomicos
a situagdo nao é a mesma. A Tabela 3 nos mostra a ordem
de grandeza da velocidade de um elétron profundo mum dto-
mo leve (H) e num 4tomo pesade (Cu) juntamente com as va-
riagdes correspondentes de massa.

7.3
&tomo ordem de grandeza da veloci dm/m
dade de um elétron profundo 0
H 2.10°% cu/s (6,6-1073 ¢) 2.10"°
Cu 6:10° cm/s (0,2 c) 241072

Da T.3 vemos que no interior dos dtomos
(principalmente dos Atomos pesados) um elétron atinge ve~
locidades compariveis com a velocidade da luz, acarretan-
do variacOes de massa significantes, o que altera profun-
damente o comportamento dos elétrons nessas situagBes.

VARIACKO DE MASSA NO DOMINIO DA ELETRONICA

No entanto, nao é sé no interior dos Atomos
Qua os elétrons adquirem altas velocidades. DMesmo subme-
tido & agBo de campos elétricos comuns um elétron sofre
variagao de massa aprecidvel. Calculeuwos essa variacgao.

Quando uma particula de carga elétrica q e
massa m € submetida a uma forga E'(que suporemos constan-
te) a sua velocidade € calculada pela 22 lei de Newton,
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.'!-- wa, da qual resulta, a = F/m e av = &8t = (gF/m)at,
oude E = intensidade do campo elétrico, igual a F/q.
e Multiplicando ambos o0s membros por v, temos

,,dv '(T dv)- (q_E/m) vat. Degprezando g variagso da

, e e com a velocidade temos por integrag2o, v 2 ZqE/m )L

L -t
'onﬂo v 6 a velocidade final no percurso I, tendo a carga
1do do repouso. Conhecendo o valor da razao q/m

(y‘rwa wm elétron essa razio vale 1,76 . 1011 coulom‘n/kg)
ﬁ‘tﬁm calcular a velocidade adquirida pela carga quan-
do loo'.lerada por uma certa diferenga de potenclal V exis-
t.n‘h no percurso L(E = V/L = tantos volts por cm). Subg

titu.{ndo o valor V/L = E, na expr