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Resumo

Neste trabalho estudamos semicorpos finitos e suas representagoes por 3-cubos nao-
singulares, bem como a presenca de semicorpos como anéis ternarios coordenati-
zando planos projetivos nao-desarguesianos. O conceito de isotopia e o seu signifi-
cado geométrico sao explorados. Este contexto permite-nos caracterizar o subgrupo
das translagoes e shears do grupo de colineagoes de um plano coordenatizado por
um semicorpo. Concluimos com exemplos de semicorpos préprios de todas as ordens

possiveis.

Palavras chaves: Semicorpos; Hipercubos nao-singulares; Planos projetivos nao-

desarguesianos.



Resumo

In this work we study finite semifields and its representations by nonsingular 3-cubes,
as well as the presence of semifields as ternary rings coordinatizing non-Desarguesian
projective planes. The concept of isotopy and its geometric meaning are explored.
This context allows us to characterize the subgroup of the translations and shears of
the group of colineations of a plane coordinatized by a proper semifield. We conclude

with examples of proper semifields of all possible orders.

Keywords: Semifields; Nonsingular hypercubes; Non-Desarguesian projective pla-

nes.
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Introducao

O objetivo principal desta dissertacao é o estudo dos semicorpos, isto é, sistemas
algébricos munidos de duas operacgoes fundamentais, adicao e multiplicacao, satis-
fazendo propriedades semelhantes as que definem um corpo, com excecao eventual
da comutatividade e associatividade na multiplicagdo. Tais sistemas (semifields) sao
também chamados de anéis de divisdo nao-associativos (semicorpos préprios). Estes
sao de interesse especial porque os planos projetivos construidos a partir deles tém
propriedades especiais. O artigo de D. Knuth [12] serviu como referéncia bésica para
a elaboracao deste trabalho.

No Capitulo 1 abordamos as defini¢oes basicas e as propriedades fundamentais de
semicorpos finitos e de anéis de divisao, onde também apresentamos dois exemplos
de semicorpos préprios de ordem 16.

Um tratamento geométrico é considerado no Capitulo 2, onde abordamos conceitos
fundamentais e alguns resultados da Geometria Projetiva necessarios para o desenvol-
vimento subseqiiente. Para tanto, introduzimos coordenadas homogéneas para repre-
sentar pontos e retas de um plano projetivo arbitrario, em termos de seu anel ternério.
O conceito de isotopia é generalizado quando aplicamos a anéis ternarios arbitrarios,
e apresentamos um método de Knuth para construcao de todos os anéis ternarios
isotépicos a um dado anel terndrio. Alguns teoremas sobre colineagoes de planos, e
de semicorpos em particular, sao provados usando notacao homogénea. Finalmente,
analisando a estrutura e as propriedades do subgrupo gerado pelas translacoes e shears
do grupo das colineagoes de um plano coordenatizado por um semicorpo, abordamos

a seguinte questao:

Seja p um nimero primo. Descrever todos os grupos de ordem p3", de classe de

nilpoténcia 2, contendo subgrupos X eY tais que | X| = |Y| = p™ e quaisquer



elementos nao-triviais x € X ey € Y ndo comutam (cf. [14], Problema 10.1;

veja também [16]).

Os hipercubos de dimensao finita sao o assunto do Capitulo 3. Primeiramente, dis-
cutimos operagoes de adicao e multiplicacao sobre estes hipercubos. Posteriormente,
introduzimos a noc¢ao de hipercubos nao-singulares. Mostramos que semicorpos sao
equivalentes a certos tipos de 3-cubos (hipercubos tridimensionais) e que planos pro-
jetivos coordenatizados por semicorpos estao em correspondéncia biunivoca com as
classes de equivaléncia dos 3-cubos nao-singulares.

No Capitulo 4 abordamos rapidamente os conceitos de dual e transposto de um
plano projetivo. Utilizamos isto para verificar que a cota superior para o nimero de
isétopos nao-isomorfos de um dado anel ternario (Capitulo 2 - Teorema 5) é a melhor
possivel.

Finalizamos o trabalho com o Capitulo 5, onde discutimos a questao das possiveis
ordens de um semicorpo préprio. Verificamos que tais semicorpos tém ordens da forma
p™, com p primo, n > 3 e p"” > 16. Uma série de exemplos subseqiientes mostram que

essas condigoes sao suficientes para a existéncia dos mesmos.



Capitulo 1

Semicorpos e Pré-semicorpos

1.1 Semicorpos e anéis de divisao

Definicao 1. Um semicorpo finito S € um sistema algébrico finito contendo ao
menos dois elementos; S possui duas operacoes bindrias, adicao e multiplicagao, que

satisfazem os sequintes ariomas:

A1l. Para a adigcao é um grupo, com elemento identidade 0.

A2. Seab=0, entioa =0 oub=0.

A3. a(b+c) =ab+ ac; (a+b)c = ac+ be, para todos a,b,c € S.

A4. FExiste um elemento 1 em S tal que la = al = a, para todo a € S.

Aqui o termo semicorpo sera usado apenas para designar um semicorpo finito. A
definicao acima é insuficiente para semicorpos infinitos, pois o axioma A2 deve ser
substituido pela condicao de que as equagoes ax = b e ya = b sao unicamente soluveis
para x e y.

Semicorpo é muito semelhante a um corpo, exceto que a multiplicacao por ele-
mentos nao-nulos é meramente um loop em vez de um grupo abeliano.

Todo corpo é um semicorpo. O termo semicorpo proprio serd utilizado para
denotar um semicorpo finito que nao é um corpo; i.e., existem elementos a, b, ¢ tais

que (ab)c # a(bc) em um semicorpo préprio.



Definigao 2. Um anel de divisao (ou skewfield) K € um sistema algébrico con-
tendo pelo menos dois elementos, 0 e 1; K possui duas operagoes bindrias, adi¢cao e

multiplicacao, satisfazendo os sequintes axiomas:
(1) Para a adi¢ao é um grupo abeliano, com elemento identidade 0;

(2) Para a multiplicacao entre elementos nao-nulos de K é um grupo (ndo neces-

sariamente abeliano), com elemento identidade 1;
(3) a(b+ c) = ab+ ac e (a + b)c = ac + be para todos a,b,c € K.

Todo corpo é um anel de divisao e todo anel de divisao finito ¢ um corpo (Teorema
de Wedderburn).

No Capitulo 2 veremos que os anéis de divisao coordenatizam planos projetivos
desarguesianos enquanto os semicorpos proprios coordenatizam planos projetivos nao-
desarguesianos.

Os semicorpos proprios sao também chamados de anéis de divisao nao-associativos.

1.2 Exemplos de semicorpos

O seguinte sistema V' é um semicorpo préprio com 16 elementos: seja F' o corpo

2

GF(4) com elementos 0, 1, w e w®* = w + 1. Os elementos de V' sdo da forma z + Ay,

onde z, y € F. A adicao ¢é definida de maneira ébvia:
(u+ X))+ (z+Ay) = (u+2z) + ANv+vy) (1.1)

usando a adicao de F. A multiplicacao é também definida em termos da multiplicacao

e da adicao de F), usando a seguinte regra:
(u + M) (z + \y) = (uz +v%y) + Moz + v’y + v*y?). (1.2)

Claramente, F' C V, e V, com estas operacoes, satisfaz A1, A3 e A4. Para demons-

trar A2, suponhamos que (u + Av)(z + Ay) = 0. Assim,

uzr + v?y =0
vr + u?y + v¥y? =0



Em particular, uz + v?y = 0, e se nenhum dos fatores desta equacao é nulo, entao

existe um elemento nao-nulo z € F tal que x = 2v? e y = zu. Entao
VL + u2y + vQyQ = 2% 4 2u® + 22u*? = 0.

Mas isto é impossivel em F), a menos que u = v = 0. No caso em que algum fator de

ux + v?y = 0 é nulo, temos

uxr =0
vy =0
vr +uly =0

Assim:
e se z =0 entdo (u*y =0 e v*y = 0), donde segue que (y =0 ou u+ \v = 0);
e se u =0 entdao (v’y =0 e vz =0), donde segue que (v =0 ou z + Ay = 0).

Além disso, V' é um semicorpo préprio, pois V nao é comutativo (wA = Aw? # I\w).
Para analizarmos o grau de associatividade em V| sejam u + Av, = + Ay e m + \n

elementos de V. Assim,

(u+ Av) ((x + Ay)(m + An)) + ((u+ Av)(x + A\y)) (m + An)

= [vyn +v*y*n?] + A [0*y*(m 4+ m®) + v°n®(z + 2°) + y*n*(u + u*) + vy(n® + vn)]

o qual serda nulo se quaisquer dois elementos do conjunto {u + v, x + Ay, m +
An} estiverem em F'; ou, equivalentemente, a(bc) = (ab)c sempre que quaisquer dois
elementos do conjunto {a, b, c} estdo em F.

Agora, mostraremos que V possui 6 automorfismos, enquanto um corpo de 16
elementos possui apenas 4 automorfismos. Afirmamos que todos os automorfismos de

V sao do tipo o;;, dados por:
(u+ Av)oy; = + Aw'v? para i=0,1,2; j=1, 2. (1.3)
De fato, como

((u+ M) (z + Ay)) 03 = ((uz 4+ v°y) + Moz + ’y + %Y%) 0y



= (uz + v*y)? + I (ve + v’y + v?y?)’
_ [xjuj 4 w3iv2jyj] + /\[wivjxj + u2jwiyj +w4z‘y2jv2j]
= (v + 2"V (27 + M'y?) = ((u + Mv)oij) (z + My)oy)

entao o;; ¢ um automorfismo de V. Além disso, A e w satisfazem

/

w(Aw) + (wA)w =0
AwA) + (Aw)A # 0

N =1+ (1.4)
Ww=14w
WA = dw?

\

Denotando por w? e A7 as imagens de w e A por um automorfismo o, temos

(

W (Aw?) + (WA )w? =0
A7 (WOA7) 4 (VWA £ 0
(A7) =14\ (1.5)
(W) =1+w°
| WA= A7 (w)?

Portanto,

w? € {w, w?} e A € {\ \w, \w?},

e todos os automorfismos de V' sdo como em (1.3).
Outro exemplo que tem propriedades em comum com V é o sistema W, obtido

definindo-se a multiplicacao pela regra
(u + M) (z + \y) = (ur + woy) + ANve + u’y), (1.6)

em vez da regra dada por (1.2). Este sistema é outro semicorpo préprio contendo F' e
tem a propriedade de (ab)c = a(bc) sempre que qualquer elemento do conjunto {a, b, ¢}
pertencer a F. Os automorfismos de W sao da forma o;, dados por (a+Ab)o; = a+Aw'b
para i =0,1,2.

No Capitulo 5 veremos que um semicorpo proprio precisa ter pelo menos 16 ele-

mentos.



1.3 Pré-semicorpo

Definicao 3. Dizemos que um sistema algébrico S € um pré-semicorpo se satisfaz 0s
axiomas Al, A2 e A3, mas que nao precisa, necessariamente, satisfazer o axioma

A4 da definicao de semicorpo.

Um exemplo muito simples de pré-semicorpo pode ser construido a partir de um
corpo F' que possui mais de um automorfismo. Se ¢ # [ é um automorfismo, defina
uma nova operagao de multiplicagdo o sobre os elementos de F' por z oy = (xy)°.
Entao F' com operacao de adicao + e com operacao de multiplicagao o é um pré-
semicorpo; pois 1 o1 = 1 implica em 1 ser a identidade multiplicativa, se esta existir,
ja loy =y # y para algum y.

No Capitulo 4 veremos que um pré-semicorpo finito pode ser visto como um vetor
com n? entradas em Z e que um semicorpo pode ser construido através de um pré-

semicorpo.

1.4 O grupo aditivo

E facil mostrar que o grupo aditivo de um pré-semicorpo S é comutativo. Pelas leis

distributivas,
(ac + ad) + (bc + bd) = (a + b)(c + d) = (ac + be) + (ad + bd).

Conseqlientemente, por Al, ad + bc = bc + ad, e qualquer elemento que puder ser
escrito como produto comuta sobre a adigao. Mas por A2 e pela finitude, qualquer
elemento de S pode ser escrito como produto; logo, o grupo aditivo é abeliano.
Outro argumento igualmente simples mostra que o grupo aditivo é abeliano ele-
mentar. De fato, sejam a # 0 e p a ordem aditiva de a. Entao p é primo, ja que
(na)(ma) = ((mn)a)a para n,m € Z. O fato de que todo elemento nao-nulo tem
ordem prima ¢é suficiente para mostrar que o grupo é abeliano elementar; isto é, to-
dos os elementos nao-nulos tém a mesma ordem prima p. Este ntimero p é chamado

caracteristica do pré-semicorpo.



1.5 Representacao por espaco vetorial

Seja S um pré-semicorpo e F' o corpo GF(p), onde p é a caracteristica de S. Entao
podemos considerar os elementos de F' como “escalares”, e S como um espaco vetorial
sobre F. Em particular, S tem p™ elementos, onde n é a dimensao de S sobre F.

As observacoes do paragrafo anterior sao bastante uteis pois muitos conceitos de
semicorpos e pré-semicorpos sao traduzidos em termos de espagos vetoriais. Isto sera
explorado no Capitulo 3. Podemos, por exemplo, parafrasear as leis distributivas

como a seguir: Seja a um elemento nao-nulo de S, e definamos funcoes L, e R, por
bL, =ab e bR, = ba, paratodo be S. (1.7)

Entao as leis distributivas A3 sao equivalentes a afirmacao de que L, e R, sao trans-
formacoes lineares do espaco vetorial em si mesmo. Além disso, o axioma A2 esta-
belece que estas transformacoes sao todas nao-singulares se a # 0. Portanto, L, e R,

podem ser representados como matrizes nao-singulares com elementos em GF(p).

1.6 Nucleos

Para um dado semicorpo S podemos também considerar os seguintes sistemas, os

quais indicam certo grau de associatividade do semicorpo:

Nucleo a esquerda : N;:={z € S| (za)b= z(ab),Va, b€ S}
Nicleo médio : Nyo={x € 5| (ax)b=a(xb),Va, b€ S}

Niicleo a direita . N,:={z €S| (ab)x = a(bx),Va, b e S}

O nticleo N ¢ a intersecao dos ntcleos a esquerda, médio e a direita. O corpo
GF(p), onde p é a caracteristica de .S, é sempre parte do nicleo.

Em muitos casos, o ntcleo serd trivial, igual a GF(p), onde p é a caracteristica
do semicorpo. Este é o caso do sistema V' na Secao 1.2. Mas o sistema W da mesma
secao possui nicleo F' = GF(4).

Cada um dos ntcleos ¢ um corpo. Para verificar isto, consideremos, por exemplo,

o nucleo a esquerda N;. As seguintes propriedades sao verificadas:



(A) 1 e 0 pertencem a N;.

(B) Se z e y pertencem a N, entdo x + y e xy pertencem a V.

(C) Se z € N, entao —x € N,.

(D) Se z € N, entao existe Z € N, tal que 2Z = Zz = 1.
Demonstragao. (A) (0a)b =0 = 0(ab) e (1a)b = 1(ab).

(B) Se x e y pertencem a N, entao,

((x +y)a)b = (za + ya)b = (xa)b + (ya)b = x(ab) + y(ab) = (x + y)(ab)

((zy)a)b = (z(ya))b = 2((ya)b) = x(y(ab)) = (zy)(ab).
(C) Se x pertence a N, entdo,
z(ab) + (—z)(ab) = 0 = (za)b + ((—z)a)b = z(ab) + ((—x)a)b,
que implica em (—z)(ab) = ((—x)a)b.

(D) Sejam L, e R, as aplicagbes da segao anterior, onde z é um elemento nao-nulo
de N;. Como N, é fechado para a multiplicacao, entao L, e R, sao bijecoes
de N; em N;. Conseqlientemente, existem z; e zo pertencentes a N, tais que
2L, = 2R, = 1;1.e., 221 = 252 = 1. Assim, 23(221) = (222) 21, donde segue que

Zy = 21 = Z, cOMO queriamos. O

As propriedades (A)-(D) mostram que N; é um anel de divisao finito e, portanto,
um corpo. As outras demonstragoes para N, e IV, sao feitas de modo anédlogo. S é um
espaco vetorial sobre qualquer um de seus nucleos; € um espago vetorial a esquerda
sobre N;, N,,, e N; é um espaco vetorial a direita sobre N,,, N, e N. As operagoes L,
e R, definidas pela equagao (1.7) ndo sao, necessariamente, transformagoes lineares
sobre o ntucleo; mas R, é uma transformacao linear sobre N;, enquanto L, é uma
transformacao linear sobre N,., quando S é visto como um espago vetorial a esquerda

e a direita, respectivamente.



Capitulo 2

Plano Projetivo e Isotopia

2.1 Definicoes Basicas

Sejam K um anel de divisao e V um espago vetorial de dimensao finita sobre K
(a esquerda ou a direita). Neste capitulo estudaremos o reticulado dos subspagos
de V. A colecao dos subespagos de V, junto com a relagdo natural de inclusao é o
que chamaremos de geometria projetiva 7(V'), e diremos que o subespaco W é
incidente com o subspaco U se W contém U ou se U contém W. Sempre que for
apropriado adotaremos a terminologia padrao, algébrica ou geométrica, como “U esta
sobre W7 (ou “em W”), “W contém U”, “W passa por U”, etc.

Se V' é um espaco vetorial de dimensao n sobre um anel de divisao K, entao os
subspacos unidimensionais de V' serao chamados pontos, os subspacos bidimensio-
nais de V' serao chamados retas, os subspacos tridimensionais de V' serao chamados
planos e os subspagos (n — 1)-dimensionais serdo chamados hiperplanos. Se pen-
sarmos em pontos como os elementos mais fundamentais de 7(V), entao a intersec¢ao
de dois pontos podera ser o “natural”conjunto vazio: o subspaco de V' cuja dimensao
¢é zero serd o espago nulo em (V). Se W é um subspaco de V' entdo w(W) estd
contido naturalmente em (V) e todos os elementos de w(W) sdo também elementos
de m(V'), com a mesma dimensao.

Embora estejamos interessados em geometrias projetivas em que V' é um espaco
vetorial tridimensional sobre o anel de divisao K, neste caso chamadas Planos Pro-

jetivos, algumas idéias sao mais facilmente entendidas quando estamos trabalhando
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com espagcos vetoriais de dimensao arbitraria.
Olhando para a estrutura de incidéncia, um plano projetivo pode ser definido

também da seguinte forma:

Definicao 4. Um Plano Projetivo ¢ um conjunto de pontos e retas, junto com uma

relacdao de incidéncia entre pontos e retas, satisfazendo os sequintes axiomas:
P1. Cada par de pontos distintos € incidente com wma unica reta.
P2. Cada par de retas distintas € incidente com um unico ponto.

P3. Existem quatro pontos tais que quaisquer trés deles nao sao incidentes com uma

mesma reta.

2.2 Espaco Dual e Coordenadas Homogéneas

Se V' é um espaco vetorial a esquerda sobre um anel de divisao K, entao um funcional

linear de V é uma aplicacao f’ de V em K tal que
(i) para quaisquer v, w em V, (v+w)f' =vf +wf' e
(ii) para qualquer v em V e k em K, (kv)f' = k(vf’).

(Escreveremos os funcionais lineares como vetores colunas no lugar de aplicagoes).
Se [’ e ¢’ sao dois funcionais lineares, definimos f' + ¢’ por: v(f' +¢') = vf' + vg/,
enquanto se f’ é um funcional linear e b é um elemento de K, definimos f’b por:
v(f'b) = (vf’)b. Com estas operagoes o conjunto V', dos funcionais lineares, é um
espago vetorial a direita sobre K. Se eq,es,--- , e, é uma base de V e se definirmos
aplicagoes f/, para i =1,2,--- n, por (x1e; + - -+ + xpe,) fl = x;, entdao nao é dificil
mostrar que os f!’s sao elementos de V', que sdo linearmente independentes e que
geram V.

Analisaremos agora o relacionamento existente entre as geometrias (V') e w(V’).
Uma conexao entre estas geometrias projetivas pode ser expressa em termos da
aplicacao 6y dos subspacos de V nos subspacos de V' dada por: se W C V entao
W = {v' € V' | wv' = 0, para todo w € W}. J& que os elementos de (V) sdo os

subspagos de V, temos que 6y, é uma aplicagao de 7(V') em 7(V’). Além disso, se V' é
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um espagco vetorial a esquerda de dimensao n sobre K, entao #y, manda subspacos i-
dimensionais de V' em subspagos (n —i)-dimensionais de V' (Principio da Dualidade).
Em particular fy manda pontos de m(V') em hiperplanos de 7(V").

Se U é qualquer hiperplano de 7(V), entdao o ponto U% em (V') define e é definido
unicamente por U. Recordando a defini¢ao de 6y, vimos que o ponto E de 7(V') estd
sobre o hiperplano U de 7(V') se, e somente se, ev’ = 0 para todo e em E e todo v’ em
U% . Como E e U% tém dimensao um, E consiste de multiplos ke, onde k varia sobre
K, para algum e nao-nulo em F; analogamente U consiste dos multiplos u'k, onde
k varia sobre K para algum vetor ndo-nulo u’ em U% . Assim, podemos representar
E por um de seus vetores nao-nulos e o hiperplano U por qualquer um dos vetores

nao-nulos v/ em U . Entdo a relacao de incidéncia serd dada pela regra;
se E ¢ identificado por e, U por v, entio E esta em U se, e somente se, eu’ = 0.

Esta importante regra habilita-nos a identificar completamente, por exemplo, todo
elemento de um plano projetivo, e toda relacao de incidéncia. Suponhamos que V
seja um espago tridimensional sobre K e V' o seu espago dual. Entao 7(V') pode
ser pensado como o objeto cujos pontos sao subspacos unidimensionais de V' e cujas
retas sao subspacos unidimensiomais de V’; aqui a regra de incidéncia é dada por
“anulamento”, ou seja, o ponto E = (e) esta sobre a reta L' = (w') se, e somente se,
ew’ = 0. Se escolhermos um sistema de coordenadas, entao F = ((z,vy, z)) esta sobre
L' = {(a,b,c)') se, e somente se, za+yb+ zc = 0. Isto é, o “produto interno” ordinério
do vetor linha (x,y, z) e o vetor coluna (a, b, c) é zero.

Esta regra é eficaz para geometrias projetivas de dimensao maior, ja que qualquer
geometria projetiva é completamente definida pelos seus pontos e hiperplanos e as
relagoes de incidéncia entre eles.

Este uso do espago dual para dar “coordenadas”para hiperplanos conduz ao que
chamam de coordenadas homogéneas: uma vez que uma base tenha sido escolhida,
qualquer ponto pode ser representado por um vetor linha v, ou pelo subspago (v),
e qualquer hiperplano por um vetor coluna w’, ou pelo subspago (w'). No caso do
plano, onde retas e hiperplanos sao a mesma coisa, todo elemento é representado ou

por um vetor linha ou por um vetor coluna (ou pelos subspagos gerados por eles).
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Agora é evidente que se V' é um espaco vetorial a direita, entao tudo sera revertido:
os pontos de w(V') serao representados por vetores-colunas e as retas de 7w(V'), que
sao os pontos de m(V'), serdo vetores-linhas. O ponto ((x,y, z)’) estd sobre a reta

((a,b,c)) se , e somente se, ax + by + cz = 0.

2.3 Introducao de Coordenadas

Seja m um plano projetivo qualquer e escolhamos quatro pontos X,Y,0 e I, trés a
trés nao-colineares. Chamemos a reta XY de reta do infinito, Lo,. A reta OI é dada
por y = x.

Na reta OI damos as coordenadas (0,0) para O, (1,1) para I e a coordenada
simples (1) para o ponto C' que é a intersegao de OI e XY. Para outros pontos de OI
assinalemos coordenadas (b, b) tomando diferentes simbolos b para pontos diferentes.
Para um ponto P nao pertencente a reta L., sejam X P interceptando OI em (b, b)
e Y P interceptando OI em (a,a). Entao assinalemos coordenadas (a, b) para P. Esta
regra é compativel com a escolha prévia de coordenadas para os pontos de OI. Su-
ponhamos que a reta que liga (0,0) e (1, m) intercepte L., no ponto M. Assinalemos
para M a coordenada simples (m), que podemos pensar intuitivamente como repre-
sentando a inclinacao da reta unindo O a M. Agora assinalamos coordenadas para
todo ponto exceto Y, e para este assinalamos arbitrariamente a coordenada simples
(00) (Veja Fig. 1).

Usaremos as retas de nosso plano para definir operagoes algébricas no sistema de
coordenadas. Este sistema algébrico serd um anel terndrio T, e toda reta de m, exceto
L., terd uma equacao expressavel em termos das operacoes desse anel ternario. Se
(x,y) é um ponto finito de OI, temos y = z e, assim, tomamos y = £ como a equagao
de OI. Uma reta passando por Y diferente de L., terd a propriedade que todos os

pontos finitos (z,y) terdo a mesma ordenada z, digamos = = c.
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M = (m)
Q
C=(1)
(0, b (a,a)
(1,m)
(0,5 P = (a,b)
I=(1,1)
0 =1(0,0) Figura 1 o

Se (z,y) é um ponto finito da reta unindo C' = (1) e (0, b) definimos uma operagao
binaria de adicao,

y=u1x+b; (2.1)

e tomamos esta como sendo a equagao da respectiva reta. Se (z,y) é um ponto finito

da reta unindo O = (0,0) e (m), definimos uma operagao binaria de multiplicacao,
Y = xm; (2.2)

e tomamos esta como sendo a equacao da respectiva reta. Em geral, qualquer reta
nao passando por Y interceptard L., em algum ponto (m) e OY em algum ponto

(0,b). Se @ = (x,y) é um ponto desta reta, definiremos uma operagao terndria:
y=x-mob; (2.3)

e tomamos esta como a equacao da respectiva reta. Portanto ambos, a adicao e a

multiplicacao, sao casos especiais da operacao ternaria, e vemos que

r+b=x-10b,
(2.4)

zm =z -mo 0.
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Os elementos 0 e 1 tém as propriedades familiares:

O+a=a+0=a,
Om =m0 =0, (2.5)

Im =ml=m.

O plano 7 pode ser representado por um anel ternario 7" cujas operagoes ternarias
satisfazem as propriedades dadas pelas equagoes (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) e (2.5); re-
ciprocamente, um anel terndrio com tais propriedades determina um plano projetivo
univocamente. Isto estabelece o teorema principal sobre anéis ternarios, cuja demons-

tracdo encontra-se em [7]:

Teorema 1. Toda escolha de quatro pontos X,Y,0 e I, trés quaisquer deles nao-
incidentes com uma mesma reta, determina um anel terndrio T. Os elementos de T
incluem um zero, 0, um elemento unidade 1 # 0. A operacao terndria satisfaz as

sequintes leis:
(I) 0-moc=a-0oc=c.
(II) 1-moO0=m-100=m.
(III) Dados a,m e c eziste um unico z tal que a-mo z = c.

(1V) Se my # ma, by e by sao dados, entdo existe um unico x tal que
T+ mypob; =x-mgoby.
(V) Se ay # as, ¢ e ca sao dados, entao existe um unico par (m,b) tal que
ap-mob=c e ag-mob=cs.

O]

Naturalmente, semicorpos e anéis de divisao sao anéis terndarios, pois suas operagoes
de adicao e multiplicagao quando simbolizadas por o e -, respectivamente, satisfazem

as propriedades (I) - (V) do Teorema 1.
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Exemplo 1. Seja F' o corpo GF(9). Defina uma nova “multiplicagao” em F por
rxoy = ay se v é um quadrado e v oy = xy> se x ndo é um quadrado. E facal
mostrar que F' com adig¢ao original e esta nova multiplicacao o é um anel terndrio.
Entretanto este nao € um semicorpo porque ndo satisfaz uma das leis distributivas.
De fato, sendo {1,w} uma base de GF(9) sobre GF(3), com w* = 2, 0s elementos w e

14w nao sdo quadrados. Assim (14w)ow = 2w+1 enquanto low+wow = w+1. O

A partir de agora utilizaremos (7, 0,-) para denotar um anel terndrio 7" com

operacao ternaria a - b o c.

Definicao 5. Dizemos que um plano projetivo m é coordenatizado por T se, e
somente se, m € representado por um anel terndrio T cuja operacdo terndria satisfaz

as propriedades (1) - (V) do Teorema 1.

Agora faremos uma correspondéncia entre as coordenadas ora introduzidas e as
coordenadas introduzidas via o espago vetorial a direita V| sobre um anel ternario K,

com K-base
{61, €9, 63} = {(1, O, 0), (07 1, O), (O, 0, 1)}

Associaremos o ponto arbitrario P = (z,y) com o espago vetorial unidimencional
VPa
(e1+ex-z+es-y)z,

onde z é um elemento nao-nulo arbitrario de K.

Assim, se (z1, T2, r3) é um vetor ndo-nulo em Vp, entdo x; = z, ©o = vz € r3 = Yz
serao as coordenadas homogeéneas de P, e Vp e P serao identificados pelo ponto
(L z,y).

Em coordenadas homogéneas o ponto unitario I = (1,1, 1).

Todos os ponto sobre XY, exceto Y, serdo obtidos de (es + e3 - u) - z, enquanto o
proprio Y sera dado por e3 - z. Conseqiientemente, as coordenadas homogéneas dos

pontos sobre XY serao (0,1,u), mas a de Y serd (0,0,1). Assim teremos
0 =(0,0,0), X = (0,1,0), ¥ = (0,0,1), I = (1,1,1).

Identificando pontos por (z1, za, x3) # (0,0, 0) ou pelo subspago ((x1, 2, z3)) € re-

tas por [y1, ¥, y3] # [0,0, 0] ou pelo subspago ([y1, y2, y3]), com a relagao de incidéncia
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dada por

(21,2, T3) € [Y1,Y2,Y3] < T3 Y1 = Ta - Y2 O X1 - Y3,

temos a seguinte representagao de pontos e retas em notagao homogénea:

Notacao Homogeénea

(0,0,1)
(0,1, a)
(1,a,b)

Pontos:

Retas: [0,0,1
0,1,a
[

1,a,b]

]
]

Notagao anterior

(c0)

(a)

(a,b)

Lo
r+a=0

y=x-aob,

onde a e b sdo elementos arbitrarios de um anel ternéario 7.

Evidentemente, podemos utilizar esta notacao a todo plano projetivo m e anel

ternario T' que coordenatiza 7. A principal vantagem desta notacao é que o ponto

(21, 22, x3) é incidente com a reta [yy, ya, y3] se, e somente se,

Ja que y; e x; devem ser iguais a 0 ou 1, o significado das “multiplicacoes”y,x3 e
r1y3 esta claro nesta relacao. O fato da relagao de incidéncia entre pontos e retas

ser expressa em uma simples férmula ajudard muito na demonstracao dos proximos

teoremas.

Denotaremos a reta unindo os pontos A e B por A : B e o ponto comum as retas

L e M por L N M. Além disso, definimos os elementos a ~ e ~ a pelas equagoes

YTz = T2 Y2 0 T1Y3.

(a~)+a=0 e a+(~a)=0.

As seguintes férmulas podem ser facilmente verificadas:
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[0,0,1] = (0,0,1) : (0,1,0) (0,0,1) =[0,0,1] N [0,1,0]
[0,1,~a] =(0,0,1):(1,a,b) (0,1,a) =1[0,0,1]N[1,a,b] (2.7)

[1,a,b] = (0,1,a) : (1,0,b) (1,a,b) =1[0,1,~a]N[1,0,b]

2.4 Perspectividades e Planos Desarguesianos

Definicao 6. Um isomorfismo « entre planos projetivos ¢ uma correspondéncia
biunivoca entre pontos e retas que preserva a incidéncia; ou seja, o ponto P estd na
reta L se, e somente se, o ponto Pa estd na reta La. Um automorfismo de um plano

¢ comumente chamado uma colineacgao

Definicao 7. Se uma colineag¢ao fiza todos os pontos de uma reta em um plano

projetivo m, entao a colineacao é chamada uma perspectividade.

Definicao 8. Se a é uma colineagao que fixa todos os pontos de uma reta ¢ e todas as
retas que passam por um ponto V, entao « é chamada uma (V,{)-perspectividade.
O ponto V ¢ chamado o centro de o e { chama-se eixo de «. Surgem dai duas
possibilidades: se V' € incidente com £ diz-se que o € uma elagao; em caso contrdrio,

diz-se que o é uma homologia.

Configuracao de Desargues

Sejam 7 um plano projetivo e a # 1 uma (V, £)-perspectividade.

Se P; é um ponto que nao é fixo por a entao a imagem de P», para algum outro
ponto P, nao-fixo por a e nao-incidente com PV, pode ser construida como a seguir:
Seja PP, N ¢ = X. Portanto, ja que P, = VP, N X Py, segue que Py = (VP)*N
(X P)* =VPNXPY (Note que (VP,)* = VP, porque « fixa todas as retas passando
por V).

Agora, seja P3 um ponto qualquer nao-incidente em qualquer das retas V' P; ou
V P,. Entao podemos construir Ps' como anteriormente, mas poderemos escolher tanto

P, quanto P, como o outro ponto na construgao. Ja que P5' ¢ tnico, tomando
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PBPsNl =Y e PsPiN{=Ztemos P =VPsNZPY =V P;NY Py, pelo argumento
anterior.

Qualquer subconjunto de pontos e retas de m é chamado uma configuracgao, ¢ a
configuracao formada pelos dez pontos V, X, Y, Z, P, P{*, P», Py, P, Py e as dez
retas ¢, VPPY, VPP, VPsPY, XP\ Py, XPYPs', Y PPy, YPYPS', ZPs Py, ZP§ Py
¢ chamada configuracao de Desargues. Claramente qualquer plano que admite
uma perspectividade tem muitas configuracoes de Desargues.

Seja A; (i = 1,2) um triangulo com vértices A;, B;, C; e arestas opostas a;, b;, ¢;.
Se existe um ponto V tal que VA, =V Ay, VB =V By e VC; = V5 entao dizemos
que os triangulos Ay e A\, estdo em perspectiva de V. A definicao de A e A\,
estarem em perspectiva de uma reta ¢ é estabelecida de maneira dual.

A discussao anterior sobre perspectividades pode ser resumida pelo seguinte teo-

rema, cuja demonstragao encontra-se em [10]:

Teorema 2. Seja m um plano projetivo. Se o € uma (V,{)-perspectividade e se /\ é
um triangulo qualquer que nao tem lados ou vértices fizos por a, entao os triangulos

A e A estao em perspectiva de V' e /.

Observacao 1. Aqui estamos utilizando a notagao ébvia: se /\ € o triangulo deter-

minado por A, B e C entao A% ¢ o triangulo A*B*C“.

Agora estamos habilitados para dar uma definicao formal de configuracao de De-
sargues.

Sejam A; (i = 1,2) dois triangulos quaisquer com vértices A;, B;, C; e lados
opostos a;, b;, ¢; tais que estao em perspectiva de um ponto V' e de uma reta ¢. Entao
a configuracao formada pelos dez pontos V, Ay, Ay, By, By, C1, Cs, €bibs, lcicy € as
dez retas ¢, ay, as, by, by, ¢, co, VA1 Ay, VB By, VC1C5 é chamada configuragao
de Desargues (Veja Fig. 2 ). Na situacao especial onde V' estd em ¢ a configuracao

¢ também chamada pequena configuragao de Desargues.
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P

Figura 2

Definigao 9. Um plano projetivo w € dito ser (V,{)-desarguesiano se, para cada
par de triangulos nao-degenerados /\; (i = 1,2) com vértices A;, By, C; e lados opostos

a;, b;, ¢; com
(a) Ay e DNy em perspectiva de Ve (b) ajaq, biby incidentes com £,
entdo cica também € incidente com £.

Defini¢ao 10. Um plano projetivo € chamado desarguesiano se € (V, {)-desarquesiano

para todas as escolhas de V' e £. Caso contrdrio w é dito ser nao-desarguesiano.

Semicorpos e anéis de divisao, como anéis ternarios, coordenatizam planos proje-
tivos. O seguinte teorema caracteriza os planos projetivos conforme o anel ternario

que os coordenatiza:

Teorema 3. Um plano projetivo é desarguesiano se, e somente se, for coordenati-

zado por um anel de divisao.
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Demonstragao. Veja referéncia [10]. O

Como conseqiiencia do Teorema 3, concluimos que planos projetivos coordenati-

zados por semicorpos proprios sao nao-desarguesianos.

2.5 Isotopias

Definicao 11. Sejam T e Ty anéis terndrios. Um isotopismo de 17 sobre T é um

conjunto de trés fungoes (F,G, H), correspondéncias biunivocas de Ty a T, tais que

(2.8)
(a-boc)H = (aF) - (bG) o (cH), paratodos a,b,c € T;.

Teorema 4. Sejam T e Ty anéis terndrios e (F,G, H) um isotopismo de Ty em T.
Entao
H = Fy¢ =Gy, (2.9)

onde ¢ = Lyp, ¥ = Ry, com L e R denotando multiplicagoes a esquerda e a direita

em T.
Demonstracao. Fazendo ¢ = 0 na férmula (2.8) obtemos
(ab)H = (aF)(bG).

Em particular,

aH = (aF)(1G) = aF Ry = aF),
bH = (1F)(bG) = bG L1y = bGep.

O

Definigao 12. Dizemos que os anéis terndrios (Ry,0,-) e (Rs,©,%) sdo isomorfos

se existe uma bijecao o de Ry em Ry, com
(a-boc)a=aaxbaoca, Ya,b,c€ Ry.

Neste caso « € dito ser um isomorfismo de R, em Rs.
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Teorema 5. Seja T um anel terndrio com n elementos. O niumero de anéis terndrios

nao-isomorfos isotépicos a T é de no mdzimo (n — 1)

Demonstragao. Sejam Ty e T, anéis terndrios isotépicos a T', com fungdes (Fy, Gy, Hy) :
Ty — T e (Fy,Go, Hy) : Ty — T. Seja a operagao ternaria de 77 denotada por
(a,b,c) e seja a operagao terndria de Ty denotada por [a,b,c]. Mostraremos que se
1F = 1F, =y, e se 1G] = 1G4 = z, entao T e Ty sao isomorfos. Ja que existem
(n — 1) escolhas para 1F; e (n — 1) escolhas independentes para 1Gy, existem no
maximo (n — 1)? anéis terndrios nao-isomorfos, como queriamos.

Pelo Teorema 4 temos que

Fip = G = Hy,

Fyp = Gop = Ho,
onde ¢ = L,, ¥ = R,. Conseqiientemente,

FF=GGyt = HH = o
Agora a é um isomorfismo, ja que
[ac, ba, ca] = (aaFy - baGy o caHy)Hy '
= (aFy - bGyocH)H'a = (a,b, c)a.
O

O limite (n — 1)® é o melhor possivel porque existe um anel ternario com 32
elementos que tem 312 anéis terndrios isotépicos distintos (Veja Capitulo 4). Mas se

T é um corpo, temos o outro extremo onde todos os anéis isotopicos sao isomorfos a

T.

Teorema 6. Sejam T' um anel terndrio, y e z elementos nao-nulos del’, ¢ = Ly, 1 =
R,, F=v¢71 G=¢ ! eT osistema consistindo dos elementos de T com uma nova

operacao terndria definida por:
axboc=aF -bGoc. (2.10)

Entao Ty é também um anel terndrio, tendo elemento identidade yz. T7 € isotépico a
T e, além disso, todos os anéis terndrios isotopicos a ' podem ser construidos desta

maneira (a menos de isomorfismo).
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Demonstracao. Note que F' e G estao bem definidas ja que y e z nao-nulos. A parte
posterior deste teorema segue do teorema anterior; devemos mostrar somente que

a* b o c satisfaz as condigoes para que seja um anel ternario.
(I) 0xboc=0-bGoc=c=aF-0oc=ax00c.
(IT) yzxbo 0=y -bG o0 =y(bG) =bGyp =D.
axyzo0=aF - -z00=(aF)z=aFY =a.

(IIT) Podemos resolver a * b ¢ z = ¢ unicamente para z, ja que aF - bG ox = ¢ é

unicamente solivel para z.

(IV) Podemos resolver z * by ¢ ¢; = x x by © ¢5 unicamente para z, se by # by, ja que

F -b1Gocy = xF - byG o ¢y é justamente solivel para xF.

(V) Finalmente, podemos resolver a; x w ¢ x = ¢y, as *w ¢ & = ¢ unicamente para
(w, ), se a; # ag, ja que podemos resolver a1 F - wGox = ¢y, asF - wGox = ¢y

unicamente para (wG,z).
]

O Teorema 6 é essencialmente a reciproca do Teorema 4, porque diz que as relagoes
(0)H = 0 e H = FiY = Gy sao suficientes para construirmos uma nova operagao
ternaria. Além disso, este teorema prové uma maneira conveniente para calcularmos
todos os anéis ternarios isotépicos a um dado anel ternario. Um isotopismo onde H

¢ a identidade é chamado um “isétopo principal”.

2.6 O significado de isotopia na geometria.
Teorema 7. Sejam m e 7' planos projetivos e a um isomorfismo de " em w tal que
(0,0,1)ac = (0,0, 1)

(0,1,0)e = (0,1,0)
(1,0,0)a = (1,0,0).

Entao os anéis terndrios de m e ©' sao isotdpicos.
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Demonstragao. [0,0,1]a = (0,0,1)a : (0,1,0)a = (0,0,1) : (0,1,0) = [0,0,1]. Con-
seqlientemente, (0,1, a)a estd em [0,0, 1], e af existe uma correspondéncia biunivoca

G tal que
(0,1,a)a = (0,1, a@) (2.11)

Similarmente encontramos que [0, 1,0]a = [0,1,0] e [1,0,0]a = [1,0, 0]; conseqiiente-

mente existem correspondéncias biunivocas H e F' tais que

(1,0,b)a = (1,0,bH) e

(2.12)
(1,a,0)a = (1,aF,0).
Podemos agora calcular as imagens de todas as retas:
[0,1,~ ala=(0,0,1)a: (1,a,0)a = [0, 1, ~ (aF)]
(2.13)
[1,a,bla = (0,1,a)a : (1,0,b)a = [1,aG, bH].
Finalmente, encontramos a imagem de todo ponto:
(L,a,b)a =1[0,1,~ aJan[1,0,b]a = (1,aF,bH). (2.14)
Agora podemos obter a regra desejada:
(17 X2, 93'3) € [17 Y2, y3] S (17 X2, $3)Oé € [17 Y2, y3]04
(2.15)
— (]., To F .TgH) € [1, x9G, LU3H],
ou seja,
T3 =13 Yaoys < T3 = xoF - yoG o y3 H,
e esta é precisamente a relacao usada para isotopia. ]

Teorema 8 (Reciproca do Teorema 7). Seja (F,G,H) uma isotopia de um anel
ternario T em T, e sejam 7' e 7w os planos correspondentes. Defina a pelas Eq.

2.11)-(2.14); entao o é um isomorfismo entre 7™ e .
(2.11)-(2.14); fi

Demonstracao. Ja que as Eq. (2.11)-(2.14) mostram que « é uma bijecao, e (2.15) se

verifica diretamente da lei da isotopia, existem poucos casos a considerar.
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I (1,xe,23) €1[0,y2,y3] — y2=1 e Y3 ~= T,
(1,29, 23)a € 0,99, y3]lac <— ya=1 e ys~F =uayF.
I (0,22,73)  €[L,y2,y3] «— a2=1 e T3 = Yo,
(0,29, x3) € [L,y0,y3]la0 +— xp=1 e 3G = 1G.
II. (0,z9,23) € [0,92,y3] <+— x2=0 ou y2 =0,
(0,29, x3)c € [0,90,y3lac +— a2 =0 ou ys = 0.

]

Definimos autotopismo de maneira bastante intuitiva, como um isotopismo de um

anel terndrio em si mesmo. Se (F,G,H) e (F',G', H') sdo autotopismos,
(a-boc)HH = (aF -bGocH)H = aFF -bGG ocHH',
também definimos o produto de dois autotopismos como
(F,G,H)(F',G',H") = (FF',GG',HH'). (2.16)

Um automorfismo é o caso especial (F, F, F) de um autotopismo onde todas as

trés permutacgoes sao iguais.

Corolario 1. Todos os anéis terndrios isotopicos coordenatizam o mesmo plano pro-
jetivo. As colineagoes de um plano projetivo que fixram (0,0,1), (0,1,0), e (1,0,0)

formam um grupo isomorfo ao grupo dos autotopismos do anel terndrio.

Proposicao 1. Seja (T 0,-) isotépico ao (T",0,%). Entdao o grupo dos autotopismos

de (T, o0,-) € conjugado do grupo dos autotopismos de (T",o,%).

Demonstragao. Sejam (F,G,H) : T — T’ um isotopismo e (F’',G’, H') um autoto-
pismo de T”. Assim,

(a-boc)HH'H™' = (aF xbG ocH)H'H* = (aFF' xbGG' o cHH')H™!

= aFF'F' bGG'GocHH' H™ .

Logo (FF'F~1, GG'G™', HH'H™') pertencerd ao grupo dos autotopismos de (7', o, -)
sempre que (F',G', H') pertencer ao grupo dos autotopismos de (T”,¢,x) e (F, G, H) :
T — T" é um isotopismo. Para o restante da demonstrac¢ao, toma-se um autotopismo

de (T,0,-) e o isotopismo inverso (F~!, G"Y, H™1): T" — T. O
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Teorema 9. Seja T um anel terndrio com n elementos, e seja h a ordem do grupo

de autotopismos de T. Entao

(n—17=>" %T,) (2.17)

T/

s

onde T" varia sobre todos os anéis terndrios nao-isomorfos isotépicos a T e k(T") é

o numero de automorfismos de T'.

Demonstracao. Sejam y e z variando sobre os elementos nao-nulos de 7', e considere
os (n — 1)? anéis terndrios construidos como no Teorema 6. Se T” é qualquer desses
anéis ternarios, mostraremos que existem exatamente h/k(T") anéis ternarios deste
conjunto que sao isomorfos a T”, e isto prova a férmula (2.17).

Necessitamos apenas mostrar que h/k(7T) dos anéis ternérios sdo isomorfos a T,
porque os grupos dos autotopismos de 77 e T' tém a mesma ordem, pela Proposigao 1,
e os (n—1)? anéis terndrios formados de T” sdo isomorfos aos (n — 1)? anéis ternarios
formados de T" (usando o Teorema 5, ja que os anéis sao determinados por 1F e 1G).

Seja. o um isomorfismo de 7' no anel T"(R;', L', 1). Existem k(T) tais isomor-

fismos. Entao
(a-boc)a = aa*baoca=axR;"- bozL;1 o ca,

isto é, (aR; 1, al, 1 a) 6 um autotopismo. Pelo Teorema 4, todo autotopismo é desta
forma e define y e z. Conseqiientemente, se r dos pares (y, z) dao anéis isomorfos,

existem h = rk(T) autotopismos. O

2.7 Isotopia de Semicorpos

Um semicorpo é um tipo particular de anel ternario, onde a-boc = ab+c e os axiomas
A1-A4 se verificam. Nesta secao utilizaremos o material das se¢oes anteriores para

nos especializarmos um pouco mais em semicorpos.

Teorema 10. Seja S um semicorpo de caracteristica p. Todos os anéis terndrios
isotopicos a S sao semicorpos. (F,G, H) é um isotopismo de S" em S se, e somente
se, F, G e H sdo transformacoes lineares ndao-singulares de S' em S sobre GF(p),
satisfazendo a condi¢do

(ab)H = (aF)(bG). (2.18)
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Demonstragao. Suponhamos que S’ seja isotépico a S e que (a-boc)H = (aF)(bG) +
cH. Entao (a-1oc)H = (aF)(1G)+cH = aH +cH, de forma que H é um isomorfismo
do grupo aditivo (S’,4) no grupo aditivo (S, +), ou seja, H é uma transformacao
linear nao-singular sobre GF(p). Agora, H = Fi = Gy, pelo Teorema 4, onde
¥ e g, sendo fungoes de multiplicagdo a esquerda e a direita, sao transformacoes
lineares nao-singulares sobre GF(p) de S em si mesmo. Conseqiientemente F' e G
sao também transformacoes lineares nao-singulares. A parte reciproca do teorema é

trivial. Também estd claro que S’ é um semicorpo. O

Teorema 11. Toda colineagao de um plano coordenatizado por um semicorpo proprio

fiza (0,0,1) e [0,0,1].

Demonstracao. Este teorema é bem conhecido, mas sua prova requer mais ferramen-
tas geométricas do que dispomos. Sua demonstragdo pode ser encontrada em [2] e

3]. O

Se m ¢ um plano coordenatizado por um semicorpo préprio entao qualquer elacao
com centro (0,0, 1) e eixo afim é chamada um shear (ou cisalhamento).

As colineacoes padroes, validas em qualquer plano coordenatizado por um semi-
corpo, sao as translagoes 7(h, k) e os shears generalizados o (h, k), definidos para todos

h, k no semicorpo como a seguir:

(1, 22, x3) T(h, k) = (21,22 + 21h, 23 + 11k)
1, y2, ys] T(hy k) = [y1, y2, s — hya + 1 k]
(1, 29, x3) 0(h, k) = (21, T2, k3 + T2h + x1k)

1,2, ys] o(h, k) = [y1, y2 + y1h, ys + y1k] (2.19)

A demonstragao de que as translagoes e os shears generalizados sao colineagoes é

muito simples com coordenadas homogéneas:
Y1T3 = T2Y2 + T1Y3

> yi(xs + a1k) = (22 + 21h)y2 + 21(ys — hyz + yik)
< y1($3 + th + .le) = .1'2(y2 + ylh) -+ I’l(yg + ylk),
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onde 1,y € {0,1}.
Representando a colineacao correspondendo a um autotopismo (F, G, H) por a(F, G, H),

como na demonstracao do Teorema 7, temos:
(0,0,1) a(F,G,H) = (0,0,1)

(0,1, 23) a(F,G,H) = (0,1, 23G)
(1, 22, 3) (F, G, H) = (1, 22 F, 23 H)
0,0,1] a(F, G, H) = [0,0, 1]
0,1,~ 23] a(F,G,H) =[0,1,~ (x3F)]
1,29, 23] (F, G, H) = [1, 2:G, x3H]. (2.20)

As seguintes relagoes podem ser facilmentes calculadas, utilizando as formulas de

(2.19) e (2.20):

7(0,k) = (0, k)
(h, k) (W' K'Y =7(h+ N k+ k)
o(h,k)o(h',K)=0o(h+ 1 k+FK)
o(F, G, H) o(F,G' H') = o(FF,GG', HH')
r(h, k)"t o(l,m) 7(h, k) = o(l,m — h)
o(h, k)L (1, m) o(h, k) = 7(I,m + Ih)
o(F,G, H) ™ 7(h, k) a(F,G, H) = 7(hF, kH)
oF,G,H)  o(h, k) a(F,G, H) = o(hG,kH). (2.21)

Teorema 12 (Albert). Dois semicorpos coordenatizam o mesmo plano se, e somente

se, sao isotopicos.

Demonstracao. Se 5 é um isomorfismo entre dois planos coordenatizados por semi-
corpos, entdao (0,0,1)8 = (0,0,1) e [0,0,1]5 = [0,0, 1] porque este ponto e esta reta

sao caracterizados pelo Teorema 11 e pelas colineagoes padroes. Conseqiientemente,

(0,1,0)8 = (0,1,a) e (1,0,0)8 = (1,b,c).
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Seja
a=po(—a,0)7(=b,ba — c).

Entao
(0,0,1)ac = (0,0,1); (1,0,0)x = (1,0,0);
(0,1,0)ac = (0, 1,0);
e o Teorema 7 é aplicado. A reciproca é parte do Corolario 1. O

Teorema 13. Seja G o grupo das colineacioes de um plano coordenatizado por um se-
micorpo; seja’l’ o subgrupo das translagoes, S o subgrupo dos shears generalizados, H
o subgrupo correspondendo aos autotopismos, e A o grupo abeliano elementar aditivo

do semicorpo. Entdo temos a sequinte série normal de G :
I<TNS<aT<(T,S)<(T,S, H) =G. (2.22)
Os grupos quocientes sao isomorfos, respectivamente, a A, A, A e H.

Demonstragao. Segue das férmulas (2.21), e de G = (T, S, H), como provado no

teorema anterior. O

Os Teoremas 12 e 13 sao bem conhecidos e indicam que isotopia é muito impor-
tante quando trabalhamos com planos coordenatizados por semicorpos. O uso de

coordenadas homogéneas simplificou bastante as demonstragoes desses teoremas.

2.8 Relacionamento entre pré-semicorpos e certos
p-grupos de classe 2

Analisaremos agora as possiveis solucoes para o problema:

(P) Seja p um nimero primo. Descrever todos os grupos de ordem p*", de classe

de nilpoténcia 2, contendo subgrupos X e Y tais que |X| = |Y| = p" e quaisquer

elementos nao-triviais x € X ey € Y ndo comutam (cf. [14], Problema 10.1).
Utilizando notacao aditiva, dados elementos x,y e z num grupo arbitrario G, o

conjugado de x por y é 2V := (—y) + = + y e o comutador de x e y é o elemento
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[z,y] == (—2) +2Y(= (—z) + (—y) + = + y). Utilizaremos as seguintes identidades que

sao de uso freqiiente no calculo com comutadores:

[ +y, 2] = [z, 21" + [y, 2]; (2.23)
[,y + 2] = [z, 2] + [z, y]*.

Se X e Y sao dois subconjuntos de GG, o subgrupo gerado por X e Y é denotado
por < X,Y > e osubgrupo comutador de X e Y é o subgrupo [X,Y] de G, gerado
por todos os comutadores [x,y] com x € X e y € Y. O fécho normal de X em G é o
subgrupo < X >% de G, gerado por todos os conjugados 29 com x € X e g € G. A
série central inferior de G, v;(G), i > 1, é definida recursivamente por v, (G) := G
e, para i > 1, 141(G) := [1:(G), G]. Em particular, 72(G) = G’, o grupo derivado
de G. Diz-se que G ¢é nilpotente se 7,,+1(G) = 1 para algum n € N, e o menor tal n é
a classe de nilpoténcia de G, que no que segue denominamos simplesmente classe.
Particularmente, num grupo de classe 2 o grupo derivado estda contido no centro

Z(G) de G, de modo que as identidades entre os comutadores acima sao, neste caso,

relacoes de bilinearidade:
[ty 2] =[z,2]+ [y 2] e [z,y+2] =[x, y] + [z, 2]. (2.24)

Cabe observar que se um grupo arbitrario G é gerado por dois subgrupos X e
Y, entdo o subgrupo comutador [X,Y] é normal em H, porque o conjugado de um

gerador qualquer [z,y] € [X,Y] por um elemento x; € X é, pelas relagdes (2.23),
[,y = [+ 21,y + (=lo,w]) (€ X Y]);

analogamente, [z,y]¥* € [X,Y] para todo y; € Y, e a afirmacao segue entéo pelo fato
de H ser gerado por X e Y.

Como o grupo gerado pelas translagoes e shears de plano coordenatizado por um
semicorpo satisfazem ao problema P, entao, utilizando as relagbes (2.21), chegamos

ao seguinte teorema que relaciona pré-semicorpos com p-grupos de classe 2 :

Teorema 14. Sejam (S, +, -) um pré-semicorpo e G o conjunto das ternas (a, b, c),

com a, b, ¢ € S e operacao * dada por
(a, b, c)x(d, e, f)=(a+d, b+e, c+ f+b-d) (2.25)
Entao (G, %) € um grupo solu¢ao para o problema P.
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Demonstracio. E facil ver que (G, %) é um grupo. O elemento (0, 0, 0) é a identidade

de G e, para quaisquer elementos a,b € S — {0}, temos

[((a, 0, 0),(0, b, 0)] = (0, 0, =b-a) # (0, 0, 0)

[(0, b, 0),(a, 0, 0)] = (0, 0, b-a) # (0, 0, 0).
O centro de G é formado de todos os elementos na forma (0, 0, ¢), pois

((a, b, ¢)x(d, e, f)=(d, e, f)*(a, b, ¢), Va, b ceS)
<~ ((a+d,b+e c+f+b-d)=(d+a,e+b f+c+e-a),Va, b cel)
<~ (b-d=e-a,Va, bebs)
< (d=0¢e e=0).
Além disso, (a, 0, 0) * (0, b, 0) x (0, 0, ¢) = (a, b, 0) * (0, 0, ¢) = (a, b, ).
Para mostrar que (G, %) é solugdo para o problema P, considere os seguintes

subgrupos facilmente identificiveis em G :

X ={(a,0,0):a€8);

Y =((0,b,0):beS).

Assim, pelos célculos do pardgrafo anterior, G =< X, Y >, Z(G) = G = [X,Y] e

quaisquer elementos nao-triviais € X e y € Y nao comutam. ]

Teorema 15 (Reciproca do Teorema 14). Seja G um grupo solu¢ao para o problema
P, entdo podemos sempre escrevé-lo como o conjunto das ternas (a,b,c), onde a, b e

¢ pertencem a algum pré-semicorpo, e com opera¢ao * dada pela Eq. (2.25).

Demonstragao. Seja G'um grupo de ordem p**, de classe de nilpoténcia 2, contendo
subgrupos X e Y tais que |X| = |Y| = p" e quaisquer elementos nao-triviais x € X
ey € Y nao comutam. Se H =< X,Y >, entao, pela normalidade de [X,Y] em H
temos que

<X>P=X[XY] e <Y >=Y[X,Y].

Conseqiientemente,

H=XY[X,Y]=Y < X >, (2.26)
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Seja N'C a condicao de nao-comutatividade:
Vee X —{0},VyeY —{0}, [z,y] #0.
Portanto, por N'C, segue-se que
XNy ={o}, (2:27)

e como G tem classe 2, [G,G]| < Z(G), donde

[G,GIN X ={0} =[G,G]nY.
Em particular,

(X, YINX ={0} =[X,Y]|nY (2.28)

e [X,X]=[X,X]NnX ={0} =[Y,Y]NnY = [Y,Y]. Conseqiientemente, X e Y sao
abelianos.

Mostraremos agora que
YN < X >"={0}. (2.29)
De fato,se y e YN < X > (=Y NX[X,Y]) entao y = x + [xy, 01| + -+ + [k, ya)
para algum k € N, onde, por (2.27) e (2.28), z # 0 e Zle[xi, yi] # 0. Logo,

0 = [yay] = [x+[x17yl]++[xkayk]7y]
— [1'7 y] [$1:y1]+"'+[zkvyk] _|_ Hx:b yl] _|_ e _I_ [xk’ yk]’ y]
= [z, (por classe 2),

o que contradiz NC.
Seja ¢ : Y — [z, Y], y — [z,y], para algum = € X — {0}. Entao ¢ é injetiva. De
fato, se y1, y2 € Y, entao

[ZB, yl] = [1‘, yQ]

= ([z,y1 + (—y2)] = 0, porque G ¢é nilpotente de classe 2)
= (y1 = y2, por NC ).
Assim, |[X, Y]] > p" e, por (2.26), (2.27), (2.28) e (2.29), segue que

p" > H = Y] X [[X, Y]] > p™

Conseqiientemente, H = G ¢ |[X,Y]| = p™.
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Agora Z(G) = [X,Y] pois, para x5 € X, y2 €Y e 25 € [X, Y], temos que
(n+or+2)+ (e + 224+ 22) = (Yo + 22+ 22) + (11 +21 +21), Vyr €Y, Yy €
X, ¥z € [X,Y))
= ([y1,ve] + [x1, y2] + [y1, 22] + [71,22] =0, Vy; €Y, V; € X, por classe 2.)
= ([x1,92] + [y1,22] =0, Yy, €Y, V; € X, por NC.)
= (x2=0eys =0).

Pelo Teorema de Cauchy e pelas relagdes (2.24) temos que [pz,y| = plz,y] =
[z,py] = 0, para todos € X e y € G. Assim, por NC, X, Y e Z(G) tém expoente
p. Mas como X, Y e Z(G) sao grupos abelianos com expoente p, entao sdo abelianos
elementares. Portanto, como estes grupos possuem a mesma ordem p", X =Y =

Z(G) = Zy X -+ X ZLy. Desta forma, se S = Z, X --- X Z,, existem isomorfismos o, 7
— N—

n termos n termos
e 0, onde

X=8,Y=5 ¢ Z(G)= 5"
Além disso, como Y, X] = [X,Y] = Z(G), segue que
(57,57 = S°.

Assim, utilizando a adigao sobre os elementos de S em notagao usual, podemos definir

uma nova operacao x sobre os elementos de .S por

(axb)? =[a®,b7].
Agora G ser nilpotente de classe 2 implica em

(a+c)xb=axb+cxb e bx(a+c)=bxa+bxc, YVa,bceS;
e a condigao NC implica em
(axb=0) <= (a=00ub=0).
Conseqiientemente, (S, +, *) é um pré-semicorpo e, pelas observagoes anteriores,
(a7 + b7 + ) + (a5 + b3 + )

=al + 07 + a5 + b+ (c1 + ¢)’
=al + (a] +09) — (ad +0) + b + a} + b3 + (c1 + c2)?
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= (a1 + ap)” + b9 + [b9,a5] + b3 + (c1 + c2)°
= (Cbl + ag)T + bclr + (bl * CLQ)Q + bg + (Cl + 02)9

= (a1 +az)" + (by +b2)° + (c1 + co + by + a2)6-
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Capitulo 3

Hipercubos Nao-singulares

3.1 Hipercubos e suas operacgoes elementares

Definigao 13. Um hipercubo m-dimensional (ou, simplesmente, um m-cubo) A,
m > 1, € um vetor de n"™ elementos pertencentes a um corpo; os elementos sao deno-
tados por A;j...,, onde existem m indices, e cada indice varia de 1 an. Consideraremos

n fixo durante toda a discussao.

Seja 0 uma permutagao dos elementos 1,2,--- ,m. Entdao A% representara o m-
cubo A com seus indices permutados por o, ou seja, o ko-ésimo indice de A% é o
k-ésimo indice de A, onde ko indica a imagem de k pela permutagao o. Esta é uma
generalizacao do conceito de transposicao de matrizes: se A é uma matriz (m = 2),
AT = A2 No caso tridimensional, se A = (4;;;,), entdo se B = A123) = (B;)
temos B;jr = Aji;, para todos i, j, k. Temos também a lei geral (A%)" = A77.

Se A é um m-cubo, m > 1, podemos obter um subcubo (m — 1)-dimensional de

A, denotado por Altl, como a seguir:

B = A[t} = (Bwr) —— Bij---r = Atij---r~ (31)

Aqui 1 <t < n. Subcubos adicionais com outras posicoes fixas podem ser formados
combinando as operacoes A% e Al'l descritas aqui; na verdade, todos os subcubos

concebiveis podem ser obtidos desta maneira.
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3.2 Somas e Produtos de Hipercubos

A soma de dois m-cubos A e B é simplesmente definida como o m-cubo consistindo

das somas das componentes:

O produto de um d-cubo B vezes um m-cubo A, resulta em um (m + d — 2)-cubo

definido como a seguir:
1
C=Bx A= (Cljk"l”) — ngkr = Z Bi--~thtk-~~r-
t
Podemos definir m tais produtos, da seguinte maneira:

l
C=BxA=(Cijtgrs) > Ciiprgrs = Z Bieogt Aivojirs (3.3)

2

onde “¢---7” representa [ — 1 indices e “r---s” representa m — [.

Note que se B = (Bg) = (0;) € A é um m-cubo entao

B X A ZBkAkz j ZéktA]ﬂ] = Am’.“j,
k

1
ou seja, B x A= Altl_ onde “i---j” representa m — 1 indices.

1 2
Se A, B, C sao matrizes, B x A= BAe C x A= AC". De fato,

(B x A); ZthAtj BA);;

(C % Ay Z CjAy = ZAlt = (ACT),,.

A lei associativa para a multiplicagao de matrizes, (BA)CT = B(ACT), pode ser

escrita na forma

2 1 1 2
Cx(BxA)=Bx(CxA).
Esta relagao é um caso especial de uma regra geral para produtos de hipercubos.

Teorema 16 (Lei associativa generalizada). Se u < v e a dimensdo de C é f + 2,
entao

C%(BxA)=B"X (CxA) (3.4)
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Demonstracao. Sejam m e p as dimensoes de A e B, respectivamente. Assim,

C X (B X A) = (Cj1j2"'jf+2) X ((Bk1k2'"kp) X <A21122m))

u
= (le...jf+2) X ( E Bk1~~~kp_1hAi1-~iv_1hiu+1~~-im)

h

= <§ :le'“jf-Ht { § Bkl"'kp—lhAil~“iu—1tiu+1“'iu—1hiu+1"'im})
t h
= (E Bkl“'kp—lh { § Cj1'“jf+1tAi1~“iu—1tiu+1“'i1;—1hiu+1'“im})
h t
v+ f
= (Biyk,) X% (E Cj1--~jf+1tAi1~--iu_1tz'u+1-~im)
t

v+ f v+ f

= (Biri) X ((Chriga) X (Aiyi,)) = B X (C % A)

O

Corolario 2. Seja m a dimensao de A, e sejam By, By, -+, B,, matrizes. Entao as
m multiplicacoes por A, B; x A, podem ser efetuadas em qualquer ordem, ou seja, se

B € uma permutacao de {1, 2, ---, m}, entdo

By % (By X (- (B % A)---)) = Buy % (Bag % (- (Byg % A)---)).  (3.5)

Demonstracao. Se a dimensao é 2, entao f no Teorema 16 é sempre zero, e o resultado

segue da aplicacao repetida daquele teorema. O

Escreveremos

[BbBQa'” 7Bm] XA

para denotar as operagoes de multiplica¢ao expressas na Eq. (3.5).

A seguinte regra generaliza a equacao matricial (CA)T = ATCT :
Teorema 17. Se C € uma matriz, e se o € uma permutacdo, entao

(C x A7 =C X A°. (3.6)
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Demonstragao. Como  (A%)iyigin, = Aiyviggrin, €

u

n
(C X A)iliQ"‘im = ZC’iutAil""iu_1tiu+1mim7
t=1

segue que
uo p p
(C X A )iliQ"‘im = z Oiuo't(A )il"‘iua'—ltiuo'+1"‘im
t
= E CiugtA'ilU---i(u,l)ati(u+1)g---img7
t
u uo
donde (C' x A)7 =C x A°. O

Outras leis associativas podem ser formuladas para incluir os casos nao menciona-
u v
dos na hipétese do Teorema 16; ou seja, quando temos um produto C' x (B x A) tal

que u > v eu+2—dim(C) < v. Mas somente uma dessas leis é de nosso interesse:

Teorema 18. Para quaisquer matrizes By,--- , B,,, Cy,---,Cy, e qualquer m-cubo

A,
[017 027 e 7Om] X ([Bl) B27 e 7Bm] X A) - [OIB17 02B27 T JOmBm] X A (37)
Demonstracao. Pelo Teorema 17, temos

ko k (1K) 1
[CX(BXA(““))} =(C x (B x A)

k (1k) 1
[(CB) X A<1k>] = (OB) x A,
quando C' e B sao matrizes. Portanto, pelo Teorema 16, é suficiente mostrar que
1 1 1
C x (Bx A)=(CB) x A,

onde C e B sao matrizes e A é um m-cubo. Como

co1m

Dijor = Cy {th BthAhj...r} => {Z Oith} Apjor = Eijuor,
t t

h
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obtemos

C % (B x A) = (CB) x A.

Proposicao 2. Sejam A um m-cubo, B um vetor, c = (23 ---m) et = (12--- (m—

1)). Entao
1 2
i) Bx A1%2 = B x A;
1 1
ii) (B x A)" =B x (A7%).
Demonstracao. Basta mostrar que as entradas sao iguais.
i)
1 2
(B X A(l 2) 2112 ’L(m 1) ZBt t741 7,( ZBtA’iltiQ---’i(m_l) - (B X A)il’ig---i(m_l)'
t

ii)
1 1 1

[(B X A)T]ilizmi(mq) = (B X A)hrizr“'i(mfl)f = (B X A)i2i3“-i(m71)i1

= § BtAtiQig"'i(mil)il'
t

1
O' —
(B X (A 11927 E B A7, ti1ig i(m—1) E BtAti2i3"'i(mf1)i1-
t

3.3 Hipercubos Nao-singulares

O conceito de matriz nao-singular pode ser generalizado procedendo-se indutivamente,

da seguinte forma:

Definicao 14. Dizemos que um vetor, ou 1-cubo, A, € singular se, e somente se,

A =0. Param > 1, dizemos que um m-cubo A € singular se, e somente se, existe um
1

vetor nao-singular B tal que B x A € singular. Equivalentemente, A é nao-singular

1
se, para todo vetor B tal que B x A € singular, tem-se que B = 0.
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Outra maneira de estabelecermos esta definicado é que um m-cubo A é nao-

singular se a seguinte condigao é satisfeita:
“p A pop A2 g Al singular implica em xy =29 =---=z, = 0.7

Em outras palavras, qualquer combinacdo linear ndo nula de subcubos Al*! deve ser
nao-singular. Obviamente, esta defini¢ao inclui a definicao de matriz nao-singular,
no caso especial em que m = 2 : uma matriz A é nao-singular se, e somente se, suas

linhas sao linearmente independentes.

Teorema 19. Seja A um m-cubo e o uma permutagdo de {1,2,--- ,m}. Entio A é

nao-singular se, e somente se, A’ € nao-singular.

Demonstracao. Utilizaremos indugao sobre m. Para m = 1 é trivial, e para m = 2
é o caso especial do teorema que afirma que “o posto-linha e o posto-coluna de uma
matriz sao iguais”. Assumiremos, portanto, que m > 2.

Sem perda de generalidade assumiremos que o seja da forma (12) ou (23 --- m),
ja que estas duas permutagoes geram todas as m! permutagoes.

Se 0 = (1 2), argumentamos como a seguir, onde B e C' denotam vetores:

A é nao-singular

~ (C#£0—-C >1< A é nado-singular )
~+(C#0—-(B#0— 1B X (C X A) é nao-singular)) ja que m > 2
~+(B#0—=(C#0—1B X (C X A) é nao-singular))

< (B£0—> (C#0—=C X (B X A) é nao-singular)) pelo Teorema 16

<~ (B#0— B X A6 nao-singular)

< (B#£0— B X A7 & nao-singular) ja que B ¥ A0 — B X A pela Proposicao 2,

parte (i))

<> A% é nao-singular.

Por outro lado, se ¢ = (23 --- m), seja 7 = (12 --- (m — 1)). Entao, ja que
(B X AT =B X (A%), pela Proposicao 2, parte (ii), argumentamos como segue:
A é nao-singular < (B#0— B >1< A é nao-singular)
<~ (B#0— (B x A)7 é nao-singular) por inducao
<~ (B#0—B X (A%) é nao-singular)

< A7 é nao-singular.
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Teorema 20. Seja A um m-cubo e sejam Cy,Cy,--- ,C,, matrizes nao-singulares.

Entao A € nao-singular se, e somente se,
{017027"' 7Cm] x A
¢ nao-singular.

Demonstracao. Para m = 1 é meramente a definicao de uma matriz nao-singular C}.
2
Para m > 1, é suficiente mostrar que A é singular se, e somente se, C' x A é singular,

por causa dos Teoremas 17 e 19. Agora,

2
C x A é nao-singular
1 2
<~ (B#0— B x (C x A) é nao-singular)
1 1
< (B#0— C x (B x A) é nao-singular) pelo Teorema 16

< (B#0—B >1< A é nao-singular) por inducao
<> A é nao-singular. O
Finalmente, definimos uma relagao de equivaléncia = entre m-cubos como a seguir:
A=B se, esomentese, A=][C,Cy,---,C,] xB (3.8)

para matrizes nao-singulares C7,Cs, --- ,C,,. Pelos Teoremas 18 e 20 esta é uma

relagao de equivaléncia que preserva a nao-singularidade.

3.4 Pré-semicorpos representados por 3-cubos

A partir de agora especializamos a discussao para o caso m = 3. Seja S um pré-
semicorpo de caracteristica p. De acordo com o capitulo 1, S é um espaco vetorial
sobre F' = GF(p). Seja {x1,x9, -+ ,x,} uma base de S sobre F. Podemos escrever a

multiplicagao em termos dos elementos da base:
k

Disto origina um 3-cubo, A = (A4;j), com entradas em F. A é chamado cubo cor-

respondendo a S.
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A multiplicacdo em S é completamente determinada pelo produto entre os ele-

mentos da base, de acordo com as leis distributivas, uma vez que

{Z bixz} {Z cjxj} = Z Z bicjrix; = Z Z Z bicjAijrx. (3.10)

j i
Teorema 21. Um cubo correspondendo a um pré-semicorpo € nao-singular. Recipro-
camente, se A é um 3-cubo nao-singular, podemos definir um pré-semicorpo S pela

Eq. (3.10), tendo os x;’s como elementos de uma base do espago vetorial subjacente

aS.

Demonstracao. Por causa das primeiras observacoes deste capitulo necessitamos mos-
trar apenas que a multiplicacao definida pela Eq. (3.10) satisfaz ao axioma A2 se, e
somente se, A é nao-singular.

Sejam B e C' os vetores correspondentes aos coeficientes de a e bna base {x1, z9,- -+ , x,}.

Assim
a:ZBi%, b:Zijj
g J
a-b= {ZB””@} {Z ijj} => ) BiCjux;
g J i g
Z Z Z BinAijk:Uk‘ = Z Z Z BiCinjkxk.
i J k ki g

Fazendo d = a-b, se D = (Dy) é o vetor correspondente aos coeficientes de d na base

{z1,29, -+ ,x,}, temos

d=a-b= Z Dkl’k, onde Dk = Z Z BZC]Az]k:
A - -

i
Olhando agora para a demonstragao do Teorema 19, vemos que A é nao-singular se, e
1 1 1 1
somente se, B#0eC #0— C x (B x A) #0 (no caso m = 3). Mas C' x (B x A)

é o vetor D = (Dy) acima descrito,
Dy = E E BinAijk;
i

entretanto esta é, precisamente, a condigao de que (a #0e b #0) — ab # 0. m
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Podemos observar também que um 4-cubo pode corresponder a um sistema algébrico
com uma multiplicacao ternaria, satisfazendo trés leis distributivas e com nenhum di-
visor proprio do zero. Em geral, um m-cubo nao-singular podera levar a uma operacao
(m — 1)-dria.

Se mudarmos para uma base diferente {y1, 2, -+ ,y,} de S sobre F, temos
Yi = Z Cijzy,
J

onde C' = (Cj;) é uma matriz nao-singular.
Isto introduz uma correspondente mudanca em A; seja B o novo cubo. Entao,
como
-1 -1 -1 —1
IVED DEDICIED ) W EIEED DML TR 3N
l l J U J l J

obtemos

s = {z c} {z cjsxs} Y S G
r s r s k
=D D> > CaliAalCilu=Y_ > > > CuCiCy A
r s k l l r s k

Agora B;j;; é o coeficiente de y;; portanto
B=[C,C,C™T] x A, (3.11)

onde —7T denota a transposta inversa. Conseqiientemente, B = A.
Definiremos agora uma nova operacao x sobre os elementos de S da seguinte
maneira;:

(axb)H = (aF)(bG) (3.12)

onde F,G, H sao transformacoes lineares nao-singulares arbitrarias de S sobre si
mesmo. Isto nos dd outro pré-semicorpo S’, que é dito ser isotdpico a S.

Seja B um cubo correspondendo ao pré-semicorpo S’. Podemos admitir que S’
tenha a mesma base {1, xs, -+ ,2,} como S, e que A seja o cubo de S com esta

base. Considere F, G, H como matrizes; ou seja,
nF =Y Fa,. (3.13)
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Entao

zixx; = (2 F)(2;G)) H ' = <<Z war> (Z stzr:s>) H!

= {Z Z Z ErstArstxt} H_l
T s t
= Z Z Z Z .FZ'rstHt%lArstxk‘
r s t k

Assim

B=[F,G H | xA. (3.14)

Isto prova o seguinte teorema fundamental:

Teorema 22. Sejam S e S pré-semicorpos, A e A" cubos correspondendo a S e S’.

Entao S € isotopico a S’ se, e somente se, A=A’ (onde a equivaléncia é definida na

Eq. (3.8)).

3.5 Semicorpos e Pré-semicorpos equivalentes.

A discussao anterior é aplicada a semicorpos como caso especial de pré-semicorpos.
Se S é um semicorpo, podemos assumir que sua base seja da forma {1, xq, -+, z,}.
O cubo A correspondendo a S tem uma propriedade especial.

Para comecar, escrevemos
A = Al A = BT o g0 = é[’"], onde B=A132 ¢ B= 40129,

Assim,

B = (Byij) = <A(132)) = (Ajii) «— B = (B,y;) = (Aj0)

kij

B = (Biy) = (A7) = (Asg) «— BY = (Brig) = (Ay).
Em outras palavras, A™*, A** e A™" sao as matrizes (A,;;), (A4jmi) e (Aijr), respec-

tivamente. Além disso, como

(X3
T A™ =y, (Ay) = E Ay = Ty - T = T Ly,
t
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zp (AT = 24 (Aj)" = i (Airy) Z Ay = a3 - ¢ = 23Ry

entao A™* é a matriz L,, da multiplicagdo a esquerda por z, e A*™* é a transposta
da matriz para a multiplicagao a direita, R,,. Demonstraremos agora as seguintes

formulas:

(a) ([F,G,H] x A" = Fy(GA™HT) 4 -+ + F,,(GA™* HT)
(b> ([F7 G> H] X A)*T"* = Grl(HA*I*FT) + cte + Grn(HA*n*FT) (315>

() ([F,G,H]x A" = H (FA*'GT) + - 4+ H,,(FA*"GT).

Demonstragao. ()

([F G H X A 7"2] Z Z Z Frszs ‘tAkst - Z Frk {Z Z GisHthkst}
k s t
ATttt} - S rcat,
k s t k

(b)
([F.G,H] x A),, Z Z Z 54 Glrs Hig Aot = ZGm {Z D F anAkst}
— Z G {Z Y F kHztAj,j*} => G {; ; HitA;*,i*F,;-';}
= G (HA™FT),;
(c)
([F,G,H] x A),, Z Z Z FGjsHpApst = Z H, {Z > szstAz;‘t}

=Y Hy {Z > mkA;ijg} = Hy(FA™'G");
t k t t
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Definicao 15. Dizemos que A estd na forma padrao se A" = A** = J.

Teorema 23. Seja S um semicorpo com base {1,z - ,x,}. Entdo o cubo corres-
pondendo a S € nao-singular e estd na forma padrao; reciprocamente, todo 3-cubo nao

singular na forma padrao produz um semicorpo se a multiplicacao estiver definida por

(3.10).

Demonstracao. Pelo Teorema 21, precisamos apenas mostrar que a forma padrao é
equivalente ao axioma A4. Mas isto é evidente, porque a forma padrao nada mais é

do que a condicao de que Ly = Ry = I. O

Teorema 24. Sejam S e S’ semicorpos com correspondentes cubos A e A'. Entao
S e S coordenatizam o mesmo plano projetivo se, e somente se, A = A’. Planos
coordenatizados por semicorpos estao em correspondéncia biunivoca com as classes

de equivaléncia dos 3-cubos nao-singulares.
Demonstracdo. Aplicagao dos Teoremas 22 e 12. O

Teorema 25. Se A € um cubo correspondendo a um semicorpo proprio S, o grupo
dos automorfismos de S € isomorfo ao grupo de todas as triplas de matrizes (F,G, H)
tais que

[F,G,H] x A= A. (3.16)
Demonstragao. Segue da Eq. (3.14). O

Note que o mesmo resultado vale para um 3-cubo qualquer B com B = A, mesmo
que B nao esteja na forma padrao, ja que os grupos correspondentes sao conjugados.
Agora voltaremos a questao de construirmos um semicorpo a partir de um pré-
semicorpo. Esta é meramente a questao de encontrarmos trés matrizes nao-singulares,
F,G e H, tais que [F,G, H] x A estd na forma padrao. Tal construcao pode ser feita

de diversas formas; por exemplo:
1. Tome H=1, G = (A")" e F = (B")7, onde B=G x A.
2. Tome H=1, F=(A")"TeG=(B") ' onde B=F X A,
3. Tome G=1, H=(A")"TeF=A"(A*"*)"T.
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4. Tome F =1, H = (A7) ¢ G = (A7 (A1),

As demonstragoes de que as escolhas acima fazem o trabalho sao andlogas, usando

a Eq. (3.15). Considerando o método 3, por exemplo:

-T
aiix diiz - Alin @111 A211 - Qpll
a121 A122 Q12n Q112 A212 -+ Qpi12
F = .
-1
a1 izt Qig a1 Q2 vt Qiin 10 -0
A121 A122 A12n G211 A212 -+ A21n
Conseqiientemente

([F,G,H] x A)"** = GA™* H" = I,

([F,G,H] x A" = HA*"FT = T.

Estes métodos podem ser traduzidos em termos algébricos; aqui é o método 3

nesta forma:

Teorema 26. Seja (S,+,0) um pré-semicorpo e u € S. Entdo se definirmos uma

nova multiplicacao * pela regra
(aou)* (uob)=aob (3.17)
obtemos um semicorpo (S,4+,*) com unidade u o u.

Note que se (5,4, 0) é comutativo, entao (S, +, ) também é comutativo.
A férmula (3.17) é um caso particular da Eq. (2.10) com H = I, F = R;' e

G=1L;' ji que
(aou)x (uob) = (aou)Fo(uob)G = (aocu)R, ' o(uob)L,' =aob.

Uma maneira menos simétrica de escrevermos esta férmula pode ser interpretada

diretamente do método 3: fazendo G = 1, H = Al» — L, e F = Al**(A*1*>—T _
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L,R;" temos (a @ b)H = aF o bG, pela Eq. (2.10), donde segue que (a @ b)L, =
aLuR:' o bl. Dai
uo(aeb) = (uoa)R,' ob

e encontramos um semicorpo (S, +, @) com unidade u. Mas (S, +, ¥) = (S, +, o), pois

~ ~

(uouw)F=uF=u e (uou)G =uG=u

(Veja demonstracao do Teorema 5).
O método 4 proporciona outro sistema isomorfo (S, +, ®), “dual” ao sistema (.5, +, ®),

com unidade u e férmula
(a®b)ou=ao(bou)L, .

Podemos obter, deste modo, semicorpos a partir de pré-semicorpos de diversas
maneiras; em cada método que encontramos fomos capazes de permitir que F, G ou
H seja igual a identidade.

O grau de liberdade extra que vimos ter neste processo de padronizacao indica que
devemos buscar uma forma “mais padronizada” que a forma padrao. Algo sugestivo
seria requerermos que A**! = I também. Veremos se com esta restricao obtemos uma
forma canonica.

Se S é um corpo com p? elementos, entao pode sempre ser representado na forma

Al** 1 0 AZ** 0 1
0 1 1a)

2 —ax — 1 é irredutivel (mod p).

se a é escolhido tal que x
Adotando a convengao de escrevermos A* A%*** ... nesta ordem, o corpo GF(8)

pode ser representado nas formas:

100 010 001 100 010 001
010 101 011 ou 010 111 O11 .
001 011 111 001 011 110

No caso de GF(8) representado como

100 010 001
010 101 011,
001 011 111
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admitimos que GF(8) = Zy(a), onde « satisfaz a® + a + 1 = 0, e a base escolhida na

forma {1,a + 1,a?}. No caso de GF(8) representado como

100 010 001
010 111 011,
001 011 110

admitimos que GF(8) = Zy(f3), onde f3 satisfaz % + % + 1 = 0, e a base escolhida
na forma {1,383+ 1,32+ 8+ 1}.

Pode ser facilmente verificado que nos exemplos acima temos que
Isx *1k *xl
A=A =A" =1,

mas nao estd claro que esta forma é possivel em geral. Estes exemplos mostram
que nao temos uma forma candnica; mas, se for verdade que todos os cubos nao-
singulares puderem ser escolhidos desta maneira, sera bastante 1til para eliminarmos
alguns casos na construcao de semicorpos.

Uma maneira bastante 10til de usarmos a liberdade extra é ajustarmos a matriz
A?** para que seu polindmio caracteristico seja irredutivel. Se este ajuste puder ser
feito, o semicorpo resultante podera ser visto como um espaco vetorial com base da
forma 1, x, 2%, x(z?), x(x(z?)), etc. Operagoes deste tipo podem ser exploradas na

construcao de todos os possiveis semicorpos de uma dada ordem.
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Capitulo 4

Transposicao de um plano

Neste capitulo discutiremos um interessante relacionamento entre alguns planos co-
ordenatizados por semicorpos. O relacionamente é um tanto peculiar ja que tem

significado algébrico mas nao parece ter significado geométrico.

Definig¢ao 16 (Plano Transposto). Sejam m um plano projetivo, S um semicorpo que
coordenatiza w, e A um cubo correspondendo a S. Sejam, ainda, Si o pré-semicorpo

(23)

descrito por A e Sy 0 semicorpo construido por Si por isotopia. Entdo definimos

71, o plano transposto de 7, como o plano coordenatizado por Ss.

Teorema 27. w1 ¢é unicamente definido.

Demonstracdo. Como nenhuma restricao sobre a escolha de S é feita, os A’s resul-
tantes poderdo ser equivalentes, pelo Teorema 24. O 3-cubo A3 é nao-singular,
pelo Teorema 19. Se A = B, entdo A?® = B3 pelo Teorema 17. Portanto
A3) é ynicamente determinado, a menos de equivaléncia, e o plano 77 é unicamente
determinado. O]
= T.

Corolario 3. (71)T

Definicao 17 (Plano Dual). O dual 7 de um plano coordenatizado por um
semicorpo € bem conhecido, sendo determinado pela construcao do semicorpo anti-
isomorfo, i.e., substituindo ab por ba mo semicorpo. Esta defini¢ao pode ser expressa

da mesma maneira que a definicio de ', usando A2 no lugar de AC®).

Teorema 28. As operagoes de dualidade e transposicao geram uma série de, no

mdzximo, seis planos, de acordo com o sequinte esquema:
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™
/ y
(23) (12)

D T

123)
(13)

Demonstracao. Este teorema é 6bvio da maneira em que plano transposto e plano

dual foram definidos. O]

132)

7l 7l

Corolario 4. Se 7 = 7P # 77 entdo existe um terceiro plano w7 diferente de m e

de T
Demonstracao. Se 7' = 7 entao 7! = 7P = 7. Se 7P = 7T, entdao 7P =
(7P)TP = 7(13) — (zTD)YT — 7TT — ]

4.1 Colineacoes

Teorema 29. O grupo das colineagoes de ' tem a mesma ordem que o grupo das

colineagoes de .

Demonstracao. Trata-se do Teorema 13. Os grupos das translacoes e os grupos dos
shears sao isomorfos. Os grupos dos autotopismos também sao isomorfos, pelo Teo-

rema 17, ja que
[F,G,H) x A=A+ [F,H,G] x A®¥ = A3

Portanto, os grupos de colineagoes tém a mesma ordem. As inter-relagoes entre
autotopismos, translagoes e shears sao, contudo, diferentes como as Eq. (2.21) mos-

tram. O
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4.2 Exemplos

O transposto de um plano desarguesiano é desarguesiano, pois todas as matrizes
de multiplicacao a esquerda sao poténcias da mesma matriz, e esta propriedade é
preservada por transposicao.

Os planos coordenatizados por semicorpos de ordem 32 foram calculados por R.
J. Walker [18]. Além do plano Desarguesiano, existem cinco outros planos.

O plano P(1) tem a representagao por 3-cubos:

10000 01000 00100 00010 00001
01000 00100 00010 00001 10100
00100 00010 01001 10100 00101 . (4.1)
00010 00001 11010 11110 10111
00001 10010 11011 10000 01110

Este plano foi descoberto em Dezembro de 1961 por R.J. Walker com um programa
de computador escrito em um Burroughs 220.

Nao existe nenhum autotopismo exceto a identidade; conseqiientemente, o grupo
de colineagoes de P(1) é gerado somente pelas translagoes e shears. Este é o tinico
plano coordenatizado por um semicorpo (exceto o seu dual) com esta propriedade.
Uma conseqiiencia adicional é que existem 312 distintos semicorpos, isotépicos mas
nao-isomorfos (veja Eq. (2.17)).

O plano P(2) é o dual e também o transposto de P(1), e tem as mesmas proprie-
dades.

O plano P(3) é construido do semicorpo binario de ordem 32 (veja Secao 5.6).

Este plano tem a seguinte representacao por 3-cubos:
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10000 01000 00100 00010 00001
01000 00100 00010 00001 11000
00100 00010 11001 01010 00111 . (4.2)
00010 00001 01010 11011 11100
00001 11000 00111 11100 10111

Este representante particular tem cinco automorfismos e cinco autotopismos; e-
xistem 192 outros sistemas isotopicos a este e nenhum desses tém automorfismos

nao-triviais. Isto é compativel com a Eq. (2.17):

() e 1)

O plano P(3) é auto-dual, j& que seu semicorpo é comutativo, mas nao é auto-
transposto. Conseqiientemente (Coroldrio 4), existem dois outros planos, P(4) =
P3)T, e P(5) = P(4)P. Cada um destes planos também contém um sistema com
cinco automorfismos e 192 outros sistemas sem automorfismos nao-triviais.

R. J. Walker mostrou, por exaustivas enumeracoes em um computador, que estes

cinco planos constituem o conjunto de todos os semicorpos préprios de ordem 32.
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Capitulo 5

Alguns semicorpos conhecidos

Neste capitulo, discutiremos alguns semicorpos conhecidos e consideraremos quais
sao as possiveis ordens para semicorpos proprios. Neste capitulo p sera sempre um

numero primo.

5.1 Ordens excluidas

Vimos que os semicorpos tém ordem da forma p”. Para todo primo p e n natural
existe um unico corpo com p" elementos. O que podemos dizer sobre semicorpos
préprios ?

Se a ordem do semicorpo é p, entao este semicorpo é o corpo GF(p). Além disso,
se a ordem do semicorpo for p?, entao este semicorpo precisa ser o corpo GF(p?) :
Seja {1, } uma base para o semicorpo; a multiplicacao é determinada pela defini¢ao

de 22 = ax+b. Mas o polinémio 2>

—ax —bnao possui raizes em G F(p), pois teriamos
(x—7r)(x—s)=2*—ar—b=0comresem GF(p), contradizendo o axioma A2.
Conseqiientemente, 2% — ax — b é irredutivel em GF(p), e a multiplicagao é aquela de
GF(p).

Se a ordem do semicorpo é 8, verificaremos que o tinico semicorpo possivel é o corpo
GF(8). Seja {1, z, y} uma base para o semicorpo sobre GF(2) e L a matriz A*** da
multiplicacao & esquerda por x. Se a equacao caracteristica de L é \3+aA\?>+b\+c = 0

entao L satisfaz esta equagao. Assim, encontramos x(z?) +az? +bxr +c = 0. Mas este

polinoémio ¢ irredutivel, ja que nao pode ter fatores lineares; portanto este polinomio
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é uma das duas formas: z(2?) +2%+1 =0 ou x(z?) + x + 1 = 0. Substituindo z por
r+ 1, se necessdrio, podemos assumir que x(2?)+xz+1 = 0. Em particular, {1, z, 2}
¢ uma base para o semicorpo.

Para o restante da demonstragao consideraremos as seguintes possibilidades:
I. Se 2%z =1, entao (2 + x4+ 1)(z +1) =0.
1. Se 2%z = x, entao (z? + 1)z = 0.
1. Se x?z = 22, entao z?(x + 1) = 0.
IV. Se 2%x = 2% + z, entdo (z? + 2z + 1)z = 0.
V. Se 2%z =2 + x + 1, entao (2 + 1)(x + 1) = 0.
VI. Se z?z% =1, entdo (z? +1)? = 0.
VII. Se 222 = x + 1, entdo (2% + x)2? = 0.
VIIL. Se z%2? = 2%, entao (22 + 1)z = 0.
IX. Se 2%2? = 2> +  + 1, entao (22 + x + 1)z? = 0.
X. Se 22z = 22 + 1 e 2%2® = x, entdo (z* + x)? = 0.
XI. Se 2%z =2 + 1 e 2%2* = 22 + 1, entdo z*(x + 2?) = 0.
XII. Se 2%z = a? 4+ 1 e 2?2 = 2® + z, entao (2 + 1)(z* + 2+ 1) = 0.
XIII. Se z?z =z + 1 e 2%2? = z, entao (2® + z)(z*> + z + 1) = 0.
XIV. Se x?z =z + 1 e 2%z? = 2? + 1, entao (2 + 1)(2* + x) = 0.
XV. Se 22x = x + 1 e z%2% = 2% + x, entdo temos o corpo GF'(8).
Provamos, entao, o seguinte teorema:
Teorema 30. Um semicorpo proprio tem ordem p™, onde n > 3 e p" > 16.

Mostraremos pelas construgoes desta se¢ao que a condi¢ao necessdria que obtemos

sobre a ordem é também suficiente.
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5.2 Semicorpos de ordem 16

Os semicorpos de ordem 16 foram calculados em [11] por Kleinfeld. Existem 23
semicorpos préprios nao-isomorfos de ordem 16. Todos sao isotépicos ou ao sistema
V ou ao sistema W da Secao 1.2; conseqiientemente, dois planos projetivos podem
ser formados.

O primeiro plano, consistindo dos semicorpos isotépicos a V, contém 18 semicorpos
distintos. Existe um (o préprio V') com 6 automorfismos, outro com 3 automorfismos,
8 com 2 automorfismos, e 8 com somente o automorfismo identidade. Conseqiliente-

mente, existem 18 autotopismos pela férmula (2.17):

1 1 8 8

152=18(=-+-+—-+-]. 5.1
(6+3+2+1) (5.1)

O segundo plano tem somente cinco semicorpos distintos. Um destes tem 4 automor-
fismos, um (W) tem 3, e 0s outros trés restantes tém 2 automorfismos. Também, pela

férmula (2.17), existem 108 autotopismos, e

1 1 3

Ja que o nimero de autotopismos é diferente, podemos concluir que cada plano é

auto-dual e auto-transposto.

5.3 O trabalho precursor de Dickson

O estudo de semicorpos aparentemente foi introduzido por L. E. Dickson em 1905
[6]. Em dois artigos iniciais sobre o assunto, Dickson construiu todos os possiveis
. d d 3 d 7’ . . . d d 4
semicorpos de ordem p°, e todos os possiveis semicorpos comutativos de ordem p*,
onde p é impar.
Segundo D. Knuth [12], talvez a maneira mais simples para construir semicorpos
proprios seja analoga a construgao de V' e W na Segao 1.2; iniciando com um corpo

GF(p™) e construindo um semicorpo de ordem p*™, tendo elementos
a+ Ab, com a,be GF(p™).
Para isto a multiplicacao sera definida, simplesmente, por
(a4 Ab)(c+ Ae) = f(a,b,c,d) + Ag(a, b, c,d),
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onde f e g sao lineares em todas as quatro variaveis, e onde
fla,b,c,d) = g(a,b,c,d) =0

implica em a = b =0 ou ¢ = d = 0. Existem muitas maneiras de fazer isto.
Dickson [7] encontrou uma constru¢ao particular de um semicorpo comutativo

deste tipo para p impar, com multiplicacao definida por

(a+ A\b)(c+ M) = (ac+b7d° ) + N ad + be), (5.3)
onde o é um automorfismo e f ndo é um quadrado do corpo GF(p™). A condigao
de que f necessariamente é um elemento nao-quadrado é clara, porque se f = a2,
escolhendo b tal que b7 = a™!, temos (14+\b)(1—Ab) = 0. Para verificar que a condigao
é suficiente, suponha que (a + Ab) # 0 e (¢ + Ad) # 0, mas (a + \b)(c + Ad) = 0.
Entao, em primeiro lugar, temos

ac+b7°d° f = 0;
isto implica que existe um elemento x # 0 em F' tal que
a=zxzd° e c=—x '
A outra condicao é que
ad + be = 0,
ie.,
wd’ — 27T = 0.

Conseqiientemente, como p é um primo impar, entao o + 1 é par; assim, f seria um
quadrado, contradizendo a hipotese.

Os nimeros complexos sdo um caso particular do sistema (5.3), embora f ser um
nao-quadrado nao seja suficiente no caso infinito. O sistema (5.3) é associativo se, e

somente se, 0 = I.

5.4 Corpos Deformados.

A seguinte construgao é devida a A. A. Albert [1, 2, 4]. Defina um nova multiplicac¢ao
sobre os elementos de GF(p™) por

roy = xy? — cxly, (5.4)
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onde ¢ = p™, 1 < m < n, ec+# al! paraa € GF(p"). Entdo obtemos um pré-
semicorpo, ja que x? + y? = (x 4+ y)¢, e jd que x oy = 0 implica em = = 0 ou
y=0ouc=(y/x)i"t. Agora utilize (3.17) para obter um semicorpo. Este semicorpo
resultante é chamado corpo deformado.

A construcao pode ser levada a cabo somente se ¢ existe sujeito as condigoes
requeridas. Este serd o caso quando (¢ — 1,p" — 1) > 1, i.e.,, quando ¢ — 1 e p" — 1
tém um fator comum, ja que 27" ~! = 1 para todo z € GF(p") — {0}. De fato, se
(q—1,p"—1)=1ea?"~! =1 para todo x € GF(p") — {0}, entdo existe um inteiro
a com (z%)9"! = x para todo x € GF(p"); ou seja, nao podemos ter ¢ # a?~! para
todo a € GF(p"). Mas se p é impar, existe sempre o fator comum p — 1; se p = 2
temos (2™ —1,2" — 1) = 20™™ — 1, assim necessitamos de (m,n) > 1. Se n = mk,
onde k£ > 2, pode ser mostrado que o semicorpo construido é nao-associativo.

Corpos deformados existem para quase todas as ordens nao excluidas pelo Teorema

30. As ordens que faltam sao 2% e 27, onde p é um primo maior que 3.

5.5 Construcao de Sandler

Uma classe interessante de semicorpos foi construida por R. Sandler [17] em 1962.
Existem p”m2 elementos nesses semicorpos, onde m é maior que 1.

Para a construcao de Sandler, seja ¢ = p™; os elementos de S sao
ag+ Aay + -+ -+ )\mflam,l, a; € GF(qm)

A multiplicagao é definida como a seguir:

(Niz)(My) = Xitig@y, 0<i<m, 0<j< oo
A=),

com a convencao de que A denota as poténcias a esquerda de A, i.e., \¥T1 = M\,
Se ¢ for escolhido nao satisfazendo a nenhum polinomio de grau menor que m sobre
GF(q), temos um semicorpo.

Por exemplo, vamos construir um tal sistema I de ordem 2°. Os elementos sao
da forma

a+ \b+ X¢, onde a,b,c € GF(8).

o8



A multiplicagao é definida pela regra

(a+ Ao+ X2c)(d + e + N2 f) = ad + Aa*e + N2at f + 6b* f + A\bd
+A20%e + 5c%e + Aot f + Ned.

Note a semelhanca entre esta e a definicao do sistema W da Secao 1.2. A multiplicacao
definida acima pode ser escrita na forma matricial, ja que S é um espago vetorial sobre

GF(8); a matriz da multiplicagdo & esquerda por (a + Ab + \c) é

a 6c® 6b?
L=1|1b a* it
c b at

O determinante de L ¢
a’ +6b" + 6%c" — §(a®bc + ab’ct + a'bc?) = r + 50 + t0°.

Ja que r? =1, s2 = s e t? =t, entdo o determinante de L ¢ um polindomio de grau
menor ou igual a 2 sobre GF'(2). Este determinante nao pode ser nulo por hipdtese,

a menos que todos os coeficientes sejam nulos; mas isto requer que a = b = ¢ = 0.

5.6 Semicorpos binarios de Knuth

Seja K = GF(2"™"), onde n é impar, n > 1; seja K o subcorpo GF(2™). Considerando
K como um espaco vetorial sobre Ky, seja f um funcional linear qualquer de K sobre
Ky, i.e.,

F(a+ ub) = Af(a) + uf (b), (5.5)

para todos a,b € K e todos A\, u € K.

Defina uma nova multiplicagdo em K como a seguir:
aob=ab+ (f(a)b+ f(b)a)®. (5.6)
Teorema 31. O sistema algébrico (K, +,0) é um pré-semicorpo.

Demonstragdo. Como f é um funcional linear e a aplicacao a — a? é um automorfismo

de K, o produto a o b é linear em ambas as variaveis e, deste modo, ambas as leis
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distributivas se verificam. Portanto, precisamos mostrar apenas que nao existem
divisores do zero.

Suponhamos que aob = 0, com a, b # 0, e faca z = ab™!. Isto implica em
z+ fla)* + f(b)*2? = 0.

Temos uma equacdo quadrética com coeficientes em Kj; mas como o grau de K/Kj
é impar, esta equagao precisa ser redutivel. Conseqlientemente, x € K. Mas entao,

a = xb implica em
aob=ab+ [f(xb)b+ f(b)xb]* = ab # 0,
e esta contradicao completa a demonstracao. O

No Capitulo 3 vimos que existem vérias maneiras de convertermos o pré-semicorpo
(K,4+,0) em um semicorpo. Uma dessas maneiras é definirmos um novo produto *
como na equagao (3.17),

(loa)x(1ob)=aob. (5.7)

Desta forma (K, +, *) é um semicorpo comutativo, ja que (K, +, o) é um pré-semicorpo
comutativo.

Note que agora definimos trés diferentes “multiplicacoes”sobre os elementos de
K : ab, aob, e axb. E importante mantermos esta discussao em mente, ja que todas
as trés multiplicagoes serao utilizadas simultaneamente nas proximas demonstracoes

3

desta secao. As poténcias de um elemento, a?, a3, etc., serao sempre referidas a

multiplicacao do corpo.

Teorema 32. Se mn > 3, é possivel escolher a fungao f de (5.5) de tal maneira que

o sistema (K, +, %) seja um semicorpo proprio.

Demonstragdo. Seja {1,z,2?, -+ , 2" '} uma base de K sobre Kj; faca
fA)=fl@)=-=f@"?) =0, fa"") =1 (5.8)

Com esta definicao, para A € K,

lod=Xlodzr=MAz,---,lodz™ 2= a""2 lolz™ = \a""1 4\
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e, portanto, para todos a, b € K temos
lo(loa)=ua, (axb)=(loa)o(lob).

Agorasen >3,sejak=(n—1)/2;entdo 1 <k <n-—2,e

k

rx (2P xaM) =xxa" ! =" d 2t o #£ 2" =2 s P

= (z * %) x 2",

Conseqiientemente, a multiplicacao nao é associativa neste caso.

Se n = 3, seja A um elemento de Kj; temos
(w*x)*x Ax =2+ Az = (2° + 1) o A\v = Aw(a® + 1) + N\?2”.

T (zxAx) =z x Ax® =z o (Ax? + 2\ = (Ao + 2\ + N2

Assim, a multiplicacdo nao ¢ associativa a menos que A2 = \. Mas podemos sempre

escolher A # A\? j4 que K = GF(8) estd excluido, por hipStese. O

A condicao mn > 3 serd assumida no restante desta secao.
Agora consideraremos o efeito de escolhermos diferentes func¢oes f na equagao

(5.5).

Lema 1. Se f e g sao funcionais lineares nao-nulos de K em K, entdo existe um

elemento z € K tal que f(az) = g(a), para todo a em K.

Demonstracao. Um simples argumento de contagem provard este lema.

Se {x1, 29, ,x,} é uma base de K sobre Kj, um funcional linear f é completa-
mente determinado pelas n escolhas de f(z;) € Ko, 1 < i < n, e estas escolhas sao
independentes com a condicao de que estes funcionais sao todos nao-nulos. Portanto,
existem 2" — 1 funcionais lineares.

Suponha que f seja um funcional linear nao-nulo; entao se definirmos g(a) =
f(az), para z # 0 € K, g é também um funcional linear nao-nulo. Como existem
2™ —1 escolhas para z precisamos mostrar apenas que para duas dessas escolhas temos
fungoes diferentes. Mas se f(az1) = f(az2) para todo a, temos f(a(z; — 22)) = 0 para

todo a, conseqlientemente z; — z5 = 0. ]

Teorema 33. Para um dado K e Ky, quaisquer dois semicorpos (K, +,%) determi-

nados por diferentes funcionais f em (5.5) sao isotdpicos.
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Demonstracao. Ja que todo semicorpo é isotdpico ao seu pré-semicorpo correspon-
dente, necessitamos apenas mostrar que quaisquer dois dos pré-semicorpos sao isotépicos.
Suponha que

aob=ab+ [f(a)b+ f(b)a)® e

a-b=ab+ [g(a)b+ g(b)a]*.
Aplicando o Lema 1, encontramos z € K com f(za) = g(a) para todo a € K. Entao
azobz = abz® + [g(a)bz + g(b)az]* = (a - b)z>.
[

Corolario 5. Se mn > 3, entdo todos os sistemas (K, +,*) definidos nesta se¢do sao

SEMICOTPOS Proprios.

Demonstracao. Segue do Teorema 32 e do fato de que nenhum corpo é isotopico a
um semicorpo proprio. Além disso, pelo Teorema 12, dois semicorpos coordenatizam
o mesmo plano se, e somente se, sao isotépicos. Enquanto um corpo coordenatiza um

plano desarguesiano, um semicorpo coordenatiza um plano nao-desarguesiano. O]

O semicorpo bindrio de K/K,

Nesta subsecao mostraremos que se o funcional f é escolhido apropriadamente entao
obtermos um semicorpo possuindo pelo menos mn automorfismos. Este semicorpo

particular, com f definido pelo Teorema 34, sera chamado o semicorpo bindrio de

K/K,.
Teorema 34. Seja ¢ = 2™, e seja f tal que f(a) = X sempre que

a=A+b+b, Ne Ky beK. (5.9)
Entdio f € um funcional linear de K em Ky, e f(a?) = f(a)?.

Demonstracdo. Primeiro mostraremos que f estda bem definido. Suponha que A+ b+
bl = p+c+c? para A # pu € Ko; entao (b+¢)? = (b+c¢)+ A+ pu, ie., a? = a+ z para

algum a € K, z € K. Aplicando a regra anterior, obtemos
a =al+ 27 =a"+ 2 = a.
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Como n é impar, "t = a. Dai, como "t = a?, segue que z = 0. Portanto
f(z + b+ b?) esta bem definido.

Além disso, todo elemento de K pode ser representado na forma X\ + b + b?, pois
existem precisamente ¢ elementos ¢ € K para os quais b+b? = c+c? e (b+c) = (b+c)?

se, e somente se, b+ c € K. Conseqiientemente f é unicamente definida. Finalmente,
JAFb+0+pt+c+c?) = fA+p+0+c)+(0+c))=A+pu
= fOA+b+b0)+ f(u+c+c?),

F(OA+b+07)) = f(uA + pb+ (b)) = pA = pf (A + b+ b7),

FA+b4+07)? = f(2® + 0+ (b)) = 2® = f(z + b+ b))

O

Teorema 35. O semicorpo bindrio de K /Ky tem o automorfismo a — a?; conseqiien-

temente existem pelo menos mn automorfismos do semicorpo bindrio.

Demonstracao. Primeiro mostraremos que a — a? é um automorfismo do pré-semicorpo.

(aob)? = (ab+[f(a)b+ f(b)a]*)?
— @+ (@)W + SO
= a®b® + [f(a®)V* + f(b*)a?]? = a® o b2
O automorfismo é herdado para o semicorpo, ja que
(loa)*(10b))*> = (aob)?=a?ob?
= (loa?) *(10b?)
= (1?0a?)*(1200?) = (1oa)?* (1 ob)>

O restante da demonstracao segue por composicao de automorfismos. O

Knuth [13] demonstra que os tnicos automorfismos do semicorpo (GF(2™"), +, *)
sao exatamente os mn automorfismos gerados pelo automorfismo a — a2, e que este
semicorpo possui exatamente mn (2™ — 1) autotopismos.

Os semicorpos de Knuth, juntamente com os outros semicorpos vistos neste capitulo,

dao exemplos de semicorpos préprios de todas ordens nao excluidas pelo Teorema 30.
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