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RESUMO

Neste trabalho, examinamos detalhadamente um procedimento de analise, in-
troduzido em [21] e desenvolvido em [11] e [18], para a investigacao dos erros em
malhas arbitrarias, decorrentes de métodos discretos (diferencas finitas e elemen-
tos finitos) de segunda ordem para problemas de Sturm-Liouville regulares, com

condigoes de contorno tipo Dirichlet, Neumann ou Robin (ou combinagoes destas).

Esta andlise nos permite obter estimativas finas sobre erros de solugao e deriva-
das de primeira e segunda ordens. Aplicamos o procedimento em detalhe para o
exame do método mimético discutido em [21] e do método de elementos finitos
considerado em [18] e [11] (método de Galerkin com elementos seccionalmente li-
neares). Em particular, fenomenos de supraconvergéncia em ambos os métodos sao

observados e explicados facilmente a partir das estimativas desenvolvidas.
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ABSTRACT

In the present work, we give a detailed discussion of the error analysis in-
troduced in [21], and further developed in [11] and [18], of 2nd-order discrete me-
thods (both finite-difference and finite element methods are considered here) for
one-dimensional Sturm-Liouville problems with separated boundary conditions of

Dirichlet, Neumann, or Robin type (or combinations of these).

Such an analysis yields very precise estimates for both solution and derivative
errors in the approximations. Application is given to the analysis of the mimetic
method discussed in [21], and the standard 2nd-order Galerkin method [18], [11]
with piecewise linear elements. In particular, supraconvergence effects are clearly

explained based on the estimates obtained by the theory.



1 INTRODUCAO

Neste trabalho, apresentamos detalhadamente um procedimento recentemente
desenvolvido em [11], [18], [21], de andlise de erros para aproximagoes discretas do

problema de Sturm-Liouville

- % (k(x) %) + q(z) u(z) = f(x), a<x<b, (1.1)
agu(a) — ap u'(a) = 7, (1.2)
Boud) + Lu'(b) = (1.3)

onde k(x), q(x) e f(z) sdo funcoes dadas suaves, com k(z) > 0, q(z) > 0 em [a, b],
e ap, aq, By e (1 sao constantes nao negativas satisfazendo ag+ a1 > 0, o+ 1 > 0
e ag+ By > 0, sendo 7, e 7, constantes arbitrarias. Sob tais condi¢oes, é bem sabido
que o problema acima tem uma unica solu¢ao u(x), que em geral ndao pode ser obtida

na forma explicita.

Para obter os valores u(z), recorre-se tipicamente a aproximacoes v" obtidas
por métodos discretos como diferencas finitas ou elementos finitos, associados a ma-
lhas de pontos a = xg < 21 < ... < xy_1 < zy = bem [a,b]. A questdao fundamental

h —uh, onde

nestas aproximacoes é estimar corretamente o erro cometido, e® = v
u" denota os valores exatos nos pontos da malha. Além disso, computada a apro-
ximacdo v", pode-se obter a partir dela aproximacdes naturais para as derivadas de
u(z) se desejado (por exemplo, u'(x) e u”(x)), sendo de interesse estimar os erros
destas aproximacoes. A qualidade e comportamento dos intiimeros métodos discre-
tos disponiveis pode variar grandemente, e pequenas (aparentemente) diferengas no

planejamento destes métodos pode acarretar grandes diferencas no desempenho re-

sultante.



De modo geral, no caso do problema (1.1), (1.2), (1.3) os métodos de elementos
finitos sao referidos como aqueles produzindo os melhores resultados (comparados a
procedimentos alternativos de complexidade equivalente) [4], [19]. Ocasionalmente,
referéncias podem ser encontradas na literatura contestando tal afirmagao [7], [8],
[14], [16], [17]. No caso dos métodos examinados no presente trabalho (MIMO02 e
FEMO02), pode-se verificar a superioridade do uso de elementos finitos com relagao

h com a situacao se invertendo para os erros de derivadas

aos erros de solugao e
(particularmente derivadas de segunda ordem) em malhas nao uniformes. Esta clara
distingao torna-se possivel gracas as estimativas obtidas para os diversos erros, sufi-

cientemente finas para descrever o comportamento dos métodos MIM02 e FEMO02.

Para a andlise dos erros, diversas técnicas podem ser utilizadas, com grau de
sucesso variavel. Para métodos de diferencas finitas, os procedimentos tradicionais

consistem em examinar as equacgoes discretas correspondentes,

Ly " = f" (1.4)
onde Ly, é um operador discreto (linear) representando o problema (1.1), (1.2), (1.3)
acima, em termos do "erro de truncamento”, dado por

L,u" = f* + 11, (1.5)

onde u” representa a solucdo exata u(x) em determinados pontos da malha. Segue

entdo, por linearidade, que e® = v" — u" satisfaz o problema discreto

Lye" = — 1" (1.6)
de onde, em principio, e" pode ser investigado. A equagao (1.6) corresponde a um
sistema de equacgoes algébricas lineares, com solucao dada por

e = — G, ", G, = L1, (1.7)
onde Gy, é o chamado operador de Green correspondente ao método discreto consi-

derado. Claramente, a investigacao detalhada de G;, permite estimar e" adequada-

mente em muitos casos [15]. O exame mais simples da equagao (1.7) pode ser



discutida do seguinte modo: introduzindo uma norma | - |, para medir e, 7" e
sendo || - || a norma de operador associada, isto é,
|G ln= SUP|y|,=1 | Gv |, (1.8)
obtém-se de (1.7) que
e n <N Gulln- 7" |n, (1.9)

de modo que | 7" |,— 0 (isto é, (1.4) é consistente) ao h — 0 (isto é, ao se refinar
a malha) acarreta | e |,— 0 (isto é, (1.4) é convergente) se || Gy, ||, se mantiver
limitada (isto ¢, (1.4) é estdvel). Além disso, segue que e” tem pelo menos a ordem

h

de 7", h

Em malhas uniformes, é comum ocorrer que e” e 7 tenham exatamente a

mesma ordem, e assim (1.9) descreve adequadamente o comportamento do erro e”.
Em malhas gerais, contudo, é comum e” ter ordem mais alta que 7" (isto é, (1.4) é
supraconvergente [12], [17], [20]), e (1.9) é pouco adequada neste caso. Mais ainda,
pode mesmo ocorrer | 7 |, 0 ao h — 0 e (1.4) ser convergente, a ponto de ser

competitivo com os métodos mais populares. Esta ¢é a situacao do método mimético

MIMO02, cuja anélise é apresentada no Capitulo 2.

No Capitulo 2, descrevemos o método mimético MIMO02 para (1.1), (1.2), (1.3)
discutido em [8], [11], [18], [21] e analisamos detalhadamente suas propriedades de

convergéncia. Este método é dito mimético por ser escrito na forma
— D" - G") + ¢ = (1.10)

para projecoes apropriadas k", ¢", f* de k(z), q(z), f(x) sobre a malha, e onde D

e G sao operadores de diferencas satisfazendo

N N
Z w; (Gv); hy = wy vy — wo vy — Z (Dw)i_% vi1 Ly, (1.11)
i=0 i=1

para fungoes de malha w" = {w;, 0 <i < N} et = {UF%, 0<i<N+1}

quaisquer, com Li_% = x;—Xi_1, hy = Tipl =T 1,0 =20 <2 <. <IN = b os



pontos da malha, z; 1 = Z=3F% g
2

5 =T e Ty 1 =2y, imitando (e dai o termo

1
2

mimético) na forma discreta a propriedade fundamental (integragao por partes)

b b
/ w(z) v(z)dr = w(b) v(b) — w(a) v(a) — / w'(z) v(z) dz, (1.12)

valida para w(z), v(z) € C'([a,b]) quaisquer. Esta estrutura mimética é utilizada
em [8], [21] para estabelecer a convergéncia de MIMO02 em malhas arbitrarias, sendo

mostrado que

| e" [x= O(h), (1.13)

onde h é a medida de espacamento da malha dado por

(1.14)

e | - |2 denota a norma euclidiana. Em [18], a andlise foi modificada de modo a obter

o resultado de segunda ordem

u'(z;_1) LY + O(h?), 1<i<N, (1.15)
2 2

co| =

com eg = O(h?) e ey = O(R?), que corresponde ao comportamento exato
observado nos experimentos, em qualquer malha. A derivagao de (1.15) é feita no
Capitulo 2 considerando primeiramente o caso q(z) = 0 (Sec¢do 2.2), posteriormente
estendido a q(x) > 0 na Secao 2.3. Antes de obter (1.15), é necessério estimar os

erros de derivada £ = Guv — o/, que satisfazem

E; = O(h*), 0<i<N. (1.16)

No Capitulo 3, 0o mesmo tipo de anélise é desenvolvida em detalhe para o estudo
dos erros de aproximacao no caso do método de Galerkin com elementos triangulares,
FEMO02 [19]. Na Se¢do 3.1, revisamos a constru¢ao do FEMO02 seguindo [19], e a
seguir iniciamos a analise de erros seguindo a mesma marcha do capitulo precedente,
examinando os erros € (erro de solucio) e E” (erro da derivada de primeira ordem)

inicialmente no caso mais facil q(z) = 0 (Secao 3.2), e utilizando estes resultados



para investigar o caso q > 0 (Seg¢do 3.3). Na Secao 3./, mostramos que os erros da
derivada de segunda ordem satisfazem estimativas de primeira ordem apenas (em

malhas nao suaves),

o 1 k; " 1 "
E, = (6 k:_zu’ + guz (LiJr% - Lif%>

+ O(L7 1) + O(L7,.) + O(R?), 1<i<N-—1,

(1.17)

em contraste com MIMO02. Varios experimentos numéricos sao apresentados na

Secao 3.5, confirmando os resultados tedricos integralmente.

Finalmente, no Capitulo 4, fazemos consideracoes finais a respeito dos dois
métodos, comparando seu desempenho a partir dos resultados tedricos e ilustrando

com experimentos numéricos.



2 METODO MIMETICO DE SEGUNDA
ORDEM - MIMO02

2.1 Introducao

Consideremos o problema regular de Sturm-Liouville com condigoes de con-

torno separaveis,

_ % (k(:c) fl—;‘) +q@) u(z) = f(z), a<az<b 2.1)
apu(a) — ay k(a) u'(a) = ~,, (2.2)
Bou(b) + B k() u'(b) = w, (2.3)

com 7, e 7, constantes quaisquer, oy, aq, Gy e [, constantes dadas satisfazendo «y,
at, Bo, 01 >0, a0+ a1 >0, o+ 1 >0eag+ Gy >0, e onde k(z), q(x) e f(z) sao

fungoes suaves dadas, com k(z) > 0 e q(x) > 0 para todo x no intervalo [a, b].

Para a discretizacao de (2.1), (2.2), (2.3), criemos uma malha arbitriria no
intervalo [a,b], com N + 1 pontos a = xg < 21 < ... < £y_1 < x = b, chamados
nodos, que dividem [a, b] em N subintervalos [z;_1, x;], ou células, com comprimento
LF% = x; — r;_1, cujo centro ¢ denotado por Ti L, 1 < i < N'. Convenientemente,

=0, L_

assumamos que x_ =0, xy,1 = xn, Ly,1 = 0, e associemos cada
2 2

1 1
2 2

comprimento local entre os centros, com h; := x;,1 — x,_1, isto &,
2 2

hi = ——2 "3 0<i<N. (2.4)

Esta notacao para os diversos pontos de malha e comprimentos ¢ ilustrada na

Fig. 1.

IEsta notagao provém de [7] e [16].
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-lf'o -lfl -ll'-z -lf'fe—l IH -ll'i+1 : lf'N—l ~|f=-.f
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Figura 1 - Malha com os nodos x;, centro das células x;_1
2

e comprimentos L, 1 e h;.
2

Finalmente, construamos o conjunto dos centros das células C = {z, 1 : 1 <
2

i < N}, o conjunto estendido C = C|J{z,zn}, 0 conjunto dos nodos da malha

N ={z;:0<i< N}, e os espagos correspondentes das fungoes de malha
He = {w:C — R}, He = {w :C — R}, Hy ={w: N —-R}, (2.5)

e projegoes Pc : C%([a, b)) — He, P : CY([a,b]) — He, Py : C%([a,b]) — Hyr, que
podem ser dadas por valores pontuais, médias nas células, etc. Como nossas fungoes
sao suaves, sera irrelevante se usarmos valores pontuais ou valores médios, e vamos
tomar Pc(w)i_% = P@(W)i_% = W(ZEZ-_%), 1 <i <N, Ps(w)g = w(xg), Pe(w)y =

w(zn), e Py(w); = w(z;), 0 < i < N, usando também w;, w,

,_1, para denotar os
2

valores pontuais w(z;), w(z

F%), e similarmente w; = w'(z;), w! , = ”(xifé), e
2

assim por diante, desde que w seja suficientemente suave.

Dados os pontos sobre a malha z;, x,_1, definamos dois operadores naturais
2

1—

de diferengas finitas: a derivada primeira discreta D : Hy — He (“divergente

discreto”) dada por

(Dw)iiy = ————, 1<i<N, (2.6)

NI

aplicada a uma funcao nodal arbitraria w € Hy, e derivada segunda discreta
G : Hsz — Hy (“gradiente discreto”) dada por

2i 1 —Z

(Go)i = 2 T3 g<i< N, (2.7)



agindo nas fungoes z € Hi. Nosso esquema de diferencas para (2.1) consiste em
encontrarmos a fungao de malha v" (aproximacao obtida para a solucao u, ou seja,

projecao u" de u sobre a malha), que satisfaz o problema discreto andlogo,
—D(k-Gv") + ¢-" = f, (2.8)

onde k = Pyr(k), ¢ =Pe(q) e f = Pe(f) sao as projecoes de k, q, f em (2.1) para os
espacos de funcoes discretas Hy e He, respectivamente, e - indica a multiplicagao

ponto a ponto. Aqui, vy e vx denotam os valores de v" para os nodos o = a e x5 = b.

Usando (2.6) e (2.7) na equacgao (2.8), chegamos ao método numérico MIMO02

(método mimético de segunda ordem),

ki, k'l', ]{Z kz

(2.9)
onde v, 1, com 1 < i < N, sdo os valores de v", e k;, q,_1, f, 1 sao os valores
2 2 2

pontuais k; = k(z;), g1 = OI<37¢7%) e fii1= f(xze%)

Matematicamente, (2.8) é nada mais que um sistema de equagoes lineares
algébricas, trivialmente resolvivel em comparagao com o problema original. De
interesse fundamental aqui sdo os erros cometidos, e" € Hg ("erro de solucao”),
E" € Hy ("erro de gradiente”), e E" € Hi ("erro da derivada de segunda ordem”),
definidos por ¢" = v" — Ps(u), E" = Gv" — Py (92), E" = D(Gv") — P¢ <‘f7‘;>,
isto é,

), 0<i<N+1, (2.10)

Ei = (@) - w(e) = "~ w(@), 0<i<N, (21



Existe uma importante quantidade que esta intimamente ligada aos erros de
solucao, e”, e de derivada, E", que é o chamado erro de truncamento, ou de dis-

cretizacio, 7(u) € He. Substituindo v por u* em (2.8), obtemos
—Dk-Gu") + q-u" = f + (), (2.13)
onde u" = P¢(u). Subtraindo (2.13) de (2.8), obtemos a seguinte expressao

~D(k-Ge") + q-e" = —1(n). (2.14)

Pelo esquema numérico (2.9), podemos reescrever a equagao (2.13) como

ki_ ki— kz
T(u);_1 Ly = — ﬁui—g + (hi—i + T + g1 Li—é) U1

T(w)s Loy = — o 1 - 5
L 1 L, 1
k‘(ftl_%— 22) k’(l‘i_é—l— 22)
+ It + . + q <l’z_%) Lz_% U <:L’Z_%>
L}
k(m,_; + = > Lix + L L
S e ) - B ()
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1 .3 ;1 1
_ _ - + - .
Lembrando que h;_; = —2-—2 ¢ h; = —2-—2 ¢ utilizando as seguintes

expansoes de Taylor no ponto z;_1,
2

Ly 1 1
kla s ——2) = k.1 — sk L+ -k L7 + O ),

3 2 2 2 Tty T2 8 T3 T3 T3
L; 1 1 1
Elow, 1 +—2| =k 1+ -k L1 + k' L*, + OL?,),
2 2 2 7 8 (2 (2 (2
L1 + L, s 1
ul w1 - 2 5 )= —u g b+ §u;’ L h?,
1
- "R, + O(L! 1)+ O(L! 3),
L i+ L
ulx,_1 + 2 2| = w1 4wl by + cul R
2 2 2 2 =3
1
+ —uy b + O(L.) + O(Ly, 1),
6 "2 =3 (>
obtemos,
hi-1 + h
_ " i i
T(u)i—% Lz—é - kz—% z—é( 2 )
1
= 5 Kyl (W =Ry
1
— Z K;_% U;/_% (Llié hl - Li,1 hi*l)
! /
— K au Ly +gyu g Ly — Ly fiy
+ O(L?_%) + O(L?_%) + O(L?Jr%).

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

Como —k(z)u”(z) — K'(z)u'(z) + q(z)u(z) — f(z) = 0, temos que o erro de trunca-

mento para o método mimético é dado por

+ O(Lf_%) + O(L7 1) + O(L2,

1 1
2 2

(2.22)
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desde que k € C3([a, b]) e u € C*([a, b]).

Como visto anteriormente, subtraindo (2.13) de (2.8), obtemos

~D(k-Ge") + q-e" = — 7(u), (2.23)
onde e" ¢ determinado por 7(u) através da equagao linear Lype" = —7(u). Disto,
e = —Gy7(u), onde Gy, =L, ! é o operador de Green discreto associado a (2.8).

Tratemos agora do problema algébrico. J4 vimos que o erro e® = v" — u”
satisfaz a equagao algébrica Lye" = —7(u), onde L, é dado por (2.14), isto é,

Ly = L, A, com L), = diag{L%,L%, s LN_%} e A, = An(q), dada por

a[f} —c1 0 0 0
2
—C1 a[f] —Ccp - - - 0 0
2
0 —¢ dd ... 0 0
2
An(a) = : (2.24)
0 0 0 an s —evo
(d]
i 0 0 0 —CN—-1 @N_% ]
onde
ki .
¢ = o 0<i<N, (2.25)
A, =cqta+ gLy, 1<i<N (2.26)
Em particular, e resolve a equacao Ay(q)e" = G(u), com E(u) = —Lp7(u),

isto é,
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Reduzindo Aj,(q)e" = b(u) & forma triangular superior pela eliminacio Gaus-
siana, obtemos A, (q)e" = b(u), onde Aj,(q) é a matriz triangular
T | PR 0
0 a&¥ —¢ - 0 0
2
0o 0 a9 0 0
2
An(@) = : (2.28)
0 0 0 v, —eny
~1d]
00 0 0 al, |
com
i, = 0% ey e+ g Ly, 1<i<N, (2.29)
2
onde Q[C‘] le QEQ], ng],... sao quantidades positivas computadas recursivamente

pela férmula

Ci—1 ‘91@1 + qi-1 L,

1
gl = - 2 ]<i<N-1. (2.30)
Ci—1 9121 + ¢ + qi_% Li—%
Quando q(z) = 0, temos que - [O] =14 [0] para cada ¢ > 1, o que resulta

¢ 0111

i—1 7 h
L :lJ“Zl:lZE;’ (2.31)
=0

0
C; 8£ ] C; =0 C

em

enquanto que, para q(x) > 0,

7

< Z (2.32)

=0

Os coeficientes Qz[q] sao também usados para computar o vetor [;(u) € He, dado
por
R i 9[‘1]1 Gl [q)
bw),_1 = > —=——yf b, 1, 1<i<N, (2.33)

2] ]

j=1 Y;21 Cji—1
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comyz-[?]zlparalgiSNe

— el[(i]l Cl—1

[a] I |
i a—
91[(1]1 -1 + ql,% Ll

ij
=5

1<j<i—1,2<i<N. (2.34)

Y

1
2

Dai obtemos, em particular, o bem conhecido resultado que, para q(z) > 0,
todos os N2 elementos de A}_Ll, e os operadores de Green Gy, sao positivos. Além
disso, esse resultado permanece vélido para qualquer q(z) limitada em [a, b], desde

que a malha seja suficientemente fina. Temos também o seguinte lema,

~

Lema 2.1. Se b = (A%, [A)g,..., bN_%) € He € tal que | Bi_% |< Ql[(i]lci_lf para
algum I' > 0 e todo 1 < @ < N, entao a solucao v = (v%,..., UN_%> € He de
flh(q)v = b satisfaz a estimativa | U1 |< T para todo 1 < i < N, desde que

q(z) >0 em [a,b], ou, para q(z) qualquer, que a malha seja suficientemente fina.

Demonstracao. Para i = N, temos

BN_l BN_l
i 2 2
UN-3 T ga —  pld T en (2.35)
N*% N—-1tN-1 N
oy 1l
tal que | vy 1 |< MN—% < T por hipé6tese. Do mesmo modo,
2 9N—1 CN—1
ENJ CN—1
Un-g = o oo Ov-b (2.36)
y_s y_ s
de maneira que
9%3}_2 CN—2 | EN_g | CN-1
lov-g IS g ol ol on-g IS T
N_—2 CN—2 CN—-1 Un_9 CN—2 N_2 CN—2 + CN_1
(2.37)
e assim sucessivamente com 1 =N —2, N —3, ..., 1. Il

Notemos de passagem que, quando q(x) > 0, do Lemma 2.1 e de (2.31), (2.32),

(2.33) e (2.34), obtemos
|Gt _ (b — P

| v |sup — mo(k)

| Gh [loo = SUDPyeH,, v£0

em qualquer malha, onde mg(k) é o valor minimo mg(k) = min{k(x) : a < z < b}.
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2.2 Analise dos Erros de Solugao e de Derivada de

Primeira Ordem para q(z) =0

Consideremos o problema de Sturm-Liouville com condi¢oes de contorno de

Dirichlet em v = a e x = b,

- % (k(x) 3—;‘) b q@)u(z) = f(z), a<z<b (2.39)
apu(a) = 7, Bo u(b) = v, (2.40)

onde 7, e 7, sao constantes dadas, oy > 0, By > 0, k(z) € C3([a,b]), q(z) €
C?([a,b]), f(x) € C?*([a,b]), k(z) > 0 em [a,b], g(z) > 0 em [a,b] e u(z) € C*([a,b]).
Na verdade, de acordo com [21], podemos supor que
1
q(z) > — : x € [a,b)]. (2.41)

b
a) [, ﬁdt

A discretizacao desse problema pelo método mimético de diferencas finitas é

dada por,
ki1 ki1 ki k; B
B hi—l Uii% ™ (hi—l + h_z> ,Uif% - h_z Ui+% - sz% fiféu (242)
_ _a _ )
v_1 = % = . Unyl =UN = By (2.43)

Em primeiro lugar, estimemos a quantidade Ge. Como L;

(D(k-GeM)),

NG

1
2

ki(Ge™); — kij_1(Ge™);_1, podemos escrever

N
ki (GeM)i = ky (GeM) Z 1 (D(k-Ge");_1, (2.44)
para 0 < i < N, de onde obtemos, usando (2.14) e admitindo ¢(z) = 0,
ki (Ge™); = ky (GeM) Z L; %7‘11 j—b 0<i<N, (2.45)
Jj=i+1
onde o erro de truncamento 7(u) é dado por (2.22), o que nos leva a
Z Ly i7(u);_1 = Ji(h) + L(h) + J3(h) + O, (2.46)

Jj=i1+1
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onde
N
hi—1+h;
Ji(h) = kg ui s (Lj—é B %) (247)
j=i+1
|
Jo(h) = — G > kg (h3—h3_)), (2.48)
j=i+1
1 al / "
Js(h) = — 1 > Kooyl o Ly (hy—hjoa), (2.49)
j=it+1
com h sendo a medida de espacamento de malha definida por h =,/ Zjvzl L? Iy
2
z—l+Li+l
Agora, como h; = =,
T
Ay = =7 S wy ((Liy = Limy) = (L = Lg)), 250)
Jj=i+1

Ji(h) = _i i (wj (Lj+% - La‘—%) - Wi <LJ‘—% - LJ’—%»

wj—wj_%) <Lj+§ B Lj—é) (2.51)

Observemos que <wj —w;

L 1
£+ O(Li, )s Ly

/
i—g 2

w

N
N
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disso, temos séries telescopicas, o que nos leva ao seguinte resultado,

que

J1(h)

00|
M=
WS\

N
1 <Lj+§ LJ*% - ng—l)
= 2 2
1 X
o Dowh (B2 - Ly Ly) + o) (2.52)
P 2 2
L L L L
7 WN En-t wi( i+l 17%>
| X
2
3 Zl <w2_% Lj-% Lj_% — w;_% L]_% Lj_%> + O(h%)
j=i+
wj +O(L;_1), e também w;;% = wj_y +O(L;_1), temos
1 1
Z wWN LN—% + 4_1 W; (Li—&-% — Li—%)
LN
2
s O (W Ly Loy — win Ly Liy) + O(R)
j=it+1 (2.53)
1 1
1w LN_% + 1 Wi <Li+% — LZ_%>
1 1
3 wy Lyy1 Ly 1 — 3 wi Liys Ly + O(r?)
= k(z)u”(x), e portanto w'(z) = k(z)u”(z) + kK'(z)u”(x), segue

(2.54)
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Similarmente, considerando w(z) := k(x)u”(x), w1 = w;+ O(L]_%) e
w1 = wj—1 + O(L;_1), obtemos
| X
R =~ Sk (21
j=i+1
LN
_ - 2 - 2
DN RV
Jj=i+1
1 & (2.55)
= -3 > (g b = by b3 ) + O(R?) '
j=i+1
1
= -3 (wn by — w; hY) + O(h?)
2
L’ (Lioy + Lisy)
1 N_1 1 i— = i+
_ _ I 5 = ~Z 2 2 hg
5 U — + 5 1 + O(h7)
Logo,
To(h) = — &kl 12 vt Lo:) + o 2
2()——ﬂ N Uy N7%+ﬂi“i<i—%+i+%> + O, (2.56)
Finalmente, para w(x) = k’(z)u”(x), temos
| N
Js(h) = — i > Kooyl o Ly (hy—hjo)
j=i+1
N
1 ! Vi Lj‘*‘% B Lj_%
o AT (# (2.57)
j=i+1
| X
= =5 2 (s By By - By Ly i)
Jj=t+1
Usando expansoes de Taylor para w(x) temos que w1 = w; + O(Lj_%), ou
também, wj_% = Wj_1 + O(Lj_%), 0 que nos leva a
J3(h)
Jj=i+1 (258)

Il
|
ol = 0| =

[~]=
S
k)g>
i
-
i

|
N

|
ug>
L
i
M}b—‘
i
ke
N—
+
p~

>t
N>
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Lembrando que Ly 1= 0, segue que
1L+ O(R), (2.59)

ou seja,

1
Ja(h) = < kju} Ly Ly + O(R%). (2.60)

Portanto, de (2.46) e (2.54), (2.56), (2.60), obtemos

N 1 1
Z —y Ty = kv Ly = oy kvt Ly
1 2.61
-+ Zkzzu;’ (Li—&-% — Li_%> ( 6)
1

—L,7(u) para €y_1, obtemos, a partir de Ap(q) com gq(z) =0, b(u),_ 1 ,An(q), @ Eq]%,
b(u), 1, 1/5‘] apresentados anteriormente, que
EN—l 1 Vol .
_ _ N—-1 “N-1 [0]
eN-L = T = o0 > o vy, b(w); 1, (2.62)
aN—% N—1 CN—-1 + CN j=1 1 Cj—1
G
com V][S]j = fi;l Zl[g]l#, 1 <j< N -1, o que resulta em
1—1 €1
o vy al 1
€N7% = — N1 (0] LJ;% T(u)jfé, (2.63)
N + 9N L ON-1 G5 B ¢
onde ¢; = ;‘;— e 19[0] = {:0 Z—j, com (0 <5< N. E conveniente introduzirmos I,
7 Cj i
0<j<N
j
hy
— 2.64
Sy o

=0
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Em particular, Iy = Zl —0 hf ¢ dado pela aproximacao trapezoidal f kl dx,
tal que Iy = [, klx)da: + O(h?). Agora,
Oy 1 _ o
(0] 1 4+ ey 14 1
e+ Oy en- Zo R (2.65)
hN hn hn
kn _ kn

N-1 = N )
W T Z Z—f =0 Z_f In

isto é,

0
Onaeva (2.66)
cN + 958]_1 CN—1 kn In

Por outro lado, da férmula (2.22) para o erro de truncamento e q(x) = 0,

temos
al 1 ) . .
> 9[0]— Lii7(u);_r = (k) + (k) + J3(h) + O, (2.67)
j=1 Cj-1
onde
. al hi+hi 1
Ji(h) = Z Iy KJ_% u;./_% (L]_; B 5 ] ), (2.68)
. ]_11 N
h(h) = = D0 L Kyl (0 — i), (2.69)
. 1 J;
Js(h) = — 5 Y LK vy (hy = hia) L (2.70)
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N

1

4 Z Ij w;-1 <<Lj+% - LJ—%) - (LJ—% - LJ-%))

j=1

LN

12 (L (Ly = L) = Laawia (Lo = Liy))
j=1

N

Z (Ij Wy [],1 w];%) <L1+% - L]—%)

j=1

N

Z I (wj—% - wj_l) (LJ—% - LJ-%)

7=1

N

Z ]j—l (wj - wj_%> (LJ+1 - LJ—%)
7j=1

N

Z I (w];% — wj,l) (LJ 1 — LF%)
7j=1

(2.71)
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_ _ _ Ny
COIHO LN—',—% = 0, L_% = O, Ij _Ij—l = k_]" U)j —wj_

L1+ O(L?il), segue que

/
-1
J—32 2

W

j=1
(2.72)
L
visto que Iy = Z—g e hj = % (Lj+1 +LJ_%). Como hg = 7%7
I w;_% =1 w;+% — (I w;+% Iy w é) e
(1 w;Jrl — 1 w;.i%) =(I; — 1) w;% +1,4 (w;.Jr% — w;;%) = O(h;), segue que
1 1 &
Jl(h) = Z[N Wy LN 1+ = gLé + g (u;’ L§+% — u;/ L2_%>
o = (2.73)
T3 Z (IJ w2+% Livy Ljy — Iia w;fé Li s L]_%) + O(R")
7j=1
Fazendo v} = uj_; + O(L;_1), temos
o 1 1
Jl(h) = ZIN'LUNLN 1+ u{)’L% +g <7\7L?V+1 UgLé)
h (2.74)
+ 2 (IN Wy Dnss Incy = Iow) Ly L_%> + O(?)
Como LN+% =0e Lf% = 0, obtemos
A 1
Ji(h) = 7 Ivwn Lyoy + O(h?), (2.75)

isto é,
A 1
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Similarmente, para w(x) := k(z)u”(z), chegamos a

N
- 1
ho(h) = - ¢ Z Lo K os s (B — h3y)
! (2.77)
1 N -
= — 6 Z <[j—1 w]_% hj2 — 11 'LUJ_% h]2_1>
j=1
De maneira anéloga,
Ij—l zbj_% = I] TI}J (Ij U~)j - [j—l w]_%> y
(Ij UNJJ‘—]j_l u?j_%> = (]] ]j—l) Zz)j—f-]j_l (NJ—UNJJ_%>,
(L; —Ij-1) = O(hy), (2.78)
(UN]J - Nj—%) = O(LJ—%)a
W1 = Wi+ (W1 —wj—1) = Wi+ O(L;_1),
0 que resulta em
| X
Sa(h) = — ¢ > = LWy b)) + O(R?)
7=1 (279)
1 N .
= _6 (Nth?V — ]o’w()hg) + O(h2)
Como LN+% =0ely= Z—g, temos
. 1 L3,
Jo(h) = — 5 Iy Wy 2+ O(R?), (2.80)
ou seja,
- 1
Jo(h) = — % In by ufy L3 L F O(R?). (2.81)
Finalmente, considerando w(z) := k'(z)u”’(z) e escrevendo (h; — h;—1) =
: <Lj+% - Lj_%>, obtemos
| X
Jg(h) = Z_l Z [j l UJ %Lj*% (h] - hj,1>
=1
1 g (2.82)
= g 2 (B Ly Ly = Loy Ly Lyg).

j=1
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Da mesma forma que no caso anterior,

Ly = Ly — (I — Ly ).
<Ij Wy — L@ g) = (I; = L) wy + Ly (Aj —wj%) :
(I; —1Ij—1) = O(hy), (2.83)
(’L@j— Ajg) = O(L;_1),
w1 = Wi+ (W1 — W) = Wi+ O(L; 1),

N
o 1 N
Jg(h) = — = E I w; LJ+% LJ*% — Ij,1 Wj—1 LJ*% LJ*% + O(ﬁ2>
8
7j=1 (2 84)
1 R N

Como L_1=0c¢e LNJF% = 0, segue que

N

Js(h) = O(R?). (2.85)

Conseqiientemente, de (2.67) e (2.76), (2.81), (2.85), temos

N
Z Ly t(w);_s = Ji(h) + Jo(h) + Js(h) + O(F)
7j=1 9] 1 Gi-1
1 " 1 /// 2 2
(2.86)
isto é,
1 " 1 n r2 2
Z O Ly yr(w) g = ¢ Ivkyuy Ly y — on Iv by uf Ly_y + O(R?).
: ] ]
(2.87)
Com (2.66) e (2.87), a equagao (2.63) pode ser reescrita na forma
O evor e 1
En_1 = — L-fl T(u);;
2 cN + 9][8]71 CN—-1 Jz_; 93[(21 Cj—1 772 ik
= — hN l[]\[]C]\]UI;VLN 1 — lI]\[k]\/um[/z 1 +O(h,2)
kn In \4 T2 24 N=

(2.88)



isto é,

1 1
€N7% = —hN (Z u?’v LNfé — Q—U% L?V—% + O(h2)>7

ou de forma equivalente,

1 1
€N_% = — guX] L?Vf% + @U% L?Vfé + hN O<h2>

Em particular,

geh — 2 2
(Ge")n . .
1 1
— Z u/]/v LNfl - ﬁ ui]l\; L?V—% + O(hQ),
isto é,
1 "

1

h — —_ —
(Geh)n = Jun Lv-y = 55

Com (2.45), (2.61) e (2.92), chegamos a

N
ki (Ge")i = ky (G )y — D L

> i=3
j=it1
= 1kNuﬁ'\,LN T il~cNu’](;L2 .+ O(R?)
4 T2 24 N-3
1 1
— [Z ij u/]/\f LN—% — ﬂ k’N U% L?Vfé
1
+ gk (LHI L1_1>
1
+ o kol (Lf VLR - L LHl) + O(h)]
1
= — Z kl u” <L7,—|—1 _LZ—1>
1
— o ke (Lf VLA, - Ly LHl) + o),
ou seja,
h 1 "
G = = qul (Luy — Ly

24

(2.89)

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)
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De (2.11), temos que

Ei:—%—u'xi = Uhi—u/[)’}i
. (@) = (@) = (@) s,

= (GO" —u")); + (Gu"); — W'(z) = (Ge")i + 1g();,

onde 7g(u); = (Gu"); — u/(z;). Por expansoes de Taylor para u(z) em torno de z;,

chegamos a

iy = Sl M)y - L, - 1)
X i (2.96)
+ g (L2, + L2, = Loy Ly) + O(Ly) + O(LL,),
onde u(z) € C*([a,b]).
Conseqlientemente,
E; = O(h?), 0<i<N. (2.97)

No caso Dirichlet, conhecemos ¢; (e ey), isto é, e = 0 (e ey = 0). Como
1 i3
Ei—l = (th)i_l — u/($i_1> = —2 2 _ u; 13 (298)

/
Vil = Vs + hiciw_qy + hio By

i—1 i—1
= .. = UL+ Z hj w; + Z h; E; (2.99)
j=1 j=1
i—1 i—1
= o —|— Z hj U; + Z h] EJ,
j=0 j=0
ou seja,
i—1 i—1
vier = v+ Y by + > b B, 1<i< N4 (2.100)
j=0 j=0
Similarmente, como
J— hy ! _ UH‘% B Ui_% o
E; = (Gv");, — d'(z;) = - w;, (2.101)
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ou seja,

N N
Vi =on = Y hjul = Y b B, 0<i<N. (2.103)
j=i j=i

De (2.100) obtemos,

Ui—% = Vo + Z h] U; + Z hj EJ
=0 =0 | (2.104)
i—1 / Lz‘_l / Lz‘_l / i—1
= vy + Z hj u; — 22 w1 | + 5 2 u;_q + Z hj Ej.
=0 j=0

Os termos entre parénteses nesta ultima equacao representam a aproximacao

trapezoidal para f;c[)i’l u'(z)dx, e, como ja sabemos que E; = O(h?), temos

Ti_1 1
= vy + (/ u'(x) de + O(hQ)) + 5 Lis u,_, + O(R?)

o

N

[\

1
= v + (w1 — ug +O(R*)] + 5 Lisuia + O(H?) (2.105)

1

_ 1 / 172 " 3
Como u; 1 = ujy +3L; 1uj , + gLi,%UFl + O(LF%), segue que

1
= w1 — - L2l + O(LY,) + O, (2.106)
2

1
2 i-3 8 3

e portanto,

(2.107)

comeyg=0eey=0.

Os demais casos correspondentes as outras condicoes de contorno sao tratados

de modo inteiramente analogo, ver [10] para uma discussao detalhada.



27

2.3 Analise dos Erros de Solugao e de Derivada de

Primeira Ordem para q(z) > 0

Consideremos agora o problema de estimar os erros

e, = v, — Wz, 1), 0<i< N+, (2.108)
2 2
) @ _
q q
Vel 7T VoL duld
B = . A <i<N 2.1
! n "), 0<i<N, (2.109)
onde v[_q]l = v([)q}, v[f],..., v][\?]_ 1, v][\?lr 1 = v][\c,ﬂ denotam as aproximacoes obtidas para

os valores da solucdo do problema (2.1)-(2.3), representada por ul®(z), nos pontos
z;_1, 0 <4 < N +1, para dada fungdo q(z) € C°([a, b]) nao negativa. O propésito

7

desta secao é demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 2.1. Na notacao acima, tem-se

U =% 4 om), o0<i<N+1, (2.110)

1 1
=3 2

EY = EFY 4+ on?), 0<i<N, (2.111)

uniformemente em i, onde e, E% denotam respectivamente os erros de solucdo e

de derivada correspondentes ao caso q(x) = 0.

Demonstragdo. Apresentaremos aqui a andlise dos erros e e E" com q(x) > 0,
para o caso de condi¢oes de contorno de Dirichlet em x = a e x = b. Para os demais
casos, o procedimento é analogo. Do tratamento algébrico realizado na Secdo 2.1,

eld € He é solucao para o sistema linear algébrico

An(q) el = — £, 7(n), (2.112)

Ap(a) = An(0) + Qn(a), (2.113)
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onde ,Ch = diag(L%,..., LN—%)? Qh(q) = diag(q%L%,..., qN—%LN—%)v Ah(q) é
dada em (2.24), (2.25) e (2.26), e 7(u) € H¢ é o erro de truncamento dado por

(2.13). Inicialmente, consideremos o caso q(z) > 0. Fixando el%,
Ap(0) e = — £, 7(n), (2.114)
obtemos, para a diferenca el — el% a equacao

An(q) (9 — ey = — @, e, (2.115)

Reduzindo (2.115) a forma triangular, obtemos, por (2.28), (2.29), (2.30),
(2.33) e (2.34),

~

An(q) (e — €)= ¢, (2.116)

com é € He, dado por

1
2

. Q[Cl] i
Gy = =3 L g, 1<i<. (2.117)
- Iy

Para q(z) > 0, temos (2.32), e de (2.34) segue que | y[q] |< 1 para todo i, j.

Assim,

; (0]

|Z~_%|§ 110112 o j—% ||q||sup|€j_%|
(2.118)
Iy 0 :
< 6% ¢y [l lsup Z ZL el 1<isn,

isto é,

(G 1< 0% cia In [ flow Z Liylel]  1<i<N, (2119
onde || q [[sup= SUp,e(qya(z). Entdo, do Lema 2.1,

N
” e[q] - 6[0] ||sup < IN H a ”sup Z Lj—% | eg()l% |7 I<i< N’ (212())

Jj=1
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quando q(z) > 0, e como eg.oll = O(L?_l) + O(h?) da Segio 2.2, obtemos
2 2
| el — el ||, = O(h?). Devido a egl = 6£0_]l + O(|| el — el ||, temos
1
el — _ W) L, + O, 1<i<N, (2.121)
=5 =3

onde o tamanho da constante no termo O(h?) depende dos valores de q(z), k(z), ﬁ

e das derivadas k(z)!, u(x)0*), com 0 <1< 3, em [a, b].
Estendamos (2.121) para fungdes q(-) satisfazendo (2.41), procedendo da seguinte

forma. Busquemos 0 < A < 1 tal que

A 1

q(l’) 2 - m, a S i S b, T = /{; @ dS, (2122)

e suponhamos que a malha seja suficientemente fina, de forma que tenhamos

N b
hy A+ 1 1
Iy = — < ds. 2.123
N leo koo 2A / k(s) (2.123)
Como antes, o erro el = " — 4" da aproximacio v" dado em (2.8), com
Vo = Y4 € Uy = Y, ¢ determinado pela equacio Ap(q)eld = —L,7(u), onde

7(u) € He é o erro de truncamento dado por (2.13). Definindo q* = sup{0, q},
seja eld’l € He definido por A,(q*)eld! = —£,7(u), o que produz

Ap(q) (e — ey = — @, (q — q*) e — Qn (q — ) (el — eld), (2.124)

onde Qn(q —q*) = diag{(q%—qg)[]%, ey (qN_%—qjv_%)LN_%}. Esta equacao pode

ser resolvida iterativamente fazendo el —el9”l = limpﬂoow@, com w® = (0, ...,0)
e wh, w?, ... dados por

An(@)w? = —Qu(q — q) el — Qu(q — q)w® ", p>1. (2125)

Assim, A(q*) w = — Qu (q — q*) €], ou Ay (q*)w® = (U na forma

triangular com

~ : 6 § C;_ * *

1 _ } : i-1 “i—1l  [q”] * [a”] -

Ci—% = — W Vij L]_% (q]—% — qj—1> (3 %, 1< < N. (2126)
j=1 Yj-1%-1
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Como q* > 0, obtemos | ¢, < 0 ci i In Il @ = a lawp S0y Ly \eﬁ.“_ﬂ% ,
isto é,

N
A E3 A ]_ 1 *
O = e S e S Ly [ 1<ig N, a2n)

usando (2.122) e (2.123). De forma semelhante, obtemos, para quaisquer p > 1 e

1<i<N,

7

: - DY AL .
180, — Y < ol < ) oLy el (2128)

que produz, pelo Lema 2.1, || w'® —w®=V ||, < (2H2)" L Zjvzl L1 | el

para todo p > 1. Portanto,

14+ X 1 .
lal _ _ 1) [a"]
| e e ||sup— Z ||w w'~ ||sup— 1 — )\b—az;Lj_% |€j_%|
]:
(2.129)
e entdo, como | e ]1 | = O(L?_l) + O(h?) de (2.121), temos que || el =
2 2
O(h?). Tsto resulta em
a _ a7
€,_1 €, 1 + O(H sup)
? 12 (2.130)
= -3 u’(z, 1) L2, + O(R?), 1<i<N.
2 2

Continuemos estimando El9, Geld e agora que (2.130) foi obtido, procedamos

como na Sec¢do 2.2. A partir de (2.44), temos, para 0 <i < N,
N
onde a primeira soma tem tamanho O(k?), por (2.130), e a tltima j4 foi computada

a]

1
N—3

w); 1, (2.131)

t\’)\»—t
l\.’)\»—‘
l\)\»—l
l\.’)\»—‘

N
k; (ge[q]> = ky ge[q Z
+

m (2.61). Quanto a ky (Geld)y, procedemos como antes, computando e com
terceira ordem de precisao usando os métodos utilizados no tratamento algébrico
apresentado na Se¢do 2.1. De (2.112) e (2.113), temos Ap(0)eld = b(u)—Qp(q)el,

onde b(u) = —L,7(u). Apés a eliminacao, isso torna-se A,(0)eld = b(u) — ¢, com
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- éN_%) € He dado por

. oY e
Gor ==Y @1—61 Livgsed,  1<i<N, (2.132)
j=1 9]‘—1 Cj—1

conforme (2.28), (2.29), (2.30), (2.33) e (2.34). Como, | {1 | < %oy || @ flanp
Z;Zl Li_s | egi]l | por (2.31) e (2.64) para j = N, de (2.28) e (2.66), obtemos
2

HKJA 1 EN-1 N il
| < 0 In Nl 3 Loy €9, ]
7j=1

cN + 1 CN_1 2 J
A (2.133)
ha fal
= 7. su L; 1 -ql .
. I a fsup ; -1 ey
Para el = 4,,(0)~"b(w) = A,(0)"b(w), temos el , = ¢, ~(An(0) 'Oy

de maneira que, por (2.63), (2.89), (2.130), (2.133),

1 1
653]_% = hy (— 1 uy Ly_1 + 2 uy L?\,_% + O(fﬂ)), (2.134)
dando
1 1
(ge[q])N = Z_l u/]</ LN,% — 2— U% L?\,_% -+ O(ﬁ2). (2.135)

Conseqlientemente, de (2.61), (2.130), (2.131), (2.135), obtemos

1
(ge[q])i = — ZU;/ (LH% - L>l>

= ol (L2, = LiyLyy + I2,) + O(F%) (2136)

para todo 0 <4 < N tal que Eldl = Geld 4 75(u) = O(h?), como afirmado. [
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Analisemos inicialmente D(E),_ 1, com 1 < i < N. Sabemos que o erro da

derivada de primeira ordem ¢ dado por
E = Ge" + 1g(u).
Multiplicando (2.137) por k, obtemos
k-E = k-Ge" + k-1g(n),
que, por sua vez, implica
D(k-E) = D(k-Ge") + Dk - 1g(u)).
Pela equacao (2.14), como —D(k - Ge") + ¢ - e = —7(u), segue que

'D(/{E)%% = qifé-e;; + T(U)F% + 'D(/{J'Tg(u))- 1 1 <¢<N.

(2 B) 7,757

Além disso,

W; 25 — Wi—1 Zi—1 Ww; — Wi-1 Zi — Zi-1

D(w'z)ifl = = Zi + Wi ————,
2 L. 1 L. 1 L. 1
=3 i—3 1—3

isto é,
D(w‘z)l;% = (Dw)z;% zi + wi—y (Dz),_1

1727

o que implica

D(k'E)i—% = ki'(DE)i—% + b 'D(/f)i_%,
onde
ki — ki
D(k), 1 = —L — K | + O(L*,),
2 L. 1 =3 K>

=3

visto que k(z) € C*([a, b]).
Similarmente, de (2.142), chegamos a

D(k - Tg(u))i—% = ki ’D(Tg(u))z—é + (Dk)i—% - 7g(0);.

(2.137)

(2.138)

(2.139)

(2.140)

(2.141)

(2.142)

(2.143)

(2.144)

(2.145)



Substituindo (2.143) e (2.145) em (2.140), obtemos

ki'(DE)i—% = — L1 (Dk)i—% + 41 €1 + 7(u),_

+ (Dk);_1 76()i + ki D(rg(0)); 1,

onde

qz—% - 0(1)’
€1 = O(L?_%) + O(1?),
s = kel (1= i
T(W)i-12 1/2 Ui_1/2 ( TR )
1 " h’zz B h?fl 1 / "
T g ity/2 Yicy TU? =g iy Yiey2 (hi — hi-1)
+ O(Lisp) + O(Liyp) + O(Liyypn),
e?
D(k)i_l - k;_l + O(Lf_l)
2 2 2
Fazendo
1
W) = wr g + g Ly
1 1
= u 1 + §u;’_l L1 + gu;'il L2 4+ O(L L),
segue que,
u(z; 1 + hi) — u(r,_1)
g(u); = (Gu"); — u'(z;) = : W 2= — u(zy)
! 1 " 1 " 2 3 /
= (v, 1+ + sul  hy + w1 hy + Oy)) —u
=3 2 2 6 ¢
1 " 1 " 2 " 3
= — U, 1 (LZ-‘rl _Li—l> + - U, 1 hz — — U, 1 L 1 + O(hl)7
T2 2 2 6 2 =3 2
ou seja,
1
Tg(u)l - Z_l: ;L% <Lz+l _Li_l) + O(h,?)
Além disso,
1

1
2
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(2.146)

(2.151)

(2.152)

(2.153)

(2.154)

(2.155)

(2.156)
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(2.157)

onde
u(z, 1 + h;) — u(z,_1)
Tg(u); = — = — u'(z)
o u;_% 7:_ 6
e
u(z,_1) — u(x,_1 — hi_q)
Tg(u)l—l = 2 h ) — 11(.73'@_1)
u(xi—%) - (UI_% — hiu_, + %hf_l ul . —
— U(ZL’Z'_1>

1 1
=u_ 1 — —u,_1hi—1 + —U,-H% h?—l + O(h?—1> - u;—l'

Z_E 2 =3 6 1—

Dessa forma,

7g(u); — 1g(u)im1 = U1 5

1 hi + hi_
Li_y (@) = (W) = iy 2L, 1 |
— uil_l + O(Lf_
o o Licg
+ O(L; g) I,
Portanto,

hi + hi- 1
D(@(u))i—% = UZI_L (Tl — 1) + gu

[T

[SIES

(2.158)

(2.159)

(2.160)

(2.161)
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1
ki (DE) 3 = O(R) + O(LL,) + 7 kil

1
2 2

+ 7(u);_1 + ki1 D(rg(u));_1

2

1
= O(W®) + O(LE4) + 7k sl y (Lig — Liy)

3 3

hi + hl'fl
ki ! 1] - ———
+ |: 1/2 uz—1/2 ( 2Li—1/2 )
1 h? — h% 1
— g Ki-i2 w;” g T/Ql 1 i1 Wi1pe (hi — hic1)
b O y) + O(LL1p) + Oy
hi + h;_1 1 h? — hZ
kiqu o | —=— — 1 = ki me i Tl
T 1U17§ ( QLZ-_% ) + 6 1U17§ Li—%
L. 3 L 1
2 2 i—5 2 it3
+ O(L %) + O(L g> I, + O(LH%) I
h; + h;_
= (k1 — ki) ul_, (1— T 1)
2
hi — i,

i-1 i—
(2.162)
Como (k;,_1 —k;—1) = %k;,;LF% +O(L?_,), temos
2 2
Lerl Li*Q
ki - (DE),_ kw20 — (hi + hioa) + - L+ 22

1
2

Livy

+ O(L? ) + O(Lf_%) - O(L§+%) + O(R?)
L

O(LZ_%)v

[

(2.163)
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isto é,
ki-(DE),_1 = O(L? 5) + O(L} 1) + O(L?Jr;) + O(h?)
2 2 2 2
LF% , Li+§ , (2.164)
+ O(L; %) + O(LH%), 1<i<N
=5 =3
Portanto,
D(E),_1 = O(L? 5) + O(L} 1) + O(L?+1) + O(r?)
2 2 2 2
Lis Lips (2.165)
+ 7 O(Li_%) + 7 O(LH%), 1<i<N

Analisemos agora o erro da derivada de segunda ordem, denotado por E, 1.
2

Lembrando que e = v" — u", segue que

E,_1 = D(G"),_1 — u'(z, 1)
: : : (2.166)
- D(geh)i% + D(Quh)l;% — oy, 1<i<N.

Multiplicando a equacao anterior por k;_1, e usando o fato de que
D(k-Get),_y = kiy-D(Ge"),_y + (GeM);-D(k),_y, e ~D(k-Ge")+g-¢" = —7(u),

chegamos a

k:i—l Ez—% = ki—l -D(th)i_% + k?z'_l : (D(guh)z_% — u'.’ 1)

=3

= D(k-Ge"),_y = D),y (Ge"); + ki (D(G"),y — )

1
2 i

= gy reny + 7(wy — D)y (G,
+ ki1 - (D(guh)i—% - Ugl_%>,
(2.167)
isto é,
]{32_1 'Ei—l = @q,_1-€_1 + T(u)i_l — D(k)z_l X (geh)l
’ ’ : (2.168)
ok (D(guh)z_l _ u;gl), 1<i<N,
2 2
onde
g-1 = O(1), (2.169)

= O(L?_%) + O(h?), (2.170)
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h; + hi_q 1 h? — h%,
. " 7 7 m 7 7
T(W)ii2 = kicyy Ui—1/2 <1 - T—lﬂ) 5 Ki12 wi_y) Tya
1
T K£—1/2 U;/—1/2 (hi — hi—1) + O(Lzz—3/2) + O(L?—1/2> + O(L?H/z)a
(2.171)
e
D(k);_1 = ki_1 + O(L7,). (2.172)
2 2
Fazendo
Uil = u(mi_l + hl)
’ 1 (2.173)
Sy b Sl B S B O,
Uz = u(z;_1 hi-1)
’ ’ 1 1 (2.174)
= U1 — U;_% hi—1 + 5 U;/_% iy - 6 U:-/i% iy + O(hiy),
e usando o fato de que
D(Gu") 1 Uipl — U1 Uit — U3 (2.175)
u ii% o L,Li% hz hifl ’ .
chegamos a
D(guh) L — — hi+1 + hl _1 + 1 " hz2 _ hz2—1
i-1 i-1 = M-l 2L, 1 6 i3 L, 1
. 2 2 (2.176)
+ 7 O(h?) + O(h} ), 1<i<N
.1 1
i—3 i—3

1
geh i — __u,/ L 1 L_l
4 " it3 =3
1 2 2 2 .
Y ;' (Li Lt Li—i—% - L1 Li—i—%) + O(h°), I1<:<N.

(2.177)
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Dessa forma, (2.168) pode ser reescrita como

h; hi_

h? — h? 1
- ok, ZL = Zk:’ s ul s (hy — hisi) + O(L? )
i—3 ’ :
2
1
+ O(L2,) + O(L2,) + 7Ky u! (LHl - Lz_%>
1 ! " 2 2
Fogphiyul (B + 1y - Loy Ly
+ O(R*) + O(LLy) + O(Ly,4)
hi—1 + h; 1 h? - h?_
+ ki ug’_% (# - 1) + g kiq U:’i% T;l
2 2
1
b OUF) + 7 O(hLy)
i-1 i—3
(2.178)
Como v =u , + O(Li_%),
hi + hlpl
kioi-E,_1 = (k’z_% kz—l) uz_% (1 2L, , )
1 h? — h?
-~ (k ki— ///1 7 i—1
6 ( Z—% 1) uz—— Lz_é
1
by (L — Loy — et o) (2.179)

Escrevendo (k;_1 — ki—1) = %k;_lLi_% + O(L?_,), chegamos a
2 2

1
ki By = ~ Koo (2 Liv — hiy — hi + Ly — Lix — hy + hH)
2 4 2 2 2

1
Ty T3

+ O(L?.1) + O(L},) + O(Lf_%) + O(R?)

1 1

2 2
e O(L2 ) + by O(L2 ,)
L i+3 L =37

N

71—

(2.180)
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isto é,

lfz—l Ez‘_l = O(LQ §) + O(L? 1) + O(L12+l) + O<h2>
2 : 1
bk o2 Licg 2 (2.181)
+ T, O(LH_%) + I, O(LZ %) 1<i<N

Ei 1 = O(Lf_%) + O(L? 1) + 0(L§+%) + O(K?)
Liyy Lis ‘ (2.182)
+ I, O(LH%) + I O(LZ_%) 1<i<N,
onde
E, 1 = D(Gv") 1 — u'(z, 1)
_ 1 'U2'+% - Ui,% B UF% — UF% o 1 (2.183)
Li,l hZ hifl i—3

¢ o erro da derivada de segunda ordem.
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2.5 Resultados Numéricos

Neste capitulo vimos que, utilizando a discretizacao pelo método mimético

de segunda ordem para o problema de Sturm-Liouville com condig¢oes de contorno

separaveis,
— % (k(x) Z—;) + q(z) u(z) = f(z), a<x<b, (2.184)
apula) — ay k(a) u'(a) = ~,, (2.185)
Gou(®) + By k(D) W) = 7, (2.136)

onde 7, e 7, sao constantes quaisquer, ag, ay, By e [ sao constantes dadas satis-
fazendo ay, a1, Bo, B1 >0, ag + a3 >0, o+ B > 0 e ag+ [y > 0, e onde k(z),
q(z) e f(z) s@o fungdes suaves dadas, com k(z) > 0 e g(z) > 0 para todo x no
intervalo [a, b], chegamos aos seguintes resultados para os erros de solucao, derivada

de primeira ordem e derivada de segunda ordem, respectivamente,

eo = O(R?), ex = O(R?), (2.187)
1

(L= =3 u' o L.+ O, 1<i<N, (2.188)
E; = O(h*), 0<i<N\, (2.189)
_ 2 2 2 2

Lia oL L, s o2 N (2.190)

2 ! 2 3 <1 <

+ 2 O0L,) + 2 O(Ly) 1<

Assim, as aproximagoes v(x, 1) para os valores de solu¢ao u(x, 1) sao afe-
2 2

tadas por erros locais eio_cl = — % (G L?_ 1, determinados pelos comprimentos
2 2 2

. lob -
locais L, 1, sobrepostos nos erros e} = ¢, 1 — ¢€°, = O(h?), que estao
i—50 i—1 i—3 i—1 )

globalmente relacionados com a distribuicao dos pontos da malha. Nos pontos a e
b, os erros de solugao sao globalmente comportados. O erro da derivada de primeira
ordem também possui um comportamento global, diferente do erro de segunda or-

dem, que além de um termo global, possui termos que dependem dos comprimentos
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. L
assim como das razoes ;—= e
i— i
2

locais L; s, L, 1 e L
2 2

i i+%7

Vejamos alguns exemplos que ilustram estes resultados, utilizando malhas nao-

uniformes?.

Exemplo 2.1. Caso Dirichlet-Dirichlet

Nas figuras (2a), (2b), (2¢) e (2d) apresentamos os erros de solucao e de
derivada de primeira e segunda ordens para o problema de Sturm-Liouville (2.184),
(2.185), (2.186), com ag = 1, a1 =0, By =1, B = 0, k(x) = 1 + 22, q(x) = —52?

e u(z) = 1+ cos(x) no intervalo [0, 1]. Utilizamos uma malha nao-uniforme, cujas

células tém espacamento (%11;0,5, (%—HI)O'S’W’ 20%, H, H, 20%,..., (%i)oﬁ, (%goﬁ,

onde H = % e N é o numero de células. Para os graficos da coluna a esquerda,

N = 100, enquanto que nos graficos da coluna a direita, N = 155. Para a malha de

100 células, os nodos sao dados por
(

0 se i =0,

Ti = {%i-1 + moEges se 1< i <50, (2.191)

Ti_1 + W se 51 S 1 S 100.

\

Nesta malha, h? = 2.8099¢ — 004. Para a malha de 155 células, os nodos sao

dados por

(

0 set =0,

Ti1 + W se 79 S 1 S 155.

\

Neste caso, h? = 1.4022e — 004, ou seja, aproximadamente a metade do valor

de h? para a malha anterior. Observemos que o termo global do erro de solucao e o

2Simulacdes realizadas com o software MATLAB R2007a, versao 7.4.0287, em um processador
Intel Celeron M 350, 1.3 Ghz e 256 Mb de memoria RAM.
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erro da derivada de primeira ordem caem pela metade quando A? também tem seu

valor reduzido pela metade.

u, v

1.6

%107 Quadrado do comprimento das células

L2
+  hslash?|]

X

1.95

19

1.85

1.8

175

1.7

1.65

1.6

15
0

Solugdo computada x Solugéo exata

O computada
exata i

0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

x10™* Erro de solugdo: soma das componentes global e local

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

- 1751

X107 Quadrado do comprimento das células
16 : . . :

L2
141 - hslash?||

121 1

06- 1

0.2r 1

X

Solugdo computada x Solucéo exata

O computada
exata i

1.95-

191

1851

1.8

171

1651

161

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

x 10 Erro de solugéo: soma das componentes global e local

Figura 2a - Representacao grdfica do erro de solu¢do decorrente do MIMO2 para o

problema de Sturm-Liouville com condigcoes de contorno de Dirichlet-Dirichlet.
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ordem decorrentes do MIMO2 para o problema de Sturm-Liouville com condi¢oes

de contorno de Dirichlet-Dirichlet.
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Figura 2¢ - Representacao grdfica dos erros de deriwada de primeira e sequnda
ordens decorrentes do MIMOZ2 para o problema de Sturm-Liouville com condigoes

de contorno de Dirichlet-Dirichlet.

Para a malha de 100 células, o algoritmo mim02_dd.m foi executado em 0.006063

segundos, enquanto que para a malha de 155 células, levou 0.006095 segundos.
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Exemplo 2.2. Caso Dirichlet-Neumann

Nas figuras (3a) e (3b) apresentamos os erros de solucdo e de derivada de
primeira e segunda ordens para o problema de Sturm-Liouville (2.184), (2.185),
(2.186), com ap = 1, a3 =0, fp = 0, f1 = 1, k(x) = 2 + sin(z), q(z) = —exp(x)

e u(x) = x + sin(z) no intervalo [0, 1]. Utilizamos uma malha nao-uniforme, cujas

L A H H H H H H

células tém espagamento 5w, ~~vw, - 095 H, H, 505, 7w 5095 TR\09
! (%) (¥-1) (5-1) (%)

onde H = 1 ¢ N ¢ o numero de células. Neste exemplo tomamos N = 100 e os

nodos sao dados por

(

0 se i =0,

Ti = {%i-1 + e se 1 <@ <50, (2.193)

Ti—1 + W se 51§’l§100

\

Nesta malha, 22 = 0.0021.
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Figura 3a - Representacao grifica do erro de solugcao decorrente do MIMO2 para o

problema de Sturm-Liouville com condi¢oes de contorno de Dirichlet-Neumann.
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Figura 3b - Representacao grafica dos erros de derivada de primeira e sequnda

ordens decorrentes do MIMO2 para o problema de Sturm-Liouville com condigoes

de contorno de Dirichlet-Neumann.

Para esta malha de 100 células, o algoritmo mim02_ dr.m foi executado em 0.006327

segundos.
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Exemplo 2.3. Caso Dirichlet-Robin

Nas figuras (4a) e (4b) apresentamos os erros de solucao e de derivada de
primeira e segunda ordens para o problema de Sturm-Liouville (2.184), (2.185),
(2.186),comag =1,y = 0, By = 1, B1 = 1, k(z) = 3+cos(x), q(z) = —2? e u(z) =

1+ cos(z) no intervalo [0, 1]. Utilizamos uma malha nao-uniforme, cujas células tém

H H H H H H
eSpaQamentO (%)057 (%_1)0.57”-a H7 Ha"'? <%_1>0457 <%)0A5a (%)057 <%_1)0A57-"7
H, H,.., H H  onde H = % e N é o numero de células. Aqui N = 100

G0 @)

e os nodos sao dados por

0 se 1 = 0,
Tio1 + o se 1< i< 25,
Ti = {Tio1 + joopemps S 26 <4 <50, (2.194)
Ti—1 + m se bl <1 < 75,
| Zim1 + oo Se 76 <4 < 100.

Nesta malha, h? = 2.1482¢ — 004.
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Figura Ja - Representacao grifica do erro de solugcao decorrente do MIMO2 para o

problema de Sturm-Liouville com condi¢oes de contorno de Dirichlet-Robin.
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Figura 4b - Representacao grdfica dos erros de derivada de primeira e sequnda

ordens decorrentes do MIMO2 para o problema de Sturm-Liouville com condigoes

de contorno de Dirichlet-Robin.

Para esta malha de 100 células, o algoritmo mim02_ dr.m foi executado em 0.006302

segundos.
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Exemplo 2.4. Caso Neumann-Robin

Nas figuras (5a) e (5b) apresentamos os erros de solucao e de derivada de
primeira e segunda ordens para o problema de Sturm-Liouville (2.184), (2.185),
(2.186), com ag = 0, ag = 1, By = 1, B, = 1, k(z) = 1 + 2?% q(z) = —bz? e
u(x) = 3z + cos(x) no intervalo [0, 1]. Utilizamos uma malha nao-uniforme, cujas
células tém espacamento %, %, 2H, %, %, 2H, ..., %, %, 2H, onde H = % e N é
o numero de células. A malha utilizada aqui é de 100 células e os nodos sao dados
por

(

0 set =0,

Ty = Sz, + 2H sei = 3j,com 1 <75 <33, (2.195)

Ti1 + % caso contrario, com 1 <17 < 100,
\

onde H = . Nesta malha, 1? = 2.7650e — 004.



x10™ Quadrado do comprimento das células Solugéo computada x Solugéo exata
45 T T T : 4 - - -
L2 O computada
4r +  hslash?q exata
3.5
al
2.5H
~ >
- 5
o
15
1
05
0 . . . . 05 . . . .
0 02 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
x10™* Erro de solugéo: soma das componentes global e local x10“  Erro de solugd@o: componentes local e global
3 T T T T 3 T T T T
25f
25+ 1
2%
o
ERI 4
2 1 ]
()
T 15F 4
15F | e
[}
() o 1 1
=
1 ] g
S 05f 1
()
=
05f 1 S 0
£ il AAAAAAAAAAS
§  MAMAAMAMMAAAAMARARARARAAARAY
o s VVTVVVVVVVVVVVVY |
-05 -1

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4

x10° Erro de solugéo: componente global em detalhe

-0.5 T

Componente global do erro de solugéo

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.6

0.8

52

Figura 5a - Representacao grdfica do erro de solu¢ao decorrente do MIMO2 para o

problema de Sturm-Liouville com condicoes de contorno de Neumann-Robin.
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Figura 5b - Representacao grafica dos erros de derivada de primeira e sequnda
ordens decorrentes do MIMO2 para o problema de Sturm-Liouville com condigoes

de contorno de Neumann-Robin.

Para esta malha de 100 células, o algoritmo mim02_rr.m foi executado em 0.006855

segundos.
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Exemplo 2.5. Caso Robin-Robin

Nas figuras (6a) e (6b) apresentamos os erros de solucdo e de derivada de
primeira e segunda ordens para o problema de Sturm-Liouville (2.184), (2.185),
(2.186), comag =1, a1 =1, By =1, B1 = 1, k(z) = 1 + 22, q(z) = —2° e u(z) =
z+cos(z) no intervalo [0, 1]. Utilizamos uma malha nao-uniforme, cujas células tém
espacamento H, H? 6 H?* H? H?* H? H? H? H? H, H? H? H? H? H?
H?, H?, H? . H, H?, H? H? H? H? H? H? H? onde H=1e¢Néo

nimero de células. A malha utilizada aqui é de 500 células e os nodos sao dados por

(

0 se i =0,

H se 1 =1,
T, = (2.196)

ri1 + H sei = 107, com 1 <5 <50,

[ Zi-1 + H? caso contrario, com 2 < i < 500,

onde H = =. Nesta malha, 1? = 3.0418¢ — 004.
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Figura 6a - Representacao grdfica dos erros de solugcao e de derivada de primeira e
sequnda ordens decorrentes do MIMOZ2 para o problema de Sturm-Liouville com

condi¢coes de contorno de Robin-Robin.
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Figura 6b - Representacao grafica dos erros de derivada de primeira e sequnda
ordens decorrentes do MIMO2 para o problema de Sturm-Liouville com condigoes

de contorno de Robin-Robin.

Para esta malha de 500 células, o algoritmo mim02_rr.m foi executado em 0.008050

segundos.
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3 METODO DE ELEMENTOS FINITOS DE
SEGUNDA ORDEM - FEMO02

3.1 Introducao

Consideremos o problema regular de Sturm-Liouville com condigoes de con-

torno separaveis,

_ % (k(:c) fl—;‘) +q@) u(z) = f(z), a<az<b (3.1)
apula) — o k(a) u'(a) = v, (3.2)
Bou(b) + B k() u'(b) = w, (3.3)

com 7, e 7, constantes quaisquer, oy, aq, Gy e [, constantes dadas satisfazendo «y,
ag, Bo, 01 >0, a0+ a1 >0, o+ 01 >0e ag+ Gy >0, e onde k(z), q(x) e f(x) sao

fungoes suaves dadas, com k(z) > 0 e q(x) > 0 para todo x no intervalo [a, b].

Sejam ;, com 0 < ¢ < N, fungoes seccionalmente lineares definidas por

(

se ri1 < x <y,

pil) = (L= sex; <@ < wig, (3.4)

0 caso contrario,
tais que

v(z) = Z v ;) (3.5)

¢ uma aproximagao para u(z) pelo método de elementos finitos, v; = v(z;) e p;(a) =
©i(b) = 0, exceto para ¢y e @y, valores que nao serao usados para a resolugao do

sistema.
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pE!

L 3
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Ly . Ly_1
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Figura 7 - Fungoes de base g, ..., ©i, ..., ON-

Multiplicando a EDO (3.1) por ¢;, 1 < i < N — 1, integrando por partes o

resultado em [a, b] e utilizando o fato de que ¢;(a) = 0 e ;(b) = 0, obtemos

b b b
[ K@) W) e e + [ a@ ue) e de = [ ) o) do

Substituindo u(z) pela aproximacao v(z), temos que

Zvj/ x) () i(a dx+Zv]/ oi(x) d

b
:/ f(x) i(z) dx, 1<i<N-1

Pela definigao (3.4), temos

> o [ k) g @ e = v " K@) ¢l o) i) ds

Jj=0

- / " ko) i) @) da

Ti—1

Ti+1
+ Ui / k(x) @y (z) &i(z) da,

i

(3.6)

(3.7)

(3.8)
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que pode ser reescrita como,

> [ k@) ) i) de = - (L? [ @ da:)

1 1 i
+ .\ /xil k(z) da;) v;
2 2 (3.9)
1 1 Fitl
i Lz—l—% LH—% /ocz k($) dx) "
1 1 Titl
ol e / ) dx) Vs,
ou seja,
al b k / / dr — ];: Uy — Vi1 ];; Vit+1 U;
Z Yj (x) ¢;(@) pi() dv = i—1 L . = Rl L. ’
Jj=0 a =3 i+
(3.10)
onde
_ 1 s
ki1 = 7 / k(zx) dz, 1<i<N (3.11)
2 Z_% Ti—1
Também temos,
N b Z;
> o [ a@ @ e d = v [ a@) o) el do
j=0 a Ti—1
Tit1
+ v / q(z) pi(x) @i(z) dx (3.12)

Tit1
vt / a(@) g (@) ¢i(e) dr,
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que pode ser reescrita como,

i v; /ab q(x) pj(x) pi(z) de = viy /:1 q() (le;lx> (x ;ji_l> e

Jj=0

ou seja,

2
1 i T — T
i — — | d
+ v h /m.1 q(x) ( I, ) x
v 2
1 o ’
‘ Tiy1 — T
+ v; 0 /x q(z) ( Lo ) dx
v 2

1 et 7 - - 4
+Ui+1h—/ q(m) .T_z < xL a d.’L’, 1§Z§N—1
LRV it3 i+3

(3.15)

Além disso,

b T; _ . Ti+1 . —
/ £(z) i(x) do = / £(z) (%) dz + / £(x) (“”Ll—"r) dz,
a Ti—1 i*% T i+%

(3.16)
ou seja,

/ f(z) pi(z) dz = h; fi, (3.17)
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onde

_ Tit+1 _
:—/ T Tiny +—/ Mdas, 0<i<N.

(3.18)

Assim, com as equagoes (3.10), (3.14) e (3.17) reescrevemos (3.7) obtendo,

portanto, o método de elementos finitos de segunda ordem (FEMO02) dado por

(g | Vien — v Ui — Ui - .
— h_z (kpr; Li—i—% - ki—% —Li—% ) + (¢gxv); = fi, 1<i<N -1,

(3.19)
onde /;:Z-_%, (g% v); e f; sao dados, respectivamente por (3.11), (3.15) e (3.18).

O método também pode ser escrito como

onde
(Gv),_1 = UL ] << N, (3.21)
2 Li,l
wl+1 - W;_1
(Dw); = %, 0<2 <N, (3.22)
Wyyl = Wy, W_i = wy, € k, (g*xv)e f sao dadas respectivamente por (3.11),

(3.15) e (3.18).

A condigao de contorno (3.2), ag u(a) — a3 k(a) u'(a) = ~,, com a; > 0, se

fosse aproximada por
ap v(a) — ag k(a) v'(a) = 7a, (3.23)

isto é,
U1 — Vo
vy — a1 kg ——— = Y, (3.24)
L
2
produziria um método de primeira ordem apenas, aumentando significativamente os

erros de aproximacao. Por esta razao, no método de elementos finitos, (3.2) nao é
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discretizada desta forma. Para discretizar a condigao de contorno (3.2) com a; > 0,

multipliquemos a EDO (3.1) por ¢g(z) e integremos no intervalo [a, b],

—LZ%(mw%)wm¢w+[qmuwwmwx:l%ummmw
(3.25)

Pela defini¢ao (3.4), segue que
z1

mmm+/mwmw%wm+/ a() u(z) golx) da

o Zo

Substituindo u(x) por v(x) dada em (3.5), obtemos portanto a discretizagao

— vy + / " k(@) po(r) + v1 ()] go(w) da

Zo

+/“%m%mm+m%MWMMw=ﬁ+/mmmmwx

o

Analogamente, a condigdo de contorno (3.3), Gy u(b) + f1 u'(b) = 7, no

caso de se ter 1 > 0, nao deve ser discretizada como

Bov(d) + Bik(b) V(D) = w, (3.29)
isto é,
UN — Un_
Bovn + Brkn —NL M= oy, (3.30)
N_l

pois, novamente, tornaria o método de primeira ordem apenas. Para discretizar a

condigao de contorno (3.3) com [, > 0, multipliquemos a EDO (3.1) por ¢n(z) e
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integremos no intervalo [a, b],

- / b * (k<x> fl—“) o(a) da + / " a@) u(e) on(e) dr = / " b(2) g (2) do.
(3.31)

Pela definigao (3.4), segue que

) + [ k) ) e dr [ ) ui) onte) dr
- /NN £(z) on(x) do, (3.32)
e por (3.3),
Bo

Substituindo u(z) por v(x) dada em (3.5), obtemos portanto a discretizagao

%w T / K(z) [on1 @y 1(2) + vy dy(@)] Py(e) da
+/ : q(x) [vn-1 en-1(x) + vn en(2)] pn(z) do = % +/ : f(z) on(z) d.
(3.34)

Vamos agora encontrar o erro de truncamento para o método FEMO02, lem-
brando que k(z) € C*([a,b]), q(z) € C?*([a,b]), f(z) € C?*([a,b]), e conseqiiente-
mente, u(x) € C*([a,b]). O erro de truncamento é dado por

ou seja,
I [+ i — u = U — Ui
T \h T Tk ) Tl
2
= fi + 7(u);, 1<i<N-—1. (3.36)
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Utilizando expansoes de Taylor para k(zx),

K(z) = ki + K (z — 2) + %k (x — 22 + Ollx — %),  (3.37)

obtemos,

N [=

i3 1%‘*1 : (3.38)
=k — kL 1+ k'L, + O ),
2 2 6 72 72
e
B 1 Tyl
kip1 = 7 / k(z) dzx
ity 1%‘ . (3.39)
_ ! "2 3
Além disso, utilizando expansoes de Taylor para a funcao u(x), obtemos que
uirr = u(z; + L)
! 1 "2 1 n o r3 4 (340)
= U + u Li-i—% + 5 Ui Li—l—% + 6 U; Lz‘-l—% + O(LH-%)’
e
Uj—1 = ll(l’i — Lz’—l)
oy 1 (3.41)
= U; — U; sz% + 5“;, L?_l — EU;” L?_l + O(L?_l),
e para as fungoes q(z) e f(x),
a(z) = ¢ + ¢ (x — z;) + O((z —z:)*), (3.42)

fz) = f; + fl(x — 2;) + O((x — z)?). (3.43)
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Por (3.42),

/ ala) pios(o) (o) o = [ a() (L”) ( Zx> dr

Utilizando integracao por partes,

[ ) ) -k [omn (552 w

1 b
= 573 / (x — a)? dz (3.45)
_ v L
2123 6’

onde L = b — a.

Da mesma forma,

L L P A ab (@) (x — a)du

L2 J, L2
1 b
= 32 / (x — b)®de (3.46)
- =2
1212 1Y

para L =0 —a.

Assim, (3.44) torna-se,

/ a(z) pi-1(z) pi(r) dov = G qi Li_% T 12 CL’; L?,% + O(L?,%) (3.47)
Ti—1



Agora,

/;1 q(x) vi(x) pi(z) de = /;1 a(z) (L2—1 i

Observando que

e que
b 2
r — a L
S - _
[ @-w ( - ) o
Segue que
i 1 1 ! T2 3
a(@) wi(e) pilz) de = g Liy — aliy + OL,).

Temos também que

i

/mi+1 (r — xi41)°
" e L?

1
i+5

Tig1 (z — 2
/

+ O(L,).

Usando as observagoes (3.46) e (3.49) temos,

1

Tig1
/ q(z) pi(x) gi(x) dev = 7 ¢ Ly +

3 12

in+l a(z) pi(x) pi(r) do = /:iﬂ a(z) (I_LQA

1
—q Lf+% + O(L

66

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)
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Por fim,

Ti41 Tit1 Tr — I x; — T
[t [0 () (4452
Z; €T; i+l Z.+%

3 3

Pelas observagoes (3.45) e (3.50) chegamos a
e 1 L 3
5 q(z) pi+1(z) pi(z) do = g 4 Liyy + % LH% + O(Ly.1).  (3.55)

1
2

Usando as equagoes (3.47), (3.51), (3.53) e (3.55) em (3.15), obtemos

z; Ti+1
MWWZW1/ wwmw%mm+w/ a(z) P (z) d
o o
+wﬂ/ a(®) gis (1) pila) do
— ! L L 'L O(L? 3.56
= Vi g @by T 5 G by + O( i_%) (3.56)

1 1
b g ey + L) + gp () = 1)) + O(EL))

1 1
3 2 3
+ O(L; )} + Vig1 {6 G Livy + D q Lis + O(LH;)}-

Dessa forma,

1 1
hi(grw) = ulw = Liy) {6 Giliy = Lyt O(L?_;J
1
+ u(z;) {5 ¢ L1+ -q LZ+%
1 (3.57)
4 2 2 3 3
+ 4Ly — L) + O(LLy) + O(LH;)}
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Por (3.40) e (3.41) temos,

1 1 , 1 |
el = {6 G Liy = 12 ¢ L] 1 t3 3 & Ly + 3 ¢ Lijs

1 / 2 ]- 2 1 1 . 2

! % LHL 12 qi Li—% + G & LH% + 12 4 LH‘%
1
+ {_ g ¢ Lf_é + G & Liré] + O(Lf’_%) 4+ O(Lir%) (3.58)
Lifl + L’L 1 1

= U ¢ 2#“ + 5 Ui 4 (L?Jr% - L?—%)

1, ) , 3
(i - 1) s oLy + oy

Assim,

1
(gxu); = ¢u + = (¢ U; + q; u;) (LH% — L1

3 %> (3.59)
+ O(L ) + O( ).

+1
+3

Por fim, de (3.43) temos,

b Z; . . Ti41 ) _
/ f(x) pi(x) de = / f(x) % dr + / f(x) %Jz—lx dx
a Ti—1

'L+§

:fz/ —led_’_f/ l'—l’i_ldx
Ti 1 Lz—%

Ti+1

ZT; —
T Oy + / Tl T T,

Tit+1 _
+f/ (v — =) =" do + O(LY,),
Li+—

(3.60)

com O(L?_ ) e O(L? ) dependendo de f”(x) em [x;_1,z;41]. Observando que

b
- L
/ z - iy = = (3.61)
b o 2
/@:-b)xLadx:—? (3.62)
b — L
/ . Ldr = 5 (3.63)

b h — L2
/ (x — a) 7 T dr = —, (3.64)
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segue que,

b i1+ L 1
/ f(x) pi(z) dz = f; % + 6 fi (L?Jr% - Lf_%)

+ O(Lf_%) + O(L§+%). (3.65)

Lembrando da relagao (3.17) para f , chegamos a

1 Ti+1
fi =+ f(w) pi(w) do
hi /xil (3.66)

1 /
= fi+ 5 5 (Buy = Liy) + OULE,) + OU2,).

1
2

Utilizando as equagoes (3.38), (3.39), (3.40), (3.41), (3.59) e (3.66) em (3.36),

1 7 Uir1 — Uy - U — Ui
T (kﬂé L. ki T) + (g*u);

1 1

1
u;’ Li+% + 6 u;" L?+§ + O(L?+§)>

1 1
_ (k -3 k! L1+ 6 k! Lf_% + O(Lf’_é))

1 1
/ I /‘/ a1 - /'// 2 3
(ui 5 u; LZ_5 + 5 u; LZ_% + O(Lz—;)>]

1 2 2
+ [Qi wi + g (6 + g w) (Lzur% - Li—%) + O(Li_1) +O<Li+;):|

|+ g 8 (B - £0y) + 0y + o),

i+

VI

(3.68)
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Assim,
1 Ll 1 + L’L—l i ‘I’ L’L—l
I e R
bk <L2 - L7 )+1/§f.u</ <L2 — L )
6 ity i—3 4 i \ Vit i—3
1
+ — ki <L2 1 Lz,;) + O(L} 1) + O(L},1)
v i*3 73 73 ity

6
1
+ {%‘ up + 5 (qiu; + g wi) <Li+% - Li—%) + O(Li%) + O@i;)]

~ Liy) + O(L2,) + O(Lgé)}

= [k = Kl g - ]

+ 1 <L v — L 1) — ki — 2K — K w4+ ogu + gug — f)
3 it i-3 i W i Wi i Wi 4 u; q; Wi i
1

+ L (Lz+1 ~ L ) + O(LE,) + O(L%,).

(3.69)

Por (3.1) temos que —ku} — klu, 4+ qu; — fi = 0 e (—k;u! — kiw,+qu; — f;)' =0

e, portanto,
r(u); = é/@ ul! (LH% — Li_%) + O(Ll{%) + O(Lf+%). (3.70)
Além disso, o erro da solucdo e" para FEM02 é dado por
e = v — U, 0<i<N, (3.71)
e o erro da derivada E" por
Ei_1 = (Gv)i_1 — u'(z;_1)
= (G(v = w)i1 + (Gu);1 — u'(z; ;s (3.72)

onde

1<i<N. (3.73)
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Assim,

onde

TQ(“)z‘—% = 7 .

Finalmente,

Fiiy (GeM)iy = ky 1 Gy = ) (Ej-&-% (Ge")jey — kim
Jj=t

_ N-1 k ) geh L - k?_l geh B
= ky_1 <g€h>N,l - hj A ( )]+ J 2( )J 2
2 B ‘ h‘]

j=i

(3.77)

isto é,

N-1

Ei—% (geh)i_% = %N_% (th)N_% _ h; D(;};,geh%’ L<i<N. (378
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3.2 Anadlise dos Erros de Solugao e de Derivada de

Primeira Ordem para q(z) =0

Consideremos o problema de Sturm-Liouville com condi¢oes de contorno de

Dirichlet em v = a e x = b,
d d
% (k@) ) 4 q@)ul@) = f(z), a<a<b, (3.79)
dx dx
ap u(a) = Y, Bou(b) = . (3.80)

onde 7, e 7, sao constantes dadas, op > 0, fy > 0, k(z) € C3([a,b]), q(z) €
C*([a,b]), £(x) € C*([a,b]), k(z) > 0 em [a,b], g(z) > 0 em [a,b] e u(z) € C*([a,b]).

Da se¢ao (3.1), sabemos que o problema discreto correspondente é dado por

L (- it1 — U = i — Ui = .
__(%M_k w)HMizfi, Lcien-1

i1
hi Li—i—% : Li—%
(3.81)
Vo = Zé_Zu UN = %7 (382)
onde,
— 1 Ti .
ki = T k(z) dx, 1 <i<N, (3.83)
i—5 Jxi
_ 1 Titl
fi = " / f(z) pi(x) dx, 1<i1<N-—-1, (3.84)
? Ti—1
e
1 Z; Tit+1 9
@i = 1 o [ a@ e @ de <o [ a) p) do
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Notemos que ¢y = v9 —up = 0 e ey = vy — uy = 0. Poderfamos escrever as
equagoes (3.84) e (3.85) para i =0 e i = N na forma
_ 1 [

fo = e f(x) o(z) dz, (3.86)

fv = % - f(x) pn(x) dx, (3.87)
(g*v)y = hio {vo /xl q(z) o(x)* de + v, /931 q(z) p1(x) @o(x) dx], (3.88)
@i = i [ovr [ a@) o ento) e+ ow [T alo) entor? s,

(3.89)

mas estes valores nao serao utilizados no caso do problema de Sturm-Liouville com

condicoes de Dirichlet.

O FEMO02 dado em (3.81) - (3.85) pode ser escrito como

—D(k-Gv") + (¢xv") = f, (3.90)
onde
iyl T Rl
e
(Gu),_y = ——  1<i<N. (3.92)

Consideremos agora o caso q(z) = 0. Subtraindo —D(k - Gu") + (q x u") =
f + 7(u) da equagao (3.90), chegamos a

—D(k-Ge") + (gxe") = — 7(u). (3.93)

Utilizando q(x) = 0 em (3.93), e levando o resultado na equagao (3.78) obte-

mos,

Ei—% (geh)i—% = ky_



74

Usando a equacao (3.70) para o erro de truncamento, o fato de que h; =
L 1+L.

e =3 o definindo w(z) = k/(z)u”(x), temos que
N-1 L N
Z h] T(U)j = E Z w; <L§+% - L?_%) + O(hz)
Jj=t Jj=t
;N
_ 2 2
= E 2 (/IU]+% Lj-f—% — wjié L]_%)
j=t
L Nl L Nl
2 2 2
— g 2wy —w) L - 5 > (w; - w;_1) L3 1+ O(R)
J=1 J=t
(3.95)
Como (wj+% —w;j) = O(Lj+%) e (wj — w]_%) = O(L]_%),
N-1 1
b (), = = (wnoy Ly = wiy L2,) + O0%), (3.96)
j=t
isto é,
N—1 1 1
_ 2 2 2
: h]’ T(U)j = E k;\/—% U/JQ_% LN—% — E ]{Z;_% U;/_% Lz—% + O(h)
j=t
1<i<N—1. (3.97)
(o)
Para computar (Ge")y_1 = H—2=L = —~=L precisamos computar ey_:
2 N-3 N-%
ad e 0000 P @b ]
*E% (L[QO] *Eg 0 0 0 6[20] b(u)go]
0 —& a 0 0 0 e b(w)”
0 0 0 oy —Cy.g O e, b(w)l
0 0 0 - - - o—oys aN, —oys || e b(w!Y
I 0 0 0 0 —Cy 3 agg]_l L 65(\)[]_1 | b(u)g(\)f]—l
(3.98)




onde
_ IEF% .
2
a =& 1 +e,, 1<i<N-1,
2 2

I

(3.99)

(3.100)
(3.101)

Reduzindo a forma triangular superior pela eliminacao Gaussiana, obtemos,

i —es 0 - - 0 0 0 el
0 ay - - - -0 0 0 ey
~[0 0
o o & - . . 0 0 0 el
0 0 0 dgg] 3 “Cn-3 0 65(\)1]—3
0O 0 0 0y, —Cys v,
~[0 0
0 0 0 0 o &l Ny |
onde
A0 ~ [0] - .
j —Cj_,_%—i-@] Cio1, 1<j<N-1,
R i e 1 Y
b = > 6w,  1<j<N-1,
= G109
com 9[10], 6’%0],..., 9}8}_1 dados por
o =1,
= [0]
- o
G-y + Gz 05

b(w)”
b(u)})
b(u)})

(3.105)

(3.106)

(3.107)
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Definindo ,
I ZJ: Ly (3.108)
J kl,l’ '
=1 2
temos,
i e, 10
bW = = > o hr(a = — ey 67 Y Thr(wi (3.109)
=1 G-1 0, 1=1
Em particular,
A _ (0] N-1
b(u)[o} Cn_3 eN—l _
0y _ N-1 _
Ny =~ = - - = iy > I by T(w);. (3.110)
an_q Cn-L + Cy_3ON_1 5=
Agora,
_ 0
CN—% 9][\7]_1 - 1 . 1 1
- A Nl Gy1 b 4 — 1
Cn-1 + Cy_3 Ny 1+ YN 9%]71 N=3 ey Sy 3 0N
Ly_ 1 1 Ly_s 1
Tk N-4 N1 By & N Li1?
Nl*NfJFZj:l/%Jf No3 Y T
-3 =3 )
(3.111)
isto é,
- [0]
C 3 0 _ L _1
N Nl[] S 1 (3.112)
Cy-t + Cy 3Oy, kg In

Além disso, pela equagao (3.70) para o erro de truncamento, pelo fato de que

h; = %(Lﬁ% + L;_1) e definindo w(z) := k'(z)u” (), temos que

1
2

N-1 B 1 N-1 ~
Lhgrwy = = 3 Ly (12, = 12,) + O(R)
o
= 5 > (Bawy B2y = Gy 12
1 ;_11 ) ) (3.113)
T 19 < (Lj+ wipt — I w;) L?%
Ca
- I; (w; — wj_%) LJQ_% + O(R?)

<.
Il
-
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. Como (]_j+1 Wiyl — [_j w;) = (]_j+1 - I_j)wj+§ + [_j(wj—k% —wj), (Ij41 — I_j) =
]—th = O(LFF%) e (ijr% — wj) = O(LjJr%), segue que
its
N—1
I hyr(u); = — (fN wy_y Ly —Twy L2> + O(R?) (3.114)
j=1
Como I, wi L3 = O(L3) = O(h?), temos
N-1 1
7 7 2 2
- Ij hj T(U)j = E IN k‘;\,_% Uy\,_% LN—% -+ O(h ) (3115)
J:
Usando as equagoes (3.112) e (3.115) em (3.110), chegamos a
= (0] N-1
0 Cy_z Oy =
eE\f}—l = — = [0] Z I hj 7(u);
CN-1 + Cn-3 On-1 j=1
= — LL 1 InK, vl 1 L2 1+ 4+ O(h?) (3.116)
Ty 1 Iy \12 7V N-g TN-3 TN—g '
k/ u//
_ 1 -3 N-3 ;2 2
2
Finalmente,
h 1 1 Fyog ey 2 2
(G yor = — I ~Ly_1 5 TLM% + OMm*) ], (3.117)
isto é,
_ 1
kyo1-(Ge")yo1 = o Ky 1l L?\,_% + O(R?). (3.118)
Levando (3.97) e (3.118) na equagao (3.94), obtemos
) ) N-1
kig - (ge[OJ)F% = hy_1- (G nor = Z hj T(u);
j=t
1 / " 2 2
= E kN—% UN_% LN—% + O(h)
o i k/ u// L2 _ i k/ " I + O(h2>
13 Py vy Iy — g Mgy By ’
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ou seja,

_ 1
ks (Ge) = T Ry uly Ly + O, 1<i<N. (3.120)

N

Determinemos agora o erro da derivada de primeira ordem. Das equacoes

(3.76) e (3.120), segue que

By B, = By (@) + By o)y

2 7175 5
1 1 -
(3.121)
isto é,
0 1 ki ul 1
EY, = S LEy b gl L+ O(R), 1Si<N, (3.122)
Z—E Z_l 1 7 3 7
onde
_ 1 i
if% T;_1 2

kKoo
1 i—1 %1
EY, = (M + u’.’il> I, + 0%, 1<i<N.| (3.124)

Com esse resultado, estimemos o erro de solucdo €. Como

U — Vi1
Ei—% = —L‘ ; - u’(wz_%), (3.125)
=3
segue que,
v = viog + w2 Lin + B3 L
3 2 2 2
= Vji—2 + <U;_§ Lis + s Li—l> + <Ei—§ Lis + E;_1 Li—l>
2 2 2 2 2 2 2
o ~ - 3.126
= = v + uj_% Ljf% + Ejf% Lj,% ( )
7j=2 7j=2
= + Z U;_% LJ_% + E]_% L]_%



) /
Como » %, w1 L;

_1
2

cujo erro é O(h?), e como E; 1 = O(L?i ) + O(h?), obtemos

1 1
2 2

v; = Uy + E u. L. 1 + E. 1L 1
4 J—3 I3 J=3 TJ73

= Vg — Up —+ U; -+ O(hQ),

isto é,

ei:€0+0(h2), 1§Z§N

Como ¢y = 0, temos que o erro de solugao para q(z) = 0 é,

e; = O(R?), 1<i<N-1

Notemos que, para este caso, eg =0, ey =0, e = O(L3) e exy_y = O(L3,_,).
2
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¢ uma aproximacao pelo ponto médio de f;; u'(z) dx,

(3.127)

(3.128)

(3.129)

2

Os demais casos correspondentes as outras condigoes de contorno sao tratados

de modo inteiramente andlogo, ver [10] para uma discussao detalhada.
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3.3 Anadlise dos Erros de Solucao e de Derivada de

Primeira Ordem para q(z) > 0

Os resultados aqui sao inteiramente analogos aos da Secdo 2.3 referente ao
método mimético. Sendo ul¥(z) a solucio do problema (3.1)-(3.3) para dada funcio
q(z) € C°[a,b]) ndo negativa e denotando por vl a aproximacao de elementos

finitos correspondente, dada por (3.5), (3.19), (3.28) e (3.34), definimos os erros de

solucao
et =l _ gl 0<i< N, (3.130)
e de derivada
[a _  d [q]
v; v; du' ,
Ei[‘j]% 7 (1), 1<i<N, (3.131)

obtendo-se o seguinte resultado cuja prova é analoga a prova do Teorema 2.1.

Teorema 3.1. Na notacao acima, tem-se

oldl _ 61[0] + O(12), 0<i<N, (3.132)

)

B

= EY + 0, 1<i<N, (3.133)

1
2 2
uniformemente em i, onde e, El denotam respectivamente os erros de solugdo e

de derivada correspondentes ao caso q(x) = 0.
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3.4 Anadlise do Erro da Derivada de Segunda Ordem

Analisemos em primeior lugar D(E);, com 1 < i < N — 1. Sabemos que o erro

da derivada de primeira ordem ¢é dado por

onde
()1 = (Gu);1 — uj_,
. ul - ui—l o /
T L. Uil (3.135)
_ 1 " 2 3
DY uzfé Li : + O(Llfé)

Multiplicando (3.134) por k;_ 1, obtemos

Eii = ki1 (Ge)iiy + kiy g(w),_, (3.136)

1
3
e isto implica

D(k-E); = D(k-Ge); + D(k-1g(u));. (3.137)

Esta tltima implicagdo é vélida, pois subtraindo (3.136) da equacao E;i . %EZ- o=

Ei+%(ge)i+% + Ei+%Tg(u)i+%, chegamos a

ki+% Ei+% - ke% Ezé% _ E’H% (ge)wr% - ]%if% (ge)z;%
N Eﬂ% Tg(u>i+% - l_fz‘—% Tg(“—)z‘—% (3.138)
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que é o mesmo que (3.137). Agora,

Tg(u)i+% - Tg(u)if%

24 ity Tits

= (i + 0 y) + Oy (5puly £y + O )

1
(g (by - £0y) + 02 ) + 02, ).

12
(3.139)
visto que
_ I;',L 1 — /;;i,l
D(k); = —2 —
1 1 Ti4+1 1 x;
= i (LHl /x k(z) de — I, /:rl k(x) dx)
2 ? ) 7
1 1, 9 1 9
— h_z k; + 51@ LZ+1 + O(LH%) — |k — 51{ L, 1 + O(iné)
ot
=k + O(Li—%) + O(Li+%)a
(3.140)
- 1 Ti 1, 9
=3 Ti—1
T L xmk de = k kL O(L? 3.142
=g,y f, KW=kt g kil + Oy, B19)



83

e
1
D(ro(w); = — (ro(Wiay — 7o(w);y)
1 1
= (G sy +outy) - (g v o))
2 2
1 B R L
24 hi i3 i+3
1 .
= (LH% -~ L ) +O(I2,) + O(2,), 1<i<N-1
(3.143)
Lembremos que —D(k-Ge)+q*e = —7(u), ouseja, D(k-Ge) = gxe+7(n),
onde g xe = O(h?), uma vez que ¢; = O(h?), e T7(u); = %k:,fu;’(LH% - Li_%) +

O(L? ) +O(L2, 1), com 1 <i < N — 1. Dessa forma,
2 2

7

D(l%ge)z = ék‘; u’-’ (Li—&-% — Li—%)

2 2 2 .
(§]
1. 1 "
Dlk-ro(w)s = = ks’ (Liyy — Licy)

+ O(L2 1) + O(L?.,), 1<i<N-—1. (3.145)

) + O(L:,1) + O(n?),

1
i+3

1 1
=5 (k;; uy + 3 ki uQ“) (LH; — Li_%> + O(L2.

1
2

(3.146)

2

1 1

+ O(L7 1) + O(L},.) + O(R?), 1<i<N-—1. (3.147)
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Como D(k - E); = D(k);E, 1 + k,

O(L2, 1) + O(k?), obtemos

%(DE)i, com D(k); = O(1) e Eis

[N

_ 1 1
k_y (DE); = = (k:;. u + 5k, u;”) <Li - Li_%>
+ O(Lf_%) + O(Lﬁl) + O(R?), 1<i<N-—1, (3.148)

e como l?:i_% = ki — kL, 1+ O(L? ) segue que

1 k/ " 1 n
(DE)Z = = —’ui + = u; (Li-i-l — Li—l>
G \ki 2 ? ? (3.149)
+ O(L7 1) + O(L},.) + O(F?), 1<i<N-1
K’
(Comparemos com o resultado E;_1 = = < kl_% u o + sul 1) L?, +
) =3 2

O(R?), 1<i<N).

e)i = D(k); (ge)l+1 + k; 1D(ge)z, com D(k -

Notemos também que D(k - G
+ O(L? ,) + O(L?
2

Ge)i = Ly, - L) )+ O(R), D), = OQ).
(Ge)iyr = O(L ,-+;)+O(h) %i_% = ki+O(L;,_ 1), e portanto,

+ O(L? 1) + O(L?,,) + O(R?), 1<i<N-—1. (3.150)

1
2 2

Alternativamente, (3.150) pode ser mostrada da seguinte forma,

(DE); = D(Ge); + D(rg(u)); = (3.151)

)
D(Ge); = (DE);, — D(rg(u));, 1<i<N -1

Por (3.143) e (3.149), chegamos a (3.150), ou seja,

DGe) = ¢ 1! (Liey — Liy)

SN

2

+ O(L7 1) + O(L},1) + O(R?), 1<i<N-—1. (3.152)
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Fagamos agora a andlise do erro da derivada de segunda ordem, E; = D(Gv);—

u!. Para 1 <i < N — 1 temos,

I (vigr — v Vi — Vi—1 "
E = — - —
hi ( Lips L 1 ) Hi

1+ 7,—5
1
= 5 (@0 = @) y) —w
(3.153)
= D(Gv); — u!
= DG — u) + Gu); — u;
= D(Ge)i + D(Gu)i — 5,
onde, por expansao de Taylor,
D(Gu); — u = 1 u; + 1u'»’L I 1u'-" L2, + O(L2 )
i i hz i 9 i ity 6 ¢ 1’+% i+%
— u'~—1u’.’L1+1u'-"L2 + O3 ) )| — uf
! 2 v Ta 6 ¢ Ti—g i3 i
1
= ' (Luy = Liy) + OUE,) + OU2,),  1<i<N-1
3 2 2 =3 t+3
(3.154)

k; "
U (Li-l-% - Li—%) + O(L7,) + O(L},,) + O(hQ)} (3.155)

b5 (B = 1) + oty + oty

isto é,

/ 1
E; = (1 &u;’ + —ug") (LH; - Li_;>
G ki 3 ? ’ (3.156)

+ O(L7 1) + O(L7,.) + O(1?), 1<i<N-1

1
2
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3.5 Resultados Numéricos

Neste capitulo vimos que, utilizando a discretizacao pelo método de elementos
finitos de segunda ordem para o problema de Sturm-Liouville com condigoes de

contorno separaveis,

— % (k(m) 3—;) + q(z) u(z) = f(z), a<x<b, (3.157)
apula) — ag k(a) u'(a) = ~,, (3.158)
Bou(b) + B k() u'(b) = w, (3.159)

onde «q, a1, Bo, B1, 7. € 7 sao constantes dadas satisfazendo «g, oy, By, B1 > 0,
ag+ar >0, Bo+ 51 > 0eap+ [y > 0, e onde k(z), q(z) e f(z) sdo fungdes
suaves dadas, com k(z) > 0 e q(z) > 0 para todo z no intervalo [a, b], chegamos aos
seguintes resultados para os erros de solugao, derivada de primeira ordem e derivada

de segunda ordem, respectivamente,

e; = O(h?), 0<i<N, (3.160)
kl

1 Z‘% " 1 " 2 2 .

Ei—l = — U, 1 + = U 1 L + O(FL ), 1§Z§N, (3161)
2 12 \kiy 2 2 ‘
E, = lk_;u/, + " (L 1 — L 1)

CoNGR T3 AT (3.162)

+ O(L? 1) + O(L?,,) + O(R?), 1<i<N-1

2 2

Assim, as aproximagoes v(x;) para os valores de solugao u(z;) sao afetadas por
erros globalmente relacionados com a distribui¢ao dos pontos da malha. O erro da
derivada de primeira ordem possui um termo local, determinado pelos comprimentos
locais L, 1, e um termo global. O erro da derivada de segunda ordem possui ter-
mos que dependem dos comprimentos locais LF% e L, +1 além de um termo global.

Observemos que em malhas gerais o erro passa a ser de primeira ordem.
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Vejamos alguns exemplos que ilustram estes resultados, utilizando malhas nao-

uniformes.

Exemplo 3.1. Caso Dirichlet-Dirichlet

Nas figuras (8a) e (8b) apresentamos os erros de solucdo e de derivada de
primeira e segunda ordens para o problema de Sturm-Liouville (3.157), (3.158),
(3.159), com ag = 1, a1 = 0, By = 1, 31 = 0, k(z) = 1 + 22, q(z) = —ba? e

u(z) = 1+ cos(z) no intervalo [0,1]. Utilizamos uma malha nao-uniforme, cujas

(NI§0-57 (%i)Oﬁ?“'? 20%7 H> H7 20%7'“5 (%i)&m (N};O.Sa

células tém espacamento

2 2
onde H = % e N é o numero de células. Para uma malha de 100 células, os nodos

sao dados por
.

0 se i =0,

Ti = YT + W se 1 <1 <50, (3.163)

Tis1 + qogamsops se 51 < i < 100.

\

Nesta malha, A% = 2.8099¢ — 004.

© 107 Quadrado do comprimento das células x10™ Erro de Solugéo
16 ‘ ; ; ‘ : :

LZ
144 +  hslash?|{

L L L L L L L L
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

Figura 8a - Representacao grdfica do erro de solugao decorrente do FEMO2 para o

problema de Sturm-Liouville com condigcoes de contorno de Dirichlet-Dirichlet.
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«10° Erro de Solug&o em detalhe x10™

0.5 1

N
o

termo local
termo global

N
I

N
o
T

N
N

N
T

-
o
T
L
N

Iy
©

g
)

Componentes do erro da derivada de 12 ordem
< o [
@ - w
Componente global do erro da derivada de 12 ordem

=
~

=
N
T

I

<}

o =)

%
L

i

|
[N

o
3

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1

o
o

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 8b - Representacao grdfica dos erros de solucao e derivada de primeira e
sequnda ordens decorrentes do FEMO02 para o problema de Sturm-Liouville com

condicoes de contorno de Dirichlet-Dirichlet.

Para esta malha de 100 células, o algoritmo fem02_dd.m foi executado em 1.266681

segundos.
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Exemplo 3.2. Caso Dirichlet-Neumann

Nas figuras (9a) e (9b) apresentamos os erros de solucao e de derivada de
primeira e segunda ordens para o problema de Sturm-Liouville (3.157), (3.158),
(3.159), com agp = 1, a; = 0, By = 0, f1 = 1, k(x) = 2 + sin(z), q(z) = —exp(x)

e u(x) = x + sin(z) no intervalo [0, 1]. Utilizamos uma malha nao-uniforme, cujas

células tém espacamento (%11;0‘9, (%iy,g,..., 20%, H, H, 20%,..., <%i>09, (%h)rog,

onde H = % e N é o nimero de células. Para este exemplo usamos N = 100, e os

nodos sao dados por

(

0 se i =0,

Ti = \%i-1 + e se 1 <@ <50, (3.164)

Ti—1 + W se 51§’l§100

\

Nesta malha, 22 = 0.0021.

X107 Quadrado do comprimemto das células X107 Erro de Solugéo
: . . 25 . . .

T -
+  hslash?[{

L2

L L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

Figura 9a - Representacao grdfica do erro de solugao decorrente do FEMOZ2 para o

problema de Sturm-Liouville com condigoes de contorno de Dirichlet-Neumann.
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x107* Erro de Solugéo em detalhe X107 Erro da Derivada de 12 ordem
0 . . . . 25 . .
-0.1f 1
] — es—
—02} ]
-0.3f 4 15p 1
—04l 1 A ]
© -05F 1 o
o6k ] 0.5 1
-0.7F 1 ok
_os} ] T
-0.5F 1
—09k ]
= . . . . 1 . . . .
0 02 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
x 10 Erro da Derivada de 12 ordem: componentes local e global x 10 Erro da Derivada de 12 ordem: componente global em detalhe
g 25 T T T T £ 0 T T T T
[} °
° S
2 o — = ©, =021 1
— )
o) termo local ©
o ©
< termo global T -04f B
T 15f 4 2
2 <
5] ]
2 g 06 1
8 ir 4 e
3
= o -0.8f 1
[} °
S osf 1 g
i s |
= 2
(%) =
S o s .l ]
£ g
S 5
~05 . . . . O 44 . . . .
02 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

Erro da Derivada de 22 ordem
0.015 T T T T

0.01

0.005

-0.005

-0.01

-0.015 L . . L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 9b - Representacao grdfica dos erros de solucdo e de derivada de primeira e
sequnda ordens decorrentes do FEMO02 para o problema de Sturm-Liouville com

condicoes de contorno de Dirichlet-Neumann.

Para esta malha de 100 células, o algoritmo fem02_dr.m foi executado em 1.280455

segundos.
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Exemplo 3.3. Caso Dirichlet-Robin

Nas figuras (10a) e (10b) apresentamos os erros de solucao e de derivada de
primeira e segunda ordens para o problema de Sturm-Liouville (3.157), (3.158),
(3.159), comag =1, a4 = 0, By = 1, B1 = 1, k(z) = 3+cos(x), q(z) = —2? e u(z) =

1+ cos(z) no intervalo [0, 1]. Utilizamos uma malha nao-uniforme, cujas células tém

espacamento —2ios, g .., H H,.., £ _H_ o __H_ LI
(11)05 (%_1)05 <%_1)O5 <%)05 (%)05 (%_1)05

H, H,.., G Hl)“’ (ngoﬁ, onde H = % e N é o numero de células. Aqui N = 100

a T

e os nodos sao dados por

0 se 1 =0,
Tio1 + o se 1< i< 25,
Ti = {Tio1 + joopemps S 26 <4 <50, (3.165)
Ti—1 + m se bl <1 < 75,
| 7ie1 + Tooaemps  se 76 < < 100.

Nesta malha, h? = 2.1482¢ — 004.

x107° Quadrado do comprimemto das células X107 Erro de Solugéo
1 : . . . .

: =
091 - hslashz||

0.8

0.7
0.6
S 05F

0.4

031

02k .
0

01 1

0 : - : : -05

L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

Figura 10a - Representacao grifica do erro de solugao decorrente do FEMO2 para o

problema de Sturm-Liouville com condi¢oes de contorno de Dirichlet-Robin.
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X107 Erro de Solugéo em detalhe X107 Erro da Derivada de 12 ordem
8 ! ! ! ! 3 . .

25+ 1

J 2r 1

| 150 —
-
@ 1 w

4 1r 1

] 0.5- 1

0 JL

-05 . . . .
1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
x 10 Erro da Derivada de 1# ordem: componentes local e global x 10 "Erro da Derivada de 12 ordem: componente global em detalhe
c : . . : e - . : : :

[} termo local 3
k= termo global 5

o 25f 1 S . ]
— o
() °
A 5
© 2f 1 S

K g i
2 g
3 15f 1 g

3 e -8 1
o
2 1 o
[} °

3 g -10 1
8 osf 1 CA
5 ]

5 A g -12 g
g8 o s
Qo
E £
O o

-05 O 14

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 10b - Representacao grifica dos erros de solugcao e de derivada de primeira
e sequnda ordens decorrentes do FEMO2 para o problema de Sturm-Liouville com

condigoes de contorno de Dirichlet-Robin.

Para esta malha de 100 células, o algoritmo fem02_dr.m foi executado em 1.107904

segundos.
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Exemplo 3.4. Caso Neumann-Robin

Nas figuras (11a) e (11b) apresentamos os erros de solugao e de derivada de
primeira e segunda ordens para o problema de Sturm-Liouville (3.157), (3.158),
(3.159), com ag = 0, a1 = 1, By = 1, 81 = 1, k(z) = 1 + 2? q(z) = —bz? e
u(x) = 3z + cos(x) no intervalo [0, 1]. Utilizamos uma malha nao-uniforme, cujas
células tém espacamento %, %, 2H, %, %, 2H, ..., %, %, 2H, onde H = % e N é
o numero de células. A malha utilizada aqui é de 100 células e os nodos sao dados
por

.

0 se 1 =0,

Ty = §x;1 + 2h sei = 3j,com1<j <33, (3.166)

Tio1 + % caso contrario, com 1 <7 < 100,
\

onde h = . Nesta malha, h? = 2.7650e — 004.

x10™ Quadrado do comprimemto das células x10™ Erro de Solucédo
45 T T T T - -

L2
4r +  hslash2H

35

2.5

L2
e

15 ir

0.5

L L L L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

Figura 11a - Representacao grdfica do erro de solug¢ao decorrente do FEMO2 para o

problema de Sturm-Liouville com condicoes de contorno de Neumann-Robin.
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»

0.2 0.4 0.6 0.8 1

1 0
X
X107 Erro da Derivada de 22 ordem
3 T T T T
2k ]
ol
-3 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Figura 11b - Representacao grifica dos erros de solugcao e de derivada de primeira

e sequnda ordens decorrentes do FEMO2 para o problema de Sturm-Liouville com

condigoes de contorno de Neumann-Robin.

Para esta malha de 100 células, o algoritmo fem02_rr.m foi executado em 1.271416

segundos.
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Exemplo 3.5. Caso Robin-Robin

Nas figuras (12a) e (12b) apresentamos os erros de solucao e de derivada de
primeira e segunda ordens para o problema de Sturm-Liouville (3.157), (3.158),
(3.159), comag = 1, =1, By =1, By = 1, k(z) = 1 + 22, q(z) = —23 e u(z) =
z+cos(z) no intervalo [0, 1]. Utilizamos uma malha nao-uniforme, cujas células tém
espacamento H, H? 6 H?* H? H?* H? H? H? H? H, H? H? H? H? H?
H?, H?, H? ., H, H?, H? H? H? H® H? H? H? onde H=LeNéo

numero de células. A malha utilizada aqui é de 500 células e os nodos sao dados por

;

0 se 1 = 0,

h se 1 =1,
T, = < (3.167)

i1 + h sei = 107, com 1 < j <50,

| i1 + h%? caso contrério, com 2 < i < 500,

onde h = =. Nesta malha, h? = 3.0418¢ — 004.

107 Quadrado do comprimemto das células X107 Erro de Solugéo
35 T T T T 3.5 T T

1o | |

25
2.

0

l

%)

‘ -0.5
1

L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

0
=

= o
T

[
o
o

o
=)

Figura 12a - Representacao grdfica do erro de solugcao decorrente do FEMO2 para o

problema de Sturm-Liouville com condi¢oes de contorno de Robin-Robin.
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x10°° Erro de Solugdo em detalhe x10™ Erro da Derivada de 12 ordem
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Figura 12b - Representacao grifica dos erros de solugcao e de derivada de primeira
e sequnda ordens decorrentes do FEMO2 para o problema de Sturm-Liouville com

condigoes de contorno de Robin-Robin.

Para esta malha de 500 células, o algoritmo fem02_rr.m foi executado em 5.866246

segundos.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo do texto, consideramos o problema regular de Sturm-Liouville com

condicoes de contorno separaveis,

— % (k(x) j—;) + q(z) u(z) = f(x), a<z<b, (4.1)
agu(a) — o k(a) u'(a) = 7, (4.2)
Bou(b) + B k(b) u'(b) = n, (4.3)

com «q, a1, (o, (1, Y. € Y constantes dadas satisfazendo ag, oy, By, B1 > O,
ag+a; >0, fo+ 51 > 0eap+ [y > 0, e onde k(z), q(z) e f(z) sdo fungdes
suaves dadas, com k(z) > 0 e q(x) > 0 para todo x no intervalo [a, b]. Utilizando o
divergente discreto (derivada primeira discreta)

(Du)_y == ==, 1<i<N, (4.4)

e o gradiente discreto (derivada segunda discreta),

Fitl T 2o
(Gz); = QT’ 0<i<N, (4.5)

N =

chegamos ao método mimético de segunda ordem (MIMO02),

ki—l ki—l kz B
_ . U@'f% =+ <hi—1 + h/_z + qifé Lz;) Ui,% — h_iUH% = LF% fi7%’ (4.6)
cujo erro de truncamento é dado por
hi + hi,1
i = k;_ “ 1] — &t el
T(u)i1/2 1/2 Ui_1)9 ( ST )
1 " h? - h?,l
- L - U,;
6 T L (4.7)
1
T Ki iy (hi — hiz1)

+ O(L?—s/z) + O(L?—uz) + O(L12+1/2)7 1<i<N,

desde que k € C3([a, b]) e u € C*([a, b]).
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Para este método encontramos que os erros de solucao, de derivada de primeira

ordem e de derivada de segunda ordem sao dados, respectivamente, por

eo = O(?), en = O(h?), (4.8)
1

ol = Tgul Ly + OF),  1<i<N, (4.9)

E; = O(h?), 0<i<N, (4.10)

Por outro lado, para o método de elementos finitos de segunda ordem (FEM02),

I [+ vig1 — v = U — Ui = .
—E<k¢+;%—ki;T>+(Q*U)i=fi, 1<i<N-1,
’ it+3 i—3
(4.12)
tem-se que seu erro de truncamento é dado por
1

Para este método, os erros de solucao, de derivada de primeira ordem e de

derivada de segunda ordem sao dados, respectivamente, por

e; = O(R?), 0<i<N, (4.14)
k/
2 12 kif% =3 2 T2 L)
1 K 1
B (G 5u) (e~ 1)
i (4.16)

+ O(L? 1) + O(L?,,) + O(h?), 1<i<N-1

Em ambos os casos, os termos O(h?) tem tamanho limitado por Ch? para

alguma constante positiva C' que é dependente da solu¢ao u(z), mas é independente
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de 7 ou da malha particular considerada, e onde h é o parametro de espacamento da

malha dado por

N
L3 . (4.17)

T3
J=1

Nas figuras 13a e 13b usamos k(z) = 1+ 22, q(r) = —52% e u(z) = 1+ cos(x)
no intervalo [a,b], ag = 1, oy =0, By = 1 e 1 = 0. No primeiro grafico utilizamos
uma malha uniforme onde, para N = 100, h*> = e — 004, para N = 200, h? =
2.5¢ — 005, para N = 400, h? = 6.25¢ — 006 e para N = 800, h? = 1.5625¢ — 006. No
segundo grafico utilizamos uma malha nao-uniforme, cujas células tém espacamento

1 1 vooH, H, .. 1 H onde H=1e¢Néo

<%)0457 (%71)0.57"'7 205 9 (%71)0-57 (%) N

nimero de células. Para N = 100, h?> = 2.8099¢ — 004, para N = 241, h? =
7.0124e—005, para N = 600, h? = 1.7044e—005 e para N = 1490, h? = 4.2284e—006.

O ndmero de células foi escolhido de forma que o A? de um certo nimero de células
fosse 4 vezes maior que o h? de outro determinado ntmero de células, podendo
observar assim os resultados das equagoes (4.8) e (4.9). Tanto em malhas uniformes,
quanto em malhas nao-uniformes o erro de solucao ¢ da ordem de A? nos extremos,

e depende do espacamento L, 1 nos nodos internos.
2
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MIMO2: Erro de Solucdo (malha uniforme)

MIMO2: Erro de Solucao (malha ndo—-uniforme)

N =100
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Figura 13a - Erro de solucao do MIMO2 para malhas uniforme e nao-uniforme.
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x 10 °MIM02: Componente global do erro de solugéo (malha ndo-uniforme)

N = 100
2 - -
o
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_3 - .
-4 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 13b - Componente global do erro de solugao do MIMO2 para malha

nao-uniforme.

As mesmas funcoes e as mesmas malhas foram utilizadas na construcao dos
graficos da Fig. 14, onde podemos analisar o resultado (4.14). Verificamos que
tanto em malhas uniformes, quanto em malhas nao-uniformes, o erro de solucao é

exatamente da ordem de hZ.



102

. x 10”7 FEMO2: Erro de Solucéo (malha uniforme)
N =100
3r i
2r i
N =200
1f i
@ N = 400
] A—— — _
N =800 - _
_1 - .
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_3 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X
. X 10°° FEMO2: Erro de Solugdo (malha ndo—-uniforme)
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0 _ — N = 1490 —
1t N = 600 ]
© -2r N = 241 1
_3 - .
_4 - .
-Sr N =100 T
_6 - .
_7 Il Il Il Il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 14 - Erro de solu¢ao do FEMO2 para malhas uniforme e nao-uniforme.
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Nas figuras (15a) e (15b) observamos que as aproximagoes obtidas pelo FEM02
sao melhores que as obtidas pelo MIM02 em malhas uniformes ou nao-uniformes.
Observemos que os erros de solu¢ao do MIMO02 foram divididos por 10 para poderem

aparecer integralmente na figura.

x 10~ Erros de solugdo para FEM02, MIMO2 (malha uniforme, N=100)
14 T T T T

FEMO02
MIM02/10 |

12

10

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 15a - Erro de solu¢ao: MIMO02 x FEMO02.



x 10~° Erro de solugédo para FEM02, MIMO02 (malha n&o-uniforme, N=100)
2

15

0.5

-0.5

16

14

12

10

FEMO2
MIMO02/10

x 10" Erro de solucéo para FEM02, MIMO2 (malha ndo-uniforme, N=1000)

0.2

0.4 0.6 0.8 1

FEMO02
- MIMO02/10 |+
0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 15b - Erro de solucao: MIMO0O2 x FEMO02.
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Vemos claramente nos graficos das figuras (16a) e (16b) os resultados das equagoes

(4.10) e (4.15), ou seja, no MIMO2 o erro da solugao é exatamente da ordem de A?,

enquanto que no FEMO02 este erro possui uma parcela que depende do espagamento

L.

71—

1.
2

x 10> MIMO2: Erro da derivada de 12 ordem (malha ndo—uniforme)

[ N=1490

Figura 16a - MIMO2: Erro da deriada de 1* ordem.
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x 10°® FEMO2: Erro da derivada de 12 ordem (malha uniforme)

x 10 ° FEMO02: Erro da derivada de 12 ordem (malha nao-uniforme)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 16b - FEMO02: Erro da deriwada de 1* ordem.
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Neste caso, o MIMO02 comporta-se melhor que o FEM02 em malhas nao-

uniformes, conforme podemos observar na Fig. 17.

x 10°° Erro da derivada de 12 ordem: FEM02, MIM02 (malha uniforme)
6 ‘

FEMO02 (N=100)
al MIMO2 (N=100)

x 10°° Erro da derivada de 12 ordem: FEM02, MIM02 (malha n&o-uniforme)
3

-4F FEMO2 (N=100) |
MIMO2 (N=100)
-5 I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 17 - Erro da derivada de 1* ordem: MIMO02 x FEMO02.
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As equagoes (4.11) e (4.16) sdo ilustradas nas figuras (18a) e (18b). Para o

MIMO2, em malhas uniformes, o erro da derivada de segunda ordem depende apenas
L .

~ . ~ +
dos espagamentos L;_s, L;_1 e L; 1. Para malhas nao-uniformes, as razoes Ze
2 2 2 i1
2
L3 . ) , :
= : também influenciam este erro. Ja para o FEMO02, em malhas uniformes este
=3

erro depende apenas dos termos LF% e L, +1 conforme terceiro grafico da Fig. 40.

Para malhas nao-uniformes existe a dependeéncia da diferenca L;,1 — L;_1, e o erro
2 2

passa a ser de primeira ordem.
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x 10> MIMO2: Erro da derivada de 22 ordem (malha uniforme)

N =100

N =200

N =400

N = 800

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x 10> MIMO2: Erro da derivada de 22 ordem (malha ndo—-uniforme)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 18a - MIMO2: Erro da deriwada de 2* ordem.



E2

15F -
N =100
1} i
05¢ N =200 ]
N = 400
0 N = 800
_05 - _
-1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

E2

x 10> FEMO2: Erro da derivada de 22 ordem (malha uniforme)
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x 10"+ FEMO02: Erro da derivada de 22 ordem (malha n&o-uniforme)
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Figura 18b - FEMO02: Erro da deriwada de 2% ordem.
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No erro da derivada de segunda ordem, o MIMO02 comporta-se melhor que o FEM02

em malhas nao-uniformes, como podemos observas nas figuras (19a) e (195).

x 10> Erro da derivada de 22 ordem: FEM02, MIMO2 (malha uniforme)
3 T T T

FEMO2 (N=100)
MIMO2 (N=100) |

E2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

107 Erro da derivada de 22 ordem: FEMO02, MIMO2 (malha n&o-uniforme)
6 T T T

FEMO2 (N=100)
MIMO2 (N=100)

E2
o

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 19a - Erro da derivada de 2% ordem: MIMO02 x FEMO2.
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x 10~° Erro da derivada de 22 ordem: FEM02, MIM02 (malha n&o-uniforme)

FEM02/10 (N=1000)
MIMO2 (N=1000)
1 - -
0.5} i
)
_05 - _
_1 - .
_15 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 19b - Erro da derivada de 2* ordem: MIMO02 x FEMO2.

Como proposto inicialmente, apresentamos um procedimento de analise sim-
ples para a investigacao dos erros de aproximacgao em malhas arbitrarias decorrentes
de métodos de diferencas finitas, e elementos finitos, utilizados na discretizagao de
problemas de Sturm-Liouwville unidimensionais. O interesse fundamenal em expor
este tipo de procedimento foi a andlise deficiente existente de métodos de analise
classicos, como por exemplo, principios de maximo, teoria de M-matrizes, Perron-
Frébenius, estimativas sobre autovalores e operadores de Green discretos, que pode

ser verificada em [5], [8], [15] e [16].

Quando trabalhamos com operadores de Green discretos, observamos que,
garantindo consisténcia do método (ou seja, o erro de truncamento converge para
zero ao se refinar a malha) e garantindo também estabilidade (isto é, para uma

certa norma de operador, o operador de Green discreto é limitado, para qualquer
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malha), chegamos na convergéncia do método, ou seja, o erro de solugao vai a zero,
ao refinarmos a malha. Além disso, para um esquema estavel, se o erro de trunca-
mento tem ordem p, entao as estimativas obtidas para o erro de solucao também
tem ordem p, isto é, o erro de solucao possui, no minimo, a ordem do erro de trunca-
mento. Neste resultado residem ao mesmo tempo o poder e deficiéncia das técnicas
classicas de analise. Em varios casos, especialmente quando usamos malhas uni-
formes ou suaves, o erro de solucao tem a mesma ordem do erro de truncamento e a
analise classica fornece um procedimento simples capaz de identificar corretamente

o comportamento do erro de solucao. Em outros casos, porém, particularmente

h h

quando malhas nao-suaves sao empregadas, temos e” com ordem superior a 7",

fenomeno referido na literatura como supraconvergéncia '. Mais ainda, problemas
de contorno sao diferentes de problemas evolutivos em que, para os primeiros, con-
sisténcia nao € condi¢cao necessaria para convergéncia, ou sequer para estabilidade.
Por exemplo, os métodos de operadores de suporte (ou miméticos) desenvolvidos
por pesquisadores no LANL (Los Alamos National Laboratory, em Los Alamos,
USA) sao notoriamente inconsistentes, mesmo em malhas uniformes, e ainda assim
convergem, mostrando excelente desempenho em problemas pouco regulares, isto é,
coeficientes ou malhas de baixa regularidade, de tipo eliptico ou parabdlico [7], [8].
Alternativas encontradas na literatura para analise mais fina de convergéncia nestes
casos examinam em maior detalhe o operador de Green [15], estimando cuidadosa-
mente seus elementos e derivadas discretas. Este é um procedimento laborioso que
facilmente se torna inviavel, particularmente em esquemas com mais de uma ordem
de supraconvergeéencia, como por exemplo para métodos miméticos em malhas pouco

h

regulares, onde pode ocorrer 7" — 0o ao h — 0.

INa literatura de elementos finitos, usamos o termo superconvergéncia para denotar a ocorréncia
de erros de ordem superior em determinados nodos ou regioes da malha, em comparagao com os
demais pontos [20].
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Na analise que apresentamos, com esforco relativamente pequeno foi possivel
descrever muito detalhadamente o comportamento dos erros de solucao e de primeira
e segunda derivadas para esquemas diversos em malhas arbitrarias. Como vimos, es-
tas técnicas dependem de se conseguir estimar suficientemente bem o erro E”, o que
requer menos conhecimento sobre o operador G", se comparado com os métodos
cldssicos referidos acima para a andlise de e”. A extensdo destas técnicas para

problemas multidimensionais, caso se mostre possivel, representaria um dos mais

importantes avancos na andalise numérica de problemas de contorno.

h EM e E" sdo obtidos pontualmente em suficiente detalhe,

Como os erros e
podemos utilizar estes procedimentos para examinar efeitos de supraconvergéncia de
métodos discretos em malhas nao-suaves. Mais ainda, estas técnicas podem ser uti-
lizadas para explorar efeitos de supraconvergéncia em métodos de ordem superior,

em muitos casos observados apenas experimentalmente na literatura [17] (malhas

nao-uniformes).

Além dos problemas considerados acima, é util observarmos que as técnicas de
analise desenvolvidas no contexto de problemas de contorno em malhas arbitrarias
podem ser modificadas para examinar erros em procedimentos numéricos similares
como por exemplo métodos de ordem superior [17], métodos de diferenciagio com-
pacta ou aprorimacao por splines em malhas gerais, que é um problema de interesse
visto que as estimativas conhecidas presentemente tendem a superestimar a magni-

tude dos erros em tais malhas.
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