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RESUMO

Nesta tese fizemos uma anélise detalhada do comportamento dos emaranhamentos térmico
e do estado fundamental de aglomerados de spin quanticos. Para o caso de dois spins,
encontramos e caracterizamos uma rica estrutura de padroes de emaranhamento térmico
em fung¢ao dos parametros do hamiltoniano do modelo XY. Propusemos um procedimento
para se extrair a componente quantica das fungoes de correlacao de spin, cujo compor-
tamento é afetado por variagdes nos padroes de emaranhamento. Aglomerados de trés
e quatro spins foram considerados numa andlise do efeito de modificagbes na topologia
da rede de acoplamentos, pela variacao da interacao entre spins nao vizinhos, sobre o
emaranhamento entre spins e também sobre o emaranhamento global. Os resultados de-
monstram que a presenca de acoplamentos adicionais nao apenas cria emaranhamento

multipartite mas também modifica sua natureza.

Palavras-chave: padroes de emaranhamento, aglomerados de spin, topologia
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ABSTRACT

In this thesis we performed a detailed analysis of the behavior of thermal and ground-
state entanglement of quantum spin clusters. For the case of two spins, we discovered
and characterized a rich structure of thermal entanglement patterns as functions of the
hamiltonian parameters of XY model. We proposed a procedure to extract the quantum
component of spin correlation functions, whose behavior is affected by variations on the
entanglement patterns. Clusters of three and four spins were considered for an analysis of
the effect of modifications in the topology of the network of couplings, by the variation of
the interaction among non-neighboring spins, on both the pairwise entanglement and the
global entanglement. The results demonstrated that the presence of additional couplings

not only create multipartite entanglement but also can modify its nature.

Keywords: entanglement patterns, spin clusters, topology
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Questoes controversas sobre a interpretacao da mecanica quantica marcaram a teoria
desde os seus primdrdios [1], o que de certa forma é natural tendo em vista a forma
como suas consequéncias contrastavam com nogoes amplamente aceitas pela comunidade
cientifica como o conceito de realismo local. O emaranhamento figura como a mais mar-
cante caracteristica da teoria quantica que a distingue da teoria classica. Trata-se de
correlagoes que podem existir mesmo entre sistemas completamente isolados entre si,
sem interagao direta nem comunicacao classica entre eles, o que contraria diretamente a
idéia de realismo local. Estas correlacoes foram primeiramente discutidas por Einstein em
seu famoso artigo EPR [2] onde ele as apresentava como uma evidéncia da incompletude
da teoria quantica. Schrodinger[3] discutiu também o assunto e utilizou pela primeira a
vez o termo emaranhamento. A questao reapareceu com os trabalhos de Bell [4] onde um
conjunto de desigualdades que podiam testar a existéncia destas correlagoes nao-locais
na natureza foi estabelecido. Com estes resultados, experimentos envolvendo desigual-
dades de Bell[5] puderam ser realizados em laboratdrio e evidenciaram a existéncia de
emaranhamento na natureza.

Com o surgimento da teoria da informagao quantica e da computacdo quantica [6],
o emaranhamento acabou ganhando um importante papel como recurso fisico para o
processamento e transmissao de informagao quéantica[7]. Como exemplo, podemos citar
o teleporte quantico[8], onde emaranhamento é consumido na transferéncia de um estado
quantico desconhecido entre dois observadores separados utilizando apenas operagoes
locais e comunicagao cldssica (OLCC). Em criptografia quantica, o compartilhamento
de um par EPR possibilita a transmissao de informacao criptografada de maneira mais
segura do que os protocolos cldssicos. Algoritmos quanticos, como o algoritmo de Shor[9]
para fatoracao e o de Grover[10] para busca, apresentam ganhos de desempenho em
relacao a algoritmos classicos na realizacao das mesmas tarefas. Apesar de ainda nao ter

sido provado, acredita-se que o emaranhamento tem um papel fundamental no ganho de
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desempenho em algoritmos quanticos. Por estes e outros motivos, deu-se inicio a uma
intensa atividade de pesquisa que pode ser denominada teoria do emaranhamento[11, 12]
que trata da quantificacao, classificacao e utilizagdo do emaranhamento em aplicagoes
praticas.

Sem duvida, o primeiro grande desafio para a teoria do emaranhamento é quantificar
o emaranhamento existente em um estado quantico arbitrario. Para o caso de emara-
nhamento bipartite (entre dois subsistemas), existem quantificadores como a entropia de
emaranhamento[13] e a concorréncia[l4] vélidos para estados quanticos puros. Entre-
tanto, em sistemas mais realistas o estado quantico é misto devido a perda de informagao
resultante do contato com o ambiente externo. Nesses casos, o problema é bem mais
complicado e, muitas vezes, nao é possivel nem mesmo afirmar se um estado é emara-
nhado ou ndo. Emaranhamento de formagao[13], concorréncia e negatividade[15] sao os
quantificadores mais comuns neste caso, mas sé existe solugao exata para o caso do emara-
nhamento de formacao e concorréncia entre dois sistemas de dois niveis (qubits)[14]. Para
sistemas de dimensao arbitraria, é possivel utilizar a negatividade ou uma outra versao
da concorréncia[l6] para encontrar limitantes inferiores e superiores para a concorréncia
em estados mistos[17, 18].

Mais recentemente, o estudo do emaranhamento ganhou uma motivagao adicional
com as aplicagdes em sistemas de interesse em fisica da matéria condensada[19] como os
sistemas de spin e pseudo-spin, que sao candidatos a realizacao fisica de computadores
quanticos[20, 21, 22, 23]. E necessario, portanto, conhecer o grau de emaranhamento
presente e como ele se comporta com a variacao de parametros do hamiltoniano de tal
forma que seja possivel, por exemplo, gerar de forma controlada estados quanticos com
quantidades especificadas de emaranhamento para aplicagoes em computacao quantica.
Com esta e outras motivagdes, estudos de emaranhamento em aglomerados de spin [24, 25,
26, 27, 28, 29| tem sido frequentemente realizados. Para estes sistemas, é possivel obter
solugoes analiticas fechadas para o emaranhamento tanto no estado fundamental quanto
no estado térmico. Com respeito ao emaranhamento térmico, podem existir regioes no
espago dos parametros onde o emaranhamento aumenta com a temperatura[24, 25, 26, 27,
30, 31]. Outra caracteristica peculiar é que o emaranhamento nao decai assintoticamente
com a temperatura mas colapsa apés uma certa temperatura limite[32]. Outro efeito
notavel da presenga de ambientes externos ¢ a criagao de emaranhamento por ambiente
onde dois subsistemas desacoplados em um estado inicial separavel evoluem para um
estado emaranhado devido ao contato com um ambiente comum [33, 34, 35, 36].

Estudos de emaranhamento em redes de spin quanticas envolvem transicoes de fase
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quanticas[37], onde se tem verificado que o emaranhamento apresenta comportamento
de escala bem definido nas proximidades de pontos criticos quanticos. Este comporta-
mento foi inicialmente constatado no modelo XY através da divergéncia da derivada
da concorréncia entre dois spins em relagdo ao campo magnético externo[38, 39, 40]
e, também, através do emaranhamento entre um bloco de spins contiguos e o restante
da cadeia[41, 42, 43, 44], medido pela entropia de von Neumann da matriz densidade
reduzida. Estes resultados indicam que o emaranhamento pode ser o responsével pela
diferenca no comportamento das fungoes de correlagoes nas proximidades do ponto critico
em relacao ao seu comportamento longe do ponto critico. Outro importante resultado
é a existéncia de campos fatorizantes ou intervalos de separabilidade, os quais separam
tipos distintos de emaranhamento denominados de paralelo e antiparalelo[45, 46, 47]. Em
sistemas com interacao de curto alcance, o emaranhamento entre dois spins se restringe
aos primeiros vizinhos enquanto que nas proximidades do campo fatorizante, o alcance
se estende por toda a cadeia. J4 em sistemas com interacao de alcance infinito, como
o modelo LM G[48], o emaranhamento entre dois spins é o mesmo, independentemente
da distancia entre eles. Estudos da entropia de blocos[49, 50, 51] mostram um com-
portamento semelhante ao obtido para o modelo XY, mas nos pontos criticos ocorre
divergéncia na concorréncia entre dois spins arbitrarios[51].

O conceito de transicoes de fase quanticas como singularidades na energia livre do es-
tado fundamental no limite termodinamico[37] nao se aplica em aglomerados com poucos
spins. Da mesma forma, ordens quanticas como ordenamentos no estado fundamental
separadas por transi¢oes de fase quanticas também nao parecem fazer sentido. Entre-
tanto, se considerarmos que a ordem quantica também caracteriza diferentes padroes de
emaranhamento[52], é possivel estender esse conceito para sistemas com poucos spins pela
caracterizagao de diferentes padroes de emaranhamento como fungoes dos parametros do
hamiltoniano e de parametros externos como a temperatura do banho térmico. Nesta
tese, trabalhamos na caracterizacao destes padroes de emaranhamento em sistemas des-
critos por modelos com interacao XY inicialmente com apenas dois spins e, em seguida,
com 3 e 4 spins onde analisamos o comportamento do emaranhamento em relacao as
diferentes topologias da rede de acoplamentos.

Esta tese estd organizada da seguinte maneira: No capitulo 2, apresentamos inici-
almente as propriedades gerais e os principais quantificadores de emaranhamento. Em
seguida, apresentamos as motivagoes para o estudo de aglomerados de spin quanticos no
contexto de informacao quantica. A motivacao nesse caso é que tais sistemas sao candi-

datos a implementacao de algoritmos quanticos através de um mapeamento dos mesmos
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em caminhadas quanticas sobre grafos, que sao utilizadas para descrever realizacoes de
diversas portas quanticas. Em seguida, analisamos a aplica¢ao do emaranhamento no es-
tudo de transicoes de fase quanticas e na caracterizagao de ordens quanticas. O capitulo 3
¢ dedicado ao estudo do modelo XY com dois spins na presenca de um campo magnético
uniforme, onde estudamos o emaranhamento tanto no estado fundamental quanto no
estado térmico em funcao de parametros do hamiltoniano e da temperatura do banho
térmico. Foi realizada uma caracterizagao dos diversos padroes de emaranhamento defi-
nidos pelo comportamento da concorréncia em relacao aos parametros do hamiltoniano
e da temperatura. Em seguida, passamos ao estudo das fungoes de correlacao de spin,
onde apresentamos um procedimento para extrair a componente puramente quantica,
utilizando para isso as decomposicoes 6timas da matriz densidade que definem o ema-
ranhamento de formacao. A componente puramente quantica é sensivel aos padroes de
emaranhamento, o que nao acontece com as funcoes de correlacao estatisticas, que quan-
tificam conjuntamente correlagoes classicas e quanticas.

No capitulo 4, passamos ao estudo de aglomerados com 3 e 4 spins onde o objetivo
foi o de analisar o efeito de mudangas de topologia devidas a insercao de interagao entre
spins nao vizinhos. Esta andlise é motivada pela necessidade de buscar otimizacoes de to-
pologias para a criagao e distribuicao de emaranhamento. No caso de 3 spins, estudamos
sistemas nas configuragdes trimero (cadeia aberta) e triangulo, que se diferenciam pela
presenca de interacao entre os spins extremos na configuragao triangulo. Os resultados
mostram que a presenca desta interacao adicional gera emaranhamento entre os spins
extremos ao passo que o emaranhamento entre spins vizinhos apresenta distintos padroes
de comportamento conforme a interacao entre os extremos é variada. Analisamos ainda
o comportamento do emaranhamento global, que quantifica o emaranhamento multipar-
tite, e da parte armazenada em concorréncias entre pares, o que mostra que a interagao
adicional gera emaranhamento multipartite mas pode tanto criar quanto destruir ema-
ranhamento entre pares. No caso de aglomerados de 4 spins analisamos a cadeia XY
e o sistema LM G onde todos os spins interagem mutuamente com a mesma constante
de acoplamento. Estes sistemas se diferenciam, portanto, pela presenca de interacao de
segundos vizinhos no sistema LM G. Nesse caso, tanto a concorréncia entre spins vizinhos
quanto entre segundos vizinhos podem apresentar diferentes comportamentos em relacao
a adicao de interacao em dois novos pares de spins. A identificagao dos padroes de ema-
ranhamento de pares foi realizada através do comportamento do emaranhamento global
e da parte armazenada em pares. Um comportamento comum aos casos de 3 e 4 qubits é

que as interacgoes adicionais modificam a quantidade de certos tipos de emaranhamento,
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além de, em certas regioes, modificar a natureza deste emaranhamento conforme evi-
denciado pela transferéncia de emaranhamento em pares para a parte indisponivel para
concorréncia de pares. Apresentamos, ainda, nos apéndices A e B, resultados para a
concorréncia no estado térmico para os modelos de 3 e 4 spins nas diferentes topologias
analisadas.

Apresentamos no apéndice C, perspectivas sobre a utilizacao do formalismo de inte-
grais de trajetdria de estados coerentes de spin[53, 54, 55] no célculo de emaranhamento
em sistemas de spin. A construcao dos estados coerentes de spin através do método geral
apresentado em [54] é realizada e os resultados sao utilizados para o célculo da entropia
de emaranhamento de um bloco de spin de uma cadeia em relagao aos demais spins no
ponto critico quantico, sendo recuperada a dependéncia logaritmica com o tamanho do
bloco[55]. Apesar de nao apresentarmos nenhum resultado original, os resultados apre-
sentados e o método empregado se mostram promissores para aplicagoes em pesquisas
futuras. O capitulo 5 é reservado para as conclusoes e principais perspectivas do trabalho

apresentado nesta tese.



CAPITULO 2

EMARANHAMENTO: PROPRIEDADES E
QUANTIFICADORES

Emaranhamento é um dos mais importantes conceitos na distingao entre a mecanica
quantica e a classica, pois descreve de um tipo particular de correlacao que nao pode ser
criada por nenhum sistema classico. A natureza, muitas vezes contra-intuitiva, destas
correlagoes se tornou alvo de intensas discussoes desde os primérdios da teoria quantica
[2, 4]. No entanto, apenas recentemente com o advento da computagao quantica e da
informagao quantica [6], o conceito de estados emaranhados migrou do campo das dis-
cussoes filosoficas para os laboratérios como uma fonte valiosa para o processamento e
transmissao de informagao quéantica [7] com velocidades surpreendentemente superiores
as obtidas usando algoritmos que nao utilizam estas correlagoes. Nao é exagero afirmar
que o emaranhamento é tao relevante para a teoria da informacao quantica atualmente
como a energia ¢ para a termodinamica. Mas nao para por ai, o estudo do emaranha-
mento em sistemas fisicos de interesse como as cadeias de spin quanticas tém sido alvo
de intensa pesquisa nos ultimos anos [19], principalmente devido as aplicagoes no estudo
de transi¢oes de fase quanticas [38, 39] e, também, por esse tipo de sistema estar en-
tre os candidatos a implementagao de algoritmos quanticos [20, 21, 22, 23]. Com essa
motivagao, muitos esforcos tém sido feitos com o intuito de gerar e controlar estados
quanticos com quantidades especificadas de emaranhamento. E necessario, antes de mais
nada, saber o grau de emaranhamento contido em um estado quantico arbitrario, o que
nao é uma tarefa facil[11]. Em muitos casos, nao é possivel nem ao menos identificar
se um estado arbitrario é ou nao emaranhado. Entretanto, tem sido possivel encontrar
alguns procedimentos para realizar, ainda que de forma limitada, tal tarefa.

Este capitulo estd dividido em duas secoes. Inicialmente, fazemos uma revisao dos
conceitos fundamentais e da quantificacao de emaranhamento em estados quanticos ar-

bitrarios. Primeiramente, tratamos apenas de estados puros, para os quais é possivel
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quantificar o emaranhamento bipartite. Em seguida, discutimos a quantificacao de ema-
ranhamento em estados mistos arbitrarios, onde temos uma solugao completa apenas
para o caso de emaranhamento bipartite entre dois subsistemas de dois niveis (qubits).
A dltima secao é destinada as aplicagoes do emaranhamento no estudo de sistemas de

interesse em matéria condensada.

2.1 EMARANHAMENTO E NAO-LOCALIDADE: EVOLUCAO DAS IDEIAS

A presenca da nao-localidade na teoria quantica foi durante muito tempo um contro-
verso tema de discussao sobre a completeza da teoria. O pivo de todas as discussoes
foi o famoso artigo EPR[2] onde as consequéncias deste comportamento foram evidenci-
adas por experimentos mentais propostos no artigo. Para vermos claramente como este
comportamento surge, suponha que dois spins interagem entre si de forma a produzir o

estado

1

7)) = 7

[|01) 4 |10)], (2.1)

onde |0) representa o spin orientado para cima e |1), o spin orientado para baixo. Suponha
agora que os dois spins sao separados de forma a ficarem completamente desacoplados
entre si e sem qualquer canal de comunicagao entre eles. Se um observador com acesso a
um dos spins realizar uma medi¢ao da componente z e encontrar o resultado 0, o estado
do sistema é projetado para |01), o que significa que se imediatamente apds essa medigao
o outro observador realizar a mesma medicao sobre o seu qubit s6 podera encontrar o va-
lor 1. Isto significa que existe uma correlagao entre os resultados das medicoes realizadas
sobre os dois sistemas mesmo estando desacoplados e sem comunicagao entre si. Como
isso seria possivel? Schrodinger [3] foi o primeiro a discutir essa questao apés Einstein.
Em seu trabalho ele utilizou o termo verschrankter, traduzido posteriormente como ema-
ranhamento. Apds uma série de debates envolvendo principalmente Niels Bohr e Einstein,
o tema acabou adormecendo. Em 1964, Bell encontrou um conjunto de desigualdades
[4], as desigualdades de Bell, que deveriam ser satisfeitas por qualquer teoria que nao ad-
mitisse correlagoes nao-locais. Esse resultado foi crucial para a verificagao experimental
de que este carater nao-local da teoria quantica é observado na natureza [5]. A partir
dai, j& com versoes diferentes como as desigualdades CHSH [56], as desigualdades de Bell

passaram a ser utilizadas como testes de separabilidade. No entanto, trabalhos posteri-
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ores mostraram que as desigualdades de Bell, apesar de evidenciarem as correlagoes nao
locais, nao capturam todas as formas de emaranhamento. Particularmente, foi construido
um conjunto de estados [57] que apesar de satisfazerem todas as hipéteses que levavam
as desigualdades de Bell, nao podiam ser gerados classicamente. Posteriormente, foi de-
monstrado que alguns estados com esta propriedade poderiam violar as desigualdades
de Bell apds um procedimento denominado destilacao, onde por intermédio de operacoes
locais e comunicacao cldssica (OLCC), seria possivel converter estes estados em estados
puros que violariam as desigualdades de Bell. Exemplos deste tipo levantam a questao

de se estados nao-destilaveis satisfazem as desigualdades de Bell.

Separabilidade

TPP —~—=»-| Modelos VLE

lﬁ\l

N&o-Destilabilidade| =~ = Des(;%”gg?des

Figura 2.1 Diferentes niveis de classicalidade. As setas cheias indicam implicacoes existentes
entre diferentes niveis enquanto que as setas como ponto de interrogagao indicam possiveis
implicacoes ainda nao estabelecidas. [Figura retirada da ref. [58]]

Na figura 2.1, um diagrama demonstra os diferentes niveis de classicalidade [58] com
as implicacoes ja existentes entre eles, assim como as possiveis implicagoes ainda nao
estabelecidas satisfatoriamente. Vemos que os estados separaveis satisfazem o critério
da transposta parcial positiva (TPP), admitem um modelo de varidveis locais escondidas

(VLE) e satisfazem as desigualdades de Bell. Sabe-se, também, que estados emaranhados
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que satisfazem o critério TPP nao sao destilaveis, entretanto ainda nao se sabe se a vali-
dade do critério TPP ¢é condigao necessaria para a nao-destilabilidade. Como nao existem
contra-exemplos, conjectura-se que a validade de TPP também implica na existéncia de
modelos VLE, o que ainda nao esta comprovado. Outra questao em aberto diz respeito a
conexao entre nao-destilabilidade e as desigualdades de Bell. Como podemos ver, ainda
h& um longo caminho a ser percorrido até entendermos a estrutura do espago de estados
da mecanica quantica.

Paralelamente a este importante desenvolvimento da classificacao de estados emara-
nhados, surge a teoria da computacao quantica e da informacao quantica[6] na qual o
emaranhamento encontra sua mais importante aplicagao pratica como uma valiosa fonte
para o processamento e transmissao de informacao quantica. Como exemplos de algumas
aplicacoes, podemos citar a criptografia quantica, o teleporte, o cédigo denso entre outras.
Embora ainda nao exista um consenso entre os pesquisadores, o emaranhamento pode
ser o principal ingrediente responsavel pelo ganho de eficiéncia dos algoritmos quanticos
em relagao aos classicos. Nas préximas secoes, passamos aos aspectos mais formais da
teoria do emaranhamento, discutindo sucintamente os principais quantificadores, tanto

para estados puros quanto para estados mistos.

2.2 EMARANHAMENTO DE ESTADOS PUROS

Dizemos que um estado puro arbitrério |¢)) é emaranhado quando ele nao pode ser escrito

como um produto direto entre os estados puros de cada um dos seus subsistemas, ou seja:

) # [¢1) @ |1h2) @ ... @ |ih). (2.2)

Fisicamente, o lado direito da (2.2) significa que operagoes arbitréarias realizadas sobre
um dos subsistemas nao afetam os demais. Em outras palavras, nao existem correlacoes
entre eles. Note que o enunciado acima define o que um estado emaranhado nao é: se-
paravel. Suponha que tenhamos um estado arbitrario |¢)) que sabemos nao ser separavel,
mas quao emaranhado é este estado? Ou quao distinto este estado é do conjunto de
estados separaveis? Nas segOes seguintes, apresentamos alguns quantificadores de ema-

ranhamento, os quais respondem a essas questoes.
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2.2.1 A Decomposicao de Schmidt

Considere dois subsistemas S; e Ss, cujos estados pertencem aos espacos de Hilbert H;
e Hy com bases de estados normalizados By = {|fi)} e By = {|gi)} respectivamente. O

estado puro mais geral |¢)) pertencente ao espago de Hilbert H = H; ® Hs é escrito como:

N1 Na

) =D Cylfi) ® lgy), (2.3)

i=1 j=1

onde C;; = (fi| ® (g;|¢). Definindo agora o estado |x;) = E;le Cijlg;), obtemos

=3 1l

A matriz reduzida do primeiro subsistema p; é obtida através do traco parcial sobre os

graus de liberdade do segundo subsistema, o que leva a

N1 Ni

pr="Tra ([0)(W1) = D> OGhalfi (-

i=1 j=1

Utilizando a definicao de |x;) obtemos que (x;|x:) = (C’C’T)ij, onde C é a matriz
N; x Ny formada pelos coeficientes Cj;. O operador CCT corresponde a uma matriz
quadrada de dimensao /Ny além de ser completamente positiva, ou seja, tem todos os seus
autovalores positivos. E sempre possivel obter uma forma diagonal para esses coeficientes
através de transformacoes unitarias U e V sobre as bases de H; e Hs respectivamente.

Sendo \; os autovalores de CCT, os coeficientes Cj; podem ser escritos como:
Cij = Z Uit VV A0 Vi
kl

Substituindo esta expressdo na expansao de |¢) na base |f;) ® |g;), obtemos a seguinte

forma final:

) =3 V) @ v, (4

onde N = min (N1, Ns), |u;) e |v;) sdo os vetores das novas bases obtidas pela atuacao das
transformacoes unitarias U e V sobre as bases iniciais. Esta decomposicao é denominada
Decomposicao de Schmidt e os coeficientes \; os coeficientes de Schmidt. Observe que

as correlacoes entre os subsistemas sao explicitas nesta forma, se o primeiro subsistema
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for encontrado no estado |u;), entdo o segundo esta no estado |v;). O nimero r de As
nao-nulos determinam se os dois subsistemas estao emaranhados. Se r = 1, o estado [¢)
é separavel enquanto que para qualquer r > 1, o estado é emaranhado. Para encontramos
um quantificador de emaranhamento baseado nos coeficientes de Schmidt, é necessario
definirmos uma nova quantidade que satisfaca os requisitos de um quantificador de emara-
nhamento [13]. Uma alternativa é utilizar a Entropia de Shannon[59] H = — ). p;log p;,
onde {p;} é uma distribui¢do de probabilidade classica. Aqui, utilizam-se os coeficientes

de Schmidt no lugar das probabilidades classicas.

() =— Z&' log A;, (2.5)

onde o logaritmo ¢ calculado na base 2.

Como a entropia de Shannon é geralmente calculada sobre as probabilidades em uma
distribuicao de probabilidades classica, ela é usualmente tratada como classica. Aqui,
como ela esta sendo aplicada sobre os coeficientes de uma superposicao coerente de esta-

dos quanticos, a quantidade obtida é de natureza quantica.

2.2.2 Entropia de von Neumann

A entropia de von Neumann [6] é a versdao quantica da entropia de Shannon. Na mecanica
quantica, as distribuigoes de probabilidades classicas correspondem a misturas estatisticas

de estados puros expressa pela matriz densidade

p= Do milvi) (il (26)

A matriz densidade assume a forma de uma distribuicao classica quando existe apenas

elementos na diagonal. A entropia de von Neumann S (p) é dada por:

S(p) = =Tr(plogp). (2.7)

Note que a defini¢ao da entropia de von Neumann nao depende da decomposi¢ao par-
ticular {p;, [¢;) }, mas apenas da matriz densidade p. Esta é uma propriedade importante
porque existem infinitas decomposigoes validas para a matriz densidade, conforme vere-
mos adiante no contexto da quantificacao de emaranhamento em estados mistos. Quando

a matriz densidade é proporcional a identidade, a entropia de von Neumann é méaxima
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enquanto que no caso em que p corresponde a um estado puro, a entropia é nula.
Considere que um sistema S isolado, composto de dois subsistemas 1 e 2, esta num
estado puro [¢))12. A matriz densidade associada a este estado tem, portanto, entropia
nula, o que significa que existe informacao méxima sobre o estado quantico do sistema. O
estado de cada subsistema individualmente é obtido através da operacao de traco parcial
sobre o subsistema restante. Se o estado p; do subsistema 1, por exemplo, for um estado
puro, entao podemos afirmar que o estado inicial é separavel p = |¢) (Y| = p1 @ pa. Assim,
o grau de emaranhamento contido em |¢)) pode ser medido pela entropia de von Neumann

associado a matriz densidade reduzida[13]:

E(p)=5(p) =—Tr[pilogpi], p1=Trap. (2.8)

Fisicamente, isto significa que se tivermos dois observadores com acesso apenas ao seu
subsistema, eles nao podem ter acesso a informacao completa presente no estado quantico
global. A entropia da matriz reduzida mede o grau de informacao inacessivel ao se
observar o sistema localmente.

Para exemplificar, vamos aplicar esta definicao ao estado EPR |¢) = == [|01) + [10)].

V2
A matriz densidade p e as matrizes reduzidas p sao dadas por:
0000
110110 1110 (29)
= - s = = - s 2.
P 2l 011 0 PA = PB 210 1 9
0000

onde usamos a base canonica {|00), |01), |10}, |11)}. O estado reduzido de cada subsistema
¢ um estado de ignordncia méxima sobre o estado, ou seja, os estados |0) e |1) s@o

igualmente provaveis. O grau de emaranhamento no estado EPR é, como esperado:

E (pepr) = 1. (2.10)

2.2.3 Concorréncia

Para o caso particular onde os subsistemas sao sistemas de dois niveis, é possivel expres-
sar o emaranhamento de uma forma que facilita a manipulacao algébrica. Para comecar,
utilizamos ao invés da base candnica, uma base ortogonal constituida dos 4 estados ma-

ximamente emaranhados:
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) = 7[\01>+|1o>1 (2.11)
us) = %HOD 10)] (212)
jus) = \%noowum (2.13)
) = == 1100) 1) (2.14)

Nesta base, um estado puro arbitrario |1)) pode ser escrito como:

4

) = Zci|ui>a (2.15)

i=1
onde ¢; = (u;|Y). A matriz densidade reduzida p; pode ser expandida na base de matrizes
de Pauli {I, 0%, 0¥, 0%}:

1 1 141 '
— [[+icno® + iago? + iazo®] = 5 ey Ao , (2.16)

L= 2 —Qip + iOél 1-— iOég

onde

a1 = C3C] — C1C3 + C4Cy — C2Cy
Qg = CoCy — C3C5 — C1C) + C4€)
Q3 = CoC) — C1C5 + €3C; — C4C5.

Agora basta encontrar os autovalores desta matriz e calcular a entropia de von Neu-

mann utilizando a matriz reduzida em sua forma diagonal. Os autovalores sao
A = (1/2) [1 +VI- 02} ,

onde A
=13 (247)
i=1

A entropia de von Neumann pode ser escrita, entao, na forma:

S(o) = H [ﬂ] , (218)
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onde H (z) = —zlogz — (1 —x)log (1 — ) é a Entropia de Shannon. Assim, o emara-
nhamento se anula quando C' = 0 e é maximo quando C' = 1. Além disso, a fungao S (C)
¢ monotonica crescente. Assim, a prépria funcao C' é um quantificador de emaranha-
mento, o qual é denominado de Concorréncia[l4]. A forma mais comum de expressar a

concorréncia C' de um estado puro arbitrédrio |¢) é:

C = [{Ylo? @ a|¢7)], (2.19)

onde o estado 0¥ ® o¥[1)*) é a reversao temporal do estado [¢)). A concorréncia tem
a vantagem de fornecer uma método mais operacional de determinar o emaranhamento
entre dois qubits. Nao é necessario, por exemplo, obter a matriz densidade reduzida de
1 qubit. No entanto, este quantificador de emaranhamento se limita ao caso de 2 qubits
apenas, o que é uma limitacao muito grande dada a necessidade de usar quantificadores de
emaranhamento na analise de sistemas com varios qubits para aplicagoes em computacao
quantica. Na forma como foi definida, nao é possivel generalizar a concorréncia para
tratar sistemas com dimensoes maiores que 2. Entretanto, outras versoes da concorréncia
tem surgido na literatura, que podem ser estendidas para dimensao arbitraria. Uma delas

¢ a ©—Concorréncia [60] definida como:

Ce = [(¢[O)], (2:20)

onde © é um operador anti-linear, ou seja © (¢1|1)1) + catha)) = ¢;OY1) + c3O)q), que
é unitario O = ©7! além de satisfazer ©? = I. Claramente, esta definicdo depende do
operador © o que significa que nao se trata de uma quantidade univocamente definida.
Além disso, para dimensoes maiores que 2, nenhum operador © é conhecido tal que
Co = 0 se e somente se o estado for separavel.

Outra opgao é conhecida como /—Concorréncia [16] definida como

IC = +/2[1 — Trp?], (2.21)

onde p, é a matriz densidade reduzida de um dos subsistemas. Ao contrario da ©—Concorréncia,
IC' é tnica para um dado estado [|¢) além de coincidir com a concorréncia para o caso
de 2 qubits.
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2.3 EMARANHAMENTO DE ESTADOS MISTOS

Estados quanticos puros ocorrem apenas em sistemas quanticos isolados e, por esse mo-
tivo, nao descrevem de maneira completa o comportamento de sistemas fisicos realisticos,
onde a interacao com o ambiente externo resulta em efeitos de descoeréncia e dissipagao
fazendo com que o estado do sistema nao possa ser descrito por um estado puro. Nesses
casos, o estado quantico corresponde a uma mistura estatistica de estados puros.

Dada uma decomposigao {p;, [1;)}, onde p; é a probabilidade de ocorréncia do estado

puro [1;), o estado misto p pode ser escrito como:

p="> pilthi)(il. (2.22)

i=1
Uma dificuldade é que esta decomposi¢ao da matriz p em matrizes de estados puros
nao é unica. Na verdade existem infinitas decomposigoes diferentes {g¢;, |¢;)} que levam
a mesma matriz densidade p. Usando estados sub-normalizados |u;) com (u;|u;) = p;, é
possivel mostrar que as decomposicoes sao relacionadas entre si por uma transformagcao

unitaria, ou seja:

p=> luy(uw| = |oj)v;| = |us) =D Uyjlvy) (2.23)
i J J

Para estados mistos, a quantificacao do emaranhamento se torna bem mais compli-

cada, ja que nesse caso existem também correlagoes classicas presentes. E necessario, por-

tanto, estabelecer claramente a disting¢ao entre as correlagoes quanticas e as classicas. E

neste ponto que entra o importante conceito de Operagoes Locais e Comunicagao Classica

(OLCC) que trataremos a seguir.

2.3.1 Operacoes Locais e Comunicacao Classica - OLCC

Para entendermos melhor o conceito de estados emaranhados com respeito a preparacao
dos estados, o conceito de Operagoes Locais e Comunicagao Classica (OLCC)[13] é fun-
damental, pois trata-se da operacao mais geral que nao pode gerar estados emaranha-
dos. Este tipo de operacao estd inserido no conceito mais geral de mapas ou operagoes
quanticas [6], as quais incluem operagoes unitarias, ruido e dissipacao devido ao acopla-
mento com ambiente externo e acoplamento a um sistema de medicao.

A figura 2.2 ilustra a chamada representacdao de ambiente das operagoes quanticas. O
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/7~ Ambiente "\ /" Ambiente "\
Ps @ Pa U ) =Ufp@pU
A

Tr,p'

Ps e Yo \l

N Y A,

Figura 2.2 Representagdo de ambiente das operagoes quanticas p — P (p). A esquerda, o
sistema inicial estd no estado ps separavel do ambiente que estd no estado p,. Uma operagao
unitaria U atua sobre o conjunto sistema+ambiente levando ao estado p/ = U'tp, @ p,U. O
estado final do sistema principal é obtido através do trago parcial sobre o ambiente o = Tr,.

sistema principal esta no estado inicial ps e um ambiente externo inicialmente desacoplado
do sistema estd no estado inicial p,. O sistema principal adicionado do ambiente externo
formam um sistema isolado. Uma operacao unitaria U atua sobre o estado p = ps ® p,
do conjunto sistema + ambiente. O estado final é p' = U (p, ® p,) UT que, em geral nao
é separavel. O estado final do sistema o é obtido através do traco parcial sobre os graus

de liberdade do ambiente, ou seja:

o =Tr, [U(ps ® pa) U] (2.24)

Uma maneira alternativa e mais elegante de expressar as operagoes quanticas ¢ através
dos Operadores Soma. Trata-se de um conjunto de operadores { £y} que atuam apenas
sobre as variaveis do sistema principal. A tnica condicao sobre estes operadores é que
>k E};Ek = 1, o que assegura que o estado final ¢ também ¢é descrito por um operador

positivo. O estado final o do sistema nesta representacao é:
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o= Z Elp,Ey (2.25)
k

Suponhamos, agora, que o sistema principal é composto por dois subsistemas A e
B. Nesse caso, as operacoes realizadas podem ser operacoes locais, ou seja, atuar sobre
os subsistemas separadamente. A representacao destas operacbes na representacao de

Operador Soma é:

Py (p) = Z El ® ElpE\ ® Ej. (2.26)

Estas operacoes locais podem envolver operacoes unitarias bem como medigoes. A
combinagao destas operagoes com a presenga de comunicacao classica entre os subsistemas
forma o conjunto mais geral de operagoes OLCC que tem a importante propriedade de nao
produzir emaranhamento, levando a um dos requisitos essenciais para os quantificadores
de emaranhamento que veremos adiante. A presenca de comunicacao classica possibilita a
geragao de correlagoes classicas entre os subsistemas, o que também evidencia a diferenca

entre as correlagoes cléssicas e as quanticas (emaranhamento).

2.3.2 Requisitos de um quantificador de emaranhamento

Os requisitos que um quantificador de emaranhamento E (p) deve satisfazer sdo os se-

guintes:

e O estado é separdvel p =) pip’i & pé se e somente sel (p) = 0

e O quantificador deve ser invariante sob operacoes locais unitarias, ou seja, operagoes

unitarias do tipo Uys = Uy ® Us.

e O quantificador deve ser uma funcao monotonica e nao crescente por operagoes

locais e comunicagao classica OLCC.

A primeira exigéncia advém da prépria definicao de emaranhamento como estados
nao separaveis. A validade da reciproca dessa afirmagao, ou seja F (p) = 0 implica
que p é separavel, apesar de desejavel, nem sempre é satisfeita na pratica. Quando
a quantidade F (p) pode se anular para estados nao-separdveis, mas satisfaz todas as
outras exigéncias, ela pode ser denominada como um mondtono de emaranhamento. Um

exemplo é a chamada negatividade, a qual discutiremos mais adiante.
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Uma operagao unitéria local equivale a uma rotagao do sistema de coordenadas da
base local, ou seja, a uma operacao reversivel. Por esse motivo, o segundo item exige que
este tipo de operacao nao deve afetar o emaranhamento entre os subsistemas. A ultima
exigéncia é a mais restritiva e dificil de provar na maioria dos casos. Ela estende o se-
gundo item para operacoes locais mais gerais como medigoes, acréscimo ou decréscimo de
particulas, além de permitir a comunicagao classica entre os subsistemas. Estas operagoes
locais nao unitarias podem deteriorar o emaranhamento entre os subsistemas, mas nao
podem crid-lo. A existéncia de um canal de comunicacao cldssico permite a geracao de

correlagoes classicas, mas nao podem produzir emaranhamento.

2.3.3 Emaranhamento de Formacao

Como ja temos um quantificador de emaranhamento para estados puros, é perfeitamente
natural que se tente definir o emaranhamento em um estado misto como uma média dos
emaranhamentos de estados puros em um ensemble particular {p;,|¢)}. O problema é

que tal média depende do ensemble escolhido, ou seja:
S opS () # D48 (193)), (2.27)
( J

onde {g¢;, |¢)} ¢é outra decomposicdo valida da matriz densidade. Um exemplo disso é
o emaranhamento de uma mistura estatistica balanceada de dois estados Bell |¢*) =
(1/v/2) [|01) £ |10)] que pode igualmente se escrita como uma mistura de estados se-
paraveis,

1 1, _ 1 1
§|¢+><¢+|+§|@/} )Y |:§|01><01|+§|10><10|'

A média no ensemble do emaranhamento na decomposicao da direita é nula, enquanto
que na decomposicao da direita em estados EPR, a média é igual a 1. Da defini¢ao de
estado misto separavel, obviamente o estado é separdvel. Assim, o emaranhamento de

um estado misto arbitrario p sempre satisfaz a desigualdade
E(p) < Zpi5(|¢i>) ;

onde S (|¥)) mede o emaranhamento presente no estado [i).
O Emaranhamento de formag¢ao[13] é definido como o minimo emaranhamento médio

sobre todas as possiveis decomposicoes da matriz densidade, ou seja:
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Ep = infg, ) Y05 (144). (2.28)

Basicamente, o emaranhamento de formacao é definido de forma que, se existe uma
decomposicao que fornece um emaranhamento médio menor, tal emaranhamento médio
estd mais “proximo” do correto. Se encontrarmos uma decomposicao tal que nao exista
nenhuma outra com emaranhamento médio menor, entao encontramos a Decomposi¢ao

Otima que quantifica o emaranhamento contido em p.

OLCC

Formacao

Destilagao

Pares EPR Pares no estado

P

Figura 2.3 Diagrama ilustrativo dos processos de formacao e destilacao de emaranhamento

O termo emaranhamento de formacao advém da seguinte interpretagao: Suponha que
exista um certo nimero m de cépias de pares de qubits em estados maximamente emara-
nhados e que uma sequéncia de operagoes do tipo OLCC seja realizada sobre o conjunto
de pares a fim de converté-los em um certo nimero n de novos pares no estado p con-
forme mostrado na figura 2.3. Como nao é possivel gerar emaranhamento neste processo,
devemos ter sempre n > m. O emaranhamento de formacao pode ser interpretado como

a taxa de conversao assintética m/n no limite de infinitas copias, ou seja:

Er = lim . (2.29)

m—oo M

Este processo é inverso ao que é conhecido como destilagcao de emaranhamento também
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mostrado na figura 2.3, onde o ponto de partida é um conjunto de n’ pares no estado p
que se deseja converter em um certo nimero m’ de pares maximamente emaranhados. A
taxa de conversao assintética, neste processo, é denominada Emaranhamento Destilavel
Ep.

ml

Ep= lim —. (2.30)
m'—oo M/

Esta quantidade deixa de satisfazer um dos requisitos dos quantificadores, pois ela
pode se anular para alguns estados emaranhados. O motivo é a existéncia de um certo
categoria de emaranhamento conhecida como emaranhamento ligado que nao pode ser
destilado em pares maximamente emaranhados. Em geral, temos portanto que Ep <
Er, o que significa que a conversao de pares maximamente emaranhados em pares nao

maximamente emaranhados pode ser um processo irreversivel.

2.3.4 A férmula de Wooters

O célculo do emaranhamento de formacao para estados mistos arbitrarios s6 ¢ possivel
para o caso particular no qual os dois subsistemas correspondem a sistemas de dois
niveis. Para isso, utiliza-se o conceito de concorréncia apresentado na secao anterior
como quantificador de emaranhamento para estados puros.

A obtencao da decomposicao 6tima que minimiza a concorréncia média pode ser

obtida em duas etapas:

e Constréi-se uma decomposigao inicial {|z;)} com estados subnormalizados com a
propriedade (x;|z;) = \;d;;. Estes estados sao autoestados a direita do operador
nao hermiteano R = po¥ ® o¥p*c¥ ® 0¥ com autovalores {\?}. No caso de estados
puros, temos apenas um autovalor nao-nulo de R, cuja raiz quadrada fornece a

concorréncia.

e O maior entre os \'s é identificado e, em seguida, realiza-se uma transformacao

unitéria U sobre os estados {|z;)} a fim de minimizar a concorréncia média.

Considere A; como o maior entre os A's e |z1) como o estado correspondente. A

seguinte transformacao pode ser utilizada para minimizar a concorréncia:
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1
=) = 5 [l21) + €2 |23) + € |z3) + %4]4)] (2:31)
1
22) = 3 [[1) + €%[xa) — e |zg) — €™ ]4)] (2-32)
1 .
|23) = 3 [[21) — €%|z9) + €% |as) — e ]ay)] (2-33)
1 .
|za) = B [|331> - 6192|352> 195|35 194|$ } (2.34)
Esta decomposicao tem a propriedade de que (z]Z) = [)\1 +3 =2 A e~ 20 } Temos
dois casos a considerar:
Al —X—A3— X\ <0 AM—Aa—A3 =X >0
)\36721'63
)\26—2i92
()\467“; )\367%.; )\26_1'7T
)—>
)\1 )\1

Estado separavel Estado emaranhado

Figura 2.4 Disposicdo geométrica dos nimeros complexos Aje 2 para os casos de estados

separaveis a esquerda e estados emaranhados a direita. Em ambos casos, é possivel visualizar

. 4 —940 . , 7
que a quantidade A\; — > =2 Aje 210, Aj = 0 assume o menor valor possivel resultando também
na minimizagao da concorréncia média.

1) A1 < Aa + A3 + \y. Nesse caso, é sempre possivel escolher apropriadamente as
fases 0; de forma que A\; + Z?:g Aje 2% \; = 0, conforme mostra a figura 2.4. Assim, a
concorréncia em cada estado se anula e, portanto, esta é uma decomposicao de estados
separaveis.

2) A1 > A2 + A3 + M. Nesse caso nao é possivel anular (z;|Z;) pela escolha de 6;.
Devemos, portanto, buscar o menor valor possivel dessa quantidade, a qual é obtida
fazendo 0y = 03 = 0, = 7/2. Assim, obtemos (z;|Z;) = ip‘l — Ay — Ay — Ay > 0 para
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todos os estados. A concorréncia média nesta decomposicao é:

(e SILCICH N o IS W W (2.35)

i=1 (zil2i) i=1
Para finalizar, é necessario mostrar que nao existe nenhuma outra decomposicao da
matriz densidade capaz de fornecer uma concorréncia média menor que C' = A\; — Ay —
A3 — A4 na regiao de C' > 0. A demonstracgao é feita utilizando o fato de que qualquer
outra decomposicao pode ser obtida de {|z;)} através de uma transformagcao unitaria U
arbitraria. Os detalhes da prova podem ser encontrados em [14]. Com isso, obtemos a
expressao final para a concorréncia num estado misto arbitrario de 2 qubits conhecida

como Fdérmula de Wooters.

C'=max [0, \; — Ay — A3 — \y], (2.36)

onde )\; sao as raizes quadradas dos autovalores da matriz nao hermiteana R = pp.

E quanto ao emaranhamento de formacao Er? Sera que esta decomposicao também
o minimiza? Para responder a essa pergunta, utilizamos a expressao que relaciona a
concorréncia ao emaranhamento de formacao. Obtemos a seguinte expressao para a

média da entropia de von Neumann:

(S) = gpiH B (1 - \/1—702” , (2:37)

onde C; = (z]|Z;)/pi. Observe que as concorréncias C; nao sao iguais devido a presenga
da probabilidade p; = (z;|z;). Apenas no caso em que os 4 estados forem equiprovaveis,
todas as concorréncias e entropias se igualam nos levando a uma minimizacao da entropia

média, ou seja:

(2.38)

EF:<S>:H[ﬂ].

Dessa forma, a decomposigao {|z;)} nos fornece apenas um limitante superior para o
emaranhamento de formacgao nas regioes de concorréncia nao nula. Entretanto, conforme
demonstrado em [14], é sempre possivel construir uma decomposi¢ao onde todas as con-
corréncias sejam iguais a C' = A\; — Ay — A3 — Ay, 0 que significa que a férmula para o

emaranhamento de formacao acima ¢ valida para qualquer estado arbitrario p de 2 qubits.
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2.3.5 A Negatividade

Uma maneira de testar a separabilidade de um estado misto arbitrario é através do cha-
mado critério da transposta parcial positiva (TPP)[61, 62], que diz que se uma matriz
densidade p15 é separavel entao a matriz obtida através da operacao de transposicao par-
cial sobre o segundo subsistema p1T§ continua sendo um operador completamente positivo
e, portanto, é uma matriz densidade. A operacao de transposicao parcial é realizada

simplesmente transpondo os indices correspondentes ao segundo subsistema, ou seja:

(Il IR = (il przlk) 1) (2-39)

Sejam {;;} os autovalores de pi2, entdo a condicdo necessiria para a separabilidade
de p12 é que todos esses autovalores sejam positivos. E possivel, ainda, construir um
quantificador de emaranhamento chamado Negatividade baseado neste critério, que tem

a seguinte forma:

le = Z WT_MZ (2.40)

Como ja mencionamos anteriormente, a negatividade nao satisfaz todos os requisitos
de um quantificador de emaranhamento, pois se anula para alguns estados emaranhados,
os chamados estados TPP. Assim, com excecao dos estados puros e de sistemas bipartite
2 x 2 e 2 x 3, o critério TPP é uma condi¢ao apenas necessaria mas nao suficiente para
a separabilidade.

O critério TPP é um caso particular de um critério mais geral baseado no conceito
de mapas positivos mas nao completamente positivos A. Estes mapas sao chamados po-
sitivos porque transformam operador positivo em positivo, quando atuam injetivamente
sobre um dos subsistemas. A atuacao desses mapas sobre o sistema completo pode for-
necer informagoes sobre o emaranhamento. O critério de separabilidade baseado nesses
mapas [62] diz o seguinte: Um estado pia € emaranhado se e somente se existe um mapa
positivo mas nao completamente positivo A tal que (I; ® As) p12 < 0. A dificuldade no uso
desse critério é que se faz necessario fazer uma busca sobre todo o conjunto de mapas A a
fim de encontrar pelo menos um mapa que satisfaga o critério. Se o critério for satisfeito

para um mapa especifico, entao pode-se afirmar que o estado é emaranhado.
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2.3.6 Emaranhamento Global

Até aqui estudamos o emaranhamento bipartite que descreve as correlacoes quénticas
entre dois subsistemas. Uma caracterizacao mais completa do emaranhamento em siste-
mas de matéria condensada requer em muitos casos a caracterizacao do emaranhamento
multipartite presente no sistema. Uma diferenca notavel em relacao ao caso bipartite é
que podem existir classes diferentes de emaranhamento. A disting¢ao ocorre porque certos
estados distintos considerados maximamente emaranhados nao podem ser convertidos um
no outro por OLCC como ocorre com os estados EPR de dois qubits. Como exemplo, no

caso de 3 qubits temos os estados |[GHZ) e |W) definidos como

GHZ) — iQ j000) + [111)) (2.41)
Wy = % 11001) -+ [010) + [100)] (2.42)
Nao existe emaranhamento entre dois qubits quaisquer no estado |GH Z), mas no estado
|W) temos C' = 2/3 independentemente do par de qubits escolhido. Além disso, se o
sistema estd no estado |GH Z) e uma medicao for realizada sobre um dos qubits o estado
final dos dois qubits restantes sera sempre um estado separavel, enquanto que no estado
|W) temos um estado separavel se o resultado da medigao for 1 e um estado EPR se for
0.
Com respeito a quantificagao de emaranhamento multipartite, existem as chamadas
medidas seletivas que distinguem entre tipos distintos de emaranhamento e as medidas
coletivas que nao fazem essa distingao. Como exemplo de medida coletiva para um sistema

de N qubits, temos o Emaranhamento Global[63] definido como

1 N

Q= > 21— T (2.43)

i=1
onde p; é a matriz reduzida de um qubit. O emaranhamento global equivale a média
das I-concorréncias entre um spin e o restante da cadeia. A parte do emaranhamento
global que é armazenada em concorréncias entre dois spins pode ser calculada usando
o conceito de emaranhamento distribuido ou monogamia de emaranhamento[64, 65] que
estabelece o emaranhamento entre cada spin e o restante da cadeia como limitador para
o emaranhamento entre tal spin e os demais. Assim, o emaranhamento armazenado em

pares (), pode ser definido pela média destas somas sobre todos os spins da cadeia, ou
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seja
N
Q=) > C2 (2.44)
i=1 ji
Portanto, a diferenca entre ) — ), corresponde a parte do emaranhamento global

indisponivel para o emaranhamento entre dois spins.

2.4 APLICACOES EM FiSICA DA MATERIA CONDENSADA

O estudo do emaranhamento se intensificou devido principalmente as aplicagoes em in-
formagao quantica. Entretanto, uma outra importante aplicacao que tem sido bastante
explorada nos tltimos anos ¢ sua utilizacao no estudo de sistemas de interesse em fisica da
matéria condensada[19]. Os trabalhos se concentram principalmente nas redes quanticas
de spin, por pelo menos duas razoes. Em primeiro lugar, os modelos de sistemas de
spin aparecem naturalmente em sistemas fisicos diferentes de redes de spins propria-
mente ditas [20, 21, 22, 23]. Existe ainda uma conexao interessante com métodos para a
sistematizacao da criacdo de novos algoritmos quéanticos[66, 67], como veremos adiante.
Outra aplicacao esta relacionada a uma questao mais conceitual, que trata do estudo de
transigoes de fase quanticas [37]. Em pontos criticos quanticos, as correlagoes de spin

entre pares decaem polinomialmente com a separagao

(0 0r,) — (o) ol ~

com ¢ > 0 contrastando com o decaimento exponencial e~"/¢ que ocorre distante do ponto
critico. Fisicamente, isto significa que no ponto critico quantico o sistema se torna for-
temente correlacionado, o que é marcado pela extensao espacial do emaranhamento que
alcanca toda a cadeia. Uma série de resultados preliminares sobre o emaranhamento nes-
tes sistemas indicam que o emaranhamento pode ser a origem fisica do comportamento

peculiar das fungoes de correlagao nos pontos criticos.

2.4.1 Redes de spin em computacado quantica

Temas de interesse em computacao quantica tém se concentrado basicamente em duas
linhas principais. A busca de sistemas fisicos adequados para a implementacao dos algo-
ritmos quanticos, entre os quais podemos citar os estudos com RMN e cavidades eletro-

dinamicas QED. Outra linha, mais tedrica, trata da elaboracao de algoritmos quanticos
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para resolver problemas computacionais especificos. Os qubits, que sao sistemas quanticos
de dois niveis, compoem a arquitetura fundamental de todos esses sistemas. Assim, um
computador quantico pode ser pensado como uma rede de qubits onde os parametros
do hamiltoniano podem ser controlados externamente. A informacao ¢é inicializada no
sistema através de um estado inicial e os acoplamentos entre os qubits, combinados a
campos externos controlados, executam as operacoes de processamento da informagao
quantica. A informagao de saida desejada é acessada através da medicao.

Sistemas de spin sao candidatos naturais para implementacao da computacao quantica,
o que pode ser mostrado através da realizagao de portas quanticas em sistemas fisicos cujo
hamiltoniano de interagao corresponde ao encontrado em sistemas de spins [20, 21, 22, 23].
Na figura 2.5, apresentamos alguns exemplos destes sistemas. Em 2.5a, vemos um es-
quema para realizacao de uma porta de qubits utilizando pontos quanticos onde o qubit
corresponde ao spin do elétron aprisionado no ponto quantico. A interacao entre os qubits
¢ controlada por voltagens aplicadas sobre o ponto de contato. Na figura 2.5b, vemos a
realizacao de portas de 2 qubits utilizando ions aprisionados em micro-armadilhas. A re-
alizagao de portas de 2 qubits é feita utilizando um fon aprisionado (cabega) que pode ser
movido ao longo da rede. Apés aproxima-lo de um fon da rede (alvo), um laser que incide
perpendicularmente ao plano da rede ¢ utilizado na realizacao de uma porta quantica de
2 qubits. Finalmente, na figura 2.5¢, vemos a utilizacao de spin nuclear como qubits. O
acoplamento entre os qubits é mediado por elétrons através da interacao hiperfina, a qual
é controlada pelas portas J mostradas na figura.

Paralelamente a busca por sistemas fisicos ideais para a implementacao do computador
quantico, existe o desafio da elaboracao de novos algoritmos quanticos. Existem, pelo
menos, duas dificuldades: Primeiramente, nao basta resolver um problema computacional
especifico com um algoritmo quantico, é desejavel que ele realize esta tarefa com uma
eficiencia superior a obtida pelo melhor algoritmo cléssico existente e, em segundo lugar,
é necessario especificar como a informacao serd acessada apds o processamento, ja que
no caso quantico a medicao afeta a evolucao dinamica dos estados. Os dois algoritmos
quanticos mais bem sucedidos sao o algoritmo de Shor para fatoracao e o algoritmo de
Grover para busca, os quais foram obtidos com métodos distintos de elaboracao. A
necessidade de um método sistematico para a elaboracao de novos algoritmos quanticos
motivou a proposta de utilizar as caminhadas quanticas sobre grafos[67], como acontece
com os algoritmos classicos baseados em caminhadas aleatdrias.

Nas caminhadas quanticas, os nés do grafo sao estados do espaco de Hilbert e o cami-

nhante executa os passos segundo uma direcao definida por um grau de liberdade interno
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Figura 2.5 Realizacao fisica de sistemas de qubits. Em (a) os qubits correspondem aos spins
de elétrons aprisionados em pontos quanticos. Em (b), temos uma rede de fons aprisionados
em micro-armadilhas. Na parte (c), os qubits correspondem a spins nucleares cujo acoplamento
indireto ¢ mediado por elétrons através de interagao hiperfina.[Figuras extraidas de: (a)C.
Veronica, W. A. Coish, O. Gywat e D. Loss, Nanotechnology 16, R27 (2005)(b)J. I. Cirac e P.
Zoller, Nature 404, 579 (2000);(c)B. E. Kane, Nature 393, 133 |

(caminhada em tempo discreto) ou por probabilidades que variam continuamente segundo
uma dindmica markoviana (caminhada em tempo continuo). A principal aplicagao das
caminhadas discretas é a construcao de um algoritmo de busca com eficiéncia comparavel
a do algoritmo de Grover [6] mas que é baseado unicamente em uma caminhada quéntica
sobre um hipercubo [68]. Para a caminhada em tempo continuo, destacamos a caminhada
através de uma arvore de decisao [69]. Um passo importante na descrigao e aplicagdo
das caminhadas quanticas foi a formula¢ao hamiltoniana do problema [66], onde é feita

um mapa entre hamiltonianos de spin e as caminhadas quanticas!. Neste mapeamento,

!Este mapeamento é realizado somente para caminhadas quanticas sem grau de liberdade interno,
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os nos do grafo correspondem a estados do espago de Hilbert da rede de spins e o cami-
nhante salta entre os nés de acordo com os acoplamentos entre os qubits expressos no

hamiltoniano. A figura 2.6 ilustra este mapeamento para o caso de uma caminhada sobre
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Figura 2.6 Mapeamento de uma caminhada quantica sobre um hipercubo em cadeia de spins.
A esquerda, o grafo com os nés {|i)} e a direita a representagao dos nds do grafo como estados
no espago de Hilbert da rede de 3 qubits. [Figura retirada da ref. [66]]

um cubo, onde os nés do grafo correspondem a todos os possiveis estados de 3 qubits e
as transicoes entre nos s6 ocorrem via inversao de um unico qubit. Para um hipercubo
com dimensao arbitraria D, o hamiltoniano de qubits correspondente pode ser escrito na
forma [66]:

D
H = —-2A, Z ol (2.45)
i=1

E necessario, portanto, entender como o emaranhamento se comporta nestas redes de qu-
bits, tendo em vista o seu papel na eficiéncia dos algoritmos quanticos. Esta motivagao
justifica célculos de emaranhamento mesmo em redes com poucos qubits [24, 25, 26, 27,
28, 29].

2.4.2 Emaranhamento em cadeias de spin quanticas

Célculos de emaranhamento em redes com muitos spins gerais sao complicados, em

principio, devido a dimensao que cresce exponencialmente com o tamanho da rede. Além

enquanto que a caminhada no hipercubo utilizada para o algoritmo de busca contém grau de liberdade
interno.
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disso, os quantificadores de emaranhamento possibilitam o calculo exato do emaranha-
mento em estados mistos apenas no caso de emaranhamento entre pares (dois qubits)[14].

Em alguns modelos de sistemas de spin como o modelo Ising e o modelo de Heisenberg,
existem propriedades do hamiltoniano que facilitam o célculo. O hamiltoniano ¢é real e,
portanto, todos os elementos da matriz densidade sao reais. Além disso, o hamiltoniano
de interagao é composto de termos do tipo oj'c} que apenas conectam estados com a
mesmo numero de spins para cima ou que diferem por 2 (simetria de paridade). Com

isso, a matriz reduzida de dois spins arbitrarios assume a seguinte forma:

Pij = ) (2-46)

g © o =g
o v 8 o
o nu o
e o o &

onde todos os elementos sao reais devido a realidade do hamiltoniano e os elementos nulos
sao consequéncia da simetria de paridade. Além disso, no caso do sistema ter invariancia
translacional, temos z = y e p;; = p, onde r = |i — j| é a separagdo entre os spins. E
conveniente expressar os elementos da matriz densidade em termos de valores esperados
de spin g2 = Tr (pSPST) e M = Tr(pSY), onde S* = 0. Calculando tais valores

esperados obtemos

Mi = Jlutz—y—v) (2.47)
M = }L(u—x%—y—v) (2.48)
gy = w;LZ (2.49)
g = (2.50)
P oa0

No caso em que o sistema tem invariancia translacional, temos M7 = M7 o que implica
x = y. Utilizando esta hipotese e invertendo as expressoes acima para os elementos de p,

obtemos
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1
wo = o + g7+ M, (2.52)
zw = g kg (2.53)
1 zz ( )
r=y = - —g~. 2.

Utilizando a férmula de Wooters, podemos calcular a concorréncia entre os dois spins. O

resultado é

C =2max (0,C",C"), (2.55)
onde
! TT yy 1 zz
¢ =g =gl =1t (2:56)

1 2
C" = g+ g% - \/(Z + gﬁz> — M? (2.57)

E possivel calcular o emaranhamento para alguns sistemas no limite termodinamico.

Um deles ¢é a cadeia XY, conforme veremos a seguir.

2.4.3 Emaranhamento na cadeia XY no limite termodinamico

A cadeia XY de Heisenberg na presenca de um campo magnético uniforme é um exemplo
de modelo que admite solugao analitica[70, 71] no limite termodinamico tanto no estado
fundamental quanto no estado térmico pr = ¢ ## /Z onde 8 = 1/ (kgT), H é o hamilto-
niano da cadeia e Z = Tre #H ¢ a funcao de particao associada. O hamiltoniano é dado

por:

N N
Y [ +yofoi, + 1 —alol] = of, (2:58)

i=1 i=1

H=—

N >

onde \ é a constante de acoplamento entre spins vizinhos, v controla a anisotropia. O
campo magnético ¢ feito igual a 1. Os operadores ¢f; o € (z,y, z) sdo os operadores de
Pauli para o i-ésimo spin. O modelo ja é bem conhecido na literatura e solugoes exatas
para ele também podem ser encontradas [71]. Os valores esperados sao obtidos através

dos determinantes de Toeplitz e sao dados por:
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1 [ tanh 222
() == | o+ o) 2 (250)
™ Jo We
G, G5 ... G,
1| G G, ... G_,
gr=— . (2.60)
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G]_ GO .« e G—T+2
1| G G oo G,
=2 . (261)
41 : :
Gr Gr_1 v Gl
74 zZ\2 1
9% = (0%)" — ZGTG,T, (2.62)
onde
1 [7 tanh 222 YN [T tanh 222
G, = —/ de cos (¢r) (1 + X cos p) ——2— — —/ d¢sin (¢r) sin p———2—  (2.63)
T 0 (.qu T 0 (JJ¢
e
We = \/(’y)\ sin )” + (14 Acos ¢)° (2.64)

Na figura 2.7, apresentamos alguns resultados do emaranhamento entre pares como
funcao dos parametros A e v para diferentes distanciamentos entre os spins. Primeira-
mente, podemos notar na figura 2.7(a) que existem dois regimes distintos da concorréncia
entre primeiros vizinhos C'(1) separadas por uma regiao de concorréncia nula. A regiao
com campos fracos corresponde a C' = C’ e a segunda regido em campos intensos a
C = C". A existéncia deste intervalo de separabilidade resulta do fato de as duas fungoes
C’" e C" nunca se igualarem em regides de concorréncia nao nula. Como a regiao de
separabilidade é muito estreita, pode-se aproxima-la como uma curva onde C' = C”, a
qual é denominada como curva fatorizante [46, 40]. Uma andlise detalhada do comporta-
mento da concorréncia nas proximidades desta regiao pode ser encontrada em [40]. Uma

caracteristica importante ¢ o grande alcance da concorréncia entre pares. Em regioes
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distantes do campo fatorizante Ay, a concorréncia praticamente sé alcanca os dois pri-
meiros vizinhos. Nas proximidades de Ay, o emaranhamento se estende por toda a cadeia.
Este comportamento é ilustrado nas figura 2.7b e 2.7c. Observe que a concorréncia entre
segundos vizinhos C'(2) j4 comega a se anular para pontos mais distantes de Ay, enquanto
que C(3) # 0 praticamente s6 existe nesta regiao. Note que ndo é o emaranhamento
entre pares que é maximizado no ponto critico, mas o seu alcance ao longo da cadeia. O
fato de o emaranhamento entre pares nao ser grande nas proximidades de Ay resulta da

seguinte desigualdade conhecida como monogamia de emaranhamento[64, 65]:

C’12,2 + C’12,3 +... 012,71 < C’12,(2,3,...,71)‘ (265)
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Figura 2.7 Concorréncia entre pares do modelo XY no limite termodinamico.

O lado direito da desigualdade contém o emaranhamento entre um qubit e uma cadeia
de n — 1 qubits, enquanto que do lado esquerdo temos a soma dos quadrados de todas as

concorréncias entre pares envolvendo o qubit 1 escolhido. Se n for grande, o emaranha-
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Figura 2.8 Divergéncia do alcance R da concorréncia entre pares no modelo XY para v = 0.5

mento entre cada qubit e o qubit 1 fica bastante reduzido para que a desigualdade seja
satisfeita, o que nao acontece se n for pequeno. Assim, a desigualdade de monogamia
estabelece uma limitacao para o compartilhamento de emaranhamento entre qubits. O
alcance do emaranhamento R é definido como a maior separacao entre dois qubits para
a qual a concorréncia é nao nula. Uma andalise mais detalhada do comportamento do

alcance da concorréncia mostra que ela diverge logaritmicamente [40].

R ~log|\™! — )\]71|. (2.66)

A figura 2.8 ilustra a divergéncia de R para o caso v = 0.5, para o qual o campo

fatorizante é aproximadamente Ay ~ 1.1547.

dC(1)/dA
dC(2)/dA

-5 T T T -2.0 T T T
0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50

Figura 2.9 Comportamento da derivada das concorréncias C(1) e C'(2) em relagdo a A. As
derivadas divergem no ponto critico A\, = 1 e sao descontinuas no campo fatorizante Ay.
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E importante mencionar que o campo fatorizante Ay nao é um ponto critico quantico
no intervalo v € (0, 1], que corresponde a classe de universalidade Ising, onde o campo
critico é A\, = 1. No ponto critico, a concorréncia também tem um curto alcance conforme
pode ser verificado na figura 2.7c. Entretanto, a anélise da derivada da concorréncia em
relagao a A revela que a concorréncia apresenta um comportamento de escala bem defi-

nido ao passar pelo ponto critico A, = 1 [38], conforme é mostrado na figura 2.9.

2.4.4 Entropia de Blocos

No caso do estado fundamental 7" = 0, é possivel obter resultados analiticos para a entro-
pia de emaranhamento entre um bloco de L spins contiguos e o restante da cadeia[41, 42],
0 que é uma avanco consideravel em relacao aos resultados envolvendo apenas emaranha-
mento entre pares. Para calcula-lo, é necessario obter a matriz reduzida Sy, conforme

mostrado na figura 2.10.

Bloco de L spins

PR SN

Figura 2.10 Representagao de uma cadeia XY com o bloco de L spins contiguos. Calculando
a matriz reduzida do bloco, pode-se determinar a entropia de emaranhamento Sy.

Os detalhes dos célculos podem ser encontrados nas referéncias [42, 43]. Apresen-
taremos aqui apenas uma breve descricao dos principais resultados. Primeiramente é
realizada uma transformacao de Jordan-Wigner mapeando o problema de spins inte-
ragentes num problema de férmions livres. Com isso, o problema passa a ser tratado
segundo o formalismo de segunda quantizacao. Tanto o procedimento de diagonalizacao
do hamiltoniano quanto o da obtencao das fungoes de correlacao podem ser obtidos com
esse formalismo|[70, 71]. Ap6s uma transformagao candnica nos operadores fermionicos, o

hamiltoniano é colocado na forma manifestamente de férmions livres e a matriz reduzida
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de L spins py pode ser escrita na forma fatorizada:

pL=01®...® or, (2.67)

onde as matrizes g; sao matrizes 2 x 2 associadas ao 1-ésimo modo fermionico. Note que
nao se trata de uma matriz densidade espacialmente separavel ja que os modos fermionicos
sao objetos nao locais, mas significa que os modos fermionicos nao sao correlacionados.

As matrizes g; tem os autovalores

1:|:Vl
2 Y

ME = (2.68)

o que leva a seguinte expressao para a entropia Sy, da matriz reduzida:

L
14
5= (151, (2:60)
=1

onde H(z) = —zlogx — (1 — z)log (1 — x) é a entropia de Shannon. O resultado final

depende, portanto, da obtencao dos parametros v, os quais sao calculados numericamente
através da diagonalizacao da matriz de correlacao dos operadores fermionicos iniciais. Um
resultado notavel encontrado através deste método é que a entropia de von Neumann Sy,
que mede o emaranhamento do bloco com o restante da cadeia, escala com o logaritmo

de L no limite de L > 1, no ponto critico. Mais especificamente, temos:

1
SXY = glogzL. (2.70)

Distante do ponto critico, o emaranhamento tende a saturar com o aumento do bloco.
Os resultados obtidos em [42] indicam que esta saturagdo ocorre quando o tamanho do
bloco supera o comprimento de correlagao &, o qual caracteriza o decaimento exponencial

das correlagoes entre spins em funcao da separagao no regime nao critico.

2.4.5 O emaranhamento como classificador de ordem quantica

Uma das teorias mais bem sucedidas na descricao de transicoes de fase foi, durante
muito tempo, a teoria de Landau posteriormente estendida pelo método de grupo de
renormalizacao[72, 73]. Ela descreve de maneira satisfatéria o comportamento de sistemas
fisicos distintos utilizando basicamente os mesmos principios. As fases ou ordens sao

caracterizadas pelas simetrias presentes no sistema e sao identificadas transicoes de fase
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quando, ao variar certos parametros, o sistema passa por uma singularidade na energia
livre[37] indicando uma quebra espontanea de simetria. A impossibilidade de se passar
de uma determinada regiao do espago dos parametros para outra sem passar por uma
singularidade indica que tais regioes correspondem a fases ou ordens distintas. O efeito
Hall quantico fracionario (FQH)[74] foi um dos primeiros sistemas em que se percebeu
a existéncia de uma transicao de fase sem quebra espontanea de simetria, ou seja, uma
transicao que nao podia ser descrita pela teoria de Landau. Podemos ver na figura 2.11
um diagrama proposto por Wen [52] mostrando uma classificacdo de ordens. Temos as
ordens descritas por quebras de simetria, as quais podem ser descritas pela teoria de
Landau. Nesse caso, a caracterizacao das ordens é realizada por intermédio dos grupos
de simetria. As ordens sem quebra de simetria sao essencialmente de natureza quantica e
temos basicamente, dois tipos: A ordem topoldgica que é uma ordem quantica com gap,
onde o efeito Hall quantico fraciondrio esta incluido e a ordem quantica sem gap [75].
Dentro do conceito de ordem quéntica (nao topoldgica), temos os liquidos de Fermi, que
podem ser caracterizadas pela topologia da superficie de Fermi, e liquidos de spin sem

gap, que podem ser descritos como condensados de objetos estendidos [75, 52].

Ordens
| l |
Quebra de Simetria Sem quebra de Simetria
Condensados de particulas
(: - érupos de Slmetrlg - \) Sistemas Quénticos Sistemas Classicos

- - -

Ordens Quanticas

|
Ordens Topoldgicas Liquidos de Fermi Condensados de
Teoria de campo topoldgica Topologia da superficie de Fermi Objetos Estendidos

- - Grupo de Simetria™ ~ «
{ o /
~<__ Projetiva __-
Figura 2.11 Classificagdo de Wen [52]dos diversos tipos de ordens com ou sem quebra de
simetria. As caixas em cinza correspondem as ordens que podem ser descritas pelas teorias de

Landau.

Como o conceito de quebra espontanea de simetria nao se aplica ao caso de ordens
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quanticas, que propriedade do estado fundamental caracteriza as diferentes ordens? O
comportamento do emaranhamento nas transi¢oes de fase quanticas sugerem que as or-
dens quanticas sao uma descricao dos diferentes padroes de emaranhamento que podem
surgir nestes estados. Apesar dos indicios, esta hipétese s6 podera ser de fato confir-
mada quando formos capazes de determinar o grau de emaranhamento presente nestes
sistemas e como este emaranhamento se comporta nas diversas regides do espaco dos
parametros. Em um trabalho recente[27], apresentamos um estudo detalhado da carac-
terizacao do emaranhamento térmico e do estado fundamental em uma cadeia XY de
dois spins, a qual possibilita a obtencao de resultados fechados para a concorréncia em
funcao dos parametros do hamiltoniano e da temperatura de um banho térmico. Com os
resultados, foi possivel determinar os diversos padroes de emaranhamento, ou seja, dos
diferentes tipos de comportamento quando os parametros variam. Conforme veremos nos
proximos capitulos, a descricao de diferentes padroes de emaranhamento nestes sistemas
com poucos qubits revela uma série de propriedades que nao aparecem explicitamente no
limite termodinamico mas que podem ser de grande valia no processamento de informacao

quantica em redes finitas de spins.



CAPITULO 3

EMARANHAMENTO NO MODELO XY DE DOIS
SPINS

O estudo do emaranhamento em cadeias de spin quanticas [19, 39, 41, 42, 38] tem sido
motivado, principalmente, pela conex@o com as transi¢oes de fase quanticas[37] e o con-
ceito de ordem quantica[52, 75]. Embora tais conceitos nao se apliquem a cadeias finitas,
existem bons motivos para justificar o grande ntimero de trabalhos que tem tratado da
andlise do emaranhamento em cadeias com alguns poucos qubits[24, 25, 26, 27]. Pri-
meiramente, nesses sistemas é possivel quantificar o emaranhamento[14] tanto no estado
fundamental quando no estado térmico encontrando relagoes precisas com parametros
que controlam o hamiltoniano, além de analisar de forma acurada o efeito de ambientes
externos, como um banho térmico, sobre o emaranhamento[30]. Com respeito as cadeias
de spin quanticas, o emaranhamento entre spins vizinhos em cadeias com muitos spins
[76] apresenta muitas vezes comportamento semelhante ao caso do emaranhamento de
uma cadeia com apenas dois spins[26, 27|, como é o caso da existéncia de uma tem-
peratura limite para o emaranhamento térmico [32] e o aparecimento de intervalos de
separabilidade em temperaturas abaixo da temperatura limite.

Neste capitulo, apresentamos um estudo detalhado das propriedades dos padroes de
emaranhamento térmico e do estado fundamental de dois spins no modelo XY de Heisen-
berg. Um artigo com os principais resultados apresentados neste capitulo foi recentemente
publicado [27]. Inicialmente, na segao 1, apresentamos os resultados para a concorréncia
no estado fundamental. Na secao 2, estudamos o emaranhamento térmico e caracteri-
zamos no espaco dos parametros do hamiltoniano e temperatura, os diferentes padroes
de emaranhamento que podem ser formados discutindo em detalhes as caracteristicas e
peculiaridades de cada um deles. E na secao 3, estudamos as funcoes de correlacao de
spin, onde definimos um procedimento operacional para extrair a componente quantica

pura de cada funcao de correlagao de spin utilizando para isso, as decomposicoes dtimas

38



3.1 EMARANHAMENTO NO ESTADO FUNDAMENTAL 39

que minimizam a concorréncia.

3.1 EMARANHAMENTO NO ESTADO FUNDAMENTAL

Nesta secao, estudamos o comportamento do emaranhamento do estado fundamental do
modelo XY de Heisenberg com dois spins na presenca de um campo magnético uniforme

h ao longo da dire¢cao z. O hamiltoniano é dado por:

J
H = —5[(1+v)0fff§+(1—v)ai’0§] — h (o} +03), (3-1)

onde J é a constante de acoplamento ou constante de troca, sendo que J > 0 corresponde
ao caso ferromagnético e J < 0 ao caso anti-ferromagnético. O parametro v parametriza
a anisotropia e varia entre v = 0 (Modelo X X) e v = 1(Modelo Ising). Os operadores "
(1=1,2;a0 = x,y, ) sao os operadores de Pauli. Definindo b = 2h/.J, obtemos a seguinte

representagao matricial de H na base canénica B = {|00) [01),]10), |11)}:

(3-2)

=2 O O o
oS = O O
o O = O

o O 2

—b

A matriz é diagonal em blocos que podemos denominar como setores paralelo e
antiparalelo do hamiltoniano, gerados respectivamente pelas bases B; = {|01),[10)} e
B, = {|00),|11)}. Estes dois blocos nao se conectam devido a simetria de paridade do
hamiltoniano. Uma diferenca importante é que apenas o bloco paralelo é afetado pelo
campo magnético. Assim, se o estado fundamental estiver contido no setor antiparalelo,
o emaranhamento nao é sensivel ao campo.

Através de diagonalizagao direta, obtemos os autovalores:

B, = —J

By, = J

By = —JV0+o?

E; = JJVP+72 (3-3)
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com os respectivos autovetores

1
n = E(\01>+\10>)
1
2) = E“OD_HO»
13) = cos(6/2)]00) 4 sin (6/2) [11)
14) = sin(6/2)]00) — cos (6/2)|11). (3.4)

onde sinf = v//b* +72 e cosf = b//b> +~2%. O estado fundamental do sistema |U,)
pode ser |1) ou [3) para J > 0 (O caso J < 0 leva aos estados |2) e |4) que possuem o

mesmo grau de emaranhamento que |1) e |3) respectivamente). O estado fundamental é
degenerado nos campos criticos b, = :l:m. Para [b| < b., o estado fundamental
é o estado de Bell |1) e para |b] > |b.|, é |3). Nestes dois casos (|b] # |b|), como
o estado é puro, podemos calcular a concorréncia [14] dada por C = |(¥,|¥,)| onde
]\T!g> = 0¥ ® o¥|¥};). O resultado é que para b < b,, C = 1 e para b > b, temos
C = sinf = ~/ \/m Esta relacao direta entre o angulo 6 e o emaranhamento
justifica a denominacao de tal angulo de angulo de emaranhamento.

No caso degenerado |b| = |b.|, precisamos escolher qual o estado fundamental do
sistema. Tal estado pode ser uma mistura coerente do tipo |¥g) = ¢1]1) + ¢2|3) ou uma
mistura incoerente descrita por uma matriz densidade do tipo p = p1|1)(1] + po|3)(3]. A
escolha depende da maneira como o sistema é preparado no laboratorio. Considerando
0 caso em que o sistema estd em contato com um banho térmico, o estado do sistema
é descrito por uma mistura estatistica de todos os auto-estados do hamiltoniano com
probabilidades dadas pelos fatores de Boltzman p; = e #¥/Z onde Z é a funcdo de
particao. No limite em que a temperatura do banho tende para zero, todos os fatores de
Boltzmann tendem a zero exceto os fatores correspondentes aos estados |1) e |3), onde
e PBL |7 = e PPs |7 = 1/2. Para b # b, todos os fatores de Boltzmann se anulam exceto
um e, portanto, a matriz densidade corresponde a um estado é puro. Para calcularmos
a concorréncia no ponto critico, precisamos utilizar a férmula de Wooters para estados
mistos C' = max [0, \; — Aa — A3 — A\y], onde \; (i = 1,2, 3,4) sao as raizes quadradas dos
autovalores da matriz nao hermiteana R = po?¥ ® oYp*o? ® 0¥, sendo A; > Ay 34. Neste
caso, apenas dois autovalores sdo nao-nulos: \; = 1/2 e Ay = /2, onde ja utilizamos
que b = M . Resumindo, a concorréncia do estado fundamental do modelo XY de

I'Neste capitulo, ao nos referirmos aos campos criticos estamos tratando de campos onde existe um
cruzamento entre niveis de energia (degenerescéncia), e ndo pontos criticos associados a transigoes de
fase quanticas, que s6 ocorrem no limite termodinamico.
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Heisenberg com dois spins pode ser expressa como:

C=1 se |b| < b,
1 —
C =sinf = —= se |b] > b..
\ /b2+,\{2
104 y=0 _
0.8
0.6
C L] °
0.4
0.2
0.0
4 2 6 2 4
b
104 y=0.5 _
0.8
06|
C
0.4
/‘ .\\
0.2
0.0
4 2 0 2 4
b
104 y=1
0.8
0.6
C
0.4
0.2
0.0 .

Figura 3.1 Concorréncia do estado fundamental em fungdo do campo magnético b para os
modelos X X (v = 0), modelo Ising (v = 0) e um modelo com anisotropia intermediéria v = 0.5.
Os pequenos circulos preenchidos correspondem ao valor da concorréncia em [b| = /1 — 2

Na figura 3.1 apresentamos os resultados para a concorréncia em funcao do campo
magnético b com parametros de anisotropia fixos v =0, v =05e vy =1. Em v = 0,

a concorréncia ¢ nao nula apenas para campos menores que o campo critico [b| = 1
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onde o estado fundamental tem emaranhamento méaximo C' = 1. Em v = 0.5 o méximo
emaranhamento ocorre para |b| < b, = v/3/2 e decai assintoticamente para campos mais
intensos. Em ~y = 1, a concorréncia sofre uma forte queda de C' = 1 em |b| = 0T
para C' = 0 em b = 0. Isto se deve ao fato de que em b = 0, o estado fundamental é
uma mistura dos estados separaveis [11) = [0),]0), e |1)2) = |1),]1),. Se utilizarmos os
autovetores que obtivemos, vemos que com v =1 e b = 0, temos senf = 1 e cosf = 0 e,
portanto, |3) = (1/v/2) [|00) + |11)]. O estado fundamental, nesse caso, ¢ descrito entdo
como uma mistura de dois estados EPR que, como ja vimos, tem emaranhamento nulo.
Qualquer campo magnético aplicado quebra a degenerescéncia transformando o estado
fundamental em um estado puro EPR.

Todos estes resultados correspondem ao caso em que a temperatura é nula, o que
obviamente nao é realizavel experimentalmente. As descontinuidades na concorréncia
apresentadas na figura 3.1 nao representam adequadamente, portanto, aquilo que seria
observado no laboratério. Um tratamento mais realista corresponde ao caso de tem-
peratura finita, onde o comportamento em temperaturas suficientemente baixas, como
veremos a seguir, reproduz os resultados para o estado fundamental mas com uma pas-

sagem mais suave pelos pontos criticos.

3.2 EMARANHAMENTO NO ESTADO TERMICO

Generalizando o estudo feito na secao anterior, passamos a andlise das propriedades do
emaranhamento do sistema de dois spins no modelo XY em contato com um reservatorio
térmico. Analisamos, portanto, o emaranhamento em termos dos parametros que definem
o hamiltoniano e da temperatura do reservatério. O estado térmico do sistema de dois
i)(i|, onde Z =

2?21 e PEi. Escrevendo pr na base canonica e definindo T' = (J B)_l, obtemos a seguinte

spins ¢ descrito pela matriz densidade pr = e #7 = %Zle e BE:

representacao matricial:

0 0
coshA sinh A
sinh A cosh A

0 0

T =

N~
2 o o
= o o=
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onde

p = coshA.+ cosfsinh A,
= sinfsinh A,
r = cosh A, —cosfsinh A,
Z = 2(coshA +coshA,),
A _ /b? + 72
‘ T
A= g (3.7
T 3.7

Com esse resultado, podemos calcular diretamente a concorréncia entre os spins
através da férmula de Wooters [14]. Para isso, precisamos determinar os autovalores
do operador R = pp, onde p = ¥ ® o¥p*o? ® o¥. A concorréncia é obtida a partir das

raizes quadradas destes autovalores que sao:

V1t —q

A= — (3-8)
Ag = ? (3-10)
Ay = %. (3.11)

A concorréncia é dada por C' = max [O, 2 \max 2?21 )\i}. Como \™** pode ser tanto Ag

quanto A\s. A concorréncia pode entao ser escrita na seguinte forma:

C = max[0,C", C"], (3.12)

onde:
C" = - —A— N Zé[q—COSh(A)] (3-13)
C" = A=A —do— Ay = % [sinh (A) — \/W] . (3.14)

Esta é uma expressao geral para a concorréncia em sistemas cujo hamiltoniano é descrito
por parametros reais e possui a simetria de paridade. As fungoes C’ e C” nao podem ser

positivas simultaneamente e, portanto, nunca se cruzam em regioes de concorréncia nao
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nula. Assim, a concorréncia pode apresentar pelo menos trés diferentes comportamentos
no espaco dos parametros: C = C’, C = C” ou com ambas as funcdes aparecendo
separadas por uma regiao de separabilidade onde a concorréncia se anula.

Diante da relevancia das fungoes C' = C" e C' = C” para a nossa analise posterior, é
util buscar uma possivel interpretacao para essas fungoes. Uma interpretacao encontrada
em alguns trabalhos usa os termos emaranhamento paralelo e antiparalelo[45, 46], o qual
se baseia na expressao destas funcoes em termos das probabilidades de ocorréncia de
estados de Bell paralelo ou antiparalelo no ensemble[45]. Se a probabilidade de ocorréncia
no ensemble de um estado de Bell paralelo [¢)) = (]00) £ |11)) for maior que 1/2, entao
temos C' = (" e o emaranhamento é dito paralelo. Entretanto, para que tenhamos C' =
C", chamado de emaranhamento anti-paralelo, ndo é necessario que exista predominancia
de estados de Bell anti-paralelos no ensemble, a menos que o campo magnético seja nulo.
Esta interpretacao funciona bem para o estado fundamental, pois C’ tende para C' = sin 6
que ¢é a concorréncia de um estado pertencente ao setor paralelo da matriz densidade,
enquanto C” tende para C' = 1 que é o emaranhamento de um estado EPR antiparalelo.
Vale ressaltar que nao se trata de emaranhamentos de naturezas distintas, ja que os
estados de Bell sao equivalentes localmente, ou seja, podem ser transformados um no
outro através de operagoes unitarias locais.

Fazendo T'— 07, temos A\; — 0 e A3 — 0. Assim, ficamos com C' = limg_, |A2 — A4
No caso de |b| > b., temos A, > A fazendo com que Ay — 0 e Ay — sinf, assim C' = sin 6
para |b| > b.. Para |b] < b., é Ay que vai a zero e ficamos com Ay — 1. No caso
|b| = b, temos A = A, e ambos Ay e Ay ficam nao nulos em 7' = 0%, com \y — 1/2
e Ay — /2 levando ao resultado C' = (1 —7) /2. Dessa forma, mostramos que nosso
resultado esta consistente com o resultado obtido na se¢ao anterior para a concorréncia
do estado fundamental.

Na figura 3.2, apresentamos graficos 3D da concorréncia em funcao dos parametros
b e v do hamiltoniano para diferentes temperaturas. Para baixas temperaturas, como
em T = 0.02, a concorréncia se aproxima do seu comportamento no estado fundamental.
A depressao na concorréncia ocorre nas proximidades de |b| = b., mas nesse caso nao
temos descontinuidade, apenas uma queda pronunciada no emaranhamento levando-o a
zero. Esse intervalo de separabilidade estd entre duas regides distintas correspondentes
aC =C eC =C" A medida que a temperatura cresce, a transicao entre as duas
regioes se torna mais suave e a concorréncia comecga a se anular em regioes cada vez
maiores. Para cada ponto («,7), existe uma temperatura critica T, acima da qual nao

existe mais emaranhamento. Existem argumentos [32] defendendo que esta transigao
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Figura 3.2 Graficos da concorréncia em fungao dos parametros b e v para diferentes tempera-

turas.

para concorréncia nula em temperatura finita, ja detectada em outros trabalhos [24, 30],

¢ uma propriedade geral do emaranhamento bipartite de sistemas em contato com o

banho térmico.

O estudo do efeito da temperatura sobre o emaranhamento faz parte de uma série de

esforcos com o objetivo de entender os efeitos de ambientes externos sobre o emaranha-

mento, os quais podem nao apenas deteriorar, mas também induzir emaranhamento no

sistema [33, 34, 35, 36]. Um exemplo é o modelo XX com campos maiores que o valor

critico b = 1 onde o estado fundamental é separavel. Com a temperatura, o estado passa

a ser misto, envolvendo na mistura o primeiro estado excitado que é um estado EPR
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que, o que resulta num estado misto emaranhado. Outra maneira de entender o emara-
nhamento induzido por ambiente é ver que o reservatorio atua como um terceiro sistema
que esta emaranhado com cada spin individualmente, mediando um acoplamento indireto
entre eles. Tal acoplamento pode atuar tanto inibindo quando induzindo a formagao de

emaranhamento.

10

b (b)

2] b(v)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.3 Temperatura critica T, em funcao dos parametros b e v. Na parte superior estd o
grafico Te. (b,) e na parte inferior, um grafico da curva de descontinuidade b; () que tende a
zero para v = 1 e diverge em v = 0.

E interessante analisarmos o comportamento da temperatura critica 7. em termos
dos parametros do problema. A tnica situacao em que € possivel encontrar uma solucao

exata para T, é o caso isotrépico v = 0, onde C' = " = % [sinh A — 1]. Fazendo C" =
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e resolvendo para A = 1/T', obtemos:

1
T.(v=0)= m ~ 1.1346. (3.15)

Para os outros pontos, precisamos resolver a equacao transcendental ¢ = cosh A, se
C=C"emT =1T.,ousinhA = m, se C=C"em T =T_, as quais s6 podem ser
resolvidas numericamente. A figura 3.3 contém o gréafico de T, em funcao dos parametros
b e 7, onde nota-se a existéncia de duas regides distintas separadas por uma curva b; (y)
onde existe uma descontinuidade. Para b > b;, encontramos que a concorréncia em 77
é C = C” enquanto que para b < by, temos C = C'. A curva b, () é mostrada na
figura 3.3b, onde vemos que existe uma divergéncia em v = 0, confirmando o fato de
que a temperatura critica para v = 0 independe do parametro b e nao sofre qualquer
descontinuidade. Na préxima secao, passamos a discutir os padroes de comportamento
da concorréncia em fungao da temperatura, onde a curva b, (7) também tem um papel

relevante.

3.3 PADROES DE EMARANHAMENTO TERMICO

Na figura 3.4, vemos os diferentes padroes de emaranhamento com respeito a dependéncia
com a temperatura. O diagrama b X v mostrado em 3.4a mostra que existem trés regioes
distintas. Na regiao (I), que é limitada inferiormente pela curva b.(7), temos C' = C’
que em T = 0 tem o valor C' = sin# e decai monotonicamente até a temperatura critica
T. acima da qual C' = 0. O comportamento em (//I) é parecido com (/) mas com a
diferenca de que a concorréncia é C' = C”, que é maxima no estado fundamental onde
temos um estado EPR. Também a temperatura critica, como vimos na secao anterior,
apresenta comportamentos bastante diferentes nestas duas regides. A regiao (II) é ca-
racterizada pela presenca das fungoes C’ para temperaturas mais baixas e C' = C” para
temperaturas mais altas, as quais sao separadas por um intervalo de separabilidade. A
presenca destes intervalos de separabilidade é um resultado ja encontrado em outros tra-
balhos [76, 26, 25]. A contribuigdo de nosso trabalho [27], neste caso, foi o de especificar
no espago dos parametros a regiao onde este comportamento ocorre. A figura 3.4e mos-
tra o comportamento de C' x T para v = 0 na regiao (I1), isto porque o comportamento
em v = 0 é diferente dos outros pontos na regiao devido ao desaparecimento da parte
referente a C' = C’. Uma caracteristica notavel do emaranhamento em v = 0 em (/1)

é que ele é nulo no estado fundamental (7' = 0). Com o aumento da temperatura, a
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energia térmica pode excitar elementos do ensemble para o primeiro estado excitado, que
é um estado EPR. Como resultado, emaranhamento surge no sistema, o qual é também
denominado emaranhamento induzido por ambiente.

Passamos agora ao estudo dos padroes da concorréncia como funcao do campo magnético
b com a temperatura 1" e o parametro de anisotropia fixos, o que corresponde a realizar
cortes em superficies como as da figura 3.2 para diferentes valores de . Apresentamos
na figura 3.5a o diagrama T' X v que exibe uma curva que separa dois padroes diferentes:
(I) e (II). Nas figuras 3.5b e 3.5¢, apresentamos amostras de graficos C' x b para estes
dois padroes, além de graficos para o comportamento sobre a linha v = 0 em 3.5d. O
padréao de C' x b na regido (I) é caracterizado por duas regioes distintas separadas por um
intervalo de separabilidade, uma regiao com campos fracos onde C' = C” e uma segunda
regiao para campos mais intensos onde C' = C’. Na regido (/) ndo temos emaranha-
mento na regiao de campos fracos C' = €. O caso isotropico é especial, pois nesse caso
o emaranhamento ¢ maximo em b = 0 e decai monotonicamente até o desaparecimento
subito do emaranhamento sem passar por qualquer intervalo de separabilidade.

Para concluir, analisamos a dependéncia da concorréncia como funcao da anisotropia
~ mantendo o campo b e a temperatura fixados, o que também equivale a cortes nos
graficos da figura 3.2, mas agora perpendicularmente ao eixo relativo ao campo b. A
figura 3.6a mostra num diagrama T X b os quatro regimes que podem aparecer com
relagdo a dependéncia com +, sendo que na regiao (IV) temos concorréncia nula para
todo 7. Nas figuras 3.6b-d, sao apresentados graficos ilustrativos do comportamento
da concorréncia em fun¢ao de  em cada uma destas regices. Na regido (II), como
pode ser visto no grafico da figura 3.6¢c nao existe emaranhamento nas proximidades
da maxima anisotropia v = 1, o emaranhamento nesta regiao é do tipo antiparalelo
C = (C" e 86 aparece para temperaturas abaixo da temperatura critica T, = 1.1346,
que é a temperatura critica do modelo isotrépico v = 0. Na regido (/I1), nao existe
emaranhamento nas proximidades de v = 0, o emaranhamento é do tipo paralelo C' = C’
e pode existir em qualquer temperatura dependendo do campo magnético aplicado. Na
regiao (1), ambos os tipos de emaranhamento aparecem e sao separados por um intervalo
de separabilidade. Um fato peculiar dos padroes de emaranhamento C'x~y é a existéncia de
uma regiao “escura”, onde nao existe emaranhamento qualquer que seja 7y, isto porque
estamos acima de T" = 1.1346 e o campo magnético aplicado nao é suficiente para a

producao de emaranhamento paralelo.
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Figura 3.4 Padroes de comportamento da concorréncia em funcdo da temperatura. A parte
a) mostra no diagrama b x v as trés regioes distintas (I), (II) e (III) delimitadas pelas curvas
be = /1 —~?% e pela curva b; (7). Os gréficos apresentados em b-d) contém amostras de C' x T
em cada uma dessas regioes. O grafico em e) mostra o comportamento de C x T para v = 0 na
regiao (IT), o qual é ligeiramente diferente do comportamento para  # 0.
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Figura 3.5 Padroes de emaranhamento C' x b com « e T fixos. O diagrama em a) apresenta
os dois padroes distintos () e (1) e com uma linha hachurada sobre o eixo v = 0, indicando
que o comportamento na regidao (II) para v = 0 é diferente do caso v € (0,1]. Em b) e c), sdo
apresentados graficos representativos dos padroes (I) e (I1) respectivamente, enquanto que em
d), os graficos correspondem ao comportamento de C' x b sobre a linha hachurada.
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Figura 3.6 Padroes de emaranhamento C' x 7 com b e T fixos. O diagrama em a) apresenta
os quatro padroes distintos (I) — (IV). Em b-d), sdo apresentados graficos representativos para
cada um dos padroes.
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Como vimos nas secoes anteriores, o comportamento da concorréncia do modelo XY em
funcao dos parametros v, b e T" apresenta uma rica estrutura de padroes de emaranha-
mento. Nesta secao, voltamos a analisar estes padroes usando as fungoes de correlacao
de spin, onde consideramos dois tipos de correlacao: Primeiramente, as funcoes de cor-
relagao usuais obtidas por meio de médias no ensemble térmico e, em seguida, definimos
a funcao de correlacao quantica pura através da média das funcoes de correlagao dos es-
tados puros pertencentes a uma decomposi¢ao 6tima da matriz densidade que minimiza
a concorréncia enquanto média no ensemble. O uso das funcgoes de correlacao usuais
nao revela, como veremos, os diferentes padroes de emaranhamento devido ao fato dela
conter correlagoes cldssicas e quanticas em sua composicao. As correlagoes puramente
quanticas, por outro lado, sao sensiveis aos padroes de emaranhamento que ocorrem no
sistema. Nesta secao, obtemos explicitamente decomposigoes de concorréncia minima e
utilizamos tais decomposicoes para calcular as funcoes de correlagao de spin quanticas
puras. Apresentamos diversos graficos destas correlacoes e comparamos com os resultados

obtidos via média no ensemble.

3.4.1 Decomposicoes 6timas

Uma importante propriedade da matriz densidade de um estado misto arbitrario é que ela
pode ser decomposta em uma combinacao convexa de matrizes densidade para estados
puros de infinitas maneiras diferentes, o que nao afeta o cédlculo do valor esperado de
observaveis fisicos, pois estes independem da decomposicao utilizada. No entanto, existem
importantes quantidades fisicas que nao podem ser obtidas do valor esperado de um

operador simples, um exemplo disto é a funcao de correlagao de spin definida como:
% = (6%") — (6°)(c"), (3.16)

onde «, 5 € (x,y, ), a qual é escrita como uma combinagao de valores esperados. Apenas
em casos especiais onde (0®) ou (0?) sdo nulos, temos a correspondéncia com o valor
esperado do operador o®c”.

O emaranhamento de estados mistos também depende da decomposicao, o que leva
a dificuldades na sua quantificagdo para um numero arbitrério de qubits[18]. Para o
caso de dois qubits, no entanto, é possivel nao apenas quantificar o emaranhamento para

um estado misto arbitrario, mas também especificar decomposicoes 6timas da matriz
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densidade que levam a tal quantidade [14]. O procedimento de Wooters para encontrar

a decomposicao 6tima segue o seguinte procedimento:

e Encontra-se uma decomposigao da matriz densidade p, {|z;)}, com a propriedade
especial (z;|Z;) = \;0;5. E possivel obter esta decomposicao realizando uma trans-
LgEi, z)} Entre-

tanto uma maneira mais direta é utilizar que {|x;)} corresponde aos auto-estados

formagao unitaria sobre uma decomposicao conhecida como {

a direita do operador nao-hermiteano R = pp, onde p = 0¥ ® 0Yp*0? ® o¥.

e Uma transformacgao unitaria é utilizada para transformar a decomposicao {|x;)} em

uma nova decomposicao {|z;)} que minimiza a concorréncia média.

A decomposigao {|x;)} corresponde aos autoestados a direita do operador nao-hermiteano

R = pp com respectivos autovalores a direita {\?}. O resultado é dado por:

o) %[(é)i\om—(g)ﬂm], (3.7
) = iy 22 [() 00) + (;)iuw], (3.9

|5) = —\/TP)HUU 10)], (3-19)
1) = \/§H01>+\10>]- (3-20)

A préxima etapa é encontrar uma transformacao unitdria que leva a decomposicao de

concorréncia minima. Considere a seguinte decomposicao:

a) = () + €%lam) + %y + )] (3.21)
o) = o [l) + %) — s} — )] (3.22)
o) = lln) — 1) + e lys) — €%l (3.23)
|20) = %[|y1>—6i92|y2> ¢ [ys) + e lys) ] (3-24)

onde os estados {|y;)} corresponde aos estados {|z;)} rearranjados de tal forma que o
estado |y;) corresponda ao estado |z;) para o qual \; = A™**. A concorréncia média de
tal decomposicao é dada por (C) = A; + Zj>1 Aj;e=%% onde os Als correspondem ao

conjunto {\;} agrupados em ordem decrescente. Nas regides onde 2A; — > A; > 0, as
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decomposigoes 6timas sao obtidas com a escolha 0y = 03 = 0, = /2. Assim, nas regides
de concorréncia nao nula, temos dois tipos diferentes de decomposigoes, uma para o caso
em A; = )y e outra para o caso A; = \;. Estas duas decomposicoes tém caracteristicas
bastante diferentes como foi mostrado na secao anterior através do comportamento das

fungoes C’ e C”. Vamos analisar separadamente os dois casos.

342 Casol: A\, =)\, e(C=C".

Neste caso, temos |y;) = |z4) e a decomposigao 6tima é dada por:

jwr) = 3 llza) + k) + i) + il (3.25)
) = 5 ) + k) — ifa) — iles)] (3.26)
) = g o) = ila) + ila) — iles)] (3.27)
i) = g ) — iles) = ile) + iles)] (3.25)

A probabilidade de ocorréncia de cada um destes estados no ensemble é a mesma
e igual a p = 1/4. A concorréncia calculada em cada um deles também é a mesma e,

portanto, esta decomposicao também minimiza o emaranhamento de formacao.

343 Caso2: A\, =X\ e(C=C.

Neste caso, temos |y;) = |zg) e a decomposigao 6tima é dada por:

|21) = % [l2) +ilwr) +ilws) + ilaa)], (3-29)
|22) = %H@) +ilzy) —ilwg) —ilg)], (3-30)
|25) = %[Il’z) — ily) +ilxs) —ilwa)], (3-31)
|24) = % [lz2) = ilzr) = ilas) + ifxa)] . (3-32)

Ao contrario do caso anterior, neste caso os estados da decomposicao nao sao igual-
mente provaveis no ensemble e, também, a concorréncia de cada um deles nao é a mesma.

Assim, apesar desta decomposicao minimizar a concorréncia ela nao minimiza o emara-
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nhamento de formacao. Entretanto, verificamos numericamente que a discrepancia entre
o emaranhamento de formacao médio nesse ensemble e o seu valor exato € muito pequena.

As probabilidades de ocorréncia dos estados do ensemble {|z;)} sdo dadas por:

1
Pr=p2=7 {1—%} (3-33)
I I R 0/
Ps=p1= {H Z] : (3-34)

onde Z é a fungao de particao do sistema e Q = 2cosf cosh A..
Nas regioes onde a concorréncia é nula, as fases 6, 03 e 64 podem ser escolhidas de
tal forma que C' = Ay + Zj>1

A1 > Ay + A3 + Ay, Fazendo esta escolha, obtemos uma decomposicao de estados pu-

Aje % = 0, o que é possivel j& que nesta regiao temos

, . 4 i i ~ . ~ ;.
ros separaveis p = > .| p;p} @ ph, onde as correlagoes de spin sdo puramente classicas
no sentido de que podem ser geradas utilizando apenas operacoes locais e comunicacao

classica.

3.5 FUNCOES DE CORRELACAO DE SPIN

A matriz densidade do problema de dois qubits pode ser utilizada diretamente para obter
as funcoes de correlacio de spin Lo = (6%05) — (69)(05), a qual pode ainda ser escrita

na forma de média numa decomposicao arbitraria {|¥;)}:

4

4 4
Tag = 3 _(W]o0s W) — > (Wy[of|W,) > (W |og | 0y). (3-35)
j=1 k=1

=1

Para o nosso problema analisamos somente os casos em que o = 3, os resultados sao:

2(q 4 sinh A
2(—q+sinh A)

r,, = ( ~ (3-37)
2 (cosh A, — cosh A Q 2

Estas fungoes de correlagao quantificam juntamente correlagoes classicas e quanticas e,
por isso, nao sao sensiveis aos padroes de emaranhamento apresentados na se¢ao anterior.

E nesse ponto que propomos a extracao da componente puramente quantica F das
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correlagoes expressas nestas fungoes, que é a média das correlagoes de spin presentes em

cada estado das decomposi¢oes que minimizam a concorréncia, ou seja:

4
I = pilas(2:)), (3-39)
i=1

onde 5 5
(zilofoylzi)  (zilof|z)(zilog |2:)

Lag (l2:)) = Gilz) (iz:)?

e |z;) sdo os estados da decomposi¢do 6tima subnormalizados de forma que p; = (z;]2;).

Apesar de nao provarmos matematicamente que a funcao de correlacao definida dessa
forma é de fato puramente quantica, tal definicao pode ser justificada pelo fato de que
as funcoes de correlacao de spin calculadas em estados puros descrevem correlagoes pu-
ramente quanticas e se anulam se tais estados forem separaveis. Correlagoes classicas
surgem quando o estado nao é puro, mas sim uma mistura estatistica de tais estados. Se
os estados envolvidos na mistura forem separaveis, nao existe emaranhamento. A nossa
componente puramente quantica se anula e as fungoes de correlagao descrevem correlagoes
puramente classicas.

Como temos dois tipos diferentes de decomposigoes 6timas nas regioes de concorréncia

nao nula, precisamos analisar separadamente os casos A1 = Ay e Ay = Ao

3.5.1 Caso A\ =)\,

Nas regices onde A; = )4, todos os estados da decomposicao Otima sao equiprovaveis,
consequentemente a concorréncia e as fungoes de correlacao associadas a cada estado do
conjunto {|w;)} sdo iguais, o que nos leva a Fgﬁ = (Top (Jwi—4))).

As funcoes de correlacao puramente quanticas sao, portanto:

2(¢+sinhA) 4 <\/1+q2+q> [P sinh A + cosh A

re = _ .
T 7 72 (3 40)

2 (—q + sinh A) 4 (\/1 + ¢? —q> [P sinh A + cosh A

FyQy = Z - 22 (341)

2(cosh A, —coshA)  [Q* (14 ¢*) — 4]

re = ~ — = : (3-42)
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onde P = coshA./\/1+ ¢* e Q = 2cosfcoshA..

3.5.2 Caso A =)\,

Para a decomposigao {|z;)}, as fungoes de correlagao para os estados puros |z1) e |z2) sdo
iguais, o mesmo acontecendo para |z3) e |z4). Denotamos tais fungoes como I'yp (212) €

I'.p (234) respectivamente. Temos, portanto, a seguinte expressao para FSB:

T2 = 2p1Tap (212) + 2paTag (234) (3-43)
onde:
2(q 4 sinh A e® (4cosh A, — 2Q + 4q
Foa(212) = <Z_Q )l Z—0) ) (3-44)
2(—q+sinhA) e ?(4coshA. — 20 +4q
Lyy(z12) = : 7-0 ) ((Z—Qf ) (3-45)
2coshA, — Q —2coshA  [(1+4¢2) Q —2cosh A
Fzz 21, - - 346
=) 7-0 Z-oriee)
e
2(q 4 sinh A e® (4cosh A, + 20 + 4q
Fao(234) = (Z+Q ) _ e 7+ 0) ) (3-47)
2(—q+sinh A e ® (4cosh A, + 20 + 4q
s I e (349
2coshA.+ Q —2cosh A 1+ ¢%) @+ 2cosh A
() = B L (o)

Z+Q (Z+ Q) (1+¢%)

As fungoes de correlagao de spin puramente quanticas se anulam, por construcao, para
estados separaveis. No entanto, a matriz densidade do sistema descreve uma mistura
estatistica destes estados o que possibilita a existéncia de correlagoes classicas. Nos inter-
valos de separabilidade ou em temperaturas acima da temperatura limite, as correlagoes
presentes no sistema sao puramente classicas. No estado fundamental, com exce¢ao do
ponto b = b,., temos um estado puro. Neste caso, as correlagoes sao puramente quanticas.

A seguir, apresentamos graficos das funcdes de correlagao puramente quanticas I'?, e

das funcoes de correlagao completas I',, em funcao da temperatura para valores seleci-
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Figura 3.7 Comportamento das fungoes de correlagdo de spin como fungéao da temperatura
para as regioes (), (I1) e (I1I) do diagrama b x v da figura 3.4. As linhas cheias representam a
componete puramente quantica 'y, da funcao de correlacao completa I',, apresentada através
de linhas pontilhadas.
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onados de b e v correspondentes aos padroes de emaranhamento apresentados na figura
3.4. A figura 3.7 mostra o resultado para I',, e I'? . Os padroes correspondentes as figuras
3.7a e 3.7b sao separados pela curva critica b = b. () e a fungao de correlagao completa
I',, também sofre uma mudanca de comportamento nesta transicao, mas na transicao
pelo ponto b = b; relativa a mudanca entre os padroes das figuras 3.7b e 3.7¢, vemos que
apenas a componente quantica é afetada. Note que em b = 0.5 I'? > 0, enquanto que
para b = 1.5, apds o intervalo de separabilidade, temos I'?, < 0. Uma caracteristica im-
portante de I',,. é a grande diferenca entre as duas fungoes em grande parte do intervalo

de temperatura analisado, o que indica um alto grau de correlacao cléssica.
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Figura 3.8 Comportamento da fungoes de correlacdo de spin como funcao da temperatura
para as regioes (), (I1) e (I1I) do diagrama b x v da figura 3.4. As linhas cheias representam a
componete puramente quantica F??y da funcao de correlacao completa I'y, apresentada através
de linhas pontilhadas.
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Figura 3.9 Comportamento das fungoes de correlagao de spin como fungao da temperatura
para as regioes (I), (I1) e (I1I) do diagrama b x v da figura 3.4. As linhas cheias representam a
componente puramente quantica I';, da funcao de correlacao completa I',, apresentada através
de linhas pontilhadas.



3.5 FUNCOES DE CORRELACAO DE SPIN 62

Vamos encerrar este capitulo com uma interessante conexao com o conceito de Fstados
Fatorizados ou CGS (do inglés Classical-like Ground States) [77, 47], que estabelece
que em um ponto critico o estado fundamental do sistema se comporta classicamente.
Considerando o estado térmico do sistema que analisamos, verificamos a existéncia de um
intervalo de separabilidade nas proximidades do ponto critico b = b,., conforme mostrado
na regiao de baixas temperaturas do diagrama mostrado na figura 3.5. Na figura 3.10a,
mostramos o comportamento de nossas correlacoes de spin quanticas puras ao passar
por esse intervalo a uma temperatura baixa 7' = 0.02. Podemos ver que as correlagoes
se anulam no intervalo que praticamente se reduz um ponto b = by. Na parte 3.10b,
mostramos o comportamento deste “campo fatorizante” em funcao da temperatura,
onde vemos que bp se aproxima gradativamente de b. a medida que a temperatura é
reduzida. Vale ressaltar que, no caso de nossa cadeia finita de apenas dois spins, nao
temos estado separavel no campo critico b.. Como vimos, nesse ponto C' = (1 — ) /2.
A fatorizacao sé ocorre de fato em temperatura finita. No caso de cadeias com muitos
spins, que ¢é o caso tratado em outros trabalhos, a presenca do restante da cadeia atua
como um ambiente externo, reduzindo o emaranhamento no ponto critico e fazendo com

que este campo realmente se torne um campo fatorizante.



3.5 FUNCOES DE CORRELACAO DE SPIN 63

0.70 O.I75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00

0.880 +

T

Figura 3.10 Verificagdo de um campo fatorizante brp para v = 0.5. Na parte (a), graficos
das funcoes de correlacao de spin quanticas FaQa mostram que todas se anulam em um ”ponto”
comum br. Na parte (b), o comportamento de by em funcao da temperatura. A linha pontilhada
corresponde ao campo critico b, = /1 — 72 ~ 0.866.



CAPITULO 4

EFEITOS DE TOPOLOGIA EM SISTEMAS COM TRES
E QUATRO QUBITS

Relativo ao estudo do emaranhamento em cadeias com poucos qubits, uma questao impor-
tante diz respeito as condi¢oes em que o emaranhamento pode surgir e qual a natureza
de tal emaranhamento. Sabe-se que algum acoplamento entre dois subsistemas é ne-
cessario para a existéncia de emaranhamento bipartite [11, 6]. Tal acoplamento pode
ocorrer via interac@o direta, mas também indiretamente [64] via acoplamento com um
terceiro sistema que acopla com os dois subsistemas individualmente. O efeito do aco-
plamento indireto é o responsavel, por exemplo, pela deterioragao [32] ou mesmo cria¢ao
de emaranhamento[33, 35, 36] entre dois subsistemas devido ao contato com um banho
térmico, a um campo magnético externo[30] ou mesmo devido ao acoplamento com um
sistema de medigao[78].

Em cadeias finitas com mais de dois qubits, existe a possibilidade de criar diferentes
topologias da rede de acoplamentos entre pares de spins. Célculos do emaranhamento em
cadeias com trés [28] e quatro qubits [79, 29] sdo encontrados na literatura. No entanto,
sao poucos os trabalhos que comparam diretamente as propriedades do emaranhamento
em diferentes topologias [80]. Um dos principais interesses neste tipo de estudo estd na
otimizagao do emaranhamento através do controle das topologias [81].

Neste capitulo, analisamos as propriedades do emaranhamento em sistemas com 3 e
4 spins, comparando diferentes topologias. Para trés spins, analisamos as cadeias XY
na configuragao triangulo (cadeia fechada) e na configuragao trimero (cadeia aberta), as
quais se diferenciam pelo acoplamento entre um par de spins. Para o caso de 4 spins,
comparamos a cadeia XY fechada com interacao de primeiros vizinhos e o modelo LM G
onde todos os spins interagem entre si. Basicamente, os dois modelos de 4 spins se dife-

renciam pela presenca de acoplamento de segundos vizinhos no modelo LMG.

64
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41 EMARANHAMENTO EM SISTEMAS DE 3 SPINS

Nesta secao, analisamos as propriedades do emaranhamento em cadeias de 3 spins nas
topologias trimero e triangulo, que se diferenciam basicamente pela presenca de uma
condicao de contorno de fechamento da cadeia no triangulo o que introduz uma interacao
adicional inexistente na configuragao trimero, conforme mostrado na figura 4.1. Com
respeito a concorréncia entre pares, temos dois tipos diferentes no trimero devido a ine-
xisténcia de invariancia translacional, o que nao ocorre no triangulo. Analisamos ini-
cialmente o comportamento da concorréncia do estado fundamental em cada topologia
separadamente. Em seguida, a fim de analisar mais diretamente o efeito da mudanca na
topologia, utilizamos um modelo interpolador, onde a interacao entre os spins extremos
é ajustavel através de um parametro. O comportamento da concorréncia entre pares e

do emaranhamento global é entao analisado em termos deste parametro de interacao.

Trimero Triangulo

Figura 4.1 Cadeias de 3 spins nas topologias trimero e triangulo. A interagdo entre os spins
1 e 3 diferencia as duas configuragoes.

4.1.1 Emaranhamento na configuracao triangulo

O hamiltoniano do modelo XY de Heisenberg com trés spins na configuracao triangulo

submetidos a um campo magnético uniforme A ao longo da direcao z é dado por:

J 3
H=-2> [A+noioiy+ 1 —yolola] —h) o, (4.1)

i=1 =1

onde utilizamos a condigao de contorno 3,1 = 0. Definindo b = h/J e utilizando a repre-
sentacao na base canonica, temos uma matriz bloco-diagonal na forma H = —J [Hy, Hy],
onde os dois blocos sao escritos respectivamente nas bases By = {]000), [101), |110),]011)}
e By = {|111),]010), |001),|100)}. Temos a relagdo Hy(b) = Hy(—b), o que significa que

precisamos diagonalizar apenas o bloco H; que tem a seguinte representacao matricial:
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3 v v 7
b 1 1
Hl - 7 3 (42)
v 1 —=b 1
v 1 1 —=b

Os autovalores de energia associados a este bloco sao:

E = —J [1+b+ \/(2b—1)2+372], (4.3)
By = —J {1+b—\/(26—1)2+372}, (4.4)
By = J(1+4b), (4-5)
E, = J(1+b), (4.6)

1) = \/T [£1]000) + [110) + [101) + [011)] (4.7)
2) = \/T [£2000) + [110) + [101) + |011)], (4.8)
3) = 7[|101> 011)], (4-9)
) = %[|1o1>—2|110>+|011>] (4.10)
onde:
2b—1 2b — 1)% + 372
5
2 —1—1/(2b — 1)* + 342
fy(b.r) = \/( )+7.

g
Os autovalores F;5_g e autovetores |5 —8) do segundo bloco podem ser obtidos a partir
dos resultados para H; fazendo b — —b levando a novas funcées fi (b,7) = f1 (—=b,7) e
fa(b,7) = fo(=b,7). A transformacio |0) > |1) leva aos novos autovetores.
Com esse resultado, podemos determinar o estado fundamental W) e o emaranha-
mento. Existem dois possiveis auto-estados candidatos a estado fundamental, um para
cada bloco do hamiltoniano. Temos, portanto, uma degenerescéncia em b = 0 e uma

outra degenerescéncia envolvendo os dois mesmos estados em |b.| = /1 — ~2.
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Neste ponto, é importante analisar o caso v = 0 devido as possiveis singularidades nas
fungoes fi e fo, j4 que os numeradores também podem se anular. Se b > b, = 1, temos
f1 = oo levando a |¥g) = [000) e f; — 0 levando a | E5) = (1/+/3) [|001) + [010) + |100)]
que é o estado fundamental quando b < b.. Este é o famoso estado |IW) que apresenta
méximo emaranhamento tripartite e uma concorréncia entre pares C' = 2/3. Apesar das
divergéncias nas func¢oes que definem o estado fundamental, a expressao final para as
concorréncias também sao validas para o caso v = 0.

A matriz reduzida de dois spins p1o = p13 = po3 para «y arbitrario é dada por:

P00 fi
1 0O 1.1 0
= = , se b>Db,. 11
PR3 011 0 (4.12)
fi 00 0
e ~
0 00 fi
1 0O 11 0
= — , se b<b, 12
=R 3 011 0 (4:12)
fi 00 fF

Como a matriz densidade reduzida nao corresponde a um estado puro, temos que usar
a férmula de Wooters para estados mistos[14] a fim de analisarmos o emaranhamento

bipartite do estado fundamental. As expressoes para a concorréncia para b # 0 e b #

/1 — 2 sao:

C(l) = max [0, %], se b> b, (4.13)
2(1-151)
C(l) = max |0, ————|, se b<b, (4.14)
Si +3

Se b = 0 ou |b| = y/1—~2, temos uma degenerescéncia no estado fundamental,
cuja matriz densidade reduzida, como ja vimos, corresponde a uma mistura estatistica

balanceada:
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2 00 f 000 f
11 o1 10| 11 [o110

P=os3] 0 11 Y (4:15)
£ 00 0 fi 00 f

Antes de apresentamos gréficos ilustrando o comportamento de tais funcoes, calcula-
mos a concorréncia para o trimero a fim de apresentarmos graficos que possibilitem uma

comparagao direta.

4.1.2 Emaranhamento na configuracao trimero

Na configuracao trimero, como vimos na figura 4.1, os spins 1 e 3 nao interagem di-
retamente, o que significa que o emaranhamento entre estes spins nesta topologia tem
origem unicamente no acoplamento indireto mediado pelo spin central 2 ou pelo campo
magnético b. A inexisténcia desta interacao resulta na quebra da invariancia translacional
e, com isso, passamos a ter dois tipos de concorréncias: uma entre os dois spins extremos
que denominamos de C'(2) e a concorréncia entre spins vizinhos C(1). O hamiltoniano
para este modelo também tem a representacao matricial na forma bloco-diagonal. A

representacao de H; na mesma base usada para o triangulo é:

3b 0 v ~
0 —-b 1 1
Hl - ) (416)
v 1 —=b 0
v 1 0 —=b

Os autovalores de energia associados a este bloco sao:

E, = —b (4.17)

By, — 2Rez+° (4.18)

2 = 3 e 3 4.1
1 1 b

By = —-ReZ — —ImZ + - .

3 gReZ — —zImZ + 3 (4.19)
1 1 b

Ey = —-ReZ+ —=ImZ + - (4.20)

3 V3 3’

1/3
onde Z = (77 + 62\/Z> com 1 = 36b7y% —72b+64b% e A = 675+ 18+* +1294h% + 1842 +
240720* + 6 — 96b% + 384b*.
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Os autovalores neste caso sao consideravelmente mais complexos que os do caso
triangulo, o que se deve a quebra da invariancia translacional. Os autovetores associ-

ados a estes autovalores sao:

) = % (~[110) + [011)] (4.21)
n) = C,[a,]000) + 5,]101) + [110) + [011)] n =2,3,4 , (4.22)

onde C,, = (a2 + 52 + 2)71/2, sendo oy, = —27/(3b— E,) e B, =2/(b+ E,)

Temos dois tipos de matriz densidade reduzida, p;s = po3 entre primeiros vizinhos e
p13 entre segundos vizinhos que, no caso, sao os spins extremos da cadeia. O estado funda-
mental pode ser |Ug) = |2) para campos maiores que o campo critico b, = /(1 — ~2) /2
e |¥g) = |6) para b < b.. Sobre os pontos criticos |b| = b, e b = 0, o estado fundamental é

descrito por uma matriz densidade correspondente a uma mistura estatistica balanceada
p=(1/2)]2)(2] + (1/2)|6)(6|. As matrizes densidades sdo, portanto:

Oé% 0 0 (0%)

1 0 1 B 0
T G E 0o o0 | ¢
a; 0 0 1
ai 0 0 asf
P13 = m 8 1 1 g se b> b (4.23)
afy 0 0 [

No caso de b < b, as matrizes densidades reduzidas sao:
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1 0 0 9
1 0 8 B 0
P12 = ;=5 = ~ €
a+p+2| 0 B 1 0
a; 0 0 a2
30 0 asp
1 0 11 0
= — se b <b, .2
T im0 11 0 (4:24)
dofy 0 0 &2

Neste caso em que b < b,, as concorréncias sao obtidas fazendo simplesmente b — —b
nas equagoes para C(1) e C'(2) obtidas para b > b.. Para campos negativos, os papéis
sao invertidos e as expressoes acima servem para —b. < b < 0 e para b < —b,, ou seja ha
uma troca de sinal de b nas expressoes.

Para campos magnéticos correspondentes a campos criticos b = 0 ou b = b., as
matrizes reduzidas sao dadas por misturas estatisticas balanceadas das matrizes reduzidas

referentes aos dois estados degenerados. Temos portanto:

a% 0 0 oo 1 0 0 o
1 1 0 1 B 0 1 1 0 B2 B,
= 203+32+2 | 0 By B3 0 i 55‘% +B8+2| 0 B (4:25)
a, 0 0 1 ay 0 0 a2
(S
a2 0 0 ayfs 320 0 g
1 1 0 11 0 1 1 0 11 0
BT mY2] 0 11 0 |T2mimaz| o0 11 o0
azfy 0 0 ﬁ% 07252 00 d%
(4.26)

O comportamento das concorréncias entre pares C'(1) e C'(2) em funcdo do campo
magnético b é resumido na figura 4.2, onde apresentamos graficos comparativos das con-
corréncias nas configuragoes trimero e triangulo para trés diferentes parametros de aniso-
tropia. Nas partes (a) e (b) apresentamos as concorréncias para o caso v = 0 que, como
foi visto anteriormente, s6 ¢ emaranhado para campos |b| < |b.|. Como o campo critico b,

é maior para a configuracao triangulo, o emaranhamento pode ser sustentado em campos
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Figura 4.2 Concorréncias entre spins vizinhos C'(1) e entre segundos vizinhos C'(2) em fungao
do campo magnético b. As linhas pontilhadas referem-se & configuracdo trimero e as linhas
cheias a configuragao tridngulo. Os circulos cheios e semi-cheios sao pontos de descontinuidade

nas concorréncias para o triangulo e o trimero respectivamente.
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um pouco maijores. A concorréncia entre vizinhos C'(1) é maior no trimero do que no
triangulo na regiao |b| < 0.707, enquanto que a concorréncia entre os spins extremos C(2)
¢, como esperado, maior para o triangulo onde estes dois spins interagem diretamente.
Os pontos de degenerescéncia do estado fundamental, representados por circulos cheios e
semi-cheios, além de corresponderem a descontinuidades na concorréncia, também pare-
cem delimitar diferentes regides em relagao ao efeito da interacao adicional. Para v = 0.5,
conforme mostrado em (c) e (d), temos um comportamento diferente das concorréncias
em relagdo ao campo magnético. Na regiao de campos mais fracos |b| < b., ambas as
concorréncias crescem monotonicamente com o médulo do campo magnético, mas esse
comportamento é alterado para |b| > |b.| onde temos um decaimento com |b| tendendo
para zero assintoticamente, o que é coerente com a tendéncia natural do campo de alinhar
os spins levando o sistema a um estado separavel. Também para campos menores que o
campo critico do trimero b, = /(1 —~?) /2 &~ 0.612, a concorréncia entre vizinhos C(1)
do trimero domina sobre a do triangulo, mas isto também acontece no ponto critico do
triangulo onde, em virtude da queda brusca na concorréncia devido a degenerescéncia do
estado fundamental, a concorréncia entre pares de spins no triangulo se torna menor do
que ambos os tipos de concorréncia do trimero, um resultado notavel. No caso v = 1,
cujos resultados estao mostrados nas partes (e) e (f), os campos criticos coincidem em
b =0 e as concorréncias C'(1) e C'(2) se anulam nesse ponto. Também nao existem des-
continuidades em outros valores do campo magnético. Podemos notar que o caso v =1
contraria aquela tendéncia, observada nos valores anteriores de v, onde os campos criticos
delimitam a regiao onde C'(1) do trimero domina sobre o triangulo. No caso v = 1, te-
mos um amplo intervalo de campos magnéticos onde C(1) do trimero domina sem que
ol < /A=) /2.

A caracterizacao precisa dos tipos de padroes de emaranhamento que existem em
relagao a dependéncia com a interacao entre os spins extremos sera realizada na proxima
subsecao, onde examinaremos um modelo interpolador com interacao entre spins extremos

controlada por um parametro simples.

4.1.3 Modelo interpolador com acoplamento de segundos vizinhos ajustavel

A fim de avaliarmos mais precisamente o efeito do acoplamento entre os spins extremos da
cadeia sobre as concorréncias, estudamos um modelo interpolador com um acoplamento
entre os dois spins extremos ajustavel J;3 = m.J, conforme mostrado na figura 4.3 onde
m é um parametro de controle do acoplamento e que varia de m = 0 (trimero) até m = 1

(triangulo). O hamiltoniano deste modelo é dado por:
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Figura 4.3 Configuracao do modelo interpolador com interacao entre os spins extremos 1 e 3
controlada pelo parametro m que varia de m = 0 (trimero) até m = 1 (triangulo)

2 3
J xr T z
H = -3 Z [(1+7)ofofy + (1 —v)ofol, ] — hZO’i
‘ i=1
J T T Yy
5[(1‘*"7)‘7103 + (1 —7)oios], (4.27)
cuja representacao matricial é:

3b my v v

my —b 1 1

Hi"(b) = (4-28)

v 1 —=b m
v 1 m —=b

O caso isotropico v = 0 é o tnico que possibilita a obtengao de solugoes analiticas
simples para esse problema. Os demais casos levam a expressoes bastante complica-
das, dificultando as manipulagoes algébricas posteriores. Vamos apresentar os resultados
analiticos para o caso isotropico apenas e, em seguida, apresentamos resultados obtidos

numericamente para o caso de v arbitrario.

4.1.3.1 Caso isotrépico v = 0. Considerando apenas b > 0 (A fungao concorréncia
é simétrica), temos dois possiveis estados fundamentais, um de H; e o outro de Hs. As
energias destes dois estados sdo E; = —3be Fy = —b—m/2— v/m2 + 8. Temos, portanto,
um ponto critico em b = b (y = 0) = (Vm? + 8 + m) /4. O estado fundamental é dado,

entao por:

Vo) = [000) se b>br" (4.29)
1

V) = 101) + |11 11 " .

Ve) 7 g [am[101) +[110) +[011)] se b <", (4-30)

m
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onde

o = 5 (ViE T8 —m).

Para b > b, o estado fundamental é sempre o estado completamente separavel |000)
e, portanto, as concorréncias entre pares sao nulas independentemente do campo e do
parametro de interacio m. J& para b < 0™=Y & 0.7071, temos sempre o estado funda-
mental correspondente a energia Fs, para o qual as concorréncias sao nao nulas, depen-
dentes de m mas independentes do campo magnético. Obtendo as matrizes reduzidas e

utilizando a férmula de Wooters, obtemos os seguintes resultados:

2c 2
1) = ==
¢Q) a2, +2 m2+8
2 1 m
2) = = |14+ —— b < b.. .
075 (@) 0 (b)

b=0.2 _
b=0.8
c) 0.7 —C)

070-_\ ..............
061 | TE()
= I R S C(2)
- 0.5-
C C 04+
N 0.3
() :
0.55 :
0.1
) ' : : : 0.0 - . : T
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 o - |
m m

Figura 4.4 Comportamento das concorréncias C(1) e C(2) em funcdo do parametro de in-
teracao m para o caso isotropico.

Na figura 4.4, apresentamos graficos para as concorréncias C(1) e C'(2) em fungao do
parametro m e para dois campos diferentes. Na parte (a), temos o resultado para b = 0.2
que esta abaixo do campo critico do trimero. Assim, as concorréncias em todo o intervalo
m € [0, 1] s@o descritas pelas equagoes 4.31. A concorréncia C(2) cresce praticamente de
forma linear com m, enquanto que C(1) decresce até cruzar com C(2) no ponto m = 1
que é a configuracao triangulo onde nao existe distin¢ao entre os pares de spins. O campo
b = 0.8 da parte (b) da figura estd entre os campos criticos dos dois modelos. Assim,
temos uma descontinuidade nas concorréncias ao passar por um valor de m para o qual

b = 0.8. Abaixo deste ponto, nao temos emaranhamento. Para valores de m maiores
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que o valor na descontinuidade, recupera-se o comportamento das equagoes 4.31.

4.1.3.2 Caso anisotrépico v € (0,1]. Para o caso de parametro de anisotropia
arbitrario, todos os calculos foram realizados numericamente. No entanto, algumas ca-
racteristicas gerais dos modelos anteriores também sao encontradas aqui. Temos, por
exemplo, um ponto critico b7 (y) onde o estado fundamental é degenerado. Para b > b7 ()
o estado fundamental é o estado de menor energia de H;, do contrario fazemos b — —b
e |0) <> |1). Obtendo este campo numericamente, verificamos que temos um bom ajuste
pela semi-elipse b () = b7 (0) /1 — 42 Assim, as concorréncias tem comportamentos
diferentes conforme o campo seja maior ou menor que este ponto critico. Na figura 4.5,
apresentamos resultados destas concorréncias em funcao do parametro m. Conforme mos-
trado na parte (a) da figura, temos basicamente trés diferentes padroes de comportamento
de C' x m, os quais surgem nas regioes do diagrama b x vy denominadas como (1) 4 g, (1)
e (I1I). As figuras 4.5(b-d) apresentam amostras de graficos de C'(1) e C(2) em funcao
de m para cada uma destas regioes. A direita, os graficos de C'(2) mostram que a fungao
é sempre monotonica crescente de m enquanto que C(1) apresenta este comportamento
apenas em todo intervalo m € [0, 1] apenas na regiao (/). Na regiao (1), conforme ocorre
no caso isotrépico, temos um decaimento de C'(1) em funcao de m. A linha pontilhada
referente a v = 0.95 na figura 4.5 é uma amostra do comportamento na regiao (I)g. A
regiao (I11) é especial porque, nesta regido, a maxima concorréncia entre vizinhos nao
ocorre nos modelos extremos (trimero ou tridngulo), mas em um valor intermedidrio de
m que depende do campo magnético aplicado. Note que a anisotropia tem um papel
importante na definicao destes padroes. Para v menor que aproximadamente 0.5, temos
apenas os dois padroes ()4 e (1) como ocorre no caso isotrépico, enquanto que para
anisotropias maiores surge o novo padrao (I11) além do reaparecimento do padrao (I)

para v > 0.7 aproximadamente.
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Figura 4.5 Padroes de comportamento de C' x m no espaco dos parametros b x . Em (a), sao
apresentadas as regioes correspondentes a esses padroes e em (b-d), amostras destes comporta-

mentos.
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4.1.3.3 Emaranhamento global e armazenado em pares Para complementar
esta analise, é necessario estudar o emaranhamento multipartite presente neste sistema
e como ele se comporta em relacao a interagao entre os spins extremos. Como quantifi-
cador, escolhemos o emaranhamento global[63] que, no caso de uma cadeia de N qubits,

corresponde a pureza média dos estados reduzidos de cada qubit !,

N

Q= %Z 2[1—Tr(p?)], (4-32)

i=1
onde p; ¢ a matriz densidade reduzida do i-ésimo spin em relagao aos demais. No caso
da nossa cadeia de 3 spins, temos p; = p3. Assim, o emaranhamento global se reduz a:

2

Q=3 [3-2Tr (p7) = Tr (p3)] (4.33)

Na figura 4.6, apresentamos o comportamento do emaranhamento global em funcao do
campo magnético nas configuracoes trimero e triangulo e para trés anisotropias distintas.
Note que, nos trés casos, sempre temos mais emaranhamento multipartite na configuracao
triangulo do que no trimero.

Apenas uma parte do emaranhamento global é armazenado nas concorréncias entre
dois spins, o que significa que apesar da interacao entre spins extremos produzir ema-
ranhamento global do sistema, isto nao necessariamente resulta em aumento do emara-
nhamento entre pares de spin, como acontece com a concorréncia entre vizinhos C'(1). A
parte do emaranhamento global que é armazenada entre pares pode ser calculada usando
o conceito de emaranhamento distribuido ou monogamia de emaranhamento[64, 65| que
estabelece o emaranhamento entre cada spin e o restante da cadeia como limitador para
o emaranhamento entre tal spin e os demais. Assim, o emaranhamento armazenado entre
pares (), pode ser definido pela média destas somas sobre todos os spins da cadeia. Para

o caso da nossa cadeia de 3 spins, podemos definir (), como:

@p =

Wl Do

[20(1)* + C(2)%] . (4-34)

O comportamento do emaranhamento global () e da parte armazenada em con-
corréncias entre pares € apresentada na figura 4.7, onde vemos que o emaranhamento

global cresce monotonicamente com a interagao adicional. Ja a parte de emaranhamento

IEste quantificador é vélido somente para estados puros, ou seja, ndao é valido nos pontos criticos
onde o estado é degenerado e, portanto misto.
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Figura 4.6 Comportamento do emaranhamento global em fungdo do campo magnético b. As
linhas pontilhadas referem-se ao trimero e as linhas cheias a configuracao triangulo. Nos pontos
b=0eb=b., afuncao @) nao é definida. Isto é caracterizado no grafico pela descontinuidade
de QQ em b, e pela circulo vazio em b = 0.

que ¢ armazenada em concorréncias entre dois spins apresenta diferentes padroes de com-
portamento dependendo da regiao do diagrama bx . A regiao (I) é caracterizada por um
decaimento do emaranhamento armazenado em pares (),, o que indica que a interagao
adicional transfere emaranhamento armazenado em pares para a parte nao-armazenada,
a qual é denominada de emaranhamento genuinamente multipartite. As regioes (I1) e
(I1I) correspondem, neste caso, correspondem ao mesmo padrao. Tanto o emaranha-
mento global () quanto a componente (), crescem monotonicamente, mas o crescimento
de @), ocorre numa taxa menor que o de (), o que significa que a interagao adicional pro-
duz principalmente emaranhamento genuinamente multipartite. Resumindo, a adigao de
uma interacao adicional entre os spins extremos, apesar de ocorrer em um par especifico
de spins da cadeia, afeta mais justamente a parte do emaranhamento multipartite indis-

ponivel para o emaranhamento armazenado em pares.
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Figura 4.7 Padroes de comportamento do emaranhamento global @ e da parte armazenada
em pares (), em funcao do parametro de interagdo m. A parte (a) da figura mostra no diagrama
b x v regides referentes a diferentes padroes. A linha pontilhada na transigao entre (I1) e (I11)
significa que nao ocorre uma mudanga de comportamento de @, @, no cruzamento desta linha, o
que ocorre com C(1) como visto na figura 4.5. As figuras (b-d) sdo amostras do comportamento
de Q, @, em funcao de m em cada regiao.
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4.2 EMARANHAMENTO EM SISTEMAS DE 4 SPINS

Nesta secao, apresentamos resultados para o emaranhamento em cadeias com 4 spins
em duas configuracoes distintas: A cadeia XY onde temos apenas interacao de primeiros
vizinhos e o sistema LM G[48], que apresenta interacao do tipo XY mas com todos os spins
interagindo entre si com a mesma constante de acoplamento. Assim, tais configuracoes se
distinguem pela presenca de dois novos acoplamentos entre pares de segundos vizinhos,
conforme figura 4.8. Neste caso, temos invariancia translacional em ambos os modelos
mas, ainda assim, temos dois tipos de concorréncia entre pares no modelo XY enquanto
no modelo LM G nao ha distingao entre pares de spins. Como feito para o caso de cadeias
com 3 spins analisamos as propriedades do emaranhamento do estado fundamental em
cada modelo separadamente e em seguida, utilizamos um modelo interpolador onde a
interacao entre segundos vizinhos é controlavel por um parametro de interacao, o qual
utilizamos para estudar mais profundamente o comportamento do emaranhamento na
transicao de XY para LMG.

Cadeia XY Sistema LMG

J J J J
1 J 4 1 4

Figura 4.8 Configuracao dos sistemas de 4 spins analisadas neste trabalho. A esquerda, a
configuracdo XY onde apenas spins vizinhos interagem. A direita, o sistema LM G onde todos
0s spins interagem entre si com a mesma constante de acoplamento.

4.2.1 Cadeia XY com interacao de primeiros vizinhos

O hamiltoniano do modelo XY de Heisenberg com interacao de primeiros vizinhos sub-

metidos a um campo magnético uniforme h ao longo da direcao z é dado por:

4
H=—2% [(L+y)ofofy +(L=y)ololy,] —h) of, (4-35)

i=1 i=1
com a condi¢ao de contorno o4y = o07. Definindo b = h/J e utilizando a repre-
sentacao na base canoOnica, obtemos novamente uma matriz bloco-diagonal na forma

H = —J[Hy, H,], onde os dois blocos sdo escritos respectivamente nas bases B; =
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[/0000), |0011),]0101), |0110), |1001), [1010), |[1100), |1111)] e By = [|0001), |0010), |0100), |0111), |1000), |
respectivamente. Neste caso nao temos a relagao Hy(b) = Hq(—b) e, portanto, é necessério
diagonalizarmos os dois blocos separadamente. As representagoes matriciais de H; e Hs

sao dadas por:

4b v 0 v v 0 v O
v 010010 v
0101101 O
H - v 010010 v (4.36)
v 010010 v
0101101 O
v 010010 v
0 ~ 0~ v 0 v —4b
21 0 v 1 0 y 0
1 2 1 0 0 ~ 0 0
0O 1 2 ~ 1 0 y 0
H, — v 0 v =20 0 1 0 1 (1.37)
1 01 0 20 ~ 0y v
0O ~ 0 1 ~ =2b 1 0
v~ 0 v 0O 0 1 =2 1
0O v 0 1 v O 1 =2b

Os autovalores de H; e Hy sao dados por:
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E1 == E2:E3:E4:0,

Esg = 12\/1 + 72 4+ 2b2 — \/(1 + 92 4 2b2)° — 812,

Ers = iz\/l + 2+ 202 + \/(1 + 72 4+ 2b2)% — 812,

Ey = Eyp=—20,
Ey = Eyp=+2b,

Eizy = X2 (-1 +/b2+ 72> ,

Eisi6 = £2 (1 + Vb + 72) :

Os auto-estados |n) referentes ao bloco H; sao:

1
1) = 5[0011) +[0110) — [1100) — i[1001)
1
[2) = $[0011) — i|0110) — [1100) +¢[1001)
1
[3) = 5[10011) — [0110) + |1100) — [1001)]
1
4) = —1|0101) — |1010)],
|4) \/5[! ) — [1010)]
In) = A, [a,]|0000) + b, (|0011) + [0110) 4 |1001) + |1100))]
+ A, (]0101) + [1010)) + [1111), n=5—38,
onde
Ay = (a2 + 402 + 22 + 1)
4b+ E, 4b+ E, 4b+ E,
Qp = — ) bn: Cn =
4b — E,, ol vEn

82
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Os auto-estados associados ao segundo bloco Hs sao:

1 1
9) = —[]1011) —|1110)], |10) = —=[|1011) — |1110)],
19) ﬁ[l ) — [1110)], [10) 2[| ) — [1110)]
1 1
11) = —=[|1011) — [1110)], [12) = —= [|1011) — |1110)],
11) \/5[|>|>]|>\/§[|>|>]
Im) = By, [ (J0001) + [0100)) + B, (|0010) + |1000))]
4+ B [0 (|0111) 4 [1101)) + [1011) + [1110)], m = 13 — 16,
onde
B, = (207, + 262, + 2b3,, +2)
. _ 4(2b—E,) —4*(2b+ E,,) — (2b— E,) (2b+ E,,)°
m T 8’)/Em )
_ 2(y+ o) _ 2(yam +1)
o= =0 =E, © "= w1 g,
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(4-52)

(4-53)

(4-54)

(4-55)

Considerando J > 0, temos dois candidatos a estado fundamental: O estado |7) e o

estado |15). Existem dois pontos de degenerescéncia onde E; = FEj5, o campo critico

b. = /1 —~? e um segundo ponto by que nao possui uma expressao analitica simples.

Na figura 4.9, vemos as duas curvas de degenerescéncia.

As matrizes reduzidas de dois spins tem a mesma forma que aquela vista nos caso da

cadeia de 3 spins, ou seja:

v 0 0 w v 0 0 w
0z 2 O 0z z 0 (4.56)
S PN 0 2 g 0 o
w 0 0 v w 0 0 o
Para o caso b > b. e b < by, o estado fundamental é |Vg) = |7) e, portanto, os

elementos das matrizes reduzidas sao:
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u = al+b> e d=al+bZ, (4-57)
vo= 148 e =147, (4.58)
w = apb,+b, e wW=a,c,+c,, (4-59)
r=y = b2+ e I=7g=203, (4.60)
z = 2b,c, e Z=2b (4.61)

Para by < b < b, o estado fundamental é |¥¢) = |15) e, portanto, os elementos das

matrizes reduzidas sao:

u = a2 +p2 e 4=2a’, (4.62)
v o= 1+, e =2, (4.63)
W = Upom+L0 e W=2aq,,, (4.64)
v o= a2 +02 e I=p%+6, (4.65)
y = Butl e §=05+0,, (4.66)
z = 241 e z=p%4+68 (4.67)
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4.2.2 Sistema LMG com interacao de primeiros vizinhos

O estudo do emaranhamento em sistemas LM G tem aparecido na literatura no contexto
de propriedades de escala da entropia de emaranhamento em pontos criticos quanticos
[51, 49, 50]. Trata-se de um sistema no qual todos os spins interagem entre si com a
mesma constante de acoplamento, ou seja, a interacao é de alcance infinito. Apesar do
alto contraste com relacao ao tipo de acoplamento da cadeia XY, existe uma notavel
semelhanga com respeito as propriedades de escala nos pontos criticos [49, 50]. Apresen-
tamos nesta secao uma analise das propriedades do emaranhamento num sistema LMG
de 4 spins. O objetivo é comparar diretamente os resultados aqueles obtidos para a cadeia
XY o que significa avaliar o efeito da introducao de interagao de segundos vizinhos sobre
as propriedades do emaranhamento.

Mantendo a mesma parametrizagao utilizada para as cadeias XY, obtemos o seguinte

hamiltoniano:

H= —% ZZ (A +y)ofof + (1 —7)olo?] — hZUf, (4.68)

i=1 j<i i=1
também com a condigao de contorno o4y = ;. A representacao matricial tem, mais
uma vez, uma forma bloco-diagonal. Mantendo a mesma base utilizada para a cadeia

XY, obtemos a seguinte representacao para H; e Ho

b v vy vy vy O
v 011110 -~
v 101101 »~
v~ 1 1.0 0 1 1 v
H, = : (4.69)
v 110011 ~
v 101101 »~
v 011110 »v
O vv v~y vy —4b
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21 1 ~ 1 v 0 0
1 21 ~v 0 v 0 ¥
1 1 26 ~ 1 O y vy
vy v v =20 0 1 1 1
Hy = (4.70)
1 1 1 0 2 v y vy
vy v 0 1 ~ =20 1 1
v~ 0 v 1 ~ 1 =2b 1
0O ~ ~ 1 ~v v 1 =2b
Os autovalores sao:
By = =2, (4.71)
E3,5 == 0, (472)
4
Es = ZRe[Z], (4-73)
4 )
Er = ZRe (23] (4-74)
4 )
Es = SRe[Ze"7], (4.75)
Eg 11 = —1+4 /40> +2 (4.76)
Eip 1y = —1— /40 +~2 (4-77)
Eisp6 = 3£/ + 402 (4.78)

1/3
onde Z = (n +3i\/z> ,com n = 2792 — 720 + 8 ¢ A = 8145 + 324b%4* 4+ 27~4* +
432b%% + 7206292 + 1920° — 384b* + 192b2.

Como estamos tratando apenas o caso J > 0, o estado fundamental é definido pelo
maior entre os autovalores de Hy, e Hy. Nesse caso, podemos ter Eg ou Ej5 como energia
do estado fundamental. Essas duas fungoes-energia se cruzam em dois pontos levando
a um estado fundamental degenerado. Na figura 4.10, mostramos as duas curvas ca-
racterizadas por Fg = Fi5. Apesar de nao ter sido possivel obter expressoes analiticas
fechadas para esses pontos criticos, resultados obtidos numericamente mostram que as
duas curvas criticas se ajustam muito bem a setores de elipses by = (1/ 2)\/1—772 e
be = (3/2)\/1 —~2.
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Figura 4.10 Curvas de degenerescéncia Eg = E15 para a cadeia LM G. As curvas se ajustam

bem a setores de elipses, b, ~ (3/2)\/1 — 7% e by =~ (1/2)y/1 — +2.
Nos casos em que b > b. ou b < by, o estado fundamental é dado por:

|We) = 16) = A[al0000) + b(]0011) + |0101) + |0110) + [1001) + [1010) + |1100)) + [1111)]
(4-79)

onde A = (a® + 6b* + 1)_1/2, com a = —(4b+ Es) / (4b— Eg) e b = (4b+ Eg) /6, o

que nos leva as seguintes expressoes para os elementos das matrizes reduzidas no estado

fundamental.

W o= A (a1, (4:80)

A* (1407, (4.81)
w = A*(ab+b), (4.82)
r o= y=z=20A% (4.83)

No caso em que by < b < b., temos o estado fundamental

|We) = |15) = B[a (]0001) + |0010) + [0100) + |1000)) + [0111) + |1011) + [1101) + |1110)],
(4-84)
onde

JAR2 2
B:(4a2—|—4)_1/2 e a:2b+ ;l: +97.



4.2 EMARANHAMENTO EM SISTEMAS DE 4 SPINS 88

Os elementos da matriz densidade reduzida sao:

u = 2B%* (4.85)
v = 2B? (4.86)
w = 2B% (4.87)
v = y=z=DB*(1+d% (4.88)

Na figura 4.11, apresentamos uma série de graficos que resumem o comportamento
das concorréncias C'(1) e C(2) em funcao do campo magnético b. Trata-se de gréficos
comparativos das concorréncias nos sistemas XY e LMG. A existéncia de 4 pontos, de
degenerescéncia do estado fundamental,ao invés de 3 como no caso de 3 spins, torna o
comportamento mais complexo devido a existéncia de trés regides de campo magnético
com comportamentos diferentes. As figuras (a) e (b) mostram os resultados para o caso
isotropico v = 0 onde sé existe emaranhamento para campos menores que b.. Para
b > b, temos o estado separavel |0000) e, na regiao by < b < b., o estado fundamental é
o conhecido estado |W) = (|0001) 4 |0010) + |0100) 4 |1000)) /2 para ambas as cadeias.
Quando existe superposigao destas regioes, ou seja em b € (b, b.) temos C(1) = C(2) =
1/2 tanto na cadeia XY quanto na LMG. Na regiao de campos magnéticos mais fracos
b € [—by, by], temos mais emaranhamento entre vizinhos na cadeia XY do que na LMG,
diferentemente do que ocorre para a concorréncia entre segundos vizinhos C'(2). Mais
uma vez, os pontos de degenerescéncia parecem ter um papel importante na delimitacao
de regioes correspondentes a padroes distintos de emaranhamento.

Para o caso v = 0.5, conforme mostrado em (c) e (d), as concorréncias em b > b. sdo
nao-nulas, mas decaem monotonicamente com o campo magnético, sendo a concorréncia
entre vizinhos maior na cadeia LM G do que na XY exceto no ponto critico b, da cadeia
LMG. Na regiao intermediaria b € (bf, b.), temos ainda C(1) = C(2) mas dependentes
do campo magnético. Outra caracteristica importante é que C'(2) = 0 em todo o inter-
valo b € (—bg, by) na cadeia XY, o que significa que este emaranhamento é induzido pelo
campo magnético, ja que na auséncia ou insuficiéncia de campo, a interagao com os de-
mais nao ¢é suficiente para gerar emaranhamento entre os spins nao vizinhos. No modelo
Ising, s6 temos emaranhamento com campo magnético aplicado, o que também ocorre
nas cadeias de 2 e 3 spins analisadas anteriormente. Na proxima se¢ao, apresentamos um
modelo interpolador entre estas duas topologias extremas e analisamos o comportamento

do emaranhamento em relacao a este acoplamento adicional.
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Figura 4.11 Concorréncia entre primeiros vizinhos C(1) e entre segundos vizinhos C(2) em
funcdo do campo magnético b. Em (a-b), resultados para o caso isotrépico v = 0. Em (c-
d), o modelo anisotrépico v = 0.5 e, finalmente, o modelo Ising v = 1 é apresentado em
(e-f). As linhas pontilhadas referem-se as cadeias XY enquanto as linhas cheias as cadeias
LMG. Os circulos cheios e semi-cheios especificam os valores das concorréncias nos pontos de
degenerescéncia do estado fundamental dos modelos LM G e XY respectivamente.
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4.2.3 Analise das concorréncias no modelo interpolador

Nesta etapa, estudamos as propriedades do emaranhamento em um modelo interpolador
onde a interacao envolvendo segundos vizinhos tem a forma Ji3 = Joy = m..J, conforme a
figura 4.12, com o parametro de interacao m variando de m =0 (XY)am =1 (LMG).

O hamiltoniano para esse modelo é dado por:

J = 4
H = =2 [W+nofof + (1= otoly] —h) of

2
J xr __T
- m§ Z [(1 +7)o; Oipa t (1- V)Uiyaiyw} ) (4-89)

Figura 4.12 Cadeia de 4 spins com acoplamento entre segundos vizinhos controlado por uma
parametro de interagao m que varia de 0 (Cadeia XY') a 1 (cadeia LMG).

Mais uma vez, analisamos inicialmente o caso isotropico que possibilita a obtencgao de
solucoes analiticas simples e, consequentemente, tornando mais explicitos os efeitos da

interacao entre segundos vizinhos sobre o emaranhamento.

4.2.3.1 Caso Isotréopico vy =0. O procedimento para o calculo do emaranhamento
neste caso ¢ o mesmo dos casos anteriores. Obtemos as representagoes matriciais de H{" e
H3" e procedemos com a diagonalizacao direta a fim de determinar o estado fundamental.
Neste caso, temos trés possiveis estados para o estado fundamental. Logo abaixo, apre-
sentamos os trés estados com suas respectivas energias e o intervalo de campos magnéticos

onde ocorrem.
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b>bn Eg =4b W) = [0000)
' <b<b" FEg=2b+m+2 |We) = £1[/0001) + [0010) + [0100) + |1000)]
b<bl  Eg=m+vVm2+8 |¥g) = Cayy, (J0011) 4 [0110) + [1001) + |1100))
+C (|0101) + [1010))

(4-90)
onde C' = (4a?, + 2)_1/2 e a, = (m+vVm? +8) /4.
Os campos onde o estado fundamental é degenerado sao dados por:
b= 1+ % (4.91)
1
by = 5( m2—|—8—2> (4.92)

De imediato, dois resultados sao conhecidos. Primeiramente, na regiao de cam-
pos intensos b > b., o estado fundamental é completamente separavel e, portanto,

C(1) = C(2) = 0. Na regiao intermedidria bj' < b < b

c

o estado fundamental é o
estado |W) onde C(1) = C(2) = 1/2 também independentemente do campo magnético b
e do parametro de interacao m. Na regiao de campos mais fracos b < bj’, o comporta-
mento é um pouco mais complicado mais ainda é possivel obter solucoes analiticas para

o problema. Os resultados para b < by sao:

am (2 = ay,)

1) = -2 .
(1) T+ 202 (4-93)
202 — 1
9) — %m -~ _ )

Na figura 4.13, apresentamos o comportamento das concorréncias entre spins vizinhos
C(1) e entre segundos vizinhos C'(2) em func¢ao do parametro de acoplamento m entre
segundos vizinhos. Na regiao b < by ~ 0.414, temos sempre b < by’ e, portanto, as
concorréncias sao dadas pelas expressoes das equagoes (4.93) e (4.94). A figura 4.13a
mostra que o comportamento é semelhante ao que ocorre no modelo interpolador da ca-
deia de 3 spins, como vimos na se¢ao anterior, C'(1) decai e C'(2) cresce com o parametro
de interagdo m até que em m = 1 temos C(1) = C(2). Na parte (b), o campo esco-
lhido esta no intervalo (by, by) e, portanto, existe um ponto de descontinuidade separando
o comportamento semelhante ao anterior do comportamento referente ao estado |W),
C(1) = C(2) = 1/2. O estado |IW) continua sendo o estado fundamental em todo o inter-

valo b € (b, b.) para qualquer valor do parametro de interagao m. Para b € (b, b)) temos



4.2 EMARANHAMENTO EM SISTEMAS DE 4 SPINS

0.5+
0.4+
0.3
0.2 1
0.1 4

0.0+
0.0

0.50

0.45

0.40 4

C 0.35

0.25 4

0.20

0.0

(b)

92

Figura 4.13 Concorréncias entre pares de spins em funcao do parametro m no modelo inter-
polador isotrépico v = 0. As linhas pontilhadas referem-se a C'(2) e as linhas cheias para C(1).
Na parte (a), temos b < by e na parte (b) by < b < bj,.

no intervalo (0, 1) de m, uma descontinuidade separando o comportamento referente ao

estado |WW) do estado completamente separdvel |0000) onde as concorréncias se anulam.

4.2.3.2 Caso anisotrépico 7 € (0,1). A existéncia de algum grau de anisotropia
modifica sensivelmente as propriedades do emaranhamento em funcao do parametro de
interacao. Na regiao de campos intensos, nao temos a formacao do estado completamente
separavel |¥) = |0000) e, portanto, temos emaranhamento na regiao com b > b". Apesar
da complexidade do problema, é possivel obter uma solugao analitica para campos na
regiao intermediaria 0" < b < b'. O estado fundamental e a respectiva auto-energia

nesta regiao sao dados por:

Eq = —J {m+2+\/4b2+72(m+2)2] (4-95)

q) VW) + /1 —pm|w>, se bl <b< b (4.96)

onde

2b + \/4192 + 42 (m +2)°
VPm = )

\/72 (m +2)° + (2b+ \/4b2 + 72 (m+2)2>2

W) = (]0001) +]0010) + |0100) + [1000)) /2 e
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[W) = (J]1110) 4 |1101) + |1011) + [0111)) /2.

Os estados |WW) e |W> tem emaranhamento multipartite maximo e a concorréncia
entre pares de spins satisfaz C(1) = C(2) = 1/2. O estado fundamental nesta regiao
é, portanto, uma mistura coerente destes dois estados com coeficientes dependentes
do parametro de interacao m. Assim, o estado fundamental preserva a propriedade
C(1) = C(2), mas as concorréncias variam com m. Os demais resultados envolvendo
outras regioes do espaco dos parametros devem ser obtidos numericamente seguindo o
mesmo procedimento utilizado para o caso de 3 spins. Um detalhe importante é que na
cadeia de 4 spins, a transicao entre as topologias extremas é controlada por dois pares
de interagoes adicionais. Por esse motivo, a concorréncia de um par de segundos vizinhos
nao necessariamente aumenta com a interacao entre eles, pois a interagao entre o outro
par de segundos vizinhos também afeta tal concorréncia via acoplamento indireto. Assim,
ambas as concorréncias C'(1) e C'(2) caracterizam diferentes padroes de emaranhamento,
e nao somente C'(1) como ocorre no caso de 3 spins.

Analisamos inicialmente o comportamento da concorréncia entre spins vizinhos C'(1)
com o parametro m. Os resultados sao apresentados na figura 4.14, onde vemos os dife-
rentes padroes de C'(1) x m correspondentes as regioes representadas no diagrama b x ~y
da figura 4.14a. Nas regides (I)a,b,c, a concorréncia entre vizinhos decai monotonica-
mente em todo o intervalo m € [0,1]. Em (II), temos um crescimento e, finalmente
em (/I7), temos um comportamento intermedidrio onde C'(1) ndo ¢ maxima em nenhum
dos modelos extremos, mas em um modelo intermediario com um certo valor de m que
depende do campo magnético aplicado. Nas figuras 4.14b-d, vemos amostras de gréaficos
C(1) x m ilustrando estes comportamentos. Para campos nos intervalos b € [by, by] ou
b € [be, b.], existe um ponto de descontinuidade em m onde o campo magnético escolhido
corresponde ao campo critico b = b’ ou b = 0. Essa descontinuidade separa dois dife-
rentes padroes e, portanto, essas regioes do diagrama b X v nao correspondem a novos
padroes de emaranhamento.

A concorréncia entre segundos vizinhos C'(2) também leva a diferentes padrdes de
comportamento em relagao a m. O diagrama b x v da figura 4.15a apresenta os 4 di-
ferentes padroes que podem surgir. Nas regioes (I)a,b, temos um decaimento de C(2)
com o parametro de interagdo m enquanto que em (I/)a,b, temos um crescimento. A
regido ([11I) é caracterizada pela ocorréncia de um méximo de C(2) em um valor inter-
medidrio de m. A novidade é o aparecimento de um novo padrao representado por (IV)

onde temos um intervalo "escuro” de valores de m para os quais C'(2) = 0. Novamente,
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Figura 4.14 Padroes de C(1) x m no espago dos parametros b x 7. Na parte (a), vemos as
regioes correspondentes a diferentes padroes de emaranhamento. As curvas cheias correspondem
as curvas b, bl,, by e bj, enquanto que as linhas pontilhadas nao correspondem & degenerescéncias
do estado fundamental, mas definem transi¢coes entre padroes de emaranhamento. As figuras
(b-d) sdo amostras de graficos de C'(1) x m em cada regidao mostrada na parte (a).
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para complementarmos a andlise dos efeitos das interagoes entre segundos vizinhos so-
bre o emaranhamento, é necessario estudarmos o emaranhamento global () e a parte

armazenada entre pares @),,.
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Figura 4.15 Padroes de C(1) X m no espago dos parametros b x 7. Na parte (a), vemos as
regioes correspondentes a diferentes padroes de emaranhamento. As curvas cheias correspondem
as curvas b, bl,, by e bj, enquanto que as linhas pontilhadas nao correspondem & degenerescéncias
do estado fundamental, mas definem transicoes entre padroes de emaranhamento. As figuras
(b-d) sao amostras de graficos de C'(1) x m em cada regiao mostrada na parte (a).
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4.2.4 Emaranhamento global e armazenado em pares

Como vimos na secao anterior, o ajuste da interagao entre spins segundos vizinhos leva
a importantes modificagbes nas concorréncias entre pares C'(1) e C(2). O estudo do
emaranhamento global () e da parte armazenada em pares (), auxilia na organizacao e
interpretacao das informagoes contidas nos diversos graficos apresentados anteriormente.
Ambos o sistemas que analisamos apresentam invariancia translacional no sentido de que
todas as matrizes reduzidas de um spin sao idénticas. Assim, o emaranhamento global

corresponde a concorréncia entre um spin arbitrario e o restante da cadeia,

=
Q=72 2[1-Tr(pf)] =2[1-Tx(p})]- (4-97)
i=1

Os resultados mostrados na figura 4.16 mostram um comportamento similar ao caso
das cadeias com 3 spins. O emaranhamento global da cadeia XY é sempre menor do que
na cadeia LMG. Podemos notar também que o emaranhamento global é maximo @) = 1
na auséncia de campo magnético, exceto para o modelo Ising, pois b = 0 resulta num
modelo classico. Uma analise do comportamento de () x m em diferentes regioes do espago
b x v confirma que () é sempre uma funcao monotonica crescente como esperado. No
entanto, este emaranhamento que é produzido tem pelo menos duas partes importantes:
A parte armazenada nas concorréncias entre pares e a parte indisponivel para esse tipo de
correlacdo. A parte armazenada em concorréncias entre pares é quantificada pela soma
dos quadrados das concorréncias envolvendo um spin arbitrario e os demais. Como cada

spin tem dois vizinhos e apenas um segundo vizinho, temos:
Qp =20(1)" + C(2)* (4-98)

Na figura 4.17, apresentamos os padroes do emaranhamento armazenado em pares em
funcao do parametro m. Temos 3 regides distintas: A regidao (/)4_p onde o emaranha-
mento armazenado entre pares é reduzido com o aumento do parametro m, indicando
que nesta regiao, a interacao adicional além de criar emaranhamento global, transforma
o emaranhamento ja existente no sistema retirando a parte disponivel para pares e trans-
ferindo para a parte indisponivel para esse tipo de correlacao. Na regiao (I7), o emara-
nhamento armazenado em pares também é criado com o parametro de interacao m. Na
regiao ([1I), existe um méaximo de ), para um valor especifico de m. Estes 3 padroes
aparecem também no caso de cadeias com 3 spins, onde a disting¢ao fica por conta das

regioes no espaco b x .
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Figura 4.16 Comportamento do emaranhamento global em funcido do campo magnético b. As
linhas pontilhadas referem-se ao modelo XY e as linhas cheias ao modelo LMG. Nos pontos
+by e b = b, a funcao ) nao é definida, o que pode ser visto através das descontinuidades de
@ nestes pontos. O circulo cheio em ) = 0 para v = 1 indica que o valor @ é conhecido nesse
ponto, pois o estado fundamental é um estado completamente separavel.
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Figura 4.17 Padroes de @), x m representados no diagrama b x v da figura (a) como 3 regices
distintas. As linhas pontilhadas correspondem as linhas que separam padroes de C(1) x m e
C(2) x m e as linhas cheias aos pontos criticos das cadeias XY e LM G. Temos um crescimento
de Qp com m na regiao (I)a,, um decaimento em (1) 4 p e uma regiao especial (I11)4 g, onde
()p apresenta um méximo local para um valor intermediario de m. As figuras (b-d) fornecem
amostras de graficos para cada um desses padroes.



CAPITULO 5

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho foi investigada a possibilidade de se analisar elementos da teoria de ordem
quantica em sistemas de spin de tamanho finito do ponto de vista dos padroes de emara-
nhamento térmico em relacao aos parametros do hamiltoniano e a temperatura do banho
térmico. Inicialmente, foram apresentados resultados para o modelo XY de dois spins, os
quais mostram que padroes distintos de emaranhamento podem ser bem definidos neste
sistema através da concorréncia e da componente quantica pura das fungoes de correlacao
de spin. Além disso, foi constatado que estes padroes sao separados por curvas que estao
relacionadas, entre outras coisas, a degenerescéncia do estado fundamental e a descon-
tinuidade do limiar de temperatura para o emaranhamento. Em seguida, estudamos o
emaranhamento do estado fundamental em sistemas com 3 e 4 qubits em diferentes topolo-
gias da rede de acoplamentos, onde demonstramos o efeito de mudancas nos acoplamentos
entre os spins sobre o emaranhamento entre spins e também sobre o emaranhamento glo-
bal. Para redes de 3 spins, analisamos a transigao entre as configuragoes trimero (cadeia
aberta) e triangulo (cadeia fechada) e constatamos que a presenga da interagao adicional
no triangulo produz tanto emaranhamento global quanto entre os spins extremos, mas
gera diferentes padroes de emaranhamento entre vizinhos, conforme demonstrado pela
utilizagao de um modelo interpolador com interacao ajustavel entre os spins extremos.
Anaélise similar foi realizada para sistemas com 4 spins, onde foram analisados os sistemas
XY e LMG, onde a presenca de dois novos pares de spins interagentes no modelo LM G
geram diferentes padroes de emaranhamento também entre os segundos vizinhos. Tanto
no caso de 3 quanto no de 4 spins, constatamos que a presenca de acoplamento adicional
produz emaranhamento global além de, em algumas regides do espaco dos parametros,
modificar a natureza deste emaranhamento destruindo emaranhamento armazenado entre
dois spins e aumentando a parte indisponivel para emaranhamento em pares.

Apesar do conceito de transicoes de fase quanticas e de ordem quantica nao se apli-

carem, em principio, a sistemas de poucos spins como os que estudamos neste trabalho,
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a formacao de distintos padroes de emaranhamento como investigados demonstram que
tal conceito pode ser mais abrangente que o de ordem quantica, pois abrange também
sistemas com poucos spins. Vale lembrar ainda que as tecnologias atuais envolvendo a
manipulacao de estados emaranhados se limitam a poucos qubits e, portanto, existe a
necessidade de se conhecer a estrutura de emaranhamento neste limite. Um ponto im-
portante ainda nao esclarecido diz respeito a observacao experimental dos padroes de
emaranhamento. Apesar de ja ser possivel, em alguns sistemas especificos, medir dire-
tamente o emaranhamento[86], ainda nao ¢é claro como isso pode ser feito em sistemas
arbitrarios sem deteriorar a informacao relevante devido ao processo de medicao. O efeito
de ambientes externos sobre o emaranhamento, além do banho térmico, também carece
de uma analise mais cuidadosa. Acreditamos que a utilizacao do formalismo de integrais
de trajetoria de estados coerentes combinados a modelos tradicionais de ambiente como o
modelo de Caldeira-Leggett (banho de osciladores)[87] e o modelo de banho de spins|[88|
podem ser tteis para a descricao destes efeitos de ambiente. Esta analise fica como uma

das possiveis continuagoes do presente trabalho.



APENDICE A

EMARANHAMENTO TERMICO PARA
AGLOMERADOS DE 3 SPINS

Neste apéndice, apresentamos resultados para a concorréncia no estado térmico nos mo-
delos XY de 3 spins nas configuragoes trimero (cadeia aberta) e triangulo (cadeia fe-
chada). Na figura A.1, apresentamos graficos da concorréncia entre dois spins como
funcao dos parametros b e v do hamiltoniano na configuragao triangulo. Os resultados
para a configuragao trimero sao apresentados na figura A.2. Como existem dois tipos
de concorréncias, entre vizinhos C'(1) e entre os spins extremos C'(2) ambos os casos sdo
mostrados. Em todos os casos, podemos verificar que, com o aumento da temperatura,
o emaranhamento comeca a se deteriorar, inicialmente nas proximidades do campo fato-
rizante e para temperaturas mais altas, apenas existe emaranhamento nas regioes com

campos intensos e forte anisotropia.
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Figura A.1 Concorréncia no estado térmico para o modelo XY na configuracao triangulo.
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Figura A.2 Concorréncia no estado térmico para o modelo XY na configuracao trimero. A es-
querda, os resultados para a concorréncia entre vizinhos C(1) e a direita entre os spins extremos
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APENDICE B

EMARANHAMENTO EM SISTEMAS DE 4 SPINS EM
TEMPERATURA FINITA

Neste apéndice, mostramos os resultados para o emaranhamento térmico nos sistemas
XY e LMG de 4 spins. Inicialmente, apresentamos graficos da concorréncia entre dois
spins em termos dos parametros b e v para diferentes temperaturas para os dois sistemas
e, em seguida, analisamos o comportamento da temperatura limite 7, acima da qual a
concorréncia é nula.

Na figura B.1, vemos a dependéncia das concorréncias entre dois spins C(1) e C'(2)
com os parametros b e v do hamiltoniano do modelo XY de 4 spins. O resultado para
T = 0.05 reproduz aproximadamente o resultado no estado fundamental, exceto pelas
descontinuidades da concorréncia que nao ocorrem em temperatura finita. A medida em
que a temperatura aumenta, ambas as concorréncias comecam a se anular inicialmente
nas proximidades da curva de degenerescéncia b. = /1 —~2. Em temperaturas mais
altas, a regiao de concorréncia nula tende a crescer e, conforme podemos ver para T =
1.0, podemos ainda ter emaranhamento apenas nas regioes de campos intensos e forte
anisotropia.

Na figura B.2, apresentamos os resultados para a concorréncia em temperatura finita
para o modelo LM G de 4 spins. Nesse caso, C(1) = C(2) e ndo sao necessarios dois
graficos para cada temperatura. O comportamento é semelhante ao observado para o
modelo XY com a diferenca no campo fatorizante que nesse caso é b, = %s/l — 2

E interessante ver o comportamento da temperatura limite para o emaranhamento,
o qual é mostrado na figura B.3, onde sao mostradas as temperaturas limite para a con-
corréncia entre primeiros e segundos vizinhos respectivamente no modelo XY e, também,
para o modelo LMG. Em todos os casos, existe uma descontinuidade na temperatura
limite, semelhantemente ao que ocorre no caso de dois spins, em um certa curva b; (y)

acima do campo onde o estado fundamental é degenerado.
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Figura B.1 Concorréncias entre dois spins no modelo XY em temperatura finita. A esquerda
sao mostrados os resultados para a concorréncia entre primeiros vizinhos C'(1) enquanto que a
direita os resultados para segundos vizinhos C(2).
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Figura B.3 Temperatura limite T, em fungao do campo magnético para a concorréncia entre
primeiros vizinhos (linha pontilhada) e segundos vizinhos (linha tracejada) no modelo XY e a
concorréncia entre dois spins quaisquer no modelo LM G (linha cheia). Todos os graficos foram
obtidos utilizando v = 0.5



APENDICE C

EMARANHAMENTO EM INTEGRAIS DE
TRAJETORIA DE ESTADOS COERENTES

O formalismo canonico tem sido utilizado frequentemente em pesquisas envolvendo in-
formagao quantica. No entanto, em sistemas com muitos qubits, o crescimento exponen-
cial do espago de Hilbert associado praticamente impossibilita a anédlise de muitos destes
sistemas, particularmente quando efeitos de ambiente precisam ser considerados. Uma
alternativa ao formalismo canonico é o formalismo de Feynmann de integrais de trajetoria
que, no caso de spin corresponde as integrais de trajetéria de estados coerentes de spin.
Essa abordagem facilita a execucao de aproximacoes semiclassicas além de possibilitar
um tratamento mais realista de efeitos de ambiente [53]. Neste capitulo, apresentamos
perspectivas a respeito do uso das integrais de trajetéria de estados coerentes de spin
na teoria do emaranhamento em sistemas de spins, um tema muito pouco explorado na

literatura de informacao quantica.

C.1 ESTADOS COERENTES DE MOMENTUM ANGULAR

Estados coerentes encontraram sua primeira aplicacao pratica na otica quantica descre-
vendo as fungoes de correlagoes do campo eletromagnético[82]. Posteriormente, mostrou-
se que, em principio, é possivel construir estados coerentes para sistemas fisicos descritos
por grupos dinamicos arbitrarios. Para se construir estados coerentes sao necessarios
os seguintes ingredientes [54]: Um grupo dindmico G com sua algebra g = {T;} com
[T;,T}] € g, um espago de Hilbert com uma representacao irredutivel de G e, finalmente,
um estado de referéncia |¢pg) sobre o qual elementos de G atuam para formar os estados
coerentes. Existe um subgrupo de G, cujos elementos deixam o estado de referéncia |¢g)
invariante, que é denominado subgrupo de estabilidade maxima H. Os estados coerentes

|©2) sdo gerados pela atuagao dos elementos do espago quociente G/H sobre o estado de
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referéncia |¢g), portanto

12) = Q|o), Qe G/H. (Ca)

Nesta secao, apresentamos a construcao de estados coerentes de momentum angular
também denominados de estados coerentes de SU(2) tendo em vista ser este o grupo
dinamico associado. Os elementos de SU(2) s@o gerados pelos operadores de momentum

angular J;, 7 € (1,2,3) que formam uma &lgebra com as relagoes de comutacao
[Jl, JQ] = ’iJg, [JQ, Jg] = ZJl (§ [Jg, Jl] = ZJQ (02)

A representacao irredutivel é constituida dos autovetores simultaneos de J% e J3 que
sao {|jm), m € [—7, 4]} onde J2|im) = j(j+1)R%|im) e Js|jm) = mh|jm). Os operadores

de criagao e aniquilagao JL = J; +iJy atuam sobre |jm) da forma

Jilgm) = /(G Fm)(j £m+1)|jm) (C.3)

Os estados |jm) podem, entao ser escritos a partir da aplicagao do operador de criagao

J sobre o estado |j, —j).

. . 1 2j o T J+m | . C
|Jm>—m it m (J+) 17, —7) (C.q)

Os operadores de J; e J_ aniquilam os estados |7, j) e |j, —j) respectivamente. Assim,
ambos podem ser escolhidos como estado de referéncia, escolheremos |7, —j). Como
os elementos da algebra gerados por J, e J_ deixam |j, —j) invariante, os elementos
do espago quociente sao do tipo 2 = exp (zJ,) e, portanto, os estados coerentes sao
dados por |z) = Cexp(2J4)]j, —J), onde z é um nimero complexo e C' é a constante
de normalizacao. Utilizando a expansao de exp (zJ,) em poténcias de zJ, podemos
escrever facilmente os estados coerentes |z) na base {|jm)}. O resultado ja devidamente

normalizado é
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V><

Figura C.1 Estado coerente |z) obtido da rotagao de |j, —j) de um angulo 6 em torno de uma
direcao N = sengé; — cos ¢és.

ezJ+ '
|2) = 1 ) 1. —J)
= (1+ |Z’2)j mz_j (]+m)’ ’j’ j>
; 1/2
1 4 2j T
T Ut Py Z,<j+m> 2T jm) (C.5)
m=—j

Os estados coerentes podem ser obtidos de rotagoes do estado |j, —j) de um angulo
6 em torno da direcao n = sengé; — cos ¢éy. Esta rotacao é gerada pelo operador J; =

Jh = Jiseng — Jy cos ¢. Nesse caso, |z) assume a forma

10, ¢) = e |5, —j) = e+ |5, — ), z=tan(0/2) e (C.6)

Uma caracteristica dos estados coerentes é que nao sao ortogonais entre si, ou seja
(z1]z2) # 0. Ainda, assim, o conjunto {|z),z € ¢} gera todo o espaco de Hilbert de

momentum angular o que é demonstrado pelo fato deles admitirem uma resolucao da
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identidade.
[dn) =1 (1)
onde
dp (2) = 2j+1  d*z
S BN TEAREE

e d’>2 = dRezdImz.

Um estado arbitrario |1)) pode ser escrito como

) = Tj) = / dye (2) (1) .

Um operador arbitrario A que atua neste espago de Hilbert pode ser escrito como

A=IAI= / dyi (=) / dpt (z2) 22) el (21| Al ). (C8)

C

C.2 INTEGRAIS DE TRAJETORIA DE ESTADOS COERENTES DE SPIN

Considere que um sistema de spins seja preparado num estado coerente inicial |¢y) em
t = 0 e que evolua posteriormente de acordo com o seu hamiltoniano H (t). Da equagao
de Schrodinger, a amplitude de probabilidade de que o sistema seja encontrado em um

estado [1)) em um instante posterior ¢ é dada pelo propagador
K (4, thos t) = (@U(t)[4bo), (C.9)
onde U(t) é o operador evolugao temporal que pode ser escrito na forma geral[83]

Ut) = T exp (—z’ /O t ﬁ(t’)dt’)), (C.10)

onde T é o operador de ordenamento temporal. Utilizando os resultados da se¢ao anterior,

podemos expressar U(t) na base de estados coerentes como

U (t) = / dyi () / dpt (20) |2) (=0l K [z 20:1], (C1)

C
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onde K [z, zp; t] = (22|U(t)|21) representa a amplitude de probabilidade de que um sistema
preparado inicialmente no estado coerente |zp) seja encontrado em |z) em um instante
posterior t. Uma propriedade importante de U(t) é a lei de composicao U (t; + to) =
U (t1)U (t2). Com isso, podemos dividir o intervalo [0,?] em um grande nimero N de

pequenos intervalos € = t/N e escrever

K (Z, 205 t) = (z|1/{ (t — tN)Z/{ (tN — tN—l) - (tQ — tl)L{ (tl) |Zo> (C.12)

Inserindo resolugoes da identidade I = [_dpu (z)]|z)(z| entre os U (¢), obtemos

K(it) = [ duta)... [ doG) [Jta 6 o)

i dp(z1) ... /cdu (zn) H<ZZ| <1 — zeﬁ) |zi 1

i—1

12
S~

~

N

/du (z1) ... /du (zn) Hexp (In (z;]zi—1) —1eH (2], zi-1)) (C.13)

< =1

- (H / dy <zi>>> SiHx) (C.1g)

12

onde
Sy = —i(In(z|zn) + In (21]20)),

N+1

N
SN = —ZZIH <Zi’Zi,1> — € Z H (Z;-k, Zifl);
=2 i=1

<Zz‘\ﬁ|zz’—1>

(zilzi-1)

H (22*7 Zi—l)

No formalismo de integrais de trajetéria, a amplitude de probabilidade K (z, zo;t)
corresponde a soma de todas as possiveis “trajetérias” que o sistema pode seguir para
ir de |zp) para |z) passando pelos z/s intermedidrios, conforme mostra a figura C.2.

Para finalizar, precisamos tomar o limite do continuo N — oo ou € — 0. Para isso,
precisamos assumir que §; = z; — z;_1 ~ O (¢). Utilizando as expressoes ja obtidas para

|z) e expandindo os termos em In (z;]2;_1) até ordem O (J;) somente, obtemos que

z*(t)=z* ) i} . .
K (2, 20:) = / Dpu(z) S S 0370, 0] (C.13)
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Figura C.2 Alguns possiveis caminhos seguidos pelo sistema para ir de |zp) a |z). As linhas
pontilhadas correspondem as sucessivas integracoes no plano complexo dos z}s intermedidrios.

onde
Sl "/td Pz —2*2 /td ()
25zl = —i r— — TH (2%, 2),
T CTINEE T o

1+ 2*2(8)) (1 + Z*(O)ZO)}
A+ 1) @+ 1217 ]

5=

C.3 APROXIMACAO SEMICLASSICA

Este formalismo torna rapidamente acessivel uma aproximacao semiclassica do problema,

cujas equagoes de movimento para z (t) sao obtidas a partir de

5 (iS+8,) =0, (C.16)

onde a variagao § corresponde a diferenca entre os valores em [2* + dz*, 2 4+ dz] e [2¥, z].

Realizando este calculo, obtemos que
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[t 2% L ZFoz(t) 2002*(0)
_ dr2 ="~ *)
5( Zj/o "1t ) Y (1—|—z(t)z*+1+20z*(0))
t 9 3* 925
— z'j/ dr (—Z 502 (T) — _E 502" (T))C.l'?)
0

5 (— /0 CdrH (o) z>> __ /0 t [%—Ijaz () + gi 5" (7)} (C.18)

B 2*0z(t) 2002 (0)
08 = J <1 +z*2(t) 14+ zoz*(0)> '

Combinando estes resultados, obtemos a seguinte expressao

, t 92j3* OH 2% oHY .

Igualando esta expressao a zero e considerando que 0z e dz* sao arbitrarias, chegamos

as equagoes de movimento

[ oH

= T (C.21)
2\2
o= @%%—ZI, (C.22)

que sao as equacoes de Hamilton de movimento, que devem ser resolvidas com as condicoes
de contorno z*(t) = z* e 2(0) = 2.
Como uma aplicagao simples deste resultado, utilizamos o problema de um spin na

presenca de um campo magnético uniforme com o hamiltoniano

H=wls— H (", 2) = —jur— "’ (C.23)
= w3 25 2) = —jw .2
) J 11272 3
As equagdes de movimento na aproximagcao semicldssica sao, portanto,
= —iwz e 2 =qwz". (C.24)

Considerando as condigbes de contorno z(0) = zg e z*(t) = z*, obtemos a seguinte solugao
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z (1) = 2o T e 2" (1) = 2re(T=1) (C.25)

Substituindo nas expressoes para S e S, obtemos

iS4+ 8y = ijwt +2jIn (1+ 2" z0e™™") — jln (1 + [2]%) (1 +]20]?), (C.26)

resultando no propagador

K( . t) eijwt (1 + Z*Zoeiiwt)% (C )
2, 205 t) = - -, .2
T T R (L [l !

Este resultado coincide com a expressao exata para o propagador que pode ser obtido

diretamente utilizando o propagador U = exp (—iHt) que assume esta expressao simples
por se tratar de um hamiltoniano independente do tempo. Esta coincidéncia entre o

resultado semiclassico e o resultado exato é denominada localiza¢ao equivariante.

C.4 EMARANHAMENTO EM INTEGRAIS DE TRAJETORIA DE ESTADOS
COERENTES DE SPIN

Nesta secao, utilizamos o método de integrais de trajetéria de estados coerentes para
analisar o emaranhamento do estado fundamental em uma cadeia de spins entre um
bloco de spins contiguos e o restante da cadeia. O resultado para o modelo XY foi
apresentado no Capitulo 2. Em primeiro lugar, é necessario generalizarmos os resultados
da secdo anterior para um conjunto de L spins j = 1/2. Nesse caso, a resolugao da

identidade é dada por

/cdu (zl).../cdu CIE T T g § (C.28)

Considerando o caso em que o sistema estd em contato com um banho térmico, seu
estado é descrito pela matriz densidade p = exp (—BH > /7, onde Z = Trexp <—6[§T )
Para construirmos o estado térmico, utilizamos integrais de trajetéria em tempo ima-

gindrio t = —it no intervalo 7 € [0, 8]. Com isso, a fungao de partigao fica na forma

z - TrL{(ﬁ,O):/Gd,u(zl).../cd,u(zL)(zl,...,zL]L{(B,O)]21,...,;:,;)
- / du (1) . .. / dy (21) 7{ Du(z). .. jf Dulzp)e SFsim—m]  (Cag)
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Estamos interessados na entropia de von Neumann da matriz reduzida do bloco de
[ spins contiguos p4 obtida do traco parcial sobre os spins restantes. Sem perda de
generalidade, consideramos os [ primeiros spins como o bloco de interesse. Nesse caso, a

matriz reduzida é obtida através da integracao apenas sobre os spins restantes, ou seja

pA = %/cdu (2141) - ../cd,u (z) (z141, -5 20U (B,0) |z41y - - -5 21)- (C.30)

Em principio poderiamos calcular S4 = —Trpslogpa utilizando diretamente este
resultado. Entretanto, existe uma maneira engenhosa[55] de calcular a entropia utilizando
uma versao do “truque das réplicas” onde se calcula p} para um nimero n de copias do

sistema e obtém-se a entropia Sy através de

0
Sa=—Trpalogpa = —3-Trpi| (C.31)

n=1

onde se assume a validade de uma continuacao analitica para n real. Como ja vimos,
o trago é obtido fazendo os limites de integracao iguais, ou seja z {r =0} = z{r = 5}
e integrando sobre z no plano complexo. O trago sobre n cépias é feito da seguinte
forma: Para cada i—ésima cdpia adicionada, utilizamos 2" {7 =0} = 2" {7 = 3} e,
assim, quando n cépias sao inseridas, fazemos z{r =0} = z{7 =nf} e integramos

sobre z. A expressao final na forma de integral funcional fica

Wy = o [aute [t | [t [au]
D). f Dutn) ( [ Duten)-.. f Dulea)) ¢ 5H(Ca)

0,nB

A integral acima é, sem duvida, dificil de tratar analiticamente na maioria dos casos.
Entretanto, a vantagem do formalismo de integrais de trajetoria aparece na aplicacao
de esquemas eficientes de aproximacao. A entropia no estado fundamental § — oo em
um ponto critico quantico, por exemplo, pode ser obtido utilizando métodos de teoria
de campo conforme para fazer um mapeamento de Trp" em altas temperaturas[55], que

pode ser calculado com boa aproximacao, para o resultado no estado fundamental.

No limite de altas temperaturas, o efeito de descoeréncia devido ao banho térmico

fazem com que a entropia tenda para o resultado classico. Para ver isso explicitamente,
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assumimos que neste limite operadores de evolugao temporal fatoram nas partes referentes
aos subsistemas A e B. Assim, utilizando U (i3, (i — 1)) para a i-ésima cépia, temos

que p’; assume a forma

T = T (H [t [ du w)

=1

02U, (= VB2 s UGB, (1 = 1))
Zt (L —1,p)

= S MU (nf0). (C.33)

Mas Trldy é justamente a funcdo de partigdo Z; (I,nf3) associada a regido A mas
com um parametro de temperatura nf. A mesma hipotese de separabilidade em altas
temperaturas pode ser aplicada a Z", donde obtemos Z" = Z7' (1, 8) Z* (L — I, ). Temos

portanto que

Zy (I,nB) e "PFa(f) o
Zy(1,B) " et (C.34)

Trpy ~

onde F ¢é a energia livre de Helmholtz para o subsistema A. Assim, diferenciando Trp’
em relagao a n e fazendo n = 1, obtemos a entropia de von Neumann
SA:52%:6(EA_FA),
op

onde F 4 é o valor esperado da energia referente ao bloco A. Este resultado corresponde a
entropia termodinamica classica, como esperado neste limite. Como estamos no limite de
altas temperaturas, o estado do sistema nao é um estado puro e, portanto, a entropia nao
quantifica o emaranhamento entre o bloco e o restante da cadeia. Na verdade, trata-se
do emaranhamento entre o bloco A e o banho térmico.

Considerando que o sistema estd em um ponto critico com expoente critico dinamico
z = 1, temos uma relagao de dispersao w = |k| para cada modo sem gap. Como estamos

utilizando i = 1, temos E = |k|. A energia livre de Helmholtz pode entdo ser obtida

el
662’

onde ¢ é o numero de espécies de bdsons livres e D(F) é a densidade de estados. Aplicando

Fy=-p"" /Ooo dED(E)In (1 —e?") = (C-35)

este resultado a equacao C.34, obtemos
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Trp'y ~ e85 (i)t (C.36)
Agora, para obtermos o resultado para o estado fundamental § — oo, utiliza-se o

mapeamento conforme | — 2 logl,0 que nos leva & expressio
2w )

Trp’, ~ [mi(n=1/n) Sy~ glogl, (C.37)

onde a constante ¢/6 equivale ao resultado para o problema com condiges de contorno
abertas [85]. Se considerarmos condigoes de contorno fechadas, teremos um fator 2 e o
coeficiente passa a ser ¢/3. Esta dependéncia logaritmica com o tamanho [ do bloco
foi obtida pela primeira vez utilizando técnicas de teoria de campo conforme[84], onde a
constante c é a carga central da teoria e, posteriormente, foi obtida especificamente para o
modelo XY utilizando métodos de segunda quantizacaol41, 42]. E importante notarmos
que, durante os cédlculos, nao foi feita nenhuma especificacao do hamiltoniano do sistema.
Trata-se de propriedades universais do emaranhamento em pontos criticos que podem
ser capturadas nesse formalismo e que talvez nao fosse possivel utilizando o formalismo
canonico. Estes resultados mostram o carater promissor da utilizacao do formalismo de
integrais de trajetéria no estudo do emaranhamento em sistemas de interesse em fisica

da matéria condensada.
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