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PADRÕES DE EMARANHAMENTO E EFEITOS DE TOPOLOGIA

EM AGLOMERADOS DE SPIN QUÂNTICOS
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A todos os professores, funcionários e estudantes do Departamento de F́ısica da UFPE

que, direta ou indiretamente, colaboraram para a realização deste trabalho.

Ao CNPq pela oportunidade que me concedeu de realizar este trabalho concedendo

uma bolsa de doutorado.

iv
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RESUMO

Nesta tese fizemos uma análise detalhada do comportamento dos emaranhamentos térmico

e do estado fundamental de aglomerados de spin quânticos. Para o caso de dois spins,

encontramos e caracterizamos uma rica estrutura de padrões de emaranhamento térmico

em função dos parâmetros do hamiltoniano do modelo XY. Propusemos um procedimento

para se extrair a componente quântica das funções de correlação de spin, cujo compor-

tamento é afetado por variações nos padrões de emaranhamento. Aglomerados de três

e quatro spins foram considerados numa análise do efeito de modificações na topologia

da rede de acoplamentos, pela variação da interação entre spins não vizinhos, sobre o

emaranhamento entre spins e também sobre o emaranhamento global. Os resultados de-

monstram que a presença de acoplamentos adicionais não apenas cria emaranhamento

multipartite mas também modifica sua natureza.

Palavras-chave: padrões de emaranhamento, aglomerados de spin, topologia
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ABSTRACT

In this thesis we performed a detailed analysis of the behavior of thermal and ground-

state entanglement of quantum spin clusters. For the case of two spins, we discovered

and characterized a rich structure of thermal entanglement patterns as functions of the

hamiltonian parameters of XY model. We proposed a procedure to extract the quantum

component of spin correlation functions, whose behavior is affected by variations on the

entanglement patterns. Clusters of three and four spins were considered for an analysis of

the effect of modifications in the topology of the network of couplings, by the variation of

the interaction among non-neighboring spins, on both the pairwise entanglement and the

global entanglement. The results demonstrated that the presence of additional couplings

not only create multipartite entanglement but also can modify its nature.

Keywords: entanglement patterns, spin clusters, topology

vii



SUMÁRIO
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bos casos, é posśıvel visualizar que a quantidade λ1 −
∑4

j=2 λje
−2iθjλj = 0
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λ. As derivadas divergem no ponto cŕıtico λc = 1 e são descont́ınuas no

campo fatorizante λf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.10 Representação de uma cadeia XY com o bloco de L spins cont́ıguos. Cal-

culando a matriz reduzida do bloco, pode-se determinar a entropia de

emaranhamento SL. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.11 Classificação de Wen [52]dos diversos tipos de ordens com ou sem quebra

de simetria. As caixas em cinza correspondem às ordens que podem ser
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γ = 0 é diferente do caso γ ∈ (0, 1]. Em b) e c), são apresentados gráficos
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1 e 3 controlada pelo parâmetro m que varia de m = 0 (tŕımero) até m = 1
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querda, a configuração XY onde apenas spins vizinhos interagem. À di-
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esquerda são mostrados os resultados para a concorrência entre primeiros
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tura finita em função dos parâmetros b e γ do hamiltoniano. . . . . . . . 107

B.3 Temperatura limite Tc em função do campo magnético para a concorrência
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CAṔITULO 1

INTRODUÇÃO

Questões controversas sobre a interpretação da mecânica quântica marcaram a teoria

desde os seus primórdios [1], o que de certa forma é natural tendo em vista a forma

como suas consequências contrastavam com noções amplamente aceitas pela comunidade

cient́ıfica como o conceito de realismo local. O emaranhamento figura como a mais mar-

cante caracteŕıstica da teoria quântica que a distingue da teoria clássica. Trata-se de

correlações que podem existir mesmo entre sistemas completamente isolados entre si,

sem interação direta nem comunicação clássica entre eles, o que contraria diretamente a

idéia de realismo local. Estas correlações foram primeiramente discutidas por Einstein em

seu famoso artigo EPR [2] onde ele as apresentava como uma evidência da incompletude

da teoria quântica. Schrödinger[3] discutiu também o assunto e utilizou pela primeira a

vez o termo emaranhamento. A questão reapareceu com os trabalhos de Bell [4] onde um

conjunto de desigualdades que podiam testar a existência destas correlações não-locais

na natureza foi estabelecido. Com estes resultados, experimentos envolvendo desigual-

dades de Bell[5] puderam ser realizados em laboratório e evidenciaram a existência de

emaranhamento na natureza.

Com o surgimento da teoria da informação quântica e da computação quântica [6],

o emaranhamento acabou ganhando um importante papel como recurso f́ısico para o

processamento e transmissão de informação quântica[7]. Como exemplo, podemos citar

o teleporte quântico[8], onde emaranhamento é consumido na transferência de um estado

quântico desconhecido entre dois observadores separados utilizando apenas operações

locais e comunicação clássica (OLCC). Em criptografia quântica, o compartilhamento

de um par EPR possibilita a transmissão de informação criptografada de maneira mais

segura do que os protocolos clássicos. Algoritmos quânticos, como o algoritmo de Shor[9]

para fatoração e o de Grover[10] para busca, apresentam ganhos de desempenho em

relação a algoritmos clássicos na realização das mesmas tarefas. Apesar de ainda não ter

sido provado, acredita-se que o emaranhamento tem um papel fundamental no ganho de

1
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desempenho em algoritmos quânticos. Por estes e outros motivos, deu-se ińıcio a uma

intensa atividade de pesquisa que pode ser denominada teoria do emaranhamento[11, 12]

que trata da quantificação, classificação e utilização do emaranhamento em aplicações

práticas.

Sem dúvida, o primeiro grande desafio para a teoria do emaranhamento é quantificar

o emaranhamento existente em um estado quântico arbitrário. Para o caso de emara-

nhamento bipartite (entre dois subsistemas), existem quantificadores como a entropia de

emaranhamento[13] e a concorrência[14] válidos para estados quânticos puros. Entre-

tanto, em sistemas mais realistas o estado quântico é misto devido à perda de informação

resultante do contato com o ambiente externo. Nesses casos, o problema é bem mais

complicado e, muitas vezes, não é posśıvel nem mesmo afirmar se um estado é emara-

nhado ou não. Emaranhamento de formação[13], concorrência e negatividade[15] são os

quantificadores mais comuns neste caso, mas só existe solução exata para o caso do emara-

nhamento de formação e concorrência entre dois sistemas de dois ńıveis (qubits)[14]. Para

sistemas de dimensão arbitrária, é posśıvel utilizar a negatividade ou uma outra versão

da concorrência[16] para encontrar limitantes inferiores e superiores para a concorrência

em estados mistos[17, 18].

Mais recentemente, o estudo do emaranhamento ganhou uma motivação adicional

com as aplicações em sistemas de interesse em f́ısica da matéria condensada[19] como os

sistemas de spin e pseudo-spin, que são candidatos à realização f́ısica de computadores

quânticos[20, 21, 22, 23]. É necessário, portanto, conhecer o grau de emaranhamento

presente e como ele se comporta com a variação de parâmetros do hamiltoniano de tal

forma que seja posśıvel, por exemplo, gerar de forma controlada estados quânticos com

quantidades especificadas de emaranhamento para aplicações em computação quântica.

Com esta e outras motivações, estudos de emaranhamento em aglomerados de spin [24, 25,

26, 27, 28, 29] tem sido frequentemente realizados. Para estes sistemas, é posśıvel obter

soluções anaĺıticas fechadas para o emaranhamento tanto no estado fundamental quanto

no estado térmico. Com respeito ao emaranhamento térmico, podem existir regiões no

espaço dos parâmetros onde o emaranhamento aumenta com a temperatura[24, 25, 26, 27,

30, 31]. Outra caracteŕıstica peculiar é que o emaranhamento não decai assintoticamente

com a temperatura mas colapsa após uma certa temperatura limite[32]. Outro efeito

notável da presença de ambientes externos é a criação de emaranhamento por ambiente

onde dois subsistemas desacoplados em um estado inicial separável evoluem para um

estado emaranhado devido ao contato com um ambiente comum [33, 34, 35, 36].

Estudos de emaranhamento em redes de spin quânticas envolvem transições de fase
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quânticas[37], onde se tem verificado que o emaranhamento apresenta comportamento

de escala bem definido nas proximidades de pontos cŕıticos quânticos. Este comporta-

mento foi inicialmente constatado no modelo XY através da divergência da derivada

da concorrência entre dois spins em relação ao campo magnético externo[38, 39, 40]

e, também, através do emaranhamento entre um bloco de spins cont́ıguos e o restante

da cadeia[41, 42, 43, 44], medido pela entropia de von Neumann da matriz densidade

reduzida. Estes resultados indicam que o emaranhamento pode ser o responsável pela

diferença no comportamento das funções de correlações nas proximidades do ponto cŕıtico

em relação ao seu comportamento longe do ponto cŕıtico. Outro importante resultado

é a existência de campos fatorizantes ou intervalos de separabilidade, os quais separam

tipos distintos de emaranhamento denominados de paralelo e antiparalelo[45, 46, 47]. Em

sistemas com interação de curto alcance, o emaranhamento entre dois spins se restringe

aos primeiros vizinhos enquanto que nas proximidades do campo fatorizante, o alcance

se estende por toda a cadeia. Já em sistemas com interação de alcance infinito, como

o modelo LMG[48], o emaranhamento entre dois spins é o mesmo, independentemente

da distância entre eles. Estudos da entropia de blocos[49, 50, 51] mostram um com-

portamento semelhante ao obtido para o modelo XY , mas nos pontos cŕıticos ocorre

divergência na concorrência entre dois spins arbitrários[51].

O conceito de transições de fase quânticas como singularidades na energia livre do es-

tado fundamental no limite termodinâmico[37] não se aplica em aglomerados com poucos

spins. Da mesma forma, ordens quânticas como ordenamentos no estado fundamental

separadas por transições de fase quânticas também não parecem fazer sentido. Entre-

tanto, se considerarmos que a ordem quântica também caracteriza diferentes padrões de

emaranhamento[52], é posśıvel estender esse conceito para sistemas com poucos spins pela

caracterização de diferentes padrões de emaranhamento como funções dos parâmetros do

hamiltoniano e de parâmetros externos como a temperatura do banho térmico. Nesta

tese, trabalhamos na caracterização destes padrões de emaranhamento em sistemas des-

critos por modelos com interação XY inicialmente com apenas dois spins e, em seguida,

com 3 e 4 spins onde analisamos o comportamento do emaranhamento em relação às

diferentes topologias da rede de acoplamentos.

Esta tese está organizada da seguinte maneira: No caṕıtulo 2, apresentamos inici-

almente as propriedades gerais e os principais quantificadores de emaranhamento. Em

seguida, apresentamos as motivações para o estudo de aglomerados de spin quânticos no

contexto de informação quântica. A motivação nesse caso é que tais sistemas são candi-

datos à implementação de algoritmos quânticos através de um mapeamento dos mesmos
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em caminhadas quânticas sobre grafos, que são utilizadas para descrever realizações de

diversas portas quânticas. Em seguida, analisamos a aplicação do emaranhamento no es-

tudo de transições de fase quânticas e na caracterização de ordens quânticas. O caṕıtulo 3

é dedicado ao estudo do modelo XY com dois spins na presença de um campo magnético

uniforme, onde estudamos o emaranhamento tanto no estado fundamental quanto no

estado térmico em função de parâmetros do hamiltoniano e da temperatura do banho

térmico. Foi realizada uma caracterização dos diversos padrões de emaranhamento defi-

nidos pelo comportamento da concorrência em relação aos parâmetros do hamiltoniano

e da temperatura. Em seguida, passamos ao estudo das funções de correlação de spin,

onde apresentamos um procedimento para extrair a componente puramente quântica,

utilizando para isso as decomposições ótimas da matriz densidade que definem o ema-

ranhamento de formação. A componente puramente quântica é senśıvel aos padrões de

emaranhamento, o que não acontece com as funções de correlação estat́ısticas, que quan-

tificam conjuntamente correlações clássicas e quânticas.

No caṕıtulo 4, passamos ao estudo de aglomerados com 3 e 4 spins onde o objetivo

foi o de analisar o efeito de mudanças de topologia devidas à inserção de interação entre

spins não vizinhos. Esta análise é motivada pela necessidade de buscar otimizações de to-

pologias para a criação e distribuição de emaranhamento. No caso de 3 spins, estudamos

sistemas nas configurações tŕımero (cadeia aberta) e triângulo, que se diferenciam pela

presença de interação entre os spins extremos na configuração triângulo. Os resultados

mostram que a presença desta interação adicional gera emaranhamento entre os spins

extremos ao passo que o emaranhamento entre spins vizinhos apresenta distintos padrões

de comportamento conforme a interação entre os extremos é variada. Analisamos ainda

o comportamento do emaranhamento global, que quantifica o emaranhamento multipar-

tite, e da parte armazenada em concorrências entre pares, o que mostra que a interação

adicional gera emaranhamento multipartite mas pode tanto criar quanto destruir ema-

ranhamento entre pares. No caso de aglomerados de 4 spins analisamos a cadeia XY

e o sistema LMG onde todos os spins interagem mutuamente com a mesma constante

de acoplamento. Estes sistemas se diferenciam, portanto, pela presença de interação de

segundos vizinhos no sistema LMG. Nesse caso, tanto a concorrência entre spins vizinhos

quanto entre segundos vizinhos podem apresentar diferentes comportamentos em relação

à adição de interação em dois novos pares de spins. A identificação dos padrões de ema-

ranhamento de pares foi realizada através do comportamento do emaranhamento global

e da parte armazenada em pares. Um comportamento comum aos casos de 3 e 4 qubits é

que as interações adicionais modificam a quantidade de certos tipos de emaranhamento,
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além de, em certas regiões, modificar a natureza deste emaranhamento conforme evi-

denciado pela transferência de emaranhamento em pares para a parte indispońıvel para

concorrência de pares. Apresentamos, ainda, nos apêndices A e B, resultados para a

concorrência no estado térmico para os modelos de 3 e 4 spins nas diferentes topologias

analisadas.

Apresentamos no apêndice C, perspectivas sobre a utilização do formalismo de inte-

grais de trajetória de estados coerentes de spin[53, 54, 55] no cálculo de emaranhamento

em sistemas de spin. A construção dos estados coerentes de spin através do método geral

apresentado em [54] é realizada e os resultados são utilizados para o cálculo da entropia

de emaranhamento de um bloco de spin de uma cadeia em relação aos demais spins no

ponto cŕıtico quântico, sendo recuperada a dependência logaŕıtmica com o tamanho do

bloco[55]. Apesar de não apresentarmos nenhum resultado original, os resultados apre-

sentados e o método empregado se mostram promissores para aplicações em pesquisas

futuras. O caṕıtulo 5 é reservado para as conclusões e principais perspectivas do trabalho

apresentado nesta tese.



CAṔITULO 2

EMARANHAMENTO: PROPRIEDADES E

QUANTIFICADORES

Emaranhamento é um dos mais importantes conceitos na distinção entre a mecânica

quântica e a clássica, pois descreve de um tipo particular de correlação que não pode ser

criada por nenhum sistema clássico. A natureza, muitas vezes contra-intuitiva, destas

correlações se tornou alvo de intensas discussões desde os primórdios da teoria quântica

[2, 4]. No entanto, apenas recentemente com o advento da computação quântica e da

informação quântica [6], o conceito de estados emaranhados migrou do campo das dis-

cussões filosóficas para os laboratórios como uma fonte valiosa para o processamento e

transmissão de informação quântica [7] com velocidades surpreendentemente superiores

às obtidas usando algoritmos que não utilizam estas correlações. Não é exagero afirmar

que o emaranhamento é tão relevante para a teoria da informação quântica atualmente

como a energia é para a termodinâmica. Mas não para por áı, o estudo do emaranha-

mento em sistemas f́ısicos de interesse como as cadeias de spin quânticas têm sido alvo

de intensa pesquisa nos últimos anos [19], principalmente devido às aplicações no estudo

de transições de fase quânticas [38, 39] e, também, por esse tipo de sistema estar en-

tre os candidatos à implementação de algoritmos quânticos [20, 21, 22, 23]. Com essa

motivação, muitos esforços têm sido feitos com o intuito de gerar e controlar estados

quânticos com quantidades especificadas de emaranhamento. É necessário, antes de mais

nada, saber o grau de emaranhamento contido em um estado quântico arbitrário, o que

não é uma tarefa fácil[11]. Em muitos casos, não é posśıvel nem ao menos identificar

se um estado arbitrário é ou não emaranhado. Entretanto, tem sido posśıvel encontrar

alguns procedimentos para realizar, ainda que de forma limitada, tal tarefa.

Este caṕıtulo está dividido em duas seções. Inicialmente, fazemos uma revisão dos

conceitos fundamentais e da quantificação de emaranhamento em estados quânticos ar-

bitrários. Primeiramente, tratamos apenas de estados puros, para os quais é posśıvel

6
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quantificar o emaranhamento bipartite. Em seguida, discutimos a quantificação de ema-

ranhamento em estados mistos arbitrários, onde temos uma solução completa apenas

para o caso de emaranhamento bipartite entre dois subsistemas de dois ńıveis (qubits).

A última seção é destinada às aplicações do emaranhamento no estudo de sistemas de

interesse em matéria condensada.

2.1 EMARANHAMENTO E NÃO-LOCALIDADE: EVOLUÇÃO DAS IDEIAS

A presença da não-localidade na teoria quântica foi durante muito tempo um contro-

verso tema de discussão sobre a completeza da teoria. O pivô de todas as discussões

foi o famoso artigo EPR[2] onde as consequências deste comportamento foram evidenci-

adas por experimentos mentais propostos no artigo. Para vermos claramente como este

comportamento surge, suponha que dois spins interagem entre si de forma a produzir o

estado

|ψ+〉 = 1√
2
[|01〉+ |10〉] , (2.1)

onde |0〉 representa o spin orientado para cima e |1〉, o spin orientado para baixo. Suponha

agora que os dois spins são separados de forma a ficarem completamente desacoplados

entre si e sem qualquer canal de comunicação entre eles. Se um observador com acesso a

um dos spins realizar uma medição da componente z e encontrar o resultado 0, o estado

do sistema é projetado para |01〉, o que significa que se imediatamente após essa medição

o outro observador realizar a mesma medição sobre o seu qubit só poderá encontrar o va-

lor 1. Isto significa que existe uma correlação entre os resultados das medições realizadas

sobre os dois sistemas mesmo estando desacoplados e sem comunicação entre si. Como

isso seria posśıvel? Schrödinger [3] foi o primeiro a discutir essa questão após Einstein.

Em seu trabalho ele utilizou o termo verschränkter, traduzido posteriormente como ema-

ranhamento. Após uma série de debates envolvendo principalmente Niels Bohr e Einstein,

o tema acabou adormecendo. Em 1964, Bell encontrou um conjunto de desigualdades

[4], as desigualdades de Bell, que deveriam ser satisfeitas por qualquer teoria que não ad-

mitisse correlações não-locais. Esse resultado foi crucial para a verificação experimental

de que este caráter não-local da teoria quântica é observado na natureza [5]. A partir

dáı, já com versões diferentes como as desigualdades CHSH [56], as desigualdades de Bell

passaram a ser utilizadas como testes de separabilidade. No entanto, trabalhos posteri-
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ores mostraram que as desigualdades de Bell, apesar de evidenciarem as correlações não

locais, não capturam todas as formas de emaranhamento. Particularmente, foi constrúıdo

um conjunto de estados [57] que apesar de satisfazerem todas as hipóteses que levavam

às desigualdades de Bell, não podiam ser gerados classicamente. Posteriormente, foi de-

monstrado que alguns estados com esta propriedade poderiam violar as desigualdades

de Bell após um procedimento denominado destilação, onde por intermédio de operações

locais e comunicação clássica (OLCC), seria posśıvel converter estes estados em estados

puros que violariam as desigualdades de Bell. Exemplos deste tipo levantam a questão

de se estados não-destiláveis satisfazem as desigualdades de Bell.

Figura 2.1 Diferentes ńıveis de classicalidade. As setas cheias indicam implicações existentes
entre diferentes ńıveis enquanto que as setas como ponto de interrogação indicam posśıveis
implicações ainda não estabelecidas. [Figura retirada da ref. [58]]

Na figura 2.1, um diagrama demonstra os diferentes ńıveis de classicalidade [58] com

as implicações já existentes entre eles, assim como as posśıveis implicações ainda não

estabelecidas satisfatoriamente. Vemos que os estados separáveis satisfazem o critério

da transposta parcial positiva (TPP), admitem um modelo de variáveis locais escondidas

(VLE) e satisfazem as desigualdades de Bell. Sabe-se, também, que estados emaranhados
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que satisfazem o critério TPP não são destiláveis, entretanto ainda não se sabe se a vali-

dade do critério TPP é condição necessária para a não-destilabilidade. Como não existem

contra-exemplos, conjectura-se que a validade de TPP também implica na existência de

modelos VLE, o que ainda não está comprovado. Outra questão em aberto diz respeito à

conexão entre não-destilabilidade e as desigualdades de Bell. Como podemos ver, ainda

há um longo caminho a ser percorrido até entendermos a estrutura do espaço de estados

da mecânica quântica.

Paralelamente a este importante desenvolvimento da classificação de estados emara-

nhados, surge a teoria da computação quântica e da informação quântica[6] na qual o

emaranhamento encontra sua mais importante aplicação prática como uma valiosa fonte

para o processamento e transmissão de informação quântica. Como exemplos de algumas

aplicações, podemos citar a criptografia quântica, o teleporte, o código denso entre outras.

Embora ainda não exista um consenso entre os pesquisadores, o emaranhamento pode

ser o principal ingrediente responsável pelo ganho de eficiência dos algoritmos quânticos

em relação aos clássicos. Nas próximas seções, passamos aos aspectos mais formais da

teoria do emaranhamento, discutindo sucintamente os principais quantificadores, tanto

para estados puros quanto para estados mistos.

2.2 EMARANHAMENTO DE ESTADOS PUROS

Dizemos que um estado puro arbitrário |ψ〉 é emaranhado quando ele não pode ser escrito

como um produto direto entre os estados puros de cada um dos seus subsistemas, ou seja:

|ψ〉 6= |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 ⊗ . . .⊗ |ψN〉. (2.2)

Fisicamente, o lado direito da (2.2) significa que operações arbitrárias realizadas sobre

um dos subsistemas não afetam os demais. Em outras palavras, não existem correlações

entre eles. Note que o enunciado acima define o que um estado emaranhado não é: se-

parável. Suponha que tenhamos um estado arbitrário |ψ〉 que sabemos não ser separável,

mas quão emaranhado é este estado? Ou quão distinto este estado é do conjunto de

estados separáveis? Nas seções seguintes, apresentamos alguns quantificadores de ema-

ranhamento, os quais respondem a essas questões.
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2.2.1 A Decomposição de Schmidt

Considere dois subsistemas S1 e S2, cujos estados pertencem aos espaços de Hilbert H1

e H2 com bases de estados normalizados B1 = {|fi〉} e B2 = {|gi〉} respectivamente. O

estado puro mais geral |ψ〉 pertencente ao espaço de Hilbert H = H1⊗H2 é escrito como:

|ψ〉 =
N1∑
i=1

N2∑
j=1

Cij|fi〉 ⊗ |gj〉, (2.3)

onde Cij = 〈fi| ⊗ 〈gj|ψ〉. Definindo agora o estado |χi〉 =
∑N2

j=1Cij|gj〉, obtemos

|ψ〉 =
N1∑
i=1

|fi〉|χi〉.

A matriz reduzida do primeiro subsistema ρ1 é obtida através do traço parcial sobre os

graus de liberdade do segundo subsistema, o que leva a

ρ1 = Tr2 (|ψ〉〈ψ|) =
N1∑
i=1

N1∑
j=1

〈χj|χi〉|fi〉〈fj|.

Utilizando a definição de |χi〉 obtemos que 〈χj|χi〉 =
(
CC†)

ij
, onde C é a matriz

N1 × N2 formada pelos coeficientes Cij. O operador CC† corresponde a uma matriz

quadrada de dimensão N1 além de ser completamente positiva, ou seja, tem todos os seus

autovalores positivos. É sempre posśıvel obter uma forma diagonal para esses coeficientes

através de transformações unitárias U e V sobre as bases de H1 e H2 respectivamente.

Sendo λi os autovalores de CC†, os coeficientes Cij podem ser escritos como:

Cij =
∑

kl

Uik

√
λkδklVlj.

Substituindo esta expressão na expansão de |ψ〉 na base |fi〉 ⊗ |gj〉, obtemos a seguinte

forma final:

|ψ〉 =
N∑
i=1

√
λi|ui〉 ⊗ |vi〉, (2.4)

onde N = min (N1, N2), |ui〉 e |vi〉 são os vetores das novas bases obtidas pela atuação das

transformações unitárias U e V sobre as bases iniciais. Esta decomposição é denominada

Decomposição de Schmidt e os coeficientes λi os coeficientes de Schmidt. Observe que

as correlações entre os subsistemas são expĺıcitas nesta forma, se o primeiro subsistema
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for encontrado no estado |ui〉, então o segundo está no estado |vi〉. O número r de λ′
is

não-nulos determinam se os dois subsistemas estão emaranhados. Se r = 1, o estado |ψ〉
é separável enquanto que para qualquer r > 1, o estado é emaranhado. Para encontramos

um quantificador de emaranhamento baseado nos coeficientes de Schmidt, é necessário

definirmos uma nova quantidade que satisfaça os requisitos de um quantificador de emara-

nhamento [13]. Uma alternativa é utilizar a Entropia de Shannon[59] H = −∑
i pi log pi,

onde {pi} é uma distribuição de probabilidade clássica. Aqui, utilizam-se os coeficientes

de Schmidt no lugar das probabilidades clássicas.

E (|ψ〉) = −
N∑
i=1

λi log λi, (2.5)

onde o logaritmo é calculado na base 2.

Como a entropia de Shannon é geralmente calculada sobre as probabilidades em uma

distribuição de probabilidades clássica, ela é usualmente tratada como clássica. Aqui,

como ela está sendo aplicada sobre os coeficientes de uma superposição coerente de esta-

dos quânticos, a quantidade obtida é de natureza quântica.

2.2.2 Entropia de von Neumann

A entropia de von Neumann [6] é a versão quântica da entropia de Shannon. Na mecânica

quântica, as distribuições de probabilidades clássicas correspondem a misturas estat́ısticas

de estados puros expressa pela matriz densidade

ρ =
r∑

i=1

pi|ψi〉〈ψi|. (2.6)

A matriz densidade assume a forma de uma distribuição clássica quando existe apenas

elementos na diagonal. A entropia de von Neumann S (ρ) é dada por:

S (ρ) = −Tr (ρ log ρ) . (2.7)

Note que a definição da entropia de von Neumann não depende da decomposição par-

ticular {pi, |ψi〉}, mas apenas da matriz densidade ρ. Esta é uma propriedade importante

porque existem infinitas decomposições válidas para a matriz densidade, conforme vere-

mos adiante no contexto da quantificação de emaranhamento em estados mistos. Quando

a matriz densidade é proporcional à identidade, a entropia de von Neumann é máxima
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enquanto que no caso em que ρ corresponde a um estado puro, a entropia é nula.

Considere que um sistema S isolado, composto de dois subsistemas 1 e 2, está num

estado puro |ψ〉12. A matriz densidade associada a este estado tem, portanto, entropia

nula, o que significa que existe informação máxima sobre o estado quântico do sistema. O

estado de cada subsistema individualmente é obtido através da operação de traço parcial

sobre o subsistema restante. Se o estado ρ1 do subsistema 1, por exemplo, for um estado

puro, então podemos afirmar que o estado inicial é separável ρ = |ψ〉〈ψ| = ρ1⊗ρ2. Assim,

o grau de emaranhamento contido em |ψ〉 pode ser medido pela entropia de von Neumann

associado à matriz densidade reduzida[13]:

E (ρ) = S (ρ1) = −Tr [ρ1 log ρ1] , ρ1 = Tr2ρ. (2.8)

Fisicamente, isto significa que se tivermos dois observadores com acesso apenas ao seu

subsistema, eles não podem ter acesso à informação completa presente no estado quântico

global. A entropia da matriz reduzida mede o grau de informação inacesśıvel ao se

observar o sistema localmente.

Para exemplificar, vamos aplicar esta definição ao estado EPR |φ〉 = 1√
2
[|01〉+ |10〉].

A matriz densidade ρ e as matrizes reduzidas ρA são dadas por:

ρ =
1

2




0 0 0 0

0 1 1 0

0 1 1 0

0 0 0 0




, ρA = ρB =
1

2

[
1 0

0 1

]
, (2.9)

onde usamos a base canônica {|00〉, |01〉, |10〉, |11〉}. O estado reduzido de cada subsistema

é um estado de ignorância máxima sobre o estado, ou seja, os estados |0〉 e |1〉 são

igualmente prováveis. O grau de emaranhamento no estado EPR é, como esperado:

E (ρEPR) = 1. (2.10)

2.2.3 Concorrência

Para o caso particular onde os subsistemas são sistemas de dois ńıveis, é posśıvel expres-

sar o emaranhamento de uma forma que facilita a manipulação algébrica. Para começar,

utilizamos ao invés da base canônica, uma base ortogonal constitúıda dos 4 estados ma-

ximamente emaranhados:
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|u1〉 =
1√
2
[|01〉+ |10〉] (2.11)

|u2〉 =
i√
2
[|01〉 − |10〉] (2.12)

|u3〉 =
i√
2
[|00〉+ |11〉] (2.13)

|u4〉 =
1√
2
[|00〉 − |11〉] (2.14)

Nesta base, um estado puro arbitrário |ψ〉 pode ser escrito como:

|ψ〉 =
4∑

i=1

ci|ui〉, (2.15)

onde ci = 〈ui|ψ〉. A matriz densidade reduzida ρ1 pode ser expandida na base de matrizes

de Pauli {I, σx, σy, σz}:

ρ1 =
1

2
[I+ iα1σ

x + iα2σ
y + iα3σ

z] =
1

2

[
1 + iα3 α2 + iα1

−α2 + iα1 1− iα3

]
, (2.16)

onde

α1 = c3c
∗
1 − c1c

∗
3 + c4c

∗
2 − c2c

∗
4

α2 = c2c
∗
3 − c3c

∗
2 − c1c

∗
4 + c4c

∗
1

α3 = c2c
∗
1 − c1c

∗
2 + c3c

∗
4 − c4c

∗
3.

Agora basta encontrar os autovalores desta matriz e calcular a entropia de von Neu-

mann utilizando a matriz reduzida em sua forma diagonal. Os autovalores são

λ± = (1/2)
[
1±

√
1− C2

]
,

onde

C = |
4∑

i=1

c2i |. (2.17)

A entropia de von Neumann pode ser escrita, então, na forma:

S (ρ1) = H

[
1 +

√
1− C2

2

]
, (2.18)
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onde H (x) = −x log x − (1− x) log (1− x) é a Entropia de Shannon. Assim, o emara-

nhamento se anula quando C = 0 e é máximo quando C = 1. Além disso, a função S (C)

é monotônica crescente. Assim, a própria função C é um quantificador de emaranha-

mento, o qual é denominado de Concorrência[14]. A forma mais comum de expressar a

concorrência C de um estado puro arbitrário |ψ〉 é:

C = |〈ψ|σy ⊗ σy|ψ∗〉|, (2.19)

onde o estado σy ⊗ σy|ψ∗〉 é a reversão temporal do estado |ψ〉. A concorrência tem

a vantagem de fornecer uma método mais operacional de determinar o emaranhamento

entre dois qubits. Não é necessário, por exemplo, obter a matriz densidade reduzida de

1 qubit. No entanto, este quantificador de emaranhamento se limita ao caso de 2 qubits

apenas, o que é uma limitação muito grande dada a necessidade de usar quantificadores de

emaranhamento na análise de sistemas com vários qubits para aplicações em computação

quântica. Na forma como foi definida, não é posśıvel generalizar a concorrência para

tratar sistemas com dimensões maiores que 2. Entretanto, outras versões da concorrência

tem surgido na literatura, que podem ser estendidas para dimensão arbitrária. Uma delas

é a Θ−Concorrência [60] definida como:

CΘ = |〈ψ|Θ|ψ〉|, (2.20)

onde Θ é um operador anti-linear, ou seja Θ (c1|ψ1〉+ c2ψ2〉) = c∗1Θ|ψ1〉 + c∗2Θ|ψ2〉, que
é unitário Θ† = Θ−1 além de satisfazer Θ2 = I. Claramente, esta definição depende do

operador Θ o que significa que não se trata de uma quantidade univocamente definida.

Além disso, para dimensões maiores que 2, nenhum operador Θ é conhecido tal que

CΘ = 0 se e somente se o estado for separável.

Outra opção é conhecida como I−Concorrência [16] definida como

IC =
√

2 [1− Trρ2r], (2.21)

onde ρr é a matriz densidade reduzida de um dos subsistemas. Ao contrário da Θ−Concorrência,

IC é única para um dado estado |ψ〉 além de coincidir com a concorrência para o caso

de 2 qubits.
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2.3 EMARANHAMENTO DE ESTADOS MISTOS

Estados quânticos puros ocorrem apenas em sistemas quânticos isolados e, por esse mo-

tivo, não descrevem de maneira completa o comportamento de sistemas f́ısicos reaĺısticos,

onde a interação com o ambiente externo resulta em efeitos de descoerência e dissipação

fazendo com que o estado do sistema não possa ser descrito por um estado puro. Nesses

casos, o estado quântico corresponde a uma mistura estat́ıstica de estados puros.

Dada uma decomposição {pi, |ψi〉}, onde pi é a probabilidade de ocorrência do estado

puro |ψi〉, o estado misto ρ pode ser escrito como:

ρ =
∑
i=1

pi|ψi〉〈ψi|. (2.22)

Uma dificuldade é que esta decomposição da matriz ρ em matrizes de estados puros

não é única. Na verdade existem infinitas decomposições diferentes {qi, |φi〉} que levam

à mesma matriz densidade ρ. Usando estados sub-normalizados |ui〉 com 〈ui|ui〉 = pi, é

posśıvel mostrar que as decomposições são relacionadas entre si por uma transformação

unitária, ou seja:

ρ =
∑
i

|ui〉〈ui| =
∑
j

|vj〉〈vj| → |ui〉 =
∑
j

Uij|vj〉 (2.23)

Para estados mistos, a quantificação do emaranhamento se torna bem mais compli-

cada, já que nesse caso existem também correlações clássicas presentes. É necessário, por-

tanto, estabelecer claramente a distinção entre as correlações quânticas e as clássicas. É

neste ponto que entra o importante conceito de Operações Locais e Comunicação Clássica

(OLCC) que trataremos a seguir.

2.3.1 Operações Locais e Comunicação Clássica - OLCC

Para entendermos melhor o conceito de estados emaranhados com respeito à preparação

dos estados, o conceito de Operações Locais e Comunicação Clássica (OLCC)[13] é fun-

damental, pois trata-se da operação mais geral que não pode gerar estados emaranha-

dos. Este tipo de operação está inserido no conceito mais geral de mapas ou operações

quânticas [6], as quais incluem operações unitárias, rúıdo e dissipação devido ao acopla-

mento com ambiente externo e acoplamento a um sistema de medição.

A figura 2.2 ilustra a chamada representação de ambiente das operações quânticas. O
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Figura 2.2 Representação de ambiente das operações quânticas ρ → Φ(ρ). À esquerda, o
sistema inicial está no estado ρs separável do ambiente que está no estado ρa. Uma operação
unitária U atua sobre o conjunto sistema+ambiente levando ao estado ρ′ = U †ρs ⊗ ρaU . O
estado final do sistema principal é obtido através do traço parcial sobre o ambiente σ = Tra.

sistema principal está no estado inicial ρs e um ambiente externo inicialmente desacoplado

do sistema está no estado inicial ρa. O sistema principal adicionado do ambiente externo

formam um sistema isolado. Uma operação unitária U atua sobre o estado ρ = ρs ⊗ ρa

do conjunto sistema + ambiente. O estado final é ρ′ = U (ρs ⊗ ρa)U
† que, em geral não

é separável. O estado final do sistema σ é obtido através do traço parcial sobre os graus

de liberdade do ambiente, ou seja:

σ = Tra
[
U (ρs ⊗ ρa)U

†] (2.24)

Uma maneira alternativa e mais elegante de expressar as operações quânticas é através

dos Operadores Soma. Trata-se de um conjunto de operadores {Ek} que atuam apenas

sobre as variáveis do sistema principal. A única condição sobre estes operadores é que∑
k E

†
kEk = 1, o que assegura que o estado final σ também é descrito por um operador

positivo. O estado final σ do sistema nesta representação é:
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σ =
∑

k

E†
kρsEk (2.25)

Suponhamos, agora, que o sistema principal é composto por dois subsistemas A e

B. Nesse caso, as operações realizadas podem ser operações locais, ou seja, atuar sobre

os subsistemas separadamente. A representação destas operações na representação de

Operador Soma é:

ΦL (ρ) =
∑
i

E†
1 ⊗ E†

2ρE1 ⊗ E2. (2.26)

Estas operações locais podem envolver operações unitárias bem como medições. A

combinação destas operações com a presença de comunicação clássica entre os subsistemas

forma o conjunto mais geral de operações OLCC que tem a importante propriedade de não

produzir emaranhamento, levando a um dos requisitos essenciais para os quantificadores

de emaranhamento que veremos adiante. A presença de comunicação clássica possibilita a

geração de correlações clássicas entre os subsistemas, o que também evidencia a diferença

entre as correlações clássicas e as quânticas (emaranhamento).

2.3.2 Requisitos de um quantificador de emaranhamento

Os requisitos que um quantificador de emaranhamento E (ρ) deve satisfazer são os se-

guintes:

� O estado é separável ρ =
∑

i piρ
i
1 ⊗ ρi2 se e somente seE (ρ) = 0

� O quantificador deve ser invariante sob operações locais unitárias, ou seja, operações

unitárias do tipo U12 = U1 ⊗ U2.

� O quantificador deve ser uma função monotônica e não crescente por operações

locais e comunicação clássica OLCC.

A primeira exigência advém da própria definição de emaranhamento como estados

não separáveis. A validade da rećıproca dessa afirmação, ou seja E (ρ) = 0 implica

que ρ é separável, apesar de desejável, nem sempre é satisfeita na prática. Quando

a quantidade E (ρ) pode se anular para estados não-separáveis, mas satisfaz todas as

outras exigências, ela pode ser denominada como um monótono de emaranhamento. Um

exemplo é a chamada negatividade, a qual discutiremos mais adiante.
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Uma operação unitária local equivale a uma rotação do sistema de coordenadas da

base local, ou seja, a uma operação reverśıvel. Por esse motivo, o segundo item exige que

este tipo de operação não deve afetar o emaranhamento entre os subsistemas. A última

exigência é a mais restritiva e dif́ıcil de provar na maioria dos casos. Ela estende o se-

gundo item para operações locais mais gerais como medições, acréscimo ou decréscimo de

part́ıculas, além de permitir a comunicação clássica entre os subsistemas. Estas operações

locais não unitárias podem deteriorar o emaranhamento entre os subsistemas, mas não

podem criá-lo. A existência de um canal de comunicação clássico permite a geração de

correlações clássicas, mas não podem produzir emaranhamento.

2.3.3 Emaranhamento de Formação

Como já temos um quantificador de emaranhamento para estados puros, é perfeitamente

natural que se tente definir o emaranhamento em um estado misto como uma média dos

emaranhamentos de estados puros em um ensemble particular {pi, |ψ〉}. O problema é

que tal média depende do ensemble escolhido, ou seja:

∑
i

piS (|ψi〉) 6=
∑
j

qjS (|φj〉) , (2.27)

onde {qi, |φ〉} é outra decomposição válida da matriz densidade. Um exemplo disso é

o emaranhamento de uma mistura estat́ıstica balanceada de dois estados Bell |ψ±〉 =(
1/
√
2
)
[|01〉 ± |10〉] que pode igualmente se escrita como uma mistura de estados se-

paráveis,
1

2
|ψ+〉〈ψ+|+ 1

2
|ψ−〉〈ψ−| = 1

2
|01〉〈01|+ 1

2
|10〉〈10|.

A média no ensemble do emaranhamento na decomposição da direita é nula, enquanto

que na decomposição da direita em estados EPR, a média é igual a 1. Da definição de

estado misto separável, obviamente o estado é separável. Assim, o emaranhamento de

um estado misto arbitrário ρ sempre satisfaz a desigualdade

E (ρ) ≤
∑
i

piS (|ψi〉) ,

onde S (|ψ〉) mede o emaranhamento presente no estado |ψ〉.
O Emaranhamento de formação[13] é definido como o mı́nimo emaranhamento médio

sobre todas as posśıveis decomposições da matriz densidade, ou seja:
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EF ≡ inf{pi,|ψi〉}
∑
i

piS (|ψi〉) . (2.28)

Basicamente, o emaranhamento de formação é definido de forma que, se existe uma

decomposição que fornece um emaranhamento médio menor, tal emaranhamento médio

está mais “próximo” do correto. Se encontrarmos uma decomposição tal que não exista

nenhuma outra com emaranhamento médio menor, então encontramos a Decomposição

Ótima que quantifica o emaranhamento contido em ρ.

Figura 2.3 Diagrama ilustrativo dos processos de formação e destilação de emaranhamento

O termo emaranhamento de formação advém da seguinte interpretação: Suponha que

exista um certo número m de cópias de pares de qubits em estados maximamente emara-

nhados e que uma sequência de operações do tipo OLCC seja realizada sobre o conjunto

de pares a fim de convertê-los em um certo número n de novos pares no estado ρ con-

forme mostrado na figura 2.3. Como não é posśıvel gerar emaranhamento neste processo,

devemos ter sempre n > m. O emaranhamento de formação pode ser interpretado como

a taxa de conversão assintótica m/n no limite de infinitas cópias, ou seja:

EF = lim
m→∞

m

n
. (2.29)

Este processo é inverso ao que é conhecido como destilação de emaranhamento também
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mostrado na figura 2.3, onde o ponto de partida é um conjunto de n′ pares no estado ρ

que se deseja converter em um certo número m′ de pares maximamente emaranhados. A

taxa de conversão assintótica, neste processo, é denominada Emaranhamento Destilável

ED.

ED = lim
m′→∞

m′

n′ . (2.30)

Esta quantidade deixa de satisfazer um dos requisitos dos quantificadores, pois ela

pode se anular para alguns estados emaranhados. O motivo é a existência de um certo

categoria de emaranhamento conhecida como emaranhamento ligado que não pode ser

destilado em pares maximamente emaranhados. Em geral, temos portanto que ED ≤
EF , o que significa que a conversão de pares maximamente emaranhados em pares não

maximamente emaranhados pode ser um processo irreverśıvel.

2.3.4 A fórmula de Wooters

O cálculo do emaranhamento de formação para estados mistos arbitrários só é posśıvel

para o caso particular no qual os dois subsistemas correspondem a sistemas de dois

ńıveis. Para isso, utiliza-se o conceito de concorrência apresentado na seção anterior

como quantificador de emaranhamento para estados puros.

A obtenção da decomposição ótima que minimiza a concorrência média pode ser

obtida em duas etapas:

� Constrói-se uma decomposição inicial {|xi〉} com estados subnormalizados com a

propriedade 〈xi|xj〉 = λiδij. Estes estados são autoestados à direita do operador

não hermiteano R = ρσy ⊗ σyρ∗σy ⊗ σy com autovalores {λ2
i }. No caso de estados

puros, temos apenas um autovalor não-nulo de R, cuja raiz quadrada fornece a

concorrência.

� O maior entre os λ′s é identificado e, em seguida, realiza-se uma transformação

unitária U sobre os estados {|xi〉} a fim de minimizar a concorrência média.

Considere λ1 como o maior entre os λ′s e |x1〉 como o estado correspondente. A

seguinte transformação pode ser utilizada para minimizar a concorrência:
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|z1〉 =
1

2

[|x1〉+ eiθ2|x2〉+ eiθ3|x3〉+ eiθ4|x4〉
]

(2.31)

|z2〉 =
1

2

[|x1〉+ eiθ2|x2〉 − eiθ3|x3〉 − eiθ4|x4〉
]

(2.32)

|z3〉 =
1

2

[|x1〉 − eiθ2|x2〉+ eiθ3|x3〉 − eiθ4|x4〉
]

(2.33)

|z4〉 =
1

2

[|x1〉 − eiθ2|x2〉 − eiθ3|x3〉+ eiθ4|x4〉
]
. (2.34)

Esta decomposição tem a propriedade de que 〈zi|z̃i〉 = 1
4

[
λ1 +

∑4
j=2 λje

−2iθj

]
. Temos

dois casos a considerar:

Figura 2.4 Disposição geométrica dos números complexos λie
−2iθi para os casos de estados

separáveis à esquerda e estados emaranhados à direita. Em ambos casos, é posśıvel visualizar
que a quantidade λ1 −

∑4
j=2 λje

−2iθjλj = 0 assume o menor valor posśıvel resultando também
na minimização da concorrência média.

1) λ1 < λ2 + λ3 + λ4. Nesse caso, é sempre posśıvel escolher apropriadamente as

fases θj de forma que λ1 +
∑4

j=2 λje
−2iθjλj = 0, conforme mostra a figura 2.4. Assim, a

concorrência em cada estado se anula e, portanto, esta é uma decomposição de estados

separáveis.

2) λ1 > λ2 + λ3 + λ4. Nesse caso não é posśıvel anular 〈zi|z̃i〉 pela escolha de θi.

Devemos, portanto, buscar o menor valor posśıvel dessa quantidade, a qual é obtida

fazendo θ2 = θ3 = θ4 = π/2. Assim, obtemos 〈zi|z̃i〉 = 1
4
[λ1 − λ2 − λ2 − λ4] > 0 para
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todos os estados. A concorrência média nesta decomposição é:

〈C〉 =
4∑

i=1

〈zi|zi〉 |〈zi|z̃i〉|〈zi|zi〉 =
4∑

i=1

〈zi|z̃i〉 = λ1 − λ2 − λ3 − λ4 (2.35)

Para finalizar, é necessário mostrar que não existe nenhuma outra decomposição da

matriz densidade capaz de fornecer uma concorrência média menor que C = λ1 − λ2 −
λ3 − λ4 na região de C > 0. A demonstração é feita utilizando o fato de que qualquer

outra decomposição pode ser obtida de {|zi〉} através de uma transformação unitária U

arbitrária. Os detalhes da prova podem ser encontrados em [14]. Com isso, obtemos a

expressão final para a concorrência num estado misto arbitrário de 2 qubits conhecida

como Fórmula de Wooters.

C = max [0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4] , (2.36)

onde λi são as raizes quadradas dos autovalores da matriz não hermiteana R ≡ ρρ̃.

E quanto ao emaranhamento de formação EF ? Será que esta decomposição também

o minimiza? Para responder a essa pergunta, utilizamos a expressão que relaciona a

concorrência ao emaranhamento de formação. Obtemos a seguinte expressão para a

média da entropia de von Neumann:

〈S〉 =
4∑

i=1

piH

[
1

2

(
1 +

√
1− C2

i

)]
, (2.37)

onde Ci = 〈zi|z̃i〉/pi. Observe que as concorrências Ci não são iguais devido à presença

da probabilidade pi = 〈zi|zi〉. Apenas no caso em que os 4 estados forem equiprováveis,

todas as concorrências e entropias se igualam nos levando a uma minimização da entropia

média, ou seja:

EF = 〈S〉 = H

[
1 +

√
1− C2

2

]
. (2.38)

Dessa forma, a decomposição {|zi〉} nos fornece apenas um limitante superior para o

emaranhamento de formação nas regiões de concorrência não nula. Entretanto, conforme

demonstrado em [14], é sempre posśıvel construir uma decomposição onde todas as con-

corrências sejam iguais a C = λ1 − λ2 − λ3 − λ4, o que significa que a fórmula para o

emaranhamento de formação acima é válida para qualquer estado arbitrário ρ de 2 qubits.
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2.3.5 A Negatividade

Uma maneira de testar a separabilidade de um estado misto arbitrário é através do cha-

mado critério da transposta parcial positiva (TPP)[61, 62], que diz que se uma matriz

densidade ρ12 é separável então a matriz obtida através da operação de transposição par-

cial sobre o segundo subsistema ρT2
12 continua sendo um operador completamente positivo

e, portanto, é uma matriz densidade. A operação de transposição parcial é realizada

simplesmente transpondo os ı́ndices correspondentes ao segundo subsistema, ou seja:

〈i|〈j|ρT2
12 |k〉|l〉 ≡ 〈i|〈l|ρ12|k〉|j〉. (2.39)

Sejam {µi} os autovalores de ρT2
12 , então a condição necessária para a separabilidade

de ρ12 é que todos esses autovalores sejam positivos. É posśıvel, ainda, construir um

quantificador de emaranhamento chamado Negatividade baseado neste critério, que tem

a seguinte forma:

N12 ≡
∑
i

|µi| − µi

2
. (2.40)

Como já mencionamos anteriormente, a negatividade não satisfaz todos os requisitos

de um quantificador de emaranhamento, pois se anula para alguns estados emaranhados,

os chamados estados TPP. Assim, com exceção dos estados puros e de sistemas bipartite

2 × 2 e 2 × 3, o critério TPP é uma condição apenas necessária mas não suficiente para

a separabilidade.

O critério TPP é um caso particular de um critério mais geral baseado no conceito

de mapas positivos mas não completamente positivos Λ. Estes mapas são chamados po-

sitivos porque transformam operador positivo em positivo, quando atuam injetivamente

sobre um dos subsistemas. A atuação desses mapas sobre o sistema completo pode for-

necer informações sobre o emaranhamento. O critério de separabilidade baseado nesses

mapas [62] diz o seguinte: Um estado ρ12 é emaranhado se e somente se existe um mapa

positivo mas não completamente positivo Λ tal que (I1 ⊗ Λ2) ρ12 < 0. A dificuldade no uso

desse critério é que se faz necessário fazer uma busca sobre todo o conjunto de mapas Λ a

fim de encontrar pelo menos um mapa que satisfaça o critério. Se o critério for satisfeito

para um mapa espećıfico, então pode-se afirmar que o estado é emaranhado.
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2.3.6 Emaranhamento Global

Até aqui estudamos o emaranhamento bipartite que descreve as correlações quânticas

entre dois subsistemas. Uma caracterização mais completa do emaranhamento em siste-

mas de matéria condensada requer em muitos casos a caracterização do emaranhamento

multipartite presente no sistema. Uma diferença notável em relação ao caso bipartite é

que podem existir classes diferentes de emaranhamento. A distinção ocorre porque certos

estados distintos considerados maximamente emaranhados não podem ser convertidos um

no outro por OLCC como ocorre com os estados EPR de dois qubits. Como exemplo, no

caso de 3 qubits temos os estados |GHZ〉 e |W 〉 definidos como

|GHZ〉 =
1√
2
[|000〉+ |111〉] (2.41)

|W 〉 =
1√
3
[|001〉+ |010〉+ |100〉] . (2.42)

Não existe emaranhamento entre dois qubits quaisquer no estado |GHZ〉, mas no estado

|W 〉 temos C = 2/3 independentemente do par de qubits escolhido. Além disso, se o

sistema está no estado |GHZ〉 e uma medição for realizada sobre um dos qubits o estado

final dos dois qubits restantes será sempre um estado separável, enquanto que no estado

|W 〉 temos um estado separável se o resultado da medição for 1 e um estado EPR se for

0.

Com respeito à quantificação de emaranhamento multipartite, existem as chamadas

medidas seletivas que distinguem entre tipos distintos de emaranhamento e as medidas

coletivas que não fazem essa distinção. Como exemplo de medida coletiva para um sistema

de N qubits, temos o Emaranhamento Global[63] definido como

Q =
1

N

N∑
i=1

2
[
1− Trρ2i

]
, (2.43)

onde ρi é a matriz reduzida de um qubit. O emaranhamento global equivale à média

das I-concorrências entre um spin e o restante da cadeia. A parte do emaranhamento

global que é armazenada em concorrências entre dois spins pode ser calculada usando

o conceito de emaranhamento distribúıdo ou monogamia de emaranhamento[64, 65] que

estabelece o emaranhamento entre cada spin e o restante da cadeia como limitador para

o emaranhamento entre tal spin e os demais. Assim, o emaranhamento armazenado em

pares Qp pode ser definido pela média destas somas sobre todos os spins da cadeia, ou
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seja

Qp ≡
N∑
i=1

∑

j 6=i

C2
ij. (2.44)

Portanto, a diferença entre Q − Qp corresponde à parte do emaranhamento global

indispońıvel para o emaranhamento entre dois spins.

2.4 APLICAÇÕES EM F́ISICA DA MATÉRIA CONDENSADA

O estudo do emaranhamento se intensificou devido principalmente às aplicações em in-

formação quântica. Entretanto, uma outra importante aplicação que tem sido bastante

explorada nos últimos anos é sua utilização no estudo de sistemas de interesse em f́ısica da

matéria condensada[19]. Os trabalhos se concentram principalmente nas redes quânticas

de spin, por pelo menos duas razões. Em primeiro lugar, os modelos de sistemas de

spin aparecem naturalmente em sistemas f́ısicos diferentes de redes de spins propria-

mente ditas [20, 21, 22, 23]. Existe ainda uma conexão interessante com métodos para a

sistematização da criação de novos algoritmos quânticos[66, 67], como veremos adiante.

Outra aplicação está relacionada a uma questão mais conceitual, que trata do estudo de

transições de fase quânticas [37]. Em pontos cŕıticos quânticos, as correlações de spin

entre pares decaem polinomialmente com a separação

〈σα
i σ

β
i+r〉 − 〈σα

i 〉〈σβ
i+r〉 ∼ r−q

com q > 0 contrastando com o decaimento exponencial e−r/ξ que ocorre distante do ponto

cŕıtico. Fisicamente, isto significa que no ponto cŕıtico quântico o sistema se torna for-

temente correlacionado, o que é marcado pela extensão espacial do emaranhamento que

alcança toda a cadeia. Uma série de resultados preliminares sobre o emaranhamento nes-

tes sistemas indicam que o emaranhamento pode ser a origem f́ısica do comportamento

peculiar das funções de correlação nos pontos cŕıticos.

2.4.1 Redes de spin em computação quântica

Temas de interesse em computação quântica têm se concentrado basicamente em duas

linhas principais. A busca de sistemas f́ısicos adequados para a implementação dos algo-

ritmos quânticos, entre os quais podemos citar os estudos com RMN e cavidades eletro-

dinâmicas QED. Outra linha, mais teórica, trata da elaboração de algoritmos quânticos
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para resolver problemas computacionais espećıficos. Os qubits, que são sistemas quânticos

de dois ńıveis, compõem a arquitetura fundamental de todos esses sistemas. Assim, um

computador quântico pode ser pensado como uma rede de qubits onde os parâmetros

do hamiltoniano podem ser controlados externamente. A informação é inicializada no

sistema através de um estado inicial e os acoplamentos entre os qubits, combinados a

campos externos controlados, executam as operações de processamento da informação

quântica. A informação de sáıda desejada é acessada através da medição.

Sistemas de spin são candidatos naturais para implementação da computação quântica,

o que pode ser mostrado através da realização de portas quânticas em sistemas f́ısicos cujo

hamiltoniano de interação corresponde ao encontrado em sistemas de spins [20, 21, 22, 23].

Na figura 2.5, apresentamos alguns exemplos destes sistemas. Em 2.5a, vemos um es-

quema para realização de uma porta de qubits utilizando pontos quânticos onde o qubit

corresponde ao spin do elétron aprisionado no ponto quântico. A interação entre os qubits

é controlada por voltagens aplicadas sobre o ponto de contato. Na figura 2.5b, vemos a

realização de portas de 2 qubits utilizando ı́ons aprisionados em micro-armadilhas. A re-

alização de portas de 2 qubits é feita utilizando um ı́on aprisionado (cabeça) que pode ser

movido ao longo da rede. Após aproximá-lo de um ı́on da rede (alvo), um laser que incide

perpendicularmente ao plano da rede é utilizado na realização de uma porta quântica de

2 qubits. Finalmente, na figura 2.5c, vemos a utilização de spin nuclear como qubits. O

acoplamento entre os qubits é mediado por elétrons através da interação hiperfina, a qual

é controlada pelas portas J mostradas na figura.

Paralelamente à busca por sistemas f́ısicos ideais para a implementação do computador

quântico, existe o desafio da elaboração de novos algoritmos quânticos. Existem, pelo

menos, duas dificuldades: Primeiramente, não basta resolver um problema computacional

espećıfico com um algoritmo quântico, é desejável que ele realize esta tarefa com uma

eficiência superior à obtida pelo melhor algoritmo clássico existente e, em segundo lugar,

é necessário especificar como a informação será acessada após o processamento, já que

no caso quântico a medição afeta a evolução dinâmica dos estados. Os dois algoritmos

quânticos mais bem sucedidos são o algoritmo de Shor para fatoração e o algoritmo de

Grover para busca, os quais foram obtidos com métodos distintos de elaboração. A

necessidade de um método sistemático para a elaboração de novos algoritmos quânticos

motivou a proposta de utilizar as caminhadas quânticas sobre grafos[67], como acontece

com os algoritmos clássicos baseados em caminhadas aleatórias.

Nas caminhadas quânticas, os nós do grafo são estados do espaço de Hilbert e o cami-

nhante executa os passos segundo uma direção definida por um grau de liberdade interno
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Figura 2.5 Realização f́ısica de sistemas de qubits. Em (a) os qubits correspondem aos spins
de elétrons aprisionados em pontos quânticos. Em (b), temos uma rede de ı́ons aprisionados
em micro-armadilhas. Na parte (c), os qubits correspondem a spins nucleares cujo acoplamento
indireto é mediado por elétrons através de interação hiperfina.[Figuras extráıdas de: (a)C.
Veronica, W. A. Coish, O. Gywat e D. Loss, Nanotechnology 16, R27 (2005)(b)J. I. Cirac e P.
Zoller, Nature 404, 579 (2000);(c)B. E. Kane, Nature 393, 133 ]

(caminhada em tempo discreto) ou por probabilidades que variam continuamente segundo

uma dinâmica markoviana (caminhada em tempo cont́ınuo). A principal aplicação das

caminhadas discretas é a construção de um algoritmo de busca com eficiência comparável

à do algoritmo de Grover [6] mas que é baseado unicamente em uma caminhada quântica

sobre um hipercubo [68]. Para a caminhada em tempo cont́ınuo, destacamos a caminhada

através de uma árvore de decisão [69]. Um passo importante na descrição e aplicação

das caminhadas quânticas foi a formulação hamiltoniana do problema [66], onde é feita

um mapa entre hamiltonianos de spin e as caminhadas quânticas1. Neste mapeamento,

1Este mapeamento é realizado somente para caminhadas quânticas sem grau de liberdade interno,
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os nós do grafo correspondem a estados do espaço de Hilbert da rede de spins e o cami-

nhante salta entre os nós de acordo com os acoplamentos entre os qubits expressos no

hamiltoniano. A figura 2.6 ilustra este mapeamento para o caso de uma caminhada sobre

Figura 2.6 Mapeamento de uma caminhada quântica sobre um hipercubo em cadeia de spins.
À esquerda, o grafo com os nós {|i〉} e à direita a representação dos nós do grafo como estados
no espaço de Hilbert da rede de 3 qubits. [Figura retirada da ref. [66]]

um cubo, onde os nós do grafo correspondem a todos os posśıveis estados de 3 qubits e

as transições entre nos só ocorrem via inversão de um único qubit. Para um hipercubo

com dimensão arbitrária D, o hamiltoniano de qubits correspondente pode ser escrito na

forma [66]:

H = −2∆0

D∑
i=1

σx
i . (2.45)

É necessário, portanto, entender como o emaranhamento se comporta nestas redes de qu-

bits, tendo em vista o seu papel na eficiência dos algoritmos quânticos. Esta motivação

justifica cálculos de emaranhamento mesmo em redes com poucos qubits [24, 25, 26, 27,

28, 29].

2.4.2 Emaranhamento em cadeias de spin quânticas

Cálculos de emaranhamento em redes com muitos spins gerais são complicados, em

prinćıpio, devido à dimensão que cresce exponencialmente com o tamanho da rede. Além

enquanto que a caminhada no hipercubo utilizada para o algoritmo de busca contém grau de liberdade
interno.
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disso, os quantificadores de emaranhamento possibilitam o cálculo exato do emaranha-

mento em estados mistos apenas no caso de emaranhamento entre pares (dois qubits)[14].

Em alguns modelos de sistemas de spin como o modelo Ising e o modelo de Heisenberg,

existem propriedades do hamiltoniano que facilitam o cálculo. O hamiltoniano é real e,

portanto, todos os elementos da matriz densidade são reais. Além disso, o hamiltoniano

de interação é composto de termos do tipo σα
i σ

α
j que apenas conectam estados com a

mesmo número de spins para cima ou que diferem por 2 (simetria de paridade). Com

isso, a matriz reduzida de dois spins arbitrários assume a seguinte forma:

ρij =




u 0 0 w

0 x z 0

0 z y 0

w 0 0 v




, (2.46)

onde todos os elementos são reais devido à realidade do hamiltoniano e os elementos nulos

são consequência da simetria de paridade. Além disso, no caso do sistema ter invariância

translacional, temos x = y e ρi,j = ρr onde r = |i − j| é a separação entre os spins. É

conveniente expressar os elementos da matriz densidade em termos de valores esperados

de spin gααij ≡ Tr
(
ρSα

i S
α
j

)
e Mα

i = Tr (ρSα
i ), onde Sα = 1

2
σα. Calculando tais valores

esperados obtemos

M z
i =

1

4
(u+ x− y − v) (2.47)

M z
j =

1

4
(u− x+ y − v) (2.48)

gxxij =
w + z

2
(2.49)

gyyij =
−w + z

2
(2.50)

gzzij =
u+ v

2
− 1

4
. (2.51)

No caso em que o sistema tem invariância translacional, temosM z
i = M z

j o que implica

x = y. Utilizando esta hipótese e invertendo as expressões acima para os elementos de ρ,

obtemos
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u, v =
1

4
+ gzzr ±Mz (2.52)

z, w = gxxr ± gyyr (2.53)
x = y =

1

4
− gzzr . (2.54)

Utilizando a fórmula de Wooters, podemos calcular a concorrência entre os dois spins. O

resultado é

C = 2max (0, C ′, C ′′) , (2.55)

onde

C ′ = |gxxr − gyyr | − 1

4
+ gzzr (2.56)

C ′′ = |gxxr + gyyr | −
√(

1

4
+ gzzr

)2

−M2
z (2.57)

É posśıvel calcular o emaranhamento para alguns sistemas no limite termodinâmico.

Um deles é a cadeia XY , conforme veremos a seguir.

2.4.3 Emaranhamento na cadeia XY no limite termodinâmico

A cadeia XY de Heisenberg na presença de um campo magnético uniforme é um exemplo

de modelo que admite solução anaĺıtica[70, 71] no limite termodinâmico tanto no estado

fundamental quanto no estado térmico ρT = e−βH/Z, onde β = 1/ (kBT ), H é o hamilto-

niano da cadeia e Z = Tre−βH é a função de partição associada. O hamiltoniano é dado

por:

H = −λ

2

N∑
i=1

[
(1 + γ)σx

i σ
x
i+1 + (1− γ)σy

i σ
y
i+1

]−
N∑
i=1

σz
i , (2.58)

onde λ é a constante de acoplamento entre spins vizinhos, γ controla a anisotropia. O

campo magnético é feito igual a 1. Os operadores σα
i ;α ∈ (x, y, z) são os operadores de

Pauli para o i-ésimo spin. O modelo já é bem conhecido na literatura e soluções exatas

para ele também podem ser encontradas [71]. Os valores esperados são obtidos através

dos determinantes de Toeplitz e são dados por:
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〈σz〉 = − 1

π

∫ π

0

dφ (1 + λ cosφ)
tanh

βωφ

2

ωφ

(2.59)

gxxr =
1

4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

G−1 G−2 . . . G−r

G0 G−1 . . . G−r+1

...
...

. . .
...

Gr−2 Gr−3 . . . G−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (2.60)

gyyr =
1

4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

G1 G0 . . . G−r+2

G2 G1 . . . G−r+3

...
...

. . .
...

Gr Gr−1 . . . G1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (2.61)

gzzr = 〈σz〉2 − 1

4
GrG−r, (2.62)

onde

Gr =
1

π

∫ π

0

dφ cos (φr) (1 + λ cosφ)
tanh

βωφ

2

ωφ

− γλ

π

∫ π

0

dφ sin (φr) sinφ
tanh

βωφ

2

ωφ

(2.63)

e

ωφ =

√
(γλ sinφ)2 + (1 + λ cosφ)2 (2.64)

Na figura 2.7, apresentamos alguns resultados do emaranhamento entre pares como

função dos parâmetros λ e γ para diferentes distanciamentos entre os spins. Primeira-

mente, podemos notar na figura 2.7(a) que existem dois regimes distintos da concorrência

entre primeiros vizinhos C(1) separadas por uma região de concorrência nula. A região

com campos fracos corresponde a C = C ′ e a segunda região em campos intensos a

C = C ′′. A existência deste intervalo de separabilidade resulta do fato de as duas funções

C ′ e C ′′ nunca se igualarem em regiões de concorrência não nula. Como a região de

separabilidade é muito estreita, pode-se aproximá-la como uma curva onde C ′ = C ′′, a

qual é denominada como curva fatorizante [46, 40]. Uma análise detalhada do comporta-

mento da concorrência nas proximidades desta região pode ser encontrada em [40]. Uma

caracteŕıstica importante é o grande alcance da concorrência entre pares. Em regiões
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distantes do campo fatorizante λf , a concorrência praticamente só alcança os dois pri-

meiros vizinhos. Nas proximidades de λf , o emaranhamento se estende por toda a cadeia.

Este comportamento é ilustrado nas figura 2.7b e 2.7c. Observe que a concorrência entre

segundos vizinhos C(2) já começa a se anular para pontos mais distantes de λf , enquanto

que C(3) 6= 0 praticamente só existe nesta região. Note que não é o emaranhamento

entre pares que é maximizado no ponto cŕıtico, mas o seu alcance ao longo da cadeia. O

fato de o emaranhamento entre pares não ser grande nas proximidades de λf resulta da

seguinte desigualdade conhecida como monogamia de emaranhamento[64, 65]:

C2
1,2 + C2

1,3 + . . . C2
1,n ≤ C2

1,(2,3,...,n). (2.65)

Figura 2.7 Concorrência entre pares do modelo XY no limite termodinâmico.

O lado direito da desigualdade contém o emaranhamento entre um qubit e uma cadeia

de n− 1 qubits, enquanto que do lado esquerdo temos a soma dos quadrados de todas as

concorrências entre pares envolvendo o qubit 1 escolhido. Se n for grande, o emaranha-
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Figura 2.8 Divergência do alcance R da concorrência entre pares no modelo XY para γ = 0.5

mento entre cada qubit e o qubit 1 fica bastante reduzido para que a desigualdade seja

satisfeita, o que não acontece se n for pequeno. Assim, a desigualdade de monogamia

estabelece uma limitação para o compartilhamento de emaranhamento entre qubits. O

alcance do emaranhamento R é definido como a maior separação entre dois qubits para

a qual a concorrência é não nula. Uma análise mais detalhada do comportamento do

alcance da concorrência mostra que ela diverge logaritmicamente [40].

R ∼ log |λ−1 − λ−1
f |. (2.66)

A figura 2.8 ilustra a divergência de R para o caso γ = 0.5, para o qual o campo

fatorizante é aproximadamente λf ≈ 1.1547.
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Figura 2.9 Comportamento da derivada das concorrências C(1) e C(2) em relação a λ. As
derivadas divergem no ponto cŕıtico λc = 1 e são descont́ınuas no campo fatorizante λf .
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É importante mencionar que o campo fatorizante λf não é um ponto cŕıtico quântico

no intervalo γ ∈ (0, 1], que corresponde à classe de universalidade Ising, onde o campo

cŕıtico é λc = 1. No ponto cŕıtico, a concorrência também tem um curto alcance conforme

pode ser verificado na figura 2.7c. Entretanto, a análise da derivada da concorrência em

relação a λ revela que a concorrência apresenta um comportamento de escala bem defi-

nido ao passar pelo ponto cŕıtico λc = 1 [38], conforme é mostrado na figura 2.9.

2.4.4 Entropia de Blocos

No caso do estado fundamental T = 0, é posśıvel obter resultados anaĺıticos para a entro-

pia de emaranhamento entre um bloco de L spins cont́ıguos e o restante da cadeia[41, 42],

o que é uma avanço considerável em relação aos resultados envolvendo apenas emaranha-

mento entre pares. Para calculá-lo, é necessário obter a matriz reduzida SL, conforme

mostrado na figura 2.10.

Figura 2.10 Representação de uma cadeia XY com o bloco de L spins cont́ıguos. Calculando
a matriz reduzida do bloco, pode-se determinar a entropia de emaranhamento SL.

Os detalhes dos cálculos podem ser encontrados nas referências [42, 43]. Apresen-

taremos aqui apenas uma breve descrição dos principais resultados. Primeiramente é

realizada uma transformação de Jordan-Wigner mapeando o problema de spins inte-

ragentes num problema de férmions livres. Com isso, o problema passa a ser tratado

segundo o formalismo de segunda quantização. Tanto o procedimento de diagonalização

do hamiltoniano quanto o da obtenção das funções de correlação podem ser obtidos com

esse formalismo[70, 71]. Após uma transformação canônica nos operadores fermiônicos, o

hamiltoniano é colocado na forma manifestamente de férmions livres e a matriz reduzida



2.4 APLICAÇÕES EM FÍSICA DA MATÉRIA CONDENSADA 35

de L spins ρL pode ser escrita na forma fatorizada:

ρL = %1 ⊗ . . .⊗ %L, (2.67)

onde as matrizes %l são matrizes 2× 2 associadas ao l-ésimo modo fermiônico. Note que

não se trata de uma matriz densidade espacialmente separável já que os modos fermiônicos

são objetos não locais, mas significa que os modos fermiônicos não são correlacionados.

As matrizes %l tem os autovalores

λ±
l =

1± νl
2

, (2.68)

o que leva à seguinte expressão para a entropia SL da matriz reduzida:

SL =
L∑
i=1

H

(
1 + νl
2

)
, (2.69)

onde H(x) = −x log x − (1 − x) log (1− x) é a entropia de Shannon. O resultado final

depende, portanto, da obtenção dos parâmetros νl, os quais são calculados numericamente

através da diagonalização da matriz de correlação dos operadores fermiônicos iniciais. Um

resultado notável encontrado através deste método é que a entropia de von Neumann SL,

que mede o emaranhamento do bloco com o restante da cadeia, escala com o logaritmo

de L no limite de L À 1, no ponto cŕıtico. Mais especificamente, temos:

SXY
L =

1

3
log2L. (2.70)

Distante do ponto cŕıtico, o emaranhamento tende a saturar com o aumento do bloco.

Os resultados obtidos em [42] indicam que esta saturação ocorre quando o tamanho do

bloco supera o comprimento de correlação ξ, o qual caracteriza o decaimento exponencial

das correlações entre spins em função da separação no regime não cŕıtico.

2.4.5 O emaranhamento como classificador de ordem quântica

Uma das teorias mais bem sucedidas na descrição de transições de fase foi, durante

muito tempo, a teoria de Landau posteriormente estendida pelo método de grupo de

renormalização[72, 73]. Ela descreve de maneira satisfatória o comportamento de sistemas

f́ısicos distintos utilizando basicamente os mesmos prinćıpios. As fases ou ordens são

caracterizadas pelas simetrias presentes no sistema e são identificadas transições de fase
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quando, ao variar certos parâmetros, o sistema passa por uma singularidade na energia

livre[37] indicando uma quebra espontânea de simetria. A impossibilidade de se passar

de uma determinada região do espaço dos parâmetros para outra sem passar por uma

singularidade indica que tais regiões correspondem a fases ou ordens distintas. O efeito

Hall quântico fracionário (FQH)[74] foi um dos primeiros sistemas em que se percebeu

a existência de uma transição de fase sem quebra espontânea de simetria, ou seja, uma

transição que não podia ser descrita pela teoria de Landau. Podemos ver na figura 2.11

um diagrama proposto por Wen [52] mostrando uma classificação de ordens. Temos as

ordens descritas por quebras de simetria, as quais podem ser descritas pela teoria de

Landau. Nesse caso, a caracterização das ordens é realizada por intermédio dos grupos

de simetria. As ordens sem quebra de simetria são essencialmente de natureza quântica e

temos basicamente, dois tipos: A ordem topológica que é uma ordem quântica com gap,

onde o efeito Hall quântico fracionário está inclúıdo e a ordem quântica sem gap [75].

Dentro do conceito de ordem quântica (não topológica), temos os ĺıquidos de Fermi, que

podem ser caracterizadas pela topologia da superf́ıcie de Fermi, e ĺıquidos de spin sem

gap, que podem ser descritos como condensados de objetos estendidos [75, 52].

Figura 2.11 Classificação de Wen [52]dos diversos tipos de ordens com ou sem quebra de
simetria. As caixas em cinza correspondem às ordens que podem ser descritas pelas teorias de
Landau.

Como o conceito de quebra espontânea de simetria não se aplica ao caso de ordens
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quânticas, que propriedade do estado fundamental caracteriza as diferentes ordens? O

comportamento do emaranhamento nas transições de fase quânticas sugerem que as or-

dens quânticas são uma descrição dos diferentes padrões de emaranhamento que podem

surgir nestes estados. Apesar dos ind́ıcios, esta hipótese só poderá ser de fato confir-

mada quando formos capazes de determinar o grau de emaranhamento presente nestes

sistemas e como este emaranhamento se comporta nas diversas regiões do espaço dos

parâmetros. Em um trabalho recente[27], apresentamos um estudo detalhado da carac-

terização do emaranhamento térmico e do estado fundamental em uma cadeia XY de

dois spins, a qual possibilita a obtenção de resultados fechados para a concorrência em

função dos parâmetros do hamiltoniano e da temperatura de um banho térmico. Com os

resultados, foi posśıvel determinar os diversos padrões de emaranhamento, ou seja, dos

diferentes tipos de comportamento quando os parâmetros variam. Conforme veremos nos

próximos caṕıtulos, a descrição de diferentes padrões de emaranhamento nestes sistemas

com poucos qubits revela uma série de propriedades que não aparecem explicitamente no

limite termodinâmico mas que podem ser de grande valia no processamento de informação

quântica em redes finitas de spins.



CAṔITULO 3

EMARANHAMENTO NO MODELO XY DE DOIS

SPINS

O estudo do emaranhamento em cadeias de spin quânticas [19, 39, 41, 42, 38] tem sido

motivado, principalmente, pela conexão com as transições de fase quânticas[37] e o con-

ceito de ordem quântica[52, 75]. Embora tais conceitos não se apliquem a cadeias finitas,

existem bons motivos para justificar o grande número de trabalhos que tem tratado da

análise do emaranhamento em cadeias com alguns poucos qubits[24, 25, 26, 27]. Pri-

meiramente, nesses sistemas é posśıvel quantificar o emaranhamento[14] tanto no estado

fundamental quando no estado térmico encontrando relações precisas com parâmetros

que controlam o hamiltoniano, além de analisar de forma acurada o efeito de ambientes

externos, como um banho térmico, sobre o emaranhamento[30]. Com respeito às cadeias

de spin quânticas, o emaranhamento entre spins vizinhos em cadeias com muitos spins

[76] apresenta muitas vezes comportamento semelhante ao caso do emaranhamento de

uma cadeia com apenas dois spins[26, 27], como é o caso da existência de uma tem-

peratura limite para o emaranhamento térmico [32] e o aparecimento de intervalos de

separabilidade em temperaturas abaixo da temperatura limite.

Neste caṕıtulo, apresentamos um estudo detalhado das propriedades dos padrões de

emaranhamento térmico e do estado fundamental de dois spins no modelo XY de Heisen-

berg. Um artigo com os principais resultados apresentados neste caṕıtulo foi recentemente

publicado [27]. Inicialmente, na seção 1, apresentamos os resultados para a concorrência

no estado fundamental. Na seção 2, estudamos o emaranhamento térmico e caracteri-

zamos no espaço dos parâmetros do hamiltoniano e temperatura, os diferentes padrões

de emaranhamento que podem ser formados discutindo em detalhes as caracteŕısticas e

peculiaridades de cada um deles. E na seção 3, estudamos as funções de correlação de

spin, onde definimos um procedimento operacional para extrair a componente quântica

pura de cada função de correlação de spin utilizando para isso, as decomposições ótimas

38
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que minimizam a concorrência.

3.1 EMARANHAMENTO NO ESTADO FUNDAMENTAL

Nesta seção, estudamos o comportamento do emaranhamento do estado fundamental do

modelo XY de Heisenberg com dois spins na presença de um campo magnético uniforme

h ao longo da direção z. O hamiltoniano é dado por:

H = −J

2
[(1 + γ)σx

1σ
x
2 + (1− γ)σy

1σ
y
2 ]− h (σz

1 + σz
2) , (3.1)

onde J é a constante de acoplamento ou constante de troca, sendo que J > 0 corresponde

ao caso ferromagnético e J < 0 ao caso anti-ferromagnético. O parâmetro γ parametriza

a anisotropia e varia entre γ = 0 (Modelo XX) e γ = 1(Modelo Ising). Os operadores σα
i

(i = 1, 2;α = x, y, z) são os operadores de Pauli. Definindo b ≡ 2h/J , obtemos a seguinte

representação matricial de H na base canônica B = {|00〉 |01〉, |10〉, |11〉}:

H = −J




b 0 0 γ

0 0 1 0

0 1 0 0

γ 0 0 −b




. (3.2)

A matriz é diagonal em blocos que podemos denominar como setores paralelo e

antiparalelo do hamiltoniano, gerados respectivamente pelas bases B1 = {|01〉, |10〉} e

B2 = {|00〉, |11〉}. Estes dois blocos não se conectam devido à simetria de paridade do

hamiltoniano. Uma diferença importante é que apenas o bloco paralelo é afetado pelo

campo magnético. Assim, se o estado fundamental estiver contido no setor antiparalelo,

o emaranhamento não é senśıvel ao campo.

Através de diagonalização direta, obtemos os autovalores:

E1 = −J

E2 = J

E3 = −J
√

b2 + γ2

E4 = J
√

b2 + γ2, (3.3)
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com os respectivos autovetores

|1〉 =
1√
2
(|01〉+ |10〉)

|2〉 =
1√
2
(|01〉 − |10〉)

|3〉 = cos (θ/2) |00〉+ sin (θ/2) |11〉
|4〉 = sin (θ/2) |00〉 − cos (θ/2) |11〉. (3.4)

onde sin θ = γ/
√

b2 + γ2 e cos θ = b/
√

b2 + γ2. O estado fundamental do sistema |Ψg〉
pode ser |1〉 ou |3〉 para J > 0 (O caso J < 0 leva aos estados |2〉 e |4〉 que possuem o

mesmo grau de emaranhamento que |1〉 e |3〉 respectivamente). O estado fundamental é

degenerado nos campos cŕıticos1 bc = ±
√

1− γ2. Para |b| < bc, o estado fundamental

é o estado de Bell |1〉 e para |b| > |bc|, é |3〉. Nestes dois casos (|b| 6= |bc|), como

o estado é puro, podemos calcular a concorrência [14] dada por C ≡ |〈Ψg|Ψ̃g〉| onde
|Ψ̃g〉 ≡ σy ⊗ σy|Ψ∗

g〉. O resultado é que para b < bc, C = 1 e para b > bc, temos

C = sin θ = γ/
√

b2 + γ2. Esta relação direta entre o ângulo θ e o emaranhamento

justifica a denominação de tal ângulo de ângulo de emaranhamento.

No caso degenerado |b| = |bc|, precisamos escolher qual o estado fundamental do

sistema. Tal estado pode ser uma mistura coerente do tipo |ΨG〉 = c1|1〉+ c2|3〉 ou uma

mistura incoerente descrita por uma matriz densidade do tipo ρ = p1|1〉〈1|+ p2|3〉〈3|. A
escolha depende da maneira como o sistema é preparado no laboratório. Considerando

o caso em que o sistema está em contato com um banho térmico, o estado do sistema

é descrito por uma mistura estat́ıstica de todos os auto-estados do hamiltoniano com

probabilidades dadas pelos fatores de Boltzman pi = e−βEi/Z, onde Z é a função de

partição. No limite em que a temperatura do banho tende para zero, todos os fatores de

Boltzmann tendem a zero exceto os fatores correspondentes aos estados |1〉 e |3〉, onde
e−βE1/Z = e−βE3/Z = 1/2. Para b 6= bc, todos os fatores de Boltzmann se anulam exceto

um e, portanto, a matriz densidade corresponde a um estado é puro. Para calcularmos

a concorrência no ponto cŕıtico, precisamos utilizar a fórmula de Wooters para estados

mistos C = max [0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4], onde λi (i = 1, 2, 3, 4) são as ráızes quadradas dos

autovalores da matriz não hermiteana R ≡ ρσy ⊗ σyρ∗σy ⊗ σy, sendo λ1 > λ2,3,4. Neste

caso, apenas dois autovalores são não-nulos: λ1 = 1/2 e λ2 = γ/2, onde já utilizamos

que b =
√

1− γ2. Resumindo, a concorrência do estado fundamental do modelo XY de

1Neste caṕıtulo, ao nos referirmos aos campos cŕıticos estamos tratando de campos onde existe um
cruzamento entre ńıveis de energia (degenerescência), e não pontos cŕıticos associados a transições de
fase quânticas, que só ocorrem no limite termodinâmico.
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Heisenberg com dois spins pode ser expressa como:

C = 1 se |b| < bc

C = 1
2
(1− γ) se |b| = bc

C = sin θ = γ√
b2+γ2

se |b| > bc.

. (3.5)
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Figura 3.1 Concorrência do estado fundamental em função do campo magnético b para os
modelos XX (γ = 0), modelo Ising (γ = 0) e um modelo com anisotropia intermediária γ = 0.5.
Os pequenos ćırculos preenchidos correspondem ao valor da concorrência em |b| =

√
1− γ2

Na figura 3.1 apresentamos os resultados para a concorrência em função do campo

magnético b com parâmetros de anisotropia fixos γ = 0, γ = 0.5 e γ = 1. Em γ = 0,

a concorrência é não nula apenas para campos menores que o campo cŕıtico |b| = 1
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onde o estado fundamental tem emaranhamento máximo C = 1. Em γ = 0.5 o máximo

emaranhamento ocorre para |b| < bc =
√
3/2 e decai assintoticamente para campos mais

intensos. Em γ = 1, a concorrência sofre uma forte queda de C ≈ 1 em |b| = 0+

para C = 0 em b = 0. Isto se deve ao fato de que em b = 0, o estado fundamental é

uma mistura dos estados separáveis |ψ1〉 = |0〉x|0〉x e |ψ2〉 = |1〉x|1〉x. Se utilizarmos os

autovetores que obtivemos, vemos que com γ = 1 e b = 0, temos senθ = 1 e cos θ = 0 e,

portanto, |3〉 = (
1/
√
2
)
[|00〉+ |11〉]. O estado fundamental, nesse caso, é descrito então

como uma mistura de dois estados EPR que, como já vimos, tem emaranhamento nulo.

Qualquer campo magnético aplicado quebra a degenerescência transformando o estado

fundamental em um estado puro EPR.

Todos estes resultados correspondem ao caso em que a temperatura é nula, o que

obviamente não é realizável experimentalmente. As descontinuidades na concorrência

apresentadas na figura 3.1 não representam adequadamente, portanto, aquilo que seria

observado no laboratório. Um tratamento mais realista corresponde ao caso de tem-

peratura finita, onde o comportamento em temperaturas suficientemente baixas, como

veremos a seguir, reproduz os resultados para o estado fundamental mas com uma pas-

sagem mais suave pelos pontos cŕıticos.

3.2 EMARANHAMENTO NO ESTADO TÉRMICO

Generalizando o estudo feito na seção anterior, passamos à análise das propriedades do

emaranhamento do sistema de dois spins no modelo XY em contato com um reservatório

térmico. Analisamos, portanto, o emaranhamento em termos dos parâmetros que definem

o hamiltoniano e da temperatura do reservatório. O estado térmico do sistema de dois

spins é descrito pela matriz densidade ρT = 1
Z
e−βH = 1

Z

∑4
i=1 e

−βEi|i〉〈i|, onde Z =∑4
i=1 e

−βEi . Escrevendo ρT na base canônica e definindo T ≡ (Jβ)−1, obtemos a seguinte

representação matricial:

ρT =
1

Z




p 0 0 q

0 cosh∆ sinh∆ 0

0 sinh∆ cosh∆ 0

q 0 0 r




(3.6)
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onde

p = cosh∆c + cos θ sinh∆c

q = sin θ sinh∆c

r = cosh∆c − cos θ sinh∆c

Z = 2 (cosh∆ + cosh∆c) ,

∆c =

√
b2 + γ2

T

∆ =
1

T
(3.7)

Com esse resultado, podemos calcular diretamente a concorrência entre os spins

através da fórmula de Wooters [14]. Para isso, precisamos determinar os autovalores

do operador R ≡ ρρ̃, onde ρ̃ ≡ σy ⊗ σyρ∗σy ⊗ σy. A concorrência é obtida a partir das

ráızes quadradas destes autovalores que são:

λ1 =

√
1 + q2 − q

Z
(3.8)

λ2 =

√
1 + q2 + q

Z
(3.9)

λ3 =
e−∆

Z
(3.10)

λ4 =
e∆

Z
. (3.11)

A concorrência é dada por C = max
[
0, 2λmax −∑4

i=1 λi

]
. Como λmax pode ser tanto λ2

quanto λ4. A concorrência pode então ser escrita na seguinte forma:

C = max [0, C ′, C ′′] , (3.12)

onde:

C ′ = λ2 − λ1 − λ3 − λ4 =
2

Z
[q − cosh (∆)] (3.13)

C ′′ = λ4 − λ1 − λ2 − λ3 =
2

Z

[
sinh (∆)−

√
1 + q2

]
. (3.14)

Esta é uma expressão geral para a concorrência em sistemas cujo hamiltoniano é descrito

por parâmetros reais e possui a simetria de paridade. As funções C ′ e C ′′ não podem ser

positivas simultaneamente e, portanto, nunca se cruzam em regiões de concorrência não
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nula. Assim, a concorrência pode apresentar pelo menos três diferentes comportamentos

no espaço dos parâmetros: C = C ′, C = C ′′ ou com ambas as funções aparecendo

separadas por uma região de separabilidade onde a concorrência se anula.

Diante da relevância das funções C = C ′ e C = C ′′ para a nossa análise posterior, é

útil buscar uma posśıvel interpretação para essas funções. Uma interpretação encontrada

em alguns trabalhos usa os termos emaranhamento paralelo e antiparalelo[45, 46], o qual

se baseia na expressão destas funções em termos das probabilidades de ocorrência de

estados de Bell paralelo ou antiparalelo no ensemble[45]. Se a probabilidade de ocorrência

no ensemble de um estado de Bell paralelo |ψ±〉 = (|00〉 ± |11〉) for maior que 1/2, então

temos C = C ′ e o emaranhamento é dito paralelo. Entretanto, para que tenhamos C =

C ′′, chamado de emaranhamento anti-paralelo, não é necessário que exista predominância

de estados de Bell anti-paralelos no ensemble, a menos que o campo magnético seja nulo.

Esta interpretação funciona bem para o estado fundamental, pois C ′ tende para C = sin θ

que é a concorrência de um estado pertencente ao setor paralelo da matriz densidade,

enquanto C ′′ tende para C = 1 que é o emaranhamento de um estado EPR antiparalelo.

Vale ressaltar que não se trata de emaranhamentos de naturezas distintas, já que os

estados de Bell são equivalentes localmente, ou seja, podem ser transformados um no

outro através de operações unitárias locais.

Fazendo T → 0+, temos λ1 → 0 e λ3 → 0. Assim, ficamos com C = limT→0 |λ2 − λ4|.
No caso de |b| > bc, temos ∆c > ∆ fazendo com que λ4 → 0 e λ2 → sin θ, assim C = sin θ

para |b| > bc. Para |b| < bc, é λ2 que vai a zero e ficamos com λ4 → 1. No caso

|b| = bc, temos ∆ = ∆c e ambos λ2 e λ4 ficam não nulos em T = 0+, com λ4 → 1/2

e λ2 → γ/2 levando ao resultado C = (1− γ) /2. Dessa forma, mostramos que nosso

resultado está consistente com o resultado obtido na seção anterior para a concorrência

do estado fundamental.

Na figura 3.2, apresentamos gráficos 3D da concorrência em função dos parâmetros

b e γ do hamiltoniano para diferentes temperaturas. Para baixas temperaturas, como

em T = 0.02, a concorrência se aproxima do seu comportamento no estado fundamental.

A depressão na concorrência ocorre nas proximidades de |b| = bc, mas nesse caso não

temos descontinuidade, apenas uma queda pronunciada no emaranhamento levando-o a

zero. Esse intervalo de separabilidade está entre duas regiões distintas correspondentes

a C = C ′ e C = C ′′. À medida que a temperatura cresce, a transição entre as duas

regiões se torna mais suave e a concorrência começa a se anular em regiões cada vez

maiores. Para cada ponto (α, γ), existe uma temperatura cŕıtica Tc acima da qual não

existe mais emaranhamento. Existem argumentos [32] defendendo que esta transição
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Figura 3.2 Gráficos da concorrência em função dos parâmetros b e γ para diferentes tempera-
turas.

para concorrência nula em temperatura finita, já detectada em outros trabalhos [24, 30],

é uma propriedade geral do emaranhamento bipartite de sistemas em contato com o

banho térmico.

O estudo do efeito da temperatura sobre o emaranhamento faz parte de uma série de

esforços com o objetivo de entender os efeitos de ambientes externos sobre o emaranha-

mento, os quais podem não apenas deteriorar, mas também induzir emaranhamento no

sistema [33, 34, 35, 36]. Um exemplo é o modelo XX com campos maiores que o valor

cŕıtico b = 1 onde o estado fundamental é separável. Com a temperatura, o estado passa

a ser misto, envolvendo na mistura o primeiro estado excitado que é um estado EPR
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que, o que resulta num estado misto emaranhado. Outra maneira de entender o emara-

nhamento induzido por ambiente é ver que o reservatório atua como um terceiro sistema

que está emaranhado com cada spin individualmente, mediando um acoplamento indireto

entre eles. Tal acoplamento pode atuar tanto inibindo quando induzindo a formação de

emaranhamento.
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γ

bt(γ)

(b)

Figura 3.3 Temperatura cŕıtica Tc em função dos parâmetros b e γ. Na parte superior está o
gráfico Tc (b, γ) e na parte inferior, um gráfico da curva de descontinuidade bt (γ) que tende a
zero para γ = 1 e diverge em γ = 0.

É interessante analisarmos o comportamento da temperatura cŕıtica Tc em termos

dos parâmetros do problema. A única situação em que é posśıvel encontrar uma solução

exata para Tc é o caso isotrópico γ = 0, onde C = C ′′ = 2
Z
[sinh∆− 1]. Fazendo C ′′ = 0
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e resolvendo para ∆ = 1/T , obtemos:

Tc (γ = 0) =
1

ln
(
1 +

√
2
) ≈ 1.1346. (3.15)

Para os outros pontos, precisamos resolver a equação transcendental q = cosh∆, se

C = C ′ em T = T−
c , ou sinh∆ =

√
1 + q2, se C = C ′′ em T = T−

c , as quais só podem ser

resolvidas numericamente. A figura 3.3 contém o gráfico de Tc em função dos parâmetros

b e γ, onde nota-se a existência de duas regiões distintas separadas por uma curva bt (γ)

onde existe uma descontinuidade. Para b > bt, encontramos que a concorrência em T−
c

é C = C ′′ enquanto que para b < bt, temos C = C ′. A curva bt (γ) é mostrada na

figura 3.3b, onde vemos que existe uma divergência em γ = 0, confirmando o fato de

que a temperatura cŕıtica para γ = 0 independe do parâmetro b e não sofre qualquer

descontinuidade. Na próxima seção, passamos a discutir os padrões de comportamento

da concorrência em função da temperatura, onde a curva bt (γ) também tem um papel

relevante.

3.3 PADRÕES DE EMARANHAMENTO TÉRMICO

Na figura 3.4, vemos os diferentes padrões de emaranhamento com respeito à dependência

com a temperatura. O diagrama b× γ mostrado em 3.4a mostra que existem três regiões

distintas. Na região (I), que é limitada inferiormente pela curva bc (γ), temos C = C ′

que em T = 0 tem o valor C = sin θ e decai monotonicamente até a temperatura cŕıtica

Tc acima da qual C = 0. O comportamento em (III) é parecido com (I) mas com a

diferença de que a concorrência é C = C ′′, que é máxima no estado fundamental onde

temos um estado EPR. Também a temperatura cŕıtica, como vimos na seção anterior,

apresenta comportamentos bastante diferentes nestas duas regiões. A região (II) é ca-

racterizada pela presença das funções C ′ para temperaturas mais baixas e C = C ′′ para

temperaturas mais altas, as quais são separadas por um intervalo de separabilidade. A

presença destes intervalos de separabilidade é um resultado já encontrado em outros tra-

balhos [76, 26, 25]. A contribuição de nosso trabalho [27], neste caso, foi o de especificar

no espaço dos parâmetros a região onde este comportamento ocorre. A figura 3.4e mos-

tra o comportamento de C × T para γ = 0 na região (II), isto porque o comportamento

em γ = 0 é diferente dos outros pontos na região devido ao desaparecimento da parte

referente a C = C ′. Uma caracteŕıstica notável do emaranhamento em γ = 0 em (II)

é que ele é nulo no estado fundamental (T = 0). Com o aumento da temperatura, a
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energia térmica pode excitar elementos do ensemble para o primeiro estado excitado, que

é um estado EPR. Como resultado, emaranhamento surge no sistema, o qual é também

denominado emaranhamento induzido por ambiente.

Passamos agora ao estudo dos padrões da concorrência como função do campo magnético

b com a temperatura T e o parâmetro de anisotropia fixos, o que corresponde a realizar

cortes em superf́ıcies como as da figura 3.2 para diferentes valores de γ. Apresentamos

na figura 3.5a o diagrama T × γ que exibe uma curva que separa dois padrões diferentes:

(I) e (II). Nas figuras 3.5b e 3.5c, apresentamos amostras de gráficos C × b para estes

dois padrões, além de gráficos para o comportamento sobre a linha γ = 0 em 3.5d. O

padrão de C×b na região (I) é caracterizado por duas regiões distintas separadas por um

intervalo de separabilidade, uma região com campos fracos onde C = C ′′ e uma segunda

região para campos mais intensos onde C = C ′. Na região (II) não temos emaranha-

mento na região de campos fracos C = C ′. O caso isotrópico é especial, pois nesse caso

o emaranhamento é máximo em b = 0 e decai monotonicamente até o desaparecimento

súbito do emaranhamento sem passar por qualquer intervalo de separabilidade.

Para concluir, analisamos a dependência da concorrência como função da anisotropia

γ mantendo o campo b e a temperatura fixados, o que também equivale a cortes nos

gráficos da figura 3.2, mas agora perpendicularmente ao eixo relativo ao campo b. A

figura 3.6a mostra num diagrama T × b os quatro regimes que podem aparecer com

relação à dependência com γ, sendo que na região (IV ) temos concorrência nula para

todo γ. Nas figuras 3.6b-d, são apresentados gráficos ilustrativos do comportamento

da concorrência em função de γ em cada uma destas regiões. Na região (II), como

pode ser visto no gráfico da figura 3.6c não existe emaranhamento nas proximidades

da máxima anisotropia γ = 1, o emaranhamento nesta região é do tipo antiparalelo

C = C ′′ e só aparece para temperaturas abaixo da temperatura cŕıtica Tc = 1.1346,

que é a temperatura cŕıtica do modelo isotrópico γ = 0. Na região (III), não existe

emaranhamento nas proximidades de γ = 0, o emaranhamento é do tipo paralelo C = C ′

e pode existir em qualquer temperatura dependendo do campo magnético aplicado. Na

região (I), ambos os tipos de emaranhamento aparecem e são separados por um intervalo

de separabilidade. Um fato peculiar dos padrões de emaranhamento C×γ é a existência de

uma região “escura”, onde não existe emaranhamento qualquer que seja γ, isto porque

estamos acima de T = 1.1346 e o campo magnético aplicado não é suficiente para a

produção de emaranhamento paralelo.
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Figura 3.4 Padrões de comportamento da concorrência em função da temperatura. A parte
a) mostra no diagrama b × γ as três regiões distintas (I), (II) e (III) delimitadas pelas curvas
bc =

√
1− γ2 e pela curva bt (γ). Os gráficos apresentados em b-d) contém amostras de C × T

em cada uma dessas regiões. O gráfico em e) mostra o comportamento de C × T para γ = 0 na
região (II), o qual é ligeiramente diferente do comportamento para γ 6= 0.
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Figura 3.5 Padrões de emaranhamento C × b com γ e T fixos. O diagrama em a) apresenta
os dois padrões distintos (I) e (II) e com uma linha hachurada sobre o eixo γ = 0, indicando
que o comportamento na região (II) para γ = 0 é diferente do caso γ ∈ (0, 1]. Em b) e c), são
apresentados gráficos representativos dos padrões (I) e (II) respectivamente, enquanto que em
d), os gráficos correspondem ao comportamento de C × b sobre a linha hachurada.
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Figura 3.6 Padrões de emaranhamento C × γ com b e T fixos. O diagrama em a) apresenta
os quatro padrões distintos (I)− (IV ). Em b-d), são apresentados gráficos representativos para
cada um dos padrões.
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3.4 FUNÇÕES DE CORRELAÇÃO DE SPIN PURAMENTE QUÂNTICAS

Como vimos nas seções anteriores, o comportamento da concorrência do modelo XY em

função dos parâmetros γ, b e T apresenta uma rica estrutura de padrões de emaranha-

mento. Nesta seção, voltamos a analisar estes padrões usando as funções de correlação

de spin, onde consideramos dois tipos de correlação: Primeiramente, as funções de cor-

relação usuais obtidas por meio de médias no ensemble térmico e, em seguida, definimos

a função de correlação quântica pura através da média das funções de correlação dos es-

tados puros pertencentes a uma decomposição ótima da matriz densidade que minimiza

a concorrência enquanto média no ensemble. O uso das funções de correlação usuais

não revela, como veremos, os diferentes padrões de emaranhamento devido ao fato dela

conter correlações clássicas e quânticas em sua composição. As correlações puramente

quânticas, por outro lado, são senśıveis aos padrões de emaranhamento que ocorrem no

sistema. Nesta seção, obtemos explicitamente decomposições de concorrência mı́nima e

utilizamos tais decomposições para calcular as funções de correlação de spin quânticas

puras. Apresentamos diversos gráficos destas correlações e comparamos com os resultados

obtidos via média no ensemble.

3.4.1 Decomposições ótimas

Uma importante propriedade da matriz densidade de um estado misto arbitrário é que ela

pode ser decomposta em uma combinação convexa de matrizes densidade para estados

puros de infinitas maneiras diferentes, o que não afeta o cálculo do valor esperado de

observáveis f́ısicos, pois estes independem da decomposição utilizada. No entanto, existem

importantes quantidades f́ısicas que não podem ser obtidas do valor esperado de um

operador simples, um exemplo disto é a função de correlação de spin definida como:

Γαβ ≡ 〈σασβ〉 − 〈σα〉〈σβ〉, (3.16)

onde α, β ∈ (x, y, z), a qual é escrita como uma combinação de valores esperados. Apenas

em casos especiais onde 〈σα〉 ou 〈σβ〉 são nulos, temos a correspondência com o valor

esperado do operador σασβ.

O emaranhamento de estados mistos também depende da decomposição, o que leva

a dificuldades na sua quantificação para um número arbitrário de qubits[18]. Para o

caso de dois qubits, no entanto, é posśıvel não apenas quantificar o emaranhamento para

um estado misto arbitrário, mas também especificar decomposições ótimas da matriz
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densidade que levam a tal quantidade [14]. O procedimento de Wooters para encontrar

a decomposição ótima segue o seguinte procedimento:

� Encontra-se uma decomposição da matriz densidade ρ, {|xi〉}, com a propriedade

especial 〈xi|x̃j〉 = λiδij. É posśıvel obter esta decomposição realizando uma trans-

formação unitária sobre uma decomposição conhecida como
{

e−βEi

Z
, |i〉

}
. Entre-

tanto uma maneira mais direta é utilizar que {|xi〉} corresponde aos auto-estados

à direita do operador não-hermiteano R ≡ ρρ̃, onde ρ̃ ≡ σy ⊗ σyρ∗σy ⊗ σy.

� Uma transformação unitária é utilizada para transformar a decomposição {|xi〉} em

uma nova decomposição {|zi〉} que minimiza a concorrência média.

A decomposição {|xi〉} corresponde aos autoestados à direita do operador não-hermiteano

R ≡ ρρ̃ com respectivos autovalores à direita {λ2
i }. O resultado é dado por:

|x1〉 =

√
λ1

2

[(p
r

) 1
4 |00〉 −

(
r

p

) 1
4

|11〉
]
, (3.17)

|x2〉 = −i

√
λ2

2

[(p
r

) 1
4 |00〉+

(
r

p

) 1
4

|11〉
]
, (3.18)

|x3〉 = −i

√
λ3

2
[|01〉 − |10〉] , (3.19)

|x4〉 =

√
λ4

2
[|01〉+ |10〉] . (3.20)

A próxima etapa é encontrar uma transformação unitária que leva à decomposição de

concorrência mı́nima. Considere a seguinte decomposição:

|z1〉 =
1

2

[|y1〉+ eiθ2|y2〉+ eiθ3|y3〉+ eiθ4|y4〉
]
, (3.21)

|z2〉 =
1

2

[|y1〉+ eiθ2|y2〉 − eiθ3|y3〉 − eiθ4|y4〉
]
, (3.22)

|z3〉 =
1

2

[|y1〉 − eiθ2|y2〉+ eiθ3|y3〉 − eiθ4|y4〉
]
, (3.23)

|z4〉 =
1

2

[|y1〉 − eiθ2|y2〉 − eiθ3|y3〉+ eiθ4|y4〉
]
, (3.24)

onde os estados {|yi〉} corresponde aos estados {|xj〉} rearranjados de tal forma que o

estado |y1〉 corresponda ao estado |xi〉 para o qual λi = λmax. A concorrência média de

tal decomposição é dada por 〈C〉 = Λ1 +
∑

j>1 Λje
−2iθj , onde os Λ′

js correspondem ao

conjunto {λi} agrupados em ordem decrescente. Nas regiões onde 2Λ1 −
∑

Λi > 0, as
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decomposições ótimas são obtidas com a escolha θ2 = θ3 = θ4 = π/2. Assim, nas regiões

de concorrência não nula, temos dois tipos diferentes de decomposições, uma para o caso

em Λ1 = λ2 e outra para o caso Λ1 = λ4. Estas duas decomposições têm caracteŕısticas

bastante diferentes como foi mostrado na seção anterior através do comportamento das

funções C ′ e C ′′. Vamos analisar separadamente os dois casos.

3.4.2 Caso 1: Λ1 = λ4 e C = C ′′.

Neste caso, temos |y1〉 = |x4〉 e a decomposição ótima é dada por:

|w1〉 = 1

2
[|x4〉+ i|x1〉+ i|x2〉+ i|x3〉] , (3.25)

|w2〉 = 1

2
[|x4〉+ i|x1〉 − i|x2〉 − i|x3〉] , (3.26)

|w3〉 = 1

2
[|x4〉 − i|x1〉+ i|x2〉 − i|x3〉] , (3.27)

|w4〉 = 1

2
[|x4〉 − i|x1〉 − i|x2〉+ i|x3〉] . (3.28)

A probabilidade de ocorrência de cada um destes estados no ensemble é a mesma

e igual a p = 1/4. A concorrência calculada em cada um deles também é a mesma e,

portanto, esta decomposição também minimiza o emaranhamento de formação.

3.4.3 Caso 2: Λ1 = λ2 e C = C ′.

Neste caso, temos |y1〉 = |x2〉 e a decomposição ótima é dada por:

|z1〉 = 1

2
[|x2〉+ i|x1〉+ i|x3〉+ i|x4〉] , (3.29)

|z2〉 = 1

2
[|x2〉+ i|x1〉 − i|x3〉 − i|x4〉] , (3.30)

|z3〉 = 1

2
[|x2〉 − i|x1〉+ i|x3〉 − i|x4〉] , (3.31)

|z4〉 = 1

2
[|x2〉 − i|x1〉 − i|x3〉+ i|x4〉] . (3.32)

Ao contrário do caso anterior, neste caso os estados da decomposição não são igual-

mente prováveis no ensemble e, também, a concorrência de cada um deles não é a mesma.

Assim, apesar desta decomposição minimizar a concorrência ela não minimiza o emara-
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nhamento de formação. Entretanto, verificamos numericamente que a discrepância entre

o emaranhamento de formação médio nesse ensemble e o seu valor exato é muito pequena.

As probabilidades de ocorrência dos estados do ensemble {|zi〉} são dadas por:

p1 = p2 =
1

4

[
1− Q

Z

]
(3.33)

p3 = p4 =
1

4

[
1 +

Q
Z

]
, (3.34)

onde Z é a função de partição do sistema e Q = 2 cos θ cosh∆c.

Nas regiões onde a concorrência é nula, as fases θ2, θ3 e θ4 podem ser escolhidas de

tal forma que C = Λ1 +
∑

j>1 Λje
−2iθj = 0, o que é posśıvel já que nesta região temos

Λ1 > Λ2 + Λ3 + Λ4. Fazendo esta escolha, obtemos uma decomposição de estados pu-

ros separáveis ρ =
∑4

i=1 piρ
i
1 ⊗ ρi2, onde as correlações de spin são puramente clássicas

no sentido de que podem ser geradas utilizando apenas operações locais e comunicação

clássica.

3.5 FUNÇÕES DE CORRELAÇÃO DE SPIN

A matriz densidade do problema de dois qubits pode ser utilizada diretamente para obter

as funções de correlação de spin Γαβ ≡ 〈σα
1 σ

β
2 〉 − 〈σα

1 〉〈σβ
2 〉, a qual pode ainda ser escrita

na forma de média numa decomposição arbitrária {|Ψj〉}:

Γαβ =
4∑

j=1

〈Ψj|σα
1 σ

β
2 |Ψj〉 −

4∑
j=1

〈Ψj|σα
1 |Ψj〉

4∑

k=1

〈Ψk|σβ
2 |Ψk〉. (3.35)

Para o nosso problema analisamos somente os casos em que α = β, os resultados são:

Γxx =
2 (q + sinh∆)

Z
(3.36)

Γyy =
2 (−q + sinh∆)

Z
(3.37)

Γzz =
2 (cosh∆c − cosh∆)

Z
− (

1 + q2
)(Q

Z

)2

. (3.38)

Estas funções de correlação quantificam juntamente correlações clássicas e quânticas e,

por isso, não são senśıveis aos padrões de emaranhamento apresentados na seção anterior.

É nesse ponto que propomos a extração da componente puramente quântica ΓQ
αβ das
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correlações expressas nestas funções, que é a média das correlações de spin presentes em

cada estado das decomposições que minimizam a concorrência, ou seja:

ΓQ
αβ ≡

4∑
i=1

piΓαβ (|zi〉) , (3.39)

onde

Γαβ (|zi〉) = 〈zi|σα
1 σ

β
2 |zi〉

〈zi|zi〉 − 〈zi|σα
1 |zi〉〈zi|σβ

2 |zi〉
〈zi|zi〉2

e |zi〉 são os estados da decomposição ótima subnormalizados de forma que pi = 〈zi|zi〉.
Apesar de não provarmos matematicamente que a função de correlação definida dessa

forma é de fato puramente quântica, tal definição pode ser justificada pelo fato de que

as funções de correlação de spin calculadas em estados puros descrevem correlações pu-

ramente quânticas e se anulam se tais estados forem separáveis. Correlações clássicas

surgem quando o estado não é puro, mas sim uma mistura estat́ıstica de tais estados. Se

os estados envolvidos na mistura forem separáveis, não existe emaranhamento. A nossa

componente puramente quântica se anula e as funções de correlação descrevem correlações

puramente clássicas.

Como temos dois tipos diferentes de decomposições ótimas nas regiões de concorrência

não nula, precisamos analisar separadamente os casos Λ1 = λ4 e Λ1 = λ2.

3.5.1 Caso Λ1 = λ4

Nas regiões onde Λ1 = λ4, todos os estados da decomposição ótima são equiprováveis,

consequentemente a concorrência e as funções de correlação associadas a cada estado do

conjunto {|wi〉} são iguais, o que nos leva a ΓQ
αβ ≡ 〈Γαβ (|w1−4〉)〉.

As funções de correlação puramente quânticas são, portanto:

ΓQ
xx =

2 (q + sinh∆)

Z
−

4
(√

1 + q2 + q
)
[P sinh∆ + cosh∆]

Z2
(3.40)

ΓQ
yy =

2 (−q + sinh∆)

Z
−

4
(√

1 + q2 − q
)
[P sinh∆ + cosh∆]

Z2
(3.41)

ΓQ
zz =

2 (cosh∆c − cosh∆)

Z
− [Q2 (1 + q2)− 4]

Z2
, (3.42)
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onde P = cosh∆c/
√

1 + q2 e Q = 2 cos θcosh∆c.

3.5.2 Caso Λ1 = λ2

Para a decomposição {|zi〉}, as funções de correlação para os estados puros |z1〉 e |z2〉 são
iguais, o mesmo acontecendo para |z3〉 e |z4〉. Denotamos tais funções como Γαβ (z1,2) e

Γαβ (z3,4) respectivamente. Temos, portanto, a seguinte expressão para ΓQ
αβ:

ΓQ
αβ = 2p1Γαβ (z1,2) + 2p2Γαβ (z3,4) , (3.43)

onde:

Γxx(z1,2) =
2 (q + sinh∆)

Z −Q − e∆ (4 cosh∆c − 2Q+ 4q)

(Z −Q)2
(3.44)

Γyy(z1,2) =
2 (−q + sinh∆)

Z −Q +
e−∆ (4 cosh∆c − 2Q+ 4q)

(Z −Q)2
(3.45)

Γzz(z1,2) =
2 cosh∆c −Q− 2 cosh∆

Z −Q − [(1 + q2)Q− 2 cosh∆c]
2

(Z −Q)2 (1 + q2)
(3.46)

e

Γxx(z3,4) =
2 (q + sinh∆)

Z +Q − e∆ (4 cosh∆c + 2Q+ 4q)

(Z +Q)2
(3.47)

Γyy(z3,4) =
2 (−q + sinh∆)

Z +Q +
e−∆ (4 cosh∆c + 2Q+ 4q)

(Z +Q)2
(3.48)

Γzz(z3,4) =
2 cosh∆c +Q− 2 cosh∆

Z +Q − [(1 + q2)Q+ 2 cosh∆c]
2

(Z +Q)2 (1 + q2)
. (3.49)

As funções de correlação de spin puramente quânticas se anulam, por construção, para

estados separáveis. No entanto, a matriz densidade do sistema descreve uma mistura

estat́ıstica destes estados o que possibilita a existência de correlações clássicas. Nos inter-

valos de separabilidade ou em temperaturas acima da temperatura limite, as correlações

presentes no sistema são puramente clássicas. No estado fundamental, com exceção do

ponto b = bc, temos um estado puro. Neste caso, as correlações são puramente quânticas.

A seguir, apresentamos gráficos das funções de correlação puramente quânticas ΓQ
αα e

das funções de correlação completas Γαα em função da temperatura para valores seleci-
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Figura 3.7 Comportamento das funções de correlação de spin como função da temperatura
para as regiões (I), (II) e (III) do diagrama b×γ da figura 3.4. As linhas cheias representam a
componete puramente quântica ΓQ

xx da função de correlação completa Γxx apresentada através
de linhas pontilhadas.
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onados de b e γ correspondentes aos padrões de emaranhamento apresentados na figura

3.4. A figura 3.7 mostra o resultado para Γxx e Γ
Q
xx. Os padrões correspondentes às figuras

3.7a e 3.7b são separados pela curva cŕıtica b = bc (γ) e a função de correlação completa

Γxx também sofre uma mudança de comportamento nesta transição, mas na transição

pelo ponto b = bt relativa à mudança entre os padrões das figuras 3.7b e 3.7c, vemos que

apenas a componente quântica é afetada. Note que em b = 0.5 ΓQ
xx > 0, enquanto que

para b = 1.5, após o intervalo de separabilidade, temos ΓQ
xx ≤ 0. Uma caracteŕıstica im-

portante de Γxx é a grande diferença entre as duas funções em grande parte do intervalo

de temperatura analisado, o que indica um alto grau de correlação clássica.
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Figura 3.8 Comportamento da funções de correlação de spin como função da temperatura
para as regiões (I), (II) e (III) do diagrama b×γ da figura 3.4. As linhas cheias representam a
componete puramente quântica ΓQ

yy da função de correlação completa Γyy apresentada através
de linhas pontilhadas.
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Figura 3.9 Comportamento das funções de correlação de spin como função da temperatura
para as regiões (I), (II) e (III) do diagrama b×γ da figura 3.4. As linhas cheias representam a
componente puramente quântica ΓQ

zz da função de correlação completa Γzz apresentada através
de linhas pontilhadas.
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Vamos encerrar este caṕıtulo com uma interessante conexão com o conceito de Estados

Fatorizados ou CGS (do inglês Classical-like Ground States) [77, 47], que estabelece

que em um ponto cŕıtico o estado fundamental do sistema se comporta classicamente.

Considerando o estado térmico do sistema que analisamos, verificamos a existência de um

intervalo de separabilidade nas proximidades do ponto cŕıtico b = bc, conforme mostrado

na região de baixas temperaturas do diagrama mostrado na figura 3.5. Na figura 3.10a,

mostramos o comportamento de nossas correlações de spin quânticas puras ao passar

por esse intervalo a uma temperatura baixa T = 0.02. Podemos ver que as correlações

se anulam no intervalo que praticamente se reduz um ponto b = bf . Na parte 3.10b,

mostramos o comportamento deste “campo fatorizante” em função da temperatura,

onde vemos que bF se aproxima gradativamente de bc à medida que a temperatura é

reduzida. Vale ressaltar que, no caso de nossa cadeia finita de apenas dois spins, não

temos estado separável no campo cŕıtico bc. Como vimos, nesse ponto C = (1− γ) /2.

A fatorização só ocorre de fato em temperatura finita. No caso de cadeias com muitos

spins, que é o caso tratado em outros trabalhos, a presença do restante da cadeia atua

como um ambiente externo, reduzindo o emaranhamento no ponto cŕıtico e fazendo com

que este campo realmente se torne um campo fatorizante.
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Figura 3.10 Verificação de um campo fatorizante bF para γ = 0.5. Na parte (a), gráficos
das funções de correlação de spin quânticas ΓQ

αα mostram que todas se anulam em um ”ponto”
comum bF . Na parte (b), o comportamento de bF em função da temperatura. A linha pontilhada
corresponde ao campo cŕıtico bc =

√
1− γ2 ' 0.866.



CAṔITULO 4

EFEITOS DE TOPOLOGIA EM SISTEMAS COM TRÊS

E QUATRO QUBITS

Relativo ao estudo do emaranhamento em cadeias com poucos qubits, uma questão impor-

tante diz respeito às condições em que o emaranhamento pode surgir e qual a natureza

de tal emaranhamento. Sabe-se que algum acoplamento entre dois subsistemas é ne-

cessário para a existência de emaranhamento bipartite [11, 6]. Tal acoplamento pode

ocorrer via interação direta, mas também indiretamente [64] via acoplamento com um

terceiro sistema que acopla com os dois subsistemas individualmente. O efeito do aco-

plamento indireto é o responsável, por exemplo, pela deterioração [32] ou mesmo criação

de emaranhamento[33, 35, 36] entre dois subsistemas devido ao contato com um banho

térmico, a um campo magnético externo[30] ou mesmo devido ao acoplamento com um

sistema de medição[78].

Em cadeias finitas com mais de dois qubits, existe a possibilidade de criar diferentes

topologias da rede de acoplamentos entre pares de spins. Cálculos do emaranhamento em

cadeias com três [28] e quatro qubits [79, 29] são encontrados na literatura. No entanto,

são poucos os trabalhos que comparam diretamente as propriedades do emaranhamento

em diferentes topologias [80]. Um dos principais interesses neste tipo de estudo está na

otimização do emaranhamento através do controle das topologias [81].

Neste caṕıtulo, analisamos as propriedades do emaranhamento em sistemas com 3 e

4 spins, comparando diferentes topologias. Para três spins, analisamos as cadeias XY

na configuração triângulo (cadeia fechada) e na configuração tŕımero (cadeia aberta), as

quais se diferenciam pelo acoplamento entre um par de spins. Para o caso de 4 spins,

comparamos a cadeia XY fechada com interação de primeiros vizinhos e o modelo LMG

onde todos os spins interagem entre si. Basicamente, os dois modelos de 4 spins se dife-

renciam pela presença de acoplamento de segundos vizinhos no modelo LMG.

64
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4.1 EMARANHAMENTO EM SISTEMAS DE 3 SPINS

Nesta seção, analisamos as propriedades do emaranhamento em cadeias de 3 spins nas

topologias tŕımero e triângulo, que se diferenciam basicamente pela presença de uma

condição de contorno de fechamento da cadeia no triângulo o que introduz uma interação

adicional inexistente na configuração tŕımero, conforme mostrado na figura 4.1. Com

respeito à concorrência entre pares, temos dois tipos diferentes no tŕımero devido à ine-

xistência de invariância translacional, o que não ocorre no triângulo. Analisamos ini-

cialmente o comportamento da concorrência do estado fundamental em cada topologia

separadamente. Em seguida, a fim de analisar mais diretamente o efeito da mudança na

topologia, utilizamos um modelo interpolador, onde a interação entre os spins extremos

é ajustável através de um parâmetro. O comportamento da concorrência entre pares e

do emaranhamento global é então analisado em termos deste parâmetro de interação.

Figura 4.1 Cadeias de 3 spins nas topologias tŕımero e triângulo. A interação entre os spins
1 e 3 diferencia as duas configurações.

4.1.1 Emaranhamento na configuração triângulo

O hamiltoniano do modelo XY de Heisenberg com três spins na configuração triângulo

submetidos a um campo magnético uniforme h ao longo da direção z é dado por:

H = −J

2

3∑
i=1

[
(1 + γ)σx

i σ
x
i+1 + (1− γ)σy

i σ
y
i+1

]− h

3∑
i=1

σz
i , (4.1)

onde utilizamos a condição de contorno σ3+1 = σ1. Definindo b ≡ h/J e utilizando a repre-

sentação na base canônica, temos uma matriz bloco-diagonal na forma H = −J [H1, H2],

onde os dois blocos são escritos respectivamente nas bases B1 = {|000〉, |101〉, |110〉, |011〉}
e B2 = {|111〉, |010〉, |001〉, |100〉}. Temos a relação H2(b) = H1(−b), o que significa que

precisamos diagonalizar apenas o bloco H1 que tem a seguinte representação matricial:



4.1 EMARANHAMENTO EM SISTEMAS DE 3 SPINS 66

H1 =




3b γ γ γ

γ −b 1 1

γ 1 −b 1

γ 1 1 −b




, (4.2)

Os autovalores de energia associados a este bloco são:

E1 = −J

[
1 + b+

√
(2b− 1)2 + 3γ2

]
, (4.3)

E2 = −J

[
1 + b−

√
(2b− 1)2 + 3γ2

]
, (4.4)

E3 = J (1 + b) , (4.5)
E4 = J (1 + b) , (4.6)

com os respectivos auto-estados:

|1〉 =
1√

f 2
1 + 3

[f1|000〉+ |110〉+ |101〉+ |011〉] , (4.7)

|2〉 =
1√

f 2
2 + 3

[f2|000〉+ |110〉+ |101〉+ |011〉] , (4.8)

|3〉 =
1√
2
[|101〉 − |011〉] , (4.9)

|4〉 =
1√
6
[|101〉 − 2|110〉+ |011〉] , , (4.10)

onde:

f1 (b, γ) =
2b− 1 +

√
(2b− 1)2 + 3γ2

γ

e

f2 (b, γ) =
2b− 1−

√
(2b− 1)2 + 3γ2

γ
.

Os autovalores E5−8 e autovetores |5−8〉 do segundo bloco podem ser obtidos a partir

dos resultados para H1 fazendo b → −b levando a novas funções f̃1 (b, γ) = f1 (−b, γ) e

f̃2 (b, γ) = f2 (−b, γ). A transformação |0〉 ↔ |1〉 leva aos novos autovetores.

Com esse resultado, podemos determinar o estado fundamental |ΨG〉 e o emaranha-

mento. Existem dois posśıveis auto-estados candidatos a estado fundamental, um para

cada bloco do hamiltoniano. Temos, portanto, uma degenerescência em b = 0 e uma

outra degenerescência envolvendo os dois mesmos estados em |bc| =
√

1− γ2.
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Neste ponto, é importante analisar o caso γ = 0 devido às posśıveis singularidades nas

funções f1 e f2, já que os numeradores também podem se anular. Se b > bc = 1, temos

f1 → ∞ levando a |ΨG〉 = |000〉 e f̃1 → 0 levando a |E5〉 =
(
1/
√
3
)
[|001〉+ |010〉+ |100〉]

que é o estado fundamental quando b < bc. Este é o famoso estado |W 〉 que apresenta

máximo emaranhamento tripartite e uma concorrência entre pares C = 2/3. Apesar das

divergências nas funções que definem o estado fundamental, a expressão final para as

concorrências também são válidas para o caso γ = 0.

A matriz reduzida de dois spins ρ12 = ρ13 = ρ23 para γ arbitrário é dada por:

ρ12 =
1

f 2
1 + 3




f 2
1 0 0 f1

0 1 1 0

0 1 1 0

f1 0 0 0




, se b > bc (4.11)

e

ρ12 =
1

f̃ 2
1 + 3




0 0 0 f̃1

0 1 1 0

0 1 1 0

f̃1 0 0 f̃ 2
1




, se b < bc (4.12)

Como a matriz densidade reduzida não corresponde a um estado puro, temos que usar

a fórmula de Wooters para estados mistos[14] a fim de analisarmos o emaranhamento

bipartite do estado fundamental. As expressões para a concorrência para b 6= 0 e b 6=√
1− γ2 são:

C(1) = max

[
0,

2 (1− |f1|)
f 2
1 + 3

]
, se b > bc (4.13)

C(1) = max


0,

2
(
1− |f̃1|

)

f̃1
2
+ 3


 , se b < bc (4.14)

Se b = 0 ou |b| =
√

1− γ2, temos uma degenerescência no estado fundamental,

cuja matriz densidade reduzida, como já vimos, corresponde a uma mistura estat́ıstica

balanceada:
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ρ =
1

2

1

f 2
1 + 3




f 2
1 0 0 f1

0 1 1 0

0 1 1 0

f1 0 0 0




+
1

2

1

f̃ 2
1 + 3




0 0 0 f̃1

0 1 1 0

0 1 1 0

f̃1 0 0 f̃ 2
1




. (4.15)

Antes de apresentamos gráficos ilustrando o comportamento de tais funções, calcula-

mos a concorrência para o tŕımero a fim de apresentarmos gráficos que possibilitem uma

comparação direta.

4.1.2 Emaranhamento na configuração tŕımero

Na configuração tŕımero, como vimos na figura 4.1, os spins 1 e 3 não interagem di-

retamente, o que significa que o emaranhamento entre estes spins nesta topologia tem

origem unicamente no acoplamento indireto mediado pelo spin central 2 ou pelo campo

magnético b. A inexistência desta interação resulta na quebra da invariância translacional

e, com isso, passamos a ter dois tipos de concorrências: uma entre os dois spins extremos

que denominamos de C(2) e a concorrência entre spins vizinhos C(1). O hamiltoniano

para este modelo também tem a representação matricial na forma bloco-diagonal. A

representação de H1 na mesma base usada para o triângulo é:

H1 =




3b 0 γ γ

0 −b 1 1

γ 1 −b 0

γ 1 0 −b




, (4.16)

Os autovalores de energia associados a este bloco são:

E1 = −b (4.17)

E2 =
2

3
ReZ +

b

3
(4.18)

E3 = −1

3
ReZ − 1√

3
ImZ +

b

3
(4.19)

E4 = −1

3
ReZ +

1√
3
ImZ +

b

3
, (4.20)

onde Z =
(
η + 6i

√
∆
)1/3

com η = 36bγ2−72b+64b3 e ∆ = 6γ6+18γ4+12γ4b2+18γ2+

240γ2b2 + 6− 96b2 + 384b4.
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Os autovalores neste caso são consideravelmente mais complexos que os do caso

triângulo, o que se deve à quebra da invariância translacional. Os autovetores associ-

ados a estes autovalores são:

|1〉 =
1√
2
[−|110〉+ |011〉] (4.21)

|n〉 = Cn [αn|000〉+ βn|101〉+ |110〉+ |011〉] n = 2, 3, 4 , (4.22)

onde Cn = (α2
n + β2

n + 2)
−1/2

, sendo αn = −2γ/(3b− En) e βn = 2/(b+ En)

Temos dois tipos de matriz densidade reduzida, ρ12 = ρ23 entre primeiros vizinhos e

ρ13 entre segundos vizinhos que, no caso, são os spins extremos da cadeia. O estado funda-

mental pode ser |ΨG〉 = |2〉 para campos maiores que o campo cŕıtico b′c =
√

(1− γ2) /2

e |ΨG〉 = |6〉 para b < bc. Sobre os pontos cŕıticos |b| = b′c e b = 0, o estado fundamental é

descrito por uma matriz densidade correspondente a uma mistura estat́ıstica balanceada

ρ = (1/2) |2〉〈2|+ (1/2) |6〉〈6|. As matrizes densidades são, portanto:

ρ12 =
1

α2
2 + β2

2 + 2




α2
2 0 0 α2

0 1 β2 0

0 β2 β2
2 0

α2 0 0 1




e

ρ13 =
1

α2
2 + β2

2 + 2




α2
2 0 0 α2β2

0 1 1 0

0 1 1 0

α2β2 0 0 β2
2




se b > bc. (4.23)

No caso de b < bc, as matrizes densidades reduzidas são:
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ρ12 =
1

α̃2
2 + β̃2

2 + 2




1 0 0 α̃2

0 β̃2
2 β̃2 0

0 β̃2 1 0

α̃2 0 0 α̃2
2




e

ρ13 =
1

α̃2
2 + β̃2

2 + 2




β̃2
2 0 0 α̃2β̃2

0 1 1 0

0 1 1 0

α̃2β̃2 0 0 α̃2
2




se b < bc, (4.24)

Neste caso em que b < bc, as concorrências são obtidas fazendo simplesmente b → −b

nas equações para C(1) e C(2) obtidas para b > bc. Para campos negativos, os papéis

são invertidos e as expressões acima servem para −bc < b < 0 e para b < −bc, ou seja há

uma troca de sinal de b nas expressões.

Para campos magnéticos correspondentes a campos cŕıticos b = 0 ou b = bc, as

matrizes reduzidas são dadas por misturas estat́ısticas balanceadas das matrizes reduzidas

referentes aos dois estados degenerados. Temos portanto:

ρ12 =
1

2

1

α2
2 + β2

2 + 2




α2
2 0 0 α2

0 1 β2 0

0 β2 β2
2 0

α2 0 0 1




+
1

2

1

α̃2
2 + β̃2

2 + 2




1 0 0 α̃2

0 β̃2
2 β̃2 0

0 β̃2 1 0

α̃2 0 0 α̃2
2




(4.25)

e

ρ13 =
1

2

1

α2
2 + β2

2 + 2




α2
2 0 0 α2β2

0 1 1 0

0 1 1 0

α2β2 0 0 β2
2




+
1

2

1

α̃2
2 + β̃2

2 + 2




β̃2
2 0 0 α̃2β̃2

0 1 1 0

0 1 1 0

α̃2β̃2 0 0 α̃2
2




.

(4.26)
O comportamento das concorrências entre pares C(1) e C(2) em função do campo

magnético b é resumido na figura 4.2, onde apresentamos gráficos comparativos das con-

corrências nas configurações tŕımero e triângulo para três diferentes parâmetros de aniso-

tropia. Nas partes (a) e (b) apresentamos as concorrências para o caso γ = 0 que, como

foi visto anteriormente, só é emaranhado para campos |b| < |bc|. Como o campo cŕıtico bc

é maior para a configuração triângulo, o emaranhamento pode ser sustentado em campos
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Figura 4.2 Concorrências entre spins vizinhos C(1) e entre segundos vizinhos C(2) em função
do campo magnético b. As linhas pontilhadas referem-se à configuração tŕımero e as linhas
cheias à configuração triângulo. Os ćırculos cheios e semi-cheios são pontos de descontinuidade
nas concorrências para o triângulo e o tŕımero respectivamente.
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um pouco maiores. A concorrência entre vizinhos C(1) é maior no tŕımero do que no

triângulo na região |b| ≤ 0.707, enquanto que a concorrência entre os spins extremos C(2)

é, como esperado, maior para o triângulo onde estes dois spins interagem diretamente.

Os pontos de degenerescência do estado fundamental, representados por ćırculos cheios e

semi-cheios, além de corresponderem a descontinuidades na concorrência, também pare-

cem delimitar diferentes regiões em relação ao efeito da interação adicional. Para γ = 0.5,

conforme mostrado em (c) e (d), temos um comportamento diferente das concorrências

em relação ao campo magnético. Na região de campos mais fracos |b| < bc, ambas as

concorrências crescem monotonicamente com o módulo do campo magnético, mas esse

comportamento é alterado para |b| > |bc| onde temos um decaimento com |b| tendendo
para zero assintoticamente, o que é coerente com a tendência natural do campo de alinhar

os spins levando o sistema a um estado separável. Também para campos menores que o

campo cŕıtico do tŕımero bc =
√

(1− γ2) /2 ≈ 0.612, a concorrência entre vizinhos C(1)

do tŕımero domina sobre a do triângulo, mas isto também acontece no ponto cŕıtico do

triângulo onde, em virtude da queda brusca na concorrência devido à degenerescência do

estado fundamental, a concorrência entre pares de spins no triângulo se torna menor do

que ambos os tipos de concorrência do tŕımero, um resultado notável. No caso γ = 1,

cujos resultados estão mostrados nas partes (e) e (f), os campos cŕıticos coincidem em

b = 0 e as concorrências C(1) e C(2) se anulam nesse ponto. Também não existem des-

continuidades em outros valores do campo magnético. Podemos notar que o caso γ = 1

contraria aquela tendência, observada nos valores anteriores de γ, onde os campos cŕıticos

delimitam a região onde C(1) do tŕımero domina sobre o triângulo. No caso γ = 1, te-

mos um amplo intervalo de campos magnéticos onde C(1) do tŕımero domina sem que

|b| <
√

(1− γ2) /2.

A caracterização precisa dos tipos de padrões de emaranhamento que existem em

relação à dependência com a interação entre os spins extremos será realizada na próxima

subseção, onde examinaremos um modelo interpolador com interação entre spins extremos

controlada por um parâmetro simples.

4.1.3 Modelo interpolador com acoplamento de segundos vizinhos ajustável

A fim de avaliarmos mais precisamente o efeito do acoplamento entre os spins extremos da

cadeia sobre as concorrências, estudamos um modelo interpolador com um acoplamento

entre os dois spins extremos ajustável J13 = mJ , conforme mostrado na figura 4.3 onde

m é um parâmetro de controle do acoplamento e que varia de m = 0 (tŕımero) até m = 1

(triângulo). O hamiltoniano deste modelo é dado por:
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Figura 4.3 Configuração do modelo interpolador com interação entre os spins extremos 1 e 3
controlada pelo parâmetro m que varia de m = 0 (tŕımero) até m = 1 (triângulo)

H = −J

2

2∑
i=1

[
(1 + γ)σx

i σ
x
i+1 + (1− γ)σy

i σ
y
i+1

]− h

3∑
i=1

σz
i

− m
J

2
[(1 + γ)σx

1σ
x
3 + (1− γ)σy

1σ
y
3 ] , (4.27)

cuja representação matricial é:

Hm
1 (b) =




3b mγ γ γ

mγ −b 1 1

γ 1 −b m

γ 1 m −b




. (4.28)

O caso isotrópico γ = 0 é o único que possibilita a obtenção de soluções anaĺıticas

simples para esse problema. Os demais casos levam a expressões bastante complica-

das, dificultando as manipulações algébricas posteriores. Vamos apresentar os resultados

anaĺıticos para o caso isotrópico apenas e, em seguida, apresentamos resultados obtidos

numericamente para o caso de γ arbitrário.

4.1.3.1 Caso isotrópico γ = 0. Considerando apenas b ≥ 0 (A função concorrência

é simétrica), temos dois posśıveis estados fundamentais, um de H1 e o outro de H2. As

energias destes dois estados são E1 = −3b e E2 = −b−m/2−√
m2 + 8. Temos, portanto,

um ponto cŕıtico em b = bmc (γ = 0) =
(√

m2 + 8 +m
)
/4. O estado fundamental é dado,

então por:

|ΨG〉 = |000〉 se b > bmc (4.29)
|ΨG〉 =

1

α2
m + 2

[αm|101〉+ |110〉+ |011〉] se b < bmc , (4.30)
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onde

αm =
1

2

(√
m2 + 8−m

)
.

Para b > bmc , o estado fundamental é sempre o estado completamente separável |000〉
e, portanto, as concorrências entre pares são nulas independentemente do campo e do

parâmetro de interação m. Já para b < bm=0
c ≈ 0.7071, temos sempre o estado funda-

mental correspondente à energia E2, para o qual as concorrências são não nulas, depen-

dentes de m mas independentes do campo magnético. Obtendo as matrizes reduzidas e

utilizando a fórmula de Wooters, obtemos os seguintes resultados:

C(1) =
2αm

α2
m + 2

=
2√

m2 + 8

C(2) =
2

α2
m + 2

=
1

2

[
1 +

m√
m2 + 8

]
se b < bc. (4.31)
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Figura 4.4 Comportamento das concorrências C(1) e C(2) em função do parâmetro de in-
teração m para o caso isotrópico.

Na figura 4.4, apresentamos gráficos para as concorrências C(1) e C(2) em função do

parâmetro m e para dois campos diferentes. Na parte (a), temos o resultado para b = 0.2

que está abaixo do campo cŕıtico do tŕımero. Assim, as concorrências em todo o intervalo

m ∈ [0, 1] são descritas pelas equações 4.31. A concorrência C(2) cresce praticamente de

forma linear com m, enquanto que C(1) decresce até cruzar com C(2) no ponto m = 1

que é a configuração triângulo onde não existe distinção entre os pares de spins. O campo

b = 0.8 da parte (b) da figura está entre os campos cŕıticos dos dois modelos. Assim,

temos uma descontinuidade nas concorrências ao passar por um valor de m para o qual

bmc = 0.8. Abaixo deste ponto, não temos emaranhamento. Para valores de m maiores
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que o valor na descontinuidade, recupera-se o comportamento das equações 4.31.

4.1.3.2 Caso anisotrópico γ ∈ (0, 1]. Para o caso de parâmetro de anisotropia

arbitrário, todos os cálculos foram realizados numericamente. No entanto, algumas ca-

racteŕısticas gerais dos modelos anteriores também são encontradas aqui. Temos, por

exemplo, um ponto cŕıtico bmc (γ) onde o estado fundamental é degenerado. Para b > bmc ()

o estado fundamental é o estado de menor energia de H1, do contrário fazemos b → −b

e |0〉 ↔ |1〉. Obtendo este campo numericamente, verificamos que temos um bom ajuste

pela semi-elipse bmc (γ) = bmc (0)
√

1− γ2. Assim, as concorrências tem comportamentos

diferentes conforme o campo seja maior ou menor que este ponto cŕıtico. Na figura 4.5,

apresentamos resultados destas concorrências em função do parâmetrom. Conforme mos-

trado na parte (a) da figura, temos basicamente três diferentes padrões de comportamento

de C×m, os quais surgem nas regiões do diagrama b× γ denominadas como (I)A,B, (II)

e (III). As figuras 4.5(b-d) apresentam amostras de gráficos de C(1) e C(2) em função

de m para cada uma destas regiões. À direita, os gráficos de C(2) mostram que a função

é sempre monotônica crescente de m enquanto que C(1) apresenta este comportamento

apenas em todo intervalo m ∈ [0, 1] apenas na região (II). Na região (I), conforme ocorre

no caso isotrópico, temos um decaimento de C(1) em função de m. A linha pontilhada

referente a γ = 0.95 na figura 4.5 é uma amostra do comportamento na região (I)B. A

região (III) é especial porque, nesta região, a máxima concorrência entre vizinhos não

ocorre nos modelos extremos (tŕımero ou triângulo), mas em um valor intermediário de

m que depende do campo magnético aplicado. Note que a anisotropia tem um papel

importante na definição destes padrões. Para γ menor que aproximadamente 0.5, temos

apenas os dois padrões (I)A e (II) como ocorre no caso isotrópico, enquanto que para

anisotropias maiores surge o novo padrão (III) além do reaparecimento do padrão (I)

para γ > 0.7 aproximadamente.
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Figura 4.5 Padrões de comportamento de C×m no espaço dos parâmetros b×γ. Em (a), são
apresentadas as regiões correspondentes a esses padrões e em (b-d), amostras destes comporta-
mentos.
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4.1.3.3 Emaranhamento global e armazenado em pares Para complementar

esta análise, é necessário estudar o emaranhamento multipartite presente neste sistema

e como ele se comporta em relação à interação entre os spins extremos. Como quantifi-

cador, escolhemos o emaranhamento global[63] que, no caso de uma cadeia de N qubits,

corresponde à pureza média dos estados reduzidos de cada qubit 1,

Q =
1

N

N∑
i=1

2
[
1− Tr

(
ρ2i
)]

, (4.32)

onde ρi é a matriz densidade reduzida do i-ésimo spin em relação aos demais. No caso

da nossa cadeia de 3 spins, temos ρ1 = ρ3. Assim, o emaranhamento global se reduz a:

Q =
2

3

[
3− 2Tr

(
ρ21
)− Tr

(
ρ22
)]

. (4.33)

Na figura 4.6, apresentamos o comportamento do emaranhamento global em função do

campo magnético nas configurações tŕımero e triângulo e para três anisotropias distintas.

Note que, nos três casos, sempre temos mais emaranhamento multipartite na configuração

triângulo do que no tŕımero.

Apenas uma parte do emaranhamento global é armazenado nas concorrências entre

dois spins, o que significa que apesar da interação entre spins extremos produzir ema-

ranhamento global do sistema, isto não necessariamente resulta em aumento do emara-

nhamento entre pares de spin, como acontece com a concorrência entre vizinhos C(1). A

parte do emaranhamento global que é armazenada entre pares pode ser calculada usando

o conceito de emaranhamento distribúıdo ou monogamia de emaranhamento[64, 65] que

estabelece o emaranhamento entre cada spin e o restante da cadeia como limitador para

o emaranhamento entre tal spin e os demais. Assim, o emaranhamento armazenado entre

pares Qp pode ser definido pela média destas somas sobre todos os spins da cadeia. Para

o caso da nossa cadeia de 3 spins, podemos definir Qp como:

Qp ≡ 2

3

[
2C(1)2 + C(2)2

]
. (4.34)

O comportamento do emaranhamento global Q e da parte armazenada em con-

corrências entre pares é apresentada na figura 4.7, onde vemos que o emaranhamento

global cresce monotonicamente com a interação adicional. Já a parte de emaranhamento

1Este quantificador é válido somente para estados puros, ou seja, não é válido nos pontos cŕıticos
onde o estado é degenerado e, portanto misto.
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Figura 4.6 Comportamento do emaranhamento global em função do campo magnético b. As
linhas pontilhadas referem-se ao tŕımero e as linhas cheias à configuração triângulo. Nos pontos
b = 0 e b = bc, a função Q não é definida. Isto é caracterizado no gráfico pela descontinuidade
de Q em bc e pela ćırculo vazio em b = 0.

que é armazenada em concorrências entre dois spins apresenta diferentes padrões de com-

portamento dependendo da região do diagrama b×γ. A região (I) é caracterizada por um

decaimento do emaranhamento armazenado em pares Qp, o que indica que a interação

adicional transfere emaranhamento armazenado em pares para a parte não-armazenada,

a qual é denominada de emaranhamento genuinamente multipartite. As regiões (II) e

(III) correspondem, neste caso, correspondem ao mesmo padrão. Tanto o emaranha-

mento global Q quanto a componente Qp crescem monotonicamente, mas o crescimento

de Qp ocorre numa taxa menor que o de Q, o que significa que a interação adicional pro-

duz principalmente emaranhamento genuinamente multipartite. Resumindo, a adição de

uma interação adicional entre os spins extremos, apesar de ocorrer em um par espećıfico

de spins da cadeia, afeta mais justamente a parte do emaranhamento multipartite indis-

pońıvel para o emaranhamento armazenado em pares.
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Figura 4.7 Padrões de comportamento do emaranhamento global Q e da parte armazenada
em pares Qp em função do parâmetro de interação m. A parte (a) da figura mostra no diagrama
b× γ regiões referentes a diferentes padrões. A linha pontilhada na transição entre (II) e (III)
significa que não ocorre uma mudança de comportamento de Q,Qp no cruzamento desta linha, o
que ocorre com C(1) como visto na figura 4.5. As figuras (b-d) são amostras do comportamento
de Q,Qp em função de m em cada região.
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4.2 EMARANHAMENTO EM SISTEMAS DE 4 SPINS

Nesta seção, apresentamos resultados para o emaranhamento em cadeias com 4 spins

em duas configurações distintas: A cadeia XY onde temos apenas interação de primeiros

vizinhos e o sistema LMG[48], que apresenta interação do tipoXY mas com todos os spins

interagindo entre si com a mesma constante de acoplamento. Assim, tais configurações se

distinguem pela presença de dois novos acoplamentos entre pares de segundos vizinhos,

conforme figura 4.8. Neste caso, temos invariância translacional em ambos os modelos

mas, ainda assim, temos dois tipos de concorrência entre pares no modelo XY enquanto

no modelo LMG não há distinção entre pares de spins. Como feito para o caso de cadeias

com 3 spins analisamos as propriedades do emaranhamento do estado fundamental em

cada modelo separadamente e em seguida, utilizamos um modelo interpolador onde a

interação entre segundos vizinhos é controlável por um parâmetro de interação, o qual

utilizamos para estudar mais profundamente o comportamento do emaranhamento na

transição de XY para LMG.

Figura 4.8 Configuração dos sistemas de 4 spins analisadas neste trabalho. À esquerda, a
configuração XY onde apenas spins vizinhos interagem. À direita, o sistema LMG onde todos
os spins interagem entre si com a mesma constante de acoplamento.

4.2.1 Cadeia XY com interação de primeiros vizinhos

O hamiltoniano do modelo XY de Heisenberg com interação de primeiros vizinhos sub-

metidos a um campo magnético uniforme h ao longo da direção z é dado por:

H = −J

2

4∑
i=1

[
(1 + γ)σx

i σ
x
i+1 + (1− γ)σy

i σ
y
i+1

]− h

4∑
i=1

σz
i , (4.35)

com a condição de contorno σ4+1 = σ1. Definindo b ≡ h/J e utilizando a repre-

sentação na base canônica, obtemos novamente uma matriz bloco-diagonal na forma

H = −J [H1, H2], onde os dois blocos são escritos respectivamente nas bases B1 =
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[|0000〉, |0011〉, |0101〉, |0110〉, |1001〉, |1010〉, |1100〉, |1111〉] eB2 = [|0001〉, |0010〉, |0100〉, |0111〉, |1000〉, |1011〉, |1101〉, |1110〉]
respectivamente. Neste caso não temos a relaçãoH2(b) = H1(−b) e, portanto, é necessário

diagonalizarmos os dois blocos separadamente. As representações matriciais de H1 e H2

são dadas por:

H1 =




4b γ 0 γ γ 0 γ 0

γ 0 1 0 0 1 0 γ

0 1 0 1 1 0 1 0

γ 0 1 0 0 1 0 γ

γ 0 1 0 0 1 0 γ

0 1 0 1 1 0 1 0

γ 0 1 0 0 1 0 γ

0 γ 0 γ γ 0 γ −4b




(4.36)

H2 =




2b 1 0 γ 1 0 γ 0

1 2b 1 0 0 γ 0 γ

0 1 2b γ 1 0 γ 0

γ 0 γ −2b 0 1 0 1

1 0 1 0 2b γ 0γ γ

0 γ 0 1 γ −2b 1 0

γ 0 γ 0 0 1 −2b 1

0 γ 0 1 γ 0 1 −2b




. (4.37)

Os autovalores de H1 e H2 são dados por:
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E1 = E2 = E3 = E4 = 0, (4.38)

E5,6 = ±2

√
1 + γ2 + 2b2 −

√
(1 + γ2 + 2b2)2 − 8b2, (4.39)

E7,8 = ±2

√
1 + γ2 + 2b2 +

√
(1 + γ2 + 2b2)2 − 8b2, (4.40)

(4.41)
E9 = E10 = −2b, (4.42)
E11 = E12 = +2b, (4.43)

E13,14 = ±2
(
−1 +

√
b2 + γ2

)
, (4.44)

E15,16 = ±2
(
1 +

√
b2 + γ2

)
. (4.45)

(4.46)

Os auto-estados |n〉 referentes ao bloco H1 são:

|1〉 =
1

2
[|0011〉+ i|0110〉 − |1100〉 − i|1001〉] (4.47)

|2〉 =
1

2
[|0011〉 − i|0110〉 − |1100〉+ i|1001〉] (4.48)

|3〉 =
1

2
[|0011〉 − |0110〉+ |1100〉 − |1001〉] (4.49)

|4〉 =
1√
2
[|0101〉 − |1010〉] , (4.50)

|n〉 = An [an|0000〉+ bn (|0011〉+ |0110〉+ |1001〉+ |1100〉)]
+ Ancn (|0101〉+ |1010〉) + |1111〉, n = 5− 8, (4.51)

onde

An =
(
a2n + 4b2n + 2c2n + 1

)−1/2
,

an = −4b+ En

4b− En

, bn =
4b+ En

γ
e cn =

4b+ En

γEn

.
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Os auto-estados associados ao segundo bloco H2 são:

|9〉 =
1√
2
[|1011〉 − |1110〉] , |10〉 = 1√

2
[|1011〉 − |1110〉] , (4.52)

|11〉 =
1√
2
[|1011〉 − |1110〉] , |12〉 = 1√

2
[|1011〉 − |1110〉] , (4.53)

(4.54)
|m〉 = Bm [αm (|0001〉+ |0100〉) + βm (|0010〉+ |1000〉)]

+ Bm [δm (|0111〉+ |1101〉) + |1011〉+ |1110〉] , m = 13− 16, (4.55)

onde

Bm =
(
2α2

m + 2β2
m + 2b23m + 2

)
,

αm =
4 (2b− Em)− 4γ2 (2b+ Em)− (2b− Em) (2b+ Em)

2

8γEm

,

βm = −2 (γ + αm)

2b− Em

e δm =
2 (γαm + 1)

2b+ Em

.

Considerando J > 0, temos dois candidatos a estado fundamental: O estado |7〉 e o

estado |15〉. Existem dois pontos de degenerescência onde E7 = E15, o campo cŕıtico

bc =
√

1− γ2 e um segundo ponto b0 que não possui uma expressão anaĺıtica simples.

Na figura 4.9, vemos as duas curvas de degenerescência.

As matrizes reduzidas de dois spins tem a mesma forma que aquela vista nos caso da

cadeia de 3 spins, ou seja:

ρ12 =




u 0 0 w

0 x z 0

0 z y 0

w 0 0 v




e ρ13 =




ũ 0 0 w̃

0 x̃ z̃ 0

0 z̃ ỹ 0

w̃ 0 0 ṽ




(4.56)

Para o caso b > bc e b < b0, o estado fundamental é |ΨG〉 = |7〉 e, portanto, os

elementos das matrizes reduzidas são:
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Figura 4.9 curvas de estados fundamentais degenerados na cadeia XY de 4 spins.

u = a2n + b2n e ũ = a2n + b2n, (4.57)
v = 1 + b2n e ṽ = 1 + c2n, (4.58)
w = anbn + bn e w̃ = ancn + cn, (4.59)

x = y = b2n + c2n e x̃ = ỹ = 2b2n, (4.60)
z = 2bncn e z̃ = 2b2n. (4.61)

Para b0 < b < bc, o estado fundamental é |ΨG〉 = |15〉 e, portanto, os elementos das

matrizes reduzidas são:

u = α2
m + β2

m e ũ = 2α2
m, (4.62)

v = 1 + δ2m e ṽ = 2, (4.63)
w = αmδm + β e w̃ = 2αm, (4.64)
x = α2

m + δ2m e x̃ = β2
m + δ2m, (4.65)

y = β2
m + 1 e ỹ = β2

m + δ2m, (4.66)
z = δ2m + 1 e z̃ = β2

m + δ2m. (4.67)
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4.2.2 Sistema LMG com interação de primeiros vizinhos

O estudo do emaranhamento em sistemas LMG tem aparecido na literatura no contexto

de propriedades de escala da entropia de emaranhamento em pontos cŕıticos quânticos

[51, 49, 50]. Trata-se de um sistema no qual todos os spins interagem entre si com a

mesma constante de acoplamento, ou seja, a interação é de alcance infinito. Apesar do

alto contraste com relação ao tipo de acoplamento da cadeia XY , existe uma notável

semelhança com respeito às propriedades de escala nos pontos cŕıticos [49, 50]. Apresen-

tamos nesta seção uma análise das propriedades do emaranhamento num sistema LMG

de 4 spins. O objetivo é comparar diretamente os resultados àqueles obtidos para a cadeia

XY , o que significa avaliar o efeito da introdução de interação de segundos vizinhos sobre

as propriedades do emaranhamento.

Mantendo a mesma parametrização utilizada para as cadeias XY , obtemos o seguinte

hamiltoniano:

H = −J

2

4∑
i=1

∑
j<i

[
(1 + γ)σx

i σ
x
j + (1− γ)σy

i σ
y
j

]− h

4∑
i=1

σz
i , (4.68)

também com a condição de contorno σ4+1 = σ1. A representação matricial tem, mais

uma vez, uma forma bloco-diagonal. Mantendo a mesma base utilizada para a cadeia

XY , obtemos a seguinte representação para H1 e H2

H1 =




4b γ γ γ γ γ γ 0

γ 0 1 1 1 1 0 γ

γ 1 0 1 1 0 1 γ

γ 1 1 0 0 1 1 γ

γ 1 1 0 0 1 1 γ

γ 1 0 1 1 0 1 γ

γ 0 1 1 1 1 0 γ

0 γ γ γ γ γ γ −4b




, (4.69)
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H2 =




2b 1 1 γ 1 γ γ 0

1 2b 1 γ 0 γ 0 γ

1 1 2b γ 1 0 γ γ

γ γ γ −2b 0 1 1 1

1 1 1 0 2b γ γ γ

γ γ 0 1 γ −2b 1 1

γ 0 γ 1 γ 1 −2b 1

0 γ γ 1 γ γ 1 −2b




. (4.70)

Os autovalores são:

E1−2 = −2, (4.71)
E3−5 = 0, (4.72)
E6 =

4

3
Re [Z] , (4.73)

E7 =
4

3
Re

[Zei2π/3
]
, (4.74)

E8 =
4

3
Re

[Zei4π/3
]
, (4.75)

E9−11 = −1 +
√

4b2 + γ2, (4.76)
E12−14 = −1−

√
4b2 + γ2, (4.77)

E15,16 = 3±
√

9γ2 + 4b2. (4.78)

onde Z =
(
η + 3i

√
∆
)1/3

, com η = 27γ2 − 72b2 + 8 e ∆ = 81γ6 + 324b2γ4 + 27γ4 +

432b4γ2 + 720b2γ2 + 192b6 − 384b4 + 192b2.

Como estamos tratando apenas o caso J > 0, o estado fundamental é definido pelo

maior entre os autovalores de H1 e H2. Nesse caso, podemos ter E6 ou E15 como energia

do estado fundamental. Essas duas funções-energia se cruzam em dois pontos levando

a um estado fundamental degenerado. Na figura 4.10, mostramos as duas curvas ca-

racterizadas por E6 = E15. Apesar de não ter sido posśıvel obter expressões anaĺıticas

fechadas para esses pontos cŕıticos, resultados obtidos numericamente mostram que as

duas curvas cŕıticas se ajustam muito bem a setores de elipses b0 = (1/2)
√

1− γ2 e

bc = (3/2)
√

1− γ2.
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Figura 4.10 Curvas de degenerescência E6 = E15 para a cadeia LMG. As curvas se ajustam
bem a setores de elipses, bc ≈ (3/2)

√
1− γ2 e b0 ≈ (1/2)

√
1− γ2.

Nos casos em que b > bc ou b < b0, o estado fundamental é dado por:

|ΨG〉 = |6〉 = A [a|0000〉+ b (|0011〉+ |0101〉+ |0110〉+ |1001〉+ |1010〉+ |1100〉) + |1111〉]
(4.79)

onde A = (a2 + 6b2 + 1)
−1/2

, com a = − (4b+ E6) / (4b− E6) e b = (4b+ E6) /6γ, o

que nos leva às seguintes expressões para os elementos das matrizes reduzidas no estado

fundamental.

u = A2
(
a2 + b2

)
, (4.80)

v = A2
(
1 + b2

)
, (4.81)

w = A2 (ab+ b) , (4.82)
x = y = z = 2b2A2. (4.83)

No caso em que b0 < b < bc, temos o estado fundamental

|ΨG〉 = |15〉 = B [α (|0001〉+ |0010〉+ |0100〉+ |1000〉) + |0111〉+ |1011〉+ |1101〉+ |1110〉] ,
(4.84)

onde

B =
(
4α2 + 4

)−1/2
e α =

2b+
√

4b2 + 9γ2

3γ
.
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Os elementos da matriz densidade reduzida são:

u = 2B2α2 (4.85)
v = 2B2 (4.86)
w = 2B2α (4.87)
x = y = z = B2

(
1 + α2

)
(4.88)

Na figura 4.11, apresentamos uma série de gráficos que resumem o comportamento

das concorrências C(1) e C(2) em função do campo magnético b. Trata-se de gráficos

comparativos das concorrências nos sistemas XY e LMG. A existência de 4 pontos, de

degenerescência do estado fundamental,ao invés de 3 como no caso de 3 spins, torna o

comportamento mais complexo devido à existência de três regiões de campo magnético

com comportamentos diferentes. As figuras (a) e (b) mostram os resultados para o caso

isotrópico γ = 0 onde só existe emaranhamento para campos menores que bc. Para

b > bc, temos o estado separável |0000〉 e, na região b0 < b < bc, o estado fundamental é

o conhecido estado |W 〉 = (|0001〉+ |0010〉+ |0100〉+ |1000〉) /2 para ambas as cadeias.

Quando existe superposição destas regiões, ou seja em b ∈ (b′0, bc) temos C(1) = C(2) =

1/2 tanto na cadeia XY quanto na LMG. Na região de campos magnéticos mais fracos

b ∈ [−b0, b0], temos mais emaranhamento entre vizinhos na cadeia XY do que na LMG,

diferentemente do que ocorre para a concorrência entre segundos vizinhos C(2). Mais

uma vez, os pontos de degenerescência parecem ter um papel importante na delimitação

de regiões correspondentes a padrões distintos de emaranhamento.

Para o caso γ = 0.5, conforme mostrado em (c) e (d), as concorrências em b > bc são

não-nulas, mas decaem monotonicamente com o campo magnético, sendo a concorrência

entre vizinhos maior na cadeia LMG do que na XY exceto no ponto cŕıtico b′c da cadeia

LMG. Na região intermediária b ∈ (b′0, bc), temos ainda C(1) = C(2) mas dependentes

do campo magnético. Outra caracteŕıstica importante é que C(2) = 0 em todo o inter-

valo b ∈ (−b0, b0) na cadeia XY , o que significa que este emaranhamento é induzido pelo

campo magnético, já que na ausência ou insuficiência de campo, a interação com os de-

mais não é suficiente para gerar emaranhamento entre os spins não vizinhos. No modelo

Ising, só temos emaranhamento com campo magnético aplicado, o que também ocorre

nas cadeias de 2 e 3 spins analisadas anteriormente. Na próxima seção, apresentamos um

modelo interpolador entre estas duas topologias extremas e analisamos o comportamento

do emaranhamento em relação a este acoplamento adicional.
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Figura 4.11 Concorrência entre primeiros vizinhos C(1) e entre segundos vizinhos C(2) em
função do campo magnético b. Em (a-b), resultados para o caso isotrópico γ = 0. Em (c-
d), o modelo anisotrópico γ = 0.5 e, finalmente, o modelo Ising γ = 1 é apresentado em
(e-f). As linhas pontilhadas referem-se às cadeias XY enquanto as linhas cheias às cadeias
LMG. Os ćırculos cheios e semi-cheios especificam os valores das concorrências nos pontos de
degenerescência do estado fundamental dos modelos LMG e XY respectivamente.
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4.2.3 Análise das concorrências no modelo interpolador

Nesta etapa, estudamos as propriedades do emaranhamento em um modelo interpolador

onde a interação envolvendo segundos vizinhos tem a forma J13 = J24 = m.J , conforme a

figura 4.12, com o parâmetro de interação m variando de m = 0 (XY ) a m = 1 (LMG).

O hamiltoniano para esse modelo é dado por:

H = −J

2

4∑
i=1

[
(1 + γ)σx

i σ
x
i+1 + (1− γ)σy

i σ
y
i+1

]− h

4∑
i=1

σz
i

− m
J

2

2∑
i=1

[
(1 + γ)σx

i σ
x
i+2 + (1− γ)σy

i σ
y
i+2

]
, (4.89)

Figura 4.12 Cadeia de 4 spins com acoplamento entre segundos vizinhos controlado por uma
parâmetro de interação m que varia de 0 (Cadeia XY ) a 1 (cadeia LMG).

Mais uma vez, analisamos inicialmente o caso isotrópico que possibilita a obtenção de

soluções anaĺıticas simples e, consequentemente, tornando mais expĺıcitos os efeitos da

interação entre segundos vizinhos sobre o emaranhamento.

4.2.3.1 Caso Isotrópico γ = 0. O procedimento para o cálculo do emaranhamento

neste caso é o mesmo dos casos anteriores. Obtemos as representações matriciais de Hm
1 e

Hm
2 e procedemos com a diagonalização direta a fim de determinar o estado fundamental.

Neste caso, temos três posśıveis estados para o estado fundamental. Logo abaixo, apre-

sentamos os três estados com suas respectivas energias e o intervalo de campos magnéticos

onde ocorrem.
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b > bmc EG = 4b |ΨG〉 = |0000〉
bm0 < b < bmc EG = 2b+m+ 2 |ΨG〉 = 1

2
[|0001〉+ |0010〉+ |0100〉+ |1000〉]

b < bm0 EG = m+
√
m2 + 8 |ΨG〉 = Cαm (|0011〉+ |0110〉+ |1001〉+ |1100〉)

+C (|0101〉+ |1010〉)
(4.90)

onde C = (4α2
m + 2)

−1/2
e αm =

(
m+

√
m2 + 8

)
/4.

Os campos onde o estado fundamental é degenerado são dados por:

bmc = 1 +
m

2
(4.91)

bm0 =
1

2

(√
m2 + 8− 2

)
(4.92)

De imediato, dois resultados são conhecidos. Primeiramente, na região de cam-

pos intensos b > bc, o estado fundamental é completamente separável e, portanto,

C(1) = C(2) = 0. Na região intermediária bm0 < b < bmc , o estado fundamental é o

estado |W 〉 onde C(1) = C(2) = 1/2 também independentemente do campo magnético b

e do parâmetro de interação m. Na região de campos mais fracos b < bm0 , o comporta-

mento é um pouco mais complicado mais ainda é posśıvel obter soluções anaĺıticas para

o problema. Os resultados para b < b0 são:

C(1) =
αm (2− αm)

1 + 2α2
m

, (4.93)

C(2) =
2α2

m − 1

1 + 2α2
m

se b < b0. (4.94)

Na figura 4.13, apresentamos o comportamento das concorrências entre spins vizinhos

C(1) e entre segundos vizinhos C(2) em função do parâmetro de acoplamento m entre

segundos vizinhos. Na região b < b0 ≈ 0.414, temos sempre b < bm0 e, portanto, as

concorrências são dadas pelas expressões das equações (4.93) e (4.94). A figura 4.13a

mostra que o comportamento é semelhante ao que ocorre no modelo interpolador da ca-

deia de 3 spins, como vimos na seção anterior, C(1) decai e C(2) cresce com o parâmetro

de interação m até que em m = 1 temos C(1) = C(2). Na parte (b), o campo esco-

lhido está no intervalo (b0, b
′
0) e, portanto, existe um ponto de descontinuidade separando

o comportamento semelhante ao anterior do comportamento referente ao estado |W 〉,
C(1) = C(2) = 1/2. O estado |W 〉 continua sendo o estado fundamental em todo o inter-

valo b ∈ (b′0, bc) para qualquer valor do parâmetro de interação m. Para b ∈ (bc, b
′
c) temos
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Figura 4.13 Concorrências entre pares de spins em função do parâmetro m no modelo inter-
polador isotrópico γ = 0. As linhas pontilhadas referem-se a C(2) e as linhas cheias para C(1).
Na parte (a), temos b < b0 e na parte (b) b0 < b < b′0.

no intervalo (0, 1) de m, uma descontinuidade separando o comportamento referente ao

estado |W 〉 do estado completamente separável |0000〉 onde as concorrências se anulam.

4.2.3.2 Caso anisotrópico γ ∈ (0, 1). A existência de algum grau de anisotropia

modifica sensivelmente as propriedades do emaranhamento em função do parâmetro de

interação. Na região de campos intensos, não temos a formação do estado completamente

separável |Ψ〉 = |0000〉 e, portanto, temos emaranhamento na região com b > bmc . Apesar

da complexidade do problema, é posśıvel obter uma solução anaĺıtica para campos na

região intermediária bm0 < b < bmc . O estado fundamental e a respectiva auto-energia

nesta região são dados por:

EG = −J

[
m+ 2 +

√
4b2 + γ2 (m+ 2)2

]
(4.95)

|ΨG〉 =
√
pm|W 〉+

√
1− pm|W̃ 〉, se bm0 < b < bmc (4.96)

onde

√
pm =

2b+
√

4b2 + γ2 (m+ 2)2

√
γ2 (m+ 2)2 +

(
2b+

√
4b2 + γ2 (m+ 2)2

)2
,

|W 〉 = (|0001〉+ |0010〉+ |0100〉+ |1000〉) /2 e
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|W̃ 〉 = (|1110〉+ |1101〉+ |1011〉+ |0111〉) /2.

Os estados |W 〉 e |W̃ 〉 tem emaranhamento multipartite máximo e a concorrência

entre pares de spins satisfaz C(1) = C(2) = 1/2. O estado fundamental nesta região

é, portanto, uma mistura coerente destes dois estados com coeficientes dependentes

do parâmetro de interação m. Assim, o estado fundamental preserva a propriedade

C(1) = C(2), mas as concorrências variam com m. Os demais resultados envolvendo

outras regiões do espaço dos parâmetros devem ser obtidos numericamente seguindo o

mesmo procedimento utilizado para o caso de 3 spins. Um detalhe importante é que na

cadeia de 4 spins, a transição entre as topologias extremas é controlada por dois pares

de interações adicionais. Por esse motivo, a concorrência de um par de segundos vizinhos

não necessariamente aumenta com a interação entre eles, pois a interação entre o outro

par de segundos vizinhos também afeta tal concorrência via acoplamento indireto. Assim,

ambas as concorrências C(1) e C(2) caracterizam diferentes padrões de emaranhamento,

e não somente C(1) como ocorre no caso de 3 spins.

Analisamos inicialmente o comportamento da concorrência entre spins vizinhos C(1)

com o parâmetro m. Os resultados são apresentados na figura 4.14, onde vemos os dife-

rentes padrões de C(1)×m correspondentes às regiões representadas no diagrama b× γ

da figura 4.14a. Nas regiões (I)a,b,c, a concorrência entre vizinhos decai monotonica-

mente em todo o intervalo m ∈ [0, 1]. Em (II), temos um crescimento e, finalmente

em (III), temos um comportamento intermediário onde C(1) não é máxima em nenhum

dos modelos extremos, mas em um modelo intermediário com um certo valor de m que

depende do campo magnético aplicado. Nas figuras 4.14b-d, vemos amostras de gráficos

C(1) × m ilustrando estes comportamentos. Para campos nos intervalos b ∈ [b0, b
′
0] ou

b ∈ [bc, b
′
c], existe um ponto de descontinuidade em m onde o campo magnético escolhido

corresponde ao campo cŕıtico b = bm0 ou b = bmc . Essa descontinuidade separa dois dife-

rentes padrões e, portanto, essas regiões do diagrama b × γ não correspondem a novos

padrões de emaranhamento.

A concorrência entre segundos vizinhos C(2) também leva a diferentes padrões de

comportamento em relação a m. O diagrama b × γ da figura 4.15a apresenta os 4 di-

ferentes padrões que podem surgir. Nas regiões (I)a, b, temos um decaimento de C(2)

com o parâmetro de interação m enquanto que em (II)a, b, temos um crescimento. A

região (III) é caracterizada pela ocorrência de um máximo de C(2) em um valor inter-

mediário de m. A novidade é o aparecimento de um novo padrão representado por (IV )

onde temos um intervalo ”escuro” de valores de m para os quais C(2) = 0. Novamente,



4.2 EMARANHAMENTO EM SISTEMAS DE 4 SPINS 94

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

(I)b

b

γ

(I)a

(II)

(III)

(I)c

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

γ = 0.9
b = 1.0

γ = 0.4
b = 0.6

Ic

Ib

C
(1

)

m

Ia

γ = 0.4
b = 0.2

(I)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.10

0.11

0.12

0.13

0.14

0.15
C

(1
)

m

γ = 0.4
b = 2.0

(II)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.210

0.212

0.214

0.216

0.218

0.220

0.222

0.224

0.226

C
(1

)

m

γ = 0.7
b = 1.5

(III)

Figura 4.14 Padrões de C(1) × m no espaço dos parâmetros b × γ. Na parte (a), vemos as
regiões correspondentes a diferentes padrões de emaranhamento. As curvas cheias correspondem
às curvas bc, b

′
c, b0 e b

′
0 enquanto que as linhas pontilhadas não correspondem à degenerescências

do estado fundamental, mas definem transições entre padrões de emaranhamento. As figuras
(b-d) são amostras de gráficos de C(1)×m em cada região mostrada na parte (a).



4.2 EMARANHAMENTO EM SISTEMAS DE 4 SPINS 95

para complementarmos a análise dos efeitos das interações entre segundos vizinhos so-

bre o emaranhamento, é necessário estudarmos o emaranhamento global Q e a parte

armazenada entre pares Qp.
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Figura 4.15 Padrões de C(1) × m no espaço dos parâmetros b × γ. Na parte (a), vemos as
regiões correspondentes a diferentes padrões de emaranhamento. As curvas cheias correspondem
às curvas bc, b

′
c, b0 e b

′
0 enquanto que as linhas pontilhadas não correspondem à degenerescências

do estado fundamental, mas definem transições entre padrões de emaranhamento. As figuras
(b-d) são amostras de gráficos de C(1)×m em cada região mostrada na parte (a).
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4.2.4 Emaranhamento global e armazenado em pares

Como vimos na seção anterior, o ajuste da interação entre spins segundos vizinhos leva

a importantes modificações nas concorrências entre pares C(1) e C(2). O estudo do

emaranhamento global Q e da parte armazenada em pares Qp auxilia na organização e

interpretação das informações contidas nos diversos gráficos apresentados anteriormente.

Ambos o sistemas que analisamos apresentam invariância translacional no sentido de que

todas as matrizes reduzidas de um spin são idênticas. Assim, o emaranhamento global

corresponde à concorrência entre um spin arbitrário e o restante da cadeia,

Q =
1

4

4∑
i=1

2
[
1− Tr

(
ρ2i
)]

= 2
[
1− Tr

(
ρ21
)]

. (4.97)

Os resultados mostrados na figura 4.16 mostram um comportamento similar ao caso

das cadeias com 3 spins. O emaranhamento global da cadeia XY é sempre menor do que

na cadeia LMG. Podemos notar também que o emaranhamento global é máximo Q = 1

na ausência de campo magnético, exceto para o modelo Ising, pois b = 0 resulta num

modelo clássico. Uma análise do comportamento de Q×m em diferentes regiões do espaço

b × γ confirma que Q é sempre uma função monotônica crescente como esperado. No

entanto, este emaranhamento que é produzido tem pelo menos duas partes importantes:

A parte armazenada nas concorrências entre pares e a parte indispońıvel para esse tipo de

correlação. A parte armazenada em concorrências entre pares é quantificada pela soma

dos quadrados das concorrências envolvendo um spin arbitrário e os demais. Como cada

spin tem dois vizinhos e apenas um segundo vizinho, temos:

Qp = 2C(1)2 + C(2)2 (4.98)

Na figura 4.17, apresentamos os padrões do emaranhamento armazenado em pares em

função do parâmetro m. Temos 3 regiões distintas: A região (I)A−D onde o emaranha-

mento armazenado entre pares é reduzido com o aumento do parâmetro m, indicando

que nesta região, a interação adicional além de criar emaranhamento global, transforma

o emaranhamento já existente no sistema retirando a parte dispońıvel para pares e trans-

ferindo para a parte indispońıvel para esse tipo de correlação. Na região (II), o emara-

nhamento armazenado em pares também é criado com o parâmetro de interação m. Na

região (III), existe um máximo de Qp para um valor espećıfico de m. Estes 3 padrões

aparecem também no caso de cadeias com 3 spins, onde a distinção fica por conta das

regiões no espaço b× γ.
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Figura 4.16 Comportamento do emaranhamento global em função do campo magnético b. As
linhas pontilhadas referem-se ao modelo XY e as linhas cheias ao modelo LMG. Nos pontos
±b0 e ±b = bc, a função Q não é definida, o que pode ser visto através das descontinuidades de
Q nestes pontos. O ćırculo cheio em Q = 0 para γ = 1 indica que o valor Q é conhecido nesse
ponto, pois o estado fundamental é um estado completamente separável.
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Figura 4.17 Padrões de Qp ×m representados no diagrama b× γ da figura (a) como 3 regiões
distintas. As linhas pontilhadas correspondem as linhas que separam padrões de C(1) × m e
C(2)×m e as linhas cheias aos pontos cŕıticos das cadeias XY e LMG. Temos um crescimento
de Qp com m na região (I)AC

, um decaimento em (II)A,B e uma região especial (III)A,B, onde
Qp apresenta um máximo local para um valor intermediário de m. As figuras (b-d) fornecem
amostras de gráficos para cada um desses padrões.



CAṔITULO 5

CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho foi investigada a possibilidade de se analisar elementos da teoria de ordem

quântica em sistemas de spin de tamanho finito do ponto de vista dos padrões de emara-

nhamento térmico em relação aos parâmetros do hamiltoniano e à temperatura do banho

térmico. Inicialmente, foram apresentados resultados para o modelo XY de dois spins, os

quais mostram que padrões distintos de emaranhamento podem ser bem definidos neste

sistema através da concorrência e da componente quântica pura das funções de correlação

de spin. Além disso, foi constatado que estes padrões são separados por curvas que estão

relacionadas, entre outras coisas, à degenerescência do estado fundamental e à descon-

tinuidade do limiar de temperatura para o emaranhamento. Em seguida, estudamos o

emaranhamento do estado fundamental em sistemas com 3 e 4 qubits em diferentes topolo-

gias da rede de acoplamentos, onde demonstramos o efeito de mudanças nos acoplamentos

entre os spins sobre o emaranhamento entre spins e também sobre o emaranhamento glo-

bal. Para redes de 3 spins, analisamos a transição entre as configurações tŕımero (cadeia

aberta) e triângulo (cadeia fechada) e constatamos que a presença da interação adicional

no triângulo produz tanto emaranhamento global quanto entre os spins extremos, mas

gera diferentes padrões de emaranhamento entre vizinhos, conforme demonstrado pela

utilização de um modelo interpolador com interação ajustável entre os spins extremos.

Análise similar foi realizada para sistemas com 4 spins, onde foram analisados os sistemas

XY e LMG, onde a presença de dois novos pares de spins interagentes no modelo LMG

geram diferentes padrões de emaranhamento também entre os segundos vizinhos. Tanto

no caso de 3 quanto no de 4 spins, constatamos que a presença de acoplamento adicional

produz emaranhamento global além de, em algumas regiões do espaço dos parâmetros,

modificar a natureza deste emaranhamento destruindo emaranhamento armazenado entre

dois spins e aumentando a parte indispońıvel para emaranhamento em pares.

Apesar do conceito de transições de fase quânticas e de ordem quântica não se apli-

carem, em prinćıpio, a sistemas de poucos spins como os que estudamos neste trabalho,
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a formação de distintos padrões de emaranhamento como investigados demonstram que

tal conceito pode ser mais abrangente que o de ordem quântica, pois abrange também

sistemas com poucos spins. Vale lembrar ainda que as tecnologias atuais envolvendo a

manipulação de estados emaranhados se limitam a poucos qubits e, portanto, existe a

necessidade de se conhecer a estrutura de emaranhamento neste limite. Um ponto im-

portante ainda não esclarecido diz respeito à observação experimental dos padrões de

emaranhamento. Apesar de já ser posśıvel, em alguns sistemas espećıficos, medir dire-

tamente o emaranhamento[86], ainda não é claro como isso pode ser feito em sistemas

arbitrários sem deteriorar a informação relevante devido ao processo de medição. O efeito

de ambientes externos sobre o emaranhamento, além do banho térmico, também carece

de uma análise mais cuidadosa. Acreditamos que a utilização do formalismo de integrais

de trajetória de estados coerentes combinados a modelos tradicionais de ambiente como o

modelo de Caldeira-Leggett (banho de osciladores)[87] e o modelo de banho de spins[88]

podem ser úteis para a descrição destes efeitos de ambiente. Esta análise fica como uma

das posśıveis continuações do presente trabalho.



APÊNDICE A

EMARANHAMENTO TÉRMICO PARA

AGLOMERADOS DE 3 SPINS

Neste apêndice, apresentamos resultados para a concorrência no estado térmico nos mo-

delos XY de 3 spins nas configurações tŕımero (cadeia aberta) e triângulo (cadeia fe-

chada). Na figura A.1, apresentamos gráficos da concorrência entre dois spins como

função dos parâmetros b e γ do hamiltoniano na configuração triângulo. Os resultados

para a configuração tŕımero são apresentados na figura A.2. Como existem dois tipos

de concorrências, entre vizinhos C(1) e entre os spins extremos C(2) ambos os casos são

mostrados. Em todos os casos, podemos verificar que, com o aumento da temperatura,

o emaranhamento começa a se deteriorar, inicialmente nas proximidades do campo fato-

rizante e para temperaturas mais altas, apenas existe emaranhamento nas regiões com

campos intensos e forte anisotropia.
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Figura A.1 Concorrência no estado térmico para o modelo XY na configuração triângulo.
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Figura A.2 Concorrência no estado térmico para o modelo XY na configuração tŕımero. À es-
querda, os resultados para a concorrência entre vizinhos C(1) e à direita entre os spins extremos
C(2).



APÊNDICE B

EMARANHAMENTO EM SISTEMAS DE 4 SPINS EM

TEMPERATURA FINITA

Neste apêndice, mostramos os resultados para o emaranhamento térmico nos sistemas

XY e LMG de 4 spins. Inicialmente, apresentamos gráficos da concorrência entre dois

spins em termos dos parâmetros b e γ para diferentes temperaturas para os dois sistemas

e, em seguida, analisamos o comportamento da temperatura limite Tc acima da qual a

concorrência é nula.

Na figura B.1, vemos a dependência das concorrências entre dois spins C(1) e C(2)

com os parâmetros b e γ do hamiltoniano do modelo XY de 4 spins. O resultado para

T = 0.05 reproduz aproximadamente o resultado no estado fundamental, exceto pelas

descontinuidades da concorrência que não ocorrem em temperatura finita. À medida em

que a temperatura aumenta, ambas as concorrências começam a se anular inicialmente

nas proximidades da curva de degenerescência bc =
√

1− γ2. Em temperaturas mais

altas, a região de concorrência nula tende a crescer e, conforme podemos ver para T =

1.0, podemos ainda ter emaranhamento apenas nas regiões de campos intensos e forte

anisotropia.

Na figura B.2, apresentamos os resultados para a concorrência em temperatura finita

para o modelo LMG de 4 spins. Nesse caso, C(1) = C(2) e não são necessários dois

gráficos para cada temperatura. O comportamento é semelhante ao observado para o

modelo XY com a diferença no campo fatorizante que nesse caso é bc =
3
2

√
1− γ2.

É interessante ver o comportamento da temperatura limite para o emaranhamento,

o qual é mostrado na figura B.3, onde são mostradas as temperaturas limite para a con-

corrência entre primeiros e segundos vizinhos respectivamente no modelo XY e, também,

para o modelo LMG. Em todos os casos, existe uma descontinuidade na temperatura

limite, semelhantemente ao que ocorre no caso de dois spins, em um certa curva bt (γ)

acima do campo onde o estado fundamental é degenerado.

105



EMARANHAMENTO EM SISTEMAS DE 4 SPINS EM TEMPERATURA FINITA 106

Figura B.1 Concorrências entre dois spins no modelo XY em temperatura finita. À esquerda
são mostrados os resultados para a concorrência entre primeiros vizinhos C(1) enquanto que à
direita os resultados para segundos vizinhos C(2).
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Figura B.2 Concorrências entre dois spins arbitrários no modelo LMG em temperatura finita
em função dos parâmetros b e γ do hamiltoniano.
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Figura B.3 Temperatura limite Tc em função do campo magnético para a concorrência entre
primeiros vizinhos (linha pontilhada) e segundos vizinhos (linha tracejada) no modelo XY e a
concorrência entre dois spins quaisquer no modelo LMG (linha cheia). Todos os gráficos foram
obtidos utilizando γ = 0.5



APÊNDICE C

EMARANHAMENTO EM INTEGRAIS DE

TRAJETÓRIA DE ESTADOS COERENTES

O formalismo canônico tem sido utilizado frequentemente em pesquisas envolvendo in-

formação quântica. No entanto, em sistemas com muitos qubits, o crescimento exponen-

cial do espaço de Hilbert associado praticamente impossibilita a análise de muitos destes

sistemas, particularmente quando efeitos de ambiente precisam ser considerados. Uma

alternativa ao formalismo canônico é o formalismo de Feynmann de integrais de trajetória

que, no caso de spin corresponde às integrais de trajetória de estados coerentes de spin.

Essa abordagem facilita a execução de aproximações semiclássicas além de possibilitar

um tratamento mais realista de efeitos de ambiente [53]. Neste caṕıtulo, apresentamos

perspectivas a respeito do uso das integrais de trajetória de estados coerentes de spin

na teoria do emaranhamento em sistemas de spins, um tema muito pouco explorado na

literatura de informação quântica.

C.1 ESTADOS COERENTES DE MOMENTUM ANGULAR

Estados coerentes encontraram sua primeira aplicação prática na ótica quântica descre-

vendo as funções de correlações do campo eletromagnético[82]. Posteriormente, mostrou-

se que, em prinćıpio, é posśıvel construir estados coerentes para sistemas f́ısicos descritos

por grupos dinâmicos arbitrários. Para se construir estados coerentes são necessários

os seguintes ingredientes [54]: Um grupo dinâmico G com sua álgebra g ≡ {Ti} com

[Ti, Tj] ∈ g, um espaço de Hilbert com uma representação irredut́ıvel de G e, finalmente,

um estado de referência |φ0〉 sobre o qual elementos de G atuam para formar os estados

coerentes. Existe um subgrupo de G, cujos elementos deixam o estado de referência |φ0〉
invariante, que é denominado subgrupo de estabilidade máxima H. Os estados coerentes

|Ω〉 são gerados pela atuação dos elementos do espaço quociente G/H sobre o estado de
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referência |φ0〉, portanto

|Ω〉 ≡ Ω|φ0〉, Ω ∈ G/H. (C.1)

Nesta seção, apresentamos a construção de estados coerentes de momentum angular

também denominados de estados coerentes de SU(2) tendo em vista ser este o grupo

dinâmico associado. Os elementos de SU(2) são gerados pelos operadores de momentum

angular Ji, i ∈ (1, 2, 3) que formam uma álgebra com as relações de comutação

[J1, J2] = iJ3, [J2, J3] = iJ1 e [J3, J1] = iJ2. (C.2)

A representação irredut́ıvel é constitúıda dos autovetores simultâneos de ~J2 e J3 que

são {|jm〉,m ∈ [−j, j]} onde ~J2|jm〉 = j(j+1)~2|jm〉 e J3|jm〉 = m~|jm〉. Os operadores

de criação e aniquilação J± ≡ J1 ± iJ2 atuam sobre |jm〉 da forma

J±|jm〉 =
√

(j ∓m)(j ±m+ 1)|jm〉 (C.3)

Os estados |jm〉 podem, então ser escritos a partir da aplicação do operador de criação

J+ sobre o estado |j,−j〉.

|jm〉 = 1

(J +m)!

(
2j

j +m

)−1/2

(J+)
J+m |j,−j〉 (C.4)

Os operadores de J+ e J− aniquilam os estados |j, j〉 e |j,−j〉 respectivamente. Assim,

ambos podem ser escolhidos como estado de referência, escolheremos |j,−j〉. Como

os elementos da álgebra gerados por Jz e J− deixam |j,−j〉 invariante, os elementos

do espaço quociente são do tipo Ω = exp (zJ+) e, portanto, os estados coerentes são

dados por |z〉 = C exp (zJ+)|j,−j〉, onde z é um número complexo e C é a constante

de normalização. Utilizando a expansão de exp (zJ+) em potências de zJ+ podemos

escrever facilmente os estados coerentes |z〉 na base {|jm〉}. O resultado já devidamente

normalizado é
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Figura C.1 Estado coerente |z〉 obtido da rotação de |j,−j〉 de um ângulo θ em torno de uma
direção n̂ = senφê1 − cosφê2.

|z〉 =
ezJ+

(1 + |z|2)j |j,−j〉

=
1

(1 + |z|2)j
j∑

m=−j

(zJ+)
j+m

(j +m)!
|j,−j〉

=
1

(1 + |z|2)j
j∑

m=−j

(
2j

j +m

)1/2

zj+m|jm〉 (C.5)

Os estados coerentes podem ser obtidos de rotações do estado |j,−j〉 de um ângulo

θ em torno da direção n̂ = senφê1 − cosφê2. Esta rotação é gerada pelo operador Jn̂ ≡
~̂J.n̂ = J1senφ− J2 cosφ. Nesse caso, |z〉 assume a forma

|θ, φ〉 = e−iJnθ|j,−j〉 = ezJ+−z∗J−|j,−j〉, z ≡ tan (θ/2) e−iφ (C.6)

Uma caracteŕıstica dos estados coerentes é que não são ortogonais entre si, ou seja

〈z1|z2〉 6= 0. Ainda, assim, o conjunto {|z〉, z ∈ c} gera todo o espaço de Hilbert de

momentum angular o que é demonstrado pelo fato deles admitirem uma resolução da
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identidade.

∫

c
dµ (z) |z〉〈z| = I, (C.7)

onde

dµ (z) =
2j + 1

π

d2z

(1 + |z|2)2

e d2z = dRezdImz.

Um estado arbitrário |ψ〉 pode ser escrito como

|ψ〉 = I|ψ〉 =
∫

c
dµ (z) 〈ψ|z〉〈z|.

Um operador arbitrário A que atua neste espaço de Hilbert pode ser escrito como

A = IAI =
∫

c
dµ (z1)

∫

c
dµ (z2) |z1〉〈z2|〈z1|A|z2〉. (C.8)

C.2 INTEGRAIS DE TRAJETÓRIA DE ESTADOS COERENTES DE SPIN

Considere que um sistema de spins seja preparado num estado coerente inicial |ψ0〉 em

t = 0 e que evolua posteriormente de acordo com o seu hamiltoniano Ĥ(t). Da equação

de Schrödinger, a amplitude de probabilidade de que o sistema seja encontrado em um

estado |ψ〉 em um instante posterior t é dada pelo propagador

K (ψ, ψ0; t) = 〈ψ|U(t)|ψ0〉, (C.9)

onde U(t) é o operador evolução temporal que pode ser escrito na forma geral[83]

U(t) = T exp

(
−i

∫ t

0

Ĥ(t′)dt′)
)
, (C.10)

onde T é o operador de ordenamento temporal. Utilizando os resultados da seção anterior,

podemos expressar U(t) na base de estados coerentes como

U (t) =

∫

c
dµ (z)

∫

c
dµ (z0) |z〉〈z0|K [z, z0; t] , (C.11)
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ondeK [z, z0; t] = 〈z2|U(t)|z1〉 representa a amplitude de probabilidade de que um sistema

preparado inicialmente no estado coerente |z0〉 seja encontrado em |z〉 em um instante

posterior t. Uma propriedade importante de U(t) é a lei de composição U (t1 + t2) =

U (t1)U (t2). Com isso, podemos dividir o intervalo [0, t] em um grande número N de

pequenos intervalos ε = t/N e escrever

K (z, z0; t) = 〈z|U (t− tN)U (tN − tN−1) . . .U (t2 − t1)U (t1) |z0〉. (C.12)

Inserindo resoluções da identidade I =
∫
c dµ (z) |z〉〈z| entre os U (ε), obtemos

K (z, z0; t) =

∫

c
dµ (z1) . . .

∫

c
dµ (zN)

N∏
i=1

〈zi|U (ε) |zi−1〉

'
∫

c
dµ (z1) . . .

∫

c
dµ (zN)

N∏
i=1

〈zi|
(
1− iεĤ

)
|zi−1

'
∫

c
dµ (z1) . . .

∫

c
dµ (zN)

N∏
i=1

exp (ln 〈zi|zi−1〉 − iεH (z∗i , zi−1)) (C.13)

=

(
N∏
i=1

∫

c
dµ (zi〉)

)
ei(Sb+SN ) (C.14)

onde

Sb = −i (ln 〈z|zN〉+ ln 〈z1|z0〉) ,

SN = −i

N∑
i=2

ln 〈zi|zi−1〉 − ε

N+1∑
i=1

H (z∗i , zi−1),

e

H (z∗i , zi−1) ≡ 〈zi|Ĥ|zi−1〉
〈zi|zi−1〉 .

No formalismo de integrais de trajetória, a amplitude de probabilidade K (z, z0; t)

corresponde à soma de todas as posśıveis “trajetórias” que o sistema pode seguir para

ir de |z0〉 para |z〉 passando pelos z′is intermediários, conforme mostra a figura C.2.

Para finalizar, precisamos tomar o limite do cont́ınuo N → ∞ ou ε → 0. Para isso,

precisamos assumir que δi ≡ zi − zi−1 ∼ O (ε). Utilizando as expressões já obtidas para

|z〉 e expandindo os termos em ln 〈zi|zi−1〉 até ordem O (δi) somente, obtemos que

K (z, z0; t) =

∫ z∗(t)=z∗

z(0)=z0

Dµ(z)eiS[z
∗,z]+Sb[z

∗,z0;z(t),z∗(0)], (C.15)
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Figura C.2 Alguns posśıveis caminhos seguidos pelo sistema para ir de |z0〉 a |z〉. As linhas
pontilhadas correspondem às sucessivas integrações no plano complexo dos z′is intermediários.

onde

S [z∗, z] = −ij

∫ t

0

dτ
ż∗z − z∗ż
1 + |z|2 −

∫ t

0

dτH (z∗, z) ,

Sb = j ln

[
(1 + z∗z(t)) (1 + z∗(0)z0)

(1 + |z|2) (1 + |z|2)
]
.

C.3 APROXIMAÇÃO SEMICLÁSSICA

Este formalismo torna rapidamente acesśıvel uma aproximação semiclássica do problema,

cujas equações de movimento para z (t) são obtidas a partir de

δ (iS + Sb) = 0, (C.16)

onde a variação δ corresponde à diferença entre os valores em [z∗ + δz∗, z + δz] e [z∗, z].

Realizando este cálculo, obtemos que
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δ

(
−ij

∫ t

0

dτ
ż∗z − z∗ż
1 + z∗z

)
= ij

(
z∗δz(t)

1 + z(t)z∗
+

z0δz
∗(0)

1 + z0z∗(0)

)

− ij

∫ t

0

dτ

(
2ż∗

(1 + zz∗)2
δz (τ)− 2ż

(1 + zz∗)2
δz∗ (τ)

)
,(C.17)

δ

(
−
∫ t

0

dτH (z∗, z)
)

= −
∫ t

0

[
∂H

∂z
δz (τ) +

∂H

∂z∗
δz∗ (τ)

]
(C.18)

e

δSb = j

(
z∗δz(t)

1 + z∗z(t)
+

z0δz
∗(0)

1 + z0z∗(0)

)
. (C.19)

Combinando estes resultados, obtemos a seguinte expressão

δ (iS + Sb) =

∫ t

0

dτ

[(
2jż∗

(1 + zz∗)2
− i

∂H

∂z

)
δz −

(
2jż

(1 + zz∗)2
+ i

∂H

∂z∗

)
δz∗

]
. (C.20)

Igualando esta expressão a zero e considerando que δz e δz∗ são arbitrárias, chegamos

às equações de movimento

ż = −i
(1 + |z|2)2

2j

∂H

∂z∗
(C.21)

ż∗ = i
(1 + |z|2)2

2j

∂H

∂z
, (C.22)

que são as equações de Hamilton de movimento, que devem ser resolvidas com as condições

de contorno z∗(t) = z∗ e z(0) = z0.

Como uma aplicação simples deste resultado, utilizamos o problema de um spin na

presença de um campo magnético uniforme com o hamiltoniano

H = ωJ3 → H (z∗, z) = −jω
1− z∗z
1 + z∗z

(C.23)

As equações de movimento na aproximação semiclássica são, portanto,

ż = −iωz e ż∗ = iωz∗. (C.24)

Considerando as condições de contorno z(0) = z0 e z
∗(t) = z∗, obtemos a seguinte solução
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z (τ) = z0e
−iωτ e z∗ (τ) = z∗eiω(τ−t). (C.25)

Substituindo nas expressões para S e Sb, obtemos

iS + Sb = ijωt+ 2j ln
(
1 + z∗z0e−iωt

)− j ln
(
1 + |z|2) (1 + |z0|2

)
, (C.26)

resultando no propagador

K (z∗, z0; t) =
eijωt (1 + z∗z0e−iωt)

2j

(1 + |z|2)j (1 + |z0|2)j
. (C.27)

Este resultado coincide com a expressão exata para o propagador que pode ser obtido

diretamente utilizando o propagador U = exp (−iHt) que assume esta expressão simples

por se tratar de um hamiltoniano independente do tempo. Esta coincidência entre o

resultado semiclássico e o resultado exato é denominada localização equivariante.

C.4 EMARANHAMENTO EM INTEGRAIS DE TRAJETÓRIA DE ESTADOS

COERENTES DE SPIN

Nesta seção, utilizamos o método de integrais de trajetória de estados coerentes para

analisar o emaranhamento do estado fundamental em uma cadeia de spins entre um

bloco de spins cont́ıguos e o restante da cadeia. O resultado para o modelo XY foi

apresentado no Caṕıtulo 2. Em primeiro lugar, é necessário generalizarmos os resultados

da seção anterior para um conjunto de L spins j = 1/2. Nesse caso, a resolução da

identidade é dada por

∫

c
dµ (z1) . . .

∫

c
dµ (zL) |z1, . . . , zL〉〈z1, . . . , zL| = I. (C.28)

Considerando o caso em que o sistema está em contato com um banho térmico, seu

estado é descrito pela matriz densidade ρ = exp
(
−βĤ

)
/Z, onde Z = Tr exp

(
−βĤ

)
.

Para construirmos o estado térmico, utilizamos integrais de trajetória em tempo ima-

ginário t = −iτ no intervalo τ ∈ [0, β]. Com isso, a função de partição fica na forma

Z = TrU (β, 0) =

∫

c
dµ (z1) . . .

∫

c
dµ (zL) 〈z1, . . . , zL|U (β, 0) |z1, . . . , zL〉

=

∫

c
dµ (z1) . . .

∫

c
dµ (zL)

∮
Dµ(z1) . . .

∮
Dµ(zL)e

−S[z∗1 ,...,z∗L,z1,...,zL]. (C.29)
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Estamos interessados na entropia de von Neumann da matriz reduzida do bloco de

l spins cont́ıguos ρA obtida do traço parcial sobre os spins restantes. Sem perda de

generalidade, consideramos os l primeiros spins como o bloco de interesse. Nesse caso, a

matriz reduzida é obtida através da integração apenas sobre os spins restantes, ou seja

ρA =
1

Z

∫

c
dµ (zl+1) . . .

∫

c
dµ (zL) 〈zl+1, . . . , zL|U (β, 0) |zL+1, . . . , zL〉. (C.30)

Em prinćıpio podeŕıamos calcular SA = −TrρA log ρA utilizando diretamente este

resultado. Entretanto, existe uma maneira engenhosa[55] de calcular a entropia utilizando

uma versão do “truque das réplicas” onde se calcula ρnA para um número n de cópias do

sistema e obtém-se a entropia SA através de

SA = −TrρA log ρA = − ∂

∂n
TrρnA

∣∣∣∣
n=1

, (C.31)

onde se assume a validade de uma continuação anaĺıtica para n real. Como já vimos,

o traço é obtido fazendo os limites de integração iguais, ou seja z {τ = 0} = z {τ = β}
e integrando sobre z no plano complexo. O traço sobre n cópias é feito da seguinte

forma: Para cada i−ésima cópia adicionada, utilizamos zi+1 {τ = 0} = zi {τ = β} e,

assim, quando n cópias são inseridas, fazemos z {τ = 0} = z {τ = nβ} e integramos

sobre z. A expressão final na forma de integral funcional fica

TrρnA =
1

Zn

∫

c
dµ (z1) . . .

∫

c
dµ (zl)

[∫

c
dµ (zl+1) . . .

∫

c
dµ (zL)

]n

∮

0,nβ

Dµ(z1) . . .

∮
Dµ(zl)

(∮

0,β

Dµ(zl+1) . . .

∮
Dµ(zL)

)n

e−
∑n

i=1 Si .(C.32)

A integral acima é, sem dúvida, dif́ıcil de tratar analiticamente na maioria dos casos.

Entretanto, a vantagem do formalismo de integrais de trajetória aparece na aplicação

de esquemas eficientes de aproximação. A entropia no estado fundamental β → ∞ em

um ponto cŕıtico quântico, por exemplo, pode ser obtido utilizando métodos de teoria

de campo conforme para fazer um mapeamento de TrρnA em altas temperaturas[55], que

pode ser calculado com boa aproximação, para o resultado no estado fundamental.

No limite de altas temperaturas, o efeito de descoerência devido ao banho térmico

fazem com que a entropia tenda para o resultado clássico. Para ver isso explicitamente,
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assumimos que neste limite operadores de evolução temporal fatoram nas partes referentes

aos subsistemas A e B. Assim, utilizando U (iβ, (i− 1)β) para a i-ésima cópia, temos

que ρnA assume a forma

TrρnA =
1

Zn
Tr

(
n∏

i=1

∫

c
dµ (zl+1) . . .

∫

c
dµ (zL)

)

〈z(i)l+1, . . . , z
(i)
L |UB(iβ, (i− 1)β)|ziL+1, . . . , z

(i)
L 〉UA(iβ, (i− 1)β)

=
Zn

1 (L− l, β)

Zn
TrUA (nβ, 0) . (C.33)

Mas TrUA é justamente a função de partição Z1 (l, nβ) associada à região A mas

com um parâmetro de temperatura nβ. A mesma hipótese de separabilidade em altas

temperaturas pode ser aplicada a Zn, donde obtemos Zn = Zn
1 (l, β)Zn

1 (L− l, β). Temos

portanto que

TrρnA ∼ Z1 (l, nβ)

Zn
1 (l, β)

∼ e−nβFA(nβ)

e−nβFA(β)
, (C.34)

onde FA é a energia livre de Helmholtz para o subsistema A. Assim, diferenciando TrρnA
em relação a n e fazendo n = 1, obtemos a entropia de von Neumann

SA = β2∂FA

∂β
= β (EA − FA) ,

onde EA é o valor esperado da energia referente ao bloco A. Este resultado corresponde à

entropia termodinâmica clássica, como esperado neste limite. Como estamos no limite de

altas temperaturas, o estado do sistema não é um estado puro e, portanto, a entropia não

quantifica o emaranhamento entre o bloco e o restante da cadeia. Na verdade, trata-se

do emaranhamento entre o bloco A e o banho térmico.

Considerando que o sistema está em um ponto cŕıtico com expoente cŕıtico dinâmico

z = 1, temos uma relação de dispersão ω = |k| para cada modo sem gap. Como estamos

utilizando ~ = 1, temos E = |k|. A energia livre de Helmholtz pode então ser obtida

FA = −β−1

∫ ∞

0

dED(E) ln
(
1− e−βE

)
= − cπl

6β2
, (C.35)

onde c é o número de espécies de bósons livres e D(E) é a densidade de estados. Aplicando

este resultado à equação C.34, obtemos
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TrρnA ∼ e−
πc
6β (n− 1

n)l. (C.36)

Agora, para obtermos o resultado para o estado fundamental β → ∞, utiliza-se o

mapeamento conforme l → β
2π

log l,o que nos leva à expressão

TrρnA ∼ l−
c
12

(n−1/n) ⇒ SA ∼ c

6
log l, (C.37)

onde a constante c/6 equivale ao resultado para o problema com condições de contorno

abertas [85]. Se considerarmos condições de contorno fechadas, teremos um fator 2 e o

coeficiente passa a ser c/3. Esta dependência logaŕıtmica com o tamanho l do bloco

foi obtida pela primeira vez utilizando técnicas de teoria de campo conforme[84], onde a

constante c é a carga central da teoria e, posteriormente, foi obtida especificamente para o

modelo XY utilizando métodos de segunda quantização[41, 42]. É importante notarmos

que, durante os cálculos, não foi feita nenhuma especificação do hamiltoniano do sistema.

Trata-se de propriedades universais do emaranhamento em pontos cŕıticos que podem

ser capturadas nesse formalismo e que talvez não fosse posśıvel utilizando o formalismo

canônico. Estes resultados mostram o caráter promissor da utilização do formalismo de

integrais de trajetória no estudo do emaranhamento em sistemas de interesse em f́ısica

da matéria condensada.
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[15] G. Vidal e R. F. Werner Phys. Rev. A 65, 032314 (2002).

[16] P. Rungta, V. Buzek, C. M. Caves, M. Hillery, G. J. Milburn e W. K. Wooters,

Phys. Rev. A 64, 042315 (2001).

[17] F. Mintert, Ph.D. thesis, Ludwig-Maximilians Universität München, München

2004, http://edoc.ub.uni-muenchen.de/archive/00002133.
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