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RESUMO

Nesta tese apresentamos um método para a obtencao da estatistica de contagem de
carga de estruturas mesoscopicas baseado na teoria de matrizes aleatorias e em técnicas
supersimétricas. Através de um poderoso mapa que pode ser estabelecido entre a funcao
geratriz da estatistica de contagem e o modelo sigma nao linear supersimétrico, mostra-
mos que a teoria quantica de circuitos de um ponto quantico ou uma sequéncia deles
conectados a reservatorios de elétrons por barreiras nao ideais pode ser obtida a par-
tir do ponto de sela de tal modelo. Estendemos o formalismo para as trés classes de
Wigner-Dyson de matrizes aleatoérias. Estabelecemos também uma conexao entre os re-
sultados deste formalismo e a teoria de matrizes de espalhamento aleatérias. Aplicamos
a teoria de circuitos obtida de tal formalismo para estudar um sistema hibrido metal
normal-supercondutor (NS) no regime de baixas temperaturas, pequenas voltagens e a
campo magnético nulo. Calculamos a densidade de autovalores de reflexao de Andreev,
que em sistemas NS assume o papel dos autovalores de transmissao do caso normal, e
os trés primeiros cumulantes da estatistica de contagem de uma cavidade cadtica co-
nectada a um reservatério normal e outro supercondutor por barreiras de transparéncia
arbitrarias. Observamos um interessante sinal de uma recentemente estudada transigao
quantica relacionada ao surgimento de modos do tipo Fabry-Pérot dentro da cavidade
quando variamos as transparéncias das barreiras. Estas assinaturas sao mais uma ma-
nifestacao dos efeitos de proximidade do supercondutor. Estudamos também nesta tese
os efeitos de interferéncia quantica nas propriedades de transporte de cadeias de pontos
quanticos. Através de um eficiente método que permite obter correcoes quanticas através
da teoria de circuitos, calculamos a correcao de localizacao fraca dos trés primeiros cumu-
lantes de uma cadeia de pontos quanticos, onde fomos capazes de observar um comporta-
mento anomalo de tais correcoes quando variamos o nimero de cavidades que compoem
o circuito. Calculamos também as flutuacoes universais da condutancia deste sistema.
Finalizamos esta tese estudando um sistema onde a teoria de circuitos ainda nao esta
disponivel: um ponto quantico com uma interface NS na presenga de campo magnético.
Utilizamos a técnica diagramatica de integragao sobre o grupo unitario para calcular os
dois primeiros cumulantes bem como a correcao de localizacao fraca da condutancia deste
sistema. Uma rica fenomenologia foi encontrada quando variamos as transparéncias das
barreiras neste sistema. Comparamos os resultados deste regime com os obtidos a campo
magnético nulo.

Palavras-chave: fenomenos de transporte em sistemas mesoscopicos, matrizes aleatérias,

modelo o nao linear supersimétrico, estatistica de contagem de carga, teoria quantica de
circuitos, efeitos de proximidade.
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ABSTRACT

In this thesis we present a method to obtain the full counting statistic of charge (FCS)
in mesoscopic structures based on random matrices theory and supersymmetric techni-
que. Through a powerful exact map which can be established between the generating
function of FCS and a supersymmetric non-linear ¢ model, we show that the quantum
circuit theory for a quantum dot or an array of them can be obtained by the saddle point
solution of this model. We extend the formalism to all Wigner-Dyson classes of random
matrices. We also establish a connection between our results and the theory of scattering
random matrices. We apply the circuit theory obtained from such formalism to study a
normal metal-superconductor (NS) hybrid system in the regime of low temperatures and
low applied bias with zero magnetic field. We calculate the Andreev reflection eigenva-
lues density, which plays the role of transmission eigenvalues in the normal case, and the
first three cumulants of FCS of a chaotic cavity connected to a normal reservoir and a
superconductor one via barriers of arbitrary transparencies. We observe an interesting
signature of a quantum transition related to the formation of Fabry-Pérot like modes
in chaotic cavities as we vary the barriers’ transparencies. Such signatures are another
manifestation of the superconductor proximity effects. We also study in this thesis the
quantum interference effects in the transport properties of an array of quantum dots.
Through an efficient method which allow us to obtain the quantum corrections from the
quantum circuit theory we were able to observe an anomalous behavior of such correcti-
ons as we increase the number of cavities which compose the circuit. We also calculate
the universal fluctuations of conductance in this system. We finish this thesis presenting
a regime where the quantum circuit theory is not yet available: a quantum dot in the
presence of an NS interface with non-zero magnetic field. We use the diagrammatic tech-
nique of integration over the unitary group to calculate the first two cumulants as well as
the weak localization correction to the conductance of this system. A rich phenomenology
has been found as we vary the barriers’ transparencies in this system. We compare these
results with the results obtained in zero field regime.

Keywords: transport phenomena in mesoscopic systems, random matrices, supersym-

metric non-linear o model, full counting statistic, quantum circuit theory, proximity
effects.

vil



SUMARIO

Capitulo 1—Introducao 1
1.1 Fisica Mesoscopica e Escalas de Energia Relevantes . . . . . .. .. . .. 2
1.2 Fenomenos em Sistemas Mesoscopicos . . . . . . . . . ... 6

1.2.1 Quantizagao da Condutancia . . . . . . . . .. ... .. ... ... 6
1.2.2  Fios Quanticos e Efeitos de Interferéncia Quantica . . . . . . . . . 7
1.2.3 Pontos Quanticos e a Estatistica de Contagem de Carga . . . . . 10
1.2.4 Sistemas Hibridos Metal Normal-Supercondutor e Efeitos de Pro-
ximidade . . . . . . ... 14
1.3 NestaTese . . . . . . . . . 20
1.3.1 Capitulo2 . . . . . .. 20
1.3.2 Capitulod . . . . . . .. 21
1.3.3 Capitulo4 . . . . . . . 21
1.34 Capitulob . . . . . . 21
1.35 Capitulo6 . . . . . ... 22
1.36 Capitulo7 . . . . . . . . 22

Capitulo 2—Formalismo de Matriz-S, Teoria de Matriz Aleatéria, Teoria de
Circuitos... 23
2.1 Formalismo de Matriz-S e Teoria de Landauer-Biittiker . . . . . . . . .. 23

2.1.1 Teoria de Espalhamento em sistemas NS . . . . .. .. ... ... 23
2.2 Teoria de Matrizes Aleatérias . . . . . . . . ... ... 28
2.2.1 Ensembles gaussianos . . . . .. .. ..o 28
2.2.2 Técnica de Supersimetria e TMA . . . . . . ... ... ... ... 31
2.2.3 Matrizes de Espalhamento Aleatérias . . . . . . . ... ... ... 36
2.3 Teoria Quantica de Circuitos . . . . . . . . .. .. ... ... 38
2.3.1 Formalismo de Funcoes de Green de Keldysh . . . . . . . ... .. 38
2.3.2 Aproximacao de Elemento Finito . . . . . . ... ... ... ... 42
2.3.3 No6s e Reservatorios . . . . . . . . . ... Lo 44
234 Conectores . . . . . . . ... 45
2.4 Estatistica de Contagem . . . . . . .. .. .. ... ... ... ... 46
2.4.1 Estatistica de Contagem de Carga . . . . . . . ... .. ... ... 47
2.4.2 A Formula de Levitov-Lesovik . . . . . . .. ... ... ... ... 49
2.4.3 Estatistica de Contagem em Sistemas NS . . . . . . ... .. ... 51
2.4.4 Teoria de Circuitos & Estatistica de Contagem . . . . . . . . . .. 52

viil



SUMARIO ix
Capitulo 3—Teoria Quantica de Circuitos e Estatistica de Contagem ... 53
3.1 Imtroducao ao Formalismo . . . . . .. .. ... ... ... ... ... 53
3.2 Estatistica de Contagem de Carga Através de um Ponto Quantico . . . . 55
3.2.1 Representacao em Termos de um Modeloo . . . . . . . . . . ... 55
3.2.2 Equacgao de Ponto de Sela e a Teoria Quantica de Circuitos . . . . 60
3.3 Estatistica de Contagem de Carga Através de uma Cadeia de Pontos
Quanticos . . . . . .. 64
3.3.1 Representacao em Termos de um Modelo-o. . . . . . . . ... .. 64
3.3.2 Anadlise do Pontode Sela . . . . . ... ... ... ... ... .. 65
3.4 Extensao para Outras Classes de Simetria . . . . . . . .. ... .. ... 67
3.5 Conexao com a Teoria de Matrizes de Espalhamento Aleatérias . . . . . 68
3.5.1 Cavidades Cadticas . . . . . . . . . . . ... .. ... ... 69
3.5.2 Fios Quanticos . . . . . ... 70
3.6 Versao Keldyshiana da Teoria de Circuitos . . . . . . . .. ... ... .. 73
Capitulo 4—Aplicacao da Estatistica de Contagem em Sistemas NS... 7
4.1 Estatistica de Contagem e Teoria de Circuitos para sistemas NS . . . . . 7
4.2 Densidade Média de Autovalores de Reflexao de Andreev . . . . . . . .. 80
4.2.1 Barreiras Simétricas (71 =T2) . . . . . . . 80
4.2.2  Juncoes de Tunelamento (77,7, <1) . . . . . .. ... ... ... 81
4.2.3 Contato Ideal (T; = 1) e Barreira arbitraria . . . . . ... .. .. 82
4.3 Analise dos Cumulantes da Estatistica de Contagem... . . . . . . . . . .. 83
4.4 Outras Assinaturas da Transicao Quantica . . . . . . . . ... ... ... 91
Capitulo 5—Localizacao Fraca e Flutuacdes via Teoria de Circuitos... 96
5.1 Cadeias: Regime Semiclassico . . . . . .. ... ... ... ... .. ... 97
5.1.1 Cadeias Homogéneas . . . . . . .. . . ... .. ... .. ..... 97
5.1.2 Cadeias Heterogéneas . . . . . . . . . . . ... ... ... ..... 103
5.2 Correcoes Quanticas para Cadeias de Pontos Quanticas . . . . . . . . .. 109
5.2.1 O Formalismo . . . . . . . . .. ... 110
5.2.2  Célculo dos Autovalores de M para uma Cadeia Homogénea . . . 115
5.3 Localizacao Fraca e Flutuacoes para um Ponto com Barreiras... . . . . . 124
5.4 Aplicacao em Sistemas NS . . . . . . . . ... .. 127
Capitulo 6—Técnica diagramatica: Aplicacao em Sistemas NS na Presenca de
Campo Magnético 131
6.1 Formalismo de matriz-S para Sistemas NS Revisitado . . . . . . . . . .. 131
6.2 Parametrizacao de Estube para Sistemas NS . . . . .. .. .. ... ... 134
6.3 Observaveis NS e a Técnica Diagramética . . . . . . . .. .. ... ... 135
6.3.1 Condutancia NS . . . . . . .. ... .. ... . 136
6.3.2 Poténcia de Ruido de Disparo NS . . . . . .. ... ... .. ... 141
6.4 Localizacao Fraca da condutancia . . . . . . . ... .. .. ... .. ... 143



SUMARIO

Capitulo 7—Conclusoes e Perspectivas

Apéndice A—Super-algebra

Apéndice B—Média da Matriz-S

Apéndice C—Parametrizacdo da Supermatriz Fonte () ;
Apéndice D—Coeficientes da expansao de gys(c)

Apéndice E—Parametrizacao das Matrizes de Voltagem 2 x 2

Referéncias Bibliograficas

149

153

155

156

158

160

162



1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

LISTA DE FIGURAS

Representacao do modelo de reservatérios do formalismo de Landauer. A
regiao espalhadora S é conectada aos reservatorios por guias ideais con-
tendo canais abertos de propagacao. Os reservatérios estao em equilibrio
termodinamico e sao descritos por fungoes distribuigoes f;(T, p;), onde p;
¢ o potencial quimico em cada reservatério. Um fluxo de corrente atraves-
sard a regiao S quando estabelecemos uma diferen(;a entre os potenciais
quimicos dos reservatorios. e .
Diferentes regimes de transporte em sistemas mesoscopicos em funcao dos
comprimentos caracteristicos da amostra. e e e
Quantizacao da condutancia em constrigoes. A esquerda temos o com-
portamento tipo escada da condutancia medida vs. a voltagem aplicada
na constricao. O inset apresenta algumas dimensoes utilizadas no experi-
mento da ref. [7]. A direita apresentamos um zoom da constricio feita por
microscopia eletronica de varredura. e
Na figura (a) apresentamos um fio quantico de 75nm de comprlmento felto
de uma heteroestrutura semicondutora. Vemos também um aparato de
medicao Hall de quatro terminais. Cada ponto estd a aproximadamente
2pm de distancia do fio. Na figura (b) é mostrado um fio quantico feito de
silicone de 1.5um de comprimento suspenso em um filme altamente dopado
de silicone. As letras “S” e “D” representam a fonte e o dreno de cargas
respectivamente enquanto G; e (G5 representam pontas de voltagem.

Na figura (a): comportamento da magneto-resisténcia quando variamos
o campo magnético em um fio quantico difusivo de comprimento 100um
para varios valores de espessura do fio e temperaturas. O maximo na
magneto-resisténcia para campo magnético nulo é a assinatura do efeito
de localizacao fraca. Também podemos observar o fenémeno de localizagao
fraca na condutancia em constri¢oes, como é mostrado na figura (b). Na fi-
gura (c): flutuagoes universais da condutancia em um fio de ouro de 310nm
de comprimento e 25nm de espessura a 10mK. O valor quadrado médio da
flutuagao é 0.3Gy que é muito préximo do valor calculado teoricamente [15].

x1



LISTA DE FIGURAS

1.6

1.7

1.8

1.9

1.10

A esquerda é mostrado um desenho esquematico de um ponto quantico

construido na interface de um heterojuncao semicondutora de GaAs/AsGaAs.

As estruturas em amarelo sao os eletrodos que controlam o acoplamento
entre o ponto e os reservatorios. A figura a direita apresenta a imagem
de um ponto quantico. As setas em vermelho indicam as regioes onde
os elétrons entram e deixam o ponto. Tanto o formato do ponto quanto
o acoplamento do mesmo com os reservatorios pode ser feito variando a
voltagem aplicada nos eletrodos. Figura retirada de [21]. . . . . . . . ..
Figura (a) produzida por microscopia de forga atomica de um ponto quantico
acoplado a dois contatos ’S” e ’D’ e na proximidade de um ponto de contato
e de trés portoes de voltagem, G1, G2 e P cuja finalidade é controlar o
acoplamento entre a cavidade e contatos e a condutancia do ponto de con-
tato. As voltagens G1 e G2 também sao usadas para controlar o nimero de
elétrons dentro da cavidade. E aplicada uma voltagem V entre a fonte (S)
e o dreno (D) do ponto quantico. Na figura (b) apresentamos a corrente
que atravessa o ponto de contato em funcao do tempo, que corresponde
a flutuacdo no nimero de elétrons dentro da cavidade entre N e N + 1.
As setas indicam os eventos de entrada de um elétron dentro do sistema.
Figura retirada daref. [35].. . . . . ... ...
Distribuigao do nimero de elétrons (figuras (a) e (b)) que entram na ca-
vidade durante um tempo Ty. As duas figuras correspondem a dois con-
juntos distintos de valores de taxas de tunelamento, obtidos para uma
voltagem de G1 fixa. O segundo (c) e terceiro (d) cumulantes normaliza-
dos da estatistica de contagem sao apresentados em termos do parametro
de assimetria a = (I's — I'p)/(I's + 'p). Cada ponto experimental é ob-
tido executando a média sobre 50 valores da grandeza com a voltagem de
G1 variando no seguinte intervalo 1.5 < Viz; < 3mV. As linhas sélidas
correspondem aos valores teéricos [36]. O inset da figura (d), mostra a
dependéncia de a com a voltagem Vg;. Figura retirada da ref. [35].
Mecanismo de reflexdo de Andreev: um elétron (e) vindo da regiao me-
tal normal (N) com energia inferior ao potencial de emparelhamento (A),
encontra a interface NS e é refletido como um buraco (h) com aproxima-
damente mesma energia e momento. Um par de Cooper (2e) é absorvido
pelo condensado supercondutor. . . . . .. ... L.
Magnitude F, do gap induzido em metais normais devido a proximidade do
condensado supercondutor em funcao do comprimento da regiao normal.
O inset apresenta a densidade de estados em funcao da energia em dois
pontos do fio: x = 0 (interface NS) e x = dy (extremo do fio). No inset
também observamos como o espalhamento devido ao spin-flip destréi o gap
quando aumentamos sua intensidade I'yf. Figura retirada da ref. [46].

x1i
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LISTA DE FIGURAS

1.11 A figura (a) mostra o comportamento de resisténcia de um fio conectado a

2.1

2.2

2.3

4.1

4.2

4.3

um supercondutor quando variamos o comprimento do mesmo, para diver-
sos valores de I'. A figura (b) apresenta o comportamento da condutancia
diferencial de um juncao de Nb-InGaAs quando variamos a voltagem apli-
cada ao sistema para varias temperaturas. O pico em voltagem nula é
uma assinatura da coeréncia de fase entre elétrons e buracos. Na figura (c)
temos um fio de ouro de 1um em contato com nidbio na fase supercondu-
tora. Na figura a esquerda temos o comportamento da magneto-resisténcia
quando variamos o campo magnético a temperatura de 50mK. A geometria
do sistema ¢ apresentada no inset. A direita temos as flutuagoes universais
da condutancia da amostra no caso NS (0.4 < B < 1.9T) e no caso normal
(B1<B<IT). . o oo

Sistema NS composto por guias de ondas I e IT perfeitos. O guia I conecta
um reservatoério de quase-particulas, com potencial quimico u, a esquerda
do guia, a regiao metalica desordenada D. O guia II conecta a regiao D ao
condensado supercondutor S que também tem a fungao de reservatério de
quase-particulas. . . . ...
Representacao de um circuito quantico: trés reservatorios caracterizados
pelos indices 1, 2 e 3 interligados aos dois nds (4 e 5) por conectores. Cada
conector é caracterizado por um conjunto de autovalores de transmissao
{T,}. Asmatrizes de voltagem G, » 3 que descrevem os reservatorios estao
fixas. As matrizes de voltagem dos nés CVT’Z-:475 sao obtidos através da lei de
conservacao de corrente matricial incluindo as correntes de “perda’”, que
sao representadas pelo acoplamento de cada né com um terminal ficticio.
Figura retirada da referéncia [80]. . . . . . . . ... ... .. ...
Distribui¢ao binomial para N = 10 e I' = 0.4. As setas em vermelho
representam os dois primeiros cumulantes que correspondem a média e a
variancia respectivamente. As setas verdes apresentam esquematicamente
o significado do terceiro (assimetria) e quarto (curtose) cumulantes.

Densidade média de autovalores vyg(z) para Ty = 1 e Ty = 1 (linha sélida),
Ty = 0.8 (linha tracejada), To = 0.5 (linha tracejada-pontilhada), 75 = 0.3
(linha pontilhada). O inset mostra o comportamento de vyg(x) dividido
e/ para To = 0.5, . . . . .
Diagrama ilustrando as diversas regioes correspondentes aos diferentes re-
gimes de transporte quando variamos os parametros 77 e Tp. As linhas
solidas correspondem as curvas ( = 1 e ( = (p que delimitam a regiao
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Avancos consideraveis no entendimento da estrutura da matéria foram realizados du-
rante todo o século passado devido a criacao e desenvolvimento da mecanica quantica.
Poderiamos sem exagero nomear o século XX como o século da mecanica quantica, que
nao so inaugurou um novo paradigma na fisica basica como também abriu os horizontes
para um estrondoso desenvolvimento tecnologico que nos tirou da era das véalvulas e nos
levou para a era dos transistores e dos materiais semicondutores. Apesar de nos encontrar-
mos ainda nos primeiros anos do século XXI nao seria nenhum absurdo se o chamarmos
de século da nanociéncia. A nanociéncia tem como objetivo construir e controlar dispo-
sitivos em escala atomica. Obviamente para atingir esse objetivo a nanociéncia assume
um carater interdisciplinar nunca antes visto na histéria da ciéncia. Nesta tese estare-
mos interessados em um ramo particularmente interessante da nanociéncia: a fisica do
transporte quantico. Tal ramo da ciéncia tem como objetivo estudar as propriedades de
diferentes regimes do transporte eletronico em nanoestruturas, que nao necessariamente
dependem da composicao atomica da estrutura e como o adjetivo sugere, nao pode ser
explicada inteiramente pela fisica classica.

A fisica do transporte quantico possui duas importantes escalas que permitem sepa-
rar os seus diversos regimes: o quantum de condutancia Gy = 2¢%/h, que depende de
constantes universais da natureza (carga eletronica e constante de Plank); e escalas de
energia. As escalas de energia podem ser divididas em duas classes: as controlaveis expe-
rimentalmente, e.g. temperatura (kgT') e voltagem aplicada a nanoestrutura; escalas de
energias internas da estrutura e. g. energia relacionada ao livre caminho médio eldstico ou
relacionada ao espagamento médio de niveis dentro da estrutura. Os diferentes regimes
de transporte quantico sao determinados pelas relagoes entre as diversas escalas internas
e nao pelas dimensoes da nanoestrutura.

Mais especificamente nesta tese estamos interessados em um subtopico da nanociéncia
que teve seu inicio na década de 1980: a fisica mesoscopica. O principal objetivo desta
area consiste em estudar assinaturas quanticas no transporte semiclassico em nanoes-
truturas [1, 2]. Estas nanoestruturas sao tipicamente feitas de metais ou formadas
através de um géas bidimensional de elétrons formado na interface de heterojuncoes se-
micondutoras. O nome mesoscopica foi escolhido de forma a enfatizar a importancia
das escalas intermedidrias que encontram-se entre o mundo do micro, governado pela
mecanica quantica e o mundo do macro, governado pela fisica classica. O que torna a
fisica de transporte quantico mais abrangente que a fisica mesoscépica é que nunca foi
encontrado uma separacao nitida entre a escala micro e a meso. Efeitos presentes nas pro-
priedades de transporte de heteroestruturas semicondutoras (estruturas mesoscopicas),
também sao encontrados em estruturas formadas por poucos atomos. Desta forma o
termo mesoscopico é comumente utilizado como referéncia ao crossover entre o regime de
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transporte quantico e classico, enquanto a fisica do transporte quantico tornou-se o termo
utilizado para a fisica dos efeitos quanticos nas propriedades de transportes de estruturas
em escalas atomicas a nano.

Iniciamos este capitulo com uma breve introducao a fisica mesoscépica, onde apresen-
taremos de forma sucinta a teoria de Landauer-Biittiker, que foi o primeiro formalismo
tedrico construido para o estudo de fendomenos mesoscopicos. Apresentamos e discutimos
também as principais escalas de energia relacionada a fisica mesoscépica.

1.1 FIiSICA MESOSCOPICA E ESCALAS DE ENERGIA RELEVANTES

Nos anos de 1980 tornou-se possivel construir estruturas onde suas dimensoes carac-
teristicas sao menores que seu livre caminho médio. Em heteroestruturas semiconduto-
ras de GaAs/GaAlAs é possivel, em baixas temperaturas uma mobilidade da ordem de
10%cm?/Vs, que leva a um livre caminho médio eldstico da ordem de 10um e a um livre
caminho médio inelédstico, que esta relacionado com o comprimento caracteristico que o
elétron percorre sem perder a coeréncia de fase por espalhamento inelastico, ainda maior.
Isto significa que neste regime de transporte, novos fenomenos surgem devido a coeréncia
de fase eletronica e a teoria de transporte de Boltzmann nao é mais capaz de produzir
resultados concordantes com os experimentos.

Estas estruturas de dimensoes reduzidas sao por muito autores chamadas de disposi-
tivos mesoscopicos, onde o prefixo “meso” é utilizado para acentuar uma das principais
propriedades desses sistemas que é sua caracteristica intermedidria entre o mundo do
“micro” (escalas atomicas) e o “macro”, onde o transporte é essencialmente descrito pela
equagao de Boltzmann. De forma rigorosa nao podemos associar a fisica mesoscépica a
fisica de uma escala de comprimento intermediaria. A fisica mesoscopica esta intima-
mente relacionada a um regime de transporte onde a coeréncia de fase eletronica durante
o processo de transmissao de carga ¢ um ingrediente fundamental. Como veremos, de-
pendendo de algumas escalas de energia que definiremos adiante, podemos ter estruturas
mesoscopicas da ordem de alguns nanometros até centenas de nanometros.

Historicamente os trabalhos tedricos que inauguraram esta drea foram realizados por
Landauer [3, 4], e tiveram como principal contribui¢ao conceitual a mudanga na visdo
do problema de transporte eletronico numa rede unidimensional. No tratamento de Lan-
dauer uma corrente constante é injetada na amostra e a questao basica passa a ser qual
seria a distribuicao nao homogénea de campos na amostra como resposta ao fluxo de
elétrons. A amostra passa entao a ser vista como um centro espalhador e a condutancia
pode ser interpretada como uma medida do coeficiente de transmissao. Para garantir um
fluxo constante através da amostra, Landauer introduziu o conceito de reservatérios que
sao conectados a regiao “espalhadora” por guias de conducao perfeitos, caracterizados
por um nimero N de modos transversais (canais) de propagagao, e tém a fungao de gerar
uma forca termodinamica através de um gradiente de potencial quimico, tirando assim o
sistema do equilibrio e o levando a um regime de transporte. Os reservatorios sao formal-
mente descritos por suas fungoes de distribuigao de equilibrio fi(7, p1) e fo(7T, o), onde pq
e j13 sao os potenciais quimico e 1" é a temperatura, que assumiremos ser a mesma nos dois
reservatorios. Na figura (1.1) apresentamos o “circuito” que representa o modelo de reser-
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Figura 1.1 Representacao do modelo de reservatérios do formalismo de Landauer. A regido
espalhadora S é conectada aos reservatorios por guias ideais contendo canais abertos de pro-
pagacao. Os reservatérios estdo em equilibrio termodinamico e sao descritos por funcoes dis-
tribuigoes f; (T, u;), onde p; é o potencial quimico em cada reservatério. Um fluxo de corrente
atravessard a regiao S quando estabelecemos uma diferenca entre os potenciais quimicos dos
reservatorios.

vatérios do formalismo de Landauer. O reservatorio é na verdade um objeto puramente
conceitual, pois nao pode ser construido isoladamente em um laboratério, no entanto
¢ um ingrediente indispensavel na formulacao de Landauer pois introduz caracteristicas
como irreversibilidade e dissipacao que estao sempre presentes nos experimentos.

Landauer mostrou [4] que a condutancia de um condutor unidimensional, medida por
4 pontas de prova, é dada por g = GoT/R, para o caso de apenas um canal aberto em
cada um dos guias. Os coeficientes T e R sao os coeficientes de transmissao e reflexao
respectivamente do condutor, visto como um tnico centro espalhador e Gy = 2¢2/h, é
o quantum da condutancia. A extensao para o caso de N canais abertos foi obtida por
Biittiker [5] e para uma medi¢ao com 2 pontas de prova é dada por

g= GOTr(ttT), (1.1)

onde t é matriz de transmissao N X N que conecta as amplitudes do fluxo incidente
nos varios canais do lado esquerdo da regiao desordenada com as amplitudes do fluxo
que sai pelo canais do lado direito. Os autovalores da matriz tt formam o conjunto de
autovalores de transmissiao da regiao espalhadora, denotados por {7;; i = 1,..., N}. Esta
expressao é conhecida como férmula de Landauer-Biittiker e durante os 1ltimos 20 anos
tem sido utilizada para descrever uma enormidade de sistemas mesoscépicos alguns dos
quais iremos tratar na préxima secao. Para um revisao mais detalhada do formalismo de
Landauer-Biittiker recomendamos o livro-texto de fisica mesoscépica de S. Datta [6], que
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apresenta o formalismo de forma bem elementar e acessivel.

Antes de apresentarmos alguns fenomenos tipicos de sistemas mesoscopicos, gos-
tarfamos de apresentar algumas escalas de energia importantes neste regime de trans-
porte. A primeira escala de energia que surge em sistemas confinados microscopicos
esta relacionada a discreteza dos niveis de energia nessa estrutura. A posigdo precisa
de cada nivel de energia dependerd dos detalhes da nanoestrutura. A escala de energia
que caracteriza esta discreteza quantica é o espacamento médio entre niveis, 5. Outra
escala importante em fisica mesoscépica esta relacionada a discreteza da carga eletronica.
A energia de carregamento, Ec esta relacionada ao custo energético para adicionarmos
um elétron a nanoestrutura. A energia de carregamento é expressa em termos da ca-
pacitancia da nanoestrutura C, Ec = ¢?/C. As escalas internas § e Ec deixam de ser
escalas relevantes em estruturas macroscopicas, enquanto que para escalas atomicas elas
sao tipicamente da ordem de 1eV e 10eV, respectivamente.

Além das escalas de energias internas, devemos levar em conta também a condutancia
da nanoestrutura em relacao ao quantum de condutancia, Gy. No regime G > Gy muitos
elétrons atravessam a nanoestrutura e permanecem pouco tempo dentro da mesma de tal
maneira que nao sentem a influéncia das escalas de energia discutidas acima. Este regime
de transporte é conhecido como regime de transporte coerente semiclassico. Esse regime
introduz uma nova escala de energia: a energia de Thouless, E1y. A energia de Thouless
em sistemas abertos (ver fig. (1.1)) esta relacionada ao inverso do tempo de permanéncia
(Tperm) do elétron dentro da nanoestrutura através do principio da incerteza de Heisenberg
que relaciona escalas de energia e de tempo, AEAt ~ h. A energia de Thouless é pro-
porcional a condutancia da nanoestrutura através da seguinte relagdo, Ety, ~ (G/Gp)d.
Essa energia também pode ser utilizada como parametro para a validade da caracteristica
universal de algumas propriedades de transporte de sistemas mesoscopicos. Para obser-
varmos este fato, definimos mais uma escala de energia: a energia ergddica, Fey. Essa
escala de energia esta relacionada com o inverso do tempo que o elétron gasta para ex-
plorar toda a nanoestrutura, que ¢ conhecido como tempo ergddico, 7. Em sistemas
fechados, onde nao ha entrada nem saida de elétrons, esta energia é exatamente igual
a energia de Thouless. Se a energia de Thouless é bem menor que a energia ergddica,
ou equivalentemente Tperm > Terg, as propriedades de transporte nessas nanoestruturas
sao universais, ou seja nao dependem do formato especifico nem do grau de impureza
da mesma. Quando a condutancia da amostra é bem menor que o quantum de con-
dutancia G < Gg, o evento de transmissao de elétrons torna-se raro, ocorrendo apenas a
transferéncia de um elétron por vez de forma incoerente. Este regime é conhecido como
bloqueio coulombiano e a escala E¢- torna-se a escala mais relevante do sistema.

E também instrutivo observar os diversos regimes de transporte mesoscopico anali-
sando as escalas de comprimento caracteristicos ao invés das escalas de energia. Tais
comprimentos sao listados abaixo:

1. Comprimento de onda de Fermi, \g:

Esté relacionado ao nivel de Fermi pela relacdo, Ap = h/v/2mep. Tipicamente
varia de alguns angstroms em metais a centenas de angstroms em heteroestruturas
semicondutoras.
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balistico difusivo localizado

Figura 1.2 Diferentes regimes de transporte em sistemas mesoscopicos em funcao dos compri-
mentos caracteristicos da amostra.

2. Livre caminho médio elastico, [:

E a distancia média que o elétron viaja até sofrer uma colisao elastica. Este com-
primento varia de alguns angstroms em ligas amorfas a uma dezena de microns em
heteroestruturas semicondutoras.

3. Comprimento de localizacao eletrénica, ¢:

Mede a extensao espacial das fungoes de onda eletronicas. Para condutores metalicos,
estas funcoes se estendem sobre toda a amostra, ao passo que em isolantes elas de-
caem exponencialmente a partir do chamado centro de localizacao.

4. comprimento de coeréncia de fase, L:

Eo comprimento ao longo do qual a fase da funcao de onda nao relaxa. E associado
a esse comprimento o tempo de relaxagao de fase 7,. O valor de L, cresce com a
diminuicao da temperatura e é a escala mais importante para o surgimento de
efeitos mesoscépicos.

Em geral para amostras em baixas temperaturas temos, A\p < [ < < Lg. Neste caso,
existem trés regimes de transporte distintos descritos abaixo (ver também fig. (1.2)):

a Regime balistico:

Ocorre quando L, que é o comprimento da amostra, ¢ menor que o livre caminho
médio elastico (L < [). No regime balistico os elétrons viajam através da estru-
tura tipicamente sem sofrer colisoes com espalhadores elasticos. Neste regime o
comprimento de coeréncia de fase é dado por Ly = vpTy.

b Regime difusivo:



1.2 FENOMENOS EM SISTEMAS MESOSCOPICOS 6

te’rnh)

ONDUC TANC

GATE VOLTAGE (V)

(a) Figura retirada da ref. [7] (b) Figura retirada da ref. [8]

Figura 1.3 Quantizagdo da condutancia em constrigoes. A esquerda temos o comportamento
tipo escada da condutancia medida vs. a voltagem aplicada na constrigao. O inset apresenta
algumas dimensoes utilizadas no experimento da ref. [7]. A direita apresentamos um zoom da
constricao feita por microscopia eletronica de varredura.

Para | < L < &, o sistema estd no regime difusivo, pois o elétron sofre diversas
colisoes elasticas antes de escapar da amostra. Para este regime de transporte
Ly = +/DT,, onde D ¢é a constante de difusao da amostra.

¢ Regime localizado:

Quando § < L < Ly, o sistema encontra-se no regime localizado. A amostra neste
regime comporta-se como um isolante.

Na préoxima segao trataremos dos principais sistemas mesoscopicos de grande interesse
atual tanto em estudos tedricos como experimentais. Analisaremos também os principais
fenémenos relacionados a estes sistemas.

1.2 FENOMENOS EM SISTEMAS MESOSCOPICOS

Discutiremos agora alguns exemplos de sistemas mesoscopicos de grande interesse
tedrico e experimental. Para cada estrutura iremos também apresentar um fenomeno
mesoscépico tipico.

1.2.1 Quantizacao da Condutancia

A primeira constatagdo da validade da férmula de Landauer-Biittiker (1.1) foi a des-
coberta do fenomeno de quantizagao da condutancia em uma constricao a baixas tem-
peraturas, figura (1.3), observado por dois grupos experimentais independentemente em
1988 [7, 9]. Essas constri¢oes sao criadas introduzindo pontos de contatos (ver inset e
a figura (1.3(b))) que tém como objetivo “separar” em duas partes o gas de elétrons
formado na interface da heterojungao semicondutora GaAs/AlGaAs. A condutancia é
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medida entre essas duas regioes. A largura W da constricao pode ser controlada através
da voltagem aplicada aos pontos de contato. O que se observa nessa estrutura é que a
medida que a largura W da constrigao diminui a condutancia decresce na forma de de-
graus, ver figura (1.3(a)), onde cada degrau tem altura do quantum de condutancia Go,
que ¢ o resultado esperado quando aplicamos a férmula de Landauer para esse sistema

ge = GoN (1.2)

onde N ¢ o numero de canais de propagacao da constricao e esta relacionado com a
largura da constricdo pela seguinte relacdo N ~ k;W/m, onde kf é o mdédulo do vetor
de onda de Fermi, que em metais é muito grande o que resulta em N > 1 e portanto
resisténcias de contato muito pequenas. Ja em semicondutores o comprimento de onda
de Fermi ¢ tipicamente ~ 30nm que permite fazer o fator k;W bem menor que no caso
de metais permitindo a observacao desses degraus.

1.2.2 Fios Quanticos e Efeitos de Interferéncia Quantica

Quando o comprimento do sistema mesoscopico é menor do que o comprimento de
coeréncia de fase devemos levar em conta os efeitos de interferéncia quantica nesses sis-
temas. Considere duas funcdes de onda com a seguinte forma geral ¥; = A;e’®. Quando
essas duas ondas sao combinadas, temos que a densidade de probabilidade é dada por

P = |t + ol = |A1|* + | A + 4| A7 Az| cos (¢ — ¢o). (1.3)

Na maioria dos casos podemos desprezar o termo que depende da diferenca da fase, pois o
comprimento de coeréncia é¢ bem menor que o comprimento da amostra e sua contribuigao
acaba desaparecendo quando executamos a média em ensemble para obtermos os efeitos
macroscopicos. Em estruturas mesoscopicas isso nao ocorre e muitos efeitos devido a
interferéncia quantica foram observados. Apresentamos aqui dois efeitos de interferéncia
quantica: a localizagao fraca e as flutuagoes universais da condutancia.

Para apresentar esses dois fenomenos mesoscépicos apresentaremos mais uma nano-
estrutura amplamente estudada em fisica mesoscépica: o fio quantico. A figura (1.4)
apresenta duas imagens de microscopia eletronica de varredura de dois fios quanticos.
A direita apresentamos um fio de 75nm de comprimento feito através de um gas de
elétrons bidimensional criado na interface de uma heterojuncao GaAs-AlGaAs. A es-
querda apresentamos o segundo fio quantico de silicone de aproximadamente 1.5pum de
comprimento suspenso em um filme altamente dopado de silicone. Os fios quanticos pos-
suem comprimentos bem maiores que o livre caminho médio elastico, logo o transporte
nessas estruturas é difusivo e a baixas temperaturas tem um comprimento de coeréncia
de fase bem maior que seu comprimento, de tal forma que podemos observar efeitos de
interferéncia quantica em suas propriedades de transporte.

A contribuicao de localizagao para um fio quantico pode ser vista na figura (1.5(a)).
Nesta figura é apresentado o comportamento da magneto-resisténcia de um fio de 100pum
de comprimento, para diversos valores de espessura e temperaturas, em funcao da campo
magnético. A assinatura da localizacao fraca pode ser vista como o excesso da magneto-
resisténcia a campo nulo. O uso desse termo vem da visao de localizacao como a reflexao
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(a) Figura retirada da ref. [10]. (b) Figura retirada da ref. [11].

Figura 1.4 Na figura (a) apresentamos um fio quantico de 75nm de comprimento feito de
uma heteroestrutura semicondutora. Vemos também um aparato de medigao Hall de quatro
terminais. Cada ponto estd a aproximadamente 2um de distancia do fio. Na figura (b) é
mostrado um fio quéantico feito de silicone de 1.5um de comprimento suspenso em um filme
altamente dopado de silicone. As letras “S” e “D” representam a fonte e o dreno de cargas
respectivamente enquanto G e G2 representam pontas de voltagem.

total das particulas por uma barreira de potencial. Nesse caso a reflexdo é parcial e
as particulas nao estao verdadeiramente localizadas e portanto essa interacao fraca cria
apenas resisténcia adicional, que é conhecida como contribuicao de localizagao fraca para
a resistencia. O efeito de localizacao é devido a interferéncia construtiva entre pares de
trajetérias conjugadas revertidas no tempo. O regime de localizacao fraca é caracterizado
pela alta sensitividade ao relaxamento da fase. Quando aplicamos um campo magnético
capaz de quebrar a simetria de reversao temporal os pares de trajetorias conjugadas
revertidas no tempo nao interferem mais construtivamente suprimindo assim o efeito.
Para mais detalhes sobre a corregao de localizagao fraca recomendamos as referéncias [16,
17]. Para um fio quantico cujo comprimento é muito maior que o livre caminho médio
elastico, L > [, a condutancia é dada por [15]

g/GO = g - %7 (1'4)
onde o primeiro termo nada mais é que o a lei de Ohm para um fio de comprimento L.
O segundo termo é a correcao de localizacao fraca. Note que essa correcao é da ordem
da unidade enquanto o termo principal é linear com o niimero de canais. Quando saimos
do regime L < L4 e entramos no regime onde o comprimento do fio ¢ bem maior que
comprimento de coeréncia de fase, a localizacao deixa de ser constante e passa a depender

do inverso do tamanho do fio [17]:
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(c) Figura retirada da ref. [14]

Figura 1.5 Na figura (a): comportamento da magneto-resisténcia quando variamos o campo
magnético em um fio quantico difusivo de comprimento 100pm para varios valores de espessura
do fio e temperaturas. O mdaximo na magneto-resisténcia para campo magnético nulo é a
assinatura do efeito de localizacao fraca. Também podemos observar o fenomeno de localizagao
fraca na condutancia em constrigoes, como é mostrado na figura (b). Na figura (c): flutuagoes
universais da condutancia em um fio de ouro de 310nm de comprimento e 25nm de espessura a
10mK. O valor quadrado médio da flutuacao é 0.3Gy que é muito préximo do valor calculado

teoricamente [15].
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. —1/3; L<<L¢,
gut/Co = { ~Ly/L: L> Ly. (1:5)

O efeito de localizacao fraca também pode ser visto em fios curtos como mostra a fi-
gura (1.5(b)). Uma queda acentuada na condutancia de uma constrigdo de comprimento
de L = 730nm é observada quando o campo magnético aplicado é nulo. O valor tedrico
para fios curtos no regime L < L, é —1/4 [18].

Observa-se experimentalmente que a condutancia de um sistema mesoscépico flutua
com amplitude universal de amostra para amostra, em funcao do campo magnético ou
da energia de Fermi. Estas flutuagdes nao sao ruido dependente do tempo, mas sim um
padrao completamente reprodutivel numa mesma amostra. O cardter universal deste
efeito consiste no fato da amplitude das oscilagbes ser sempre da ordem de Gy [19],
independente da amostra e do valor médio da condutancia da mesma. Aquecendo a
amostra, modificamos a configuracao de impurezas e portanto o espectro de flutuagoes
¢ modificado quando resfriamos a amostra novamente. Na figura (1.5(c)) apresentamos
as flutuagoes universais da condutancia em um fio de ouro de 310nm de comprimento e
25nm de espessura a 10mK. A variancia da condutancia que foi medida em [14] para
esse fio é bem préxima do valor tedrico de (2/15)GZ, obtido por Mello em [15]. Os
fenomenos de interferéncia quantica independentes do tempo estudados aqui também
aparecem em outros sistemas quanticos como pontos de contatos [ver figura (1.5(b))]
em anéis nanoscépicos de ouro [14] e em pontos quanticos [20]. Falaremos mais sobre
os pontos quanticos na préxima secao onde apresentaremos o fenomeno de flutuacgao
dependente do tempo em sistemas mesoscopicos devido a discreteza da carga eletronica,
conhecido na literatura como ruido de disparo.

1.2.3 Pontos Quanticos e a Estatistica de Contagem de Carga

Os pontos quanticos sao dispositivos que consistem de uma regiao condutora espaci-
almente delimitada por regioes isolantes na qual ocorre transporte coerente de elétrons.
Tipicamente pontos quanticos sao produzidos a partir de materiais semicondutores e tém
dimensoes de 100nm que é bem menor que o livre caminho médio elastico, que em hete-
roestruturas semicondutoras ¢ da ordem de 100um, de tal forma que o transporte nessas
estruturas é essencialmente balistico. Na figura (1.6) apresentamos um ponto quantico
tipico construido de um gas de elétrons bidimensional na interface de uma heteroestrutura
semicondutora de GaAs/AlGaAs. As setas vermelhas na figura a direita representam os
locais de entrada e saida dos elétrons. Os eletrodos (partes amarelas da figura a esquerda),
além de confinar os elétrons dentro da cavidade, também definem os pontos de contato
que acoplam o ponto quantico aos reservatorios. A intensidade do acoplamento entre
reservatorios e ponto é definida através do controle da voltagem aplicada aos eletrodos.

Vaérios fenomenos observados em pontos quanticos assemelham-se aos observados
em atomos e nucleos, tais como niveis de energia quantizados devido ao confinamento
eletronico, estruturas de camadas e caos quantico. De forma simples diz-se que um sis-
tema quantico é cadtico quando a dinamica classica correspondente é cadtica. O interesse
no estudo de dispositivos cadticos reside no fato de que suas propriedades sao universais,
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Figura 1.6 A esquerda é mostrado um desenho esquematico de um ponto quantico construido
na interface de um heterojungao semicondutora de GaAs/AsGaAs. As estruturas em amarelo
sao os eletrodos que controlam o acoplamento entre o ponto e os reservatorios. A figura a direita
apresenta a imagem de um ponto quantico. As setas em vermelho indicam as regides onde os
elétrons entram e deixam o ponto. Tanto o formato do ponto quanto o acoplamento do mesmo
com os reservatérios pode ser feito variando a voltagem aplicada nos eletrodos. Figura retirada
de [21].

dependendo apenas da existéncia ou auséncia de certas simetrias fundamentais e de certas
relacoes entre as escalas de tempo do dispositivo. Para mais informagao sobre aspectos
experimentais e fenomenos relacionados a fisica dos pontos quanticos recomendamos a
revisao sobre o assunto que pode ser encontrada na ref. [22]. No final dessa subsecao
iremos tratar de um fenomeno muito interessante tanto na fisica das cavidades cadticas
como de outros sistemas aqui ja apresentados: as flutuagoes dependentes do tempo da
corrente que atravessa uma estrutura mesoscépica.

Em 1918 Walter Schottky [23] através de experimentos com tubos de raios cadticos,
onde todas as fontes de ruidos espirios sao eliminadas, percebeu que dois tipos de ruido
permaneciam quando medimos a corrente elétrica que passa por essa estrutura. O pri-
meiro é conhecido como ruido de Johnson e Nyquist ou simplesmente, ruido térmico e é
devido a agitacao térmica dos elétrons e esta presente em todos os condutores. O segundo
tipo de ruido observado por Schottky é conhecido como ruido de disparo e é devido a
discreteza da carga dos portadores de corrente elétrica. Diferentemente do ruido térmico,
o ruido de disparo nao é observado em todo tipo de condutor.

O ruido é caracterizado por sua densidade espectral ou espectro de poténcia P(w), que
é dado pela transformada de Fourier em frequéncia da fungao correlacao corrente-corrente
que em nanoestruturas pode ser escrita como

Plw) = /OO dte™ (5I(t + to)dI(t) + 61(1)81(t + o)), (1.6)

—00

onde, 6I(t) = I(t) — (I(t)) é o operador corrente e a média (...) é a média sobre o
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ensemble estatistico ou, equivalentemente, uma média sobre o tempo inicial £, e sobre o
estado quantico dos reservatérios. O ruido de Nyquist, caracterizado por temperatura
diferente de zero e voltagem nula aplicada a nanoestrutura é dado por, P = 4kgTG,
onde GG é a condutancia da nanoestrutura. Esse resultado pode ser obtido diretamente
do teorema dissipagao-flutuagao, ver a ref. [24] para uma dedugao.

O ruido de disparo é bem mais informativo que o ruido térmico, pois nos dé informacao
sobre as correlacoes temporais dos elétrons que nao estao contidas na condutancia. O
ruido de disparo pode ser expresso em termos dos autovalores de transmissao da amostra,
T, através da equagao descrita abaixo [25]

P=eVGo Y m(l—T), (1.7)

para canais completamente abertos, 7,, = 1, ou fechados 7,, = 0, o processo de trans-
ferencia nao é aleatorio, pois ou os elétrons sao todos transmitidos ou refletidos o que
leva a P = 0. Para juncoes de tunelamento, que sao caracterizadas por 7, < 1, a ex-
pressao acima se reduz a Ppyisson = €V G, que é o valor esperado para um processo de
Poisson, onde os elétrons transmitidos sao descorrelacionados. Observamos que o ruido
descrito pela equagao (1.7) é sempre menor que o poissoniano. Isto ocorre pois a poténcia
de ruido de disparo é sempre suprimida pelas correlagoes eletronicas devido ao principio
de exclusao de Pauli. Essa supressao é caracterizada pelo fator de Fano F' = P/ Ppgisson,
que ¢ a razao entre o ruido da nanoestrutura dividido pelo ruido poissoniano

M‘ (1.8)
Zn Tn

Para condutores simples o fator de Fano assume valores universais: F = 1/3 para fios
difusivos [26] e F' = 1/4 para cavidades cadticas simétricas [27, 18], caracterizadas pelo
mesmo numero de canais de transmissao nos guias de entrada e saida dos elétrons. Esses
resultados foram obtidos via formalismos tedricos dos mais diversos e foram constata-
dos experimentalmente. Outro resultado bastante interessante com relagao ao ruido de
disparo em cavidades cadticas que foi constatado tanto experimentalmente [28] quanto
teoricamente [29], diz respeito a dependéncia do fator de Fano desses sistemas com a
razao entre o tempo de permanéncia (7Tpem) dentro da cavidade e o tempo de Ehren-
fest (7r), que controla a transi¢do gradual entre os comportamentos cldssico e quantico
dentro da cavidade. Como temos visto durante esta subsecao, o ruido de disparo é uma
grandeza fisica com caracteristica puramente quanticas, pois esta intimamente relacio-
nado a estatistica dos portadores de carga. Foi verificado experimentalmente, ref. [28]
que o ruido de disparo desaparece no regime de 7g > Tpem. Nesse regime a particula
permanece um tempo muito curto dentro da cavidade e nao “sente” os efeitos quanticos
devido ao alargamento do pacote de onda dentro da mesma, se comportando como uma
particula classica. O fator de Fano para cavidades cadticas levando em conta essa razao
entre escalas tempo foi calculado teoricamente na ref. [29] e é dado por:

F=

1
F= Ze_TE/TPe”“. (1.9)
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Podemos observar da eq. (1.9) que quando o tempo de permanéncia do elétron dentro
da cavidade é muito longo, Tpem — 00, 0 fator de Fano tende ao valor universal 1/4,
que apresentamos anteriormente. Quando temos Tg > Tperm 0 fator de Fano é nulo,
que sinaliza a auséncia dos efeitos quanticos nas propriedades de transporte da cavidade.
Nesta tese, estaremos sempre interessados no limite oposto, 7z — 0, onde os efeitos
quanticos sao perceptiveis. Existem varias revisoes sobre o ruido de disparo em fisica
mesoscopica, algumas delas podem ser encontradas nas referéncias [30, 31, 32].

Vimos que o ruido de disparo origina-se da natureza aleatéria do processo de trans-
feréncia de carga. Podemos em principio medir essa transferéncia em tempo real e através
de tais resultados calcular a média da corrente e o ruido de disparo. Vimos também que
o ruido é bem mais informativo sobre as propriedades de espalhamento da nanoestru-
tura que simplesmente a média da condutancia. Das mesmas medidas que utilizamos
para calcular o ruido de disparo, poderiamos calcular também a distribuicao completa
do processo de transferéncia de carga na nanoestrutura e os momentos de maior ordem
nessa distribuigao podem ser analisados para obtermos ainda mais informagao. Levitov
e Lesovik estudaram a funcao distribuicao completa da carga transmitida através de um
condutor mesoscopico [33, 34]. Esta fungao, P(n,Ty) nos da a probabilidade de que exa-
tamente n elétrons sejam transmitidos através da nanoestrutura durante um tempo de
observacao Ty. Como veremos nos proximos capitulos desta tese, é mais vantajoso traba-
lharmos com uma fungao caracteristica x(\, 7p) ao invés da funcao distribuigao P(n, Tp).
Essas fungoes estao relacionadas pelas seguintes equagoes:

1o
X\, Ty) = ZP n,Tp)e™ | P(n,Ty) = g/ dAe " (A, Ty). (1.10)

Os momentos dessa distribuicao podem ser calculados através de derivagoes com relacao
ao parametro A da fungao caracteristica

0
(ng(Th)) anP n,Ty) = lim(—~

lim (-~ ) X\, Tp). (1.11)

A corrente média que atravessa o sistema é dada por I = e(ny(7p))/T), a poténcia de
ruido de disparo é dada por P = 2e? limp, o0 ((n2(Tp)) — (n1(Tp))?)/To.

Recentemente foi medido experimentalmente a estatistica de contagem das flutuagoes
de corrente em um ponto quantico semicondutor através de um aparato de contagem
de elétrons que “atravessam” a cavidade [35] no regime de bloqueio coulombiano onde
a condutancia da nanoestrutura é bem menor que o quantum de condutancia, G < Gy.
Nesse regime apenas um elétron por vez pode entrar na nanoestrutura, o que garante a
eficdcia do esquema de contagem proposto na ref. [35]. A deteccdo da presenca ou nao
do elétron dentro da cavidade ¢é feita através de um ponto de contato, ver figura (1.7).
No experimento uma voltagem é aplicada entre a “fonte” e “dreno” de elétrons do ponto
de contato e é medida a corrente que passa através do mesmo. Esta corrente depende
do nimero de elétrons N que atravessam a cavidade. Esse aparato experimental permi-
tiu a obtencao da funcao distribuicao de probabilidade de N elétrons que atravessam a
cavidade, P(N,Ty) num dado tempo de medigao Ty em funcao dos acoplamentos com
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Figura 1.7 Figura (a) produzida por microscopia de forga atomica de um ponto quantico
acoplado a dois contatos 'S’ e "D’ e na proximidade de um ponto de contato e de trés portoes de
voltagem, G1, G2 e P cuja finalidade é controlar o acoplamento entre a cavidade e contatos e a
condutéancia do ponto de contato. As voltagens G1 e G2 também sao usadas para controlar o
ntimero de elétrons dentro da cavidade. E aplicada uma voltagem V entre a fonte (S) e o dreno
(D) do ponto quantico. Na figura (b) apresentamos a corrente que atravessa o ponto de contato
em funcao do tempo, que corresponde a flutuacao no nimero de elétrons dentro da cavidade
entre N e N + 1. As setas indicam os eventos de entrada de um elétron dentro do sistema.
Figura retirada da ref. [35].

a fonte (I's) e dreno (I'p) de elétrons da cavidade, ver figura (1.8). As taxas de tu-
nelamento I'g e I'p sao calculadas através da média do tempo de entrada e saida do
elétron na nanoestrutura, respectivamente, durante um longo tempo de observagao [37],
1/Tgmpy =1 / Lingout) = <7}n(out)>. Tais parametros podem ser ajustados variando as volta-
gens G1 e G2. Na figura (1.8) também é apresentado uma comparagao entre os resulta-
dos experimentais para o ruido de disparo e o terceiro cumulante com resultados tedricos
obtidos na referéncia [36] para o regime de bloqueio coulombiano. O mesmo grupo expe-
rimental que desenvolveu esse aparato de medicao da estatistica de contagem em ponto
quanticos conseguiu em 2007 medir até o quinto cumulante [38]. Neste mesmo trabalho
também ¢é discutido varios problemas com respeito a deteccao de elétrons em um detector
realistico, o que gera evidentemente discrepancias com resultados tedricos que assumem
detectores perfeitos.

Encerramos nossa apresentacao de fenomenos e sistemas mesoscépicos analisando sis-
temas hibridos metal normal-supercondutor (NS) que sao de grande interesse atual. Nes-
tes sistemas teremos a acao combinada de efeitos de coeréncia de fase devido as escalas
mesoscopicas do lado normal e os efeitos de coeréncia de fase presente em supercondutores
macroscopicos.

1.2.4 Sistemas Hibridos Metal Normal-Supercondutor e Efeitos de Proximidade

Nesta subsecao discutiremos como as propriedades de transporte em nanoestruturas
sao modificadas quando a mesma encontra-se conectada a um reservatorio supercondutor.
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Figura 1.8 Distribui¢do do ntmero de elétrons (figuras (a) e (b)) que entram na cavidade
durante um tempo Ty. As duas figuras correspondem a dois conjuntos distintos de valores de
taxas de tunelamento, obtidos para uma voltagem de G1 fixa. O segundo (c) e terceiro (d)
cumulantes normalizados da estatistica de contagem sao apresentados em termos do parametro
de assimetria a = (I's — I'p)/(I's + I'p). Cada ponto experimental é obtido executando a
média sobre 50 valores da grandeza com a voltagem de G1 variando no seguinte intervalo
1.5 < Vg1 < 3mV. As linhas sélidas correspondem aos valores teéricos [36]. O inset da figura
(d), mostra a dependéncia de a com a voltagem Vg;. Figura retirada da ref. [35].

Um supercondutor possui algumas propriedades bem diferentes do metal normal. Abaixo
de uma certa temperatura critica T, a resisténcia eletronica é nula nesses materiais. Os
supercondutores mais comuns sdo produzidos a partir de aluminio (Al) e niébio (Nb).
Elementos alcalinos, metais nobres e metais magnéticos nunca se tornam supercondu-
tores. Supercondutores também possuem a propriedade de serem diamagnéticos ideais:
campos magnéticos fracos nao penetram o supercondutor, esse fato é conhecido como
o efeito Meissner. Campos magnéticos intensos destroem a supercondutividade. Para
mais detalhes sobre as propriedades dos supercondutores, recomendamos o livro-texto do
Tinkham [39].

Em 1957 Bardeen, Cooper e Schrieffer (BCS) [40, 41] propuseram um modelo mi-
croscopico, que ficou conhecido como teoria BCS, que tem como seu grande sucesso a
explicacao das propriedades dos supercondutores convencionais em termos de um niimero
minimo de parametros experimentais. Nesta teoria, mostrou-se que uma interagao atra-
tiva entre elétrons, mesmo fraca, causa uma instabilidade no estado fundamental de um
gas eletronico levando a formacao de pares de elétrons ligados ocupando estados com
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momento linear e spins opostos. Esse par de elétrons recebe o nome de par de Cooper. A
constatacao via uma teoria microscopica desta quase-particula de carga 2e, como a porta-
dora de carga no supercondutor confirmou as especulacoes de teorias fenomenologicas pre-
decessoras. Para formacao de um estado ligado entre elétrons é necessario um mecanismo
que forneca atracao entre os elétrons suficiente para “vencer” a repulsao coulombiana. Em
metais essa atracao é possivel devido a interacao elétron-fonon. A atracao entre elétrons
mediada por fonons tem a forma de um potencial local, V,_,, = —(2A/v)d(r; —r3), onde
A é uma constante de interacao elétron-fonon. A atracao so é efetiva para frequéncias
menores que a frequéncia tipica dos fonons wp. Se essa atracao compensa a interacao
coulombiana, a interacao liquida entre os elétrons é atrativa e o metal sofre uma transicao
para um estado supercondutor a baixas temperaturas. O estado fundamental de elétrons
com interacao atrativa é um estado ligado com energia F = —2A, onde

A = hwpe VA, (1.12)

Esta grandeza desempenha um papel importante na teoria da supercondutividade e é
conhecida como potencial de emparelhamento [39].
O espectro de excitagoes de um supercondutor tem a seguinte forma:

6= /A+ &2, (1.13)

onde, &, sdo as excitacoes de quase-particulas (elétrons e buracos) em um metal normal.
Vemos da equagao (1.13) que nao hé excitacoes de quase-particulas dentro do supercon-
dutor para energias inferiores a A. Em particular, se um metal normal é conectado a
um supercondutor, os elétrons do lado normal com energias inferiores ao potencial de
emparelhamento do supercondutor nao podem penetrar o lado supercondutor. Portanto,
para voltagens e temperaturas inferiores a A, nenhum fluxo de elétrons pode atravessar o
supercondutor. No entanto a condutancia através desses sistemas nao € nula, isso porqué
nas interfaces NS com F < A (mediremos a energia do elétron a partir da energia de
Fermi) o mecanismo de transferéncia de carga se da por um processo de reflexdo pouco
usual: um elétron vindo do lado normal em dire¢ao ao lado supercondutor é “refletido” ao
lado normal como uma excitacao tipo buraco. Enquanto esse processo conserva energia,
também introduz um mecanismo de conversao de carga, e — —e, quebrando assim a sime-
tria de conservagao de carga no lado normal. Isso implica que um par de Cooper de carga
2e é absorvido pelo condensado supercondutor. Este processo é chamado de reflexao de
Andreev [42] e é o mecanismo responsavel pela transferéncia de carga do lado normal para
o lado supercondutor. Formalmente a reflexao de Andreev consiste na reflexao de uma
excitacao eletronica levemente acima do nivel de Fermi no metal normal, com componente
nao nula de momento na direcao normal a interface, como uma excitacao tipo buraco le-
vemente abaixo do nivel de Fermi, ou vice-versa, ver figura (1.9). O buraco refletido tem
o momento aproximadamente igual ao do elétron incidente, hk, = hk. — 2E/vp. Para
E < Ep temos, kj, ~ k. ~ kp. Contudo a velocidade dos buracos (v;, = i~ (OF/0ks)),
tem sinal oposto ao do elétron, j4 que o buraco afasta-se da interface NS.

O elétron e buraco correlacionados pelo mecanismo de Andreev mantém coeréncia de
fase na regiao normal a uma distancia de aproximadamente 1um o que causa sensiveis
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Figura 1.9 Mecanismo de reflexdo de Andreev: um elétron (e) vindo da regido metal normal
(N) com energia inferior ao potencial de emparelhamento (A), encontra a interface NS e é
refletido como um buraco (h) com aproximadamente mesma energia e momento. Um par de
Cooper (2¢e) é absorvido pelo condensado supercondutor.

mudangas nas propriedades de equilibrio e nao equilibrio do metal normal. Esses efeitos
sao conhecidos como efeitos de proximidade. O efeito de proximidade é caracterizado pela
existéncia de uma amplitude nao nula de emparelhamento, definida como a média quanto-
mecanica do produto de operadores de destruicao de elétrons no ponto r, ()4+(r)y,(r)), no
lado normal (as setas verticais dizem respeito & componente de spin de cada operador).
Deve-se distinguir esta amplitude de emparelhamento do potencial de emparelhamento,
que é nulo no lado normal devido a auséncia de interacao atrativa entre elétrons.

Nas propriedades de equilibrio de um metal normal de comprimento d, o efeito de
proximidade supercondutor se manifesta como o surgimento de um “gap” na densidade
de estados na regiao préxima a interface. Isto se deve ao fato de que os elétrons no lado
normal estao sempre se movendo e, eventualmente, atingem a interface NS e portanto
interagem com o potencial de emparelhamento. Espera-se que essa interacao reduza
a densidade de estados do lado normal, ji que do lado supercondutor nao ha quase-
particulas abaixo do gap. Na figura (1.10) apresentamos resultados teéricos para um fio
de comprimento dy em contato com um condensado supercondutor [43]. O tamanho do
gap E, cai quando o comprimento do fio aumenta. No inset observamos que o formato
da densidade de estados depende do tamanho do fio, mas a magnitude do gap nao.
Observamos ainda do inset da figura (1.10) que espalhamentos que invertem o spin do
elétron sao responsaveis pela supressao do gap da densidade de estados. Os resultados
apresentados na figura (1.10) estao de acordo com os experimentos da referéncia [44]. O
gap na densidade de estado também foi encontrado em ponto quanticos conectados a um
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Figura 1.10 Magnitude E; do gap induzido em metais normais devido a proximidade do
condensado supercondutor em funcao do comprimento da regiao normal. O inset apresenta a
densidade de estados em fungao da energia em dois pontos do fio: x = 0 (interface NS) e z = dy
(extremo do fio). No inset também observamos como o espalhamento devido ao spin-flip destréi
o gap quando aumentamos sua intensidade I';¢. Figura retirada da ref. [46].

supercondutor na presenga de um campo magnético [45]. Diferentemente do caso sem
campo onde a densidade de estados tende ao inverso do espagamento médio entre niveis
— 1/ quando E — 0, quando aplicamos um campo magnético nesse sistema a densidade
tende a zero para energia nula.

As propriedades de nao equilibrio de um dispositivo mesoscépico também sao modi-
ficadas pela presenca de uma interface com um supercondutor. Considere a resisténcia
de um fio feito de um metal normal de comprimento L. Pela lei de Ohm sua resisténcia
deve crescer monotonicamente com L. Quando conectamos esse fio a um supercondutor
através de uma barreira de tunelamento, com coeficiente de transmissao I, a resisténcia
do mesmo passa a exibir um minimo quando L ~ [/T" [47], onde [ é o livre caminho médio
eldstico do fio, ver figura (1.11(a)). Este minimo é um exemplo do efeito de proximidade
da interface NS e desaparece quando a coeréncia de fase entre elétron e buraco é que-
brada, o que pode ser provocado quando aumentamos a voltagem aplicada ao sistema.
Este minimo da resisténcia estd associado com a transicdo entre os regimes I'~! para
['~2 para a dependéncia da resisténcia com a transparéncia da barreira. A dependéncia
tipo ['™2 é esperada para o tunelamento num supercondutor, que é um processo de duas
particulas. J4 a dependéncia tipo I'"! ¢é surpreendente. E como se o buraco refletido pelo
processo de Andreev atravessasse a barreira sem sofrer reflexao. Este fenomeno recebeu
o nome de tunelamento sem reflexdo.

Uma outra assinatura do efeito de proximidade pode ser vista nas curvas carac-
teristicas I — V' em juncoes de Nb-InGaAs, caracterizados por um coeficiente de trans-
missao ' < 1, figura (1.11(b)). Um pico largo é observado no regime de baixas tempe-
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(c) Figura retirada da ref. [50].

Figura 1.11 A figura (a) mostra o comportamento de resisténcia de um fio conectado a um
supercondutor quando variamos o comprimento do mesmo, para diversos valores de I'. A figura
(b) apresenta o comportamento da condutancia diferencial de um jungao de Nb-InGaAs quando
variamos a voltagem aplicada ao sistema para varias temperaturas. O pico em voltagem nula
é uma assinatura da coeréncia de fase entre elétrons e buracos. Na figura (c¢) temos um fio de
ouro de lpym em contato com nidébio na fase supercondutora. Na figura a esquerda temos o
comportamento da magneto-resisténcia quando variamos o campo magnético & temperatura de
50mK. A geometria do sistema é apresentada no inset. A direita temos as flutuagoes universais
da condutancia da amostra no caso NS (0.4 < B < 1.9T) e no caso normal (3.1 < B < 9T).
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raturas e a campo magnético nulo nesse sistema a voltagem nula [49]. Isso ocorre pois
em sistemas NS quando aplicamos uma voltagem a nanoestrutura destruimos a coeréncia
elétron-buraco. O resultado é um pico na curva 91 /0V —V préximo de V' = 0, que desa-
parece quando aumentamos a temperatura ou aplicamos um campo magnético. A medida
que a transparéncia desta barreira vai aumentando, o pico em V = 0 se transforma em
um pequeno declive, correspondendo a correcao de localizacao fraca nesse sistema. E bom
lembrar que em sistemas normais nao seria possivel observar correcao de localizagao fraca
em curvas I — V', pois a aplicagao de uma voltagem nao é capaz de quebrar a simetria de
reversao temporal.

Observa-se também as flutuagoes universais da condutancia em sistemas hibridos. No
estado normal a condutancia flutua de amostra para amostra com uma variancia que
independe do tamanho bem como do grau de desordem da mesma. Em sistemas NS
também sao observadas tais flutuagoes. Na figura (1.11(c)) apresentamos dois graficos
obtidos por Hecker et al. [50] para uma amostra NS que consiste em um fio de ouro de
1pm de comprimento em contato com um filme de Niébio na sua fase supercondutora. A
figura (1.11(c)) contrasta as amplitudes de oscilacao da condutancia em func¢do do campo
magnético aplicado para duas situacgoes: quando o campo magnético aplicado é inferior
ao campo critico do Nidbio (valor onde o Nidbio deixa de ser supercondutor), mostrando
que as amplitudes de oscilagao neste regime sao bem mais acentuadas que no caso normal,
quando o campo magnético aplicado é maior que o campo critico.

Existem varias revisoes sobre sistemas hibridos NS e efeitos de proximidade. Para
uma revisao com enfoque mais tedrico recomendamos as referéncias [18, 46, 48]. Uma
boa revisao mais voltada ao carater experimental desses sistemas pode ser encontrada na
referéncia [51]. Na proxima segao encerraremos este capitulo, apresentando, capitulo por
capitulo, os principais objetivos desta tese.

1.3 NESTA TESE

Apresentamos agora os principais objetivos desta tese. De modo geral estaremos
interessados nas propriedades de transporte de pontos quanticos, isolados ou conectados
em série na presenca de contatos nao ideais. Analisaremos também esses sistemas na
presenca de uma interface NS. Os objetivos de cada capitulo sao descritos abaixo.

1.3.1 Capitulo 2

Neste capitulo iniciaremos o tratamento matematico dos sistemas e fenomenos me-
soscopicos apresentados nesta introducao. Trataremos de duas classes de formalismos
tedricos: os puramente quanticos e os formalismos semicldssicos. Para a primeira classe
apresentaremos o formalismo de matrizes de espalhamento, aplicado a uma interface
hibrida NS e o formalismo de matrizes aleatérias aliado a técnica supersimétrica que per-
mite a execugao das médias em ensembles dessas matrizes. Posteriormente, trataremos do
método das fungoes de Green quase-classicas como um exemplo de métodos semiclassicos,
validos apenas para o regime G > (Gy. Apresentaremos de forma sucinta o caminho que
leva desse formalismo a teoria de elemento finito, que permite separar os sistemas me-
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soscopicos em varios elementos discretos similar a uma teoria de circuitos convencional.
Finalizamos este capitulo com uma breve introducao a férmula de Levitov-Lesovik, que
descreve a estatistica de contagem de carga em uma nanoestrutura arbitraria e sua co-
nexao com a teoria de circuitos mesoscépica, que tem como grande mérito fornecer uma
maneira sistematica e eficiente de obter os cumulantes da estatistica de contagem.

1.3.2 Capitulo 3

No capitulo 3 apresentamos uma formulagao da estatistica de contagem de carga
através de uma sistema mesoscopico, utilizando o formalismo de matrizes aleatorias e
técnicas de supersimetria. Através de um poderoso mapa que pode ser estabelecido entre
a funcao geratriz da estatistica de contagem e o modelo ¢ nao linear supersimétrico,
mostramos que a teoria quantica de circuitos de um ponto quantico conectado a barreiras
nao ideais pode ser obtida do ponto de sela de tal modelo o. Analisamos também o caso
de uma sequéncia de pontos quanticos conectados em séries. Generalizamos o formalismo
para outras classes de universalidade de matrizes aleatorias. Uma conexao é estabelecida
entre os resultados deste formalismo e a teoria de matrizes de espalhamento aleatorias.
Finalizamos este capitulo com uma comparacao do nosso formalismo baseado em modelo
o nao linear e o formalismo de fungoes de Green quase-classicas desenvolvido no capitulo
2. Os resultados deste capitulo foram obtidos em colaboragao com A. F. Macedo-Junior
e encontram-se publicados na ref. [52].

1.3.3 Capitulo 4

Neste capitulo aplicamos a teoria quantica de circuitos obtida no capitulo anterior
para estudar um sistema hibrido metal normal-supercondutor no regime de baixas volta-
gens aplicadas, baixas temperaturas e a campo magnético nulo. Neste regime é possivel
obter a estatistica de contagem de um sistema NS através da teoria de circuitos desen-
volvida para sistemas normais. Calculamos a densidade de autovalores de reflexao de
Andreev, que em sistemas NS faz o papel dos autovalores de transmissao, e os trés pri-
meiros cumulantes da estatistica de contagem de um ponto quantico conectado a um
reservatério normal e um outro supercondutor por barreiras de transparéncias arbitraria.
Observamos um interessante sinal de uma transigao quantica relacionada ao surgimento
de modos do tipo Fabry-Pérot dentro da cavidade, estudada na ref. [53], quando vari-
amos as transparéncias das barreiras. Estas assinaturas sao mais uma manifestacao do
efeito de proximidade supercondutora. Os resultados foram comparados com simulagoes
numéricas de ensembles de matrizes-S e encontram-se em perfeita concordancia. Estes
resultados foram publicados na ref. [54].

1.3.4 Capitulo 5

Estudamos neste capitulo as correcoes quanticas a teoria de circuitos para uma cadeia
de pontos quanticos conectados em série, utilizando o método desenvolvido por Campag-
nano e Nazarov [55], que permite obter tais corregoes utilizando a a¢ao semi-classica que
descreve a estatistica de contagem de carga em um sistema mesoscépico combinada com
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um engenhoso esquema de duplicagao da dimensao das fungoes de Green que descrevem
os pontos quanticos. E introduzida uma matriz cuja a finalidade é “misturar” os dois
blocos da funcao de Green duplicada e os modos cooperon e difuson, responséaveis pelas
correcoes quanticas, sao obtidos do coeficiente do termo de segunda ordem na expansao
desta matriz de mistura. Estudamos as correcoes de localizacao fraca dos trés primei-
ros cumulantes da estatistica de contagem desta cadeia, onde fomos capazes de observar
um curioso comportamento anomalo de tais corre¢oes quando variamos o nimero de ca-
vidades que compoem o circuito. Estudamos também a variancia da condutancia que
também pode ser obtida seguindo o esquema proposto em [55]. Estendemos também o
formalismo para incluir uma interface NS no regime de baixas voltagens e temperaturas a
campo magnético nulo. Muitos dos resultados obtidos neste capitulo foram comparados
via simulagao numérica desenvolvida por F. A. G. Almeida e outros métodos analiticos
desenvolvidos por S. Rodriguez-Pérez.

1.3.5 Capitulo 6

Este capitulo é reservado para um exemplo onde ainda nao temos uma teoria de cir-
cuitos disponivel para obter a estatistica de contagem: uma cavidade cadtica na presenca
de uma interface NS com um campo magnético aplicado capaz de quebrar a simetria de
reversao temporal. Sem esta simetria o esquema de renormalizacao utilizado no capitulo
4, que permite obter os observaveis do caso NS da teoria de circuitos do caso normal, nao
¢ mais valido e portanto devemos aplicar um outro formalismo. O formalismo escolhido
neste capitulo foi a técnica diagramatica de integracao sobre o grupo unitario desenvolvido
por Brouwer e Beenakker [56]. Esta técnica aliada a uma conveniente parametriza¢ao
da matriz espalhamento do sistema nos permitiu calcular a média da condutancia e a
poténcia de ruido de disparo deste sistema, como também nos possibilitou calcular a con-
tribuigao de localizagao fraca para condutancia. Uma rica fenomenologia foi encontrada
quando variamos as transparéncias das barreiras neste sistema. Comparamos os resulta-
dos deste regime e os obtidos no capitulo 4. Estabelecemos também uma comparacao do
ponto de vista de eficiéncia entre a técnica diagramatica e a teoria de circuitos. Os resul-
tados deste capitulo foram obtidos em colaboracao com S. Rodriguez-Pérez e esperamos
submeter um artigo para um periédico internacional brevemente.

1.3.6 Capitulo 7

No capitulo 7 fazemos uma recapitulacao dos principais resultados obtidos nesta tese.
Apresentamos também algumas perspectivas de extensao destes resultados para a inclusao
de ingredientes relevantes a fisica mesoscopica atual que ficaram de fora desta tese.



CAPITULO 2

FORMALISMO DE MATRIZ-S, MATRIZES
ALEATORIAS, TEORIA DE CIRCUITOS E
ESTATISTICA DE CONTAGEM

2.1 FORMALISMO DE MATRIZ-S E TEORIA DE LANDAUER-BUTTIKER

Vamos nesta secao discutir os principais pontos do estudo de transporte eletronico em
sistemas mesoscopicos através do formalismo de matriz-S. Nesta abordagem a condugao
eletronica em sistemas mesoscopicos é tratada como um problema de espalhamento [57],
no qual a condutancia do sistema é expressa em termos da probabilidade de transmissao
dos elétrons através da amostra. No formalismo de espalhamento um sistema mesoscopico
¢ descrito por uma matriz S que relaciona as amplitudes das fungoes de ondas espalha-
das com as incidentes e desempenha um papel fundamental na teoria de transporte de
Landauer-Biittiker [4, 5].

O formalismo de Landauer-Biittiker relaciona as propriedades de transporte do sis-
tema as propriedades do problema de espalhamento subjacente. Para uma descrigao
histérica de todos os passos que culminaram nesse formalismo, bem como uma deducao
da férmula de Landauer através da teoria da resposta linear, recomendamos a ref. [58]. O
formalismo de Landauer-Biittiker aplica-se a uma enormidade de efeitos observados em
sistemas mesoscopicos tais como, efeito Hall quantico, fenéomenos de localizagao, trans-
porte no regime de localizacao forte, tunelamento por barreira dupla etc. O grande
mérito de tal formalismo é o de nos capacitar a estudar um tépico tao complexo como é o
transporte quantico em condutores desordenados e cadticos utilizando apenas mecanica
quantica em primeira quantizacao.

Abaixo discutiremos alguns aspectos importantes da teoria de matriz-S' e o formalismo
de Landauer-Biittiker aplicado a sistemas hibridos metal normal-supercondutor (NS) que
¢é de fundamental importancia para o desenvolvimento de capitulos posteriores desta tese.

2.1.1 Teoria de Espalhamento em sistemas NS

Apresentamos agora uma pequena revisao sobre a teoria de espalhamento para siste-
mas mesoscopicos NS, desenvolvido por Beenakker [48, 59]. A necessidade de uma teoria
especifica para sistemas NS surge como consequéncia da existéncia de coeréncia de fase
entre particulas e buracos acoplados pela reflexdao de Andreev numa interface NS. Esta
coeréncia introduz efeitos de proximidade no transporte de quase-particulas nestes sis-
temas. A teoria de espalhamento nos fornece uma maneira simples de implementar as
simetrias de conservacao do fluxo e simetria particula-buraco no formalismo de trans-
porte pois baseia-se em conceitos basicos da fisica quantica tais como a funcao de onda
em primeira quantizacao e suas condig¢oes de contorno nas interfaces.

23
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Figura 2.1 Sistema NS composto por guias de ondas I e II perfeitos. O guia I conecta um
reservatério de quase-particulas, com potencial quimico pu, a esquerda do guia, a regiao metalica
desordenada D. O guia IT conecta a regiao D ao condensado supercondutor S que também tem
a funcao de reservatério de quase-particulas.

A geometria do nosso sistema estd descrita na figura (2.1) e consiste em uma regiao
desordenada (sistema mesoscépico) adjacente a um supercondutor (regiao a direita da
figura (2.1)) e ligado a um reservatério de quase-particulas de potencial quimico u (regiao
a esquerda da figura), admitimos também uma separacao espacial entre as interfaces
reservatorio-dispositivo e dispositivo-supercondutor via guias metalicos perfeitos. Nesta
configuracao temos o espalhamento devido as impurezas da regiao desordenada separada
espacialmente do espalhamento de Andreev.

Os estados de espalhamento com energia F sao autofungoes das equagoes de Bogoliubov-
de Gennes (ver referéncia [60] para uma dedugao dessas equagoes):

(e S0 (i) =2 () -

onde definimos H, = p?/2m + U(F) e H, = —H} como os hamiltonianos de particulas e
buracos de Bogoliubov, respectivamente. Utilizaremos uma fungao degrau para modelar
o potencial de emparelhamento

A7) = Nge™O(7). (2.2)

Esse modelo é conhecido na literatura como condicao de contorno rigida e as condigoes
para sua validade podem ser encontradas na referéncia [61]. Tal condigdo garante que
as nao-uniformidades do potencial de emparelhamento nao afetem a dinamica das quase-
particulas. Essa condicao ¢ cumprida em nossa abordagem se considerarmos a resis-
tividade do sistema mesoscépico bem maior que a resistividade do supercondutor ma-
croscopico.

Nos guias ideais a equagao de BdG se reduz as equagoes de Schrodinger separadas
para elétrons e buracos
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Nos guias hd um forte confinamento nas diregoes transversais (y,z), o que resulta em
niveis discretos de energia que sao caracterizados por um numero inteiro n. Os n-ésimos
modos de propagacao de elétrons e buracos com energia £ sao representados pela seguinte
funcao de onda

eiiki(h)x

en)(T) = Xa(y; 2)—(h) , (2.4)
ke

n

o

)

onde os sinais £ indicam qual a direcao de propagacao da quase-particula e L =
V2m/h2(u — €, + (—)F) é a componente do momento na direcio de propagacio. A
fungao x,(y, z) é a fungao de onda transversal no n-ésimo modo com energia €,.

As fungoes de onda de elétrons e buracos podem ser escritas de forma compacta
através da seguinte definicao:

T
LI~ LIT LI =
CI’e(h)(T) = ( 901,e(h)(7"> ‘PNe(h)<7"> ) . (25)
Por simplicidade assumiremos que cada guia suporta o mesmo ntimero de modos trans-

versais V. Podemos escrever cada elemento de @&%(F ) na base {goffe(h) ()} através da
seguinte relagao:

{ Pre(™) = an o (7)) + ay 05 o (7); (2.6)
Squ,h(F) = b;,iSOI,h(F) + b:,i%;,hor), .
onde o indice 7 define os guias [ e I1. Daqui por diante podemos tratar o problema de
espalhamento em termos dos coeficientes aj, ; e by, ;, utilizando as matrizes de espalhamento
2N x 2N que relacionam as amplitudes de fluxo que entram na regiao desordenada com
as que saem da mesma:

+ — /
ay _( % Lo [ Te te
Se ( a]_[ ) - ( a}i-l ) ) Se - < te Té ) . (27)

onde r, (r)) conecta as amplitudes de fluxo refletidas com as incidentes no guia I (I71) e t,
(t)) conecta as amplitudes de fluxo transmitidas para o guia I/ (I) com as amplitudes in-
cidentes no guia I (I7). Uma equagao similar pode ser escrita para os buracos, S;,. Devido
a conservacgao do fluxo de carga, as matrizes S, sdo unitarias, (S}S,) = 1y (0 = eouh).
Essas matrizes também satisfazem & seguinte relagao de simetria S,(B) = SI'(—B), onde
B é o campo magnético aplicado ao sistema. Tomando o complexo conjugado da segunda
relacdo da eq. (2.6) e da defini¢do da matriz S, e posteriormente fazendo as seguintes
substituigoes &2 — —E e ¢}, — ¢, obtemos as seguintes relagoes entre os coeficientes ay, ;
e by

+ + \x - - )
anI:<an) anI:(an) ;
k] ) « _ I _7 % 28
{ a:zr,u = (b:,n) A1 = (bn,n) ) (28)
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e a seguinte entre as matrizes de espalhamento:

Sn(E) = 5:(—E). (2.9)

Vamos considerar que a energia FE do elétron incidente na interface NS medida em
relacao ao nivel de Fermi Er encontra-se no intervalo 0 < E < A, de modo que nao ha
transmissao de corrente dissipativa no lado supercondutor e o tinico processo de trans-
feréncia de carga ocorre pelo mecanismo de reflexao de Andreev. A matriz de reflexao de
Andreev é dada por:

+ - -
a;;r \ _ ( ar ) _ 0 e
(i) () (2 9) e

Como estaremos lidando com apenas uma interface NS podemos tomar a fase do potencial
de emparelhamento igual a zero sem perda de generalidade. Dessa forma a matriz Sy
fica constante com coeficientes fora da diagonal principal igual a r’ = i. E conveniente
definir o vetor 2/N-dimensional que contém os coeficientes de transmissao de elétrons e
buracos num determinado guia, ¢ = (a, b¥)”. Em termos deste vetor podemos escrever
a matriz da regiao I que governa a reflexao de quase-particulas, seja pelo mecanismo de

Andreev, seja devido a impurezas em todo o dispositivo:

Scf =¢;; S = < Pee  Teh ) : (2.11)

The Thh

A matriz que descreve espalhamento devido as impurezas é dada por

-+ — /
Cr . Cr ] . r t
w()-(5)0-(5) e

onde cada submatriz de Sp é diagonal, ja que esse tipo de espalhamento nao converte
particula em buraco:

(e O , ([t O , [t O\ , (71 0
7“_(0 rh>’t_(0t’h>’t_<0th)’r_(0 v ) (2.13)

A relagao entre a matriz S e as matrizes Sy e Sp é obtida através de simples manipulagoes
algébricas e é dada por

S=r+ t,SA(l — T'/SA)ilt. (2.14)

Da equagao (2.14) obtemos a submatriz de espalhamento de interesse para jungdes NS,
que relaciona as amplitudes de reflexao de buracos no guia I com as amplitudes dos
elétrons emitidos nesse guia, ., em termos das submatrizes da matriz Sp. Para fazermos
conexao entre 7y, € 08 observaveis de transporte, devemos utilizar a teoria de Landauer-
Biittiker para sistemas NS. Uma boa revisao sobre esse assunto pode ser encontrada na
referéncia [48]. Uma generalizagdo para estruturas multi-terminais ¢ com mais de um
tipo de material supercondutor pode ser encontrado na ref. [62].
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No regime de resposta linear, a condutancia Gyg de uma jungao NS a temperatura
nula é dada pela matriz-S relativa ao nivel de Fermi, £ — 0. Em termos de 7. a
condutancia NS é dada por [62]:

Gng = 2G0Trrh€r,te. (2.15)

A matriz de reflexdo de Andreev rj,. em termos das submatrizes de Sp é dada por:

The = i(t')*[1 + 7' (r')*] 712, (2.16)

Na presenca de reversao temporal, ou seja a campo magnético nulo, temos 7’ = (1)1 e
t' = (¢)T, portanto a equagao (2.16) fica,

rhe = i(¢) L0 () 1) (217

Substituindo a eq. (2.17) em (2.15) e utilizando a simetria de conservagao de fluxo,

t't + (r")T7" = 1, obtemos
o\
Gng = 2GTr <2 — ttT) : (2.18)

Em termos dos autovalores 7, de transmissdo do produto tt', obtemos a férmula de
Beenakker [48]

= 2Gy Z — 7_2 (2.19)

A expressao (2.19) nada mais é que o andlogo da férmula de Landauer, G = Gy ), Ty,
para uma estrutura hibrida NS a campo magnético nulo.

A expressao para a poteéncia do ruido de disparo no regime de resposta linear para
essa estrutura hibrida também pode ser obtida em termos do produto TheTh [63]

Pyng = 4P0Tr[rher;rw(1 — rherjbe)], (2.20)

onde, Py = 2eV Gy. Reescrevendo a eq. (2.20) em fungao dos autovalores de transmissao
temos

1_ n
16POZ 2 (2.21)

De forma geral podemos obter a estatistica de contagem de carga nesses sistemas através
do produto de matrizes de reflexao de Andreev rher;rm, que no regime de campo magnético
nulo pode ser relacionado aos autovalores de transmissao, 7,.

No regime semiclassico G > G|, caracterizado por um numero grande de canais de
transmissao (N > 1) manusear essas matrizes se torna impraticdvel, ainda mais quando
estamos interessados em tratar com sistemas que apresentam desordem (fios difusivos) ou
dinamica caética (pontos quanticos). Na sequéncia deste capitulo apresentaremos alguns
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formalismos que permitem contornar esse problema de lidar com matrizes enormes no
regime semicléssico.

2.2 TEORIA DE MATRIZES ALEATORIAS

A teoria de matrizes aleatérias (TMA) [64] foi desenvolvida por Wigner em 1957
com o objetivo inicial de estudar as propriedades estatisticas dos niveis de energia de
nucleos pesados bombardeados por néutrons lentos. Devido ao grande ntimero de graus
de liberdade e a complexidade do processo de espalhamento, torna-se inviavel construir o
hamiltoniano do sistema a partir de primeiros principios. Uma alternativa proposta por
Wigner foi de modelar o hamiltoniano do niicleo como uma matriz aleatéria pertencente a
um determinado ensemble caracterizado por certas propriedades de simetria. A TMA nos
fornece propriedades universais do sistema, independentes das especificidades do mesmo,
como por exemplo a distribuicao de espagamentos entre niveis adjacentes, conhecida como
a lei do semicirculo de Wigner, que foi comprovada experimentalmente. Outro grande
resultado da TMA foi a demonstracao que esta lei universal resulta da perda de relevancia
estatistica de grande parte das informagcoes microscépicas com exce¢ao de certas simetrias
bésicas, como invariancia a reversao temporal e a invariancia de rotacao de spin. O
comportamento universal da TMA depende da validade de uma hipdtese ergddica, de
acordo com a qual médias sobre certos intervalos contendo um nimero estatisticamente
significativo de niveis é equivalente a uma média sobre ensembles.

A utilizacao da TMA nao se restringe apenas a fisica nuclear, ela também pode ser
utilizada para estudar propriedades estatisticas de sistemas da matéria condensada [65].
A TMA tem se mostrado uma poderosa ferramenta para estudar caos quantico e proprie-
dades de transporte, e. g. flutuagoes universais da condutancia em sistemas mesoscopicos.
Nesta secao discutiremos os principais aspectos da TMA aplicado ao estudo de sistemas
mesoscopicos. Comegamos apresentando os ensembles gaussianos que sao utilizados para
descrever o hamiltoniano de sistemas fechados. Apresentamos também como a supersi-
metria pode nos ajudar a executar médias sobre esses ensembles. Finalizamos esta secao
apresentando as matrizes de espalhamento aleatérias que pertencem a outro ensemble de
matrizes aleatérias conhecido como nicleo de Poisson.

2.2.1 Ensembles gaussianos

Considere um conjunto de matrizes hermitianas N x N, H, com densidade de proba-
bilidade

P(H) = Cexp[-pTtV(H)], (2.22)

onde C' é uma constante de normalizacgao e [ é um parametro de simetria que indica
o nimero de graus de liberdade dos elementos de H, e é utilizado para especificar os
ensembles. O indice de Dyson, como também é chamado, pode assumir os valores § = 1
para elementos reais, 8 = 2 para complexos e § = 4 para quatérnions reais, que sao
matrizes 2 x 2 formadas por combinagoes da matriz identidade e das matrizes de Pauli,
um quatérnion é dito real se todos os coeficientes que multiplicam a matriz identidade
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e as de Pauli sao reais. Os ensembles de matrizes aleatdrias com distribuigao (2.22) sao
invariantes pelo automorfismo

H— H =UHU™", (2.23)

onde U é uma matriz ortogonal (f = 1), unitdria (8 = 2) ou simplética (f = 4),
i.e. a probabilidade de encontrarmos um membro do ensemble no intervalo H e H +
dH é invariante sob essa transformagao, P(H)dH = P(H')dH', sendo dH a medida de
integracao no espago das matrizes aleatérias construida através das diferenciais de todos
os elementos independentes de H.

Quando V(H) o< TrH? estamos lidando com ensembles gaussianos. Uma propriedade
interessante desses ensembles é que os elementos sao independentemente distribuidos, pois
TrH? = TtHH' = > Hij, fato que simplifica muitos calculos. Existem trés ensembles
gaussianos, também conhecidos como ensembles de Wigner-Dyson: para = 1 temos
o ensemble gaussiano ortogonal (EGO), § = 2 temos o ensemble gaussiano unitario
(EGU) e finalmente para § = 4 o ensemble gaussiano simplético (EGS). Fisicamente
esses ensembles aplicam-se a sistemas fechados com a presenca ou auséncia das simetrias
de reversao temporal e reversao de spin. A tabela (2.1) resume as principais caracteristicas
dos trés ensembles.

Ensemble | 8 | SRT | SRS (H)j U

EGO 1 | sim | sim real ortogonal
EGU 2 | nao | irrelevante | complexo unitaria
EGS 4 | sim | nao quatérnion real | simplética

Tabela 2.1 Os trés ensembles de Wigner-Dyson: as matrizes H e U sao classificadas pelo
indice  dependendo da presenga ou auséncia das simetrias de reversao temporal (SRT) e de
rotagao de spin (SRS).

Um experimento interessante com esses ensembles poderia ser realizado aplicando um
campo magnético capaz de quebrar a simetria de reversao temporal no sistema. Teriamos
entao, uma transicao gradual entre o ensemble ortogonal e o unitario induzido pelo campo
magnético. Outra transicao entre ensembles pode ser observada se doparmos um sistema
mesoscopico com ouro aumentando assim o acoplamento spin-Orbita que leva a quebra
da simetria de rotagao de spin. Nesse caso teriamos a transicao do EGO para o EGS.

Os ensembles de matrizes aleatérias podem ser deduzidos via teoria da informacao,
associando-se uma entropia de Shannon a densidade de probabilidade

S[P(H)] = — / dHP(H)InP(H). (2.24)

Os ensembles gaussianos sao obtidos pela maximizagao da entropia, sujeita aos vinculos
de normalizacdo e da existéncia de um segundo momento para H [66], (H,, H,./) =
N /N6y by ((Hy) = 0), onde A como veremos mais a frente estd relacionada com o
espagamento médio entre niveis e o simbolo (...) representa a média em ensemble de
matrizes hamiltonianas que obedecem uma distribuicao gaussiana.
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A média em ensemble de qualquer funcao da matriz aleatéria H, f(H), pode ser
representada como

(1) = ¢ [ an st exp { - Sz, (225

onde N é uma constante de normalizacao. Nesta tese estaremos interessados em execu-
tar média em ensembles de matrizes aleatdrias de uma classe restrita de fungoes f(H)
que dependem apenas dos autovalores de H, ou seja dos niveis de energia Fy, Fs, ...,
Ex da cavidade. Isto acontecerd se a fungao f(H) satisfizer a seguinte propriedade
f(H) = f(UHpU™'), onde Hp = diag(Ey, Es, ..., Exy) e a matriz unitaria U contém os
autovetores. Como TrV(H) o« Y., E? depende apenas dos autovalores, a distribuigao
(2.22) nao depende dos autovetores, o que significa que U é uniformemente distribuida
no grupo ortogonal para f = 1, unitario § = 2 e simplético § = 4. Em termos dos
autovalores de H a média (2.25) fica

VN BN

N
(F(H) = 7 ngiJ(El,Ez,...,EN)f(El,EQ,...,EN)exp{—TAQZEE}

_ / [[4EF(Br, B s Ex)PS({ED), (2.26)

onde J(Fy, Es, ..., Ex) é o jacobiano da mudanca de varidveis

J(Ey, Ea, ..., Ey) = [ |E: - E4I, (2.27)
i<j

e Vv = [dQn(U) é a integral da medida de Haar dQ2n(U) dos grupos ortogonal, O(N),
unitario, U(N), ou simplético, Sp(2N) e especifica o volume do espago das matrizes U.
A densidade de probabilidade, P3({E;}) da expressao (2.26) tem uma interessante inter-
pretacao fisica como um gas de Coulomb bidimensional. Para observarmos claramente
esta analogia, reescrevemos Pg({E;}) na forma da distribui¢do de Gibbs da mecanica
estatistica cléssica

Ps({E:}) = %e—ﬂ”, H= 4% S B In|E - E. (2.28)
i i<j

Considere E;/\ a posi¢ao de uma particula. Entao a densidade de probabilidade P3({E;})
pode ser interpretada como a funcao de particio com temperatura efetiva 7!, de um
sistema cujo primeiro termo do hamiltoniano H ¢ a soma sobre o quadrado de todas as
posicoes e portanto representa um potencial de confinamento do tipo U o 2%. O segundo
termo representa a soma sobre todos os pares e portanto representa a interacao entre
as cargas. Esta interacao é repulsiva e depende logaritmicamente da distancia entre as
cargas, como a interagao coulombiana em duas dimensoes. Portanto, o comportamento
dos autovalores de um matriz aleatéria é equivalente ao comportamento de N particulas
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carregadas confinadas num potencial parabdlico. A repulsao entre as particulas significa
que os autovalores da matriz aleatéria tendem a repelir uns aos outros. Para “tempe-
raturas” mais altas (5 menores) é mais facil para as “particulas” vencerem a repulsao
entre niveis e ficarem mais préoximas. Um detalhe interessante da equagao (2.28) é que a
correlagao entre os autovalores F; é introduzida pela geometria, ou seja, essas correlagoes
originam-se do jacobiano de mudanga de varidveis e nao do potencial V (H), onde os de-
talhes microscopicos do sistema sao encontrados. Para mais informacoes sobre este fato,
recomendamos a referéncia [18].

Vamos agora estudar a densidade de autovalores £;, definida como v(E) = ) 6(E, —
E), cujos momentos nos fornecem informagao sobre as propriedades estatisticas de tais
autovalores. Mais especificamente estaremos interessados na densidade média de autova-
lores, que é dada pela célebre lei do semicirculo de Wigner para o regime N > 1

v(E) = W—]\;\/ 11— 4E—)\22 (2.29)

O parametro A controla a escala de energia e o espacamento médio na origem, £ = 0, que
é dado por d = wA/N. A lei do semicirculo é uma propriedade dos ensembles gaussianos
e pode ser deduzida através do método de polindémios ortogonais [64]. Uma dedugao utili-
zando outro método também pode ser encontrada na referéncia [67], onde correlatores de
maior ordem também podem ser encontrados. Apresentaremos uma deducgao alternativa
para esta expressao utilizando o método de supersimetria [68].

2.2.2 Técnica de Supersimetria e TMA

Nesta subsecao apresentamos o calculo da média da densidade de autovalores de ma-
trizes aleatorias que obedecem uma distribuicao gaussiana. Utilizaremos para tanto o
método de supersimetria que permite escrever tal média em termos de integrais gaussia-
nas de variaveis de Grassmann. No apéndice A apresentamos as principais defini¢oes e
propriedades da super-algebra necessarias para a execucao do célculo. Por simplicidade
trataremos neste calculo apenas do EGU.

Como vimos anteriormente a densidade de estados é definida como

N 00

v(E)=Ted(E—H) =) §(E~Ey); / v(E)dE = N. (2.30)
i=1 0
Considere agora a identidade
1 1 1
F)=— — + .
oE) 27 (E—z'e E+ie)’6—>0 ’ (2:31)
e portanto obtemos a seguinte representagao de v(FE)
v(E) = 5:(GH(E) - G~ (E)) = —7Im(G*(E))

(2.32)
GEE)=Tr (L)  GHE) =[G (B)"

E—H+tie
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A funcao G*(FE) corresponde a fun¢ao de Green retardada enquanto G~ (F) é a funcao
de Green avancada quando introduzimos as fungoes de Green dependentes do tempo

GE(t) = /_OO @e_iEtGi(E); Gr(t<0)=0=G (t>0). (2.33)

oo 2T

Antes de apresentarmos o método propriamente, dito definimos as seguintes variaveis:
Ef =FE+ive Ey, = E —iw, onde @ = 1/2(e — iw). Os sub-indices 1 e 2 nao devem ser
confundidos com diferentes autovalores do hamiltoniano H. Definimos também a seguinte
matriz

B Efr 0 _ .
O = ( 0 E; ) = FEly +10Lo, (2.34)

onde 15 é matriz identidade 2 x 2 e Ly = diag(1, —1). Note que

o - (o) ]
G (Ey) = Tr KQ—;HM)QJ : (2.35)

Considere a seguinte fungao geratriz de tracos do resolvente (2 — H)™?

det(2 — H +¢)
Z
(€) det(Q — H)
dZ(e) 1
o -0 (m) 2(e). (2:36)
onde € = diag(ey, €2). Observe que
1
+ _ dZ(9 _
G'(E1) = le=o =Tr (m) ;
— dZ(e 1
G (Ey) = d€(2)|e=0 =Tr <E2_——H> (2.37)

O resultado central desta abordagem é que se H é uma matriz aleatéria pertencente ao
EGU, entao a seguinte igualdade é verdadeira

ey = oxp { (1A . (239

para qualquer matriz fixa N x N, A. Tal dependéncia com H pode ser obtida ao expressar
os determinantes do denominador e numerador da equagao (2.36) como integrais gaussi-
anas sobre varidaveis comutantes e anti-comutantes, respectivamente. Para uma revisao
sobre integrais gaussianas multi-dimensionais ver por exemplo as referéncias [69, 70]. Em
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termos das integrais gaussianas o super-determinante (ver apéndice A) de uma super-
matriz diagonal pode ser escrita como:

Sdet™'A = / DDyt exp (—p' Ap),
N
/ DeDy' = | [(idzrdz;dndn;), (2.39)

k=1

onde ¢ = (z,1)T é um vetor de 2N componentes, sendo as N primeiras, 23, comutantes e
as restantes, 7, anticomutantes. As integrais de varidveis de Grassmann sao normalizadas
de acordo com a seguinte defini¢ao

/ dnm = [ dninp = (2m)?,
/dm = fdnl* =0. (2.40)

Considere agora a fungao geratriz Z(e) modificada:

Z(€) = Sdet ™' [D + J(¢)] = exp {—StrIn[D + J(¢)]}, (2.41)

onde, o propagador D é uma super-matriz 4N x 4N D = (E — H)ly +iwL e L, é
uma supermatriz diagonal, L;‘;’,/(Spp/&aa/, que distingue entre as componentes retardada
e avangada de D. A super-matriz J(e) é conhecida como super-matriz fonte e tem a
seguinte forma:

J;;?/(El,EQ) = Z (—1)%€mbpp OpmOaar- (2.42)

m=1,2

Das equacdes (2.36) e (2.37), temos que G*(E;) = Tr(D);".
Vamos agora executar a média em ensemble de Z(¢). Reescrevendo a equagao (2.41)
em termos de uma integral gaussiana (2.39):

Li(p:d) = Y {gp. [D+J()]p), (2.43)

yied

onde a medida ¢ definida em termos do super-vetor adjunto, que est4 relacionado com '
através da seguinte relagao @ = ¢'r, com r definido como 7“3]?/ = (=1)1=HP)§ Gper. A
presenga de r na definigdo de ¢ garante a convergéncia ndo apenas da integral (2.43), mas
também da representacao final da média em ensemble da funcao geratriz em termos de
um modelo o nao-linear supersimétrico. Na equagao (2.43) utilizamos a seguinte notagao
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compacta (F\G) = > F(u)G(u), onde p = 1,..., N. A média da fungdo geratriz pode
ser escrita como

@ = [ DeDotesn{~1 Y (o5 (H

exp{i y (@5, [(E +i&L+ J(€))¢els)}- (2.44)

pa

Definindo a matriz N x N, B,, = 3, &5 ()5 (v) e utilizando a equagdo (2.38), a média
definida na equagao (2.44) fica

. — o _1 I 2

(exp{—i > (@), (Ho)g) ) u = e (B, (2.45)
pa

Como as componentes de H sado variaveis gaussianas aleatorias, entdo (H,, H, )y =
AN /Nby,6,,, desta forma temos

A2 A2
((TtHB)*)y = NTrB2 = NStrSQ, (2.46)
onde, So7 = 25:1 @9 (1) @2 (). Em termos da variavel S, a média em ensemble da fungao
geratriz é

2@ = [ Deppetero,
)\2
iLo(p, J(€)) = —Wsws2 +iStr(E1y + i L + J(€))S. (2.47)

Nesta forma, a integracdo de (2.47) ndo pode ser feita exatamente. No entanto
uma maneira de simplificar consideravelmente este modelo ¢é utilizar a transformagao
de Hubbard-Stratonovich, que tem como objetivo eliminar a dependéncia quértica na
acao Lo(p, J(€)) através da introdugdo de novos graus de liberdades codificados em uma
supermatriz 4 X 4, o que se acopla a S. Para aplicarmos a transformacao de Hubbard-
Stratonovich, definimos as seguintes funcgoes:

iLy(S) = —@pStrLS,

W(o,5) = —L (s—?a), (2.48)

onde wr = Rew. Em termos desta nova supermatriz a média da funcao geratriz fica

(Z(e))n = /Daez‘ﬁs(a;J); etLslosd) — /DSODwGiW(J,S)-Hﬁg(J;J)' (2.49)

A matriz o é construida de tal maneira que
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/Daeiw(”’s) = /DaeiW(”’O) =1. (2.50)

Para mais detalhes sobre a forma de o ver a ref. [71]. A escolha de W (o, S) feita na
equagao (2.48) elimina o termo quértico em (2.47), possibilitando reescrever (Z(e))y da
seguinte forma, com a ajuda da seguinte mudanga de varidveis —\o — —@y + J(€) — Ao

(Z(e))y = /Da eXp{—EStra2 - %StroL — %Str(a + 4N T'OL)J (€)
——StrJQ( ) — NStrIn[E1y — Aol}. (2.51)

2)\2

Para N > 1 podemos calcular (2.51) na aproximagao de ponto de sela. A equagao de
ponto de sela é obtida extremizando a a¢do em (2.51) desprezando os termos responsaveis
por quebra de simetria, i.e. J ~ O(1/N) ~ @. Desta forma temos

%[1/28det02 + Sdetln(E1ly — Ao)] = )\012)8 — FEo,s+ A =0, (2.52)

onde o, é a Unica solucao acessivel sem cruzar singularidades (ver ref. [71]) e é dada por

E E\?®
Ops = gy la—iy[1- (2A> L, (2.53)

Fazendo E; = Es, iw = in/2 e ea = 0, a agdo na equacgao (2.51) fica

N 1N
iL3(og + do;J1) = —5813m2 — P trg
N
_XStr(J + 51 9)Ji(€1) — NStrIn(E1ly — o), (2.54)

onde gy e do sao dados por

2 *
0'012 (% —1 1— (2E)\) )127 50 ( g fZ ) ’ (255)

onde a e z sao varidveis reais e £ é uma variavel de Grassmann. Depois de certa algebra
em (2.51), obtemos

(Z(e))n = e_avgoe/da exp {—g(l - O’O)Str(SJ} = e ] (2.56)

em termos das variaveis a, z e £ a integral [ fica

I= / dadzd€*d€ exp [—y(a® + 22 + 2£%¢)] = 1. (2.57)

Desta forma, temos
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(Z(e))y = e 3 7, (2.58)

e a funcao de Green retardada é dada pela equagao (2.37), GT(E) = N/Aoy e finalmente
da equagao (2.32), obtemos a densidade média de niveis

(W(E)) = % 1- (%)2 (2-59)

Esta é a famosa lei do semi-circulo de Wigner. Como ja dissemos, esta expressao pode ser
obtida por varios outros métodos de maneira mais direta, no entanto é instrutivo recu-
perar esta expressao através da abordagem supersimétrica. O grande mérito do método
supersimétrico é seu poder de calcular outras funcoes de correlacao de maneira simi-
lar ao calculo aqui apresentado. O célculo da funcao de correlagao densidade-densidade
(v(E)v(E")) utilizando esse método pode ser encontrado na ref. [71].

2.2.3 Matrizes de Espalhamento Aleatdrias

A TMA também pode ser utilizada para estudar problemas de transporte. Agora,
os elementos da matriz-S, que descreve a dinamica de espalhamento dos elétrons pela
estrutura mesoscopica, podem ser considerados como variaveis aleatorias. Existe duas
maneiras de estudarmos problemas de transporte utilizando TMA. Na primeira mode-
lamos o hamiltoniano M x M da estrutura, H como uma matriz aleatéria, exatamente
como fizemos anteriormente e a matriz-S aleatéria N x N é obtida através da formula
de Mahaux- Weidenmiiller [72]

1
. w,
E — H +inWWT
onde W é uma matriz retangular M x N nao aleatéria que descreve o acoplamento entre
a cavidade e os guias. As propriedades universais sao obtidas quando fazemos M — oo

na férmula (2.60). A média sobre os ensembles gaussianos desta expressao foi obtido via
supersimetria [73] é dada por

S(E) =1—2miWw’ (2.60)

S(0)) — Md — 7*WiW
(5(0)) = Md + m2WtW~
A deducao dessa expressao pode ser encontrada no apéndice B.
Uma outra possibilidade consiste em aplicar a TMA diretamente na matriz de espalha-
mento que descreve o sistema. Similar ao caso hamiltoniano onde estavamos interessados
nas propriedades estatisticas dos niveis de energia de H, estaremos interessados nas pro-
priedades estatisticas dos autovalores de transmissao que é dado pelo produto tt, sendo ¢
uma submatriz de S. Para cédlculos com ensembles de matrizes-S precisamos definir a me-
dida invariante de integracao (medida de Haar) du(S) nesse espago de matrizes, que por
defini¢ao é invariante sob um automorfismo de uma dada classe de simetria nela mesma,
i.e. duf(S) = duP(UySVp), onde Uy e Vp sdo matrizes unitérias para 3 = 2. Utilizando a
seguinte parametrizacao da matriz-S, conhecida como decomposigao polar [74]

(2.61)
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(DT LG e

onde 7 é uma matriz diagonal N x N contendo os autovalores de transmissdo de ttf, 7;
(t=1,..,N). Osv; (j =1,...,4) s@o matrizes unitdrias N x N arbitrarias para o caso
3 =2. Para o caso 3 = 1 temos as seguintes restrigoes v3 = v{ e vy = v, enquanto para
B = 4 as matrizes v; sao quatérnions auto-duais 2N x 2N, com autovalores duplamente
degenerados com as seguintes restricoes vs = v e v4 = Vp. Para esta decomposicao a
medida de Haar fatora numa parte radial e outra angular e pode ser escrita da seguinte
forma

du(S) o Po({ry) ] [ dra [ ] duvi), (2.63)

onde Pg({7}) ¢é a distribuicao conjunta dos autovalores de transmissao

Py({r}) o [ [ Im = mlP [ [ 7o+ (2.64)

i<j i

A média de um funcdo f({7}) pode ser calculada através da seguinte expressao

(f(r) = Cﬁ/HdTaHd,U(Ui)f({T})Pﬁ({TD,P(S)v (2.65)

onde P(S) é a densidade de probabilidade de encontrarmos a matriz S no volume du(.S)
e pode ser calculada maximizando a entropia de Shannon sujeita a certos vinculos

S—— / du(S)P(S)nP(S). (2.66)

Ao maximizar essa entropia sujeita apenas ao vinculo de normalizacao

[ PSyuts) =1 (2.67)

obtemos

P(S) = constante, (2.68)

ou seja, devido as flutuacoes, a matriz-S cobre a variedade com distribui¢cao uniforme.
Isto significa que a matriz S é uniformemente distribuida no grupo unitario. O ensemble
caracterizado pela distribui¢do (2.68) é conhecido como ensemble circular. Existe trés
tipos de ensembles circulares: o ortogonal (ECO) para = 1; o unitdrio (ECU) para
f =2 e o simplético (ECS) para 5 = 4. Se incluimos mais um vinculo do tipo [75]

/du(S)SpP(S) =S:p=12,.. (2.69)

onde S é uma matriz sub-unitaria, i.e. os autovalores de SST < 1, a distribuigao (2.68)
nao ¢ mais a que maximiza a entropia, sendo o nicleo de Poisson a que faz isso
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P(S) o |det(1 — STG)|~PEN-1+2/5), (2.70)

Observe que o ensemble circular é apenas um caso particular da expressao acima quando
fazemos S = 0.

O ensemble circular é mais apropriado quando estamos estudando cavidades cadticas
que estao acopladas aos guias por contatos ideais, que sao caracterizados apenas pelo
nimero de canais de propagacao abertos. O ntcleo de Poisson é mais geral que o ensemble
circular e é utilizado quando ha juncoes de tunelamento. Voltaremos a falar mais sobre
esses ensemble no capitulo 6, quando discutiremos uma eficaz técnica diagramética [56]
para executar integragao sobre esses ensembles.

2.3 TEORIA QUANTICA DE CIRCUITOS

Discutiremos agora um formalismo tedrico semicldssico para o estudo de transporte
coerente em nanoestruturas. Diferentemente dos formalismos que vimos anteriormente,
cuja formulacao é puramente quantica e em principio descreve as propriedades de trans-
porte de uma nanoestrutura de condutancia arbitraria, esta formulacao que apresenta-
remos agora descreve apenas o regime G > Gj. Iniciamos apresentando o formalismo
das funcoes de Green quase-classicas e posteriormente falaremos da teoria de circuitos
propriamente dita.

2.3.1 Formalismo de Funcoes de Green de Keldysh

Originalmente, este formalismo foi desenvolvido para estudar supercondutores e es-
truturas hibridas NS como podemos encontrar na referéncia [46]. No entanto o método
¢ muito mais geral e permite estudar estruturas de metal normal e estruturas ferro-
magnéticas. Comegamos a discutir esta abordagem apresentando as fungoes de Green
matriciais G’ (r,t;1', ). Para funcoes de Green de Keldysh para supercondutividade, os
indices « e 8 sao na verdade indices compostos contendo trés sub-indices, onde cada um
pode assumir dois valores: sub-indice de Keldysh, que corresponde ao sentido crescente
e decrescente no contorno de Keldysh; sub-indice de spin (para cima ou para baixo); e o
sub-indice de Nambu que distingue elétrons de buracos. Portanto a funcao de Green pode
ser uma matriz 8 x 8. Para operar com tantos indices é conveniente fazer uso das matrizes
de Pauli. As matrizes de Pauli 7; dizem respeito ao espago de Keldysh, as matrizes ; ao
espaco de spin e as 7); ao espago de Nambu. Definimos agora a fungao de Green matricial
G, utilizando a parametrizacio no espaco de Nambu:

G— ( FT —é ) ) (2‘71)

onde a matriz G possui estrutura de spin e Keldysh e descreve elétrons e buracos, enquanto
F e Ft, que sao conhecidas como funcoes de Green anomalas, também possuem essas
estruturas e descrevem a mistura de elétrons e buracos e a criacao de pares de Cooper,
ver a referéncia [60] para mais detalhes sobre esta parametrizagao.
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Se as fungoes de Green sao estaciondrias, ou seja dependem apenas da diferenca entre
os tempos t —t/, entao podemos trabalhar na representacao de energia G(t —t') — G(E).
As fungoes de Green obedecem a seguinte equagao:

G(r,v; E)=0(r —1');

A Lowinin &
E(E%+ SADR+ )4 ZA W0 1)) 8L (7

onde, A(r) é o potencial de emparelhamento e H, é o hamiltoniano BdG. A equacdo (2.72)
nao contém informacao sobre a funcao distribuicao de elétrons. Para inserir esta in-
formacao temos que impor que a funcao de Green no infinito, ou seja, longe da nano-
estrutura assume o valor de equilibrio, caracterizada pela funcao distribuicao de Fermi-
Dirac. O infinito nesta abordagem pode ser entendido como os guias e reservatérios da
teoria de Landauer-Biittiker. Os reservatérios estao em equilibrio termodinamico e sao
caracterizados por um potencial quimico e pela temperatura. Uma vez determinada a
funcao de Green podemos calcular observaveis, como a densidade de carga e a densidade
de corrente. Para supercondutores essas grandezas sao expressas através das seguintes
relagoes

mw::4/dﬁwm®umrra} (273)

Ir) = — de lim Tr{7 ® 3 ® 12(Vy — — V)G(r, s e)}. (2.74)
4m 21 r'—>r

O grande atrativo do método de funcoes de Green é a possibilidade de utilizar apro-
ximagoes quase-classicas que permitem escrever equacgoes similares a de Boltzmann e
de difusao levando em conta a coeréncia quantica que esta codificada na estrutura de
Keldysh das fungoes de Green. Antes de utilizarmos as aproximacoes quase-cldssicas,
¢é interessante observar a segulnte representacao na forma conjugada da equagao (2.72),

onde o hamiltoniano atua em r’ ao invés de r e a matriz E estd & direita de G-

G(r,v;E)(E - H.) =6(r —1'). (2.75)
Tomando a diferenga entre (2.72) e (2.75), obtemos
L h2 .
[E.G] - ( (V2 —V2)+U(r) — U(r’)) G(r,v'; E) = 0. (2.76)
Esta equacao € exata e para implementarmos a primeira aproximacao quase-classica escre-

vemos a funcao de Green em termos das coordenadas de centro de massa, R = (r +1')/2
ereduzida y = r—r’ e introduzimos a representacao de Wigner para as fungdes de Green:

GR,p; E) = /dye‘ip'”h@(R+Y/2,R—y/Q;E)- (2.77)
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A justificativa para a integracao na varidvel reduzida y é que estamos ignorando a in-
formacao contida nas oscilagoes répidas desta varidvel [60]. Substituindo esta repre-
sentacdo em (2.76) e assumindo que a dependéncia de G em R na escala do comprimento
de onda de Fermi é suave, i.e., formalmente, 9/0R < p/h, temos entao

% [E,G] +v- %—f +F- gi 0, (2.78)
onde, v=0H/0p e F = —0H/0r. Por simplicidade substituimos a varidvel R por r. A
eq. (2.78) é similar a equagao de balango da fungao distribuicao f(r,p) do formalismo
de Boltzmann para a funcdo de Green matricial G. O efeito devido & impureza pode ser
incorporado & equagao (2.78) adicionando uma auto-energia Y(r,r’) ao hamiltoniano,
H— H+ E(r r’). Desta forma obtemos a equacao de Eilenberger:

oG i o ~

7 = h [%,G]. (2.79)
Na equacao (2.79) desconsideramos o termo proporcional a for¢a F. A equagao de Eilen-
berger é ansloga & equacio de Boltzmann e o comutador de 3 com G tem a mesma funcao
do termo devido ao espalhamento na equacao de Boltzmann. A auto-energia ¥ pode ser
expressa em termos da versao matricial das taxas de tunelamento W, ,» da equagao de
Boltzmann:

[E G}—i—v

S(0) = [ W Clo) (2.80)

A equacao de Eilenberger tem duas diferencas cruciais em relacao a equacao de Boltz-
mann. Primeiramente, devido a forma (p) aeq. (2.79) é ndo-linear em G. E em segundo
lugar essa equacdo tem uma importante integral de movimento, 9, (G(p,r))? = 0. Como
haviamos dito, as funcoes de Green assumem seus valores de equilibrio nos reservatérios.
Este fato nos diz uma importante propriedade para G-

G? =1, (2.81)

em toda a nanoestrutura. Esta relacao é conhecida como condi¢do de normalizacao e
desempenha um papel fundamental do ponto de vista de calculo. Uma deducao mais
geral desta condi¢@o pode ser encontrada na referéncia [76].

Assim como encontramos o andlogo da equacao de Boltzmann para as funcoes de
Green G, podemos também encontrar uma equacio para essas funcoes similar & equacéo
de difusdo para f(p,r). Esta equagao assim como a equagao de difusdo é valida no
“limite sujo”, onde o tamanho da amostra é maior que o livre caminho médio elastico.
Neste regime é necessario que o termo de auto-energia devido as impurezas seja maior
que qualquer outro termo na equagao de Eilenberger. O movimento dos elétrons neste
regime é essencialmente difusivo e a funcéo de Green G é aproximadamente isotrépica,
i.e. podemos expandi-la em harmonicos esféricos

G(p,r) = G%r) + G (p,r), (2.82)
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onde G*(p, r) é pequeno termo anisotrépico, G* < G°, (G') = 0. Da condicio de norma-
lizagdo (2.81) temos que {G° G'} = 0. Substituindo esta aproximacdo na equacio (2.79)
e executando a média nas varidveis angulares, o termo devido ao espalhamento se anula
e ficamos com

i o g OJ - 1

T[E’G}+E:0;J:<UG> (2.83)

A matriz J é conhecida como a densidade de corrente matricial e tem um papel
importantissimo na teoria de circuitos. O parametro v que aparece na equac¢ao acima é
a densidade de estados e surge pelo fato de que a corrente matricial tem dimensao de
condutancia. Para encontrarmos a relacao entre a corrente matricial e a parte isotrépica
da fungao de Green, subtraimos a equacao de Eilenberger apés a média da equagao
original (2.79), assim encontramos uma relagao entre G' e G° que permite escrevermos a
seguinte equacao:
ey . 0J

- [E,G] + e 0; J=—0(r)GVG, (2.84)

onde o(r) é a condutividade da nanoestrutura. Por simplicidade daqui em diante omiti-
remos o indice superior “0” da funcdo de Green isotrépica. A equagao (2.84) é conhecida
como equacao de Usadel e foi primeiramente utilizada para estudar supercondutores no
limite sujo. Note que a equacao de Usadel é quase uma lei de conservacao da corrente se
nao fosse o primeiro termo a esquerda.

Para aplicarmos a equacao de Usadel em estruturas com interfaces, precisamos adi-
cionar ao problema as condig¢oes de contorno que conectam as componentes das funcoes
de Green em cada lado da interface. O célculo dessas condig¢oes de contorno para um
conector arbitrario que caracteriza a interface foi realizado por Zaitsev [77]. No limite
sujo e para jungoes de tunelamento as condi¢oes de contorno de Zaitsev ficam

Gr
2
onde os fndices 1 e 2 representam os dois lados separados pela juncdo, J, representa a
corrente matricial perpendicular a interface e G é a condutancia por unidade de area da

juncao.

Foi mostrado na referéncia [78], que as equagoes de Eilenberger e Usadel podem ser
utilizadas em qualquer sistema mesoscopico sem que esse tenha algo a ver com supercon-
dutividade, pois tais equacoes nao dependem da estrutura matricial concreta do sistema.
Desprezando o primeiro termo da equacao (2.84) (ver ref. [79] para mais detalhes) a
corrente matricial é conservada exatamente:

jJ_,l = jJ_,2 ; jJ_ = [Gh Gﬂ )

o

o =
Nesta situacao podemos deduzir uma equagao analoga a de Laplace. Num sistema de dois
terminais onde, Gy e G5 sdo as funcoes de Green nos dois reservatérios, entiao a funcio
de Green da nanoestrutura pode ser escrita da seguinte forma

0; J=—0(r)GVG. (2.85)
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G(r) = exp{u(r)M}G1, (2.86)
onde,vM ¢ uma matriz constante que anticomuta com Gi. A corrente matricial é dada
por: I = —MVu(r) e a equagao de Usadel torna-se linear

V(o (x)Vu(r)) = 0, (2.87)

que nada mais é que a equacao de Laplace para a distribui¢ao de voltagem u(r) em um
condutor de formato arbitrario. Assumindo que o potencial é zero em um dos reser-
vatérios e igual a um no outro, podemos entao encontrar a solucao da equagao de Usadel
determinando a matriz M através da seguinte condicao: Gy = exp{M}G,. Utilizando a
condicao de normalizacao das fungoes de Green, obtemos,

M =1In {élég} y (288)

e a corrente matricial que “atravessa” a nanoestrutura é proporcional a condutancia do
dispositivo GG e é dada por

j =G {Gl, GQ} . (289)

Esta expressao pode ser utilizada para deduzir a distribuicao de autovalores de trans-
missao de um condutor arbitrario que é universal, ou seja nao depende do formato, nem
da geometria e de outros parametros.

O método das funcoes de Green pode ser deduzido diretamente de argumentos quanticos
exatos, porém tem um ponto fraco crucial: torna-se muito complexo quando atacamos
aplicagoes concretas. Isto ocorre porque devemos sempre lidar com equacoes diferenciais
nao lineares com condigoes de contorno nao triviais. Na préxima secao apresentaremos
um método de elemento finito para as fungoes de Green quase-classicas, conhecida como
teoria quantica de circuitos desenvolvida por Nazarov [79] que permite obter de maneira
eficiente observaveis de transporte em estruturas mesoscopicas das mais diversas.

2.3.2 Aproximacao de Elemento Finito

Sabemos do eletromagnetismo que uma maneira de contornar a equacao de Laplace é
a teoria de circuitos elétricos, baseada na conservagao de corrente e nas leis de Kirchhoff.
Apresentaremos agora uma teoria de elemento finito conhecida como teoria quantica de
circuitos [79]. Esta teoria é baseada na conservac¢ao da corrente matricial e nas proprie-
dades da funcao de Green quase-classica. Como em toda teoria de circuitos a ideia geral
¢ dividir o sistema em elementos finitos, onde cada elemento é responsavel por uma ca-
racteristica do processo de transporte. Existem trés tipos de elementos em um circuito:
terminais, conectores e nés. Na figura (2.2) apresentamos uma representagao de circuito
quantico. Em teoria quantica de circuitos chamamos de reservatorios os terminais onde a
voltagem encontra-se fixa. A estrutura matematica que faz o papel da voltagem em teoria
quantica de circuitos é a fungao de Green matricial que possui as seguintes propriedades

TG =0; G*=1. (2.90)
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leakage
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Figura 2.2 Representacao de um circuito quantico: trés reservatérios caracterizados pelos
indices 1, 2 e 3 interligados aos dois nés (4 e 5) por conectores. Cada conector é caracterizado
por um conjunto de autovalores de transmissao {7,,}. As matrizes de voltagem GVZ-:17273 que
descrevem os reservatérios estdo fixas. As matrizes de voltagem dos nds Gi:475 sao obtidos
através da lei de conservagao de corrente matricial incluindo as correntes de “perda”, que
sao representadas pelo acoplamento de cada né com um terminal ficticio. Figura retirada da
referéncia [80].

Como na teoria de circuitos comum, a matriz de voltagem é fixa nos reservatérios.
Cada né do circuito também é representado por uma matriz de voltagem, que para ser
determinada precisamos implementar a lei de conservacao de corrente matricial

Z I+ Z I, =0, (2.91)
conectores ns

que ¢é a lei Kirchhoff quantica. A corrente nos conectores podem ser expressas em termos
das voltagens dos terminais ou nés conectados as extremidades do mesmo, i. e.

I = F(Gy,Gy). (2.92)

Trataremos da forma explicita de F', que caracteriza o conector, mais adiante. O segundo
termo da equagao (2.91) é conhecido como corrente de perda e esta associado ao comuta-
dor da equagao de Usadel (2.84). Fisicamente este termo esté relacionado ao fato de que
em sistemas realisticos temos sempre perdas associadas a mecanismos de descoeréncia.
Na linguagem de teoria de circuitos essa descoeréncia é levada em consideracao assumindo
que cada né do circuito interage com um terminal ficticio (ver figura 2.2), através de uma
corrente de perda, fcp =iev/h [E , Gn], onde n representa os indices dos nés.

A teoria quantica de circuitos também pode ser formulada em termos de um principio
variacional. Neste caso a lei de conservagao de corrente matricial, pode ser obtida de
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uma acao submetida a um principio variacional. Para formular a teoria quantica de
circuitos via principio variacional, devemos introduzir uma acao que dependa da matriz
de voltagem de todos os nds e reservatorios do circuito. As voltagens em cada né sao
determinadas da condicio que esta acdo tem um extremo com respeito as variagoes de G
nos nés. A acao da teoria de circuitos é dada por

=Y "8G, Gj)+ ) Su(Ga), (2.93)

onde S.(G}, G;) representa a acdo de um determinado conector e S, (G,,) a agao de perda
do n-ésimo né. Extremizando esta acdo, levando em conta o vinculo G? = 1, obtemos

Z jz',j + jcp - 07 (294)
J

que é a lei de Kirchhoff para o i-ésimo n6. A soma é feita sobre os j conectores vizinhos
ao no 1.

2.3.3 NG6s e Reservatdrios

O reservatoério para a teoria de circuitos tem o mesmo papel dos reservatorios da teo-
ria de matrizes de espalhamento. Eles representam uma regiao macroscépica em contato
com a nanoestrutura contendo um grande nimero de estados eletronicos em equilibrio.
Na teoria de circuitos os reservatorios sao caracterizados por fungoes de Green depen-
dentes da energia. Em particular, o tipo de sistemas que estamos estudando depende da
estrutura matricial. Por exemplo, se estamos interessados em estudar a corrente média
que atravessa uma nanoestrutura, os reservatérios sao caracterizados pela seguinte matriz
2 X 2 no espaco de Keldysh dependente de energia

5 1=2f(E) =2f(E)
G ( —242f(E) 2f(E) -1 )

onde, f(F) é a funcao distribuigao de Fermi-Dirac. Quando o grau de liberdade de spin é
relevante entao o fator de preenchimento dos reservatérios adquire uma estrutura de spin,
caracterizada pela matriz 2 x 2 p. Consequentemente a fungao de Green num reservatério
ferromagnético é uma matriz 4 x 4 da seguinte forma:

. 1-2p  =2p

G_(-a+2p2p—1)' (2.96)
Para reservatorios supercondutores a estrutura matricial é 4 x 4 e pode ser escrita da
seguinte forma

(2.95)

(2.97)

e R+K+A —-R+K+A
ST\ -R-K+A R-K+A )’

onde, R, A e K sao matrizes 2 x 2 que correspondem as componente retardada, avancada
e keldyshiana, respectivamente da matriz de Keldysh. A matriz K pode ser obtida das
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outras duas componentes pela relacio K = (R — A)tanh(E/2kgT). Para um reservatério
supercondutor em equilibrio, temos

< E ) N \/(E+:S; — AR ( —EA —AE ) 7 (2.98)

com § — 0T. Para E < A, essas matrizes simplificam-se R = —A = 7,. Se queremos
estudar sistemas que possuam reservatorios normais e supercondutores, devemos modifi-
car a matriz do reservatério normal para incluir a estrutura de Nambu. Obviamente ela
continuard diagonal no espago de Nambu mas devemos incluir tal redundancia para que
as matrizes fiquem com a mesma dimensao 4 x 4. Desta forma a matriz do lado normal
fica com a mesma forma do caso supercondutor mas as matrizes R, A e K sdo dadas por

; . ( tanh[(E + eV)/2kpT] 0 ) : (2.99)

onde V' é uma voltagem aplicada ao reservatério normal.

Assim como os reservatorios, os nés também sao caracterizados por uma funcao de
Green matricial. A tnica diferenga é que as matrizes dos nés nao sao fixas, na verdade
elas sao determinadas pelas equacoes da teoria de circuitos. Para essa correspondéncia
entre nos e reservatorios ser justificada microscopicamente as funcoes de Green devem
ser isotrépicas na regiao da nanoestrutura atribuida a um né. Esse critério de isotro-
pizagao [79] pode ser intuido através do seguinte exemplo. Considere que no processo
de discretizagao da nanoestrutura o né é descrito por um cubo elementar. Vamos admi-
tir que as dimensoes desse cubo sao maiores que o livre caminho médio elastico o que
significa dizer que o mesmo contém um nimero consideravel de impurezas. Sao estas
impurezas que dao conta dos espalhamentos difusivos que garantem a isotropizacao da
funcao de Green do cubo na escalas espaciais. Curiosamente o né pode estar associado a
uma parte da nanoestrutura onde nao ha impurezas e portanto o transporte é balistico,
e.g. um ponto quantico conectado aos reservatorios por pontos de contatos quanticos
cujas condutancias sao bem maiores que o quantum de condutancia, G > (. Neste caso
¢ a dinamica caotica dentro da cavidade que é responsavel pela isotropizacao. Portanto,
mesmo sem um modelo rigoroso que leve em conta a dinamica cadtica dentro da cavidade,
a teoria de circuitos baseada em fungoes de Green de Keldysh, que obedece uma equagao
de difusao pode ser utilizada para estudar sistemas que possuam componentes balisticos
tipo pontos quanticos. No préximo capitulo apresentaremos uma formulacao da teoria de
circuitos obtida por um caminho onde a dinamica cadtica é levada em conta de maneira
rigorosa em um estagio bem inicial de sua construcao. Uma vez construida esta versao
alternativa da teoria de circuitos, faremos uma comparacao entre os dois formalismos.

2.3.4 Conectores

Agora trataremos da expressao explicita para a fungao F(Gy, Gs) definida na equagao
(2.92) que descreve um conector arbitrario em teoria de circuitos. Os conectores sao os
elementos mais resistivos de um circuito e sao descritos pela relagao entre a corrente que
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o atravessa e os estados dos nds ou reservatorios em suas extremidades. Em circuitos
elétricos classicos eles sao caracterizados por um tunico parametro, que é a condutancia
obtida da lei de Ohm. Em circuitos quantico eles sdo descritos pelo “cédigo-chave” {7},}
que contém os autovalores de transmissio do produto de matrizes tt' que estudamos no
formalismo de matriz-S. A expressao da corrente matricial que atravessa um conector
descrito por {7},} em termos das fungdes de Green dos reservatérios ou nés adjacente é
dada por [79]

. T, [G1.Gs]
I = i A —. (2.100)
2}; 24 1,/2({G1, G2} —2)
Esta expressao pode ser obtida da seguinte agao:
1 . . y
S:§ZT1" {ln [1—|—Tp/4 ({Gl,GQ}—Q)”. (2.101)
p

Vérios exemplos utilizando a teoria de circuitos baseada em funcoes de Green quase-
classicas podem ser encontrados em uma numerosa quantidade de artigos cientificos.
Recomendamos o livro [81] onde pode-se achar varios desses exemplos. Trataremos
agora da estatistica de contagem de carga e no final desta secao discutiremos a conexao
estabelecida entre este formalismo e a teoria de circuitos.

2.4 ESTATISTICA DE CONTAGEM

A estatistica de contagem de carga foi inspirada nos trabalhos pioneiros desenvolvidos
para deteccao de fétons desenvolvido por Glauber [82]. O objetivo desta estatistica de
contagem de fétons é calcular a probabilidade P,(7) de que n fétons atinjam um detector
num intervalo de tempo 7. Esta probabilidade foi calculada por Glauber e para um campo
de apenas um modo normal é dada por

n

P.(1) = (77;') (: (aTa)”e_”mT“ ), (2.102)
onde a' e a sdo operadores de criacdo e aniquilacao de fétons e 1 é o parametro de eficiéncia
do detetor. A presenca de dois pontos no comeco e no final da expressao : ... : acima
corresponde ao ordenamento normal dos operadores a e af e {...) corresponde & operacao
de média sobre um estado quantico descrito por uma matriz densidade. O ordenamento
normal da expressao acima garante que apds ser medido o foton é destruido, ou seja ele
¢é absorvido pelo detetor.

Fotons seguem a estatistica de Bose-Einstein e por isso tendem a se agrupar no mesmo
estado quantico de uma particula. Ja os elétrons sao férmions e ao contrario dos fétons
tendem a repelirem-se ficando apenas um por estado quantico de uma particula, resultado
conhecido como principio da exclusao de Pauli. Este principio gera correlacoes entre os
elétrons que podem ser observadas nas propriedades de transporte dos mesmos em uma
nanoestrutura. Vamos agora apresentar uma breve revisao da estatistica de contagem de
elétrons que nos permite observar tais correlagoes eletronicas. Uma caracteristica crucial



2.4 ESTATISTICA DE CONTAGEM 47

0.3

Q4

025

02 ¢

015

P(n)

01¢r

0.05

Figura 2.3 Distribui¢do binomial para N = 10 e I' = 0.4. As setas em vermelho representam
os dois primeiros cumulantes que correspondem a média e a variancia respectivamente. As setas
verdes apresentam esquematicamente o significado do terceiro (assimetria) e quarto (curtose)
cumulantes.

que diferencia a contagem de fotons e de elétrons é que o processo de medicao nao destroi
o elétron detectado, isso porque o numero de elétrons é conservado.

2.4.1 Estatistica de Contagem de Carga

Para lidarmos com carga definimos a funcao P(Q,Tp), que é a probabilidade de uma
carga () = ne associada a um numero n de cargas elementares e ser transmitida em um
intervalo de medida Tj,. A quantidade Q(T,) é uma varidvel estocastica e é bastante
informativo estudar os momentos e cumulantes desta variavel. O m-ésimo momento de

Q(Tp) é definido como:

(Q)") = [ Q) P(@. T(@(T)" (2.103)
E conveniente definir a seguinte funcao caracteristica:

xX(\) = /dQ(TO)P(Q,TO)ei’\Q. (2.104)

Os momentos de P(Q,Ty) em fungdes de x(\) sao dados por:

@) = timiy X

X500 N (2-105)

Os cumulantes sao definidos como:
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Q. = —}\iir[l)ikak;;\(k)\); (2.106)
— (V)"

o) = 0y =-> Wo, (2107
k=1 )

onde ®(\) é a fungao caracteristicas dos cumulantes. As relages entre os quatro primeiros
cumulantes e os momentos de () sdo apresentadas abaixo:

Q1 = (Q), (2.108)
Q: = (@) —(Q)? (2.1009)
Qs = (Q°) —3(Q)(Q%) +2(Q)°, (2.110)
Qs = (Q") —(Q%)* —4Q)(Q%) +12(Q)*(Q*) — 6(Q)". (2.111)

Como exemplo discutiremos agora um sistema simples onde podemos calcular, uti-
lizando argumentos fisicos intuitivos e analise combinatoria elementar, a estatistica de
contagem de carga. Considere elétrons tunelando uma barreira que encontra-se entre
dois reservatorios de quase-particulas a temperatura nula. Neste regime o unico ruido
relevante esta relacionado as flutuacoes de correntes dependentes do tempo devido aos
espalhamentos no condutor que separa os dois reservatorios. Este espalhamento é descrito
por uma probabilidade de transmissao I'. E aplicada uma voltagem V a um dos reser-
vatérios que modifica seu potencial quimico para u+ eV (eV < Er = energiade Fermi),
tirando assim o sistema do equilibrio e o levando a uma situacao de transporte. A trans-
feréncia de particulas nesta condigao obedece a um processo de Bernoulli: um ntimero
de particulas fixo N = TyeV/h tentam atravessar independentemente o condutor durante
um tempo de observacao Ty com probabilidade de sucesso I'. O nuimero n de elétrons
transmitido para um dado N obedece uma distribui¢ao binomial

Q= (N )ra-r (212

lembrando que @ = ne. A distribuigao (2.112) é mostrada na figura (2.3) para N =
10 e I' = 0.4. Apresentamos nesta mesma figura a interpretacao dos primeiros quatro
cumulantes da estatistica de contagem que podem ser obtidos através da funcao geratriz
dos cumulantes da distribui¢ao binomial:

®(\) = —NIn[l +T(e™™ —1)]. (2.113)

Os quatro primeiros cumulantes em termos de N e I' sao: ()1 = NI, que corresponde a
média da varidvel Q); Q2 = NI'(1—T") que é a variancia da distribuicao; @3 = NT'(1—-3"+
I'?) diz o quao a distribuigao ¢ assimétrica com relagao & média e finalmente Q4 = NT'(1—
7T+12I2—61"3), conhecido como curtose que d4 conta de quio achatada ou pontiaguda é a
distribuigao préxima ao maximo. Cumulantes de ordem superiores nao tem um significado
simples mas j& sao medidos experimentalmente em estruturas mesoscopicas [38].
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Se a probabilidade de transmissao for muito pequena I' < 1, a transferéncia de
particulas através da barreira se torna um evento raro, nesse limite a estatistica quantica
das particulas torna-se irrelevante levando a estatistica de contagem a seguir uma distri-
buicao poissoniana

P(n) = <n>ne’<">, (2.114)

(n) = NT' é o numero médio de particulas transferidas. Uma caracteristica interessante
de uma distribui¢ao poissoniana é que todos os cumulantes sao iguais e portanto o fator
de Fano, que é a razao entre o segundo e primeiro cumulantes é 1, diferentemente do
caso binomial que é 1 — I' e portanto menor que 1. Este resultado nos faz concluir
que as correlagoes eletronicas devido ao principio de Pauli suprimem as flutuacoes numa
nanoestrutura. A distribuigao (2.114) tem a seguinte funcao geratriz de cumulantes

DA = —(n)(e™™ —1). (2.115)

Quando o ntimero de particulas que tentam atravessar a nanoestrutura é muito grande,
N — oo todas as distribuicoes tendem a gaussiana como consequéncia do teorema central
do limite.

2.4.2 A Férmula de Levitov-Lesovik

Como falamos anteriormente o que difere drasticamente contar elétrons e fétons é que
carga elétrica é conservada. O nimero de elétrons nao muda quando fazemos medidas de
corrente, diferentemente do caso com fétons, onde os mesmo sao absorvidos pelo detetor
apos a deteccao. Em mecanica quantica a corrente elétrica é uma operador, I (1) e em
particular corrente em diferentes instantes de tempo nao comutam entre si. Uma das
consequencias deste fato é que o operador carga transmitida Q fo I(t')dt’ geralmente
nao faz sentido algum. Entao para obtermos informagao sobre as ﬂutuagoes dependentes
do tempo de nanoestruturas devemos estudar as correlacoes corrente-corrente (I(£)1(t')) e
de ordem superior e assim obter a distribuicao de carga transmitida. Para tanto devemos
incluir o sistema de medi¢gao no hamiltoniano total do sistema.

Em 1996, Levitov, Lee e Lesovik [34] propuseram um modelo de galvanémetro que é
baseado na dinamica de um spin-1/2. O funcionamento deste galvanometro quantico se
realiza da seguinte forma: um spin-1/2 precessiona no campo magnético B criado pela
corrente que atravessa o sistema com frequéncia de precessao w = eB/mec, onde m é a
massa do elétron e ¢ é a velocidade da luz. Desta forma podemos inferir a corrente que
atravessa o circuito analisando a precessao do spin. No argumento apresentado em [34]
é adicionado um potencial vetor ao hamiltoniano do elétron devido ao spin-1/2:

At = 200 () ~ o), (2110

onde o, é uma matriz de Pauli, &y = hc/e é o quantum de fluxo, 0(x) é a funcao
degrau e A é uma constante de acoplamento. Esta equacao descreve a interagao elétron-
spin localizada numa superficie S definida por f(7) = fy, ou seja o spin sé responde a
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presenca de um elétron quando o mesmo atravessa tal superficie, o que forca o contador
de carga a contar apenas valores inteiros de carga. O hamiltoniano total em segunda
quantizagao do sistema mais spin é dado por:

= [arv [% (bv-<4) —ver

2 Cc

(7). (2.117)

Suponha que a interagao spin-corrente é “ligada” durante um intervalo de tempo 0 <
t < 7. Em t = 0 a matriz densidade do sistema-spin descreve o regime desacoplado
p = Pe ® ps, onde p, descreve a matriz densidade dos elétrons e p; a matriz densidade do
spin. A matriz densidade num tempo ¢ é dada pela férmula de Heisenberg

p(r) = T/ pe= i/, (2.118)

A matriz densidade do spin logo apds a interacao ser desligada pode ser obtida quando
executamos o traco parcial sobre os graus de liberdade eletronicos, Tr.

) ) P11 X(A)pry )
s(7) = Trep = , 2.11
Ps(7) P ( X(=Nppr pu (2:119)

onde,

X()\) _ <6—iﬁAT/h€iﬁ,AT/h>e’ (2'120)

com (...). indicando a média sobre o estado quantico inicial do sistema. Utilizando a
defini¢ao de x(\) = Y, " P,, como fungao caracteristica da estatistica de contagem a
equagao (2.119) pode ser escrita da seguinte forma:

ps(t) = 5 P, Ro—nr(ps), (2.121)
onde,
—i0
sy— ( PrtoeTpn
Ro(ps) = i . 2.122
0(Ps) (eepw pu ) ( )

A funcao P, é a probabilidade de que n elétrons tenham atravessado o sistemas durante
o tempo de observagao.

Utilizando o formalismo de matriz-S os autores de [34] foram capazes de calcular a
fungao geratriz da estatistica de contagem ®(\) de um dispositivo mesoscépico descrito
pelos seus autovalores de transmissdo, {7;}. Esta expressao é conhecida como férmula de
Levitov-Lesovik

O(\) =Ty Z/%ln{l +7[(e™ = 1) fe(l = fp) + (€* = 1) fo(1 — f)]}, (2.123)
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as funcoes fr e fp sao as funcoes distribuicao dos reservatérios a esquerda e a direita
da nanoestrutura, respectivamente. A temperatura nula, temos fr = 1 e fp =0 e a
expressao acima se reduz a

D\ = -Ty Z / %Eln{l +7i(e™™ = 1)} (2.124)

Esta expressao tem uma interpretacao bem evidente, trata-se da generalizagao para mul-
ticanais da distribui¢ao binomial que tratamos anteriormente. Neste caso a transferéncia
de elétrons se da por NN canais de forma independente como podemos ver da expressao
acima.

No préximo capitulo mostramos que a equagao (2.124) pode ser deduzida através do
formalismo de fungoes de Green de Keldysh. Esta dedugao também pode ser encontrada
na referéncia [83].

2.4.3 Estatistica de Contagem em Sistemas NS

A expressao pra fungao geratriz de um ponto de contato NS é dada por [84]

1+ Z A (P — 1)] . (2.125)

A eq. (2.125) mostra que o ruido de disparo neste sistema estd associado com a trans-
ferencia de carga nas unidades de +e e +2e. Os coeficientes A, no limite de baixas
temperaturas sao dados pelas seguintes expressoes:

Ay = fi(1 - ’Tee‘Q - ’rheP) )
Ay = fo(1— |Tee|2 - |rh6|2)7
Ay = [1(1 = fo)lrnel? ,
Ay = fo(1 = fi)lrnel,

onde, fi=f(E—eV)e fo=1— f(—E —¢€V), rec € 7 580 matrizes N x N definidas na

eq. (2.11).
No limite de baixas voltagens eV < A a dependéncia com a energia das amplitudes
de espalhamento pode ser desprezada, facilitando a integragao de (2.125). Obtemos entao

(2.126)

N

Dys(A) = —e|[V|Ty/h > Il + ry(e* — 1)), (2.127)
n=1

A caracteristica principal de (2.127) corresponde a transferéncia de duas cargas para o

lado supercondutor como esperado no regime subgap (F < A). Note que os autovalores

de reflexao do produto de matrizes de Andreev rher,te, r, exercem o papel da probabilidade

de sucesso do processo de Bernoulli, similar ao coeficiente de transmissao em sistemas

normais.
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2.4.4 Teoria de Circuitos & Estatistica de Contagem

A teoria de circuitos de fungdes de Green quase-classicas pode ser utilizada para
obter-se de forma eficiente a estatistica de contagem de carga para uma nanoestrutura ar-
bitraria. Através de uma extensao do formalismo de fungoes de Green de Keldysh [85, 86]
observou-se que uma rotacao na estrutura matricial da funcao de Green de um reser-
vatorio ¢ capaz de absorver um parametro de contagem A similar ao introduzido por
Levitov-Lesovik:

G(\) = e /2 (0) e /2, (2.128)

A matriz G(0) corresponde & matriz do reservatério usual e.g. equacdo (2.95) para o
caso de um reservatério normal.

Todos os passos e equagoes da aproximacao quase-classica permanecem validos quando
introduzimos o campo de contagem e portanto, podemos utilizar a teoria de circuitos para
obter a estatistica de contagem de uma enormidade de sistemas mesoscopicos. A acao de
um conector arbitrario (2.101) em termos da matriz estendida G()\) é dada por:

S(\) = —;—;Z/dETrln 1+ T,/4 ({Gi(N), G2} —2)]. (2.129)

Para um conector ligado a dois reservatérios descritos pela matriz (2.95), temos que o
anticomutador de (2.129) pode ser escrito da seguinte forma

{Gi(N), G} =2(1+2(e™* = D) fi[l — fo] +2(e ™ = 1) o[l — A])1, (2.130)

onde f; e fy s@o as fungoes distribui¢oes em cada reservatério. Desta forma a agao (2.129)
pode ser escrita como:

S(\) = —% Z/dEln 1+ T, ((e* =D)AL = fo] + (e =1 o[l = fi])] . (2.131)

que é a férmula de Levitov-Lesovik para um condutor caracterizado por seus autovalores
de transmissao {7,}. Vdrios exemplos desta teoria de circuitos para a estatistica de
contagem de carga podem ser encontrados na referéncia [87].

No proximo capitulo apresentaremos uma formulagao alternativa da fungao geratriz da
estatistica de contagem em termo de um modelo-o nao linear supersimétrico. Veremos
que a teoria de circuitos pode ser obtida através da solucao de ponto de sela de tal
modelo-o.



CAPITULO 3

TEORIA QUANTICA DE CIRCUITOS E ESTATISTICA
DE CONTAGEM DE CARGA: UMA ABORDAGEM VIA
MATRIZ ALEATORIA

Neste capitulo, utilizamos o formalismo de matrizes aleatorias discutido no capitulo
anterior para obter a estatistica de contagem de carga através de um sistema mesoscopico
na presenca de dois contatos nao ideais. Tal formalismo, permite que a dindmica cadtica
dentro da cavidade seja levada em conta de forma rigorosa no processo de deducao da
estatistica de contagem diferentemente da abordagem baseada no formalismo de fungoes
de Green quase-classicas de Keldysh discutido anteriormente.

3.1 INTRODUCAO AO FORMALISMO

Um dos principais objetivos do formalismo discutido neste capitulo, é ajudar no pro-
cesso de unificacao dos diversos formalismos hoje existentes na fisica mesoscopica em
um tnico esquema tedrico nos moldes sugeridos na ref. [88]. Este trabalho contém uma
formulacao de fisica mesoscopica na linguagem de fisica de muitos corpos e de métodos
projetivos de mecanica estatistica de nao equilibrio para sistemas quanticos dissipativos
abertos [89, 90, 91]. A construgao descrita em [88] possui trés etapas: (i) especificacdo do
modelo de detector para a medicao da estatistica de contagem de transferéncia de carga,
(ii) projegao da fungao caracteristica da estatistica de contagem de carga no subespago de
Liouville de observéveis relevantes que leva a uma férmula determinantal e (iii) execugao
da média sobre a dinamica cadtica da amostra mesoscépica do determinante funcional ob-
tido do passo anterior. O principal atrativo desta abordagem, além de sua generalidade,
¢é a possibilidade de controlar as aproximagoes em cada etapa de uma maneira matema-
ticamente rigorosa. Na ref. [88], a etapa (i) foi implementada via o esquema de deteccao
proposto por Levitov e Lesovik [33] para a estatistica de contagem de carga através de
uma amostra mesoscopica. Na etapa (ii), o subespaco de Liouville dos operadores de uma
particula foi selecionado e uma férmula determinantal de muitos corpos foi obtida para a
funcao caracteristica da estatistica de contagem, com a auto-energia fazendo o papel da
fungdo memoria. Para pontos quanticos ndo interagentes, a etapa (iii) foi executada uti-
lizando o modelo estocdstico de matrizes aleatérias da ref. [73] que descreve a dinamica
caotica dentro da amostra e também, o seu acoplamento com o ambiente, juntamente
com o mapeamento entre a teoria de matrizes aleatérias e o modelo o supersimétrico. A
utilidade desse esquema unificado torna-se ainda mais evidente quando percebemos que
existem diversas maneiras de executarmos qualquer uma das trés etapas acima discuti-
das, sem modificar a estrutura légica da construgdo. Por exemplo, no passo (i) podemos
substituir o modelo de detector estatico de Levitov e Lesovik pelo modelo mais realistico
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da ref. [86], onde o detector é representado por um ambiente eletromagnético linear. Na
etapa (ii), modos coletivos, tais como ondas de carga e spins, podem ser incluidos no
subespaco de operadores relevantes se desejamos estudar por exemplo, corre¢oes nao-
analiticas no regime de baixas temperaturas da teoria de liquidos de Fermi utilizando
uma abordagem tedrica que contém apenas excitagoes de baixas energias, similar ao tra-
balho desenvolvido na ref. [92]. J4 para a execugao do passo (iii), poderfamos utilizar
outro modelo o em casos onde efeitos nao pertubativos nao fossem relevantes no regime
de transporte de interesse.

Aplicamos o formalismo desenvolvido em [88] para descrever o processo de trans-
feréncia de carga através de um sistema mesoscédpico conectado a reservatorios de elétrons
via barreiras de transparéncias arbitrarias. A funcao geratriz da estatistica de contagem
¢é obtida e promediada com relacao a dinamica cadtica dentro da cavidade através de
um mapa entre o modelo de matrizes aleatérias e o modelo ¢ nao linear supersimétrico.
Tal formulacao é exata e contém todos os efeitos de interferéncia, e. g. localizacao fraca.
Demonstramos que o limite semiclassico, calculado via aproximacao de ponto de sela,
pode ser descrito por uma versao escalar da teoria de circuitos [93]. Em 2005, Barbosa
e Macédo [94] demonstraram que essa teoria de circuitos escalar reproduz exatamente
o limite semiclassico do ntcleo de Poisson em perfeita concordancia com a técnica di-
agramatica para média sobre o grupo unitario desenvolvido na ref. [56]. Utilizamos a
teoria de circuitos escalar para estudar alguns sistemas mesoscopicos de nosso interesse,
a saber: ponto quantico conectado a reservatorios por duas barreiras de transparéncias
arbitraria; uma sequéncia de pontos conectados por juncgoes de tunelamento; e um fio
quantico. O mnosso formalismo também oferece um procedimento alternativo ao céalculo
para as correcoes quanticas das propriedades semiclassicas obtidas da teoria de circuitos
desenvolvido em [55], como também permite estudar a transigao gradual entre uma tnica
cavidade cadtica e o limite de fio difusivo [93, 95]. A principal vantagem do nosso for-
malismo ¢ a conexao direta com a teoria de matrizes aleatérias via o modelo estocastico
introduzido por Verbaarschot-Weidenmiiller-Zirnbauer (VWZ) [73] para um tnico ponto
quantico ou via o modelo desenvolvido por lida-Weidenmiiller-Zuk (IWZ) [96] para uma
cadeia de pontos quanticos. Quando esses modelos estocasticos sao combinados com
supersimetria, temos: inclusao rigorosa de barreiras de transparéncias arbitraria; um
parametro natural de expansao para controle de expansoes semiclassicas; uma clara visao
fisica do setor nao-perturbativo da teoria. Uma clara demonstracao dessas vantagens
¢é a solugao nao-perturbativa exata para o problema da transicao ponto-fio para pontos
de contato ideais, englobando em uma tnica férmula os regimes balisticos, difusivo e o
isolante [97]. Discutimos também neste capitulo a generalizagdo deste formalismo para
diferentes classes de simetria (ortogonal, unitario e simplético), assim como mostramos
uma maneira de utilizar a conexao exata entre o modelo ¢ nao linear supersimétrico e a
teoria de matrizes de espalhamento aleatérias para a execucao de calculos pertubativos
e nao-pertubativos.

Este capitulo é dividido da seguinte forma, na secao 3.2, apresentamos a deducao
do modelo ¢ nao linear supersimétrico que descreve a fungao geratriz da estatistica de
contagem de carga transferida através de um ponto quantico com simetria de reversao
temporal quebrada. O limite semiclassico deste modelo ¢ é analisado e o usamos para de-
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rivar as leis basicas da teoria de circuitos escalar. Na segao 3.3, o formalismo é estendido
para descrever a estatistica de contagem de carga através de uma cadeia. Na secao 3.4,
apresentamos as devidas extensoes do formalismo para outras classes de simetria. Co-
nexoes exatas com a teoria de matrizes de espalhamento aleatérias sao apresentadas na
secao 3.5. Finalizamos este capitulo com a secao 3.6, onde fornecemos uma discussao
das relagoes entre nosso formalismo e a teoria de circuitos keldyshiana [98] desenvolvida
no capitulo anterior. Os resultados deste capitulo foram obtidos em colaboragao com
Macedo-Junior e encontram-se publicados no Physical Review B [52].

3.2 ESTAATI'STICA DE CONTAGEM DE CARGA ATRAVES DE UM PONTO
QUANTICO

Nesta se¢ao implementamos o esquema geral desenvolvido em [88] para construir a
representacao modelo o da funcao geratriz da estatistica de contagem de carga através de
um ponto quantico acoplado a reservatorios de elétrons via barreiras de transparéncias
arbitrarias. A derivagao consiste em trés etapas: (i) separagao dos graus de liberdade do
ambiente (reservatérios, guias e detectores) dos graus de liberdade do sistema (barreiras
e ponto), (ii) introdugado de um modelo estocdstico para a dinamica caética dentro do
ponto juntamente com uma descrigao detalhada de seu acoplamento com os guias, e (iii)
mapeamento da expressao final para a média em ensemble da funcao geratriz em um
modelo o nao-linear. De certa maneira tal deducao pode ser considerada como um refra-
seamento, na linguagem de fisica de muitos corpos, da teoria de espalhamento de Biittiker
para o ruido da corrente em condutores mesoscopicos [99] com as extensdes necessérias
para conter a informagao sobre todos os cumulantes da estatistica de contagem.

3.2.1 Representacao em Termos de um Modelo o

Considere a seguinte equacao de Dyson:

D 10w E = Hur) = S5 (B)] G, (E) = 16, (3-1)
onde os indices p e v denotam estados localizados dentro da cavidade e H,,, sao elementos
de matrizes do hamiltoniano do ponto isolado. Para modelarmos a dinamica cadtica
dentro da cavidade devemos assumir que os elementos H,, sao entradas de uma matriz
aleatéria pertencente ao ensemble gaussiano unitario (EGU), isto é, assumimos que o

sistema tem simetria de reversao temporal quebrada. A “barra” indica que a matriz

possui estrutura de Keldysh
= AT AR
A= ( 0 A ) ) (3'2)

onde os indices r, a e k denotam as componentes retardada, avancada e de Keldysh
respectivamente. em particular 1 representa a matriz unidade 2 x 2. Iremos utilizar a
seguinte notacao compacta para as matrizes

(A(E)) = A.L(E). (33)

ng
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A auto-energia ¥*(E) fornece uma descricao estatistica da fonte de quase-particulas (re-
servatorios), especifica também o acoplamento nao ideal entre o ponto e os guias e contém
toda a informacao relevante sobre o acoplamento do sistema e o campo de contagem A,
onde p especifica o guia em questdo. Na notagao matricial que estamos adotando, 3 (E)
tem a seguinte forma:

2
EA(E) _ Z ei)\pﬁl/Zip(E)efi)\pﬁlﬂ, (3.4)
p=1

onde &; é uma matriz de Pauli

w=(10) (35)

No modelo mais simples para o ambiente as componentes de E_lp(E) no espaco de Keldysh
sao dadas por [88]

ZZ(E) = [2fp(E) - 1]Fpa (3.6)

r.a ,l/
¥E) = F500, (3-7)

onde f,(E) = f(E+V,) é fungao distribui¢do de Fermi-Dirac nos reservatérios, V), é o po-
tencial eletrostatico e I',, é a matriz fenomenoldgica que descreve as taxas de tunelamento
entre o guia p e a cavidade.

A informacao sobre a transferéncia de carga através do ponto encontra-se codificada
na seguinte corrente matricial (para mais detalhes ver por exemplo [6, 16])

D(E) = 301 T, ((S)(E). GM(E)]) (38)

onde o trago cobre apenas o espago gerado pelos estados ressonantes no ponto. A carga
transferida durante um tempo de observacao Ty é dada por

T, [~ -
Q= [ aEm(RE). (39
onde Tr, denota o trago sobre o espaco de Keldysh. Inserindo (3.8) em (3.9) obtemos
—iely [ = =
Q) = p 0 /_ ) dETr (GME)9,EX(E)) . (3.10)

Em (3.10) introduzimos a seguinte notacao compacta d, = 9/0\,. Utilizando a identidade

Tr (GNE)9,E)(E)) = 0,TrIn GN(E), (3.11)

podemos escrever a eq. (3.10) da seguinte forma
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Q) = —icd,B(N), (3.12)

onde,

(N = % /_Z dETrIn (C_g((g))) , (3.13)

¢é a funcao geratriz da estatistica de contagem de transferéncia de carga através do ponto

quantico durante o tempo Ty. As funcoes G*(E) e G(FE) sdo relacionadas uma & outra
pela seguinte equagao de Dyson:

GNE) = G(E)+G(E)(ZNE) - £(B))GY(E)
= G(E)+GY(E)(ZNE) - £(B))G(E).

Podemos simplificar (3.13) escolhendo Ay = A, A2 = 0 e executando explicitamente o
traco sobre a estrutura de Keldysh. Desta forma obtemos a féormula
Ty [
D(N) = - dETrIn(1 4+ Jy\(E)A(E)), (3.14)
onde a funcao escalar Jy(F) captura toda a informagao relevante sobre os reservatorios
(fungoes de distribuigao) e campo de contagem (\)

—00

INE) = (" =1 A(E)1 = fo(B)) + (7 = 1) fo(E)(1 — fi(E)). (3-15)
Essa funcao tem uma interessante representacao em termos de funcoes de Green quase-
classicas como veremos na se¢ao 3.6. A fungao matricial

A(E) =T1G"(E)IG(E) (3-16)

contém tanto a informagao das barreiras que conectam os guias aos pontos como também
sobre a dinamica quantica microscépica dentro do ponto. A eq. (3.14) é o resultado final
da implementagao da etapa (i). Ela mostra a separagao explicita dos graus de liberdade
do ambiente, descritos por Jy(F) e do sistema mesoscépico representado pela matriz
A(E).

Da fungao geratriz ®(\), podemos formalmente calcular a probabilidade P, de que n
particulas sejam transmitidas através do ponto durante o tempo de observagao Ty usando
da seguinte relagao

" d>\ — —in
e [ Lo (37

2T

Podemos ainda expandir () em poténcias do campo de contagem A para obter todos
os cumulantes da estatistica de contagem,

o) = -3 (3.18)

1

o0

k
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Os dois primeiros cumulantes sao dados por

w=" [ aBG(E) - E)TIAE), (3.19)
w o= [T ABRE) + RE) 218 (B
<THA(E)] - (H(E) ~ £2( ) TIAXE)]} (320

que estao relacionados com a condutancia de Landauer e a poténcia de ruido de disparo
da corrente respectivamente.

Uma maneira controlada de se levar em conta a dinamica cadtica dentro da cavidade é
utilizar o modelo estocdstico introduzido por VWZ [73]. Esse modelo é construido através
da férmula de Mahaux-Weidenmiiller [72] para a matriz espalhamento,

SP(E) = SpgOnm — 278 Y (W)u G (EY W, ), (3.21)
02
onde os indices p, ¢ (n, m) denotam os guias (canais de espalhamento). A fungao de Green
retardada é a solu¢ao da equagao de Dyson (3.1) na auséncia de campo de contagem,

G'(E) = (1E —H+ (i/2)(T1 +T2)) ", (3-22)

onde H é uma matriz aleatoria M x M pertencente ao EGU. As matrizes retangulares
W, sao nao-aleatérias e especificam as matrizes de acoplamento ponto-guia através da
relacao

I, =2rW, W/ p=1,2. (3.23)

Elas também satisfazem a seguinte condicao de ortogonalidade
(WIW,) = L5, 8,me o (3.24)
P74 nm T pg=nm ’ 3-24

onde a,, é um parametro livre que quantifica a intensidade do acoplamento ponto-guia.
O parametro 7 fixa o espacamento médio de niveis A das ressonéancias dentro da cavidade.
A distribuicao de H é

M

P(H) o exp (—ﬁTr (H2)> . (3.25)
Y

A média no ensemble da matriz espalhamento no limite de um grande nimero de res-

sonancias, M > 1, é dado por (ver apéndice B para deducao)

1 —i(F)e %

1+ i&(F)een’

(Sh.(E)) = OpgOnm (3-26)

onde,
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{(E) = 21— (E)Q (3-27)

27y 2

Neste mesmo limite a densidade média de ressonancias (parte real dos pélos de res-
sonancia) obedece a lei do semi-circulo

o(E) = % 1- (%)2 (3.28)

E importante lembrar que apenas as caracteristicas universais locais em espectro do
modelo VWZ podem ser consideradas predicoes corretas para um sistema cadtico realista.
Tendo isso em mente fazemos E = 0 nas férmulas acima, assim A = 1/0(0) = my/M é
o espacamento médio de niveis dentro da cavidade. Os coeficientes de transmissao das
barreiras nas interfaces ponto-guia sao definidos como

Tyn = 1= [(SE(0))]* = sech®(cpn/2). (3-29)

E finalmente, a matriz de transmissao aleatoria pelo ponto é dada por

t(E) = —2riWIG" (E)W,. (3.30)

Inserindo a eq. (3.30) em (3.14) obtemos

d(N\) = —% h dETrIn(1 4 Jy(E)t(E)t(E)), (3.31)

que é uma funcao aleatoéria e portanto, necessitamos executar a média em ensemble no
regime local em espectro (£ = 0) mencionado anteriormente. Com a obtencao de (3.31)
finalizamos o passo (ii).

Para que possamos executar a média em ensemble, é conveniente definir a seguinte
funcao auxiliar:

—00

1) == (3:32)
substituindo (3.31) em (3.32), obtemos
_ T [ p00(E) K(sinh ! \/IL(E))
CJ()\) B h ,oodE o\ \/JA(E)(l—FJ)\(E))’ (3'33)

onde a fungao K(z) é definida como [100]

1 sinh(22)t(E)tT(E)
K@) =3 <Tr (1 n sinh2(x)t(E)tT(E)>> ' (3:34)

Existe um procedimento exato que permite executar médias em ensemble de razoes entre
determinantes que garante acesso direto a todos os regimes fisicos (perturbativo e nao-

perturbativo), que é a técnica supersimétrica [68]. Considere a funcao geratriz introduzida
por Rejai [101]
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U (@, b) = <det ( - bleti?)ﬂ((?)» : (3-35)

1-— al(lgt

=,

Observe que a fungao K (x) pode ser obtida da W(d,b) através da relagao abaixo:
_9v(ad,b)

K(x) 20,

(3-36)

d:(% sinh 2z,— tanh z)=b

A proxima etapa consiste no mapeamento da média em ensemble, local em espectro
(E =0), e no limite M — oo da razao de determinantes (3.35) numa integral sobre um
espago quociente de um modelo ¢ nao linear supersimétrico (para maiores detalhes ver

-,

por exemplo a ref. [68]). Como resultado desta etapa a fungao geratriz W(a,b) pode ser
escrita da seguinte forma compacta

V@ D) = [ dQF(Qp QFRQ.Q), (3.37)
Q2=1
onde,
NP
F(Q,Q) =[] Sdet *(1+ e QQ)"), (3.38)
n=1

sao as fungoes de acoplamento que descrevem as interfaces guia-ponto e N, é o nimero

de canais de espalhamento abertos em cada guia p. Nos adaptamos a notagao padrao

para as operacoes em supermatemaética: Sdet significa a operagao de superdeterminante

e d@ é a medida invariante do espago quociente. As coordenadas dos vetores d@ e b sdao
. . _ —1

codificados na supermatriz fonte, Q0 ; = SQ0S™ ", onde

S = ex 0 X ex ¥ ¥ ( )

com X, = diag(a;,0,0;,0), Y; = diag(0,a;,0,b;) e Qo = diag(1,1,1,1,—1, -1, -1, —1).

A equagao (3.37) encerra a tltima etapa de derivagao do nosso modelo. Tal como
esta, esse método é uma representacao matematica exata da fisica associada a estatistica
de contagem de carga através de uma cavidade cadtica com contatos nao ideais e simetria
de reversao temporal quebrada. Isto permite extrair de maneira controlada e sistematica
propriedades fisicas relevantes do problema tanto perturbativas como nao-perturbativas.
No regime semi-classico, como veremos abaixo, essa construcao nos permite obter a teoria
de circuitos na sua forma escalar [93].

3.2.2 Equacao de Ponto de Sela e a Teoria Quantica de Circuitos

—

A representagao integral (3.37) da fungao geratriz ¥ (a,b) pode apenas ser resolvida
exatamente, i. e., ser expressa em termos de combinagoes de funcoes especiais conhecidas,
para o caso de contatos ideais (7}, = 1). Nesta subsecdo vamos considerar o regime
semicléssico, onde o nimero de canais abertos de espalhamento é muito grande (Ny, Ny >
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1). Como veremos posteriormente é conveniente escrevermos as componentes dos vetores
a e b da seguinte forma

?

a = -5 sinh ¢y ; as = —itanh(¢;/2)
1
by = 5 singg; by = —tan(¢o/2).
A supermatriz fonte pode ser escrita em termos desses novos parametros:
coS QAS 1sin (ﬁ
o = A ~ = A, .40
Qo ( —ising —cos¢ ) @ (3-40)

onde introduzimos a seguinte matriz diagonal & = diag(i¢1, i1, Po, o). Para detalhes da
dedugao dessa parametrizagao ver apéndice C. Com essa escolha a eq. (3.37) adquire a
seguinte forma

Wion o) = [ Qe (3.41)
Q=1
onde a acao efetiva de baixa energia é dada por
onde,
(@, Q) = —5 Z Strin(1 + e " QQ"). (343)

A equagao de ponto de sela é obtlda da extremizagao de i5(Q, @ é) com relacao ao

vinculo Q? = 1. Isto pode ser obtido através da seguinte transformacio Q — Q =
Qe ~ Q + §Q, onde 0Q = [6Q,Q]. Implementando essa transformacao, a agao
efetiva (3.42) fica:

iS(Q +6Q,9) =iSV(Q,¢) +iSMV(Q +6Q, b), (3-44)

onde,

iSO(Q, ) = —= Z Strin(l +e *""QQ;) — 5 Z Strin(1 4 e **"QQy), (3.45)

Ny
W(Q+60Q.4) = _% Z Strin(1+ (14 e™*"QQ,) e *"6QQ,)

——Zsmn L+ (1+e7°7QQ0) ' *6QQ0).  (3.46)
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Utilizando a expansao StrIn(1+X) = StrX —1StrX?+:StrX?+... e a seguinte identidade
Str(A[B, C]) = Str([B, A]C), podemos escrever iSM(Q + 6Q, ¢) da seguinte forma

Ny
D(Q+0Q.¢) = —%Zeal“Str([Q,@¢;<1+eam@@q;>1]6@)
n=1

N»
3 D mSt([Q, Qo1 + e QQ) ). (347
n=1

A equacao de ponto de sela é obtida extremizando a expressao acima em relacao a 6¢2:

W(Q +6Q,¢)
o)

=0, (3-48)

donde obtemos:

Z e mQ, Qu(1+ e mQQ,) ! Z e [Qo(1+¢7*QQ0) Q. (3.49)
Essa equagao pode ser resolvida utilizando o ansatz (ver apéndice C):
cosf isinf
- . <), .50
@ (—z’sin& —cos@) (3-50)
onde 0 = diag(i#y, 601, 0y, 0p). Desta forma obtemos a equagdo matricial diagonal:
N1 N2

Z sin(g%—é)A L sin 0 -~ (3.51)

cosh o, +cos(¢p —0)  “— cosh ay, + cos b

n=1

Com a solugao da equacao acima podemos calcular W(¢g, ¢1) com precisao logaritmica:

cosh vy, + cos(gg — Op)
In ( In
n ¢07 ¢1 Z (COSh A1p —+ COSh(le - 01)

h
+Zlﬂ ( cosh arg, + cos b ) . (3.52)
n=1

cosh ay,, + cosh 6,

A funcdo K (x) pode ser obtida através da relagao abaixo

8‘11 (¢07 ¢1)
9o po=—"2iz=i¢y

Inserindo a eq. (3.52) em (3.53) e escolhendo 6y = —2iy = i6; nds recuperamos a lei de
conservacao da teoria de circuitos escalar,

K(z) =

(3-53)
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K(z) = Ki(x —y) = Ka(y), (3-54)
onde,
Kp(z) = Z b 2 (3:55)

)
- cosh 2z + cosh ay,

representa a relacao “corrente-voltagem” caracteristica de uma barreira arbitraria. A
interpretagao de K (z) como uma pseudo-corrente escalar e as varidveis = e y como pseudo-
potenciais d& a equacao de ponto de sela a estrutura de uma teoria de circuito. Este é o
principal resultado desta secao. Esta dedugao matemaética substitui argumentos indiretos
anteriores [53] que sugeriam tal conex@o. Existem diversas maneiras de generalizar nossa
construcao, e.g., considerando o caso de multi-terminais ou redes de pontos quanticos,
algumas destas iremos tratar nas proximas secoes. Para encerrar esta se¢ao iremos nos
concentrar num caso de grande relevancia: um ponto quantico conectado a guias por
barreiras de transparéncias arbitrarias. Nesse caso, K,(z) fica:

N, 1 1
K,(z) = 7’) tanh(z + Eap) + tanh(z — §ap) . (3.56)

Inserindo a eq. (3.56) em (3.54) encontramos,

_ NTy¢
T 11— (1 - T)e? (3-57)

onde ¢ é a solugao da seguinte equacao de quarto grau (N; = Ny)

K(x)

[T1(1 — Ty) tanh z)¢* — (3Ty Ty tanh )& + [(T4 T + Ty — Ty) tanh® z + 274 T
—T1 — T2]£3 + [(TlTQ + Tl — TQ) tanh2 T + T1 + Tg]g — Tl tanh x = 0. (358)

As equagoes (3.57) e (3.58) sao as equagoes da teoria de circuitos escalar para um ponto
quantico com duas barreiras. Tal conjunto de equagoes foi demonstrado na ref. [94]
ser equivalente ao conjunto de equacoes obtidas para o mesmo sistema via técnica dia-
gramética de integragao sobre o grupo unitario [56]. Na ref. [53], essas equagoes foram
utilizadas para descrever uma sutil transicao quantica associada com a emergéncia de
modos Fabry-Pérot dentro do ponto quantico quando variamos as transparéncias das bar-
reiras. Na presenca de interacao coulombiana, esta transicao leva a uma lei de poténcia
nao usual para a condutancia diferencial em baixas temperaturas e voltagens [102], que
implica no surgimento de uma estrutura tipo plateau no fator Fano (razao entre o segundo
e o primeiro cumulante da estatistica de contagem), quando variamos os valores T} e Tb.
No proximo capitulo iremos voltar a falar de forma mais detalhada de tal transicao.

Na préxima secao estenderemos o formalismo de modelo o para a descri¢ao do processo
de transferéncia de carga através de uma cadeia de pontos quanticos.
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3.3 ESTATISTICA DE CONTAGEM DE CARGA ATRAVES DE UMA CADEIA
DE PONTOS QUANTICOS

Nesta se¢ao aplicamos o formalismo geral desenvolvido na se¢ao anterior para deduzir
uma expressao exata para a funcao geratriz da estatistica de contagem de carga através
de uma cadeia quantica acoplada a dois reservatérios de elétrons. Os passos a serem
seguidos aqui sao essencialmente os mesmos apresentados na secao anterior, portanto
nossa apresentacao aqui serd menos detalhada.

3.3.1 Representacao em Termos de um Modelo-o

A ideia bésica aqui é aplicar o modelo introduzido por IWZ [96], no qual a cadeia
quantica é representada por uma série de L cavidades cadticas fracamente acopladas. O
hamiltoniano H de todo o sistema portanto adquire uma estrutura de blocos, tal que o
bloco H®% é uma matriz aleatéria que descreve a dindmica caética do i-ésimo ponto e,
H@H - descreve o acoplamento entre os estados internos de cavidades adjacentes. O
aspecto estocastico do modelo é especificado assumindo a seguinte distribuicao gaussiana
para o hamiltoniano

L L-1

P(H) oc [ P(H)) [T P(H), (3-59)

i=1 i=1

onde,
P<H(m)) x exp (_FTI. (H(Z,Z))2> , (3.60)
Y
e
o M? . oL
P(H® D)  exp (—TTr (H(Z’ZH)H(HI’U)) ; (3.61)
g

onde, v e M sao definidos como na sec¢ao anterior e g ¢ um parametro livre que quantifica o
acoplamento total entre cavidades adjacentes. Na expressao definida acima, utilizamos a
propriedade (H )t = H0+19) ¢ assumimos também a auséncia da simetria de reversao
temporal.

Introduzimos as matrizes nao aleatérias Wi e Wy que conectam o primeiro guia a
L-ésima cavidade e a primeira cavidade ao segundo guia, respectivamente. A intensidade
do acoplamento e~®»/2 (ver eq. (3.24)), determina os coeficientes de transmissdo das
barreiras através da relagio T}, = sech®(a,,/2). Executando a média em ensemble, nés
obtemos, no regime de interesse (M — oo, E — 0) a seguinte expressao [103]:

L
Wonon) = [ [[d@ue @0, (3.62)
j=1

onde,



3.3 ESTATISTICA DE CONTAGEM DE CARGA ATRAVES DE UMA CADEIA DE PONTOS QUANTICOS65

L—
iS({Q},Q;) = %Z 1(Q;Q1) +i51(Qr, Q)
-HS2 Q1,Qo),
(§
(@, Q") = —5 ZStrln (1+eQQ"), (3.63)

que é a representacao matematica exata da funcao geratriz da estatistica de contagem de
carga através de uma cadeia de pontos quanticos com dois contatos nao ideais.

3.3.2 Analise do Ponto de Sela

Extremizando S({Q}, Q@ ¢3) sob o vinculo Q? = 1, obtemos as seguintes equacgoes de
ponto de sela:

[Q), Qj-1] = [Qj1, Qjl; (3-64)
Ze Qa1+ ¢ Qr@y) ™ Qul = §1Qu Qui], (3.65)
e
N2
;eO‘Q"[Ql,QO(l +e7Q1Q0) ] = g[Q%Q ]. (3-66)

Podemos resolver este conjunto de equagoes utilizando o ansatz
cos éj 18in éj
- . ), .6
@ ( —isinf; —cosb; ) (3.67)

onde §; = diag(if;1,16;1,6,0,8,0). Com esta parametrizacao, as equacoes de ponto de sela
tornam-se relacoes entre matrizes diagonais

Sin(éj_H — éj—l) = sin(éj — éj—l)a (368)
sin(ngS— éL) g . n A
———— = =sin(f — 0,_1), .6
cosh ay, + cos(¢p —0) 2 (62 = 021) (3.69)
e
J sin(fy — 6,) = sin fy (3.70)
2 2T cosh Qo + cOS 0 3
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Calculando ¥(¢y, ¢1) com precisao logaritmica e utilizando a eq. (3.53), obtemos a lei de
conservacao da teoria de circuito escalar para a cadeia quantica

K(l’,L) = Kl(x—xL) = K(L_l)({L'L —I'L_l) = ...

= KW(zy—z) = Ks(zy), (3-71)
onde,
N
u sinh 2z
K = .
»(®) ; cosh 2z + cosh oy, (372)
e

KY(z) = gsinh 2. (3-73)

Assumindo que a queda de potencial através de cada cavidade é pequena, |z;—z,_1| < 1,
a eq. (3.71) pode ser reescrita da seguinte forma

rp — I

K(z,s) = Ki(x —xp) = = Ky(x1), (3-74)

onde s = (L —1)/g. A eq. (3.74) foi estudada em [93], onde foi mostrado que ela é
equivalente a

K(z,s) = Ko(z — sK(z,5)), (3-75)
onde Ky(x) satisfaz a lei de conservagao de um ponto quantico conectado a duas barreiras

Ko(r) = Ki(z — y) = Ka(y). (3.76)

Podemos facilmente verificar que K (x, s) também satisfaz a seguinte equagao diferen-
cial nao-linear:

0K (z, s) 0K (z,s)
— 21 K — = .
o) K S =, (377)
cuja condicao inicial é
K(x,0) = Ko(z). (3.78)

Essa equacao diferencial foi utilizada em [93] para estabelecer uma conexao direta entre
a teoria de circuitos escalar e a equagao de escala DMPK [104, 105].
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3.4 EXTENSAO PARA OUTRAS CLASSES DE SIMETRIA

Uma das vantagens de uma descri¢ao em termos de matrizes aleatérias é que tal forma-
lismo permite uma classificacao de um sistema fisico complexo usando apenas a presenca
ou auséncia de certas simetrias fundamentais, como reversao temporal (RT) e rotagao de
spin (RS). De acordo com Zirnbauer [106], existem dez classes de universalidade: trés
classes Wigner-Dyson (WD), trés classes quirais e quatro classes de Bogoliubov-de Gen-
nes. Até agora neste capitulo trabalhamos com uma tnica classe, a classe WD unitaria
(WDU), que descreve sistemas com simetria RT quebrada. Nesta segao iremos estender
nossa descrigao a classe WD ortogonal (WDO), onde a simetria de RT esté presente assim
como a simetria de RS e a WD simplética (WDS), caracterizada pela presenga de RT e
auséncia de RS. Do ponto de vista matematico a distincao entre as trés classes WD pode
ser feita através da escolha da algebra de divisao usada para representar as entradas da
matriz hamiltoniana aleatoria e utilizando um rétulo 5 que denota o nimero de compo-
nentes reais independentes em cada entrada. Para a classe WDO temos = 1 (nimeros
reais), para WDU § = 2 (ndmeros complexos) e finalmente para WDS = 4 (numeros
quaternionicos reais).

Por simplicidade nesta secao iremos apenas considerar o caso de um ponto conectado a
duas barreiras. Vamos demonstrar que as equacgoes de ponto de sela levam a um conjunto
escalar de equacoes independentes de 5 que sao idénticas a forma escalar da teoria de
circuitos. As correcoes quantica contudo, dependem da classe de simetria de maneira
nao trivial. Comecamos esta se¢ao utilizando a funcao geratriz estendida introduzida
em [103],

; (8) T
B (F) — det!/? 1 — sin®(¢y,) /2)tt |
“ <££ “ (1 +sinh?(0D /2)ttt ) /7 (3.79)

onde,

& = Go+odos  dos = badsa
67 = ¢ +opis dis = dsds,

(b = (¢07¢057¢17¢16)-
A pseudo-corrente escalar é obtida através da seguinte relacao
i
KO () = S19()] ;00 (3-80)
onde,
v (&
19)(¢) = —Qmﬁ—(ﬂ() ) ) , (3.81)

0o+ |o=(00.idsio)

e mg = 14 dz4. Seguindo as etapas usuais que nos levam a representagao em termos de
modelo o, encontramos
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v (g) = / AQeS @), (3.82)
Q=1
onde,
S(Q, Q) = ms(S1(Qy, Q) + S2(Q, Qo)) (3-83)
€
1 &
i5p(Q Q) = —5 3 _Strin(1+ e QQ). (3:84)
n=1

As equacoes de ponto de sela podem ser resolvidas utilizando a seguinte generalizacao do
ansatz que vimos em secoes anteriores

cos 0 isinf
Q = . .oN A ) (3‘85)
—isinf) —cosf

onde,

- (i 0

0  Oip 0o Oos
Op = : O = . .8
B < 016 91 F 905 90 (3 7)
Extremizando a acao S,E’B )(Q, Q ¢3) , recuperamos a lei de conservacao da teoria de circuitos
escalar, eq. (3.54). Na préoxima secao utilizaremos a conexao entre o modelo o e a teoria

de matrizes de espalhamento aleatérias para calcular as correcoes quanticas da teoria de
circuitos, que sao dependentes de [3.

3.5 CONEXAO COM A TEORIA DE MATRIZES DE ESPALHAMENTO ALEATORIAS

Uma das mais poderosas consequéncias do nosso formalismo é a possibilidade de se
usar o formalismo de matrizes de espalhamento aleatérias (ou matriz transferéncia) e o
modelo ¢ nao linear supersimétrico, para executar os calculos das correcoes quanticas da
teoria de circuitos. O objeto central nesta conexao é o seguinte nicleo de transformagao

2 — (1 — v\ttt
OB (7,8) =TT det'/? 0o , 3.88
ro=1l 2 - (1 v))ttf 5

onde S denota a matriz de espalhamento e

= st i = coshloh)

Jj = (V07V067V17V1,B)-
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Nas subsecoes seguintes, iremos mostrar com Q) (7, S) pode ser utilizada para execu-
tar conversoes exatas entre o modelo o e a teoria de matrizes espalhamento aleatéria, que
é capaz de fornecer um poderoso esquema de calculo (perturbativo e nao-perturbativo)
das correcoes quanticas da teoria de circuitos.

3.5.1 Cavidades Cadticas

Da prova da equivaléncia [107, 108] entre o formalismo hamiltoniano (modelo VWZ)
e o formalismo de matrizes espalhamento [109] baseado no principio de méxima entropia
da teoria de matrizes aleatérias, podemos estabelecer a seguinte relacao exata:

V(5) = [ s, 5)PO(s) (3.80)
onde,

PY(S) o | det(1 — St9)| AN+ Na=142/5) (3.90)

é o nucleo de Poisson [109] e N7 e N, sdo os numeros de canais abertos nos guias 1 e 2,
respectivamente. A matriz de espalhamento pode ser expressa em termos das matrizes
de reflexao (r, r’) e de transmissao (t, t')

S = ( v i, ) , (3.91)

e S é uma matriz sub-unitaria da forma

S = ( N 32 ) , (3.92)

que descreve as propriedades de espalhamento das barreiras. A pseudo-corrente escalar
da teoria de circuitos pode ser obtida da relagao,

8\1}(5)(,})

(8)
Yo+

KO (z) = 27 sinh(20) , (3.93)

v=(v,v,v,v)

onde v = cosh2z. A eq. (3.89) pode ser usada na construgao de um esquema diagramético
pertubativo, seguindo a ref. [56], que permite a computagao das corregoes quanticas da
teoria de circuitos de forma sistematica. O termo dominante desta expansao semiclassica
(N1, Ny > 1) foi mostrado na ref. [94] estar em perfeita concordancia com a teoria de
circuitos escalar.

Para contatos ideais (7}, = 1), consideraveis avancos nos calculos de tais correcoes
foram feitos utilizando poderosas técnicas de movimento browniano [110]. Isto é possivel
pelo fato de que para contatos ideais S = 0, implicando que P®¥)(S ) é uma constante e
através da propriedade de fatoracao da medida de Haar,

N
dS o H 7 — 75/° HT{L (3.94)
1

1<j i=
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onde 7; s@o os autovalores de tt', e

po= SN = N+ 1-2/5),
N = min{Nl,Ng}.

Utilizando os resultados da ref. [110], encontramos a seguinte expansao semi-cléssica para
a pseudo-corrente:

N; + N.
K®(z) ~ Nt coth z (1 — V/1 — tanh? 2 tanh? :L‘)
2—-p sinh 2z

86 cosh®z(1 + cosech®zy cosh® z)’

onde tanh?® zy = 4N N,/(Ny + N3)?, que estd em concordancia com o resultado obtido
por Campagnano e Nazarov [55].

Para sistemas com simetria unitdria, o método da transformada integral da ref. [110]
nos da expressoes exatas no regime nao-perturbativo

K(x) = cothx Z_ (1 — fu(cosh2z)g,(cosh2z)), (3.95)

onde,

1—v
5 )

14
gn(v) = Fln+1ln+1+p2n+2+p——),

fn(l/) = F(_na_n_ﬂ;_2n_,u;

e F(a,b;c;x) é a fungdo hipergeométrica. Expressoes similares também sao encontradas
para o caso ortogonal (8 = 1) e simplético (8 = 4) utilizando o método de polindomios de
Jack combinados com a transformada integral da ref. [110].

3.5.2 Fios Quanticos

No limite do continuo a eq. (3.71) da cadeia quantica simplifica-se bastante e obtemos
a seguinte representacao do modelo o para a funcao geratriz da estatistica de contagem
de transferéncia de carga através de um fio quantico com contatos ideais

- ' 158 (0.0 0. )
v () = / 1Qdq @9 WE) Q. @), (3.96)

onde s = 2L/¢ é duas vezes o comprimento do fio em unidades do comprimento de
localizagao. A acao efetiva do acoplamento fio-guia é dado por

Sgﬁ)(Q’ Ql? qu) - mﬂ(sl (qu’ Q) + SQ(Q,7 QO))? (3‘97)
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onde,

Np
5(Q.Q) = 5 > Strin(1 + ¢ QQ). (3.98)
n=1

e WY )(Q, Q') é o niucleo de calor do espaco quociente de Efetov,

(0, = AP WI(Q.Q) = 0
w(@Q.Q) = §(Q-Q).

A conexao com a teoria de circuitos escalar pode ser feita definindo a pseudo-corrente

—,

o’ ()
—& | : (3-99)
00+ 13=(0..i0.i0)

Para contatos ideais e simetria unitaria, resultados exatos podem ser obtidos para os
autovalores e autovetores da parte radial do operador de Laplace-Beltrami Ag). Adap-
tando os resultados da ref. [97], temos

1(¢) = 2"

S

N-1 o
IP(¢) = 231n¢2/ dlubnkcgzl)CSZQ)fnk(cb)e_e”’“s, (3.100)
n=0 70
onde,
2 1
i — @k tanh (k) dk
nk
ek = K 4 nn+1)+1/4
o _ PN +1/2+ k)
nk (N —n—1IN +n)!

far(@) = Pa(cos ¢) Pig—1/2(cos §)
N = min{Nl,Ng},

e P,(z) é o polinomio de Legendre e Py,_q/2(x) é a funcao conica.
Outro caminho que podemos tomar, é aplicar o mapeamento exato entre o modelo o
e a teoria DMPK [104, 105, 111, 112] , que foi utilizada na ref. [103] para estabelecer a

prova de equivaléncia. Considere a seguinte relacao

V() = [ aue(7. )P (1), (3.101)

onde M é matriz transferéncia que contém a mesma informacao codificada na matriz S
como podemos ver da sua representacao em termos das matrizes reflexao e transmissao
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th™ )
M = ( Z . .102
(e (3:202)
A fungdo distribuicio P (M) descreve a mudanca na distribuigdo da matriz transferéncia
em fun¢ao do parametro de comprimento adimensional s. Tal fun¢ao distribuicao satisfaz

a equacao DMPK
) = 0
) = POs),

onde P¥)(S) é o niicleo de Poisson (eq. (3.90)) e 51(581\)@}( é o operador de Fokker-Planck
da teoria DMPK que nas coordenadas usuais, definidas como \; = (1 — 7;)/7;, é

N
0 o ._
Lhpx = Za)\z’(l +)\i><]ﬂa<]617 (3.103)
i=1 t ?
onde
5 =TT~ AP (3.104)
i<j

Utilizando a teoria de funcao geratriz introduzida em [100], podemos sistematicamente
calcular as corregoes da teoria de circuitos que descreve a transicao gradual ponto-fio
apresentada na ref. [93]. No caso mais simples de contatos ideais e Nj, Ny — 0o podemos
utilizar os resultados de [100] para o regime perturbativo. A expansao semi-cldssica da
pseudo-corrente é dada por

d
[gﬁ)(¢) = f +apf(P) + Sbﬂ% (%) + O(s%), (3.105)
onde
-2 12148+ 367
= g T 22
f(6) = = coto.

¢

Os dois primeiros termos da eq. 3.105 coincide com o resultado para § = 1 obtido por
Campagnano e Nazarov [55].

Encerramos agora nossa discussao sobre as consequéncias imediatas da formulacao via
modelo ¢ nao linear supersimétrico da estatistica de contagem. Na proxima se¢ao iremos
discutir a conexao entre nosso formalismo e a teoria de circuitos keldyshiana apresentada
no capitulo anterior.
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3.6 VERSAO KELDYSHIANA DA TEORIA DE CIRCUITOS

Como vimos no capitulo anterior, existe uma maneira completamente independente da
apresentada neste capitulo de formular a teoria de circuitos. Esta abordagem introduzida
por Nazarov e Bagrets [98] é construida através da técnica de fungdes de Green de Keldysh
quase-classicas e tem como principal atrativo sua capacidade de extensao para redes
quanticas arbitrarias. Nesta secao iremos apresentar o método variacional introduzido
por Nazarov [80] para deduzir a teoria de circuitos keldyshiana. Nosso principal objetivo
nesta secao é mostrar as similaridades e diferencas entre o modelo ¢ e a teoria de circuitos
de Nazarov, que ajudard na conexao entre nossos resultados apresentados aqui com os
da ref. [80]. Por simplicidade, trataremos apenas do caso de um tnico ponto quantico
conectado a duas barreiras arbitrarias.

Iniciamos nossa apresentacao reescrevendo a eq. (3.31) em termos dos autovalores de
transmissdo, i. e., os autovalores de t(FE)tT(E)

B(N) = —% 3 / T AB (1 + Sy (B)r(B)), (3.106)

onde J)(F) é definido na eq. (3.15). Como discutido na ref. [98], essa equagao possui uma
representacao simples em termos das funcoes de Green quase-classicas dos reservatorios,
que sao dadas por

Gie) = (4 2 ) (3.107)

e satisfazem a condi¢ao de normalizagao @3(E) = 1. O campo de contagem ¢ introduzido
através da seguinte transformacao de calibre

GNE) = e?2G (E)e /2, (3.108)

Desta forma podemos reescrever Jy(E) da seguinte forma

I(E)1 = —= (GNE) — G5(E))” = —D)(E). (3.100)

1
4
Com essa relagdo podemos reescrever a eq. (3.106) como sendo

d(N) = —;F—;; > /_Oo dETr,In (I - 7,(E)Dy(E)) . (3.110)

A préxima etapa é sem duvida o ponto mais fraco dessa construcao. A média em
ensemble da dinamica cadtica dentro da cavidades nao é executada de forma matematica-
mente rigorosa através da teoria de matrizes aleatorias. Ao invés deste calculo, foram uti-
lizados argumentos quase-classicos razodveis, mas nao controldveis, de isotropizagao [79].
A principal dificuldade técnica com essa abordagem é que a expansao em gradientes, que
é o conceito central da teoria quase-classica, nao leva a agao efetiva de baixas energias
para geometrias confinadas como pontos, onde as fungoes de acoplamento das interface
ponto-guia, F,(Q, Q') eq. (3.38), sdo ingredientes essenciais e os modos de relaxagao lenta
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sao irrelevantes. Contudo, o argumento permanece util pois, motiva a construcao da agao
efetiva de um maneira completamente independente da formulada anteriormente. A idéia
bésica do modelo baseado no argumento de isotropizacao, é que o ponto quantico pode
ser completamente caracterizado por uma funcao de Green quase-classica dependente da
energia G.(E) e cada barreira é especificada por um conjunto fixo de autovalores de trans-
missao Tj,. O valor de G.(F) pode ser obtido da extremizagao, sob o vinculo G.(E)* = 1,
da seguinte acao fenomenoldgica:

Ny 00 N 0o
iS[G.(E)] = —QT—Z > / dETrIn (1 - TmeC(E))—QT—;L > / dETrIn (1 — T5,Doo(E))
n=1"Y > n—=1 Y —

(3.111)
onde
1,4 ~ 2
Di(E) = 7 (Gi(E) = G(E)) (3-112)
L, - ~ 2
Dy(B) = (GaE) = Ge(E))". (3.113)
Executando os célculos (ver capitulo 5) desta extremizagao, obtemos a seguinte equagao

matricial

I}E) + L(E) =0, (3-114)

onde
R(E) = 3 DG (B), (1~ 11, DY) B (3115)
B(E) = Y (Gl B), (1 - TouDar(E)) ' Ga(E). (3116)

E conveniente introduzir uma formulacao vetorial do problema via as seguintes identida-
des

GY(E) = §\(E)-G (3.117)
Gy(E) = G(E) -5 (3-118)
G.(E) = g.(E)-0, (3.119)

onde, ¢ = (61,09, 03) e cada ¢; é uma matriz de Pauli. Ficamos agora com as seguintes
correntes vetoriais
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INE) = u:f(E).a— (3.120)
L(E) = ilL(E)-q, (3.121)

cuja lei de conservacio ¢ INE) + L(E) = 0. As equacdes (3.115) ¢ (3.116) na forma
vetorial sao

Ak Tln c E
0NE) = 22+T1n () ;(( )) 1 (3.122)
— Y T2n92 E) X gc(E)
BE) = X 5T GE) 3B 1) (3:223)

O problema encontra-se agora reduzido ao cédlculo do vetor g.(E). E importante
notar que podemos recuperar a funcao J\(FE), definida na eq. (3.15), e suas derivadas
com respeito a A diretamente dos vetores G} (E) e g»(F) utilizando as seguintes férmulas

WE) = 5 (@) -3(8) - 1) (3.122)
WMD)~ JGE) < GlB) (3.125)

onde é; é um vetor unitario. As equagoes acima podem ser utilizadas para nos ajudar a
fazer contato com a média em ensemble definida na segao (3.2). Para tanto, considere a
seguinte quantidade

o)=Y (G AR (5.126)

a funcao ¢()\) definida na eq. (3.32) torna-se
1Th

o= [ asPE) e (3.127)

No limite de temperatura nula, temos

T (E)e
q(A) = Mo zn: < 1+ Tn(%)zeM _ 1)> ’ (3.128)

onde definimos My = eV'Ty/h. Note que essa equagao implica numa simples rela¢ao entre
q(A\) e a pseudo-corrente, K (x), da teoria de circuitos escalar

tanh z

K(x) = M

(3-129)

q(A)

eir=cosh? z
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Combinando esse resultado com a eq. (3.33) vemos que o célculo pode ser dividido
em duas partes. Podemos calcular K () diretamente do vetor corrente I3 (E) ou I(E) a
temperatura nula e entao inserir na eq. (3.33) para obtermos ¢(\) a temperatura finita.
Este raciocinio também nos déd uma estratégia para estabelecer a equivaléncia entre a
versao baseada no modelo o e a versao keldyshiana da teoria de circuitos. De fato é
apenas necessario mostrar que ambas as teorias dao a mesma expressao para a pseudo-
corrente escalar K (x). Isto pode ser obtido aplicando a parametrizacdo das fungoes de
Green quase-cldssicas matriciais introduzida por Nazarov [80], que permite obter a lei
de conservacao de K(z) diretamente da formulagao keldyshiana. Para uma interessante
parametrizacao alternativa, que também resulta em equacoes escalares, recomendamos a
ref. [113].

Embora a lei de conservacao da teoria de circuitos escalar possa ser obtida pelo
principio variacional aplicado & agao keldyshiana eq. (3.111) utilizando a parametrizacao
de Nazarov [80], a informagao adicional contida na estrutura supersimétrica do ponto de
sela do modelo o oferece uma rota nao-perturbativa da teoria além do alcance da teo-
ria baseada no formalismo de Keldysh. Para uma discussao adicional sobre esse ponto,
recomendamos a ref. [114]

No préximo capitulo iremos utilizar a teoria de circuitos escalar para obter a estatistica
de contagem de um sistema hibrido metal normal-supercondutor no regime de baixas
energias e campo magnético nulo. Neste regime existe uma relacao conveniente entre os
autovalores de reflexao de Andreev e os de transmissao do lado normal que nos permite
obter a estatistica de contagem por uma simples renormalizacao dos observaveis do caso
normal.



CAPITULO 4

APLICACAO DA ESTATISTICA DE CONTAGEM EM
SISTEMAS NS: ESTATISTICA DE AUTOVALORES DE
REFLEXAO DE ANDREEV

Neste capitulo, utilizaremos a teoria de circuito para estatistica de contagem de
carga desenvolvida no capitulo anterior, para estudar sistemas hibridos metal normal-
supercondutor na auséncia de campo magnético. Neste regime, os autovalores de reflexao
de Andreev estao conectados aos autovalores de transmissao do lado normal através da
seguinte relacao r; = 7']'2 /(2 — 7;)%. O sistema NS que iremos tratar é formado de um
ponto quantico conectado a um reservartério de quase-particulas no estado normal e ou-
tro supercondutor via barreiras de transparéncia arbitrarias. Iniciaremos este capitulo
apresentando as principais modificagoes da funcao geratriz da estatistica de contagem
desenvolvida no Capitulo 3 para incluir a interface NS do nosso dispositivo hibrido. Pos-
teriormente, utilizaremos a funcao geratriz NS para calcular analiticamente a densidade
média de autovalores de reflexao de Andreev e os trés primeiros cumulantes da estatistica
de contagem. Discutiremos através da analise da densidade de autovalores a emergéncia
do regime de tunelamento sem reflexao quando variamos as transparéncias das barreiras
e, ainda, analisaremos uma interessante caracteristica dos cumulantes NS: diferentemente
do caso NN, tais cumulantes exibem assinaturas interessantes de uma transicao quantica
que ocorre em pontos quanticos conectados a barreiras de transparéncia arbitrarias asso-
ciada a formagao de modos de Fabry-Pérot dentro da cavidade [53]. Os resultados que
serao apresentados neste capitulo, encontram-se publicados no Physical Review B [54].

4.1 ESTATISTICA DE CONTAGEM E TEORIA DE CIRCUITOS PARA SISTE-
MAS NS

Nesta secao, apresentamos a funcgao geratriz da estatistica de transferéncia de carga
num dispositivo NS através da teoria quantica de circuitos desenvolvida no capitulo an-
terior. Iniciamos, escrevendo a funcao geratriz da estatistica de contagem em termos dos
autovalores de reflexdo de Andreev {r;}

dys(\) = Zmu +7;(e™ —1)). (4.1)

Admitiremos baixas temperaturas e baixas voltagens aplicadas, tal que, max(eV, kpT) <
min(Ery, |Al), onde Er, é a energia de Thouless e A é o parametro de ordem supercon-
dutor. Com tais condigbes obedecidas, podemos desprezar a dependéncia com a energia
das matrizes de espalhamento e, consequentemente, dos autovalores de reflexao de An-
dreev. Na presenga de dinamica cadtica dentro da cavidade, os autovalores {r;} tornam-se

77
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variaveis aleatérias correlacionadas, de tal maneira que é conveniente introduzir a fungao
geratriz média

S(A\) = (Pys(N)) = /0 drpns(r)In(1 + r(ei’\ - 1)), (4.2)

onde pyg(r) =D, (0(r—ry)), é a densidade média de autovalores de reflexdo de Andreev.
No regime semicléssico, caracterizado por um ntimero grande de canais de espalhamento
abertos nos guias N > 1, pys(r) torna-se uma fun¢do bem comportada, o que nos
permite escrever a seguinte funcao auxiliar para a condutancia adimensional

ASO)

ans(e) = _ZW (1—&*)r

1
— [ d . .
o jg rons(r) T, (4.3)

Os cumulantes da estatistica de contagem sao obtidos de gygs(e) através da férmula
abaixo

(82—1 d

I
2e %) gNS(S)

E conveniente introduzir a seguinte mudanca de varidveis, r = sech?z. Em termos desta,
nova variavel, podemos definir uma densidade média modificada vyg(z), que é obtida de
gns(e) através de

; 1=0,1,... (4.4)

e=0

qi+1 =

vns(x) = —Im <

. {=ms)| .} (4:5)

Esta nova densidade vyg(x) estd diretamente relacionada a densidade pyg(r) segundo a
transformacao

-1
vns[cosh™ (1/4/7)]
ps(r) = 2551 . (46)
2ry/1 —r
Vamos agora descrever o problema de encontrar gyg(e) na linguagem de teoria quantica
de circuitos. Para tanto, voltemos a eq. (4.3), reescrevendo-a da seguinte forma

7_2

ﬂ+4a—ﬂﬂ1—§»'

Podemos ainda, reescrever o polinomio de segundo grau do denominador da expressao
acima em termos de suas raizes e, assim, escrever eq. (4.7) em termos de fragoes parciais

gNs<e>=—A+_;A_/Oldm<r>(l_j/A+ =) (48)

onde, p(7) =Y (6(1 —7,)) é a densidade média de autovalores de transmissao e Ay =
2(1 £¢)/(1 —&?). Utilizamos também, na equacao acima a seguinte igualdade

gns(e) = / dr()pus(r/(2 — 7)?) ( (4.7)

AQMWZAVWMWZN, (4-9)
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que nada mais é do que a condi¢ao de normalizacao da densidade média de autovalores.
Introduzindo a funcao

Fo)= [ dr—T8 s — 1) seno, (4.10)

podemos escrever a eq. (4.8) de uma forma bem conveniente

1—¢e?
4e

gns(e) = —

(Fee) = F(2)). (4.11)

onde,

Fy(e) = F(¢ (4.12)

sen2¢/2=(1—e2)/[2(1%¢)]

A eq. (4.11) é o principal resultado desta se¢ao; como veremos, todos os observaveis
calculados nas préximas se¢oes dependerao desta equagao. A eq. (4.11), também revela
uma das principais vantagens de uma abordagem via teoria de circuitos: a fungao F(¢)
pode ser calculada independentemente de p(7) através da lei de conservagao da corrente

espectral I(¢), K(z) = —i/2I(¢ = 2ix)

I(¢) = Li(¢ —0) = I(0), (4.13)

onde, a relagao “corrente-voltagem” num conector arbitrario, caracterizado por um niimero
de canais abertos IN; e barreira de transparéncia 7 ¢ dada por

2N;T; tan(A¢p;/2) .
I (Ad:) = J=J J . =1.2 .
]( ¢J) 1+<1_7})tan2(A¢j/2)7] ) <y (414)
onde A¢; corresponde a queda do pseudo-potencial através de um conector. Definindo
a variavel £ = tanf/2 a segunda igualdade na eq. (4.13) produz a seguinte equagao

quartica em &

T1<1 - T2)7']£4 + (1 + 2G)T1T27]§2 + [(CLTQ—
Tv(1 = TP + aTo(1 — Ty) + Th (1 — To)|E3+
[(aT3(1 = Ty) = Th)n* + Th + aTo]¢ — Tin = 0, (4.15)

onde, n = tan¢/2 e a = No/N;. Uma vez obtida a solugao fisica da eq. (4.15), podemos
calcular F'(¢) e finalmente, calcular gyg(¢) usando a relagao

V1—g? NoTH¢ NoTr8
gns(e) = (1 T

2 1-T)& 1+(1- Tz)ﬁ)’ (4-16)

onde, &1 é a solugdo fisica da eq. (4.15) com 7 igual any = /(1 Fe)/(1 £e).

Na préxima secao, utilizaremos gyg(€) para calcular a densidade de autovalores de re-
flexdo de Andreev. Esta quantidade, apresenta uma clara assinatura da transicao quantica
discutida na ref. [53] quando variamos a transparéncia das barreiras.
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4.2 DENSIDADE MEDIA DE AUTOVALORES DE REFLEXAO DE ANDREEV

Dividiremos esta secao em trés partes. Nas duas primeiras, trataremos de dois
casos onde expressoes analiticas simples podem ser encontradas: duas barreiras indénticas
e duas juncoes de tunelamento. A andlise destes dois casos serd importante para o estudo
da assinatura da transicao mencionada anteriormente, a qual surge quando examinamos
o terceiro e ultimo caso: um contato ideal e um barreira de transparéncia arbitraria.

4.2.1 Barreiras Simétricas (7} = 13)

Neste caso, a equacao quartica fatora-se em duas equagoes quadraticas, e a raiz fisica
¢é obtida da seguinte equacao

ang® + (1+a)§ —n =0, (4.17)
portanto

—(1+a)+ V(L +0a)? +dar’
2an '

£ = (4.18)

Inserindo a eq. (4.18) na eq. (4.16), obtemos gys(c) e finalmente vyg(x) através da
eq. (4.6) para a =1

_NTQA+ )

ps(r) = - m (r), (4.19)

onde, Z(r) é uma fungdo bem comportada em r =0 e r = 1 e é dada por:

[1]

(r) = 2+T)a+ (2—="T)r
 (Ta+ (8 —1TT)r)2 + 16r(a — 3r)

onde, a = (14+2/7). E importante notar a presenca de singularidades tipo inverso de raiz

quadrada para valores de r préximos de 0 e 1 na eq. (4.19). Através da equagao (4.4),

podemos calcular os cumulantes da estatitica de contagem. Abaixo, apresentamos os trés
primeiros cumulantes para este caso

[1]

(4.20)

L (2+2vV2+T)
GNS—qu—NT(Q—i-\/5)(4+2\/§_T)2, (4.21)
Pys — dgy — N1 —(1=T)*)[(16 + 12v2 4+ T)? — (8 +- 6v/2)%(1 — T)] (4.22)

2v/2 (4+2v2-T)* ’

e finalmente,

CV2N(1-(1-T)%
©128(4+2v2 — TS
(33066 + 23380v/2)(1 — T)? + (56348 + 39844+/2)(1 — T

+ 19601 + 13860v/2] (4.23)

[(1—T)*+ (1468 + 1036v2)(1 — T)?

Cns = @3
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Para a # 1 e T = 1, encontramos as seguintes expressoes em termos de Ni e Ny

Ny + N

Gns = (N1 + Ns) |1 — , 4.24
vs = (N1 + Ny) NI NN, TV (4-24)
que coincide com o resultado obtido por Belzig e Vanevic [115].
16 NZNZ(Ny + N,)?
Pys = L2 :
NS = N2 £ 6NN, + N2)3/2’ (4:25)
e
ANZNZ(Ny + No)?[(Ny — No)* — 8NZNZ]
CNS = — 3 3 . (4.26)
(N2 + 6NNy + N3)9/2
4.2.2 Juncgoes de Tunelamento (73,7, < 1)
Neste caso, a eq. (4.15) se reduz a seguinte equagao trigonométrica
Gisen(¢ — 0) = Gasing; G; = N, 1. (4.27)
Da solugao da eq. (4.27) obtivemos F'(¢) que é dado por:
GG
F(¢) = — - (4.28)
\/(Gl + G2)2 — 4GlGQSGH2¢/2
Finalmente, substituindo a expressao acima na eq. (4.6), temos:
un N GG 1
ps(r) — (4-29)

N 2v21 Gi+ Gar5/1\/(rg — 2)\/r + 19

onde, 1o = 4G1Go /(G + G2)%. Note que a eq. (4.29) possui uma singularidade do tipo
r=%/* para r préximo de zero. Este resultado concorda com o limite de energia nula
da densidade de autovalores de reflexao de Andreev obtido na referéncia [116] para um
sistema formado por duas jungoes de tunelamento. A principal diferenca qualitativa entre
aeq. (4.29) e a eq. (4.19) ¢é a auséncia da singularidade tipo inverso de raiz quadrada em
r = 1 na eq. (4.29). Para entendermos melhor o desaparecimento desta divergéncia na
eq. (4.29), iremos a seguir, considerar um ponto quantico acoplado a dois reservatorios
(um metal normal e outro supercondutor) através de um contato ideal e uma barreira de
transparéncia arbitraria. Apresentamos abaixo, os trés primeiros cumulantes extraidos
da eq. (4.28)

GiG3
W, (4-30)

G2G2(2G — G2G2 + 2GY)
P — 1~2 1 12 2 )

Gng =
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Coe e GG
NETR(GE + Gy

[4GS — 14GSG5 + 27G1GY — 14GEGS + 4G3). (4.32)

4.2.3 Contato ldeal (7} = 1) e Barreira arbitraria

Nesta segao, serd mais conveniente trabalhar com a densidade vyg(x), pois, diferente-
mente de pys(r), tal densidade é finitaem 2 =0 (r = 1) e x — oo (r = 0), o que facilita
nossa analise da transicao. O principal resultado desta secao é o interessante comporta-
mento de vyg(x) proximo de x = 0 quando variamos a transparéncia das barreiras. Como
discutido na ref. [53], para o caso normal podemos usar vyg(0) como um parametro de
ordem para a transicao quantica discutida neste mesmo artigo. Na linguagem de teoria
de circuitos este sistema é descrito escolhendo 773 = 1 e To = T na eq. (4.15), que pode
ser fatorada e a raiz fisica é obtida através da seguinte equacao cibica:

(1 =1)& + ((L+a)T — 1)ng* + (1 + aT)¢ —n = 0. (4-33)

Substituindo a raiz fisica da eq. (4.33) na eq. (4.5), obtemos vyg(z). Na figura (4.1) ,
apresentamos o comportamento de vyg(z) quando variamos 7.

Vns (X)

0 :

X

Figura 4.1 Densidade média de autovalores vyg(z) para 73 = 1 e Tp = 1 (linha sélida),
Ty = 0.8 (linha tracejada), 7o = 0.5 (linha tracejada-pontilhada), 75 = 0.3 (linha pontilhada).
O inset mostra o comportamento de vyg(z) dividido /% para Ty = 0.5.

A figura (4.1) mostra a densidade média vyg(x) para véarios valores da barreira arbitraria.
Observamos que vyg(0) = 0 para T < 0.5 e vyg(0) > 0 para 0.5 < T < 1. Neste
caso, vns(0) é similar a um parametro de ordem correspondente a uma transigao de fase
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de segunda ordem. Tal parametro de ordem sinaliza o aparecimento de modos Fabry-
Pérot r = 1 (z = 0) dentro da cavidade como discutido na ref. [53]. A emergéncia dos
modos tipo Fabry-Pérot em pontos quanticos, estda conectada a observacgao do regime
de tunelamento sem reflexao em estruturas NS com duas barreiras. Para x = 0 uma
expressao simples é obtida para vyg(z) em termos de T' e a

vns(0) = &Re{
™
Tal resultado é absolutamente idéntico ao resultado obtido para o caso normal discutido
na ref. [53] dividido por um fator dois. Também investigamos o comportamento de
vns(x) quando x tende a zero para T = 0.5 (vide o inset da figura (4.1)). Encontramos
um comportamento do tipo lei de poténcia

(a+1)T -1 } (4.3

a

vns(z) o< 23 2 — 0. (4-35)

Esse resultado também foi encontrado pelo autores da ref. [53] para o caso normal. Na
proxima segao iremos explorar a principal vantagem da teoria de circuitos no seu formato
escalar, que é obter vyg(z) para todo o plano 7775 e assim, descrever detalhadamente
a transi¢ao. Iremos mostrar também que os trés primeiros cumulantes da estatistica de
contagem de carga exibem uma clara assinatura da transicao quando atravessamos as
linhas da mesma.

4.3 ANALISE DOS CUMULANTES DA ES:I'ATI'STICA DE CONTAGEM: ASSI-
NATURAS DE UMA TRANSICAO QUANTICA

Nesta secao consideramos o caso geral, T} e T5 arbitrarios, para investigarmos a assina-
tura da transicao na média dos cumulantes NS. Investigamos também que a propriedade
de vyg(0) ser a densidade de modos Fabry-Pérot dentro da cavidade é preservada nesse
caso geral e pode ser utilizada como um indicador do surgimento do regime de tunela-
mento sem reflexao no sistema. Para simplificar nossa analise daqui por diante, iremos
introduzir as seguintes varaveis auxiliares

¢=Ty(1+T)/Th, (4.36)

G =1+T1)/(1—-T). (4-37)

As curvas ( = 1 e ( = (o correspondem as linhas de transicao no diagrama T x T5
separando a regiao onde existem modos de Fabry-Pérot (v(0) # 0) da regiao onde tais
modos desaparecem (r(0) = 0). Na figura (4.2), apresentamos o diagrama 77 x T
obtido na ref. [53] para o caso normal e que veremos é exatamente idéntico ao caso NS
substituindo o parametro de ordem v(0) do caso normal por vyg(0).
Iremos considerar inicialmente, o caso geral de guias assimétricos (a # 1).

Como discutido nas segOes anteriores, toda a andlise em termos da teoria de circuitos
comega resolvendo a equagao qudrtica eq. (4.15). Uma maneira simples de computar
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Figura 4.2 Diagrama ilustrando as diversas regioes correspondentes aos diferentes regimes de
transporte quando variamos os parametros 77 e T5. As linhas sélidas correspondem as curvas
¢ =1e (= (que delimitam a regiao onde ha modos do tipo Fabry-Perot (1 < ¢ < (p).

os cumulantes sem precisar calcular a solu¢ao completa (para todos valores de ¢) dessa
equagao qudrtica, que em geral leva a expressoes analiticas extensas, é expandir gyg(¢)
em uma série de poténcias de € e assim, obter os cumulantes através dos coeficientes da
expansao. Inserindo a expansao de &

£t = A+ Be+Ce?+ De® + Ee* + F&b... (4-38)

1, 1, 3,3
Ne = 1$e+552¢§s3+§e4¢§65~- (4-39)

na eq. 4.15, podemos mostrar que o coeficiente A é obtido da seguinte equagao quartica

Ti(1 - To)A* + aTo(2 — T))A* + (1 + 20) TV T, A +a(2 — T1)ToA—Ty = 0. (4.40)
O coeficiente B em termos de A fica
. TlA[((2 + CL)TQ — 2)142 —2— (ITQ]
40, A3 4+ 305 A2+ 2T To(1 + 20) A+ 0y

onde oy = T1(1 —T3) e 05 = aT3(2 —T). Os demais coeficientes da expansao (C, D, E
e F') sao apresentados no apéndice D.

(4-41)
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T1XRys
T XRyy

Gys
Gy

Figura 4.3 Resisténcia (topo da figura, linha sélida) e condutancia NS (grafico inferior, linha
s6lida) sao apresentados para 77 = 0.1. Também é apresentado (linhas tracejadas) o comporta-
mento desses observaveis no caso normal para comparacao. Os eixos verticais a direita dizem
respeito aos observaveis no caso normal.

Substituindo a eq. (4.38) na equagao qudartica (4.15), obtemos a seguinte expansao:

gns(€) = ap + ane? + ape* 4 ... (4.42)

Os coeficientes «, a e as podem ser escritos em termos dos coeficientes da expansao de
&1 eq. (4.38) (ver apéndice D).

Os trés primeiros cumulantes sao obtidos da eq. (4.4). Em termos dos coeficientes de
(4.42), temos:

Gns = 2q1 = 2a, (4-43)
Pngs = 4q; = —4ay, (4-44)

e
Cns = q3 = 209 — . (4.45)

Na figura (4.3) é apresentado o comportamento da resisténcia Ryg (linha sélida, parte
superior) e a condutancia Gys = 1/Ryg (linha sélida, parte inferior) para 77 = 0.1.
Os observaveis correspondentes ao caso normal NN, também sao apresentados (linhas
tracejadas) para comparagao. A linha vertical tracejada em ¢ = 1 serve de “guia para os
olhos” e auxilia a identificagdo da mudanca de comportamento dos cumulantes NS quando
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Figura 4.4 Comparacao entre a condutancia NS calculada via teoria quantica de circuitos,
eq. (4.43) (linha cheia), levando em conta correlagoes entre os autovalores de transmissao e
o resultado obtido em [117] (linha tracejada) considerando independéncia dos autovalores de
transmissao, eq. (4.49).

os modos Fabry-Pérot surgem no sistema. Como discutido na ref. [53] (ver fig. 4.2), ( =1
define uma das linhas de transicao no diagrama 77 x T5.

O minimo na resisténcia NS sinaliza uma transicao gradual entre o regime de tune-
lamento sem reflexdo e o regime de reflexdo usual (duas particulas) tipico de sistemas
com interface NS. No regime de tunelamento sem reflexao, uma das particulas relaciona-
das pelo mecanismo de Andreev, tunela toda a amostra sem sofrer reflexao. Portanto,
um processo de transporte que em principio envolve duas particulas (elétron e buraco) é
efetivamente convertido em um processo de uma tnica particula.

Beenakker e colaboradores [47] previram pela primeira vez esse fendmeno em jungoes
NS. Eles consideraram um fio difusivo de comprimento L conectado a um reservatorio
supercondutor por uma barreira de tunelamento, I', e observaram que a medida que au-
mentamos comprimento do fio (aumento da desordem) a dependéncia da resisténcia Ryg
com a bareira era da ordem de 1/T e nao 1/T'"? como esperado num processo envolvendo
duas particulas. Variando o comprimento do fio eles observaram também que a resisténcia
NS exibe um minimo para L ~ /L, onde [ é o livre caminho médio da regiao difusiva.
Através de uma teoria de escala para a densidade de autovalores de reflexao de Andreev
os autores de [47] concluiram que o aumento da desordem esta relacionado com a abertura
de canais de tunelamento com autovalores de transmissao proximo da unidade, que sao
responsaveis pelo regime de tunelamento sem reflexao. Essa abertura de canais induzida
por desordem foi descoberta por Nazarov na ref. [78].

Em cavidades cadticas, este regime de tunelamento sem reflexao esta relacionado
ao surgimento de estados ressonantes de longo tempo de vida dentro da cavidade que
combinam dois efeitos: o aprisionamento de ressonancias e a formacao de modos tipo
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Fabry-Pérot entre as barreiras conectadas a cavidade cadtica. O primeiro ocorre quando
o aumento da intensidade do acoplamento da cavidade com o exterior causa uma forte
superposicao entre as ressonancias dentro da cavidade. Para um valor critico de tal
acoplamento ocorre uma reorganizacao de todo o espectro da cavidade, dando origem a
uma bifurcagao no tempo de vida dos estados ressonantes. Alguns desses estados tornam-
se instaveis com tempo de vida muito curto, enquanto os estados restantes sao estaveis
e tém tempo de vida longo. O outro mecanismo, como temos visto no decorrer deste
capitulo, estd relacionado com o aparecimento de uma singularidade do tipo inverso da
raiz quadrada na densidade de autovalores de transmissao. Note que a formacao de
modos Fabry-Pérot entre as barreiras constitui um fenémeno puramente ondulatério nao
sendo exclusivo, portanto, de sistemas quanticos. Ambos os fendmenos, aprisionamentos
de ressonancias e a formacao de modos Fabry-Pérot, devem contribuir para o surgimento
do regime de tunelamento sem reflexao no dispositivo NS.

O caso de duas barreiras de tunelamento foi estudado por Melsen e Beenakker na
ref. [117]. O objetivo deste trabalho era descrever a transi¢ao gradual entre o regime
balistico e o difusivo, de um dispositivo feito de metal normal entre duas barreiras de
tunelamento de transparéncia arbitraria, através de uma férmula fenomenolégica do tipo
Fabry-Pérot para os autovalores de transmissao, dada por:

o = (Bo + Bicos ¢,) ", (4.46)
onde
— (11 + T
By = %}12) (4-47)

21— Ty) 21— Ty) 712
I'T ’

¢

b=

(4-48)

e ¢, ¢ a fase acumulada na viagem de “ida” e “volta” entre as barreiras. Observe que
a expressao (4.46) admite indepedéncia entre os autovalores de transmissao, cada auto-
valor é caracterizado por uma varidvel aleatoria ¢, independente. A expressao para a
condutancia Gyg obtida na ref. [117] é

2N cosh27;cosh2v,
(cosh®2y; + cosh?®2y, — 1)3/2”

Gs = (4.49)
T; = 1/cosh®2v;. Esta equacdo (4.49) deve ser contrastada com a eq. (4.43) obtida via
teoria de circuitos. Na figura (4.4), plotamos ambas as equagdes mostrando claramente
que a suposicao de que nao hé superposigao das ressonancias, sugerida pela eq. (4.46),
nao ¢ apropriada para o tratamento de cavidades cadticas balisticas. Observamos que a
formula fenomenolégica tem boa concordancia com nossos resultados apenas no regime
de jungoes de tunelamento (7; < 1).

Para a densidade de autovalores de transmissdo a expressao obtida na ref. [117] foi a
seguinte
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Figura 4.5 Poténcia de ruido de disparo (parte superior) e terceiro cumulante (parte inferior).
A linha vertical em ¢ = 1 nos auxilia a visualizar a assinatura da transicdo quantica nos
cumulantes NS.

prs(r) = (B — (Gor — 1),
T

para (8o + 51)"! <7 < (Bo — B1)”!. Esta equacao foi utilizada em [117] como condigao
inicial para obter a densidade de autovalores de transmissao quando ¢ introduzida desor-
dem no sistema através da insercao de um fio metalico difusivo. Para obter tal densidade
eles utilizaram a equacao DMPK que descreve a evolugao da densidade de autovalores
de transmissao quando um pedaco infinitesimal de material desordenado é adicionado ao
sistema. A andlise feita por esses autores, como ja vimos, s6 é correta quando T; < 1,
que é o regime de validade da eq. (4.46), a despeito do argumento apresentado pelos au-
tores em favor da validade geral de (4.50). Utilizando a densidade de autovalores correta,
obtida através da corrente espectral deduzida na ref. [93], Apolindrio [118], via andlise
numérica da teoria de circuitos, fez uma andlise completa da transicao ponto-fio para
barreiras de transparéncia arbitraria.

Na figura (4.5) apresentamos a poténcia de ruido de disparo (topo da figura, linha
sélida) e o terceiro cumulante da estatistica de contagem (parte de baixo da figura). Os
valores para o caso normal também sdo mostrados (linhas tracejadas). Gostariamos de
chamar a atengao ao interessante comportamento desses dois cumulantes NS proximo
ao ponto ( = 1, o que mostra uma consideravel sensibilidade dos cumulantes de maior
ordem a transicao quantica nesses sistemas de duas barreiras.

Para nos certificar dos resultados que obtivemos via teoria de circuitos, nds calcu-
lamos o segundo e terceiro cumulantes implementando numericamente o formalismo de
matriz de espalhamento. O ensemble de matrizes-S é construido combinando matrizes de

(4-50)
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Figura 4.6 Comparagao entre os resultados analiticos obtidos da teoria de circuitos (curvas
sélidas (a) e (c)) e simulagao (curvas (b) e (d)) utilizando um ensemble de matrizes espalhamento
para o segundo e terceiro cumulantes para 77 = 0.1. O eixo vertical a esquerda corresponde
as curvas de ruido de disparo ((a) e (b)), enquanto o eixo a direita corresponde as curvas do
terceiro cumulante.

espalhamento fixas, que descrevem as barreiras de tunelamento 7T} e Ty, com uma matriz
de espalhamento estocdstica pertencente ao Ensemble Circular Ortogonal (ECO), que
descreve o dinamica cadtica dentro do ponto. A matriz t de toda a estrutura (barreiras-
ponto) é obtida e usada para calcular a matriz de reflexao de Andreev s;.. Em nossa
rotina numérica consideramos guias simétricos com 50 canais abertos (N; = Ny = 50) e
fizemos a média em ensemble considerando 1000 realizagoes da matriz s;.. Como pode-
mos ver na figura (4.6), os resultados semicldssicos analiticos plotados na fig. (4.5) estao
em boa concordancia com as simulagoes.

E importante lembrar que a abordagem via matriz-S contém todas a correcoes quanticas,
tais como a corregao de localizagao fraca e termos de ordem superior na expansao 1/N,
enquanto a teoria de circuitos nos fornece apenas o termo dominante, que é da ordem de
N. Os efeitos de tais corregoes podem ser vistos na fig. (4.6), onde observamos que na
regiao proxima ao maximo tanto de g quanto g3 os efeitos devido as corregoes quanticas
sao mais pronunciados. E possivel calcular analiticamente as correcoes de localizagao da
funcao caracteristica da estatistica de contagem desses dispositvos com duas barreiras
se formos além da teoria de circuitos apresentada nesse capitulo. Listamos aqui duas
possiveis abordagens para o calculo de tais corregoes, a saber o método diagramatico
para a integracdo sobre o grupo unitdrio [56] e uma recente extensao da teoria de cir-
cuitos que incorpora as corregoes quanticas [55]. Na ref. [119] os autores calcularam a
correcao de localizagao fraca da poténcia de ruido de disparo para uma cavidade cadtica
acoplada a reservatérios normais por barreiras de transparéncia arbitraria utilizando os
dois métodos citados anteriormente e observaram uma inesperada transicao do tipo am-



4.3 ANALISE DOS CUMULANTES DA ESTATISTICA DE CONTAGEM... 90

2 0.5 {—
0.45 f i .
1.8 r
0.4
16 0.35
14t 0311
2 | £ 0.25—?
L2 02 1
1 0.15
01 [Ei
0.8 ‘
0.05 | %
06 b0 ol v vy
012345678910 012345678910
C 14

Figura 4.7 Fator Fano (a esquerda) e skewness (& direita) para 77 = 0.1 (linha sélida), 0.4
(linha tracejada), and 0.8 (linha pontilhada).

plificacao-supressao em funcao do nuimero de canais abertos e das transparéncias das
barreiras.

Nos proximas capitulos, utilizaremos estes dois formalismos para estudar um sistema
de pontos quanticos conectados em série (extensao da teoria de circutos [55]) e um outro
sistema consistindo essencialmente do problema discutido nesse capitulo mas na presenca
de um campo magnético (técnica diagramatica [56]), que tem como principal efeito inva-
lidar a renormalizagao dos autovlores de reflexdo de Andreev, r = 72/(2 — 7)2.

Estudamos também o comportamento do fator Fano, definido como a razao da poténcia
de ruido de disparo pela condutancia NS, Fys = Pys/Gns, € o fator de assimetria que é
a razao entre o terceiro cumulante e a condutancia NS, Syg = Cng/Gns, que sdo mos-
trados na figura (4.7) para varios valores de 77. Podemos observar que ambos os fatores
exibem uma queda acentuada préximo de ¢ = 1, onde ocorre a transicao.

Finalmente, apresentamos a densidade média vyg(z), eq. (4.5), para Ty e Ty ar-
bitrarios. Na figura (4.8), plotamos o comportamento tridimensinal de vyg(z) em =0
quando variamos arbitrariamente 77 e T5. Observamos que as linhas ( = 1 e ¢ = (p
delimitam a regido onde vyg(0) # 0, confirmando que vyg(0) realmente faz o papel de
um parametro de ordem da transicao quantica discutida aqui, em concordancia com os
resultados da ref. [53] para sistemas NN.

Em termos de ( e (y, podemos escrever vys(0) da seguinte forma:

N{ Vel DG . goecg

vns(0) = - ¢+ ’ (4.51)

0 ; de outra forma.

Esta expressao coincide com o resultado obtido na ref. [53] para sistemas NN se dividirmos
o resultado do caso normal por dois.
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Figura 4.8 Densidade média de autovalores de reflexdo de Andreev em x = 0 como fungao
das transparéncias das barreiras. No plano 7775 recuperamos o diagrama de fase, fig. (4.2), da
transicdo quantica. As linhas sélidas sdo as curvas ( = (p and ( = 1.

4.4 OUTRAS ASSINATURAS DA TRANSICAO QUANTICA

Nesta secao, discutiremos duas outras assinaturas da transicao quantica apresentada
neste capitulo. Primeiramente, trataremos do esquema proposto em [102] para a ob-
servacao do sinal da transicao observando o comportamento anomalo do fator Fano para
cavidades cadticas embebidas num ambiente eletromagnético. O segundo trabalho que
iremos descrever mostra uma interessante assinatura da transicao na cauda da distribuicao
de carga transmitida quando variamos a transparéncia das barreiras [120]. Finalizamos
fazendo uma comparacao entre tais assinaturas e a descrita neste capitulo do ponto de
vista experimental.

Na ref. [102] os autores estudaram os efeitos de interagdo coulombiana em pontos
quanticos. A intensidade da interacao na cavidade pode ser medida via a impedancia,
Z(2), de um ambiente eletromagnético efetivo no qual o sistema encontra-se embe-
bido. A impedancia do ambiente eletromagnético também pode ser utilizada para ob-
servar a dinamica de supressao do efeito de bloqueio coulombiano, visto que quando
z = (e?/h)Z(Q) < 1 o bloqueio coulombiano é fortemente suprimido. Esse efeito pode
ser medido através das curvas caracteristicas [ — V', as quais exibem um comportamento
tipo lei de poténcia anéomalo para pequenas voltagens [(V) = V2?1 Kindermann e
Nazarov [85] utilizaram um esquema de grupo de renormaliza¢do que seleciona uma ja-
nela de energia de estados revelantes (da ordem do inverso do tempo RC do condutor)
para mapear tal problema em um similar com autovalores de transmissao renormalizados
dependentes da energia, que dao conta do acoplamento efetivo com os demais estados.
Esta transformacao pode ser interpretada como uma mudanca na densidade média de
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autovalores de transmissao de um condutor genérico causada por uma dependéncia com
a energia dos autovalores de transmissao. A equacao de grupo de renormalizacao para os
autovalores renormalizados é

dr,(E
W) g1, (4.52)
Integrando a equacao acima, obtemos
€27,
Tal€) = m> (4-53)

onde € = (E/FEiq)?, Era = b/t = GoE, é o inverso do tempo de relaxagao de carga do
condutor e E. = e¢?/C é a energia para o carregamento de um elétron extra no condutor
caraterizado pela capacitancia C. Observe que para ¢ = 1 obtemos novamente o caso nao
interagente, onde os autovalores de transmissao independem da energia, portanto F.. faz
o papel de um limiar de energia acima do qual a interagao ¢ irrelevante. A condutancia
do sistema é dada pela formula de Landauer renormalizada

a €2t t
0 =370 =T (15 ) (450

cuja média, (g(e)) , pode ser calculada do limite semicldssico do modelo-o discutido no
capitulo anterior:

(9(6)) = ———=K(2)| g, (4-55)

Para € < 1 podemos escrever o termo principal da expansao de (g(€)) da seguinte forma

(g(€)) = Ae?, (4-56)
onde A, é um parametro depedente da transparéncia das barreiras e do nimero de canais
nos guias e a é o expoente do termo principal da expansao. Para o caso mais geral, onde
temos a transparéncia das duas barreiras variando arbitrariamente de 0 a 1 independen-
temente, foram encontrados trés valores para «, cada um desses correspondendo a uma
regiao no diagrama 7775 da figura (4.2)

Qgap = 2; 0<(<leC>(
ac=4/3; (=1leC=4(.

Existe uma interpretagao simples para os valores de « obtidos se definirmos o ntimero
médio de “pulos” para uma transféncia de carga completa, i = 2/a. Para jungoes
de tunelamento, 7 = g, = 1, indicando que o elétron atravessa a estrutura em um
unico “salto”, que é consistente com a nocao de que a dinamica dentro da cavidade
¢ irrelevante neste caso. Para estruturas com barreiras simétricas, n = npp = 2, ou
seja, um processo de duas etapas. Neste caso o mecanismo de transferéncia de carga é
o tunelamento ressonante através dos modos Fabry-Perot formados entre as barreiras.
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Analisando os resultados da eq. (4.57) & luz dessa interpretagao, observamos que nas
linhas da transigao temos n. = 3/2 = (fgap + fiwp)/2. Fisicamente isto significa que o
processo de transferéncia de carga é uma mistura estatistica de eventos de um e dois
pulos.

Uma proposta de observacao experimental para a medicao desses expoentes é também
feita nesse trabalho. O autores de [102] propoem a medi¢ao da potencia de ruido de
disparo para valores suficientemente baixos de € variando o parametro (. No grafico (4.9)
¢ mostrado o resultado de um célculo numérico do fator Fano variando ¢ com 7 = 0.4.
O fator Fano exibe platos que dependem de  para um (; fixo. Esses platos correspondem
as regides onde ha modos Fabry-Perot (regiao FP) e as regides onde tais modos nao estao
presentes (regiao com “gap”). Tais platos sdo: F(€) > agap/2 para 0 < ¢ < 1e ¢ > (
e F(e) ~ app/2 para 1 < ( < (y e estao conectados por uma regiao de transicao suave
que intersecta as linhas de transicao ( = 1 e ( = (p em F'(¢) ~ a./2. Para verificar a
consiténcia dos resultados, os autores também localizaram as linhas de transigao (linhas
pontilhadas na fig. (4.9)) através da andlise dos extremos de dF'/d( obtidos via rotina
numérica.

Os valores universais do fator Fano no regime de baixas voltagens e temperaturas para
pontos quanticos fracamente interagentes foi a primeira evidéncia tedrica da transicao
quantica apresentada aqui. Outra assinatura da transicao pode ser vista na cauda da
distribuicao de carga transmitida que foi objeto de estudo da referéncia [120] que discu-
tiremos apartir de agora. Utilizando a teoria quantica de circuitos, os autores de [120]
conseguiram obter a distribuicao completa de carga transmitida para cavidades cadticas
conectadas a dois terminais que no regime semicldssico (N > 1) é dada por

TdA :
P, = / _eMUS()\)—zn/\’ (458)

- 2T

onde n é o nimero de carga transmitida, My = eV Ty/h é o nimero de tentativas de
transmissao de carga durante um tempo de observacao Ty por canal de transmissao, V'
¢é a voltagem aplicada ao dispositivo e N o nimero de canais abertos. Como vimos no
capitulo anterior, S()\) é a acdo de um dispositivo mesoscépico. Introduzindo a varidvel
normalizada z = n/M, 0 < z < 1, onde M = MyN é o nimero total de tentativas de
transmissao durante o tempo de observacao. A nova distribuicao é dada por

Pla) = M [ FRMON,003) = S()/N. (4.59)
Para M > 1 a variavel x pode ser tratada como uma variavel continua e a integral acima
pode ser calculada através da aproximagao de ponto de sela (ver a referéncia [121] para
mais detalhes deste procedimento). A figura (4.10) mostra o comportamento do logaritmo
da distribuigao de carga transmitida (W (x) o InP(z)) e suas duas primeiras derivadas no
regime de baixa transmissao x — 0% para T; = 0.4, obtidos via implementacao numérica
do método de ponto de sela. Como podemos observar da figura (4.10), a segunda derivada
de W(0) com relagao a T possui duas discontinuidades em Ty ~ 0.28 e Ty ~ 0.67 em
concordancia com os valores que delimitam a regiao onde existem os modos de Fabry-

Perot no diagrama da figura (4.2) para Ty = 0.4.
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dF/dg

Figura 4.9 Fator Fano F(e) e sua derivada, dF(e)/d{ em funcdo de ¢ para T} = 0.4. As
linhas pontilhadas verticais sao estimativas numéricas para as linhas de transicdo, ( = 1 e
¢ = (o ~ 2.33. A linha pontilhada horizontal é o valor estimado de F, = «./2 ~ 0.67 para
€ < 1. Figura retirada da ref. [102]



4.4 OUTRAS ASSINATURAS DA TRANSICAO QUANTICA 95

~ o
[
=
=
=) 1
= . i
Mo
O
3
| | | |
-2 T T T T
10— —
AN
L
=
= 5 _
e
= ]
ol
I I I
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.10 Comportamento da distribuigdo de carga transmitida (topo da figura) e suas
derivadas na cauda de eventos raros (z = 0). A segunda derivada (parte inferior da figura)
apresenta uma discontinuidade em T = I'y &~ 0.28 e outra em 1o = I'y &~ 0.67 para 17 = 0.4.
Figura retirada da ref. [120].

Diferentemente destas assinaturas, que aparecem como discontinuidades na cauda de
eventos raros da distribuicao de carga transmitida ou induzida por uma ambiente eletro-
magnético externo no fator Fano, os sinais observados neste capitulo aparecem natural-
mente nos primeiros cumulantes da estatistica de contagem que podem, em principio, ser
medidos diretamente. Recentes experimentos desenvolvidos em jungoes de tunelamento
e pontos de contatos para obtengao da distribuigdo de carga transmitidas [122, 123] e
para obtencao dos cumulantes de estatistica de contagem com controle da transparéncia
das barreiras em pontos quanticos [35, 38], nos dao a esperanga de que experimentos
similares em sistemas NS possam ser realizados brevemente. Uma excelente revisao do
campo experimental de sistemas hibridos pode ser encontrada na ref. [51]. Neste trabalho
os autores descrevem o problema de transporte termo-elétrico no regime de baixas tem-
peraturas e discutem varios setups experimentais em que é possivel estudar as diversas
manifestacoes dos efeitos de proximidade.



CAPITULO 5

LOCALIZACAO FRACA E FLUTUACOES VIA TEORIA
DE CIRCUITOS: APLICACAO EM CADEIAS DE
PONTOS QUANTICOS

Neste capitulo trataremos das propriedades semicldssicas e correcoes quanticas dos
observaveis de transporte, para pontos quanticos conectados em série com ou sem inter-
face NS. O estudo dessas cadeias de pontos é motivado, em grande parte, por recentes
avangos experimentais que observam uma transicao bastante interessante entre o regime
de cadeia e o limite difusivo (fio metalico) [124, 8, 125]. Particularmente em [8] os au-
tores comparam resultados obtidos experimentalmente para o fator Fano com resultados
tedricos obtidos via formalismo semicldssico de Boltzmann-Langevin [126, 127] quando
variamos o numero de pontos numa cadeia aumentando o nimero de pontos de contatos
que separam as diversas cavidades, como podemos ver na fig. (5.1). Com o avanco das
atuais técnicas de medicao da distribuicao de carga transmitida em sistemas formados
por uma unica cavidade [35, 38|, em breve teremos resultados experimentais de cumu-
lantes de ordem superior para essas cadeias e um formalismo tedrico que seja capaz de
dar predicoes de forma eficiente destes cumulantes é sem divida indispensavel. Veremos
neste capitulo que a teoria de circuitos é capaz de descrever a estatistica de contagem de
carga nesses sistemas de forma eficiente e, também, fornece um algoritmo para calculos
de correcoes quanticas como localizacao fraca e flutuagoes.

Comecamos descrevendo o problema de cadeias através do formalismo de fungoes
de Green quase-classicas discutido no capitulo 2. Como discutido na referéncia [80]
existe uma parametrizacao muito conveniente para as funcoes de Green matriciais 2 x 2
que permite descrever o problema de transporte em estruturas de dois terminais através
de equacoes escalares semelhantes as deduzidas pelo formalismo de matriz aleatoria do
capitulo 3. O apéndice E é reservado para uma deducao desta parametrizagao. Utiliza-
mos esta parametrizacao para calcularmos a funcao geratriz da estatistica de contagem
de uma cadeia de pontos quanticos conectados uns aos outros por barreiras simétricas
no regime semiclassico. Através da teoria de circuitos, também estudamos os efeitos
nas propriedades de transporte dessa cadeia quando introduzimos uma barreira de trans-
paréncia diferente das demais. Apds esta discussao do regime semiclassico de cadeias
de pontos quanticos, estendemos os resultados obtidos por Campagnano e Nazarov [55]
para correcao de localizacao fraca e flutuagoes dos cumulantes da estatistica de contagem
de carga de cadeias fora do regime de juncao de tunelamento. Generalizamos também
o método para a incorporagao de interfaces NS no regime de baixas energias e campo
magnético nulo.

96
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Figura 5.1 Imagens de microscopia eletronica de (a) uma barra Hall de aproximadamente
100pm de largura, com quatro pontos de contatos quanticos utilizados para definir as cavidades
cadticas. Em (b) temos uma ampliagdo de um ponto de contato. Figura retirada da ref. [8].

5.1 CADEIAS: REGIME SEMICLASSICO

Nesta secao iremos calcular a funcao geratriz da estatistica de contagem de carga para
uma cadeia formada por N —1 cavidades cadticas conectadas entre si e ao reservatorios de
elétrons por N conectores com transparéncia 7' (cadeias homogéneas). Uma vez estudado
este caso homogéneo, vamos estudar como a introducao de um conector com transparéncia
diferente das demais interfere nas propriedades semiclassicas de transporte do sistema
(cadeias heterogéneas).

5.1.1 Cadeias Homogéneas
A agao que descreve tal cadeia é dada por:

Ne N-1

SUGH =23 T [H% (G Gt 2] (5.1)

n=1 j=0
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e R e

Figura 5.2 Representacao em teoria de circuitos de fungoes de Green quase-classicas de uma
cadeia homogénea.

onde N, é o nimero de canais abertos em cada conector que por sua vez é caracterizado
pelos coeficientes de transmissao 7, Gj ¢ a funcao de Green que descreve o j-ésimo
né do circuito da fig. (5.2). A matriz Gy descreve o reservatério a esquerda e a matriz
Gy = G* = 91 Gue ™91 descreve o reservatério a direita, onde o campo de contagem,
descrito pelo parametro A foi acoplado. Considere agora, a seguinte variacao infinitesimal
em Gji

éj — Géﬂjéje_égj = éj + 5éj, (52)
onde, 6G; = [0€2;, G;]. Substituindo a eq. (5.2) em (5.1):

N. N—1
< . 1 = T,  (~ SR .
S({GJ + 5G]}) = 5 Z Z Trln |:1 + I ({Gj + 5Gj, Gj+1 + 5Gj+1} - 2) . (53)
n=1 j=0
As equagoes de ponto de sela s@o obtidas extremizando a agao (5.3) em relagao a 5Qj:

55@@+ﬁéﬁ):0

50, , (5-4)
de onde obtemos (por simplicidade consideramos que T,, = T)
2N.T [G;, G, 2N.T [G;, G,
CRes] GGl g ioiNo1 )

I T (GG —2) A+ T (GG} —2)
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ou ainda,

2N.T [G;, Gjss]

+1
[ 1G5,
2 Dot = = (G G} —2)

5=—1

cuja solucao é:

(G G =[G 6] g = 1,2,V . 57

Ao invés de prosseguirmos na solugao de (5.7) em termos desta parametrizacao de fungoes
de Green em termos do campo de contagem \, que € essencialmente um calculo matricial,
utilizaremos uma parametrizacao para as fungoes de Green proposta por Nazarov em [80]
que reduz o conjunto de equagoes matriciais (5.7) & solugao de equagoes escalares em
termos de um parametro ¢, idénticas as da teoria de circuitos escalar estudada no capitulo
anterior. No apéndice E apresentamos uma dedugao de tal parametrizacao. Na ref. [115]
os autores estudaram este mesmo problema utilizando até o fim a parametrizacao em
termo de A. A parametrizacao introduzida por Nazarov é dada por

6= o ) 59

Desta forma temos que a eq. (5.7) pode ser escrita em termos dos novos parametros ¢;
da seguinte forma:

[Gv};il’ Gfs} = —2isen(¢j+1 — QSj)é'g, (59)
e portanto a eq. (5.7) fica:

sen(pj 1 — ¢;) = sen(¢; — ¢;-1), (5-10)

cuja solucao ¢ dada pela seguinte equacao:

Gjr1+ Qi1 —2¢0;=0;7=1,....,. N -1, (5.11)

os potenciais nos terminais sao fixados em ¢g = 0 e oy = ¢. A eq. (5.11) é a versao
elemento finito da equagao de Laplace em uma dimensao, cuja solucao é

Jjo ..
gﬁj:N;j =0,..,N. (5.12)

Usando (5.12), podemos escrever os comutadores e anticomutadores dos G;’s em termos
de ¢

[G’?il, CVJ?S} = —2isen(¢/N) 73 (5.13)

{G’?il, G’fs} = 2cos(¢/N) 1 (5.14)

A agao no ponto de sela é dada por:
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SP () = gZCTr In [T+ Ty/2 (cos(¢/N) — 1) 1] . (5.15)

n=1

A pseudo-corrente é dada por

I7(9) = 2.0 57(0) = g 1 _T;jjjlgf@; = (5.16)

Os cumulantes da estatistica de contagem sao obtidos através da seguinte expressao

s e2—-1d\" .
qf—l—l = (2—6%) gp (€)|6=0;l = 07 17 ceey (517)
onde,

1 = =2
gps(g) = 125 2 Ips(gb)lsenqb/Z:a- (518)

Expandindo a eq. (5.18) para ¢ < 1, obtemos:

g(e) T T(N*42- 3T)62 N T [2(1 = N*) —15(1 — T)T]€4
N. N 3 N3 15 N5
T 6 4 2
+ SN [—24N° 4 (14 — 21T)N* + (14 — 105(1 = T)T)N
+  315T° — 42077 + 1267 — 4] e° + O(£®), (5.19)

e portanto os cumulantes da estatistica de contagem de carga para essa cadeia sao da-
dos pelos coeficientes de tal expansao como ja vimos nos capitulos anteriores. Abaixo
apresentamos o fator Fano, o fator de assimetria e a razao entre o quarto cumulante e a
condutancia do sistema

g 1N?+2-3T
F= ol S (5.20)
_ g3 1 N*4+(10—-15T)N?>—30(1—T)T + 4
S = a - 1—5 N4 ) (5‘21)
1
Q = % = — o (N0 — (42 = 63T)N* + (420(1 - T)T — 56) N

1

+  6307° — 84077 + 2521 — 8] ; (5.22)

A figura 5.3 mostra o comportamento desses trés observaveis quando aumentamos o
numero de conectores para varios valores de T fixos. O comportamento do fator Fano
e do fator de assimetria j& havia sido apresentado em [115]. Ambos apresentam um
comportamento monotonico crescente para 7' = 0.7 e T' = 1 tendendo ao valor esperado
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Figura 5.3 Comportamento de trés observaveis de interesse quando aumentamos o nimero de
conectores para T' = 1 (vermelho), T' = 0.7 (verde), T' = 0.4 (azul), T = 0.1 (magenta). As
linhas tracejadas horizontais sdo os valores de tais grandezas para um fio quantico.
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vn ()

Figura 5.4 Densidade média de autovalores de transmissao para T’ =1e N = 2,4,6,8,10 e
12.

de tais grandezas para um fio quéantico, Fg, = 1/3 e Si, = 1/15. Quando o nimero
de conectores é muito maior que 1, ja o quarto cumulante exibe um comportamento
nao monotonico para valores intermedidrios de T e tende ao valor 1/105 para N grande.
Interessante notar na fig. (5.3) que existe um valor préximo a 7" = 0.7 onde os observaveis
tendem aos valores do fio para um nimero pequeno de conectores (N ~ 5).

A densidade média de autovalores de transmissao pode ser obtida da pseudo-corrente (5.16)
através da relacao:

2
vn(z) = =Im{K?(z —in/2)} ; KP*(x) = i/2]"°(—2ix), (5.23)
i
Para T' = 1 obtemos a seguinte expressao:

1 — tanh? (%)

1 + tan? (%) tanh? (%) '

vn(z) = %tan (m/2N) (5.24)

O comportamento desta funcao é apresentado na figura (5.4) para vérios valores de N
fixo. Podemos reescrever SP*(¢) em termos de varidvel A e assim, calcular a distribuigao
de carga transmitida para uma dada voltagem:

1-T (1 — cos? (sen_l Nl — eM))] ) (5.25)

a distribuicao de carga transmitida ¢ entao dada por:

S7*(A)

N, = Nln

Q) =
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AN ooy
P(x):./\/l/ %eM(Q()‘) N, (5.26)

onde M = MyN,. (My = eVTIy/h) é o numero total de tentativas de transmissao e
x =n/M é o numero de particulas transmitidas.

5.1.2 Cadeias Heterogéneas

Estudaremos agora a influéncia de uma barreira com transparéncia diferente das de-
mais na cadeia da fig. (5.2). Para ser mais exato, estaremos interessados em cadeias
descritas na fig. (5.5(a)), onde uma sequéncia de pontos quanticos encontra-se conectada
aos reservatorios a esquerda e a direita por barreiras com transparéncias 17 e Th res-
pectivamente, diferente das barreiras internas 7. A pseudo-corrente nesse caso pode ser
escrita como

Nch sin(gzﬁ — 01)

Il(¢_91) = 1—T1 sin2(¢—01)/2’ (527)

devido a “queda de potencial” através da barreira 17,

N.Tsin(0; — 0;11)
19, (0; — 0;41) = —— s
J7]+1( J j+1) 1— TSiH2<9j —0j41)/2

que descreve os conectores internos e finalmente

;j=1.N—1, (5.28)

N.Tysin(0y)
I,(0y) = : .
2O08) = T, 2 () /2 (5-20)
A lei de conservacao neste circuito é dado por:
Li(p—0,) = ](,cj)+1(9j —0j11) = I(On). (5-30)

Da nossa anélise de cadeias homogéneas, temos que a queda de potencial num conector
interno qualquer é dado por

: . 0 —0ON. .
sin(6; — 6;41) = sin( ]1V — {V);j =1.N—1. (5.31)

Este resultado nos permite reescrever a lei de conservacao da seguinte forma

Li(¢p—01) = I.(0: — On) = L2(On), (5-32)

onde definimos a pseudo-corrente normalizada que descreve a queda de potencial por toda
a regiao interna do circuito descrito na fig. (5.5(a))

Le(d) = 1]_V67T1:E2QZ/(2]¥ ]\7 _1>1);N > 2. (5-33)

E interessante notar que em termos da pseudocorrente (5.33) o circuito da fig. (5.5(a))
se reduz ao descrito pela fig. (5.5(b)). Para determinarmos os pseudo-potenciais 6; e
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Figura 5.5 (a) Representacdo na teoria de circuitos de uma cadeia heterogénea tipica. As
barreiras que conectam as cavidades cadticas aos reservatérios possuem transparéncias diferente
das barreiras internas. (b) Representacao do problema de N — 1 pontos conectados em série em

termos de um problema efetivo de dois pontos.
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Oy, devemos resolver o conjunto de equacoes acopladas abaixo oriundas da lei de con-
servagao (5.32)

NTysin(¢ —60,)  NTsin(0y —0x)/(N — 1) (5.34)
1 —Tysin®(¢p—61)/2 1 —Tsin?(6y —Oxn)/2(N — 1)’ 534

€
NTsin(0y — 0n)/(N —1)  Nysinfy (5.35)

1—Tsin?(0, — Oy)/2(N —1) 1 —Tysin?Oy/2°

Resolvendo numericamente este conjunto de equagoes, utilizando por exemplo o programa
matematico Maple, podemos obter a densidade média de autovalores de transmissao em
termos de Ty, Ty e T. Na figura (5.6) apresentamos o comportamento de vy ({T'}, )
para x = 0, que corresponde a densidade de modos Fabry-Pérot do sistema.

As figuras 5.6(a) e 5.6(b) mostram o comportamento do parametro de ordem vy (75,0) em
fungao do nuimero de conectores do circuito com 77 = T fixo. Na fig. 5.6(b) observamos
que para N = 3, ou seja um circuito de dois pontos, vy(Ts,0) é nulo para 7o, < 1/3
e diferente de zero caso contrario. Lembramos que no caso de um ponto [53] este valor
critico acorre em Ty = 1/2. Para o caso geral, onde temos N — 1 pontos, a expressao geral
para o valor critico de barreira onde ocorre a mudanga em vy (7s,0) é Ty = 1/N, quando
consideramos as demais barreiras contatos ideais. Podemos estender este resultado para
o caso T} # T, através das seguintes varidveis auxiliares:

T T
o= (1+ =247 ) (5.36)
1+ (N-2+T)%
Con = (N 2T (5-37)

que nada mais sao que as respectivas generalizacoes das variaveis ( e (y, definidas no
capitulo anterior, para conter a informacao do ntimero de pontos e o valor das barreiras
internas 7". Na figura 5.6(c) apresentamos o diagrama T} x Ty para T' = 1 que delimita
a regiao onde vy (11, T, 0) # 0 através das curvas (y = 1 e (x = (on-

Vamos agora analisar o comportamento do fator Fano e do fator de assimetria desta
cadeia heterogénea. Nossa andalise de cumulantes sera feita expandindo a funcao geratriz
de cumulantes gk’ (¢) para ¢ < 1. Para simplificar nosso estudo vamos considerar T} = T,
reduzindo o numero de pseudo-potenciais a apenas um. Escrevendo a pseudo-corrente
para esse caso temos
2N/T7 tan <%)
Li(¢p—0) =

; (5-38)
1+ (1—T))tan? (%)

2N0T2£

LO (1 —Ty)e2’
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Ty
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Figura 5.6 As figuras (a) e (b) apresentam o comportamento de vy (T5,0) para valores fixos

de T} e T variando o numero de conectores. A figura (c) apresenta o diagrama T) x Ty para
T =1e N =3 (vermelho), N =4 (verde), N =5 (azul) e N = 10 (magenta).
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onde £ = tan /2. Definimos também &y = tan0/2(N — 1) e ny = tan¢/2(N — 1). Em

termos destas novas variaveis temos:

»—0 . NN — &N
tan(2(N_1))—1+nN£N- (5-40)

Substituindo ¢ = 2arcsen(e) na varidveis acima definidas e expandindo para e < 1 temos:

e (N=1)242 , 9N —1)"4+20(N—1)2+16

_ 7y.
WENTT e —1p T 120(N — 1)5 SHOED: (54

Env = Ae + Be® + Ce® + 0(€"), (5.42)

onde os coeficientes A, B e C' sao obtidos da lei de conservacao da pseudo-corrente. A
expansao de £ pode ser escrita em termos dos coeficientes de &y através da seguinte
exXpressao:

Nfl(_l)k N -1 2k+1
k=0 2k+1 )N (5.43)
. 543
N—l(_l)k N -1 2k
k=0 2k N

Uma vez calculados os coeficientes de (5.42) através da lei de conservagao, podemos cal-
cular os cumulantes da estatistica de contagem, eq. (5.17). Calculamos os trés primeiros
cumulantes e abaixo apresentamos o fator Fano e o fator de assimetria:

&=

L[(3Ty + to)ta + (3TE — 3T T§ + 271%)|ta + 3(1 — To) T}
Fn(Th,Ty) = 3 : (T +2t2)3 2 = (5-44)

Cn(Ty, T) E {(t> + 6T1)t5 + 5[(2T5 — 31Ty + 317t

15(Ty + to
+ 3((2 = 3NT) VT3 + (2 — To) Tt + [2(2 — 15(1 — T))TY) Ty
4+ 15(2 — 3T TTE + 45(1 + Ty)THts — 3[2(6 — (15 — 10Ty 1Y) T3
+ 20(2 — 31Ty — 5(6 — 9Ty — AT TyT? — 15T T Tt
+ 151 — (3 - 2T)T)TF} (5-45)

onde ty = (N — 1)T5.

A fig. (5.7) apresenta o comportamento desses dois observédveis para diversos valores
de N variando T3, com 15 = 0.1 e o caso contrario, onde 75 varia e 77 é mantido fixo
também em 0.1. O comportamento do fator Fano e o fator de assimetria apresentado
aqui é semelhante ao do caso NS estudado no capitulo anterior, tais observaveis neste
caso também apresentam um comportamento nao monotonico quando variamos as trans-
paréncias das barreiras. Para os gréficos 5.7(a) e 5.7(c) podemos observar uma acentuada
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Figura 5.7 O comportamento do fator Fano [(a) e (b)] e do fator de assimetria [(c) e (d)] em
funcao de Ty (T1) com Tp = 0.1 (T; = 0.1). Observe o comportamento nao monotdnico destes
observaveis quando aumentamos o nimero de conectores que compoem a cadeia.
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discrepancia entre o fator Fano (fator de assimetria) da cadeia e 1/3 (1/15) que é o valor
do fio quando 75 é muito menor que T (T3 < T7), mesmo quando N é grande (N ~ 10).
Para Ty ~ T3 o valor de Fn(T1,Ts) (Sy(T1,12)) é praticamente 1/3 (1/15) para o mesmo
nimero de conectores. Comportamento semelhante ocorre para o caso onde fixamos 15
ao invés de T7. Neste caso para T} < T temos que os valores da cadeia tendem aos
do fio mais rapidamente. O que podemos concluir de toda essa discussao é que a in-
troducao de uma inomogeneidade numa cadeia através de uma barreira de transparéncia
diferente acarreta em acentuadas diferencas entre o regime de muitos pontos e o regime
de fio quantico, que em cadeias homogeéneas ocorre independente de T° como vimos na
figura (5.3).

5.2 CORRECOES QUANTICAS PARA CADEIAS DE PONTOS QUANTICAS

Recentemente, Campagnano e Nazarov [55] introduziram um método eficiente de
calculo de correcoes quanticas de um sistema mesoscépico arbitrario através da teoria
de circuitos keldyshiana. Usualmente o calculo de tais correcoes é realizado através da
obtencao dos diagramas difusons e cooperons, que correspondem aos diagramas tipo es-
cada e cruzados respectivamente da técnica diagramatica aplicada as fungoes de Green
de uma particula quando promediadas sobre impurezas [128, 19]. O método basea-se
no fato de que tais diagramas nao sao especificos das correcoes quanticas, pois também
aparecem na resposta das funcoes de Green a uma variagao da auto-energia. O que temos
aqui é de certa forma uma versao do teorema “flutuacao-dissipacao” para um problema
de nao-equilibrio, onde as flutuagoes quanticas de um sistema mesoscépico estao relacio-
nadas a dissipagao desse sistema que se encontra incorporada em uma auto-energia. Para
uma discussao mais detalhada sobre essas ideias recomendamos a referéncia [81], onde é
feito a construgao do método desde as funcoes de Green no espago de coordenadas até a
generalizacdo para o caso discreto (teoria de circuitos).

Com esse cendrio em mente os autores de [55] construiram um método onde a contri-
buigao desses diagramas é calculada diretamente da agao semi-classica (5.1) através de
um truque de duplicagao da dimensao das fungoes de Green. A funcao de Green agora
¢é diagonal blocada onde, o bloco superior é chamado de “black” e o inferior de “white”.
As fungoes de Green de cada n6 sao substituidas por uma expansao até segunda ordem
numa certa matriz “fonte”, X ; em torno da solugao de ponto de sela G;’S, (a estrutura

“chapéu” j& incorpora os dois setores), mantendo o vinculo G? = 1. A matriz X ; tem
o papel de misturar os dois setores. Os autovalores cooperon e difusons sao obtidos
diagonalizando o termo de segunda ordem em Xj da expansao da acao semi-classica.
O método é bem flexivel e permite a inclusao de parametros relacionados com o efeito
de descoeréncia causado por exemplo por um campo magnético ou espalhamento spin-
orbita. Um método alternativo para o cdlculo da localizacao fraca pode ser encontrado
na ref. [129]. Nestes trabalhos os autores utilizam o formalismo de matriz-S combinado
com o modelo ¢ nao linear de Keldysh [130] para calcular a correcao de localizacao fraca
da magnetocondutancia para redes de pontos quanticos. Outra abordagem tedrica que
permite estudar este tipo de correcoes quanticas é a abordagem via matrizes aleatorias
e modelo ¢ ndo linear supersimétrico [52] discutida no capitulo 4. Os cumulantes da
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estatistica de contagem e suas variancias também podem ser calculados exatamente para
nimero de canais arbitrario utilizando um método desenvolvido recentemente [131] que
permite o calculo de média em ensemble desses observaveis utilizando uma interessante
conexao entre a teoria de polindmios simétricos e generalizagoes das integrais de Selberg.

O grande atrativo do método discutido na ref. [55] é sua simplicidade algoritmica que
permite o calculo das correcoes quanticas manipulando matrizes 4 X 4 para o caso mais
simples de estruturas com apenas dois terminais. Abaixo apresentamos o procedimento
detalhado para o célculo dos autovalores da ref. [55] e aplicamos para a cadeia homogénea
estudada em secoes anteriores e para sistemas NS.

5.2.1 O Formalismo

Considere a solugao de ponto de sela no espago duplicado

e ,f:< Ny 0 ) 46
7 (6,9 0 GG N (5-46)
e a seguinte expansao
W e 1

A matriz X deve ser escolhida de tal forma que o vinculo G’f = 1 seja satisfeito. Para

tanto, X deve anticomutar com G%°

{er %} =0 (5.48)
Vamos agora, reescrever (5.46) da seguinte forma:
R e—i9j63/2 O 5.1 0 €i9j63/2 0
G§s = ( 0 o~ i0703/2 ) ( 0 & ) ( 0 ¢19703/2 > ) (5-49)

onde, ¢; = j¢/N e 0; = j¢'/N. Considere a seguinte transformagao unitaria
(U 0N 1 (11
Uo—(é a())J/{o—E(l _1)- (5-50)

210611513 = 03, (5-51)

Observe que

desta forma a eq. (5.49) pode ser escrita como

G =U'TTATU, (5-52)

onde,

. . [ oi0io3/2 0 . e10391/2 0
j—vj - Z/{ ( O 7:9’-53/2 )Z/{T - ( 0 6i9961/2 ) ) (553)
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]\:(5{3 O) (5.54)

0 03

A acado no ponto de sela nesse espaco duplicado fica

570, z w1+ ({TA5. 2T -2)| oo
Como veremos adiante, é conveniente definirmos a seguinte matriz auxiliar

~

. —ip51/2N ()
L=T/T, = ( 5 i1 /N ) : (5-56)

E facil ver a seguinte propriedade da matriz L

. o 1001 /2N 0
[/Jr - ALA — ( () ei(b/[}l/gN (557)
Em termos de L o anticomutador de (5.55) pode ser escrito da seguinte forma
(HIAT, Ty ATy} = T DTy + 7,1, (5.59)
Executando os produtos matricias de (5.58) obtemos:
i B cos /N 1 0
{T AZTJ,T;JAAT } =2 ( 0 CcOS ¢//N1 . (559)

Substituindo (5.59) na eq. (5.55), obtemos

SP*(¢,¢') = N,Nln [(1 + % (cos ¢/N — 1)) (1 + % (cos ¢/ /N — 1))} . (5.60)

Para ¢ = ¢/, a eq. (5.60) se reduz a solugao de ponto de sela semi-classica, eq. (5.15)
multiplicada por um fator 2.
Fora do ponto de sela, a agao é dada por:

S(on0w) = 5 ST {S({0a1 (5D} (5.61)

N N A T AL A A A N
St ) =m |1+ ({HGD TGt} -2)] . (562
onde,
A o N 14 5o
Gi=AN+X; - §AX] + ... (5.63)
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Uma das vantagens de termos executado a transformacgao unitaria em G?S é que nesta

nova base a matriz X, pode ser escrita da seguinte forma:

. 0 X\ .. 0 299
Xj = ( Sub );Xj = < s ) );oc— b w, (5-64)
J

J,—+

onde fica simples perceber que a condi¢do de anticomutacdo (5.48) é respeitada na eq.
acima, o indice @ recebe b (w) se a recebe w (b). As matrizes Tj e A foram definidas
nas equagoes (5.53) e (5.54) respectivamente. A expansao (5.63) é um dos passos mais
importantes de todo o cédlculo. Isso porque expandir fungoes de Green matriciais de-
pendentes do campo de contagem nao é uma tarefa trivial, como apontado por um dos
autores de [55] em um trabalho recente [132] envolvendo célculo de corregoes quanticas
em correntes de spin. Essa expansao aliada a parametrizagao em termos de ¢ podem ser
a fonte de inconsisténcias que temos encontrado para calculo de flutuagoes de cumulantes
de ordem superior. Voltaremos a tratar dessa questao durante a andalise destes resultados
no final do capitulo.

Seguindo o algoritmo desenvolvido por Campagnano e Nazarov em [55] iremos agora
calcular a correcao de localizacao fraca e flutuacoes para uma cadeia de N pontos quanticos
conectados por barreiras idénticas. O algoritmo para tal célculo é apresentado abaixo:

1. Expandir eq. (5.62) até segunda ordem nos X j

Si{61 15D ~ S0, (R} =0) 4 LN - g,
0°S({ea} XD |

L X2, 6

2. Substituindo a expansao (5.65) na eq. (5.61), escrever o termo de segunda ordem
da seguinte forma

2) ¢b7 ¢w Z Z x] 0101 jO'l,j 0'2'1‘]/130'20'27 + - (5'66)

=001,02

wb )

3. Aplicar o método variacional & eq. (5.66) em relagao aos 25 (ou z%%

3,08

58(2) (¢b7 (bw)

oxee

J,00

=0, (5-67)

o que leva a um conjunto de equagoes de autovalores.

4. Resolver o sistema linear resultante do passo anterior, ou em outras palavras, cal-
cular os autovalores de M.
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5. A correcao de localizagao fraca para a estatistica de contagem em termos dos au-
tovalores de M pode ser obtida através de

i) = (T ) o o

L (5.68)

onde g*!(g,{n}) é a fungao geratriz da corregao de localizagdo fraca dos cumulantes
da estatistica de contagem

wl
ge ) = LS ] (5.60)
e I*'(e,{n}) é a pseudo-corrente de localizacao fraca
wl d wl
(e, {n}) = =225 (¢, {n})- (5.70)

99

A acio de localizacdo fraca em termos dos autovalores de M é dada por [55]

) ) 1N 1 {0a}) + 11
S"(¢, {n}) = 4J:1[ <M+({¢a})+?7H>

M ({9a}) +nu + nso )
+3In (Mj_({%}) R 7}50)] N _¢b_¢, (5.71)

onde ny é o parametro relacionado a quebra da simetria de reversao temporal e
nso diz respeito a quebra da simetria de spin. A relacao entre esses parametros e o
parametro [ que descreve ensembles puros é mostrada na tabela abaixo.

B nu ns0
EGO 1 0 0
EGU 2 — 00 irrelevante
EGS 4 0 — 00

Tabela 5.1 Relacao entre os parametros de descoeréncia {n} e os ensembles puro de matrizes
aleatdrias.

Para o ensemble ortogonal a acao de localizacao fraca simplifica bastante

N | —

SU(6) = 23" (%Eg) . (5.72)

=1 J
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6. A variancia da condutancia que é definida como varG = (g%) — (9)? (9 = SN, 7)

pode ser calculada, assim como em principio a variancia dos cumulantes de ordem
superior, através da teoria de circuitos definindo a seguinte acao:

N

S(B)(Qﬁb, Ow) = Z (In (1 — Tisen2¢b/2) In (1 - Tjsen2gz5w/2)>con. (5.73)

1,j=1

onde (...)con significa que estamos interessados apenas na parte conectada da ex-
pressao acima. E conveniente também, definir a seguinte fungao geratriz

_ ,9°89 (¢, du)

[(B)<¢b>¢w) = 4W’ (5-74)
N
) B T, TiSengpsena,,
F2(0p, du) = Z <(1 — Tisen2¢i/2) (1 — 7jsen2¢,,/2) >Con' (575)

ij=1

A variancia da estatistica de contagem pode ser obtida da expressao abaixo:

-1 -1 8 \
= w w ; .76
V1—el\/1—¢2
w) = w 7(8) w . .
9(e, ew) dee. (G0 00)] e (5-77)

O método desenvolvido na ref. [55] nos d4 uma maneira de calcular a agao (5.73)
em termos dos autovalores diffuson e cooperon

S{e}An}) = So({e}, {n}) + Sc({o}. {n}), (5-78)
onde,

Sp({0}. fn) = —1 3 (M3, ({6}) + 8n (M5, ({6}) +ns0)] . (5.70)

j7a

Se({o}, n}) = —3 3 (Mg, ({6)) + mar) +3In (ML, ({6) + mar + ms0)]

7,
(5-80)

onde, Méj(gzﬁb, Ow) = Mf)cvj(gbb, — ) = M;j(gbb, ¢w). Para o ensemble ortogonal a
agao (5.78) pode ser escrita da seguinte forma:
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S({e}) ——2221nMa {8}); MO({8}) = M ;({0}). (5.81)

j=1 a=%

5.2.2 Calculo dos Autovalores de 1/ para uma Cadeia Homogénea

Comecamos obtendo o termo de segunda ordem em Xj da eq. (5.61), que pode ser
escrito da seguinte forma

-1

N, PN NN
D{gab AX:)) = S 2283+ 225, (582)
j=0
onde,
B; = TIALX 1 Tjoy + TIXGLTAT 4 + T ALTX T + TH X0 LIAT,, (5.83)
A Ar A A A ~ Ay A A 1 A A Ao A A A
C; = TIX;LX; 0Ty + T X LT X T — 5 ( TILTX? \Tjoy + TIAXTLAT)
T LT + T, AXT LTAT ) (5-84)
; Zyi 0 T
7= ) Za = . 8
( 0 Z,i > ’ 4(1 — Tsen’gn/2N) (5:85)

Observe que para o caso de jungoes de tunelamento (' < 1), Z, = T//4 a acao (5.82) se
reduz ao caso estudado na ref. [55],

2

Gr
4

J

Ay A A A 1 JUNEN
S2 (B, ) = [Tr (LT XjLXjH) L <LT2X]2 L+ L2Xf)} .Gr = N.T.

(5-86)
Agora executaremos o cdlculo de Tr(Z2B?). Para tanto dividiremos esse trago em trés

componentes:

I
=)

TI"(ZQBQ) = 2P(¢b7 wa) + Q(¢ba ¢w) + R(¢b> ¢1U)7 (587)

onde,

) 4Ty (ZQLTALX L ALX]H)
Xj> , (5.88)
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Q((bb; (bw) = Tr (ZAZXJ'+1£TXJ'£3> + Tr (ZQXjfL3Xj+1iT> + Tr (ZAQXJ‘[A;XJ‘+1£T3>

+Tr (ZA2X]'+1IA/T3XJ'.E> 3 (589)

R(¢b7 ¢w) = Tr (ZA2A£XJ+1[\I:TX]> + Tr <ZAQA£TXJ]\Z?X]+1> + Tr <ZAQZA—J[\X]+1IA/TAXJ>
+Tr (ZA2£TAXj£AXj+1> . (590)

Apresentamos aqui o calculo detalhado de P(¢y, ¢y ):

Tr (22)%) — (22 +72) Tx (X2 X005); 6 =0, 1. (5.91)
Definindo as seguintes matrizes auxiliares
N — TTAT flf 0 o ipad1/2N = —ipad1/2N
I'h=L"AL = o e )i I't=e gse : (5.92)
1
N — TATT Fg 0 e’ —i¢a01/2N = _ipad1/2N
Lp=LAL = ("0 f, )iT5=e F3e : (5-93)
2

Em termos dessas duas matrizes, dois ultimos termo de P(¢y, ¢y,) ficam:

Tr (ZQlej+1f1Xj+1) == (ZI? + Zi) Tr (Fijb«Ifler;Ufl)

N (5-94)
Tr (Z?FQXjFQXj) = (224 22)Tr (PEX Ty X ub) |
Executando os somatérios de (5.91) e (5.94), P(¢p, dw) pode ser escrito em termos das
variaveis :vs’“jm

P(¢b7 ¢w) = (Zl? + Z’LQU) Z [xljméa ;Ugcr + IL']+1 Ucfxéu-ilzl oo

o

+ Z(f )ngx]+1 o’c! (F )U Ux;l)-l[zl oo + (F )UU/:EJJ ‘g’ (Fw)5 ‘&L ;Ub (595)

o./

Procedendo analogamente obtemos as seguintes expressoes para Q(¢p, ¢) € R(¢p, du)

Qn b)) = (Z2+22) 3 [(€9007/2N) g, (e 3000 /2N) b,

oo’

+ (eiqbb(n/ZN) bw (e—3i¢w61/2N) wb

O'O'l’:ljjg'o' 55xj+100
—ipw1 /2N wb 3igpo1 /2N bw
+ (e )U(,-/ivj_,_l o5 (€ )5'5$j,6a
—ippd1 /2N bw 3ipwd1 /2N wb
+ (6 )O'U’xj—‘,-l o'a’ (6 v )5'5"’L‘j,6aj| ’ (596)
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R(py,6w) = (Z2+2Z2)> (G372 pualtty o (G3e™ /2N ) prpalt )

oo’

. —3 51 /2N b ~ 1ppo1 /2N b
+ (0’36 w61/ )aa’x;‘il,glc—,/(ggewbm/ )5/51‘-“2

3,00
+ (TN G oty o (€0 PN )5
+ (e_w”&l/zN(f?))agwﬁl,a/a'(ewb&l/m@)&’&x%o} : (5-97)

Vamos agora calcular as derivadas de P(¢p, ¢w), Q(¢p, 0w) € R(p, ) em relagao a

bw
k,o5"
OP (¢, du) S ORI
Tk%& =272+ Z2) [ 1 — cos N CS xpt, — senﬁsenﬁxkf;& ; (5.98)
OQ(dv, Pu) Qw30 T2 w
—83321”;5 = (Z;+72)4 |cos oN coS oN + cos IN coS IN (xkflﬁg + :z;kjima)

3y o) 3@%] (2 wb )}

w
+ [sen—sen— +sen—sen——| (Tx_1 45 T Tht1,05

2N 2N 2N 2N
(5-99)
8R<¢b7¢w) ¢b ¢w w w
ebele 2zt 22 [eon Seon St 511
(bb ¢w w w
- Senﬁsenﬁ(xkﬁl,aﬁ+$k—?—1,06) . (5'100)

ad

. N . ~ .7 . L . ad _ a& _ /7
Devido as condigdes de contorno periédicas das varidveis z3%; (165, = 73, = 0), €

conveniente escrever tais variaveis da seguinte forma

TRy = 2isen%x§‘§‘, (5.101)
aQ ad . ﬂ-kj 7Tj ax
T2 oo T T 06 = 4zsenT CO8 7 Lo (5.102)
A derivada do termo Tr(Z2B?) em relacdo aos 2% é apresentada abaixo:
T (22 B2 kj » "
% = 8isen%(Z§ + Z2) { {(1 — cos % oS %) — 2cos % cos ;b_NX
(senZ% + senzéb—]t}) Cos %} :U?ﬁ + {—Sen%sengb—]\q;

b w 2 Db 9 Pw ] b
+2sen-2 sen 22 D 4o Q0 ) s ™ | v | .
Sen2Nsen2N COS 2N COS 2N COS N xo’o’ (5 103)
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Agora é a vez de apresentarmos o calculo de Tr(ZC):

Tr(ZC) = Tr [Z {f/TXj,ﬁXj+1}] —Tr [A <LT2X]2+1 + ﬁ%&fﬂ , (5.104)
onde
Tr [Z {[A/TX‘]'7[A/X]'+1}:| = (Zy+ Zy) [Tr (ew’b{’l/zNwa Z¢w”1/2NXff1)
+ Tr ( z¢w01/2Nwa 7zd>b01/2Nijquul>}
'L a1 2N aa
a=b oo’

(eiid)&&l/QN)U ij+1 o'o'} ) (5105)

T (2 (19820 4 PR2)] = AT [0 R X 4 e e

+ Z,Tre ww”l/NXflejfl + e PN Kb X

_ l¢ 0'1/N ao
- § § Z “ UU‘T]—&—I cfcr‘r]—l—l Go

a=b o

+ (e‘i¢“61/N)onJ Mx;“gg] ) (5.1006)

Calculando as derivadas dos termos acima:

0 AN (AL A A A w w
T [ Z{ 11X, LR }] = (Z+ 2) {cos % cos 2¢—N(xk Lo T T o)
k.05
¢b ¢w v w
+ Senﬁsenﬁ( bl Nolos + xk—li)-l o‘a) ) (5107)
T [7 (0252, + 12%2)| =2 ( Zycos 2+ Z, cos 22 ) gt 3
W T 2o+ ; b COS 7 + w €08 =7 | T (5.108)
a derivada de Tr(ZC) fica entéo:
oTr(ZC kj ' w
—a;%waa ) = (4isen%> [(Zb + Z,,) cos % (cos 2(% cos ;bN Zg

¢b ¢w wb (bb ¢w wb
+ SeN o rSen o T ZbcosN + Zy, cos N ) Yool - (5.100)

Das equagoes (5.103) e (5.109) podemos calcular as derivadas da ac¢ao (5.82). Abaixo
apresentamos de forma conveniente tais derivadas:
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85(2)(¢b7 ¢w)
8xbw . wa
Jt+= = . —+ =
o5y | = {2t ) =0 (o:110)
O,
onde,
¥ O“(gbbagbw) B‘(gbbaqbw) )
M;(pp, o) = J J , 111
(00 60) ( 8(0n 6u) (e, 6u) (5-122)
e
o) = 2252 [ (1 —cos P05 2 o8 P con P2 (st 00 4 o2
a;(op, Puw) (Zy + Z3,) [( CO8 7 €08~ CO8 a7 COS o | sen” o+ sen” s | X
mj mj o Pu P Pw
— Zy+ Z — oS ——cos — — | Z —+Z — |;
COSN} + (Zy + w)cosNCOSQNcoszN ( bCOS + Z,, cos v )
(5.112)
Bi(by, p) = —(Z¢ +Z2) [—sen%sen% + ZSen%seng—; (0082 % + cos? f—;{}) cos W—Ny}
7Tj ¢b ¢w
+ (Zy+ Zy) cos A7 Sellp Arseno . (5.113)
Os autovalores de M; sao:
Mji<¢b7¢’w) = aj(¢b7¢w) iﬁ](¢b7¢'w) (5114)
Para calcularmos a localizacao fraca, devemos fazer ¢, = —¢, = —¢ em «; e f;:
(6) = — 05 ™ ) o2 4 cos L — cos ™ cos? 2
aj(¢p) =22 {Z (1 Ccos N) sen” - +COSN co8 —7 €8 2N} , (5.115)
Bi(¢) =272 {Z (1 — COS %) SGHQ% + cos %serf%l : (5.116)
Desta forma os autovalores simétricos e anti-simétricos sao dados respectivamente por
+ - 7Tj 2 ¢ ¢
M (¢) = —2Z (1 — COS W) {QZsen N + cos N} : (5.117)

M; (¢) = —2Z <COS% — cos %) . (5.118)
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A agao de localizagao fraca portanto fica:

S“’l Z In

(5-119)

COSs N — cos %2 N

27sen’ % ¢ | cos ¢ ]

ou ainda,

2¢
S“’l(gb) = (N2_ 1>ln <QZsen2% + cos %) — %ln(cos %) + %ln (Sseer;¢ ) . (5.120)

Para facilitar o calculo dos cumulantes, apresentamos abaixo a expressao para g*!(e):

1
ey = —=(N=-1)(N=2+4+3T)+——(N—-1)(N—-2) (N +2
§U(E) = o (N = 1) (N = 2437) + = (N = 1) (N = 2) (V +2)
_ 2 _ _ _ 5 N 4
(N +15T — 14) e SIS (N —1) [-10N® + (116 — 126T)N
+ 32N(N(N +1) +1) + f(T)] &, (5.121)
onde,
f(T) = 945T° — 28357 + 39067 — 1984. (5.122)
O termo de localizacao fraca da condutancia é dado por:
1
wl
G ——W(N—l) (N—-2+3T). (5.123)

Este resultado encontra-se em concordancia com o resultado obtido via técnica dia-
gramatica de integragao sobre o grupo unitéario estendida para redes de ponto quanticos
desenvolvida por Rodriguez-Pérez [133] e por simulagdo numérica do formalismo de
matriz-S [134, 135]. Esse resultado também estd em acordo com a expressao g% =
—1/3(1 — 1/N?) obtida por Argaman [136] utilizando um formalismo semi-cldssico ba-
seado na formula de Kubo para a condutancia de um sistema mesoscopico. Abaixo apre-
sentamos a correcao de localizacao fraca da poténcia de ruido de disparo e do terceiro
cumulante

1

wl
P = = (N—1)(N—=2)(N+2)(N+15T — 14), (5.124)
(§
1

wl 5 4 3

= - N —1) [N° — (62 — 63T)N* — 20N
C 945N6( ) [ (62 — 63T 0

+ (1240 — 1260T)N* + 64N + 2f(T)] . (5.125)

Para N > 1 temos que as expressoes G*' e P¥! tendem respectivamente aos valores —1/3
e —1/45 previsto pela teoria de matrizes aleatérias [18, 100]. Na fig. (5.8), apresentamos
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o comportamento desses trés cumulantes quando variamos o niimero de conectores para
vérios valores de T. Observamos que o segundo (5.8(b)) e terceiro (5.8(c)) cumulantes
apresentam um comportamento nao monotonico para N pequeno havendo até mudanca
de sinal de tais corregdes. Através de simulagdo numérica executada por Almeida, che-
camos a comprovagao desse comportamento nao monotonico da poténcia de ruido de
disparo. O resultado desta comparac¢ao mostra que [ver fig. (5.9)] a simulagdo estd de
acordo com resultado obtido via teoria de circuitos.

A variancia da condutancia também pode ser calculada utilizando a expressao (5.81)
e os autovalores dependentes de ¢y, € ¢y, eq. (5.114), encontramos a seguinte expressao

N-1 .

1 T

varG = ) [4(1 —T) + 2T% — (3 — 8T + 4T?) cos —=
= N (1 ’ N

— COS %)

+ (2 —4T + 2T?) cos® %]

2 {1+ 15N — (N - 1)(2 - T)T] — 16}, (5.126)

15 N4

Para T = 1 esse resultado se reduz a varG = 2/15(1—1/N*) obtido também por Argaman
em [136] e, para o caso de N — oo tende ao resultado obtido via teoria de matrizes
aleatérias 2/15 [18, 100]. Para o célculo da variancia dos cumulantes de maior ordem,
em principio deveriamos expandir a fungao geratriz g(e,,€,,) para &, €, pequenos:

g(ep,€w) = ap + areie? + an(epe’ +etet) + +asepet + ... . (5.127)
Os cumulantes de ordem superior seriam obtidos substituindo essa expansao em (5.76).
A variancia da poténcia do ruido de disparo seria varP = «; e a variancia do terceiro
cumulante seria varC' = a3 +4(a3 — ). A dificuldade que encontramos nesta etapa foi o
aparecimento de inconsisténcias nos valores obtidos dos coeficientes de (5.127). Por exem-
plo, o fator a;; que corresponde a variancia de P nao é sempre positivo quando variamos a
transparencia da barreira de 0 até 1, que é um verdadeiro absurdo pois a variancia é uma
grandeza positiva definida e tem um significado estatistico bem definido. Infelizmente
nao temos uma explicacao fisica ou matemdtica para esse fato. Como haviamos comen-
tado no comego da apresentagao do método de [55] a expansao em torno do ponto de sela
das funcoes de Green e cada né do circuito nao é uma tarefa trivial quando levamos em
conta o campo de contagem. Lembramos que uma etapa chave para tornar este calculo
tao eficiente do ponto de vista operacional é a parametrizacao discutida no apéndice E,
que permite transformar o problema em termos do campo de contagem A\ onde devemos
operacionar matrizes completas, em um problema em termos de um pseudo-potencial ¢
onde as matrizes sao agora diagonais nulas e portanto, mais simples de manusear. E re-
almente nao trivial explicar como essa parametrizagao pode capturar toda a informacao
contida na matriz completa dependente de A e, a luz destes resultados que acabamos
de apresentar, torna-se imprescindivel uma andlise mais cautelosa desta parametrizacao.
No entanto, as contribuicoes desta tese sobre esse assunto acabam por aqui e finaliza-
mos esta segdo calculando o limite da acao (5.81) para os autovalores da cadeia dados
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0.002 -

0.002 1
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-0.008

001

0.012

Figura 5.8 Comportamento das corregoes de localizagao fraca da (a) condutéancia, (b) poténcia
de ruido de disparo e (c) do terceiro cumulante para 7' = 1 (linha vermelha), 7" = 0.7 (verde),
T = 0.4 (azul) e T = 0.1 (magenta). As linhas tracejadas horizontais sdo os valores dessas
corregoes para o fio quantico.
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Pwi

2 3 ; 6 7
N (nimero de conectores)

Figura 5.9 Comparacao entre o resultado da teoria de circuitos e via simulagoes para a loca-
lizagao fraca da poténcia de ruido de disparo variando o ntimero de conectores.

por (5.114) quando N — co. Mesmo nao contendo resultados consistentes para o caso de
cadeias finitas para a variancia dos cumulantes de maior ordem, os autovalores (5.114)
dao o resultado esperado para a variancia da poténcia de ruido de disparo no limite de
fio quantico. Para o limite N — 0o a agao (5.81) se reduz a agao do fio

SOy, o) = —QZ Z In (721* = (¢ + 0¢w)*/4) . (5.128)

=1 o==%

A expansao de g(ep, e,) para N — oo é

N

4
g(en,en) = lim Z i [ 2257858 + (257838 — 5007555 + 52507 j4)e2e?
j=1
+ (107%5% — 1007%5¢ — 5257154 + 189007%5%) (e2ed + i)
+  (47%5% — 4207*j* + 103950)e e, | | (5.129)

A variancia dos trés primeiros cumulantes do fio quéantico sao:

AR
GNoo =12 1 = —, .
varGy_, Jim 2 = (5.130)
N . )
1 . 840 — 807252 + 4rtj* 46
j=1

esses dois resultados estao de acordo com os obtidos via formalismo DMPK [100]. Apre-
sentamos também o resultado para o terceiro cumulante
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C 4 . N 415800 — 756007252 + 57607*5* — 1007656 + 7858
VAl Nooo = mp IO Z; 12412
‘]:
11366 ( 2)
= - 1
1447875 513

Na proxima secao estudaremos o problema de um ponto quantico conectado a guias
por duas barreiras de transparéncias arbitrarias.

5.3 LOCALIZACAO FRACA E FLUTUACOES PARA UM PONTO COM BAR-
REIRAS ARBITRARIAS

A agdo (5.61) para este caso fica:

S(p, pw) = ZNHTHH [ jH ({j—jéj Aj>TJT+1Gj+1TAj+1} - Q)} ,  (5.133)

onde,

, Go=CGamhy (5134)
Gy =AM+ X, — SAXT. '
O termo de segunda ordem na expansao em X 6 dado pela eq. (5.82):

1

SO {ga} AX;}) = EZT [ N Z; B} + 2N Z;C; (5-135)

J=0

onde, B]- e C’j sao respectivamente eq. (5.83) e eq. (5.84). A matriz Zj ¢ definida como

- Zb 1 0 T'—l—l
Z- = >J o . Za —— J . 6
J ( 0 Z,, 1 ) T4 (1 - Tji1sen%¢p, ;/2) (5-136)

onde ¢n0 = ¢q — o € Pa1 = 0,. Seguindo o algoritmo discutido no comeco do capitulo,
que é essencialmente refazer os passos aqui mostrados para cadeias levando em conta a
dependéncia com j de Z, ;, obtivemos os seguintes autovalores para este caso

{¢a Z Nc]+1 9

Zb] + Z2 )sen2 (M) + ZZQJ- coS ¢a7j] (5.137)
a=b

Em termos da fungao geratriz I(¢,), podemos reescrever os autovalores (5.137) da se-
guinte forma:
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1w sen? Pb,j Fbw,j I
M*({¢a}) =Y > |cot guil(da) + Sgn%; ) ( (b(,(’ba) _cotqba,jf(%)) 7
(5.138)

onde, I'(¢pa) = dI(¢a)/dda € ¢, ; = doa,j/dps. Essa expressao é idéntica a obtida por
Campagnano e Nazarov na ref. [55].
Vamos inicialmente calcular a acao de localizacao fraca. Para tanto, tomamos ¢, =

—¢p = —¢ em (5.137):

7=0 a=b

1
M*(¢) =2  Nejn1Z; [cos ¢; + 2Z;sen’ ;0,4 | , (5.139)

J=0

e a acao de localizacao fraca fica:

(5.140)

SU(g) = éln [Z}:O Nej1Z; (cos ¢ + 2sten2¢j)] |

1
> o Nej+17Z; cos ¢;

Para facilitar o calculo das correcoes para os cumulantes, é conveniente reescrever a
expressao acima em termos de corrente espectral I(¢). Apds simples manipulagoes
algébricas, podemos reescrever a expressao acima como

wig 1 1 1+a
57(@) = §ln {1 * 2(cot (¢ — 8) +cotf) Neo [(qﬁ)} ’ (5141)

onde a = N /N. e 0 é obtido resolvendo a equagao qudrtica resultante da lei de con-
servagao de I(¢). Para realizarmos a mudanca de variaveis para £, devemos primeiramente
escrever a acao acima em termo das varidveis £ = tan /2 e n = tan ¢/2 ja utilizadas an-
teriormente

1 (cot (¢ — 0) 4 cot §) ' =

£(n— &)1 +nf)
5 .

2\2
n(1+¢&2)
Uma outra maneira de escrever a acao acima, foi usada por Ramos et. al. [119] para
estudar o comportamento da correcao de localizacao fraca nos dois primeiro cumulantes

da estatistica de contagem. Nesta expressao, aparece explicitamente além da corrente
I(¢), sua derivada I'(¢):

(5-142)

1 I'(¢) Yo
S*(¢) = on — -

1(¢) > ;o cot ¢; (5-143)

Em termos de ¢ definimos

S"(e)=5"0)| o (5.144)

e a pseudo-corrente de localizagao fraca é dada por:
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I“Y(e) = _mdS;“l(s)’ (5.145)

3

a funcao geratriz dos cumulantes (5.69) expandida em ¢ < 1 fica:

22
g(e) = —W—Z%)T; {1 + (T1+—1aT2)3 [—(8—4T)T7 +2((3 — 4T3) — 4aTo) LT
1
(Tl + a/TQ)G [(
a(8(2 — 3a)Ty — (18 — 49Ty + 33Ty)) T T — a(9 + 52a — 4(4(1 + a?)
17a)T5)T3T} + a*(16 4 49a + 9a*To) T T? — 2a°(9 + 5aT5) T3 Ty
— 2a°T3] '} + O(£%) (5.146)

a*(3 + 4aTy) 2Ty — 3d°T8) €2 + 2 — (10 = 9T)T5) Ty

+ + o+

Por simplicidade, apresentaremos as corregoes de localizagao fraca dos trés primeiros
cumulantes para o caso de guias simétricos, ou seja, a = 1 (N = Neo):

_ Ty
@ _ (Tl — T2)2 (3(T1 —+ Tg) — 4T1T2) ( ) 8)
% — (Ty +aTy) ™ {[7 — 6(4 — 3Ty)T| TS — 2[15 — (63 — 57T3) To] T T}
— [3+2(57 — 100 o) T3 T} + [68 — 114(1 + To) Tu] T T}
— [B=6(21 + 3L) DTy TE — 6(5 — A1) T3 Ty + 115 } (5.149)

Os resultados para os dois primeiros cumulantes estao em concordancia com os resultados
da ref. [119].Calculamos também a variancia da condutancia para esse caso

211 T5G1 Gy
——{4
(G1 + G2)6{ (
+ (1 —=TV)NoG5 + NiNy(G3 + G3) — N1GoGE — NG G5

— (NngGl + NQT]_GQ)G]_GQ — 6G%G§}, (5150)

varG = N2G1 -+ N1G2 — NlNQ)GlGQ — 2[(1 — TQ)NlG?

onde, G; = N,;T;. A eq. (5.150) estd em plena concordancia com resultado obtido via
técnica diagramadtica [56]. Para contatos ideais (T; = 1), temos varG = 2NEN3Z/(N; +
Ny)* [136]. Na préxima segao apresentamos alguns resultados que obtivemos para siste-
mas hibridos N§S.
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5.4 APLICACAO EM SISTEMAS NS

A fungao geratriz da correcao de localizagao fraca de cumulantes para o caso NS, no
regime de campo magnético nulo é dada por:

(1-¢%

gNs(e) = = " (F'(e) = F2'(e)), (5.151)

onde,

wl _ wl
F:I: (E) - F (¢)|sen2¢/2:(1—82)/[2(1:|:a)]' (5152)

Vamos agora apresentar alguns exemplos de aplicacao dessas expressoes para calculo de
localizagao de alguns sistemas mesoscopicos simples com a presenca de uma interface NS.

1. Fio Quantico:

A acao de localizacao fraca do fio, pode ser obtida tomando o limite N — oo
em (5.120), 0 que nos produz a seguinte expressao:

stit0) =i (-2 (5.153)

A pseudo-corrente I“!(¢) = senpF*(¢) é obtida derivando a acao definida acima
em relacao ao parametro ¢:

_ ¢cos g — seng
B ¢psen?¢

substituindo ¢ — ¢+ () = 2arcsen(y/(1 — £2)/2(1 £ ¢)) em (5.151), temos:

Fi (9) (5-154)

gi(e) = ap+ ae? + age® + O(°)
172 —4 27%2-12 , 474-120, 6
=T e T3 m i o c TOE) (s

Apresentamos abaixo os trés primeiros cumulantes que podem ser obtidos dos coe-
ficientes da expansao acima:

4
GYWs = 209 = = 1, (5.156)
que esta de acordo com o resultado obtido em [100],

8 32

PYl — 4oy — —_ 22
NS 3772 7T4,

(5-157)

calculado anteriormente em [137] e finalmente
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2 8§ 64

1572 g4 b’

CRl =20y — ) = (5.158)

que também pode ser obtido pela teoria DMPK.

2. Um ponto quantico com barreiras simétricas (T} =Ty, = T)):

Para este caso, a acao de localizacao fraca pode ser convenientemente escrita em
termos da pseudo-corrente semi-cldssica [55]:

]/
S8(0) = 5in (715 tanoy2). (5.130)

Definindo as seguintes variaveis auxiliares:
v(T)=T1-T)2-1T), (5.160)
T(T)=(2+2V2+T)*(4+2V2 - T)%, (5.161)

os trés primeiros cumulantes podem ser calculados utilizando o mesmo procedimento
utilizado no item anterior:

T
Gul, = iy [28(24 +17V2) — 2(62 + 45V2)T + 2(14 + 11V2)T? + T3] :

(5.162)

l (128 + 91v/2)u(T) 5 /5

Pyl = T {32[19(283 +200v/2) — (754 + 525v/2)T]
80(207 + 140v/2)T? — 356T° + 89T4} : (5.163)
1024 + 725v/2)0(T
cvl = (1024 + 725V 2)u( ){210 -97(5 - 3617 + 22 - 23 - 139V/2)

1337 - 64Y3(T)
— 2°(29.9373 4 3 - 389 - 2909v/2)T + 28(73 - 84551
52.174569v/2)T2 — 26(2% - 17% - 29 - 167 + 3957431v/2)T°
21[(3-5-53- 7759 + 2 - 2178073v/2) — (2- 5 - 34381
3%.19 - 1399V2)T|T* + 2° - 3(39241 + 19 - 1399v/2)T°
— 1069677 4 1337T%}, (5.164)

+ 4+ +

a corregao de localizacao fraca da condutancia para contatos ideais T' = 1 reproduz
o resultado da técnica diagramatica [56].
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Figura 5.10 Comparagao entre a condutancia NS obtida via teoria de circuitos com (linha
cheia) e sem (linha tracejada) o termo de localizagao fraca e simula¢ao numérica para 77 = 0.1.

3. Barreiras arbitrarias:

Para este caso geral, devemos seguir essencialmente os mesmo passos desenvolvidos
no capitulo 4, levando em conta agora a agao de localizagao fraca ao invés da acao
semi-classica para sistemas NS. A correcao de localizacao fraca dos cumulantes
seriam relacionados com os coeficientes da fungio geratriz g¥s(e) = ap+a16? +ane?
e esses coeficientes por sua vez estariam relacionados aos coeficientes de ¢ = A+ Be+
Ce? + ... como fizemos no apéndice D. Devido & expressao nao trivial que é a acao
de localizacio fraca para esse caso os coeficientes de g% () crescem rapidamente
de tamanho, ja sendo complicado apresentar o termo «q que esta relacionado com
a condutancia (G%s = 2ay). Portanto omitiremos esta expansao e apresentaremos
o resultado através do gréfico da figura (5.10), que apresenta a condutancia NS
semi-cldssica com (linha cheia) e sem (linha tracejada) o termo de localizagao fraca
obtido de tal expansao. Ambos os casos sao comparados com resultados numéricos
obtidos por simulagoes de um ensemble de 1000 matrizes-S pertencente ao ensemble
circular ortogonal (ECU) para N. = 50. Escolhemos T} = 0.1 que foi o mesmo valor
escolhido no capitulo anterior. Observamos que a inclusao do termo de localizagao
reduz o maximo para um valor intermediario de T3, o que aproxima o resultado
analitico do obtido via simulacao.
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Uma grande limitagao desse método aplicado a sistemas NS reside no fato de que
sO ¢ possivel calcular os observaveis e suas correcoes quanticas devido a relacao entre
os autovalores de reflexao de Andreev e os autovalores de transmissao quando estamos a
campo magnético nulo e em baixas energias. Seria interessante uma teoria de circuitos que
fosse capaz de capturar todos os regimes relevantes desses sistemas de uma forma eficiente.
Esta teoria de circuitos de corregoes quanticas ainda nao esta disponivel e para realgar a
importancia deste fato, iremos no préximo capitulo utilizar a técnica diagramética [56]
aliada a uma conveniente parametrizacao de estube, que permite incorporar a interface
NS de maneira natural no método diagramatico, para calcular a condutancia NS semi-
classica e sua correcao de localizagao quando aplicamos um campo magnético capaz de
destruir a simetria de reversao temporal do sistema. Iremos comparar os resultados dos
observéveis nos dois regimes (com e sem campo magnético) e também faremos uma andlise
comparativa entre o método de teoria de circuitos e o diagramatico.



CAPITULO 6

TECNICA DIAGRAMATICA: APLICACAO EM
SISTEMAS NS NA PRESENCA DE CAMPO
MAGNETICO

Neste capitulo estudaremos um sistema mesoscopico idéntico ao discutido no capitulo
4 na presenca de um campo magnético capaz de quebrar a simetria de reversao temporal.
Neste regime nao podemos mais utilizar o esquema de renormalizacao desenvolvido no
capitulo 4 para obter os observaveis de transporte de um sistemas NS através da teoria
de circuitos para sistemas normais. Isto se deve ao fato de que a expressao que relaciona
os autovalores de reflexdao de Andreev aos autovalores de reflexao do lado normal nao é
mais vélida na auséncia da simetria de reversao temporal. A forma mais geral da matriz
de reflexao de Andreev foi deduzida no capitulo 2 e depende de todas as submatrizes de
transmissao e reflexao que compoem a matriz-S da cavidade. Iniciamos este capitulo revi-
sitando o problema do ponto de vista de matriz-S abordado no capitulo 2, agora incluindo
explicitamente as matrizes espalhamento que descrevem as barreiras. Depois apresenta-
remos a parametrizacao de estube que nos permitira utilizar a técnica diagraméatica de
integragdo sobre o grupo unitério [56] que serd nossa ferramenta teédrica alternativa a
teoria de circuitos que utilizaremos neste capitulo. Apresentaremos as principais regras
desta técnica aplicando-a em um céalculo especifico. Seremos pragmaéticos na apresentagao
da técnica diagramatica, contudo, daremos as referéncias necessarias para que o leitor que
queira ter mais informacoes sobre a técnica possa encontra-las. Apresentaremos também
o célculo da correcao de localizacao fraca para a condutancia deste sistema, que diferen-
temente do caso normal (ver capitulo 3), é ndo nula na presenga do campo magnético
[138]. Este fenomeno se deve ao fato de que mesmo sem a simetria de reversao temporal,
a simetria particula-buraco introduzida ao sistema devido ao mecanismo de Andreev, é
responsavel por gerar corregoes da ordem da unidade aos observaveis de transporte.

Mostraremos ao longo de todas as aplicagoes que faremos nestas se¢oes como ¢é rica
a fenomenologia no que diz respeito aos comportamentos nao triviais dos observaveis
de transporte deste sistema quando variamos os parametros relacionados as barreiras.
Finalmente faremos uma breve comparacao entre a técnica diagramatica e a teoria de
circuitos dos capitulos anteriores.

Os resultados apresentados neste capitulo foram obtidos em colaboragao com S.
Rodriguez-Pérez e encontram-se compilados em um artigo que pretendemos submeter
em breve a algum periddico internacional.

6.1 FORMALISMO DE MATRIZ-S PARA SISTEMAS NS REVISITADO

Vamos estudar novamente o problema de um ponto quantico conectado aos guias por
contatos nao-ideais na presenca de uma interface NS do ponto de vista do formalismo

131
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I
=

Figura 6.1 Diferentes elementos do sistemas NS conectados por guias perfeitos. Da esquerda
para a direita: conector b do lado normal, cavidade cadtica, conector a préximo ao condensado
supercondutor e a interface NS.
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de matriz-S desenvolvido no inicio do capitulo 2. Para tanto, definimos os vetores 2/V;-
dimensional, onde N; é o nimero de modos transversais tipo elétron/buraco no i-ésimo
guia

v

Vir/r = < \I,;{L/R ) : (6.1)
i,L/R

Estas componentes de cada camada do sistema mesoscépico descrito na figura (6.1)
encontram-se conectadas através das matrizes 2(N, + Np) x 2(N, + N,) definidas abaixo

Ui\ Vir g _ [ Ta to
Vo ) T\ Uor )77 e 1, )
To t6
; Sy = ;
Jese= (0 )
Vs, V3r b,
(o)== (i )ese= (0
Cada sub-matriz (N, + Np) X (N, + Np), s; (

elétron-buraco,
_ ([ sle) 0
Si(e) - ( 0 §:<(—E) ) ’ (62)

onde, §; ¢ uma matriz N; x Nj.
A reflexao de Andreev na interface NS é descrita pela seguinte matriz 2N, x 2N,:

\IJSL - \IJSR . —_ - ONa iZVa,
@%)—&(WR’&—Z iy On ) (6:3)

Definimos agora a matriz 2(N, + Ny) x 2(N, + Ny), Sp, que contém a informagao do
processo de transmissao e reflexao usual em toda a nanoestrutura

s = {r,t',1" t}), é diagonal no subespago
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Usr ) _ Vsr . [t
(\IJOR)_SD(\I]OL)’SD—('[; ’I"/). (64)

Combinando as matrizes Sp e Sy, obtemos

Wy = SWUsp; S =7+ t/Sa(1—1'S4)" M, (6.5)
onde,
S = ( Pee Teh > . (6.6)
The Thh

A condutancia NS é dada pela férmula de Landauer-Biittiker para sistemas NS [48]
deduzida no capitulo 2

Gns = 2Go(Tr(Phe] ), (6.7)

onde Gy = 2¢?/h é o quantum de condutancia e

Fhe = —it™ (1 + 7#*) 7.

Abaixo apresentamos explicitamente as sub-matrizes de Sp
P =y + (1 — Fniy) w4+ I Fatn (1 — Anry) ks,

~ A

= B0~ i) i

onde,
=1 =g (Fy + tnry (1 — ryry) "),

t =ty N1 — Fnry) M,
P o= 4t (Fy 4 Ity (1 — 7))
Para campo magnético nulo, a expressio de G yg simplifica bastante Gy s = 2Go(Tr{[{tT(2—
ttH~1)2}), que é uma estatistica linear dos autovalores de transmissdo de #t' e podemos
por exemplo calcular esse observavel utilizando a extensao da teoria de circuitos para
sistemas NS do capitulo 4. Neste capitulo estaremos interessados no caso geral descrito
por (6.7) e para executar esse célculo utilizaremos uma técnica alternativa a teoria de
circuitos baseada no método diagramatico de integracao sobre o grupo unitario desen-
volvida por Brouwer e Beenakker [56]. Uma etapa chave nesse célculo serd reescrever a
eq. (6.7) em termos de uma parametrizagdo muito conveniente, que em particular nos
permite importar os diagramas do caso normal para o calculo dos observaveis NS.
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6.2 PARAMETRIZACAO DE ESTUBE PARA SISTEMAS NS

Antes de aplicarmos o método diagramatico para o calculo de observaveis em siste-
mas NS com simetria de reversao temporal quebrada, vamos apresentar uma conveniente
parametrizacao da matriz espalhamento que permite obter expressoes analiticas de forma
eficiente, pois nos possibilita importar os diagramas obtidos para o caso normal em [56]
para o calculo dos observaveis de interesse. Esta parametrizacao é conhecida como para-
metrizacao de estube. O estube na engenharia de comunicagoes é representado por uma
pequena cavidade que é conectada a uma antena de forma a modificar suas propriedades
eletromagnéticas. Na fisica mesoscopica o método de estube ja foi utilizado em diversos
sistemas, e.g. cavidades cadticas conectadas a reservatérios normais [56, 107, 119], fer-
romagnéticos nao-colineares [139] e supercondutores [140, 141]. Para uma revisdo mais
detalhada do método de estube em fisica mesoscépica, recomendamos a ref. [133]. Para
que possamos utilizar a parametrizacao de estube em sistemas NS, é preciso incorporar
o efeito da interface NS, descrito pela matriz S4, a matriz que descreve a barreira a,
ou seja, iremos concatenar as matrizes S4 e S, em uma unica estrutura matricial. O
que temos ao final desse procedimento é uma barreira normalizada “ativa” no espaco de
Nambu (elementos nao nulos fora da diagonal principal). A submatriz relevante para o
calculo dos observaveis da nova barreira a ¢ dada por:

Uip = FagVin; Tag = o + 1,Sa(1 — 15,54) Lo, (6.8)
As submatrizes das barreiras a e b sao dadas por

fi=7 =11 1y,
(6.9)

onde I'; é o coeficiente de transmissao da barreira i. Dessa forma a matriz 74,, eq. (6.8)
¢é dada por:

2/1-T, —ily
2-T, 2-T, R
"Aa = & 1]\/a- (6'10)
—ily 2v/1-T,
2-T, 2-T,

Observe que agora a matriz efetiva da barreira a, tem componentes fora da diagonal nao
nulas, devido a incorporacao do mecanismo de Andreev. Nesta parametrizacao conside-
raremos que a matriz que descreve a cavidade cadtica é dada por

so= (5 o). (6.11)

onde, U é uma matriz Ny X Ny, Nr = N, + N,, pertencente ao ensemble circular unitario
(CUE). Antes de apresentarmos a parametrizagao de estube, é necessario introduzir a
matriz 74, a estrutura de direcdo de propagacao. Isso é feito introduzindo a seguinte
redundancia na matriz de espelhamento



6.3 OBSERVAVEIS NS E A TECNICA DIAGRAMATICA 135

B 0 Taa
Sae = (TAa 0 ) (6.12)
De agora em diante, organizaremos a estrutura de todas as matrizes de espalhamento
definindo a seguinte hierarquia: Estrutura elétron-buraco — estrutura de diregao de

propagacao — canais de propagacao. Desta forma, podemos expressar a matriz de espa-
lhamento total da seguinte forma

S =S+ T/(1-SR)'S,T, (6.13)
onde,
7 0 0 0
2y/1-T, i, —Taly,
2—Ty, 2—-Tq
S=R-= : (6.14)
o el |0
e 2/1-T, i,
0 0 0 =%
€
b 0] 00
0 0] 00
T=T = - .
00| & 0 (6.15)
00100

As linhas verticais e horizontais delimitam os diferentes blocos da estrutura de Nambu.
A matriz de estube é definida abaixo

z;(ig). (6.16)

Das equagoes (6.14) e (6.15) é facil ver que (6.16) é unitaria.

Na préxima segao, usaremos essa parametrizacao aliada a técnica diagramatica [56]
para o calculo de observaveis NS quando a simetria de reversao temporal é quebrada por
um campo magnético externo aplicado.

6.3 OBSERVAVEIS NS E A TECNICA DIAGRAMATICA

Nesta se¢ao adaptamos as regras da técnica diagramatica do caso normal para conter
a simetria elétron-buraco introduzida no nosso sistema pelo mecanismo de reflexao de
Andreev na interface NS. O cdlculo que serd apresentado nesta segao se resume a obtencao
de médias sobre tracos no espaco de Nambu e de canais envolvendo a matriz unitaria Sq:

(S0)ijnmeoros = UijnmOo1,10551 + Ui?,nm%l,z(sogz, (6.17)
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Figura 6.2 Representacao diagramética das matrizes unitarias U e U*, de uma matriz ar-
bitraria A e a delta de Kronecker que surge quando executamos as médias. O indice a = (i,n)
caracteriza o ponto preto, enquanto b = (j, m) diz respeito ao ponto branco.

onde os indices (7, j), (n, m) e (o1, 02) referem-se a estrutura de canais de transmissao,
direcao de propagacao e particula-buraco, respectivamente. As matrizes U sao repre-
sentadas por um ponto preto conectado a um branco por uma linha pontilhada como
podemos ver na fig. (6.2). Para diferenciarmos diagramaticamente U* de U, colocamos
um simbolo * em cima da representacao diagramdtica de U*. A eq. (6.17) apresenta
um detalhe importante da técnica diagramaéatica para sistemas NS: cada ponto, preto ou
branco, em um ciclo- U (ver figura (6.3)) deve ter o mesmo valor de 0. Apresentaremos
as demais estruturas e regras diagramaticas aplicando a um exemplo concreto: O célculo
da média da condutancia e da poténcia do ruido de disparo.

6.3.1 Condutancia NS

A média da condutancia NS a temperatura nula é dada pela eq. (6.7), que na para-
metrizagao de estube é dada por:

Gns = 2Go(Tr(C1SC,S)) = 2G(Tr(C16SCL81)), (6.18)
onde, 6S =S — 8§, e C;, C, sao dadas por

o, 0 0 0
0 Oy, 0 O

C, = “ - 6.

! 0 0 1y, 0 |’ (6.19)
0 0 0 Oy
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Figura 6.3 Diagrama escada tipico que é utilizado para o cdlculo da média da condutancia. O
circuito fechado formado por linhas pontilhadas alternadas com linhas finas definem um ciclo-U.
Cada ponto preto ou branco em um ciclo-U tem o mesmo indice de Nambu o.

o, 0 0 0
| 0 0n, 0 0
C=1 o Oy, 0 |’ (6.20)
0 0 0 Iy
substituindo (6.13) em (6.18)
(Gns/2Go) = (Tr(A(1 — SgR)™'SBS| (1 — RfS{)™1)), (6.21)

onde, A = T'IC,;T' ¢ B = TC,T'. Expandindo a expressao acima em poténcias de Sy,
obtemos

(Gs/2Go) = i (Tr(A(SoR)™~1S,BS)(RIS])=~1)), (6.22)

K1,k2=1

a média da condutancia é dada pela soma de diagramas escada, figura (6.3), obtidos
fazendo k1 = Ky na equacdo acima. A linha grossa na extremidade esquerda (direita) do
diagrama representa a matriz A (B). As linhas sélidas intermedidrias na parte de baixo
(cima) do diagrama representa a matriz R (R'). A soma sobre os indices é representada
pelo acoplamento de uma linha grossa com um ponto. As linhas finas verticais que
conectam dois pontos distintos do diagrama representa, diagramaticamente, a operagao de
média sobre as matrizes unitarias. Chamamos de ciclo-U o “circuito” fechado criado pela
alternagao entre pontos e linhas pontilhadas. Cada ciclo-U em um diagrama contribui
com um fator 1/N para o caso de um ciclo de comprimento 1. O comprimento de um
ciclo-U é definido pelo niimero de linhas tracejadas que constituem o ciclo dividido por 2.
Cada circuito fechado formado por linhas finas alternadas com linhas grossas é chamado
de ciclo-T" e corresponde ao traco do produto de matrizes que fazem parte do mesmo.
Para o caso NS precisamos introduzir uma nova variavel 1(o) que é dada por
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wo={ g oI, (6.23)

A necessidade de tal definigdo é consequéncia direta da eq. (6.17), que é a representagao
da matriz unitaria que descreve o ponto quando é introduzida estrutura elétron-buraco.

Somando os diagramas tipo escada obtemos a seguinte expressao para a condutancia
NS (seguimos aqui o algoritmo descrito em detalhes nas ref. [139]):

<GN5/2G0> = .A[(Na -+ Nb) 1, — L]ilgT (6.24)

onde, A e B sao vetores definidos como

A = (Tl"All, TrA.22) = (Nbe, O), (625)
e
B = (TI‘BH, TI'BQQ) = (0, Nbe) (626)
e L é uma matriz 2 x 2 definida como
L L
L= ( ﬁ; L;z ) i Loy, = Tr[R0'10'2Rj;'QO'1]' (6.27)

Da equagao (6.24), obtemos

N, N, I2T,
2N, T2 + Ny(—2 +T,)%Ty’

note que a eq. (6.28) pode ser escrita da seguinte forma G,G,/(G, + Gp), definindo
G, =2N,I?/(2-T,)? e G, = NyT,. Esta é a lei de Ohm para um circuito formado por
um conector caracterizado por uma condutancia G e um outro conector caracterizado
por uma condutancia renormalizada G,. Da expressao (6.28) observamos que o principal
efeito do campo magnético é quebrar a simetria entre os conectores que compodem o
circuito. Para contatos ideais a eq. (6.28) se reduz a

<GNS/2G0> =2 (628)

IN,
6.
S a (6.29)

onde a = N,/N,. Para comparacao apresentamos a expressao obtida no capitulo 4 para
o caso onde a simetria de reversao temporal estd presente, eq. (4.24):

(Gns/2Go) =2 =

(GNns/2Go)|p=1 = M ( 1+a

L= ﬁ) ' (6:30)

Essa é uma caracteristica muito interessante do sistema NS, diferentemente do caso nor-
mal, o termo principal na expansao em termos de 1/N é diferente para classes de simetria
diferentes. Como vimos no capitulo 3 no caso normal a dependéncia com o parametro
[ s6 aparece no termo de localizacao fraca, demonstrando que a simetria elétron-buraco
aliada a quebra da simetria de reversao temporal interfere de maneira nao trivial nas
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Figura 6.4 Comportamento da razao entre os valores médios da condutancia NS para os dois
ensembles quando variamos o pardmetro a. Vemos que apenas no limite a — oo essa razao
tende a 1.

propriedades de transporte de sistemas mesoscépicos mesmo no regime semicldssico. A
razao entre os dois regimes, gns = (Gns)|s=2/(Gns)|p=1, ¢ mostrada em fungdo de a na
figura (6.4). Para a — 0, gys = 1/2 e apenas para o limite a — 00, gyg tende a unidade.
Na figura (6.5) apresentamos o comportamento quando variamos as transparéncias das
barreiras. Na parte superior (inferior) da figura fixamos os valores de I';, (I'y) em 1, 0.6 e
0.2 variando o valor de I'y, (I',), para a = 1. O caso unitdrio e ortogonal sdo representados
pelas linhas sélidas e tracejadas respectivamente.

A principal diferenca qualitativa entre os dois regimes é o comportamento monotonico
crescente da condutancia para o caso unitario quando variamos a transparéncia da bar-
reira, diferentemente do caso ortogonal onde surge um maximo para valores intermedidrios
da transparéncia da barreira (ver caso I'; = 0.2 na figura (6.5)). Como vimos no capitulo 4
este maximo esta relacionado a uma transicao quantica que ocorre em cavidades cadticas
conectadas a guias nao-ideais [53]. Concluimos da anélise comparativa entre os dois regi-
mes mostrada na figura (6.5), que a aplicagao de um campo magnético capaz de destruir
a simetria de reversao temporal numa estrutura hibrida NS resulta no desaparecimento
da assinatura na condutancia NS da transicao quantica associada a formacao de modos
Fabry-Pérot dentro da cavidade. Abaixo apresentamos o calculo da poténcia de ruido de
disparo e analisamos o comportamento do fator Fano quando variamos as transparéncias
das barreiras.
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<G>/N G

<G>/N Gy

Figura 6.5 Condutancia para o caso unitario (linhas sélidas) e para o caso ortogonal (linhas

tracejadas) em unidades de NGj.
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Figura 6.6 Representacao diagramatica de algumas fungoes que surgem no calculo da poténcia
de ruido de disparo e da correcao de localizacdo fraca da condutancia.

6.3.2 Poténcia de Ruido de Disparo NS

Para calcularmos a poténcia de ruido de disparo precisamos calcular o segundo mo-
mento do produto fhefle, que em termos da parametrizacao de estube é dado por (Tr(C;5SC,0S7)?).
Para obtermos expressoes analiticas para os diagramas definimos os seguintes vetores:

FA= A4+ AL((Ny + Ny)1y — £) 7, (6.31)

FB =B+ ((Ny+ Ny) 1y — L)' LB. (6.32)

A defini¢ao deste vetores em termos de diagramas é apresentada na figura (6.6): o primeiro

e o segundo diagrama representa F4 e F? respectivamente. Definimos também a seguinte
matriz

c HO MG\ e :
H = H201 7_[202 ’Halo'zzTr[CO'10'2Cagol]7 (6'33)

onde, C = (A, B). Vamos também definir alguns tensores:

7:7?0‘20'3 = Tr[Rl'lo'gR’UZOSAUBUl]; (634)
7;?0'20'3 = Tr[Ra'lo'ZRZ'QUgBUSO’l]; (635)
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Figura 6.7 Diagramas da poténcia do ruido de disparo. Esta figura foi retirada da ref. [139],
onde esses diagramas foram utilizados para o cdlculo da poténcia de ruido de disparo de um
sistema metal-normal-ferromagnético. Observe que para o caso NS devemos lembrar que cada
ponto em um ciclo-U deve ter o mesmo indice o.

e/

R = Tr[Ry,0,R! , Ro,o, R . (6.36)

01020304 0203 0401

Os diagramas topologicamente independentes que contribuem para a poténcia de ruido
de disparo sao apresentados na figura (6.7) e foram utilizados primeiramente em [119] para
o calculo da poténcia do ruido de disparo para o caso normal. As expressoes matemaéticas
de tais diagramas sao apresentadas na tabela 6.1. Os coeficientes W; = 1/N e W, =
—1/N?3 sdo os pesos dos diagramas e estao relacionados & contibruigao dos ciclos-U. A
multiplicidade de cada diagrama também é representada nessa tabela.

Somando os diagramas da tabela (6.1) obtemos a eq. (6.37) e o comportamento do
fator Fano quando variamos as transparéncias das barreiras é apresentado na figura (6.8),

Wy > (FAFE)?
Wi >, FoTorFasForTon

o4 ' 01020304
A TB TATB

2 W13 E{o} .F01F02.FU37;10203

2WP Y FEFAFET

o3 1010903
W >ty Fo g
W D P Ty

O O = W[ N~

Tabela 6.1 Expressoes matematicas para os seis diagramas topologicamente distintos que con-
tribuem para a poténcia de ruido da disparo.
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para N, = Np.
PNS GNS 1 g
- NTO(—2+4T
“ir’ <QGo>(2NaFZ+Nb(—2+Pa)2rb)3[ ola(=2+10)

—2N N} (=24 T,)°TaTy — NoNJ (=24 T,)'T2T;
2N} (=2 4 Tp) (=1 + T2)T] (6.37)

Em ambos os painéis da figura (6.8) analisamos o fator Fano iniciando com uma barreira
ideal (I'; = 1) fixa e fomos diminuindo este valor até o limite de jungao de tunelamento
(I'; < 1). Observamos um comportamento andlogo nos dois graficos: a partir de um
certo valor critico de I'S ~ 0.85 (I'{ ~ 0.63), o fator Fano passa a ser monotonico com
um minimo em I', = 1 (I'; = 1). Para valores abaixo desses valores criticos um minimo
no fator é observado para valores intermediarios da barreira que variamos. Analisamos
também o comportamento desse observavel de transporte quando nos aproximamos do
limite de juncoes de tunelamento. Para I'; — 0 o processo de transferéncia de carga
através do sistema passa a ser determinado essencialmente por essa juncao e fator Fano
tende a 2eV, que é o valor esperado quando as flutuagoes temporais sao dominadas
pela juncao conectada ao reservatoério supercondutor e portanto a carga é transferida em
unidades de 2e de maneira nao correlacionada. Analogamente quando I', — 0 o fator
Fano tende a eV, pois o conector do lado normal domina o processo de transferéncia de
carga, que ocorre em unidades da carga eletronica e [30].

Na proxima secao utilizaremos a técnica diagramatica aliada a parametrizagao de
estube para estudar a correcao de localizacao fraca da condutancia NS na presenca de
campo magnético. Diferentemente do caso normal onde esta corregao é nula quando um
campo magnético ¢é aplicado ao sistema, veremos que a simetria particula-buraco presente
em sistemas NS induz correcoes da ordem da unidade nos observaveis de transporte neste
regime.

6.4 LOCALIZACAO FRACA DA CONDUTANCIA

Como foi discutido anteriormente, a correcao de localizacao fraca pode coexistir com
um campo magnético em sistemas NS, como consequéncia da simetria de elétron-buraco.
Tecnicamente a grande diferenca entre os sistemas NS e os normais é que aqui, a simetria
de elétron-buraco, particularmente a estrutura da matriz unitaria Sp (6.17), induz o
surgimento de diagramas maximamente cruzados, que sao responsaveis pela correcao da
ordem da unidade [56] da eq. (6.28). O célculo da correcao de localizagao fraca para o
caso NS na presenga de campo magnético aplicado, ja foi feito para fios difusivos [138]
e pontos quanticos com contatos ideais [56]. Iremos considerar no célculo da corregao
de localizacao fraca desta secao o caso de um ponto quantico conectado a duas barreiras
nao-ideais assimétricas. Contudo os diagramas deste caso sao topologicamente similares
aos do caso de contatos ideais da ref. [56].

Para construirmos todos os diagramas maximamente cruzados topologicamente dis-
tintos responséveis pela correcio de localizacao fraca precisamos além dos vetores F4 e
FB j4 definidos, de mais duas estruturas que sdo apresentadas na figura (6.6). A delta
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<F>/eVN

<F>/eVN

Figura 6.8 O fator Fano em unidades de eV N em funcao de I'; (I';) é apresentado na parte
de cima (baixo) da figura, para varios valores de I'y (I',) fixo.
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Figura 6.9 Dois diagramas maximamente cruzados distintos construidos utilizando o terceiro
diagrama definido na figura (6.6).

de Kronecker que aparece no tltimo diagrama da figura (6.6) é necessédria pois, uma das
regras acrescentadas a técnica diagramatica devido a presenca da simetria elétron-buraco,
diz que nao podemos ter dois pontos conectados por uma linha tracejada (matriz U ou
U*) com indices o distintos. Apresentamos todos os diagramas maximamente cruzados
responsaveis pela correcao de localizagao fraca da condutéancia nas figuras (6.9) e (6.10).
Omitimos os indices (o) destes diagramas da fig.(6.10) para que as figuras nao ficassem
tao carregadas no que diz respeito a indices. Para mais detalhes sobre a construcao de
tais diagramas recomendamos a ref. [56].

Somando essas oito contribuicoes, obtemos a seguinte expressao para a correcao de
localizacao fraca da condutancia em termos das transparéncias das barreiras e dos res-
pectivos nimeros de canais abertos:

(0Gw) 4N, [2N2T8(1 — Tp) + NoNp(2 — Tp)?TiTy, + NZT2T2(2 — T,)3(T2 + 4T, — 4)]

Go [2N,T2 4+ N,Ty(2 — )2

(6.38)

Na figura (6.11) apresentamos o comportamento de tal correcdo quando variamos as
transparéncias das barreiras para N, = N,. Vamos inicialmente analisar o limite de
jungao de tunelamento. Para I'; — 0 (gréfico inferior da fig. 6.11) as correcoes tendem
a zero para todos os valores de I'y, isso porque a estrutura matricial que incorpora o
mecanismo de Andreev & matriz da barreira a, eq. (6.10), fica diagonal nesse limite
destruindo assim, a contribuicao devido a simetria particula-buraco para a localizacao
fraca. Quando I'y — 0 o efeito da localizagao é méxima tendendo a —1. Devemos
enfatizar que esse resultado s6 tem sentido se a desigualdade N;I'; > 1 é satisfeita,
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Figura 6.10 Demais diagramas cruzados construidos utilizando a tultima estrutura dia-
gramatica definida na figura (6.6).

validando assim, a expansao semiclassica em termos do inverso do nimero de canais, que
é um ingrediente bésico da técnica diagramadtica [56]. A figura (6.11) também revela um
comportamento nao trivial da correcao de localizacao fraca devido aos contatos serem
nao-ideais. Chamamos atengao para uma interessante mudanca de sinal completamente
induzida por variagoes das transparéncias das barreiras. Quando variamos I', observamos
uma transi¢ao do tipo anti-localizagao-localizagao para qualquer valor de I', (ver parte
de baixo da fig. (6.11)). Para o caso onde variamos I', (ver topo da figura), tal fenmeno
desaparece quando temos I', > v/3—1. Um efeito similar a esse foi observado na correcao
da poténcia de ruido de disparo de uma cavidade conectada a reservatérios normais por
contatos ideais [119], mas neste caso é indispensavel manter o regime de guias assimétricos
para ser observado o regime de amplificagao-supressao.

Encerramos aqui o ultimo capitulo de resultados desta tese. Neste capitulo apre-
sentamos uma técnica alternativa a teoria de circuitos quantica, que foi a abordagem
tedrica mais utilizada nesta tese para, obter estatistica de contagem de carga e correcoes
quanticas de véarios sistemas mesoscopicos de interesse tedrico e experimental. A técnica
diagramatica se mostrou eficaz para o célculo de observaveis de transporte de siste-
mas NS, bem como suas corregoes quanticas na presenca de campo magnético, porém
nao é, se comparamos com a teoria de circuitos, uma técnica eficiente. Este fato fica
evidente quando observamos a quantidade de diagramas topologicamente distintos que
surgem quando passamos do calculo da média da condutancia para a andalise da poténcia
do ruido de disparo. Quando consideramos os diagramas maximamente cruzados, res-
ponsaveis pela correcao de localizagao fraca essa ineficiéncia torna-se ainda mais evidente.
Até onde sabemos a técnica diagramatica até agora foi apenas utilizada para o calculo da
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Figura 6.11 Localizacao fraca da condutancia NS em unidades de G variando a barreira I'y,

(T'y) na parte de cima (baixo) da figura com I’y (T'y) fixo e N, = Np.
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densidade média de autovalores de transmissao (que conteria a informacao sobre todos
os cumulantes) para casos muito simples, como contatos ideais e jung¢oes de tunelamento.
Nao ter um algoritmo eficiente para gerar a densidade de autovalores de transmissao, ou
de forma mais geral uma funcao geratriz de cumulantes, para o caso mais geral onde temos
contatos nao-ideias, é sem duvida um ponto fraco da técnica diagramatica. E bom que se
diga também que, a eficdcia do método para o caso NS s6 foi possivel gracas a conveniente
parametrizacao de estube que utilizamos. Sem ela ficaria muito dificil calcularmos até a
condutancia média.

No préximo capitulo listaremos as principais conclusoes apresentadas nesta tese, bem
como apontaremos as perspectivas de todas as linhas aqui exploradas.



CAPITULO 7

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Nesta tese apresentamos varios aspectos relacionados ao transporte quantico em na-
noestruturas. Mais especificamente estudamos as propriedades estatisticas e as corregoes
quanticas nas propriedades de transportes em pontos quanticos conectados aos guias por
barreiras de transparéncias arbitrarias, na presenca ou nao de uma interface NS. Este
estudo nos permitiu observar uma rica fenomenologia nas propriedades de transporte
destas estruturas quando variamos as transparéncias das barreiras de forma arbitraria.

Antes de apresentar os resultados principais desta tese, fizemos uma breve revisao
dos principais formalismos existentes atualmente na literatura para estudar estes siste-
mas. Dois métodos puramente quanticos foram apresentados: A teoria de matrizes de
espalhamento (TME) e a teoria de matrizes aleatérias (TMA). Como exemplo da TME
apresentamos o método desenvolvido por Beenakker [48], que permite incluir uma inter-
face NS no problema de espalhamento em estruturas mesoscépicas e sua conexao com a
teoria de Landauer-Biittiker. Com relacao a TMA, apresentamos os ensembles de Wigner-
Dyson e sua conexao com as propriedades espectrais de sistemas fechados. Ainda neste
topico, apresentamos o formalismo de supersimetria que permite calcular a densidade
média de niveis nestes ensembles através de modelo ¢ nao linear supersimétrico. Discu-
timos também a teoria de matrizes de espalhamento aleatorias, que podem ser obtidas
através do formalismo de Mahaux-Weidenmiiller, ou admitindo diretamente a aleatorie-
dade de elementos da matriz S. Neste ultimo caso tais variaveis aleatérias nao pertencem
mais a um dos ensembles gaussianos e sim ao ntucleo de Poisson.

O capitulo 2 também contou com uma revisao do método de funcoes de Green quase-
classicas e sua conexao com uma teoria de elemento finito conhecida como teoria quantica
de circuitos [79]. Ao contrério dos formalismos de matriz-S e matrizes aleatérias a teoria
de circuitos é um formalismo semi-classico e portanto s6 descreve o regime G > Gy,
onde a condutancia do sistema é bem maior que o quantum de condutancia. Encerra-
mos este capitulo discutindo a estatistica de contagem de carga. Através de um exemplo
simples, onde usamos apenas argumento fisicos intuitivos e analise combinatoria apresen-
tamos os principais objetos que constituem esta teoria. Apresentamos depois o modelo
de galvanometro de spin-1/2 de Levitov, Lee e Lesovik [34] que permite calcular a fungao
geratriz da estatistica de contagem de carga de um sistema mesoscopico arbitrario des-
crito pelos seus autovalores de transmissao. Finalmente, apresentamos as modificacoes
necessarias na teoria quantica de circuitos para que a mesma possa ser utilizada para a
obtencao da estatistica de contagem de carga em sistemas mesoscopicos.

Iniciamos a apresentacao de nossos resultados no capitulo 3, onde obtivemos a es-
tatistica de contagem de carga de estruturas mesoscépicas utilizando a TMA, baseado
no modelo estocdstico VWZ [73] para dinamica caética dentro da cavidade e técnicas
supersimétricas. Além do seu poder operacional, esta construcao tem também o mérito

149
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de tentar unificar os diversos formalismos hoje existentes em fisica mesoscopica em um
unico esquema tedrico nos moldes sugeridos na referéncia [88]. A construcgao descrita
em [88] consiste de trés etapas: (i) especificagdo do modelo de deteccao de carga para
obter a estatistica de contagem, onde utilizamos o modelo de spin-1/2 da referéncia [34];
(ii) projecao da fungao geratriz da estatistica de contagem de carga no sub-espago de
Liouville dos observaveis relevantes, neste capitulo utilizamos o sub-espaco de Liouville
de operadores de uma particula; (iii) execugdo da média sobre a dindmica cadtica no sis-
tema mesoscopico, que neste trabalho foi realizada através de um poderoso mapa exato
entre a funcao geratriz da estatistica de contagem e o modelo ¢ nao linear supersimétrico.
Versatilidade é também um dos grandes atrativos deste esquema tedrico: a maneira de
executar qualquer uma das trés etapas pode ser modificada sem modificar a estrutura
logica da construcao. Por exemplo na primeira etapa poderiamos substituir o protétipo
de medigao de carga estético da referéncia [34] por um mais realistico, onde o detector
é representado por um ambiente eletromagnético [85], ou ainda modelos onde é possivel
estudar a influéncia de detectores com eficiéncia menor que a unidade na estatistica de
contagem de carga [142]. Se tivéssemos que escolher uma palavra que descrevesse este
formalismo, esta palavra seria: controle. Isto porque tal formalismo estruturado seguindo
estas etapas de construgao permite um controle matematicamente rigoroso de todas as
aproximagoes executadas em cada uma das trés etapas.

A grande vantagem do formalismo desenvolvido no capitulo 3 com relacao a teoria de
circuitos de funcoes de Green quase-classica é que temos acesso também ao regime nao per-
turbativo, onde a condutancia da nanoestrutura é da ordem do quantum de condutancia.
No regime semiclassico, G > G obtivemos uma versao escalar da teoria quantica de
circuitos [93] para sistemas de dois terminais, obtida a partir do ponto de sela do modelo
o nao linear supersimétrico. Estendemos também este resultado para diferentes classes
de simetria e também conectamos os resultados deste método com o formalismo de ma-
trizes de espalhamento aleatérias. Encerramos este capitulo com uma comparacao mais
detalhada entre a teoria de circuitos obtida via teoria de fungoes de Green quase-classicas
e 0 nosso formalismo. Concluimos que a principal diferenga entre as duas formulacoes do
ponto de vista semiclassico, reside no controle das aproximagcoes que no método nazaro-
viano é feito usando argumentos fisicos plausiveis, porém pouco rigorosos, em contraste
com a formulagao via TMA onde sao matematicamente justificadas.

No capitulo 4 apresentamos uma aplicacao da teoria de circuitos escalar para estudar
a estatistica de contagem de um sistema hibrido NS. O sistema consiste em um ponto
quantico conectado a um reservatério normal e a um supercondutor por barreiras de trans-
paréncias arbitrarias, em baixas temperaturas, pequenas voltagens e a campo magnético
nulo. Neste regime podemos escrever os autovalores de reflexao de Andreev em termos
dos autovalores de transmissao do lado normal e portanto podemos obter a estatistica
de contagem deste sistemas com a teoria de circuitos escalar. Obtivemos a densidade de
autovalores de reflexdo de Andreev, ver figura (4.1), que analogamente & densidade de
autovalores de transmissao do caso normal pode ser utilizada como um parametro de or-
dem que sinaliza o surgimento de modos do tipo Fabry-Pérot dentro da cavidade quando
variamos as transparéncias das barreiras. Analisamos também os trés primeiros cumu-
lantes da estatistica de contagem deste sistema NS e, diferentemente do caso normal, tais
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cumulantes exibem interessantes assinaturas, como podemos ver nas figuras (4.3) e (4.5)
desta transigao quantica descrita na referéncia [53]. Estas assinaturas estdo associadas
aos efeitos de proximidade supercontudora que afetam as propriedades espectrais e de
transporte de estruturas do metal normal adjacente. Chamamos aten¢ao também que ao
contrario de outras assinaturas previstas teoricamente em sistemas normais [102, 120],
onde tais assinaturas aparecem como discontinuidades na cauda de eventos raros da dis-
tribuicao de carga transmitida ou induzida por ambiente eletromagnético, os sinais desta
transicao em sistemas NS aparecem nos primeiros cumulantes da estatistica de conta-
gem. Kssas assinaturas sao completamente induzids pelas transparéncias das barreiras
e podem, a luz dos avangos experimentais realizados em estruturas hibridas [51], serem
medidos experimentalmente.

Voltamos a tratar da teoria quantica de circuitos baseada em fungoes de Green quase-
classicas no capitulo 5. Estudamos as correcoes quanticas em cadeias de pontos quanticos
conectados entre si e a dois terminais via barreiras simétricas, utilizando um engenhoso
truque que permite calcular tais corregoes via teoria quantica de circuitos [55], evitando
assim o caminho ortodoxo de fungoes de Green onde estas correcoes sao obtidas calcu-
lando as contribuicoes do cooperon e difusons. Estendemos os resultados de cadeias no
regime de juncao de tunelamento da referéncia [55] para o caso onde a transparéncia
da barreira pode variar arbitrariamente. Calculamos a correcao de localizacao fraca dos
trés primeiros cumulantes da estatistica de contagem em func¢ao da transparéncia da bar-
reira e do nimero de pontos que compoem o circuito. Um detalhe interessante surge
quando analisamos por exemplo a localizagao fraca da poténcia de ruido de disparo (ver
figura 5.8(b)): um comportamento nao monotoénico é observado quando aumentamos o
ntumero de conectores (e consequentemente o nimero de pontos) que compoem o circuito.
Esperariamos que esta correcao tendesse ao valor esperado para um fio monotonicamente,
como ocorre com a condutancia, ver figura 5.8(a). Este fato sé demonstra como é nao
trivial a transicao gradual entre o regime de poucos pontos e o regime de fio quantico
que ocorre quando o numero de conectores do circuito é muito grande. Da figura (5.8)
concluimos que a transparéncia da barreira influencia bastante na “velocidade” com que
o valor de tal correcao tende ao valor do fio.

Estudamos também as flutuagoes universais dos observaveis de transporte que em
principio deveriam ser obtidos da mesma agao que nos possibilitou calcular as corregoes
de localizagao fraca. Obtivemos uma expressao geral em termos do niimero de conectores
e da transparéncia da barreira, eq. (5.126) para a variancia da condutancia que checa com
varios casos limites estudados por outros métodos e com simulagoes. No entanto para
cumulantes de maior ordem obtivemos resultados inconsistentes, que de certa forma nos
fazem repensar sobre a aplicabilidade do método proposto em [55] para estudar flutuagoes
universais dos cumulantes da estatistica de contagem. Infelizmente até o periodo de
escrita desta tese nao encontramos nenhuma resposta concreta para as inconsisténcias
encontradas.

O capitulo 6 é reservado para um regime em sistemas hibridos NS onde uma teoria
de circuito ainda nao esta disponivel: um ponto quantico conectado a um reservatorio
normal e a um supercondutor por barreiras de transparéncias arbitrarias na presenca de
campo magnético que € responsavel pela quebra de simetria entre elétron e buraco. Neste
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regime nao podemos mais escrever os autovalores de reflexao de Andreev em termos dos
autovalores de transmissao e portanto nao podemos utilizar a teoria de circuitos. Uti-
lizamos a técnica diagramatica de integracao sobre o grupo unitario desenvolvida por
Brouwer e Beenakker [56] como ferramenta matemética alternativa a teoria de circuitos.
Nossas contribuicoes neste capitulo dividem-se em duas partes. Na primeira tivemos que
reescrever a matriz S do sistema NS em termos de uma conveniente parametrizagao que
permite separar a contribuicao devido a dinamica cadtica dentro da cavidade da contri-
buigao devido as barreiras e a interface NS, conhecida como parametrizacao de estube.
Esta parametrizacao nos permitiu importar diagramas conhecidos do caso normal que
contribuem para a média da condutancia e da poténcia do ruido de disparo. Adicio-
nando a estrutura matricial de particula-buraco a estes diagramas podemos calcular a
média destes cumulantes do caso NS, equagoes (6.24) e (6.37) respectivamente. Um fato
interessante com a média da condutancia NS na presenca de campo magnético: diferen-
temente do caso normal o valor deste observavel é diferente para o regime sem campo
magnético, como podemos ver no grafico (6.5). Esta é mais uma manifestagao do efeito de
proximidade presente em sistemas hibridos. Na segunda parte deste capitulo estudamos
a correcao de localizacao fraca da condutancia que produz os diagramas apresentados
nas figuras (6.9) e (6.10), que sao generalizacoes de diagramas obtidos na ref. [56] para o
caso de contatos ideais. Uma rica fenomenologia foi encontrada quando analisamos este
observével variando as transparéncias das barreiras na equagao (6.38). Observamos um
efeito de amplificagao-supressao deste observavel, caracterizada pela mudanca de sinal
do mesmo completamente induzida pela transparéncia das barreiras. Um ponto fraco do
método diagramético é que a medida que aumentamos o grau do cumulante a quantidade
de diagramas que contribuem cresce enormemente tornando tal técnica impraticavel. Este
fato deve ser contrastado com a forma sisteméatica de obter tais observaveis pela teoria
de circuitos.

Vérios aspectos da fisica mesoscopica poderiam ser estudados nos sistemas apresen-
tados nesta tese, como por exemplo estudar o efeitos de multiterminais [143] e topologias
arbitrarias [144] na estatistica de contagem em circuitos de pontos quanticos com ou sem
interfaces NS. Um impecilio nestes casos é que a teoria de circuitos até agora disponivel
¢ matricial o que torna o calculo bem mais trabalhoso. No entanto existe um indicativo
de que serd possivel reescrever esta teoria em uma forma escalar utilizando dlgebras de
Clifford e interpolacao geodésica, mas este estudo encontra-se na sua fase inicial. Outro
problema que serda muito interessante de atacar é a teoria de circuitos para a estatistica
de contagem de sistemas hibridos na presenca de campo magnético e/ou efeitos de des-
coeréncia causados pela dependéncia com a energia das matrizes de espalhamento. Esta
dependéncia com a energia torna-se particularmente interessante no caso NS, onde resul-
tados para condutancia ja sdo bem conhecidos [79]. Seria também interessante estudar
as propriedades de sistemas hibridos na presenca de ambientes eletromagnéticos dissipa-
tivos. No comego da década de 1990, Nazarov e Ingold [145] mostraram que as interagoes
coulombianas em sistemas mesoscopicos podem ser tratadas através de um ambiente
eletromagnético. Este fato foi utilizado por Kindermann e Nazarov em 2003 [85] para
estudar a estatistica de contagem de um sistema mesoscopico. Seria interessante também
estudar a estatistica de contagem de sistemas hibridos na presenca deste ambiente.



APENDICE A

SUPER-ALGEBRA

O formalismo supersimétrico necessita da definicdo de um nimero (escalar) antico-
mutante, conhecido como variavel de Grassmann. Tais varidveis satisfazem o seguinte
produto: 731, = —n2m;. Como consequéncia direta deste fato temos que n? = 12 = 0 (nil-
poténcia). Utilizaremos a seguinte convencao para a operagao de conjugagdo complexa
de variaveis de Grassmann

(mme)" =mnz, 0" = —n. (A1)
Devido a sua grande relevancia para a formulagao via integrais de trajetéria de problemas
de fisica de particulas elementares o método supersimétrico tomou emprestado alguns
jargoes dessa fisica. Por exemplo, graus de liberdades comutantes em um super-espaco
sao frequentemente chamados de “bosonicos” enquanto os anti-comutantes sao chamados
de “fermionicos”. Uma variedade diferenciavel com coordenadas bosonicas e fermionicas
¢é conhecida como super-variedade.

Uma super-matriz tem a seguinte forma

A:(Z‘é‘), (A.2)

onde as matrizes a e b possuem apenas variaveis comutantes como elementos e v e

possuem elementos anti-comutantes. Utilizaremos a seguinte notacao onde os elementos
. A~ . /

de uma super-matriz tém a seguinte forma AJ%:

00 __ . A0 . 10 __ oAl
App/ — app/ ) App/ — Oépp/ 3 App/ — /8]9]7/ 5 App/ — bpp/, (A3)

7

onde a e o rotulam os diferentes blocos de A. Se a + o/ é impar o elemento Ag;&l é
uma variavel de Grassmann, ja se esta soma é par o elemento é uma variavel complexa
comum. Os quatro blocos apresentados na equacao (A.3) recebem nomes especias: A%
é o bloco béson-béson; A é o bloco béson-férmion; A'° é o bloco férmion-béson e Al é
o bloco férmion-férmion. Se A e B sao super-matrizes temos a seguinte propriedade

' BB _ (B+8) gBE’ goo’
A Bl = (1) B (A4
O super-traco, StrA e o super-determinante Sdet A de uma super-matriz sao definidos
abaixo

StI'A = tra — trb = Z(_l)aAg;)x
P,
StrlnA _ det(a - abilﬁ)

detA =
Sde € deth

(A.5)
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Definido desta maneira, o super-determinante herda todas as propriedades do determi-
nante usual, como SdetA~! = (SdetA)~!, Sdet(AB) = (SdetA)(SdetB), etc. Se a super-

. 7 . /
matriz é diagonal, A;‘;ﬁ = 5&0//1;},/7 temos

det A%
det AL

Como consequéncias das definigoes (A.5), se a super-matriz for a indentidade, entao o
super-trago é nulo Strl = 0 e o super-determinante é igual a unidade Sdetl = 1.
Definimos também o super-vetor da seguinte forma

SdetA = (A.6)

SOZ (90?7%03’7%0(])\[’90%7@%’7g0}\f)’r7 (A7)

0 1 ~ .z . . a o ~
onde ©p (gpp) sao variaveis comutantes (anti-comutantes). Se @, € ¢,y sao componentes
de super-vetores, entao

ooy = (=1)" o5 o). (A.8)

Em termos desses super-vetores podemos definir a matriz transposta de A

VA e = (AY)Tp, (A.9)
que em termos das componentes é (AT)2% = (—1)*09(A4)% ¢ na forma matricial fica:
T AT
T _ a g
A" = ( A ) : (A.10)

Listamos abaixo outras propriedades uteis envolvendo super-matrizes e super-vetores:
A =FKkAk; o =kyp,
ATT = kAk; AT = A, (A.11)

onde k%% = (=1)*0agdpq e o hemitiano conjugado é definido pela composigao do conju-
gado complexo e a operacao de super-transposta AT = (A4*)7.



APENDICE B

MEDIA DA MATRIZ-S

Na linguagem de supersimetria a média da matriz-S (2.60) pode ser escrita da seguinte
forma

(S(E)) =1 —2miWH(D HYW, (B.1)
onde,

1
D' = ;m— 0", B.
F T E—H+aWWi+in2 " (B2)

A média em ensemble de Djrl pode ser obtida de uma funcao geratriz similar a estudada
no caso de sistemas fechados

(DY) = —55| (2L, (B.3)

onde,

(Z(e)) = /da exp {—%Strop2 — Strypaln(E + gL +imWWIL + J(e) — )\U)} , (B.g)

compu=1,.. M, p=1,2ea=0,1. O ponto de sela desse modelo o é dada pela

equacdo (2.55), desta forma temos (Z(€)) = e*3(70) ¢
iL3(00) = —StruaIn(E+inWWTL + J(e) — Aay)
~ —%Strua{(l FirA Lo WIWTL) " ()} + O(J2(e)). (B.5)
Substituindo (B.5) em (B.3), temos
(0 =3 (i) (B9
N\ T+ imAToWiwT ),

e, finalmente, substituindo essa expressao em (B.1), obtemos a média de S:
1 —imA togWWT
S(E)) = .
(S(E) 1+ i\ togWWT

Para F = 0 a eq. (B.7) se reduz a expressao (2.61), com A\ = Md/m, onde d é o
espagamento médio entre niveis ao redor do centro do espectro.

(B.7)
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PARAMETRIZACAO DA SUPERMATRIZ FONTE Q7

Definindo as seguintes matrizes:

I(_ = X1X2 = diag(alag, 0, b1b27 0),

K= YiYé = dlag(O, aiag, 0, b1b2); (C 1)
E=X1+Y2:diag(@h@z,bl,bQ); '
P = X, +Y) = diag(ay, a1, by, by),

a supermatriz S, eq. (3.39), fica:

1—-K iP
S:( P l—K)’ (02)
e
_ 1—- K —iP
51:< —iP 1—K)' (C-3)

A supermatriz fonte @z = SQoS™!, onde Qo = diag(1,1,1,1,—1,—1,—1,—1), pode ser
expressa em termos dessas matrizes auxiliares da seguinte forma:

B 1—-2PP 2iP(K —1)
Cai = ( 2iP(1-K) 2PP -1 ) | (C-4)
Com simples manipulacoes algébricas matriciais, temos:

B Pp = diag(alag, aias, blbg, blbg),
P(K —1) = diag(az(a1az — 1), —an, ba(biby — 1), —b1); (C.5)

P(1 — K) = diag(al, ax(1 — aiaz), b1, b2 (1 — b1bo)).

Escolhendo a seguinte parametrizacao

a; = —%sinh ¢1; ay = —itanh(p,/2)

1
b = —§Sin¢o; by = — tan(¢o/2),

temos entao

1 —2PP = cos qg;
2iP(K — 1) = iseng; (C.6)
2iP(1 — K) = —iseng,
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substituindo a eq. (C.6) em (C.4), obtemos
cosgg isinq@
= ~ ~ =0 C.
i ( —ising —cos¢ ) @ (€7)
Essa parametrizacao serd nosso ansatz para resolvermos as equacoes de ponto de sela
de (3.37).



APENDICE D

COEFICIENTES DA EXPANSAO DE gy(c)

Na segao (4.3) obtivemos a seguinte expansao para gys(€), eq. (4.42)

gns(€) = ap + ane? + age* + ... (D.1)

Aqui apresentamos os coeficientes g, a1 € ay em termos dos coeficientes da expansao
das raizes de &4, definidos em (4.38). Sao eles:

ap = NTy(1 — tA?)J*B, (D.2)
onde J = (1+tA*) et =1-"T,

NT,J*

o = T[—753((19 —2D)A® +4CBA®) — t*((—2tB* + B — 3D)A* — 8CBA?)
+t(((1 — 12t)B — 2D)A* + 12CBA) + 2(tB* + 1) B — 2D], (D.3)
_ NT?JG 5 3 2 3\ A7 4 2
ay = T[—t (B+4D — 8F)A* — 8((B — 2D)C — 2BE)A* + 32CB?*) A" + t*(24t(—4B

+ DB+ C*B —3(B+4D — 8F))A® + 2t3((4t(tB* — 2(6(C* + DB) — 8B*))B — B

— 4D 4 8F)A — 24(—6tCB? + CB — 2(BE + CD))) A% — 2t3(20t(3tB> + 6(DB + C?)

— BB - B —4D 4 8F)A* — 32t*(—5tB3C + 2((C — 2E)B — 2CD)) A 4 t(8t(15B*

+ 2B? —12(C? 4+ DB))B + 3(B + 4D — 8F)) A% 4 8t(—20tB3C + 3(B(2E — C) 4+ 2CD))A
— (4t(tB*+ (B —6D)B — 6C*)B — B — 4D + 8F)]. (D.4)

As variaveis C', D, E e F sao apresentados abaixo em termos das seguintes variaveis:
o1 = (1 - TQ)Tl, O';E = (2 + T1>aT2, O3 = (1 + QG)TlTQ, g4 = (1 + aTz)Tl

C = _%[(O—; —401(2B +1))A% +12(01(B + 1) — aT2) BA* + (2(30, B

— 20’3)B — (4 + 3CLT2)T1 + 2(ILT2)A + 2(0’33 + 2(04 - CLTQ))B] (D.5)

D = [(401(B —2C 4+ 1) — 0 ) A3 + 12(01((2C — B — 1)B + C) + aT2(B — C)) A?

7

2
+(4(01(2B + 3) — aTy) B* + 120, TiToCB + 203(B — 2C) + (4 + 3aT2)T1 — 2aT3) A
+2((05 — o3 — B)B +2(03 — 04 + a13))B + 4(04 — aT3)C] (D.6)
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E = —%[(1601(0 — B—2D — 1) + (10 4 3T1)aTy) A + 24(01 (B + 4(D — C) + 2) B + 2C?)

+ 2(01 —aTy)(D — C) — 48aTy B) A? + (8(—401B? + 6(01(2C — 1) + aT) B + 12(0y — aT»)C
+605 D — 03) B + 2405 C? + 803C — 1603D — (16 + 13aT3) Ty + 10aTy) A + 4(20, B*
+4(o1 — aTy)B® + (605 C + 03)B* + 4(03(D — C) + 04 — aTy) B + 203C?)
+4(aTy — 04)(C — D)] (D7)

F = —%[(401(33 +4(D — C —2E + 1)) — (10 + 3T} )aTs) A3 + (2401 (— B + 2(C — 2(D — E)

— 1))B+48((aTyB — 01C(C +2D)) + (C — D + E) (01 — aTy)))A* + (1601 B® + 48(204
(D —C) + (01 — aT3))B* + 6(16(01C* + (01 — aT2)(D — C)) + 805 E + 03)B
+48((01 — aT)C? + 05 D) 4 803(D — C — 2E))A — 4(—201B* + 4(01(2C — 1)
+aTy)B? + (12(01 — aT3)C + 605 D — 03)B? + 2(305, C* 4 03(C — 2(D — E))
—2(04 — aTy))B +2(04(2(D + 1) — C) — 2T5)C — 8(0y — aTs)(D — E))], (D.8)

onde,

v = [401 A® + 30y A% + 21 To(1 4+ 2a)A + oy ] . (D.g)

Os coeficientes A e B sao dados pelas equagoes (4.40) e (4.41), respectivamente para
o caso mais geral apresentado na segao (4.3). Com ap, oy e ay podemos calcular os
trés primeiros cumulantes analiticamente através das equagoes (4.43), (4.44) € (4.45). O
comportamento de tais cumulantes quando variamos as transparéncias das barreiras é
mostrado nas figuras (4.3) e (4.5).



APENDICE E

PARAMETRIZACAO DAS MATRIZES DE VOLTAGEM
2 X 2

No formalismo quase-classico, as matrizes de voltagem sao definidas de tal forma a
satisfazer os seguintes vinculos:

G?=1
{ TrG = 0. (B-1)
Considere a seguinte matriz de voltagem
A 1 2F; .
G;:(O _f);Fj:1—2fj,]:1,2, (E.2)

onde, f; ¢ a funcao distribuicao de Fermi-Dirac. Considere também a transformagao de
calibre

G} = MRG0 = ( (1) é > . (E.3)
Definindo os seguintes produtos matriciais
K}, =GNG
{ . 7127)\ 1 2)\ . (E4)
Como consequéncia da definicao acima, temos
(K, K] =0, (E.5)
e
{Kl)\%KQ)\l} =2(142J))1, (E.6)

onde, Jy = (e —1)fi(1 — fo) + (7 — 1) fo(1 — f1). Podemos compactar as matrizes G}
e Gy em uma tUnica expressao definindo um novo parametro discreto o da seguinte forma

G(a) = G} exp (alnK7,); 00 =0, 1. (E.7)

O préximo passo é encontrar os autovalores de K7y, e K3,. Seja {|r+)} a base comum
de autovetores de K7, e K3, temos entdo

K{lre) = aylry)
2 E.8
{ Rhlre) = balrs). (E8)
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Nesta base temos,

— a 0 — b 0
ge- (5 ) )m- () ) (E.9)

Das condicoes de normalizacao e anticomutagao

Kl)é[@l =1
{ RN+ KD = 2(1 42001, (E.10)
temos,
asb, = 1;0 =%
{ a++b+:a_+b_. (Elll)

Assumindo que a_ # ay em geral, temos que a solugdo para o conjunto de equagoes
acima é

{ by =1/a,, (E.12)

a_=1/ay,

portanto K3, e K3, ficam:

Ky = ( 0 1% ) K, = ( 1(/)a 2 ) (E.13)

Nesta mesma base, temos

2 0 g1 \ ./ 0 g2
G1_<1/g1 0>7G2_(1/92 0)7 (E14)

onde, a = g,/gs. Parametrizando g; = €, G(a) fica

_ 0 ci((1—a)pr+adz)
Ga) = o—i((1—a)p1+ags) 0 ) (E.15)

que pode ser usada para obtermos a teoria de circuitos [80].
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