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Resumo

de Jesus Silva Cardoso, Lays Grazielle . Método de Descida para Problemas
de Otimização Multiobjetivo. Goiânia, 2010. 62p. Dissertação de Mestrado.
Instituto de Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

Neste trabalho, estudamos o método de descida para problemas de otimização multiob-
jetivo, para o qual introduzimos uma relação de ordem induzida por um cone fechado e
convexo. Estudamos como calcular uma direção de descida e provamos que todo ponto
de acumulação da sequência gerada pelo método de descida com busca de Armijo é fra-
camente eficiente.

Palavras–chave

Ponto pareto, método de descida



Abstract

de Jesus Silva Cardoso, Lays Grazielle . Descente Methods for Problem of
Multiobjetivo Optimization . Goiânia, 2010. 62p. MSc. Dissertation. Instituto
de Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

In this work, we study the descent of methods for problem of optimization multiobjective
which we introduce an order of relation induced by an closed convex cone. We study as it
wiel calculate an descent of direction and we prove that every accumalation point of the
sequence generated by the descent of methods with search of Armijo is weakly efficient.

Keywords

Pareto points, steepest descent.



Sumário

1 Introdução 11

2 Preliminares 12
2.1 Análise Convexa 12

2.1.1 Conjunto convexo 12
2.1.2 Funções convexas 18
2.1.3 Funções convexas diferenciáveis 24
2.1.4 Funções convexas não diferenciáveis. Subgradiente 27

2.2 Condições de otimalidade 34

3 Otimização Vetorial 37
3.1 Relação de ordem parcial 37
3.2 K-convexidade 39
3.3 O problema de otimização vetorial 40
3.4 As funções auxiliares 41
3.5 Computando o passo 47
3.6 Como calcular uma direção de descida. 48
3.7 O caso geral 51

4 Algoritmo 53
4.1 Método de descida com busca Armijo 53
4.2 Análise de convergência 53
4.3 Um método voltado para implementação 55
4.4 Caso restrito 56
4.5 O caso geral 58

5 Conclusão 61

Referências Bibliográficas 62



CAPÍTULO 1
Introdução

Dada f : Rn → Rm e considerando a ordem parcial induzida pelo orctante não
negativo Rm

+, estamos interessados no problema

(P)
{

minRm
+

f (x) ,

com dois significados: (1) um ponto x̄ ∈ Rn é dito solução fracamente eficiente ou
fracamente Pareto ótimo do problema acima se, e somente se, não existe x ∈ Rn tal
que f (x) < f (x̄) e (2) um ponto x̄ é dito eficiente ou Pareto-ótimo de (P) se, não existe
x ∈ Rn tal que f (x)≤ f (x̄) e f (x) 6= f (x̄); onde as desigualdades devem ser interpretadas
componente a componente.

Este problema é chamado problema de otimização multiobjetivo ou otimização
multicritéria. Usualmente nenhum ponto deverá ser minimizador de todas as funções
simultaneamente, ou seja, não existirá um minimizador ideal, e portanto o conceito de
otimalidade tem de ser substítuido pelo o conceito de eficiência ou otimalidade - Pareto.

O objetivo deste trabalho é apresentar um método de máxima descida com busca
de Armijo proposto em [1] para resolver (P). Mostraremos que todo ponto de acumulação
da sequência gerada por este método é ponto crítico da função objetivo.

No segundo capítulo, fazemos uma breve revisão de alguns conceitos básicos
de análise e otimização convexa, com ênfase em alguns resultados que serão de grande
importância no decorrer da exposição.

No capítulo 3, formulamos o problema multicritério, definimos otimalidade
Pareto e discutimos uma condição necessária de otimalidade Pareto.

No capítulo 4, propomos um método de descida para minimizar uma função
vetorial no Rn e, seguindo as idéias em [1], mostramos que todo ponto de acumulação da
sequência gerada é Pareto crítico. Finalmente propomos um método para minimizar uma
função vetorial restrita a um subconjunto do Rn. Apresentamos o teorema de convergência
e fazemos um breve comentário sobre o método para minimizar uma função vetorial
restrita a um conjunto convexo fechado com a relação de ordem induzida por qualquer
cone convexo fechado pontudo e com interior não vazio.



CAPÍTULO 2
Preliminares

2.1 Análise Convexa

2.1.1 Conjunto convexo

Nesta seção apresentaremos alguns resultados básicos de Análise Convexa que
serão utilizados neste trabalho. Convexidade é uma noção muito importante na teoria
de otimização. Com hipótese de convexidade, as condições necessárias de otimalidade
passam a ser suficientes.

Definição 2.1 Um subconjunto C ⊂ Rn é chamado convexo se para todo x,y ∈C,

αx+(1−α)y ∈C ∀α ∈ [0,1].

Exemplo 1 i O conjunto vazio e o espaço Rn são convexos.

ii Toda bola B = B[a;r] ⊂ Rn, fechada de centro a e raio r > 0 é convexa. De fato,

sejam x,y ∈ B. Então ||x−a|| ≤ r e ||y−a|| ≤ r. Para qualquer α ∈ [0,1], temos:

||(1−α)x+αy−a||= ||(1−α)(x−a)+α(y−a)|| ≤ (1−α)||x−a||+α||y−a|| ≤ r.

Logo, ||(1−α)x+αy−a|| ≤ r o que implica que (1−α)x+αy ∈ B.

No caso em que a bola é aberta a demostração é análoga.

iii Qualquer semi-espaço em Rn (isto é, um conjunto D = {x ∈ Rn;〈a , x〉 ≤ c}, onde

a ∈ Rn e c ∈ R) é convexo. De fato, sejam x,y ∈ D, então 〈a , x〉 ≤ c e 〈a,y〉 ≤ c.

Assim para qualquer α ∈ [0,1], temos:

〈a,αx+(1−α)y〉 = 〈a,αx〉+ 〈a,(1−α)y〉= α〈a,x〉+(1−α)〈a,y〉
≤ αc+(1−α)c = c.

iv Qualquer hiperplano em Rn (isto é, um conjunto {x ∈ Rn;〈a , x〉= c}, onde a ∈Rn

e c ∈ R) é convexo.

A demonstração é análoga à do item (iii).
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Proposição 2.2 Sejam Di⊂Rn, i∈ I, conjuntos convexos, onde I é um conjunto qualquer.

Então a interseção D =
⋂

i∈I Di também é um conjunto convexo.

Prova. Sejam x,y ∈ D. Como D =
⋂

i∈I Di, temos que, x,y ∈ Di, para todo i ∈ I. Como os
conjuntos Di, i ∈ I, são covexos, αx+(1−α)y ∈ Di para qualquer α ∈ [0,1] e todo i ∈ I.
Logo, αx+(1−α)y ∈

⋂
i∈I Di. Portanto D =

⋂
i∈I Di, é convexo. �

Definição 2.3 Dados xi ∈ Rn, αi ∈ [0,1], i = 1, ..., p, tais que ∑
p
i=1 αi = 1, o ponto

x = ∑
p
i=1 αixi chama-se a combinição convexa dos pontos xi ∈ Rn com parâmetros αi,

onde i = 1, ..., p.

Pela Definição 2.1, um conjunto convexo contém as combinações convexas de
quaisquer dois pontos do conjunto. Mostremos agora que, se um conjunto é convexo,
então ele contém todas as combinações convexas de qualquer número de pontos do
conjunto.

Proposição 2.4 Um conjunto D ⊂ Rn é convexo se, e somente se, ele contém todas as

combinações convexas de seus pontos.

Prova. Se D possui todas as combinações convexas de seus pontos, ele contém em
particular as combinações convexas de quaisquer dois pontos (isto é, para p=2). Logo,
D é convexo, pela Definição 2.1.

Suponhamos agora que D seja convexo. Dados p ∈ N, xi ∈ D e αi ∈ [0,1],
i = 1, ..., p tais que ∑

p
i=1 αi = 1, definamos x = ∑

p
i=1 αixi. Mostremos, por indução em

relação ao número de pontos, que x ∈ D.
Se p = 1, tem-se α1 = 1 e, portanto, x = x1 ∈ D.
Tomemos j ∈ N e suponhamos que qualquer combinação convexa de quaisquer

j pontos de D pertença a D, e consideremos o caso em que p = j +1 pontos em D.
Se α j+1 = 1, então αi = 0 para todo i = 1, ..., j. Neste caso, x = x j+1 ∈ D.
Seja α j+1 ∈ [0,1). Como 1−α j+1 > 0, podemos escrever

x = ∑
j+1
i=1 αixi

= (1−α j+1)∑
j
i=1

αi
1−α j+1

xi +α j+1x j+1

= (1−α j+1)y+α j+1x j+1,

onde

y =
j

∑
i=1

βixi, βi =
αi

1−α j+1
≥ 0, i = 1, ..., j.

Como 1 = ∑
j+1
i=1 αi = ∑

j
i=1 αi +α j+1. Temos que,

j

∑
i=1

βi =
j

∑
i=1

αi

1−α j+1
= (1−α j+1)−1

j

∑
i=1

αi = (1−α j+1)−1(1−α j+1) = 1.
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Portanto y é uma combinação convexa de j pontos de D. Pela hipótese de indução, y ∈D.
Agora, de (2.3), temos que x é uma combinação convexa de y ∈D e x j+1 ∈D. Como D é
convexo, obtemos que x ∈ D, como queríamos ver. �

Definição 2.5 Seja D ∈ Rn um conjunto qualquer. O fecho convexo de D, é o menor

conjunto convexo no Rn que contém D (ou, equivalentemente, é a interseção de todos os

conjuntos convexos do Rn que contém D).

Proposição 2.6 Seja D ⊂ Rn um conjunto qualquer. O fecho convexo de D é o conjunto

de todas as combinações convexas de pontos de D.

Prova. Definimos por C ⊂ Rn, o conjunto de todas combinações convexas de pontos de
D, isto é,

C =

{
x ∈ Rn;x =

p

∑
i=1

αixi,
p

∑
i=1

αi = 1, αi ∈ R+, xi ∈ D, i = 1, ..., p, p ∈ N

}
,

onde R+ = [0,+∞). Devemos mostrar que convD = C, onde convD denota o fecho
convexo de D.

Da Proposição 2.4 segue que o fecho convexo é convexo, logo contém todas as
combinações convexas dos seus pontos e, portanto, de D, pois D ⊂ convD. Concluímos:
C ⊂ convD.

Observamos que, D ⊂C, o que implica que convD ⊂ convC. Portanto, se C for
convexo, pela Proposição 2.4, temos que convC = C, e nossa afirmação está provada.
Sendo assim, basta mostrar que o conjunto C é convexo.

Sejam z1 ∈C e z2 ∈C, isto é,

z1 =
p1

∑
i=1

αixi, αi ∈ R+,
p1

∑
i=1

αi = 1, p1 ∈ N,

z2 =
p2

∑
i=1

βiyi, βi ∈ R+,
p2

∑
i=1

βi = 1, p2 ∈ N.

Para qualquer γ ∈ [0,1],

γz1 +(1− γ)z2 =
p1

∑
i=1

γαixi +
p2

∑
i=1

(1− γ)βiyi.

Notemos que γαi ≥ 0, i = 1, ..., p1 e (1− γ)βi ≥ 0, i = 1, ..., p2. E ainda,

p1

∑
i=1

γαi +
p2

∑
i=1

(1− γ)βi = γ+(1− γ) = 1,
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o que mostra que o ponto γz1 + (1− γ)z2 é uma combinação convexa de pontos de D.
Logo, γz1 +(1− γ)z2 ∈C. Portanto C é convexo. �

Exemplo 2 Consideremos a esfera D = {x∈Rn; ||x||= c}, onde c > 0. Tomemos x,y∈D

e 0 < α < 1. Então ||x|| = c, ||y|| = c e ||αx + (1− α)y|| ≤ α||x||+ (1− α)||y|| = c.

Logo, αx +(1−α)y ∈ B(0;c), (ver exemplo(2.2), item(ii)). Portanto, o fecho convexo da

esfera está contido na bola de raio c e centro na origem. Tomemos agora x ∈ B(0;c), com

||x|| < c. Escolha y ∈ D. A reta que passa por x e y intercepta D num outro ponto z e x

pode ser escrito como combinação convexa de y e z. Logo B(0;c)⊂ convD.

Se X ⊂ Rn for fechado e convexo, dado z ∈ Rn podemos encontrar y ∈ X tal
que ‖z− y‖ ≤ ‖z− x‖ para todo x ∈ X , ou seja, o elemento de X mais próximo de z. Esse
elemento y é dito projeção ortogonal de z sobre X . A existência e unicidade do elemento
y é discutida no teorema seguinte.

Teorema 2.7 (Teorema da Projeção) Dado o conjunto X ⊂ Rn fechado e convexo, a

aplicação PX : Rn→ X dada por PX(z) = argmin{||z− x||;x ∈ X}, está bem definida, e

vale que y = PX(z) se, e somente se, y ∈ X e 〈z− y,x− y〉 ≤ 0 para todo x ∈ X.

Prova. Tomemos z ∈ Rn e x̄ ∈ X . As soluções do problema min{||z− x||;x ∈ X} estão no
conjunto X ∩{u ∈Rn; ||z−u|| ≤ ||z− x̄||}, que é um conjunto compacto. Pelo teorema de
Weierstrass, ver [4], Teorema.20, Corolário.1, segue a existência das soluções.

Seja y ∈ argmin{||z− x||;x ∈ X}. Como y ∈ X e X é convexo, (1−α)y + αx =
z(α) ∈ X , para todo α ∈ (0,1] e x ∈ X . Temos, então, que ‖z−y‖ ≤ ‖z− z(α)‖ e portanto:

0≥ ‖z− y‖2−‖z− z(α)‖2 = 2〈z− y,z(α)− y〉−‖z(α)− y‖2

= 2α〈z− y,x− y〉−α
2‖x− y‖2

Dividindo os dois lados da desigualdade acima por 2α > 0 e passando o limite quando
α→ 0+, obtemos:

0≥ 〈z− y,x− y〉.

Suponhamos agora que y ∈ X e 〈z− y,x− y〉 ≤ 0, para todo x ∈ X , ou seja,

0≥ 〈z− y,x− y〉= 1
2
(‖z− y‖2 +‖x− y‖2−‖z− x‖2)

≥ 1
2
(‖z− y‖2−‖z− x‖2)

Das desigualdades acima temos que ‖z− y‖ ≤ ‖z− x‖ para todo x ∈ X , isto é, y é uma
projeção de z sobre X . Para mostrarmos que PX(z) é única, suponhamos que ȳ seja uma
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outra projeção. Então:

〈z− y, ȳ− y〉 ≤ 0 e 〈z− ȳ,y− ȳ〉 ≤ 0

Somando, obtemos que:

0≥ 〈z− y− (z− ȳ), ȳ− y〉= ‖ȳ− y‖2

Logo, ȳ = y, como queríamos. �

Definição 2.8 Dado X ⊂Rm, uma aplicação f : X→Rn diz-se Lipschitziana ou Lipschitz

- contínua quando existe k > 0 (constante de Lipschitz de f) tal que, para quaisquer

x,y ∈ X, tem-se || f (x)− f (y)|| ≤ k||x− y||. Dizemos que f é localmente Lipschitziana

em a , se dado uma bola aberta B(a;ε) existe k > 0 tal que, || f (x)− f (y)|| ≤ k||x− y||,
para todo x,y ∈ B(a;ε).

A seguir, mostraremos que o operador de projeção é não expansivo isto é,
Lipschitz - contínuo com constante de Lipsthiz igual a 1.

Proposição 2.9 Seja D⊂Rn um conjunto convexo e fechado. Então para x∈Rn e y∈Rn

quaisquer, tem-se

||PD(x)−PD(y)|| ≤ ||x− y||. (2-1)

Prova. Como PD(x) ∈ D e PD(y) ∈ D, segue do teorema anterior, para x e y respectiva-
mente que,

〈x−PD(x),PD(y)−PD(x)〉 ≤ 0,

〈y−PD(y),PD(x)−PD(y)〉 ≤ 0.

Somando as duas desigualdades, temos que

0 ≥ 〈y−PD(y)− x+PD(x),PD(x)−PD(y)〉
= ||PD(x)−PD(y)||2 + 〈y− x,PD(x)−PD(y)〉 ,

usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz no termo 〈y− x,PD(x)−PD(y)〉, obtemos,

||PD(x)−PD(y)||||y− x|| ≥ 〈x− y,PD(x)−PD(y)〉 .

Agora de (2.1.1), ||PD(x)−PD(y)||||y− x|| ≥ ||PD(x)−PD(y)||2.
Se PD(x) = PD(y), (2-1) vale trivialmente. Caso contrário, obtemos (2-1) divin-

dindo os dois lados da desigualdade acima por ||PD(x)−PD(y)||> 0. �

Segue da proposição acima que o operador projeção é contínuo.
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Teorema 2.10 (Teorema da Separação Estrita)
Sejam D1 ⊂ Rn e D2 ⊂ Rn conjuntos convexos, fechados e não vazios. Supon-

hamos que um deles também seja limitado. Então D1∩D2 = /0 se, e somente se, existem

a ∈ Rn−0 e c ∈ R tais que

〈
a,x1〉< c <

〈
a,x2〉 ∀x1 ∈ D1, ∀x2 ∈ D2.

Prova. Suponhamos,

〈
a,x1〉< c <

〈
a,x2〉 ∀x1 ∈ D1, ∀x2 ∈ D2.

É imediato que D1 ∩ D2 = /0, pois caso contrário teríamos 〈a,x〉 < c < 〈a,x〉, com
x ∈ D1∩D2.

Suponhamos agora que D2 seja limitado e D1∩D2 = /0. Como o conjunto D1 é
convexo e fechado, o operador de projeção PD1 : Rn→ D1 é bem definido (pelo Teorema
da Projeção) e contínuo (veja Proposição 2.10). Logo, a função

ψ : Rn→ R+, ψ(x) = dist(x,D1) = ||x−PD1(x)||

é contínua. Portanto, como D2 é compacto, o problema

minψ(x) s.a x ∈ D2

tem solução global, que denotaremos por a2. Denotamos a1 = PD1(a
2). Pelo Teorema da

Projeção 〈
a2−a1,x

〉
≤
〈
a2−a1,a1〉= c1 ∀x ∈ D1. (2-2)

Para todo x ∈ D2, tem-se que

||x−a1|| ≥ dist(x,D1)≥ min
u∈D2

dist(u,D1) = ψ(a2).

Como dist(a2,D1) = ||a2−PD1(a
2)||= ||a2−a1||, concluímos da desigualdade acima que

||x−a1|| ≥ ||a2−a1||, ∀x ∈ D2,

o que significa que a2 = PD2(a
1). Usando novamente o Teorema da Projeção, obtemos

que 〈
a2−a1,x

〉
≥
〈
a2−a1,a2〉= c2 ∀x ∈ D2. (2-3)
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Definimos a = a2− a1 6= 0, pois a1 6= a2 já que D1∩D2 6= /0 e c = (c1+c2)
2 . Observemos

que c2 > c > c1, pois
c2− c1 = ||a1−a2||2 > 0.

Portanto de (2-2) e (2-3), temos que

〈
a,x1〉≤ c1 < c < c2 ≤

〈
a,x2〉 , ∀x1 ∈ D1 e ∀x2 ∈ D2.

�

2.1.2 Funções convexas

Definição 2.11 Seja C ⊂ Rn um conjunto convexo. Dizemos que a função f : C→ R é

convexa em C quando para quaisquer x,y ∈C e α ∈ [0,1], tem-se

f (αx+(1−α)y)≤ α f (x)+(1−α) f (y). (2-4)

Se a desigualdade na equação (2-4) é estrita para todo x 6= y e todo α ∈ (0,1), dizemos

que a função é estritamente convexa. A função f : C⊂Rn→R, é dita fortemente convexa

com módulo γ > 0, se para todo x,y ∈C e todo α ∈ [0,1] temos que

f (αx+(1−α)y)≤ α f (x)+(1−α) f (y)− 1
2

γα(1−α)||x− y||2. (2-5)

Notemos que uma função fortemente convexa é estritamente convexa, e uma
função estritamente convexa é convexa.

Teorema 2.12 Sejam C ⊂ Rn um conjunto convexo e f : C→ R. A função f é convexa

se, e somente se, para todo x,y ∈C e β≥ 0 tal que y+β(y− x) ∈C, nós temos

f (y+β(y− x))≥ f (y)+β( f (y)− f (x)).

Prova. Suponhamos que f é convexa. Denotemos α = β

1+β
e u = y+β(y− x). Então

y =
1

1+β
(u+βx) = (1−α)u+αx.

Portanto
f (y)≤ (1−α) f (u)+α f (x) =

1
1+β

f (u)+
β

1+β
f (x).

Suponhamos agora que dados x,y ∈C vale

f (y+β(y− x))≥ f (y)+β( f (y)− f (x)),
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para todo β≥ 0 tal que y+β(y−x) ∈C. Calculemos α tal que β = 1−α

α
. Então α ∈ (0,1).

Denotamos u = αx+(1−α)y. Então x = 1
α
(u− (1−α)y) = u+β(u− y). Logo,

f (x)≥ f (u)+β( f (u)− f (y)) =
1
α

f (u)− 1−α

α
f (y).

�

O seguinte lema mostra que as “seções unidimensionais” de uma função convexa
são convexas, ou seja a restrição de uma função convexa a uma reta é uma função convexa.
Mais adiante, no Teorema 2.23, mostraremos um resultado mais geral.

Lema 2.13 Sejam f : Rn→R convexa, x,y ∈Rn. Então ψ(α) = f (x+αy) é uma função

convexa.

Prova. Para λ ∈ [0,1] vale que

ψ(λα+(1−λ)β) = f (x+(λα+(1−λ)β)y)
= f (λx+(1−λ)x+λαy+(1−λ)βy)
= f (λ(x+αy)+(1−λ)(x+βy))
≤ λ f (x+αy)+(1−λ) f (x+βy))
= λψ(α)+(1−λ)ψ(β).

�

Definição 2.14 Seja D⊂ Rn f : D→ R. O epígrafo de f é o conjunto

E f = {(x,c) ∈ D×R; f (x)≤ c} .

A seguir, apresentamos um resultado que relaciona convexidade de uma função
com convexidade de seu epígrafo.

Teorema 2.15 Seja D⊂ Rn um conjunto convexo. Uma função f : D→ R é convexa em

D se, e somente se, o epígrafo de f é um conjunto convexo em Rn×R.

Prova. Suponhamos que f é convexa. Sejam (x ,c1),(y ,c2) ∈ E f . Assim, f (x) ≤ c1 e
f (y)≤ c2. Pela convexidade de f , para todo α ∈ [0,1] tem-se,

f (αx+(1−α)y)≤ α f (x)+(1−α) f (y)≤ αc1 +(1−α)c2,

o que significa que α(x ,c1)+(1−α)(y ,c2) = (αx+(1−α)y ,αc1 +(1−α)c2)∈ E f , isto
é, E f é convexo.
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Sejam x,y ∈ D quaisquer. Obviamente, (x , f (x)) ∈ E f e (y , f (y)) ∈ E f . Sendo
E f convexo, temos que

(αx+(1−α)y ,α f (x)+(1−α) f (y)) = α(x , f (x))+(1−α)(y , f (y)) ∈ E f .

Pela definição de epígrafo, isto equivale a dizer que

f (αx+(1−α)y)≤ α f (x)+(1−α) f (y),

ou seja, que f é convexa. �

Proposição 2.16 (Convexidade da soma de funções convexas)

Sejam D⊂Rn um conjunto convexo, e fi : D→R, i = 1, ...,m, funções convexas

em D. Então para quaisquer λi ∈R+, i = 1, ...,m, a função f (x) = ∑
m
i=1 λi fi(x) é convexa

em D.

Prova. Como D é convexo, αx+(1−α)y ∈ D, para quaisquer x,y ∈ D e α ∈ [0,1], assim

f (αx+(1−α)y) = ∑
m
i=1 λi fi(αx+(1−α)y)

≤ ∑
m
i=1 λi(α fi(x)+(1−α) fi(y))

= α∑
m
i=1 λi fi(x)+(1−α)∑

m
i=1 λi fi(y)

= α f (x)+(1−α) f (y),

onde a desigualdade acima segue da convexidade de fi e do fato de λi ∈R+, i = 1, ...,m. �

Proposição 2.17 (Convexidade do supremo de funções convexas)

Sejam D ⊂ Rn um conjunto convexo e fi : D→ R funções convexas em D, com

i ∈ I, onde I é um conjunto de índices qualquer. Suponhamos que exista β ∈ R tal que

fi(x)≤ β para todo x ∈ D e i ∈ I. Então a função

f (x) = sup
i∈I

fi(x)

é convexa em D.

Prova. Como existe β ∈ R tal que fi(x) ≤ β, ∀x ∈ D e i ∈ I, vale que dom f = {x ∈
D; f (x) < ∞}= D. Temos que,

E f = {(x,c) ∈ D×R; f (x)≤ c}
= {(x,c) ∈ D×R; fi(x)≤ c ∀i ∈ I}
=
⋂

i∈I{(x,c) ∈ D×R; fi(x)≤ c}
=
⋂

i∈I E fi.
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Acabamos de mostrar que, o epígrafo do supremo é a interseção dos epígrafos das funções
que definem o supremo. Como as funções fi são convexas, segue do Teorema 2.15 que
os conjuntos E fi são convexos. Pela Proposição 2.3 o conjunto E f é convexo. Usando o
Teorema 2.15, temos que f é convexa. �

Proposição 2.18 Sejam g : Rn→R uma função convexa e ψ : R→R uma função convexa

não decrescente. Então a função

f (x) = ψ(g(x))

é convexa.

Prova. Temos que

f (αx+(1−α)y) = ψ(g(αx+(1−α)y))
≤ ψ(αg(x)+(1−α)g(y))
≤ αψ(g(x))+(1−α)ψ(g(y))
= α f (x)+(1−α) f (y),

onde a primeira desigualdade segue do fato que g é uma função convexa e que ψ é não
decrescente, e a segunda decorre da convexidade de ψ. �

Observação 2.19 Se a hipótese da função ψ ser não-decrescente for retirada não pode-

mos afirmar o mesmo.

Exemplo 3 Seja, g,ψ : R→R, dada por g(x) = x2, ψ(x) =−x. A função ψ é decrescente

e f (x) = ψ(g(x)) =−x2 não é convexa.

O teorema a seguir nos mostra que, a composição de uma função convexa com
um operador linear é uma função convexa.

Teorema 2.20 Seja g : Rn → R uma função convexa. Consideremos o operador afim

A : Rn→ Rm, definido por A(x) = Ax+b. Então a função f (x) = g(A(x)) é convexa.

Prova. Seja x1 ,x2 ∈ Rn e α ∈ [0,1], temos que

f (αx1 +(1−α)x2) = g(A(αx1 +(1−α)x2))
= g(αA(x1)+(1−α)A(x2))
≤ αg(A(x1))+(1−α)g(A(x2))
= α f (x1)+(1−α) f (x2)
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Portanto f é convexa. �

Mostremos agora que os conjuntos de nível de uma função convexa são con-
vexos.

Proposição 2.21 (Convexidade de conjuntos de nível de funções convexas)

Suponhamos que o conjunto D ⊂ Rn seja convexo e a função f : D→ R seja

convexa. Então o conjunto de nível

L f ,D(c) = {x ∈ D; f (x)≤ c}

é convexo para todo c ∈ R.

Prova. Tomemos c ∈ R arbitrário. Se L f ,D(c) = /0, a conclusão segue (o conjunto vazio é
convexo trivialmente).

Sejam x ∈ L f ,D(c) e y ∈ L f ,D(c), isto é, x ∈ D, f (x) ≤ c e y ∈ D, f (y) ≤ c.
Pela convexidade de D, αx +(1−α)y ∈ D, com α ∈ [0,1]. Como f é convexa em D por
hipótese, temos que

f (αx+(1−α)y) ≤ α f (x)+(1−α) f (y)
= αc+(1−α)c = c,

o que mostra que (αx+(1−α)y) ∈ L f ,D(c). �

Observação 2.22 A convexidade de todos os conjuntos de nível de uma função não é

suficiente para dizer que esta função é convexa. Como exemplo, temos a função f : R→R
dada por f (x) = x3, todos os conjuntos de nível são convexos, porém ela não é convexa.

A esse grupo de funções damos o nome de funções quase-convexa, as quais não serão

mencionadas novamente neste trabalho, pois não faremos uso deste tipo de funções.

Lema 2.23 Seja f uma função convexa no Rn. Para quaisquer x1, ...,xn ∈ Rn e coefi-

cientes α1, ...,αn, tais que

n

∑
i=1

αi = 1 ,αi ≥ 0 , i = 1, ...n, (2-6)

temos

f

(
n

∑
i=1

αixi

)
≤

n

∑
i=1

αi f (xi).

Prova. Mostremos por indução sobre n. Se n = 2, por convexidade, temos

f (α1x1 +α2x2)≤ α1 f (x1)+α2 f (x2).
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Assumimos que, para n = k seja verdadeiro. Mostremos que para n = k + 1 também é.
Vale que

k+1

∑
i=1

αixi = α1x1 +(1−α1)
k

∑
i=1

βixi+1

onde βi = αi+1
1−α1

. Claramente,

k

∑
i=1

βi =
1

1−α1

k

∑
i=2

αi =
1

1−α1
(1−α1) = 1.

βi ≥ 0 , i = 1, ..,n. Como f é convexa, segue que

f
(

∑
k+1
i=1 αixi

)
= f

(
α1x1 +(1−α1)∑

k
i=1 βixi+1

)
≤ α1 f (x1)+(1−α1) f

(
∑

k
i=1 βixi+1

)
≤ ∑

k+1
i=1 αi f (xi).

�

Corolário 2.24 Seja f uma função convexa no Rn e x uma combinação convexa dos

pontos x1, ...,xn. Então

f (x)≤ max1≤i≤n f (xi).

Prova. Por hipótese x = ∑
n
i=1 αixi, com ∑

n
i=1 αi = 1, αi ≥ 0. Assim

f (x) = f

(
n

∑
i=1

αixi

)
≤

n

∑
i=1

αi f (xi)≤ max
1≤i≤n

f (xi).

onde a primeira desigualdade segue do Lema 2.23. �

Observação 2.25 O fato de f (x) ≤ max1≤i≤n f (xi) não nos garante que a função f seja

convexa. Em outras palavras, a recíproca do corolário anterior não é verdadeira.

Exemplo 4 Tome xi ∈ R, i = 1, ...,n, f : R→ R dada por f (x) = x3, e g : R→ R dada

por g(x) = 0 se x < 0 e g(x) = 1 quando x ≥ 0. É evidente que f (x) ≤ max1≤i≤n f (xi),
g(x)≤max1≤i≤n g(xi) e que as funções f e g não são convexas.

O resultado seguinte nos garante que, se uma função é convexa, então ela é
Lipschitz contínua em qualquer ponto do interior do domínio da função.

Teorema 2.26 Sejam D ⊂ Rn convexo, f : D → R convexa e x0 ∈ intD. Então f é

localmente Lipschitz contínua em x0.
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Prova. Seja B2(x0; ε) ⊆ D. Como f é convexa, f é localmente limitada (ver Lema 3.1.2
Cap.3 de [10]). Assim sup{ f (x);x ∈ B2[x0; ε]}≤M, onde B2[x0; ε] é o fecho de B2(x0; ε).
Consideremos y ∈ B2[x0 ,ε], y 6= x0. Denotemos, α = 1

ε
||y− x0||, z = x0 + 1

α
(y− x0).

Notemos que ||z− x0|| = 1
α
||y− x0|| = ε. Portanto para y = αz + (1−α)x0 e α ∈ [0,1]

temos:
f (y)≤ α f (z)+(1−α) f (x0) ≤ f (x0)+α(M− f (x0))

= f (x0)+ M− f (x0)
ε
||y− x0||.

Denotemos u = x0 + 1
α
(x0− y). Então ||x0− y|| = ε e y = x0 + α(x0− u). Assim, pelo

teorema ?? temos

f (y)≥ f (x0)+α( f (x0)− f (u))≥ f (x0)−α(M− f (x0)) = f (x0)−
M− f (x0

ε
||y− x0||.

(2-7)
Denotemos u = x0 + 1

α
(x0−y). Então ||u−x0||= ε e y = x0 +α(x0−1). Portanto

temos,
f (y) ≥ α f (x)+α( f (x0)− f (u))≥ f (x0)−α(M− f (x0))

= f (x0)− M− f (x0)
ε
||y− x0||.

Portanto, | f (y)− f (x0)| ≤ M− f (x0)
ε
||y− x0||. �

Observação 2.27 Acabamos de mostrar que toda função f : D→ R, onde D ⊂ Rn com

interior não vazio, convexa é contínua em todo ponto x ∈ intD, pois ela é localmente

Lipschitz contínua em x.

Exemplo 5 Consideremos f : [a,b]→R, definida por f (x) = 0, se a < x≤ b e f (a) = 1.

f é convexa, mas f não é contínua em a, pois limx→a+ f (x) = 0 6= f (a).

2.1.3 Funções convexas diferenciáveis

Seja f : U → R, onde U é um aberto de Rn. Tomemos a ∈U e v ∈ Rn, dizemos
que f possui derivada no ponto a na direção do vetor v, se o limite abaixo existe,

lim
t→0

f (a+ tv)− f (a)
t

. (2-8)

Caso exista o limite acima, o denotaremos por f
′
(a,v) e também o chamaremos de

derivada direcional de f em a na direção de v.
Fazendo v = ei (o i-ésimo vetor da base canônica de Rn) em (2-8), obtemos

lim
t→0

f (a+ tei)− f (a)
t

.
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Quando este limite existe, o chamamos da i-ésima derivada parcial de f no ponto a e
denotamos por ∂ f

∂xi
(a). Dizemos que a função f : U → R, definida no aberto U ⊂ Rn, é

diferenciável no ponto a ∈U , quando existem as derivadas parciais ∂ f
∂x1

(a), ..., ∂ f
∂xn

(a), e
para todo v = (v1, ...,vn) tal que a+ v ∈U , temos que

f (a+ v)− f (a) =
n

∑
i=1

∂ f (a)
∂xi

vi + r(v), onde lim
||v||→0

r(v)
||v||

= 0.

O vetor f
′
(a) =

(
∂ f
∂x1

(a), ..., ∂ f
∂xn

(a)
)

é chamado de gradiente da função f no ponto a.
Sendo f diferenciável no ponto a ∈U , vale a fórmula de Taylor, ou seja,

f (y) = f (a)+ f
′
(a)(y−a)+ r(y−a) com lim

y→a

r(y−a)
||y−a||

= 0,

(ver seção 8 de [4]). Logo, toda direção d ∈ Rn com

f
′
(a)(y−a) =

〈
f
′
(a),d

〉
=

n

∑
i=1

∂ f
∂xi

(a)di < 0

é tal que, existe ε > 0 satisfazendo que f (a+δd)≤ f (a) quando δ ∈ [0,ε). Estas direções
são chamadas direções de descida.

Teorema 2.28 Sejam D ⊂ Rn um conjunto convexo e aberto e f : Rn → R uma função

diferenciável em D. Então as seguintes propriedades são equivalentes:

(1) A função f é convexa em D.

(2) Para todo x,y ∈ D,

f (y)≥ f (x)+
〈

f
′
(x),y− x

〉
.

(3) Para todo x,y ∈ D, 〈
f
′
(y)− f

′
(x),y− x

〉
≥ 0.

Prova. Mostremos que (1) é equivalente a (2).
Suponhamos que f é convexa. Assim, para x,y ∈ D e α ∈ (0,1] quaisquer,

definindo d = y− x, temos que

f (x+αd) = f (αy+(1−α)x)≤ α f (y)+(1−α) f (x),

donde α( f (y)− f (x))≥ f (x+αd)− f (x). Dividindo os dois lados da desigualdade acima
por α > 0, e passando ao limite quando α→ 0+, obtemos

f (y)− f (x)≥ limα→0+
f (x+αd)− f (x)

α
=
〈

f
′
(x),d

〉
=
〈

f
′
(x),y− x

〉
.
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Portanto, para todo x,y ∈ D, f (y)≥ f (x)+
〈

f
′
(x),y− x

〉
e vale (2).

Suponha agora que vale (2). Definimos novamente d = y− x. Usando (2), para
os pontos x e x+αd; y e x+αd respectivamente, obtemos que

f (x)≥ f (x+αd)−α

〈
f
′
(x+αd),d

〉
,

f (y)≥ f (x+αd)+(1−α)
〈

f
′
(x+αd),d

〉
.

Multiplicando a primeira desigualdade por 1−α≥ 0 e a segunda por α≥ 0, e somando,
obtemos

(1−α) f (x)+α f (y) ≥ (1−α) f (x+αd)+α f (x+αd)
= f (x+αd)
= f ((1−α)x+αy),

o que mostra que f é uma função convexa.
Com isto, podemos concluir que f é convexa se, e somente se, para todo x,y∈D,

f (y)≥ f (x)+
〈

f
′
(x),y− x

〉
.

Mostremos agora que (2) é equivalente a (3)
Trocando os papéis de x e y no item (2), temos

f (x)≥ f (y)+
〈

f
′
(y),x− y

〉
.

Somando esta desigualdade com a de (2), obtemos que, para todo x ∈ D e todo y ∈ D,〈
f
′
(y)− f

′
(x),y− x

〉
≥ 0, isto é vale (3).

Sejam x,y ∈ D. Pelo Teorema do Valor Médio, ver em [3], existe α ∈ (0,1) tal
que

f (y)− f (x) =
〈

f
′
(x+α(y− x)),y− x

〉
. (2-9)

Usando (3) para os pontos x+α(y− x) e x, obtemos〈
f
′
(x+α(y− x)),α(y− x)

〉
−
〈

f
′
(x),α(y− x)

〉
≥ 0,

o que implica, 〈
f
′
(x+α(y− x)),y− x

〉
≥ α−1

〈
f
′
(x),α(y− x)

〉
=
〈

f
′
(x),y− x

〉
.

Combinando esta desigualdade com (2-9), obtemos

f (y)− f (x)≥
〈

f
′
(x),y− x

〉
.
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Como queríamos.
�

2.1.4 Funções convexas não diferenciáveis. Subgradiente

Agora estudaremos as propriedades das funções convexas não diferenciáveis.
Funções convexas sempre possuem derivadas direcionais, como mostraremos a seguir.

Teorema 2.29 Seja f : Rn→ R função convexa. Então, f possui derivada direcional no

ponto x em cada direção v ∈ Rn, qualquer que seja x ∈ Rn. Além disso,

f (x+αv)≥ f (x)+α f
′
(x,v) ∀α ∈ R+.

Prova. Sejam x ∈ Rn e v ∈ Rn arbitrários. Definimos

ψ : R→ R ,ψ(α) = f (x+αv).

Pela definição de derivada direcional, temos que mostrar a existência do limite

lim
α→0+

f (x+αv)− f (x)
α

. (2-10)

Observemos que
f (x+αv)− f (x)

α
=

ψ(α)−ψ(0)
α

.

Pelo Lema 2.26, temos que f é Lipschitz-contínua em torno de x, assim existem L > 0 e
ᾱ > 0 tais que

||ψ(α)−ψ(0)||
α

≤ L||v|| ∀α ∈ [0, ᾱ]. (2-11)

Seja β ≥ α > 0. Logo, existe um certo t ∈ (0,1] tal que α = tβ = (1− t)0 + tβ. Assim,
pela convexidade de ψ (veja Lema 2.13), temos que

ψ(α)−ψ(0)
α

≤ (1−t)ψ(0)+tψ(β)−ψ(0)
α

= t(ψ(β)−ψ(0))
tβ

= ψ(β)−ψ(0)
β

.

O que mostra que a função α 7→ α−1(ψ(α)−ψ(0)) é monótona não decrescente para
α > 0 e, por (2-11), ela é limitada. Segue que o limite (2-10) existe (ver Cap.6, Teorema.12
de [3]). Assim,

α
−1(ψ(α)−ψ(0))≥ f

′
(x,v),
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ou seja,
f (x+αv)≥ f (x)+α f

′
(x,v).

�

Proposição 2.30 Seja f : Rn → R uma função convexa. Então, dadas quaisquer duas

sequências {xk} e {vk} tais que xk→ x, vk→ d (k→ ∞), tem-se que

lim sup
k→∞

f
′
(xk,vk)≤ f

′
(x,d).

Mais ainda, se f é diferenciável no Rn, então a derivada de f é contínua no Rn.

Prova. Pelo o que foi visto na demostração do Teorema 2.29, para todo ε > 0 existe ᾱ tal
que 0 < α < ᾱ implica que

f (x+αd)− f (x)
α

< f
′
(x,d)+ ε.

Pelo Teorema 2.26 f é contínua. Segue então que para todo k suficientemente grande vale
que

f (xk +αvk)− f (xk)
α

< f
′
(x,d)+ ε.

Por outro lado, na demonstração do Teorema 2.29, vimos que

f
′
(xk,vk)≤ f (xk +αvk)− f (xk)

α
, ∀k

Portanto,
f
′
(xk,vk) < f

′
(x,d)+ ε,

donde concluimos que
lim sup

k→∞

f
′
(xk,vk) < f

′
(x,d)+ ε.

Como ε > 0 é arbritário, isto implica o resultado desejado.
Suponhamos agora que f é convexa e diferenciável no Rn. Sejam xk→ x (k→∞)

e d ∈ Rn quaisquer. Pela proposição anterior, temos que

limsupk→∞

〈
f
′
(xk),d

〉
= limsupk→∞ f

′
(xk,d)

≤ f
′
(x,d) =

〈
f
′
(x),d

〉
,
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− liminfk→∞

〈
f
′
(xk),d

〉
= limsupk→∞

〈
f
′
(xk),−d

〉
= limsupk→∞ f

′
(xk,−d)

≤ f
′
(x,−d) =−

〈
f
′
(x),d

〉
.

Portanto,
lim sup

k→∞

〈
f
′
(xk,d

〉
≤
〈

f
′
(x),d

〉
≤ lim inf

k→∞

〈
f
′
(xk),d

〉
,

isto é,
liminfk→∞

〈
f
′
(xk),d

〉
= limsupk→∞

〈
f
′
(xk),d

〉
.

Logo, limk→∞

〈
f
′
(xk),d

〉
=
〈

f
′
(x),d

〉
, onde xk → x (k→ ∞), e d ∈ Rn são arbitrários.

Isto significa que
lim
k→∞

f
′
(xk) = f

′
(x),

isto é, f
′
é contínua. �

Definição 2.31 Seja f uma função convexa no Rn. Dizemos que o vetor w é um subgra-

diente de f no ponto x ∈ Rn se, para qualquer y ∈ Rn, temos

f (y)≥ f (x)+ 〈w,y− x〉 . (2-12)

O conjunto de todos os subgradientes de f em x, o chamamos de subdiferencial de f em

x, e o denotamos por ∂ f (x).

Exemplo 6 Consideremos a função f : R → R, com f (x) = |x|. Para todo y ∈ R e

w ∈ [−1,1], temos

f (y)≥ wy = f (0)+w(y−0).

Logo, ∂ f (0)⊃ [−1,1]. Tome |w|> 1. Vale que |w2 |< ww
2 , ou seja, f (w

2 )< f (0)+w(w
2 −0).

Logo w ∈ ∂ f (0). Concluimos então que ∂ f (0) = [−1,1].

Lema 2.32 Se para todo x∈Rn o subdiferencial ∂ f (x) é não vazio, então f é uma função

convexa.

Prova. Seja x,y ∈ dom f , α ∈ [0,1]. Como o dom f é convexo podemos considerar
yα = x+α(y− x) ∈ dom f . Tomemos g ∈ ∂ f (yα), então

f (y)≥ f (yα)+ 〈g,y− yα〉= f (yα)+(1−α)〈g,y− x〉 ,
f (x)≥ f (yα)+ 〈g,x− yα〉= f (yα)−α〈g,y− x〉 .

Multiplicando a primeira inequação por α e a segunda inequação por (1−α) respectiva-
mente e somando, obtemos o resultado desejado. �
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Teorema 2.33 Seja f : Rn→R uma função convexa. Então para todo x ∈Rn, o conjunto

∂ f (x) é convexo, compacto e não vazio. Além disso, para todo d ∈ Rn, tem-se

f
′
(x,d) = max

y∈∂ f (x)
〈y,d〉 (2-13)

Prova. Como mostraremos logo a seguir ∂ f (x) 6= /0, então podemos tomar g ∈ ∂ f (x)
e y = x + αd. Partindo da definição de subgradiente, divindindo ambos os lados da
desigualdade por α, e aplicando o limite com α→ 0+, obtemos que f

′
(x,d) ≥ 〈g,d〉,

para qualquer d ∈ Rn e g ∈ ∂ f (x). Assim,

∂ f (x) = {g ∈ Rn;〈g,d〉 ≤ f
′
(x,d) ∀d ∈ Rn}

=
⋂

d∈Rn{g ∈ Rn;〈g,d〉 ≤ f
′
(x,d)}.

(2-14)

Como a interseção de semi-espaços fechados é convexo e fechado, obtemos que ∂ f (x) é
convexo e fechado. Mostremos que ∂ f (x) também é limitado. Suponhamos que ∂ f (x) é
ilimitado e tomemos (gk)k⊂ ∂ f (x) tal que ||gk||→∞ (k→∞). Para todo k, seja dk = gk

||gk|| .
Podemos admitir, sem perda de generalidade, que dk→ d (k→ ∞). Por (2-14), obtemos
que 〈

gk,dk
〉
≤ f

′
(x,dk).

Como ||gk||=
〈
gk,dk〉 segue que,

lim sup
k→∞

||gk|| ≤ lim sup
k→∞

f
′
(x,dk)≤ f

′
(x,d) < +∞,

onde a segunda desigualdade segue da Proposição 2.30 e a terceira do Teorema 2.34. Isto,
contradiz o fato de ||gk|| → ∞ (k→ ∞). Logo ∂ f (x) é limitado e portanto compacto.

Sabemos da análise anterior que, f
′
(x,d) ≥ 〈g,d〉 ∀g ∈ ∂ f (x). Como ∂ f (x) é

compacto, temos que existe o máximo por Weierstrass, logo f
′
(x,d)≥maxg∈∂ f (x) 〈g,d〉 .

Suponhamos que (2-13) não ocorre, isto é,

f
′
(x,d) > 〈g,d〉 ∀g ∈ ∂ f (x). (2-15)

Definimos
D1 = {(z,c) ∈ Rn×R; c > f (z)},

D2 = {(z,c) ∈ Rn×R;c = f (x)+α f
′
(x,d), z = x+αd, α ∈ R+}.

Notemos que o conjunto D2 é convexo e que o conjunto D1 é o epígrafo de f sem a sua
fronteira, portanto D1 também é convexo pela convexidade de f , veja Proposição 2.15.



2.1 Análise Convexa 32

Se D1∩D2 6= /0, teríamos que,

f (x+αd) < f (x)+α f
′
(x,d)

para algum α ∈ R+, contradizendo o Teorema 2.29. Logo D1∩D2 = /0.
Pelo Teorema da Separação (ver Teorema.3.2.6 Cap.3, de [5]), existe um certo

(u,β) ∈ (Rn×R)−0 tal que

〈u,z〉+βc≤ 〈u,x+αd〉+β( f (x)+α f
′
(x,d)) ∀z ∈ Rn, ∀α ∈ R+, ∀c > f (z). (2-16)

Se β fosse 0, teríamos
〈u,z〉 ≤ 〈u,x+αd〉 ∀z ∈ Rn,

o que só pode acontecer quando u = 0. Como (u,β) 6= 0, concluímos então que β 6= 0.
Suponhamos β > 0. Fazendo z = x e α = 0 em (2-16), temos que βc ≤ β f (x)

para todo os c tais que c > f (x), o que é uma contradição. Concluímos então que β < 0.
Divindindo os dois lados da desigualdade (2-16) por β, obtemos

c+
〈

u
β
,z− x

〉
≥ f (x)+α f

′
(x,d)+α

〈
u
β
,d
〉
∀z ∈ Rn, ∀α ∈ R+, ∀c > f (z). (2-17)

Tomando os limites α→ 0+ e c→ f (z)+, temos que

f (z)≥ f (x)−
〈

u
β
,z− x

〉
∀z ∈ Rn,

isto é, − u
β
∈ ∂ f (x), pela definição de subgradiente. Em particular acabamos de mostrar

que ∂ f (x) 6= /0.
Tomando ainda em (2-17) α = 1 e z = x, e passando ao limite c→ f (z)+, obtemos

0≥ f
′
(x,d)+

〈
u
β
,d
〉

.

Temos então que

−
〈

u
β
,d
〉
≥ f

′
(x,d), −u

β
∈ ∂ f (x),

o que contradiz (2-15). Portanto, (2-13) tem que ser verdadeira. �

Corolário 2.34 Seja f uma função com domínio convexo. A função f é convexa se, e

somenete se, ∂ f (x) 6= /0, ∀x ∈ dom f .

Prova. No teorema anterior provamos que se f é convexa então ∂ f (x) 6= /0, ∀x ∈ dom f .
Suponhamos agora que ∂ f (x) 6= /0, ∀x ∈ dom f . Mostremos que f é convexa. Tome
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x, y ∈ dom f , α ∈ (0,1) e z = αx + (1− α)y. Pela convexidade de dom f temos que
z ∈ dom f . Seja w ∈ ∂ f (z). Vale que f (x) ≥ f (z)+ 〈w,x− z〉 e f (y) ≥ f (z)+ 〈w,y− z〉.
Multiplicando a primeira inequação por α, a segunda inequação por 1−α, e somando
obtemos

α f (x)+(1−α) f (y)≥ f (z)+ 〈w,αx+(1−α)y− z〉= f (z).

�

Teorema 2.35 Temos que f (x̄) = minx∈Rn f (x) se, e somente se, 0 ∈ ∂ f (x̄).

Prova. Suponhamos que 0 ∈ ∂ f (x̄). Então f (x) ≥ f (x̄) + 〈0,x− x̄〉 = f (x̄), para todo
x ∈ Rn. Por outro lado se f (x)≥ f (x̄), ∀x ∈ Rn, segue imediatamente da Definição 2.31
que 0 ∈ ∂ f (x̄). �

Proposição 2.36 Uma função convexa f : Rn→ R é diferenciável no ponto x ∈ Rn se, e

somente se, o conjunto ∂ f (x) contém um só elemento. Neste caso, ∂ f (x) = { f
′
(x)}.

Prova. Pela diferenciabilidade de f no ponto x, temos que
〈

f
′
(x),d

〉
= f

′
(x,d), (ver

Seção.5 Cap.3 de [4]). Considerando w ∈ ∂ f (x), segue do Teorema 2.37 que, f
′
(x,d) ≥

〈w,d〉, ∀d ∈ Rn. Logo 〈
f
′
(x),d

〉
≥ 〈w,d〉 .

Por outro lado se, f
′
(x;d)≥ 〈w,d〉 , ∀d ∈ Rn, temos que

f
′
(x,−d)≥ 〈w,−d〉 ⇒ −

〈
f
′
(x),d

〉
≥−〈w,d〉 ⇒

〈
f
′
(x),d

〉
≤ 〈w,d〉 .

Portanto
〈

f
′
(x),d

〉
= 〈w,d〉 para todo w ∈ ∂ f (x). Finalmente considerando d = ek,

k = 1, ...,n, nós obtemos w = f
′
(x).

Suponhamos agora que, ∂ f (x) = {w}. Pelo Teorema 2.33, 〈w,d〉= f
′
(x,d), ∀d ∈

Rn. Escolhendo como d os elementos da base canônica do Rn, vemos que wi = ∂ f (x)
∂xi

,

i = 1, ...,n. Temos que f
′
(x,d) é uma função linear em d da forma

〈
f
′
(x),d

〉
, o que por

definição, implica a diferenciabilidade de f em x. �

Proposição 2.37 Sejam fi : Rn→ R, com i = 1, ..., p funções convexas. Então

∂

(
p

∑
i=1

fi(x)

)
=

p

∑
i=1

∂ fi(x).
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Prova. É suficiente mostrarmos para p = 2. Seja f : Rn→ R, f (x) = f1(x)+ f2(x).
Suponhamos que gi ∈ ∂ fi(x), i = 1,2, temos que

fi(y)≥ fi(x)+
〈
gi,y− x

〉
, ∀y ∈ Rn.

Somando as duas desigualdades, obtemos

f (y)≥ f (x)+
〈
g1 +g2,y− x

〉
,

logo g1 +g2 ∈ ∂ f (x). Portanto ∂ f1(x)+∂ f2(x)⊂ ∂ f (x).
Suponhamos agora que ∂ f (x) não é subconjunto de ∂ f1(x)+∂ f2(x), isto é, existe

g ∈ ∂ f (x) tal que g /∈ ∂ f1(x)+∂ f2(x). Sabemos do Teorema 2.33 que os conjuntos ∂ f1(x)
e ∂ f2(x) são convexos, compactos e não vazios. Portanto, ∂ f1(x)+∂ f2(x) é convexo, (ver,
Proposição.3.2.3 Cap.3 de [5]). Como g /∈ ∂ f1(x)+ ∂ f2(x), pelo Teorema da Separação
Estrita 2.10, existem a ∈ Rn−{0} e c ∈ R tais que

〈
a,g1 +g2〉< c < 〈a,g〉 , ∀gi ∈ ∂ fi(x), i = 1,2.

Portanto, usando o Teorema 2.33, obtemos que

〈a,g〉 > supgi∈∂ fi(x),i=1,2
〈
g1 +g2,a

〉
= supg1∈∂ f1(x)

〈
g1,a

〉
+ supg2∈∂ f2(x)

〈
g2,a

〉
= maxg1∈∂ f1(x)

〈
g1,a

〉
+maxg2∈∂ f2(x)

〈
g2,a

〉
= f

′
1(x,a)+ f

′
2(x,a)

= f
′
(x,a).

Mas, em vista do Teorema 2.39, esta desigualdade contradiz o fato de que g ∈ ∂ f (x). O
que conclui nossa demonstração. �

Seja f : X→Y . Dizemos que f é fechada se para todo V ⊂ X fechado temos que,
f (V )⊂ Y é fechado.

Lema 2.38 Se as funções fi, com i = 1, ..., p, são convexas e fechadas, então a função

f (x) = max1≤i≤p fi(x) é convexa e fechada. Além disso para x ∈
∫

dom f = ∩p
i=1
∫

dom fi,

temos

∂ f (x) = conv{∂ fi(x); i ∈ I(x)},

onde I(x) = {i ∈ {1, ..., p}; fi(x) = f (x)}.

Prova. A primeira afirmação segue do fato de que o máximo de funções convexas é
convexa (veja Proposição 2.19). Consideremos x∈∩p

i=1
∫

dom fi, mostremos que ∂ f (x) =
conv{∂ fi(x); i ∈ I(x)}.
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Sem perda de generalidade assumimos que I(x) = {1, ...,k}, k ≤ p. Então para
v ∈ Rn, temos

f
′
(x,v) = max

1≤i≤k
f
′
i (x,v) = max

1≤i≤k
max{〈gi,v〉 ;gi ∈ ∂ fi(x)},

onde a segunda igualdade segue do Teorema 2.33. Notemos que para cada conjunto de
valores a1, ...,ak, temos

max
1≤i≤k

ai = max

{
k

∑
i=1

λiai; (λ1, ...,λk ∈ ∆k

}
,

onde ∆k = {(λ1, ...,λk);λi ≥ 0;1≤ i≤ k, ∑
k
i=1 λi = 1}. Portanto,

f
′
(x,v) = max{λi}∈∆k

{
∑

k
i=1 λi max{〈gi,v〉 ;gi ∈ ∂ fi(x)}

}
= max

{〈
∑

k
i=1 λigi,v

〉
;gi ∈ ∂ fi(x),λi ∈ ∆k

}
= max

{
〈g,v〉 ;g = ∑

k
i=1 λigi, gi ∈ ∂ fi(x), λi ∈ ∆k

}
= max{〈g,v〉 ;g ∈ conv{∂ fi(x); i ∈ I(x)}}.

�

2.2 Condições de otimalidade

Seja D⊂ Rn e f : D→ R e consideremos o seguinte problema

(P)

{
min f (x)
s.a x ∈ D.

(2-18)

Definição 2.39 Dizemos que um ponto a ∈ D é

• minimizador ou solução global do problema (2-18), se

f (a)≤ f (x) ∀x ∈ D;

• minimizador local do problema (2-18), se existe uma vizinhança U de a tal que

f (a)≤ f (x) ∀x ∈ D∩U.

Observação 2.40 Se v̄∈ [−∞,+∞] é tal que v̄ = infx∈D f (x), dizemos que v̄ é valor ótimo

do problema acima.
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A seguir, citaremos a condição que deve ser satisfeita quando um ponto x̄ ∈ D dado é
minimizador (local) do problema (2-18). Uma condição desse tipo recebe o nome de
condição necessária de otimalidade.

Teorema 2.41 Suponhamos que f : Rn→R, é diferenciável no ponto x̄ ∈D⊂Rn. Se x̄ é

um minimizador local do problema (2-18), então〈
f
′
(x̄),y− x̄

〉
≥ 0, ∀y ∈ D (2-19)

Prova. Seja d = y− x̄∈Rn um ponto arbitrário, porém fixo. Pela definição de minimizador
local, existe ε > 0 tal que

f (x̄)≤ f (x̄+ td), ∀t ∈ [0,ε].

Pela diferenciabilidade de f em x̄, temos que

f (x̄+ td) = f (x̄)+ t
〈

f
′
(x̄),d

〉
+o(t),

onde o(t)
t → 0 quando t→ 0. Logo,

0≤ t
〈

f
′
(x̄),d

〉
+o(t).

Dividindo por t > 0 e tomando o limite quando t→ 0+, obtemos

0≤
〈

f
′
(x̄),d

〉
.

�

Observação 2.42 Se D é aberto e x é um minimizador local, então f
′
(x) = 0. Se

f
′
(x) = 0, então x é dito estacionário (ou crítico) para o problema (2-18). Portanto, se

f é diferenciável e D é aberto, as soluções locais do problema (2-18) devem ser pontos

estacionários.

A seguir, enunciaremos um resultado que nos garante que, quando a função é convexa,
todo minimizador local é global.

Teorema 2.43 (Teorema de Minimazação Convexa)

Seja D ⊂ Rn um conjunto convexo e f : D → R uma função convexa em D.

Então todo minimizador local do problema (2-18) é global. Além disso o conjunto de

minimizadores é convexo. Se f é estritamente convexa, então este minimizador é único.
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Prova. Suponhamos que x ∈R seja minimizador local e não global. Então existe y ∈D tal
que f (y) < f (x). Definimos x(α) = αy+(1−α)x. Pela convexidade de D, x(α) ∈D para
todo α ∈ [0,1]. Agora, pela convexidade de f , para todo α(0,1], tem -se

f (x(α))≤ α f (y)+(1−α) f (x) = f (x)+α( f (y)− f (x)) < f (x)

Tomando α > 0 suficientemente pequeno, podemos garantir que o ponto x(α) é arbitrari-
amente próximo ao ponto x, e ainda tem-se que f (x(α)) < f (x) e x(α)∈D. Isto contradiz
o fato de que x é minimizador local de (2-18). Portanto, qualquer solução local deve ser
global. As outras duas afirmações são imediatas. �

Observação 2.44 Com a hipótese de convexidade da função f , a condição necessária

citada no Teorema 2.41 passa a ser suficiente, isto é, um ponto x̄ ∈ D é minimizador de

uma função f : C→ R, diferenciável e convexa em C ⊃ D se, e somente se,〈
f
′
(x),x− x̄

〉
≥ 0 ∀x ∈ D. (2-20)

De fato, se x̄ é minimizador de f em D, segue do teorema que
〈

f
′
(x),x− x̄

〉
≥ 0 ∀x ∈D.

Suponhamos agora que vale (2-20). Como f é diferenciável em x̄ ∈ D por

hipótese, temos, pelo Teorema 2.28, que para qualquer x ∈ D,

f (x)≥ f (x̄)+
〈

f
′
(x),x− x̄

〉
≥ f (x̄),

isto é, x̄ é minimizador global.



CAPÍTULO 3
Otimização Vetorial

Na otimização vetorial a função objetivo é do tipo f : Rn → Rm. Diante da
impossibilidade de definir uma relação de ordem total em Rm, o primeiro passo é
esclarecer o que entendemos por solução ótima de um problema de otimização vetorial.

3.1 Relação de ordem parcial

Iniciamos definindo cone.

Definição 3.1 Dizemos que um subconjunto K ⊂Rm é um cone quando td ∈K para cada

d ∈K e para cada t ∈R+. Quando o cone K não contém retas, dizemos que ele é pontudo.

O cone dual de K é definido por

K∗ = {y ∈ Rm;〈y,d〉 ≥ 0 ∀d ∈ K}

Observação 3.2 (a) Se K é um cone convexo e x ,y ∈ K, então x + y ∈ K. Porque

x+ y = 2(1
2x+ 1

2y)
(b) Se K1 ⊂ K2, então K∗2 ⊂ K∗1 . De fato, se x ∈ K∗2 , então 〈x,d〉 ≥ 0, ∀d ∈ K2, logo

〈x,d〉 ≥ 0, ∀d ∈ K1, pois K1 ⊂ K2, o que implica que x ∈ K∗1 . Portanto K∗2 ⊂ K∗1 .

(c) O conjunto K∗ é sempre convexo e fechado. De fato, sejam x,y ∈ K∗, isto é,

〈x,d〉 ≥ 0, ∀d ∈ K, e 〈y,d〉 ≥ 0, ∀d ∈ K, e α ∈ [0,1]. Para qualquer d ∈ K, temos

que

〈αx+(1−α)y,d〉= α〈x,d〉+(1−α)〈y,d〉 ≥ 0,

isto é, αx+(1−α)y ∈ K∗. Portanto, K∗ é convexo.

Seja (yk)k ⊂K∗, com limk→∞ yk = y. Fixando d ∈K arbitrário e, passando ao limite

quando k→ ∞ na relação
〈
yk,d

〉
≥ 0, obtemos 〈y,d〉 ≥ 0. Portanto, como d ∈ K

era arbitrário, y ∈ K∗. O que mostra que K∗ é fechado.

(d) Seja /0 6= K ⊂ Rn um cone qualquer. Tem-se (K∗)∗ = clconvK, o fecho da cápsula

convexa de K. Em particular, se K é convexo e fechado, então K = (K∗)∗. De fato,

seja d ∈ K, segue da definição de K∗ que, 〈y,d〉 ≥ 0 para todo y ∈ K∗. Usando
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novamente a definição de cone dual, isto significa que d ∈ (K∗)∗. Temos então que

K ⊂ (K∗)∗.

Como acabamos de mostrar, o cone dual é convexo e fechado, logo convK ⊂ (K∗)∗,
o que implica que, clconvK ⊂ cl(K∗)∗ = (K∗)∗, ou seja, clconvK ⊂ (K∗)∗.
Para verificar que (K∗)∗⊂ clconvK, provamos que se x /∈ clconvK, então x /∈ (K∗)∗.
Assumimos que x /∈ clconvK. Como clconvK é um conjunto convexo fechado e {x}
é convexo e compacto, segue do Teorema da Separação Estrita (Teorema 2.10) que

existem a ∈ Rn−{0} e c ∈ R tais que

〈a,x〉< c < 〈a,d〉 ∀d ∈ clconvK. (3-1)

Suponhamos que exista y∈K tal que 〈a,y〉< 0. Como, ty∈K ⊂ clconvK para todo

t ∈R+, obtemos 〈a, ty〉= t 〈a,y〉< c para t suficientemente grande, o que contradiz

(3-1). Concluímos que 〈a,y〉 ≥ 0 para todo y ∈ K, isto é, a ∈ K∗.

Tomando d = 0 ∈ clconvK em (3-1), obtemos que c < 0. Usando novamente (3-

1), concluímos que 〈a,x〉 < 0, onde a ∈ K∗, isto significa que x /∈ (K∗)∗. Logo

(K∗)∗ ⊂ clconvK. Portanto (K∗)∗ = clconvK.

(e) Exemplo de cone pontudo é Rm
+ = {(x1, ...,xm) ∈ Rm;xi ≥ 0, i = 1, ..,m}. É fácil

verificar que (Rm
+)∗ = Rm

+.

Definição 3.3 Dados K ⊂ Rm um cone convexo fechado pontudo, e x,y ∈ Rm, dizemos

que:

(a) x≤K y se, e somente se, y− x ∈ K;

(b) x <K y se, e somente se, y− x ∈
∫

K

As relações x ≥K y e x >K y se definem equivalentemente a y ≤K x e y <K x, respectiva-

mente.

Observemos que valem:

(i) x≤K y e y≤K z implica x≤K z,
(ii) x≤K y e y≤K x implica que x = y, se K for pontudo,

(iii) x≤K x

(iv) A relação de ordem≤K , definida em (3.3), não é completa, ou seja, existem vetores
não comparáveis.

Exemplo 7 Tomemos K = R2
+, u = (2,2), v = (1,1) e w = (2,0), vale que, u >K v,

u≥K w, e v e w não são comparáveis, ou seja, não vale v≤K w nem w≤K v.
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Observemos que, u≤Rm
+

v equivale a ui ≤ vi para i = 1, ...,m.
A partir de agora, K ⊂ Rm é um cone convexo fechado pontundo e com interior

não vazio.

3.2 K-convexidade

Definição 3.4 Seja D⊂ Rn convexo. Dizemos que uma função f : D→ Rm é K-convexa

se para todo x,y ∈ D e α ∈ [0,1], vale

f (αx+(1−α)y)≤K α f (x)+(1−α) f (y).

Se para todo x 6= y e α ∈ (0,1) a desigualdade acima for estrita dizemos que f é

estritamente K-convexa.

Lema 3.5 Dado D ⊂ Rn convexo e f : D→ Rm. A função f é K-convexa se, e somente

se, a função 〈w, f 〉 : D→ R é convexa para todo w ∈ K∗.

Prova. Suponhamos que f é K-convexa. Dados x,y ∈ D, α ∈ [0,1], vale

f (αx+(1−α)y)≤K α f (x)+(1−α) f (y).

Logo, α f (x)+(1−α) f (y)− f (αx+(1−α)y) ∈ K. Tomemos w ∈ K∗, então

〈w,α f (x)+(1−α) f (y)− f (αx+(1−α)y)〉 ≥ 0,

ou seja, 〈w,α f (x)+(1−α) f (y)〉 ≥ 〈w, f (αx+(1−α)y)〉 e assim

α〈w, f (x)〉+(1−α)〈w, f (y)〉 ≥ 〈w, f (αx+(1−α)y)〉 ,

ou seja 〈w, f 〉 é convexa.
Tomemos w ∈ K∗ e assumamos que a função 〈w, f 〉 é convexa em D. Vale que

〈w, f (αx+(1−α)y)〉 ≤ 〈w,α f (x)+(1−α) f (y)〉 ,

ou seja
〈w,α f (x)+(1−α) f (y)− f (αx+(1−α)y)〉 ≥ 0, ∀w ∈ K∗.

Aplicando a definição do cone dual, temos que α f (x)+(1−α) f (y)− f (αx+(1−α)y)∈
(K∗)∗. Segue da observação (3.2) item (d) que α f (x)+(1−α) f (y)− f (αx+(1−α)y) ∈
K. Portanto f (αx+(1−α)y)≤K α f (x)+(1−α) f (y), ou seja f é K-convexa. �

Claramente, vale um resultado análogo para K-convexidade estrita.
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3.3 O problema de otimização vetorial

Definição 3.6 Sejam f : Rn → Rm, K ⊂ Rn e D ⊂ Rn dados. Dizemos que um ponto

z ∈ D é Pareto ótimo global de f , se não existe outro ponto y ∈ D tal que f (y)≤K f (z) e

f (y) 6= f (z). Um ponto z∈Rn é chamado Pareto ótimo local, se numa vizinhança U ⊂Rn

de z não existe nenhum ponto y∈U∩D tal que f (y)≤K f (z) e f (y) 6= f (z). Ainda dizemos

que z ∈ D é Pareto fraco global, se não existe outro ponto y ∈ D tal que f (y) <K f (z),
e um ponto z ∈ Rn é chamado Pareto fraco local, se numa vizinhança U ⊂ Rn de z não

existe nenhum ponto y ∈U ∩D tal que f (y) <K f (z).

Dados D ⊂ Rn e f : Rn → R. Denotaremos o problema de achar ponto Pareto
ótimo de f restrito a D por:

(POV )

{
minK f (x)
s.a x ∈ D

É claro, da definição, que se z é Pareto ótimo (global ou local), z é Pareto fraco
(global ou local, respectivamente).

Exemplo 8 Consideremos K = R2
+

(1) Seja f : R2→ R2 definida por f (x) = x e D = {(x1,x2);x2 ≥ 1
x1

,x1 > 0}.
Os pontos Pareto ótimos do problema

(P)

{
minR2

+
x

s.a x ∈ D

são da forma
(

x1,
1
x1

)
, x1 > 0.

(2) Sejam a,b ∈ Rn e f : Rn→ R2 dada por f (x) = (||x−a||2, ||x−b||2). O segmento

de reta que une a com b é o conjunto de pontos Pareto ótimos.

(3) Sejam a,b∈R e f : R2→R2 dada por f (x) = (|x1−a|, |x1−b|), onde x = (x1,x2).
O conjunto Pareto ótimo de f é S = {(x1,x2);a≤ x1 ≤ b}.

A partir de agora K = Rm
+, e a função f é continuamente diferenciável, isto é, as

funções fi são continuamente diferenciáveis.

Teorema 3.7 Seja f uma função continuamente diferenciável e z Pareto ótimo para f .

Então

Im(J f (z))∩ (−Rm
++) = /0 (3-2)

onde, J f (z) é a matriz Jacobiana de f no ponto z e Im(J f (z)) = {J f (z)v : v ∈ Rn}.
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Prova. Suponhamos que d ∈ Im(J f (z)) ∩
(
−Rm

++
)

então, existe v ∈ Rn tal que
d = 〈∇ fi(z) , v〉 < 0, ı = 1, . . . ,m. Logo, d é direção de descida para todas as funções
coordenada de f , e portanto existe λ > 0 tal que f (z+λd) <Rm

+
f (z). �

A condição (3-2) é necessária, mas não é suficiente para otimalidade. Assim, um
ponto x ∈ Rn satisfazendo (3-2) é chamado Pareto crítico.

Notemos que a condição (3-2) é uma generalização da definição de ponto crítico.
De fato, seja x um ponto Pareto crítico de f : Rn→ Rm. Se m = 1, então J f (x) = ∇ f (x)
e K = [0,+∞). Considerando x Pareto crítico com relação à ordem induzida por K temos,
Im(J f (x))∩ int(K) = /0. Logo, para todo v ∈ Rn,

〈∇ f (x) , v〉 /∈ (−int(K)) = (−∞,0),

assim temos que 〈∇ f (x) , v〉 ≥ 0, para todo v ∈ Rn. Tomando v = −∇ f (x) obtemos
||∇ f (x)||2 ≤ 0, logo ∇ f (x) = 0.

3.4 As funções auxiliares

Seja dado um ponto x ∈ Rn. Definimos:

ϕ(x,v) = max{(J f (x)v)i; i = 1, ...,m}= max{〈∇ fi(x),v〉 ; i = 1, ...,m}.

Como ϕ(x,v) é o máximo de funções lineares, ela é convexa (Proposição 2.17). Ela é
positivamente homogênea, pois, ϕ(x,λv) = λϕ(x,v), ∀λ ∈ R+, e vale que ϕ(x,0) = 0.

Consideremos agora o problema{
min ϕ(x,v)+ 1

2 ||v||
2

s.a v ∈ Rn (3-3)

Observemos que a função objetivo do problema (3-3) é fortemente convexa, pois
é a soma de uma função convexa com uma função fortemente convexa, o que nós garante,
pelo Teorema 2.43, que o problema (3-3), possui uma única solução. Definamos v(x) a
solução do problema (3-3), isto é

v(x) = argmin
{

ϕ(x,v)+
1
2
||v||2; v ∈ Rn

}
e θ(x) o valor ótimo do problema (3-3), isto é

θ(x) = min
{

ϕ(x,v)+
1
2
||v||2; v ∈ Rn

}
.



3.4 As funções auxiliares 43

Observação 3.8 Para m = 1, v(x) é a direção de Cauchy, isto é, v(x) =−∇ f (x). De fato,

seja f : Rn→ Rm uma função diferenciável e seja x um ponto K-crítico de f . Se m = 1,

J f (x) = ∇ f (x). Como x é ponto K-crítico,

Im(J f (z))∩ (−Rm
++) = /0

logo para todo v ∈ Rn

〈∇ f (x),v〉 /∈ −Rm
++ = (−∞,0),

pois K = Rm
+. Assim temos que

〈∇ f (x),v〉 ≥ 0,

para todo v ∈ Rn. Tomando v =−∇ f (x) obtemos

||∇ f (x)||2 ≤ 0,

logo ∇ f (x) = 0.

O resultado a seguir nos fornece uma condição necessária e suficiente, para que
um vetor v ∈ Rn seja solução de (3-3).

Lema 3.9 Um vetor v ∈ Rn é solução do problema em (3-3) se, e somente se, existe

αi ≥ 0, i ∈ I(x,v), tal que

v =− ∑
i∈I(x,v)

αi∇ fi(x), ∑
i∈I(x,v)

αi = 1,

onde I(x,v) := {i ∈ I;〈∇ fi(x),v〉= maxi∈I 〈∇ fi(x),v〉}, com I = {1, ...,m}.

Prova. Como a função objetivo em (3-3) é convexa, segue do Teorema 2.35, que v é
solução do problema em (3-3) se, e somente se,

0 ∈ ∂

(
ϕ(x, .)+

1
2
||.||2

)
(v),

ou equivalentemente, pela Proposição 2.37,

−v ∈ ∂(ϕ(x, .))(v).

Portanto a afirmação segue do Lema 2.38. �
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Para A ∈ Rm×n definimos:

||A||∞,2 = max
x 6=0

||Ax||∞
||x||2

,

que é uma norma em Rm×n.

Lema 3.10 Para as funções v e θ valem as seguintes afirmações:

1. Se x é Pareto crítico, então v(x) = 0 e θ(x) = 0.

2. Se x não é Pareto crítico, então θ(x) < 0, ϕ(x,v(x))≤− ||v(x)||
2

2 < 0.

3. ||v(x)||2 ≤ 2||J f (x)||∞,2, para qualquer x ∈ Rn.

4. As funções v(x) e θ(x) são contínuas.

Prova.

1. Suponhamos por absurdo que v(x) 6= 0. Como v(x) é solução de (3-3), temos

ϕ(x,v(x))+
1
2
||v(x)||2 ≤ ϕ(x,v)+

1
2
||v||2, ∀v ∈ Rn. (3-4)

Em particular para v = 0. Assim ϕ(x,v(x)) + 1
2 ||v(x)||

2 ≤ ϕ(x,0) = 0. Logo,
ϕ(x,v(x)) < 0, pois v(x) 6= 0, e portanto Im(J f (x))∩ (−Rm

++) 6= /0, isto é, x não
é Pareto crítico.
Suponhamos agora que θ(x) 6= 0, pelas definições de v e de θ temos:

θ(x) = ϕ(x,v(x))+
1
2
||v(x)||2 ≤ ϕ(x,v)+

1
2
||v||2, ∀v ∈ Rn,

em particular para v = 0. Logo, θ(x) ≤ 0, ∀x ∈ Rn. Assim θ(x) 6= 0, implica que
θ(x) < 0, ou seja, que ϕ(x,v(x)) < 0. Mas isto nos diz que Im(J f (x))∩(−Rm

++) 6= /0.
Logo, x não é Pareto crítico. Contradição, pois por hipótese x é Pareto crítico. O item
i está provado.

2. Suponhamos agora que x não é Pareto crítico, então existe w ∈ Rn tal que

J f (x)w ∈ Im(J f (x))∩ (−Rm
++).

Observemos que J f (x)(tw) ∈ Im(J f (x)) ∩ (−Rm
++), ∀t > 0. Como θ(x) ≤

ϕ(x, tw)+ 1
2 ||tw||

2 e a função ϕ(x, .) é positivamente homogênea de grau 1, temos
que:

θ(x)≤ ϕ(x, tw)+
1
2
||tw||2 = tϕ(x,w)+

t2

2
||w||2 = t

(
ϕ(x,w)+

t
2
||v||2

)
, t > 0.

Assim:
θ(x)≤ t

(
ϕ(x,w)+

t
2
||w||2

)
< 0, t ∈

(
0 ,−2

ϕ(x,w)
||w||2

)
.
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Logo, θ(x) < 0 e portanto ϕ(x,v(x))≤− ||v(x)||
2

2 < 0.
3. Se x é Pareto crítico não há o que fazer, pois v(x) = 0. Suponhamos que x não é

Pareto crítico. Pelo item anterior, vale que θ(x) < 0, e consequentemente

ϕ(x,v(x))+
1
2
||v(x)||2 = θ(x) < 0.

Assim,

||v(x)||22 < 2(−ϕ(x,v(x))) = 2(−max{(J f (x)v(x))i; i = 1, . . . ,m})
= 2min{(−J f (x)v(x))i; i = 1, . . . ,m}
≤ 2max{|J f (x)v(x)|i; i = 1, . . . ,m}
= 2||J f (x)v(x)||∞.

Como v(x) 6= 0, pelo item anterior, obtemos

||v(x)||2 < 2
||J f (x)v(x)||∞
||v(x)||2

.

Portanto
||v(x)||2 < 2max

v6=0

||J f (x)v||∞
||v||2

= 2||J f (x)||∞,2.

4. Seja x ∈ Rn e (xk)k ⊂ Rn uma sequência tal que limk→∞ xk = x. Pela definição de
θ(xk) e v(xk), temos

θ(xk) = ϕ(xk,v(xk))+
1
2
||v(xk)||2 ≤ ϕ(xk,v(x))+

1
2
||v(x)||2.

Assim,

lim sup
k→∞

θ(xk)≤ lim sup
k→∞

[
ϕ(xk,v(x))+

1
2
||v(x)||2

]
.

Como a função ϕ é contínua, temos que:

lim sup
k→∞

θ(xk)≤ ϕ(x,v(x))+
1
2
||v(x)||2 = θ(x).

Portanto:
lim sup

k→∞

θ(xk)≤ θ(x). (3-5)

Por outro lado,

θ(x) = ϕ(x,v(x))+
1
2
||v(x)||2 ≤ ϕ(x,v(xk))+

1
2
||v(xk)||2, (3-6)
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pois v(x) é solução de (3-3). Assim,

liminfk→∞ ϕ(x,v(x))+ 1
2 ||v(x)||

2 ≤ liminfk→∞ ϕ(x,v(xk))+ 1
2 ||v(x

k)||2

= liminfk→∞(θ(xk)−ϕ(xk,v(xk))+ϕ(x,v(xk))
= liminfk→∞(ϕ(x,v(xk))−ϕ(xk,v(xk))+ liminfk→∞ θ(xk)
= liminfk→∞ maxi[(J f (x)− J f (xk))v(xk)]i + liminfk→∞ θ(xk)
= liminfk→∞ θ(xk).

onde a última igualdade segue do fato de que ϕ(x,v(xk))−ϕ(xk,v(xk)) é contínua,
pois é a diferença de funções contínuas. Portanto, combinando a última desigual-
dade com (3-6), obtemos

lim inf
k→∞

θ(xk)≥ θ(x), (3-7)

o que, junto com (3-5), nos dá

lim sup
k→∞

θ(xk)≤ θ(x)≤ lim inf
k→∞

θ(xk).

Logo, limk→∞ θ(xk) = θ(x), isto é, a função θ é contínua.
Mostremos agora que a função v é contínua.
Seja (xk)k ⊂ Rn uma sequência que converge a x̄. Definimos vk := v(xk). Segue
do item iii, que a sequência (vk)k é limitada. Seja v̄ um ponto de acumulação de
(vk)k. Da definição da função v e do Lema 3.9, concluímos que existem αk

i ≥ 0,
i ∈ I(xk,vk), tais que

vk =− ∑
i∈I(xk,vk)

α
k
i ∇ fi(xk), ∑

i∈I(xk,vk)

α
k
i = 1, k = 0,1, ... (3-8)

onde I(xk,vk) := {i ∈ I;
〈
∇ fi(xk),vk〉 = maxi∈I

〈
∇ fi(xk),vk〉}, com I = {1, ...,m}.

Usando as constantes acima e os índices associados, definimos a sequência (αk)k

como
α

k := (αk
1, ...,α

k
m), α

k
i = 0, i ∈ I− I(xk,vk), k = 0,1, .... (3-9)

Seja ||.||1 a norma da soma, isto é ||x||1 = ∑
m
i=1 |xi|. Visto que ∑i∈I(xk,vk) αk

i = 1,
temos ||αk||1 = 1 para todo k, o que implica que a sequência (αk)k é limitada. Seja
ᾱ um ponto de acumulação da sequência (αk)k, e (vks)s, (αks)s subsequências de
(vk)k e (αk)k, tais que

lim
s→+∞

vks = v̄, lim
s→+∞

α
ks = ᾱ. (3-10)

Como o conjunto de índices I é finito e I(xks,vks)⊂ I para todo s, assumimos, sem
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perda de generalidade, que

I(xk1,vk1) = I(xk2,vk2) = .... = Ī.

Assim, concluímos de (3-8) e da última igualdade que

vks =−∑
i∈Ī

α
ks
i ∇ fi(xks), ∑

i∈Ī

α
ks
i = 1, s = 0,1, ....

Fazendo s tender a +∞ nas igualdades acima, obtemos

v̄ =−∑
i∈Ī

ᾱi∇ fi(x̄), ∑
i∈Ī

ᾱi = 1. (3-11)

Por outro lado, Ī = I(xks,vks) =
{

i ∈ I;
〈
∇ fi(xks),vks

〉
= maxi∈I

〈
∇ fi(xks),vks

〉}
.

Logo, por continuidade, Ī ⊂ I(x̄, v̄). Portanto, pelo Lema 3.9, (3-11) implica que
v̄ é minimizador de minϕ(x̄,v)+ 1

2 ||v||
2. A unicidade de solução do problema (3-3)

implica que v̄ = v(x̄), pela definição da função v. Logo, v é contínua.

�

Podemos reformular o problema (3-3) da seguinte forma:{
min α+ 1

2 ||v||
2

s.a (J f (x)v)i ≤ α , i = 1, ...,m
(3-12)

que é um problema quadrático, com função objetivo fortemente convexa. Logo, tem uma
única solução que é relativamente fácil de calcular (com certeza muito mais fácil de
calcular que a solução do problema (3.3)). As soluções aproximadas serão ainda mais
fáceis de calcular.

Em vez da solução exata do problema (3-3), é interessante considerar soluções
inexatas, isto é soluções aproximadas.

Definição 3.11 Dizemos que v ∈ Rn é uma solução aproximada de (3-3) para x com

tolerância σ ∈ (0,1] se:

ϕ(x,v)+
1
2
||v||2 ≤ σθ(x). (3-13)

Notemos que para σ = 1, somente a solução exata satisfaz (3-13).

Lema 3.12 Suponhamos que x não é Pareto crítico e que v é uma solução aproximada

de (3-3) com tolerância σ ∈ (0,1]. Então v 6= 0 e

||v||2 ≤ 2||J f (x)||∞,2.
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Prova. Pelo item (ii) do Lema 3.10, θ(x) < 0 e como σ ∈ (0,1], temos que σθ(x) < 0.
Como v é uma solução aproximada de (3-3) com tolerância σ ∈ (0,1], vale

ϕ(x,v)+
1
2
||v||22 ≤ σθ(x) < 0.

Assim,
||v||22 < 2(−ϕ(x,v)) = 2(−max{(J f (x)v)i : i = 1, . . . ,m})

= 2min{(−J f (x)v)i : i = 1, . . . ,m}
≤ 2max{|J f (x)v|i : i = 1, . . . ,m}
= 2||J f (x)v||∞.

Observemos que ϕ(x,0)+ 1
2 ||0||

2 = 0 > σθ(x), logo v 6= 0, portanto

||v||2 < 2
||J f (x)v||∞
||v||2

.

Consequentemente vale que

||v||2 < 2max
w6=0

||J f (x)w||∞
||w||2

= 2||J f (x)||∞,2.

�

Destaquemos que se x não é Pareto ótimo e v ∈ Rn satisfaz ϕ(x,v)+ ||v||2
2 < 0,

então existe um σ ∈ (0,1] tal que v é solução aproximada de (3-3) com esta tolerância σ.

Observação 3.13 Seja x̄ não Pareto ótimo. Temos, por Lema 3.12 i, que θ(x̄) < 0.

Tomemos σ ∈ (0,1] e v uma solução aproximada de (3-3) para x̄ com tolerância σ. Temos

que max{〈∇ fi(x̄),v〉 : i = 1, ...,m}= ϕ(x̄,v) <−1
2 ||v||

2 < 0. Logo o vetor v é uma direção

de descida em x̄ para todas as funções fi(x).

3.5 Computando o passo

Suponhamos agora que v ∈ Rn é tal que J f (x)v < 0, isto é, v é uma direção de
descida para f em x. Nosso objetivo é calcular y = x + tv, t > 0, tal que f (y) <Rm

+
f (x).

Para computarmos o tamanho do passo t > 0, usaremos uma regra tipo Armijo. Seja
β ∈ (0,1], uma constante. A condição para adimitir t é:

f (x+ tv)≤Rm
+

f (x)+βtJ f (x)v (3-14)

Começamos com t = 1 e enquanto a condição (3-14) não é satisfeita, fazemos
t := t

2 . Esse procedimento é finito, porque pela continuidade da f , (3-14) vale estritamente
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para valores pequenos de t (num intervalo não degenerado do tipo (0,ε]), como será
provado no seguinte lema.

Lema 3.14 Se J f (x)v <Rm
+

0 e β ∈ (0,1), então existe ε > 0 pequeno (que depende

continuamente de x, v e β) tal que:

f (x+ tv) <Rm
+

f (x)+βtJ f (x)v

para algum t ∈ (0,ε].

Prova. Asumindo que f é uma função diferenciável, temos que

f (x+h) = f (x)+ J f (x)h+R(h),

com limh→0
|Ri(h)|
||h|| = 0 , i = 1,2, ...,m, onde R(h) = (R1(h), ...,Rm(h)) ∈ Rm.

Observemos que ϕ(x,v) < 0 e v 6= 0. Desde que β < 1, existe um ε > 0 tal que

0 < t ≤ ε⇒ |Ri(tv)|
||tv||

<
(1−β)|ϕ(x,v)|

||v||
, i = 1,2, ...,m

Portanto, para 0 < t ≤ ε obtemos:

|Ri(tv)|< t(1−β)|ϕ(x,v)| , i = 1,2, ...,m.

Como |ϕ(x,v)|=−ϕ(x,v) = mini=1,...,m−(J f (x)v)i, vale, que

R(tv) <Rm
+
−t(1−β)J f (x)v.

Portanto,

f (x+tv)= f (x)+tJ f (x)v+R(tv)<Rm
+

f (x)+tJ f (x)v−t(1−β)J f (x)v = f (x)+tβJ f (x)v

para 0 < t ≤ ε. �

3.6 Como calcular uma direção de descida.

Nesta seção, discutiremos outras possibilidades para o cálculo de uma direção
de descida em x.
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Em vez de consideramos a solução do problema (3-3), podemos tomar ṽ(x) como
a solução de: {

min ϕ(x,v)
s.a ||v||∞ ≤ 1

(3-15)

O problema (3-15) pode ser reformulado como
min β

s.a (J f (x)v)i ≤ β, i = 1, ...,m

||v||∞ ≤ 1,

(3-16)

que é um problema linear porque

{v ∈ Rn; ||v||∞ ≤ 1}= {v ∈ Rn;−1≤ vi ≤ 1, i = 1, ...,n}.

Observação 3.15 1. Sejam ṽ(x)∈ {v∈Rn; ||v||∞≤ 1}, ϕ(x, ṽ(x)) o valor ótimo de (3-

15) e β(x) o valor ótimo de (3-16). Observe que (J f (x)ṽ(x))i ≤ β(x), i = 1, ...,m.

Logo ϕ(x, ṽ(x))≤ β(x). Suponha que β(x) > ϕ(x, ṽ(x)). Existe então δ > 0 tal que

〈∇ fi(x), ṽ(x)〉 ≤ β(x)−δ, i = 1, ...,m.

Contradição, pois β(x) é valor ótimo de (3-16) por hipótese. Portanto β(x) =
ϕ(x, ṽ(x)). O que mostra que os problemas (3-15) e (3-16) são equivalentes.

2. Como {v; ||v||∞ ≤ 1} é compacto, o problema (3-15) possui solução pois, ϕ(x,v) é

contínua em v.

3. Como 0 é elemento do conjunto {v; ||v||∞ ≤ 1}, o valor ótimo do problema (3-15) é

menor ou igual que zero (ϕ(x,0) = 0).
4. Se o valor ótimo de (3-15) é negativo, então qualquer vetor v aonde este valor seja

alcançado, é direção de descida.

5. A escolha da restrição ||v||∞≤ 1 pode ser substítuida por uma restrição mais geral:

v ∈ D, com D⊂ Rn um conjunto compacto fechado, com 0 ∈
∫
(D).

6. Notemos que não precisamos especificar a escolha de 1
2 ||.||

2 como a função que é

adicionada à ϕ definida no problema 3-3, pois qualquer função estritamente con-

vexa fechada e própria g : Rn→R com g(0) = 0, g(v) > 0 (v 6= 0) e g(v) = o(||v||)
(v→ 0) pode ser usada para que o problema de minimização minv∈Rnϕ(x,v)+g(v),
tenha solução única.

Lema 3.16 Sejam V (x) e β(x) o conjunto solução e o valor ótimo do problema 3-15,

respectivamente.
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1) Se x é Pareto crítico, então 0 ∈V (x) e β(x) = 0.

2) Se x não é Pareto crítico, então β(x) < 0 e para qualquer v ∈V (x) temos:

(JF(x)v)i ≤ ϕ(x,v) < 0 , i = 1, . . . ,n

3) Se xk converge para x, vk ∈V (xk) e vk converge para v, então v ∈V (x).
4) A aplicação x 7→ β(x) é contínua.

Prova.

1) Suponhamos por absurdo que 0 /∈ V (x). Seja v1 ∈ V (x), então ϕ(x,v1) ≤
ϕ(x,v) ,∀v ∈ Rn, com ||v||∞ ≤ 1. Em particular para v = 0. Assim ϕ(x,v1) ≤ 0.
Como 0 /∈ V (x), temos que v1 6= 0, logo ϕ(x,v1) < 0 e portanto v1 ∈ (ImJ f (x)∩
(−R+)m), isto é, x não é pareto crítico. Contradição, logo 0 ∈V (x).
Como acabamos de mostrar que 0 ∈V (x), logo β(x) = ϕ(x,0) = 0.

2) Por hipótese β(x) é valor ótimo do problema (3-15), logo β(x) ≤ ϕ(x,v) ∀v,
com ||v||∞ ≤ 1, em particular para β(x) ≤ ϕ(x,0) = 0. Como x não é Pareto
ótimo, então ImJ f (x) ∩ (−Rm

++) 6= /0. Seja w ∈ ImJ f (x) ∩ (−Rm
++), temos que

tw ∈ ImJ f (x)∩ (−Rm
++), ∀t ≥ 0. Logo

β(x)≤ ϕ(x, tw), ∀t ∈ [0,
1
||w||

].

Como ϕ é positivamente homogênea, segue que,

β(x)≤ tϕ(x,w) < 0, ∀t ∈ (0,
1
||w||

].

3) Por hipótese v(k) ∈ V (xk), então, ϕ(xk,vk) ≤ ϕ(xk,w), ∀w ∈ Rn, com ||w||∞ ≤ 1.
Assim, aplicando o limite de ambos os lados da desigualdade e usando o fato que a
função ϕ é contínua, temos que:

ϕ( lim
k→∞

xk, lim
k→∞

vk)≤ ϕ(limk→∞xk,w).

Como xk converge para x e vk converge para v̄, segue que,

ϕ( lim
k→∞

xk, lim
k→∞

vk) = ϕ(x,v)≤ ϕ(x,w) ∀w ∈ Rn,com ||w||∞ ≤ 1.

O que implica que, v ∈V (x).
4) Seja x ∈ Rn e {xk} ∈ Rn, uma sequência em Rn, tal que limk→∞ xk → x. Como

β(xk) é valor ótimo do problema (2.12), β(xk) = ϕ(xk,v(xk)) ≤ ϕ(xk,v(x)), assim
aplicando o limsup de ambos os lados da desigualdade e usando o fato de que a
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função ϕ é contínua fixando a segunda variável, temos que:

lim sup
k→∞

β(xk)≤ limsupϕ(xk,v(x)) = ϕ(x,v(x)) = β(x).

Portanto
lim sup

k→∞

β(xk)≤ β(x). (3-17)

Seja v(x) ∈ V (x) então, ϕ(xk,v(x)) ≤ ϕ(xk,v(xk)) = β(xk)⇒ ϕ(xk,v(x)) ≤ β(xk).
Aplicando liminf de ambos os lados da desigualdade e usando o fato que a função
ϕ é contínua quando fixamos a segunda variável, temos que:

β(x)≤ liminfβ(xk). (3-18)

De (3-17) e (3-18) segue que:

limsupβ(xk)≤ β(x)≤ liminfβ(xk).

Portanto limβ(xk) = β(x), ou seja β é uma função contínua.

�

3.7 O caso geral

Este capítulo foi baseado nas idéias de FLIEGE e SVAITER desenvolvidas em
[1], onde o problema é encontrar um ponto Pareto ótimo de uma função vetorial com a
relação de ordem induzida pelo cone Rm

+, e sem restrições. O chamamos problema de
otimização multicritério ou multiobjetivo irrestrito. Podemos também considerar o prob-
lema de achar ótimos Pareto de uma função restrita a um conjunto convexo e fechado
C, conhecido como problema multiobjetivo com restrições. Neste caso, as funções auxil-
iares, são definidas segundo:

θ(x) = min{ϕ(xk,v)+
1
2
||v||2;v ∈C− xk},

v(xk) = argmin{ϕ(xk,v)+
1
2
||v||2;v ∈C− xk}.

Um problema ainda mais geral é dado quando a relação de ordem é definida
por um cone convexo, fechado, pontudo e com interior não vazio K, que não o Rm

+. O
chamamos de problema de otimização vetorial, o qual é objeto de estudos em vários
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artigos como [6] e [11]. Para este problema é necessário definirmos a função ϕ, segundo:

ϕ(x,v) = max{ytJ f (x)v;y ∈ G},

onde G é um conjunto compacto de geradores normalizados do cone dual. No Lema 3.10,
mostramos que as funções auxiliares v e θ são contínuas, e que, x é Pareto crítico se, e
somente se, θ(x) = 0. Estas afirmações continuam sendo verdadeiras neste caso.

Se verifica também que se ϕ(x,v) < 0, então v é uma direção de descida em x

para f , ou seja, existe δ ∈ (0,1), tal que

x+αv ∈C e f (x+αv) < f (x), α ∈ (0,δ].



CAPÍTULO 4
Algoritmo

Neste capítulo discutimos um método de descida para achar um ponto Pareto
crítico de uma função vetorial em Rn, proposto por FLIEGE e SVAITER em [1].
Mostraremos que todo ponto de acumulação da sequência produzida pelo algoritmo é
ponto Pareto crítico.

4.1 Método de descida com busca Armijo

O algoritmo precisa de duas constantes, dadas: β ∈ (0,1] e σ ∈ (0,1]:

Algoritmo 1 1. Inicialização: Tome x0 ∈ Rn.

2. Passo iterativo: Para xk:

(a) Calculemos θ(xk). Se θ(xk) = 0, então PARE.

(b) Caso contrário, calculemos vk, uma solução aproximada de (3-3) para x = xk

com tolerância σ.

(c) Calculemos o tamanho do passo tk ∈ (0,1] como o máximo de:

Tk :=
{

t =
1
2 j : j ∈ N, f (xk + tvk)≤Rm

+
f (xk)+βtJ f (xk)vk

}
.

(d) Façamos xk+1 = xk + tkvk.

Se xk não é Pareto crítico, então J f (xk)vk <Rm
+

0, pelo Lema 3.10. Portanto, pelo
Lema 3.14, o conjunto Tk é não vazio, logo tk está bem definido. Notemos que a sequência
( f (xk))k é Rm

+ - não decrescente. Se o algoritmo (1) termina depois de um número finito
de iterações, a sequência gerada termina em um ponto xk, com θ(xk) = 0, ou seja, que é
Pareto crítico, veja Lema (3.10).

4.2 Análise de convergência

De agora em diante, supomos que a sequência gerada pelo o algoritmo (1) é
infinita.
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Teorema 4.1 Todos os pontos de acumulação da sequência (xk)k, gerada pelo algoritmo

(1), são Pareto críticos. Se a função f tem conjunto de nível limitado, isto é, o conjunto

L f ( f (x0)) =
{

x ∈ Rn; f (x)≤Rm
+

f (x0)
}

é limitado, então a sequência (xk)k é limitada e,

portanto tem pontos de acumulação Pareto críticos.

Prova.
Seja y um ponto de acumulação da sequência (xk)k e (xk`)` uma subsequência de

(xk)k convergente a y. É suficiente mostrarmos que θ(y) = 0 (veja o Lema 3.10).
Observemos que f (xk + tkvk)≤Rm

+
f (xk)+βtkJ f (xk)vk∀k. E portanto,

f (xk`+1)≤Rm
+

f (xk`+1) = f (xk` + tk`
vk`)≤Rm

+
f (xk`)+βtk`

J f (xk`)vk` ,∀`.

Logo, f (xk`)− f (xk`+1)≥Rm
+
−βtk`

J f (xk`)vk` ≥Rm
+

0 e, consequentemente,

lim
`→∞

tk`
J f (xk`)vk` = 0. (4-1)

Temos dois casos a analisar.

• Caso 1: limsup`→∞ tk`
> 0.

Tomemos (tku)u subsequência de (tk`
)` tal que limu→∞ tku = limsup`→∞ tk`

> 0.
Então, por (4-1), temos limu→∞ J f (xku)vku = 0. Logo

lim
u→∞

ϕ(xku,vku) = lim
u→∞

max
i=1,...,m

(J f (xkuvku)i = max
i=1,...,m

( lim
u→∞

J f (xkuvku)i) = 0.

Como

ϕ(xku ,vku)≤ ϕ(xku,vku)+
||vku||2

2
≤ σθ(xku) < 0, (4-2)

obtemos θ(y) = 0, porque θ é contínua como provado no item iv do Lema 3.10.
• Caso 2: limsup`→∞ tk`

= 0.
Como xk` → y e f é continuamente diferenciável temos que (J f (xk`))` é limitada.
Logo, pelo Lema 3.12 vale que (vk`)` é limitada. Seja (vku)u uma subsequência de
(vk`)` convergente a v̄. Note que passando ao limite sobre a subsequência (kl) em
(4-2), obtemos

1
σ

max
i=1,...,m

(J f (y)v̄)i ≤ θ(y)≤ 0. (4-3)

Seja q ∈ N. Como limsup`→∞ tk`
= 0, para u suficientemente grande, vale que

tku < 1
2q . Pela definição de tku, para u suficientemente grande tem

f (xku +
1
2q vku) 6≤Rm

+
f (xku)+

β

2q J f (xku)vku.
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Logo para pelo menos um indíce j ∈ 1, ...,m vale

f j(y+
1
2q v̄)≥ f j(y)+

β

2q (J f (y)v̄) j. (4-4)

Observemos que (4-4) vale para todo número natural maior que q. Então, o Lema
3.14 implica que maxi(J f (y)v̄)i ≥ 0 e, por (4-3), concluímos θ(y) = 0.

Visto que o conjunto de nível da função f associado a f (x0) é limitado, e que a
função f é contínuamente diferenciável, temos que L f ( f (x0)) é um conjunto compacto.
Como ( f (xk))k é monótona decrescente, temos que (xk)k ⊂ L f ( f (x0)) e, consequente-
mente, (xk)k é limitada. �

4.3 Um método voltado para implementação

O Teorema 4.1 nos garante que, todo ponto de acumulação da sequência (xk)k

gerada pelo algoritmo (1) é Pareto crítico. Mas na prática o algoritmo deveria terminar em
um número finito de passo. Assim, precisamos de outro critério de parada que não o que é
usado teoricamente no passo iterativo do algoritmo (4.1). Um critério de parada aceitável
e executavel é: Parar se θ(xk) >−τ, onde τ > 0 pequeno.

A direção de descida v(xk), é solução aproximada do problema de otimização
auxiliar 3− 3 segundo a Definição 3.11. Notemos que essa Definição envolve o valor
exato do minímo θ(xk). Passando então, a uma implementação, se faz necessário substituír
θ(xk) por alguma cota superior aceitável.

Para isto usamos o problema dual. Como sabemos, o dual é dado pelo máximo
do ínfimo do lagrangiano. Observamos que o lagrangiano de (3−3) é dado por,

L((α,v),λ) = f (x)+
m

∑
i=1

λi[α− J f (x)v],

logo

∇L(α,v)((α,v),λ) = 0⇔ (1−
m

∑
i=1

λi,v+ J f (x)T
λ) = 0.

Portanto ∑
m
i=1 λi = 1 e J f (x)T λ = −v. Assim temos que o dual de (3.3) é dado pelo

problema: 
max −1

2‖∑
m
i=1 λi∇ fi(x)||2

s.a

∑
m
i=1 λi = 1,

λ≥ 0

(4-5)
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O problema (4-5) é um problema com função objetivo quadrática e com re-
strições lineares. Logo, pode-se obter uma boa aproximação do valor máximo sem muito
esforço computacional e esta aproximação do valor máximo é uma cota superior de θ(xk).
Assim, podemos substituir os passos ii(a) e ii(b) do algoritmo por:

• Calculamos uma aproximação do valor ótimo de (4-5) em x = xk, que chamamos
de θk. Se θk >−τ, paramos.
• Calculamos vk tal que ϕ(xk,v)+ 1

2 ||v||
2 ≤ σθk.

4.4 Caso restrito

Como observamos na Seção 2.2 do Capítulo 2, podemos considerar um problema
com restrições, isto é, problemas do tipo:

(P)

{
minRm

+
f (x)

s.a x ∈ G

onde G ⊂ Rn e f : Rn → Rm. E minimizar esta função vetorial, consiste em encontar
pontos Pareto ótimos, isto é, pontos z ∈ G, tal que não exista um outro ponto y ∈ G

com f (y) ≤ f (z) e f (y) 6= f (z). Para isto, existem condições que nos garantem que um
dado ponto z seja Pareto; são as chamadas condições de otimalidade. Para desenvolver
estas condições, precisamos estudar não só o comportamento da função objetivo numa
vizinhança de z, mas também a estrutura do conjunto viável nessa vizinhança. As noções
de direção tangente e cone tangente são fundamentais neste contexto e importantes para
um entendimento correto das condições de otimalidade.

Definição 4.2 Dado z ∈ G, um vetor v ∈ Rn é dito direção tangente de G em z se existe

uma sequência (zk)k ⊆ G e um escalar λ ∈ R+ tal que:

limk→∞zk = z e limk→∞λ
zk− z
||zk− z||

= v.

O conjunto de todas as direções tangentes de G em z é chamado cone tangente (de

Bouligard) G em z e o denotaremos por T (G,z).

Dado G = {x ∈ Rn;g j(x) ≤ 0, j = 1, ..., l}, onde as funções g j : Rn → R, 1 ≤
j ≤ l são funções continuamente diferenciáveis, e I0(z) = { j; g j(z) = 0}, o conjunto de
restrições ativas no ponto viável z, definimos cone linearizado de G em z por,

C(z) = {v ∈ Rn;∇g j(z)T v≤ 0 ∀ j ∈ I0(z)}.
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Suponhamos que C(z) = T (G,z). Sabemos, pelo Teorema 3.7, que, se z é
Pareto crítico, então, para todo v ∈ Rn, existe um i = 1, ...,m tal que 〈∇ fi(z),v〉 ≥ 0, em
particular isso vale para v ∈ T (G,z). Assim, a condição necessária para um ponto z ∈ G

ser Pareto crítico, J f (z)(G− z)∩ (−Rm
++) = /0, pode ser escrita como

J f (z)T (G,z)∩ (−Rm
++) = /0 (4-6)

que é equivalente a que o sistema
(∇ fi(x))T v < 0 ,∀i = 1, ...,m

(∇g j(x))T v≤ 0 ,∀ j ∈ I0(z)

(4-7)

não admita solução v ∈ T (G,z).
Consideremos agora o seguinte problema,

minα

s.a.

(∇ fi(x))T v≤ α, i = 1, ...,m

(∇g j(x))T v≤ α, ∀ j ∈ Iε(x),
||v||∞ ≤ 1

(4-8)

onde, Iε(x) := { j ∈ I;g j(x)≥−ε} e I := {1, ..., l}.
Denotamos por α(x,ε), o valor ótimo de (4-8). E definimos

(PA)


minα

s.a.

〈∇ fi(x),v〉 ≤ α, ∀i = 1, ...,m〈
∇g j(x),v

〉
≤ α, ∀ j ∈ Iε(x)

,

o problema auxiliar de (4-8). Observemos que o valor minímo de (PA) é não positivo,
pois (0,0) é sempre possível e que os problemas (4-8) e (PA) são equivalentes. De fato,
suponhamos que (v̄, θ̄) é solução de (PA), com ||v||∞ > 1. Tomemos

(
v̄
||v||∞ , θ̄

)
. Notemos

que este ponto é possível para (4-8), pois:〈
∇ f i(x),

v
||v||∞

〉
=

1
||v||∞

〈∇ fi(x), v̄〉<
〈

f
′
i (x), v̄

〉
≤ θ̄ ∀ i,

de forma análoga obtemos que
〈

∇g j(x), v̄
||v||∞

〉
≤ θ̄. Suponhamos agora que (w,β) é

possível para (4−8), com β < θ̄, então (w,β) é possível para (PA) e como β < θ̄ teremos
que θ̄ não é valor ótimo de (PA).
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O método de máxima descida com regra de Armijo para resolver o problema de
otimização restrito (4-8) é como segue.

Dadas as constantes β ∈ (0,1), ε1 > 0.

Algoritmo 2 1 Inicialização: Tome x1 ∈ G.

2 Passo iterativo: Para k = 1, ...:

(a) Resolvemos (4−8), com isso calculamos a direção vk e o valor ótimo θ(xk,εk)
para o problema auxiliar.

(b) Se θ(xk,εk) ≥ −εk, fazemos εk+1 := εk
2 , xk+1 := xk, k := k + 1, e voltamos o

passo a.

(c) Caso contrário, calculamos o tamanho do passo tk ∈ (0,1] tal que:

f (xk + tkvk)≤ f (xk)+βtkJ f (xk)vk

e xk + tkvk ∈ G.

(d) Fazemos xk+1 := xk + tkvk, k := k +1,e voltamos ao passo a.

O teorema de convergência é o seguinte:

Teorema 4.3 Seja J f e ∇gi com i ∈ I Lipshitz contínua e seja a sequência (xk)k gerada

pelo algoritmo (2) limitada. Então a sequência (xk)k possui um ponto de acumulação y

com θ(y,0) = 0.

Veja a demonstração do Teorema 4.3 em [1]. Observemos que quando f possui conjunto
de nível limitado, a sequência (xk)k é necessariamente limitada. Como no caso irrestrito,
não é necessário resolvermos (4−8) exatamente. Em vez disso, é suficiente para paramos
que o valor da função θ exista com θ < −εk. Neste caso θ(xk,εk) ≥ −εk asegura que o
valor ótimo da função θ(xk,εk), pode ser usado para parar.

4.5 O caso geral

Como foi comentado na Seção 2.2 do Capítulo 2, podemos estudar o problema{
minK f (v)
s.a v ∈C

(4-9)

onde f é uma função vetorial e C é um conjunto convexo fechado, e com a relação de
ordem induzida por um cone qualquer convexo fechado pontudo e com interior não vazio.
Neste caso, usamos o método do gradiente projetado para o caso vetorial proposto por
GRAÑA DRUMMOND e IUSEM, em [6] para resolvermos o problema restrito.
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O método consiste em tomarmos a direção de descida da forma

vk = arg min
v∈Ck

{
||v||2

2
+βk max

y∈G
(ytJ f (xk)v

}
(4-10)

e fazermos xk+1 = xk +αkvk, onde a função ϕ é a mesma definida ao final do Capítulo 2,
na Seção (2.7), Ck = {u− xk;u ∈C}, βk > 0 e αk ⊂ (0,1] é encontrado fazendo a busca
Armijo.

Observemos que, se (xk)k é uma sequência gerada pelo método acima, então
(xk)k ⊂ C. De fato, o ponto inicial x0, está em C pela a inicialização do método.
Assumimos que xk ∈ C, então pela equação (4-10), temos que vk ∈ Ck, assim podemos
expressar vk = x− xk e consequentemente xk+1 = xk + αk(x− xk), com x ∈ C. Notemos
que xk + αk(x− xk) = (1− αk)xk + αkx. Como xk e x ∈ C e C é convexo, temos que
(1−αk)+αkx ∈C, portanto xk+1 = xk +αk(x− xk) ∈C.

Neste caso continua valendo um resultado semelhante ao Teorema 4.1, ou seja,
todo ponto de acumulação da sequência gerada pelo método acima é ponto Pareto crítico.
A demonstração é análoga a demonstração de Teorema 4.1 - veja .

Consideremos agora o método da projeção do gradiente sob a hipótese que a
função f é K-convexa. Neste caso nós substituímos a equação (4-10) por

vk = arg min
v∈Ck

{
||v||2

2
+

βk

ηk
max
y∈G

(ytJ f (xk)v
}

, (4-11)

com passos exógenos, (βk)k ⊂ R++, satisfazendo

∞

∑
k=0

βk = ∞,
∞

∑
k=0

β
2
k < ∞ (4-12)

ηk = max
y∈G
||J f (xk)ty||, (4-13)

onde Ck = {u− xk;u ∈C} e G é o conjunto de geradores normalizados do cone polar K∗.
Dada a constante σ ∈ [0,1).

Algoritmo 3 1 Inicialização: Tomemos x0 ∈C.

2 Passo iterativo: Para k = 0,1, ....:

(a) Se xk é K-crítico (ou ηk = 0) paramos.

(b) Caso contrário, calculamos vk sobre C partindo de xk e dado por (4-11), (4-

12) e (4-13)

(c) Façamos uma busca Armijo j ∈ Z+, tal que

l(k) = min{ j ∈ Z+ : f (xk +2− jvk)≤k f (xk)+σ2 jJ f (xk)vk}
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e tomemos αk = 2−l(k)

(d) Façamos xk+1 = xk +αkvk.

Observamos que a sequência (xk)k produzida pelo algoritmo (3) é viável. De fato, a
iteração inicial x0 ∈ C pela inicialização do algoritmo. Assumimos que xk ∈ C e como
αk ∈ (0,1] pelo passo (c), e vk ∈Ck por (4-11). Logo pela convexidade de C concluímos
que xk+1 = xk +αkvk = αk(vk + xk)+(1−αk)xk ∈C.

Se a função f : Rn → Rm é K-convexa e T = {x ∈ C; f (x) ≤ f (xk) ∀k}. é não
vazio, então a sequência produzida pelo algoritmo (3) converge a uma solução fracamente
eficiente do problema (4-9). A prova deste resultado pode ser encontrada no artigo de
GRAÑA DRUMMOND e IUSEM, [6].



CAPÍTULO 5
Conclusão

Segundo a referência [8], problemas de otimização vetorial aparecem implícitos
em vários processos de tomada de decisões, quando somos confrotados com fins confli-
tantes. Neste contexto, um primeiro desafio é definir qual seria a melhor decisão a tomar.
Historicamente, a primeira definição satisfatória de uma solução ótima para (POV) foi
formulada por um matemático e economista italiano chamado V. Pareto, em [9]. Nesta
dissertação usamos dois conceitos aceitos atualmente: soluções Pareto e soluções fraca-
mente Pareto.

As direções de descida para f em um ponto x, isto é, as direções em que todo
passo suficientemente curto a partir de x nesta direção resulta em algum decréscimo da
função f foram o objeto de estudo desta dissertação. Vale ressaltar que nos concentramos
no caso mais simples: o caso sem restrições e com a ordem induzida por Rm

+. Ao final
do Capítulo 3 apresentamos brevemente a extensão para o caso geral. No Capítulo 4
apresentamos um método de descida. Todo ponto de acumulação da sequência gerada
por este método é ponto Pareto crítico. Para isto a única hipótese colocada é que a
função objetivo seja de classe C1. No caso mais geral, se a função f do problema (4-
9) é K-convexa e T = {x ∈C; f (x) ≤ f (xk) ∀k} é não vazio, a sequência produzida pelo
algoritmo (3) converge a uma solução fracamente eficiente.
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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