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Resumo

de Jesus Silva Cardoso, Lays Grazielle . Método de Descida para Problemas
de Otimizacao Multiobjetivo. Goiania, 2010. 62p. Dissertacdo de Mestrado.
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Neste trabalho, estudamos o método de descida para problemas de otimizacdo multiob-
jetivo, para o qual introduzimos uma relacdo de ordem induzida por um cone fechado e
convexo. Estudamos como calcular uma dire¢do de descida e provamos que todo ponto
de acumulacdo da sequéncia gerada pelo método de descida com busca de Armijo € fra-

camente eficiente.

Palavras—chave

Ponto pareto, método de descida



Abstract

de Jesus Silva Cardoso, Lays Grazielle . Descente Methods for Problem of
Multiobjetivo Optimization . Goidnia, 2010. 62p. MSc. Dissertation. Instituto
de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

In this work, we study the descent of methods for problem of optimization multiobjective
which we introduce an order of relation induced by an closed convex cone. We study as it
wiel calculate an descent of direction and we prove that every accumalation point of the

sequence generated by the descent of methods with search of Armijo is weakly efficient.

Keywords
Pareto points, steepest descent.
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CAPITULO 1

Introducao

Dada f : R" — R™ e considerando a ordem parcial induzida pelo orctante nao

negativo R, estamos interessados no problema

(P){ mingr flx)

com dois significados: (1) um ponto ¥ € R" é dito solugdo fracamente eficiente ou
fracamente Pareto 6timo do problema acima se, e somente se, ndo existe x € R" tal
que f(x) < f(%) e (2) um ponto ¥ € dito eficiente ou Pareto-6timo de (P) se, ndo existe
x € R"tal que f(x) < f(%) e f(x) # f(X); onde as desigualdades devem ser interpretadas
componente a componente.

Este problema é chamado problema de otimiza¢do multiobjetivo ou otimizagao
multicritéria. Usualmente nenhum ponto deverd ser minimizador de todas as fungdes
simultaneamente, ou seja, ndo existird um minimizador ideal, e portanto o conceito de
otimalidade tem de ser substituido pelo o conceito de eficiéncia ou otimalidade - Pareto.

O objetivo deste trabalho € apresentar um método de maxima descida com busca
de Armijo proposto em [1] para resolver (P). Mostraremos que todo ponto de acumulagio
da sequéncia gerada por este método € ponto critico da fungdo objetivo.

No segundo capitulo, fazemos uma breve revisdo de alguns conceitos basicos
de andlise e otimizacdo convexa, com énfase em alguns resultados que serdo de grande
importancia no decorrer da exposi¢ao.

No capitulo 3, formulamos o problema multicritério, definimos otimalidade
Pareto e discutimos uma condi¢do necessdria de otimalidade Pareto.

No capitulo 4, propomos um método de descida para minimizar uma fungdo
vetorial no R” e, seguindo as idéias em [1], mostramos que todo ponto de acumulagéo da
sequéncia gerada é Pareto critico. Finalmente propomos um método para minimizar uma
funcdo vetorial restrita a um subconjunto do R”. Apresentamos o teorema de convergéncia
e fazemos um breve comentdrio sobre 0 método para minimizar uma funcio vetorial
restrita a um conjunto convexo fechado com a relacdo de ordem induzida por qualquer

cone convexo fechado pontudo e com interior ndo vazio.



CAPITULO 2

Preliminares

2.1 Analise Convexa

2.1.1 Conjunto convexo

Nesta secdo apresentaremos alguns resultados basicos de Analise Convexa que
serdo utilizados neste trabalho. Convexidade é uma nocdo muito importante na teoria
de otimizac¢do. Com hipétese de convexidade, as condi¢des necessdrias de otimalidade

passam a ser suficientes.

Definicao 2.1 Um subconjunto C C R" é chamado convexo se para todo x,y € C,
ox+(l—a)yeC Vae0,1].

Exemplo 1 i O conjunto vazio e o espaco R" sd@o convexos.
ii Toda bola B = Bla;r] C R", fechada de centro a e raio r > 0 é convexa. De fato,

sejam x,y € B. Entdo ||x—al|| < re ||y —al|| < r. Para qualquer a. € |0, 1], temos:
I(1—)xtay—al| =[[(1-a)(x—a)+a(y—a)|| < (1 -o)|[x—al|+afly—a|[ <.

Logo, ||(1 —a)x+ oy —al| < r o que implica que (1 —a)x+ oy € B.
No caso em que a bola é aberta a demostracdo é andloga.

iii Qualquer semi-espaco em R" (isto é, um conjunto D = {x € R";(a, x) < c}, onde
a € R" e ¢ € R) é convexo. De fato, sejam x,y € D, entdo {(a,x) <c e (a,y) <c.

Assim para qualquer o. € [0, 1], temos:

(a,o0x+ (1 —a)y) = {a,0x)+ {a,(1 —a)y) =a{a,x)+ (1 —a){a,y)
oac+ (1—a)c=c.

IA

iv Qualquer hiperplano em R" (isto é, um conjunto {x € R";(a, x) = c}, onde a € R"
e c € R) é convexo.

A demonstracdo é andloga a do item (iii).
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Proposicao 2.2 Sejam D; C R", i € I, conjuntos convexos, onde I é um conjunto qualquer.

Entdo a intersegcdo D = (;c; D; também é um conjunto convexo.

Prova. Sejam x,y € D. Como D = ;; D;, temos que, x,y € D;, para todo i € I. Como 0s
conjuntos D;, i € I, sdo covexos, ax + (1 —a)y € D; para qualquer o € [0,1] e todo i € 1.
Logo, ox+ (1 — )y € ;e Di. Portanto D = (;; D;, € convexo. 0J

Definiciio 2.3 Dados x' € R", o; € [0,1], i = 1,...,p, tais que Zf’zloc,- =1, o ponto
X = Zle o;x’ chama-se a combinicdo convexa dos pontos x' € R" com pardmetros o,

ondei=1,....p.

Pela Defini¢do 2.1, um conjunto convexo contém as combinagdes convexas de
quaisquer dois pontos do conjunto. Mostremos agora que, se um conjunto € convexo,
entdo ele contém todas as combinacgdes convexas de qualquer nimero de pontos do

conjunto.

Proposicao 2.4 Um conjunto D C R" é convexo se, e somente se, ele contém todas as

combinagodes convexas de seus pontos.

Prova. Se D possui todas as combinacOes convexas de seus pontos, ele contém em
particular as combinagdes convexas de quaisquer dois pontos (isto €, para p=2). Logo,
D é convexo, pela Definicao 2.1.

Suponhamos agora que D seja convexo. Dados p € N, ¥ € D e a; € [0,1],
i=1,...,p tais que Zle o; = 1, definamos x = Zle ox!. Mostremos, por inducdo em
relagdo ao nimero de pontos, que x € D.

Se p =1, tem-se o = 1 e, portanto, x = xl eD.

Tomemos j € N e suponhamos que qualquer combinacdo convexa de quaisquer
Jj pontos de D pertenga a D, e consideremos o caso em que p = j+ 1 pontos em D.

Se aj11 = 1, entdo o; = 0 para todo i = 1, ..., j. Neste caso, x = X+l eD.

Sejaojyi €[0,1). Como 1 —ojyq > 0, podemos escrever

Z] ]alx
_ J
=(l—ajr) Y 0L+1

=(1—0jr)y+ (lexJ“,

X —|—0L]+1xf+1

onde

y= Zle Bi=

—>0,i=1,..,].
I_OCJ—H

| .
Como 1 = ijl o = ] _1 0+ 0. Temos que,

J i o J
Y=Y ——=( — ) Y ai=(1 —ajp) (1—aj) = 1.
: i=1
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Portanto y € uma combinagdo convexa de j pontos de D. Pela hipétese de inducdo, y € D.
Agora, de (2.3), temos que x é uma combinacio convexade y € D e x/*! € D. Como D é

convexo, obtemos que x € D, como queriamos ver. O

Definicao 2.5 Seja D € R" um conjunto qualquer. O fecho convexo de D, é o menor
conjunto convexo no R" que contém D (ou, equivalentemente, é a intersecdo de todos os

conjuntos convexos do R" que contém D).

Proposicao 2.6 Seja D C R" um conjunto qualquer. O fecho convexo de D é o conjunto

de todas as combinagoes convexas de pontos de D.

Prova. Definimos por C C R", o conjunto de todas combinac¢des convexas de pontos de

D, isto é,
C= xE]R”x—Zocx Zoc, l,;eRy, xeD,i=1,...,p,peNy,

onde Ry = [0,4o0). Devemos mostrar que convD = C, onde convD denota o fecho
convexo de D.

Da Proposicao 2.4 segue que o fecho convexo é convexo, logo contém todas as
combinacdes convexas dos seus pontos e, portanto, de D, pois D C convD. Concluimos:
C C convD.

Observamos que, D C C, o que implica que convD C convC. Portanto, se C for
convexo, pela Proposi¢ao 2.4, temos que convC = C, e nossa afirmacdo estd provada.
Sendo assim, basta mostrar que o conjunto C é convexo.

Sejam z' € Cez?> € C, isto é,

Pl Pl

| .

Z :E Otixl, o € Ry, Z(X,'Zl,plGN,
i=1 i=1

pn P2
Z=Y By, BicRy, Y Bi=1peN.
i=1 i=1
Para qualquer y € [0, 1],
] , o om .
Y +(1-7)7" =Y youx' + Y (1-7)By".
i=1 i=1
Notemos que ya; >0, i=1,...,p;e (1=7)B; >0, i=1,...,p>. E ainda,

zyoc,+21— Bi=y+(1-7) =1,
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2

0 que mostra que o ponto yz' 4 (1 —7y)z> é uma combinagdo convexa de pontos de D.

Logo, yz' + (1 —v)z? € C. Portanto C é convexo. O

Exemplo 2 Consideremos a esfera D = {x € R";||x|| = ¢}, onde ¢ > 0. Tomemos x,y € D
VIl = ¢ e flow+ (1 —a)yl| < alflxf| + (1 —a)lly[| = c.
Logo, ox+ (1 —a)y € B(0;c¢), (ver exemplo(2.2), item(ii)). Portanto, o fecho convexo da

e 0 < a< 1. Entdo ||x|| = ¢,

esfera estd contido na bola de raio c e centro na origem. Tomemos agora x € B(0;c), com
||x|| < c. Escolha y € D. A reta que passa por x e y intercepta D num outro ponto z e x

pode ser escrito como combinacdo convexa de 'y e z. Logo B(0;c) C convD.

Se X C R”" for fechado e convexo, dado z € R" podemos encontrar y € X tal
que ||z—y|| < ||z—x|| para todo x € X, ou seja, o elemento de X mais préximo de z. Esse
elemento y € dito projecdo ortogonal de z sobre X. A existéncia e unicidade do elemento

y € discutida no teorema seguinte.

Teorema 2.7 (Teorema da Projecdo) Dado o conjunto X C R" fechado e convexo, a
aplicagdo Px : R" — X dada por Px(z) = argmin{||z — x||;x € X}, estd bem definida, e
vale que y = Px(z) se, e somente se, y € X e (z—y,x—y) <0 para todo x € X.

Prova. Tomemos z € R" e ¥ € X. As solugdes do problema min{||z —x||;x € X} estdo no
conjunto X N{u € R";||z—u|| < ||z—X||}, que é um conjunto compacto. Pelo teorema de
Weierstrass, ver [4], Teorema.20, Coroldrio.1, segue a existéncia das solugdes.

Seja y € argmin{||z—x||;x € X}. Como y € X e X é convexo, (1 — o)y + o =
z(a) € X, para todo o € (0,1] e x € X. Temos, entdo, que ||z—y|| < ||z—z(a)|| e portanto:

0> [lz—y[* = llz—z(a)||* = 2(z — y,z() — y) — ||z (ex) — y|?

=20z —y,x —y) — &?||x —y||?

Dividindo os dois lados da desigualdade acima por 2a > 0 e passando o limite quando
o — 0T, obtemos:
0> (z—yx—y).

Suponhamos agoraque y € X e (z—y,x—y) < 0, para todo x € X, ou seja,
1
0> (z—yx—y) = §(||Z—y||2+ e =17 = [lz—x[1%)

> S (lz=yl7 = llz—II*)

Das desigualdades acima temos que ||z — y|| < ||z —x|| para todo x € X, isto ¢, y € uma

| =

projecdo de z sobre X. Para mostrarmos que Px(z) € dnica, suponhamos que y seja uma
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outra projecdo. Entao:
(G=y9-y)<0e(z—y,y—5) <0
Somando, obtemos que:
0> (z=y—(z=9),5-y) = 7yl

Logo, ¥ =y, como queriamos. OJ

Definicao 2.8 Dado X C R"™, uma aplicacdo f : X — R" diz-se Lipschitziana ou Lipschitz
- continua quando existe k > 0 (constante de Lipschitz de f) tal que, para quaisquer

x,y € X, tem-se ||f(x) — f(y)|| < k||x —y||. Dizemos que f é localmente Lipschitziana

JO) = fWI < Kfbe—y

em a, se dado uma bola aberta B(a;€) existe k > 0 tal que,

>

para todo x,y € B(a;¢).

7z

A seguir, mostraremos que o operador de projecdo € ndo expansivo isto &,

Lipschitz - continuo com constante de Lipsthiz igual a 1.

Proposicao 2.9 Seja D C R" um conjunto convexo e fechado. Entdo parax € R" ey € R"
quaisquer, tem-se
1Pp(x) = Po(y)[| < []x—yll. 2-1)

Prova. Como Pp(x) € D e Pp(y) € D, segue do teorema anterior, para x e y respectiva-
mente que,
(x—Pp(x),Pp(y) = Pp(x)) <0,

{(y = Pp(y),Pp(x) — Pp(y)) < 0.

Somando as duas desigualdades, temos que

0 > (y—=Pp(y) —x+Pp(x), Pp(x) = Fp(y))
= [|Pp(x) = Po()|* + (= x,Pp(x) = Pp(v)) ,

usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz no termo (y —x, Pp(x) — Pp(y)), obtemos,

1P (x) = Po()|[[ly —x[| = (x =y, Pp(x) = Pp(y))-

Agora de (2.1.1), ||Pp(x) — Po(y)[[ly —x[| = ||Pp(x) = Po(y)| .
Se Pp(x) = Pp(y), (2-1) vale trivialmente. Caso contrério, obtemos (2-1) divin-

dindo os dois lados da desigualdade acima por ||Pp(x) — Pp(y)|| > 0. O

Segue da proposicdo acima que o operador projecao é continuo.
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Teorema 2.10 (Teorema da Separagdo Estrita)
Sejam D1 C R" e Dy C R”" conjuntos convexos, fechados e ndo vazios. Supon-
hamos que um deles também seja limitado. Entdo D1 N D, = 0 se, e somente se, existem

ac€R"—0eceR tais que

<a,x1> <c< <a,x2> vx! € Dy, Vx? € D>.
Prova. Suponhamos,

< 1 2 1 2

a,x ><c< <a,x > Vx' € Dy, Vx° € Ds.

E imediato que D; N D,y = 0, pois caso contrdrio terfamos (a,x) < ¢ < {(a,x), com
x e DiND;.

Suponhamos agora que D; seja limitado e D; N Dy = 0. Como o conjunto D é
convexo e fechado, o operador de projecdo Pp, : R" — D € bem definido (pelo Teorema

da Projecdo) e continuo (veja Proposi¢do 2.10). Logo, a fungdo
ViR — Ry, y(x) =dist(x,Dy) = ||x = Pp, (x)]]
¢ continua. Portanto, como D, é compacto, o problema
miny(x) s.a x € D,
tem solucdo global, que denotaremos por a>. Denotamos a! = Pp, (a®). Pelo Teorema da

Projecao
<a2—a1,x>§<a2—a1,a1>:c1 Vx € Dy. (2-2)

Para todo x € D,, tem-se que
||x—a'|| > dist(x,Dy) > ’freliDr;dist(u,Dl) = y(d?).
Como dist(a*,Dy) = ||a* — Pp, (a®)|| = ||a* — a'||, concluimos da desigualdade acima que
lx—a'l| > [la* —a'l], Vx € Dy,

o que significa que a®> = Pp, (a'). Usando novamente o Teorema da Projeciio, obtemos
que
<a2—al,x> > <a2—a1,a2> =cp Vx € D,. (2-3)
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Definimos a = a®> —a' # 0, pois a' # a*> jaque DyNDy #0 e c = @ Observemos

que c3 > ¢ > ¢y, pois
cy—cyp =|la' =d?|]* > 0.

Portanto de (2-2) e (2-3), temos que

<a,x1> <cp<c<ep< <a,x2>, Vil e D! e Vx? € D».

2.1.2 Funcoes convexas

Definicao 2.11 Seja C C R" um conjunto convexo. Dizemos que a funcdo f:C — R é

convexa em C quando para quaisquer x,y € C e o. € [0, 1], tem-se

flox+(1—a)y) < af(x) + (1 — o) f(y). (2-4)

Se a desigualdade na equacdo (2-4) é estrita para todo x # y e todo o € (0, 1), dizemos
que a fungdo é estritamente convexa. A funcdo f:C C R" — R, é dita fortemente convexa

com mddulo y > 0, se para todo x,y € C e todo o € [0, 1] temos que

Flaxt (1-a) < af() +(1-a)f) -y~ ok @9

Notemos que uma funcio fortemente convexa € estritamente convexa, € uma

funcdo estritamente convexa é convexa.

Teorema 2.12 Sejam C C R" um conjunto convexo e f: C — R. A funcdo f é convexa

se, e somente se, para todo x,y € C e p > 0 tal que y+ B(y — x) € C, nds temos

fO+Bh—=x) = f0)+B(f) - f(x).

Prova. Suponhamos que f é convexa. Denotemos o, = % eu=y-+B(y—x). Entdo

y= lj_B(unLBx) =(1—0o)u+ ax.
Portanto . 8
1) < (1= 00 () + 0 () = /) + 5 ()

Suponhamos agora que dados x,y € C vale

FO+Bh—=x) = f0)+B(f ) = f(x),
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para todo 3 > 0 tal que y+ B(y —x) € C. Calculemos o tal que B = 1%0‘. Entdo o € (0,1).

Denotamos u = o + (1 — a)y. Entdo x = 1 (u— (1 — a)y) = u+ B(u —y). Logo,

£ > Fu) +BUw) — F0)) = < fu) ~ ().

o

OJ

O seguinte lema mostra que as “sec¢des unidimensionais” de uma fun¢do convexa
sd0 convexas, ou seja a restricdo de uma fung¢do convexa a uma reta € uma fung¢do convexa.

Mais adiante, no Teorema 2.23, mostraremos um resultado mais geral.

Lema 2.13 Sejam f: R" — R convexa, x,y € R". Entdo y(a) = f(x+ o) € uma fungdo

convexa.

Prova. Para A € [0, 1] vale que

Yot (1-1)p) =

S+ (ha+(1-1)B)y)
=f
f
A

Ax+ (1= A)x+ Aoy + (1—2A)By)
Ax+oy) + (1= 21) (x+By))

N

Definicao 2.14 Seja D C R" f: D — R. O epigrafo de f é o conjunto
Er={(x,c) e DxR;f(x) <c}.

A seguir, apresentamos um resultado que relaciona convexidade de uma fung¢ao

com convexidade de seu epigrafo.

Teorema 2.15 Seja D C R" um conjunto convexo. Uma funcgdo f : D — R é convexa em

D se, e somente se, o epigrafo de f é um conjunto convexo em R" x R.

Prova. Suponhamos que f é convexa. Sejam (x,c1),(y,c2) € Ef. Assim, f(x) <cj e
f(y) < ¢;. Pela convexidade de f, para todo o € [0, 1] tem-se,

flox+ (1 —a)y) <of(x)+(1—a)f(y) <oer+ (1 —a)er,

o que significa que o(x,c1)+ (1 —a)(y,c2) = (ox+ (1 — )y, 0ici + (1 —)c2) € Ef, isto

€, Ey € convexo.
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Sejam x,y € D quaisquer. Obviamente, (x, f(x)) € Er e (y,f(y)) € Ef. Sendo

E¢ convexo, temos que

(o + (1 =)y, af (x) + (1 = ) f () = ax, f(x)) + (1 = )(y, f(v)) € E-

Pela definicao de epigrafo, isto equivale a dizer que

flox+(1—a)y) < af(x)+ (1 —0)f(y),

ou seja, que f € convexa. 0

Proposicao 2.16 (Convexidade da soma de fungodes convexas)
Sejam D C R" um conjunto convexo, e f;: D — R, i =1,...,m, funcbes convexas
em D. Entdo para quaisquer A € R, i=1,...,m, a fungdo f(x) =Y. | Aifi(x) é convexa

em D.

Prova. Como D é convexo, ox+ (1 —a)y € D, para quaisquer x,y € D e o € [0, 1], assim

flox+(1—a)y) =X Aifi(ox+ (1 —a)y)
<Y Aiafi(x) + (1 —a) fi()
=aX Mifi(x) + (1 —a) X7 Mifi(y)
= af(x) + (1 —a)f(y),

onde a desigualdade acima segue da convexidade de f; e do fatode A, e Ry,i=1,...,m. [

Proposicao 2.17 (Convexidade do supremo de funcoes convexas)
Sejam D C R"™ um conjunto convexo e f;: D — R funcdes convexas em D, com
i €1, onde I é um conjunto de indices qualquer. Suponhamos que exista p € R tal que

fi(x) < B paratodo x € D e i € I. Entdo a fungdo
f(x) = sup fi(x)
iel
é convexa em D.

Prova. Como existe B € R tal que fi(x) <P, Vx € D e i € I, vale que domf = {x €
D; f(x) < oo} = D. Temos que,

Er ={(x,c) eDxR;f(x)<c}
={(x,¢c) EDXR;fi(x) <cViel}
=Nier{(x,c) € DXR; fi(x) < c}
=Nier E:-
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Acabamos de mostrar que, o epigrafo do supremo € a intersec¢ao dos epigrafos das fungdes
que definem o supremo. Como as fungdes f; sdo convexas, segue do Teorema 2.15 que
os conjuntos Ey. sdo convexos. Pela Proposi¢do 2.3 o conjunto E¢ € convexo. Usando o

Teorema 2.15, temos que f € convexa. 0

Proposicao 2.18 Sejam g : R" — R uma fungdo convexa e Y : R — R uma fungdo convexa

ndo decrescente. Entdo a fun¢do

é convexa.

Prova. Temos que

flox+(1-a)y) =wy(glox+(1-a)y))
< y(oag(x)+(1-a)g(y))
<ay(g(x)) + (1 —a)y(g(y))
= af(x) + (1 —a)f(y),

onde a primeira desigualdade segue do fato que g é uma funcio convexa e que ¥ é ndo

decrescente, e a segunda decorre da convexidade de y. 0

Observacao 2.19 Se a hipotese da funcdo ¥ ser ndo-decrescente for retirada ndo pode-

mos aﬁrmar 0 mesmao.

2

Exemplo 3 Seja, g,y :R — R, dada por g(x) =x~, Y(x) = —x. A funcdo y é decrescente

e f(x) = y(g(x)) = —x? ndo é convexa.

O teorema a seguir nos mostra que, a composicdo de uma funcdo convexa com

um operador linear € uma fun¢do convexa.

Teorema 2.20 Seja g : R" — R uma funcdo convexa. Consideremos o operador afim
A :R" — R™ definido por A(x) = Ax+ b. Entdo a fun¢do f(x) = g(A(x)) € convexa.

Prova. Sejax; ,x; € R" e a € [0, 1], temos que

( (Otxl—i-(l— )x2))

g(oA(x1) + (1 - )A(x2))
ag(A(x1)) + (1 —a)g(A(x2))

of(x1)+ (1 —a)f(x2)

Sflowr + (1 —a)xa)

| /\
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Portanto f é convexa. Il

Mostremos agora que os conjuntos de nivel de uma fungdo convexa sdo con-

VEXOS.

Proposicao 2.21 (Convexidade de conjuntos de nivel de funcoes convexas)
Suponhamos que o conjunto D C R" seja convexo e a funcdo f : D — R seja

convexa. Entdo o conjunto de nivel
Lyple) = {xe Dif(x) <)

é convexo para todo c € R.

Prova. Tomemos ¢ € R arbitrdrio. Se Ly p(c) = 0, a conclusdo segue (o conjunto vazio é
convexo trivialmente).

Sejam x € Ly p(c) e y € Lyp(c), isto é, x € D, f(x) <ceyeD, f(y) <c.
Pela convexidade de D, ax+ (1 — o)y € D, com o € [0, 1]. Como f é convexa em D por

hipétese, temos que

flox+(1—a)y) <af(x)+(1-a)f(y)
=ac+(1-a)c=c,

o que mostra que (ox+ (1 —a)y) € Ly p(c). O

Observacao 2.22 A convexidade de todos os conjuntos de nivel de uma fungdo ndo é
suficiente para dizer que esta funcdo é convexa. Como exemplo, temos a fungdo f : R — R
dada por f(x) = x°, todos os conjuntos de nivel sdo convexos, porém ela ndo é convexa.
A esse grupo de funcoes damos o nome de fungcoes quase-convexa, as quais ndo serdao

mencionadas novamente neste trabalho, pois ndo faremos uso deste tipo de funcoes.

Lema 2.23 Seja f uma funcdo convexa no R". Para quaisquer xi,...,x, € R" e coefi-

cientes O, ..., 0y, tais que
n
Yoi=1,0>0,i=1,..n, (2-6)
i=1

temos
f (Z aixi> <Y oif(xi).
i=1 i=1

Prova. Mostremos por indugdo sobre n. Se n = 2, por convexidade, temos

flouxy +ouxz) < oyf(xr)+ of(x).
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Assumimos que, para n = k seja verdadeiro. Mostremos que para n = k+ 1 também é.

Vale que
k+1

k
Y oy = ouxg + (1 —ay Z Bixi+1
i=1 i=1

OC
onde B; = ‘*‘ . Claramente,

B;>0,i=1,..,n Como f é convexa, segue que

f(Zk 10%) = f (oux1+ (1 —ou) X Bixis1)
<o f(x) + (1 —ou)f (X Bixiri)
<Yl ouf(x).

Corolario 2.24 Seja f uma funcdo convexa no R" e x uma combinacdo convexa dos

pontos x',....x". Entdo

f(x) < maxi<i<a f(X).

Prova. Por hipdtese x =Y} oxi, com Yo =1, o; > 0. Assim

=f(i_ilocix"> Zoclf ) < f??i‘nf( x).

onde a primeira desigualdade segue do Lema 2.23. 0

Observacio 2.25 O fato de f(x) < maxi<i<nf(x') ndo nos garante que a funcdo f seja

convexa. Em outras palavras, a reciproca do coroldrio anterior ndo é verdadeira.

Exemplo 4 Tome x' € R, i=1,....n, f: R — R dada por f(x) =x°, ¢ g : R — R dada
por g(x) =0 se x <0 e g(x) = 1 quando x > 0. E evidente que f(x) < maxi<i<, f(x}),

g(x) < max <;<,g(x') e que as fungées f e g ndo sdo convexas.

O resultado seguinte nos garante que, se uma funcdo é convexa, entdao ela é

Lipschitz continua em qualquer ponto do interior do dominio da fung¢ao.

Teorema 2.26 Sejam D C R" convexo, f : D — R convexa e xy € intD. Entdo f é

localmente Lipschitz continua em x.
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Prova. Seja By (xp; €) C D. Como f é convexa, f é localmente limitada (ver Lema 3.1.2
Cap.3 de [10]). Assim sup { f(x);x € Ba[xo; €]} <M, onde By [xo; €] é o fecho de B, (xo; €).
Consideremos y € Bs[xg,€], ¥ # xo. Denotemos, o = < ||y — xo||, z = x0 + g (y — Xo).
Notemos que ||z —xo|| = 1|y —xo|| = €. Portanto para y = az+ (1 — a)xg e o € [0, 1]

temos:

fO) Saf(@)+(1—a)f(x) < flxo)+ (M= f(xo))
= f(x0) + "= |y~ o]l
Denotemos u = xo + « (o — ). Entdo ||xo — y|| = € e y = x0 + 0l(xg — u). Assim, pelo

teorema ?? temos

F) = o)+ o(f (o) — £()) = Fxo) — (M — F(x0)) = Floxo) — T OOy .
(2-7)
Denotemos u = xo + < (xo —y). Entdo |[u—xo|| = € e y = x0+ a(xo — 1). Portanto
temos,
10) = aflo) +olflx )f(»>f@w—MM—ﬂm»
= f(xo) — Y=Ly — x|,
Portanto, |f(y) — f(x0)| < M- f x0) ||y —xol]- U

Observacao 2.27 Acabamos de mostrar que toda funcdo f: D — R, onde D C R" com
interior ndo vazio, convexa é continua em todo ponto x € intD, pois ela é localmente

Lipschitz continua em x.

Exemplo 5 Consideremos f : [a,b] — R, definida por f(x) =0, sea<x<be f(a) =

f € convexa, mas f ndo é continua em a, pois lim,_, .+ f(x) = 0 # f(a).

2.1.3 Funcgoes convexas diferenciaveis

Seja f: U — R, onde U € um aberto de R". Tomemos a € U e v € R", dizemos

que f possui derivada no ponto a na dire¢ao do vetor v, se o limite abaixo existe,

i Flattv) — fla)

t—0 t

(2-8)

. . . . / 7z
Caso exista o limite acima, o denotaremos por f (a,v) e também o chamaremos de
derivada direcional de f em a na direcao de v.

Fazendo v = ¢; (0 i-ésimo vetor da base candnica de R") em (2-8), obtemos

i f @ 1e0) = 1)

t—0 t
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Quando este limite existe, o chamamos da i-ésima derivada parcial de f no ponto a e
denotamos por g—f(a). Dizemos que a fun¢do f : U — R, definida no aberto U C R", é
diferencidvel no ponto a € U, quando existem as derivadas parciais aa{ (a),..., %(a), e

paratodo v = (vl, ...,vn) tal que a+v € U, temos que

fla+v)—f(a) = i af(fl)vi+r(v), onde hrﬂoﬁ =0

O vetor f (a) = (%(a), e a%(a)) ¢ chamado de gradiente da fun¢do f no ponto a.

Sendo f diferencidvel no ponto a € U, vale a férmula de Taylor, ou seja,

£0) = £(@) + £ @(y—a)+ rly —a) com lim "=

=0,
y—a |[y —dl|

(ver se¢do 8 de [4]). Logo, toda direcéo d € R" com
/ L f
f @0 - =(f@.d) = ¥ 5@ <0
y
¢ tal que, existe € > 0 satisfazendo que f(a+98d) < f(a) quando 8 € [0,€). Estas dire¢des

sdo chamadas direcdes de descida.

Teorema 2.28 Sejam D C R" um conjunto convexo e aberto e [ : R" — R uma funcdo

diferencidvel em D. Entdo as seguintes propriedades sdo equivalentes:

(1) A funcdo f é convexa em D.
(2) Para todo x,y € D,

(3) Paratodo x,y € D,
(f )=/ )y=x) = 0.

Prova. Mostremos que (1) é equivalente a (2).
Suponhamos que f é convexa. Assim, para x,y € D e a € (0,1] quaisquer,

definindo d = y — x, temos que

flxt+oad) = floy+ (1 —o)x) < af(y) + (1 —0)f(x),

donde o f(y) — f(x)) > f(x+ad) — f(x). Dividindo os dois lados da desigualdade acima

por & > 0, e passando ao limite quando oo — 0+, obtemos

100 = 10) 2 lima LT = (700.0) = (0.9 -x).

o
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Portanto, para todo x,y € D, f(y) > f(x)+ <f/ (x),y —x> e vale (2).
Suponha agora que vale (2). Definimos novamente d = y — x. Usando (2), para

0s pontos x € x 4 0ld; y e x 4 0ld respectivamente, obtemos que
f(x) = fx+od) = o f (x+0d),d),

) = fla+od)+ (1 - ) (' (x+ad),d).

Multiplicando a primeira desigualdade por 1 — o > 0 e a segunda por o > 0, e somando,

obtemos

(1—a)f(x)+of(y) =1-a)f(x+ad)+of(x+od)
=f(x+oad)
= f((1-)x+ay),
0 que mostra que f é uma funcdo convexa.

Com isto, podemos concluir que f € convexa se, e somente se, para todo x,y € D,

FO) > f(x) + <f’(x),y—x>.
Mostremos agora que (2) é equivalente a (3)

Trocando os papéis de x e y no item (2), temos

fx) > fy)+ <f/(y),x—y>~

Somando esta desigualdade com a de (2), obtemos que, para todo x € D e todo y € D,
< £ o) —f %),y —x> > 0, isto é vale (3).

Sejam x,y € D. Pelo Teorema do Valor Médio, ver em [3], existe a € (0, 1) tal
que

FO) = £ = (f (c+aly—x)).y—x). 2:9)

Usando (3) para os pontos x + a(y —x) e x, obtemos

(f (craly=)aly—x) = (1 (@),al—x)) >0,

o que implica,

Combinando esta desigualdade com (2-9), obtemos

FO) =) = (£ ()5 —x).
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Como queriamos.

2.1.4 Funcoes convexas nao diferenciaveis. Subgradiente

Agora estudaremos as propriedades das fungdes convexas ndo diferencidveis.

Func¢des convexas sempre possuem derivadas direcionais, como mostraremos a seguir.

Teorema 2.29 Seja f : R" — R funcdo convexa. Entdo, f possui derivada direcional no

ponto x em cada diregcdo v € R", qualquer que seja x € R". Além disso,
flx+ow) > f(x)+of (x,v) YoeRy.
Prova. Sejam x € R" e v € R" arbitrdrios. Definimos
V:R—-R y(a) = flx+ow).

Pela definicdo de derivada direcional, temos que mostrar a existéncia do limite

i f) = flo)

o—0+ o

(2-10)

Observemos que
flataw) —f(x) _ w(o) —w(0)
o o

Pelo Lema 2.26, temos que f é Lipschitz-continua em torno de x, assim existem L > 0 e

a > 0 tais que
[lw(a) —w(0)]]
o

Seja B > o > 0. Logo, existe um certo ¢ € (0,1] tal que oo =B = (1 —1)0+P. Assim,

< L||v|| Yo € [0,6]. (2-11)

pela convexidade de y (veja Lema 2.13), temos que

(1=1)w(0)+rw(B)—w(0)
o
_ (v(B)—w(0))

B0
0,

v(0)—y(0)

VAN

O que mostra que a fungdo o — o~ ! (y(a) —y(0)) é mondtona ndo decrescente para
o> 0e, por (2-11), ela é limitada. Segue que o limite (2-10) existe (ver Cap.6, Teorema.12
de [3]). Assim,

o (y(e) —y(0) > £ (x,v),
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ou seja,
Flx+ow) > f(x)+af (x,v).

Proposicao 2.30 Seja f: R" — R uma funcdo convexa. Entdo, dadas quaisquer duas

k

sequéncias {x*} e {V*} tais que x* — x, v — d (k — ), tem-se que

lim sup £ (V%) < £ (x,d).

k—o0
Mais ainda, se f é diferencidvel no R", entdo a derivada de f é continua no R".

Prova. Pelo o que foi visto na demostra¢do do Teorema 2.29, para todo € > 0 existe O tal

que 0 < a0 < O implica que

flx+od) — f()

. £ (x,d) +e.

Pelo Teorema 2.26 f € continua. Segue entdo que para todo k suficientemente grande vale
que
Okt k) — £ ()

o < f(x,d)+e.

Por outro lado, na demonstra¢do do Teorema 2.29, vimos que

7k < f(karavokc)_f(xk), Vi

Portanto,
F ) < fxd) +e,

donde concluimos que
lim sup f (V%) < £ (x,d) +e.

k—00
Como € > 0 € arbritario, isto implica o resultado desejado.

k

Suponhamos agora que f é convexa e diferenciavel no R”. Sejam x* — x (k — oo)

e d € R" quaisquer. Pela proposi¢do anterior, temos que

limsup;_,., <f, (xk),d> = limsup, .. f (x*,d)
< f(wd)=(f ).d).
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~liminfy_.. < 7 (xk),d> — limsup,_... < 7, —d>
= limsup, ... f (xX, —d)

/

< f(v—d) == (£ (¥).d).
Portanto,

lim sup <f’(x’<,d> < <f’(x),d> < lim inf <f’(x’<),d>,

—s00 k—o0
1sto é, k
liminfy_.. < 7, d> — limsup,_... < 7 (xk),d> .

/

Logo, limy_,c < f
Isto significa que

(xk),d> = <f/(x),d>, onde x* — x (k — =), e d € R" sdo arbitrarios.

/

lim f (%) = f'(x),

k— o0

. 7’ / pd d
isto é, f € continua. O

Definicao 2.31 Seja f uma funcdo convexa no R". Dizemos que o vetor w é um subgra-

diente de f no ponto x € R" se, para qualquer y € R", temos
V4 V4 quatq y

fO) = f(x)+ wy—x). (2-12)

O conjunto de todos os subgradientes de f em x, o chamamos de subdiferencial de f em

x, e o denotamos por df (x).

Exemplo 6 Consideremos a funcdo f : R — R, com f(x) = |x|. Para todo y € R e
w € [—1,1], temos
f) Zwy=f(0)+w(y—0).

Logo, 9f(0) D [—1,1]. Tome |w| > 1. Vale que | 5| < w5, ou seja, f(%5) < f(0)+w(5 —0).
Logo w € 9f(0). Concluimos entdo que of(0) = [—1,1].

Lema 2.32 Se para todo x € R" o subdiferencial df (x) é ndo vazio, entdo f é uma funcdo

convexa.

Prova. Seja x,y € domf, a. € [0,1]. Como o domf é convexo podemos considerar

Yo, = x+ a(y —x) € domf. Tomemos g € df(yy,), entdo

fO) = fa) + {8y —ya) = f(a) + (1 — ) (g,y —x),
f(x) > f(Va) + (g% —Ya) = f(Ya) — (g, y —x) .

Multiplicando a primeira inequagdo por o e a segunda inequag@o por (1 — ) respectiva-

mente e somando, obtemos o resultado desejado. ]
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Teorema 2.33 Seja f: R" — R uma funcdo convexa. Entdo para todo x € R", o conjunto

df (x) € convexo, compacto e ndo vazio. Além disso, para todo d € R", tem-se

£ (x,d)= max (y,d (2-13)
(x,d) o f(x)< )

Prova. Como mostraremos logo a seguir df(x) # 0, entdo podemos tomar g € df(x)
e y = x+ od. Partindo da definicdo de subgradiente, divindindo ambos os lados da
desigualdade por o, e aplicando o limite com o — 0+, obtemos que f' (x,d) > (g,d),
para qualquer d € R" e g € df(x). Assim,

If(x) ={geR(gd) < f(x,d) VdcR"}

, (2-14)
= Nuern{g €R"(g,d) < f (x,d)}.

[N

Como a intersec@o de semi-espacos fechados é convexo e fechado, obtemos que df(x)

convexo e fechado. Mostremos que df(x) também é limitado. Suponhamos que df(x) é

k

ilimitado e tomemos (g*); C df(x) tal que ||g¥|| — oo (k — o). Para todo k, seja d* = &

[N
Podemos admitir, sem perda de generalidade, que d* — d (k — o). Por (2-14), obtemos

que
(gd) < £ (x.d").
Como ||gF|| = (g*,d*) segue que,

lim sup ||gk|| < lim sup f/(x,dk) < f,(x,d) < oo,

k—o0 k— oo

onde a segunda desigualdade segue da Proposic¢do 2.30 e a terceira do Teorema 2.34. Isto,

contradiz o fato de ||g|| — oo (k — o). Logo df(x) é limitado e portanto compacto.
Sabemos da andlise anterior que, f (x,d) > (g,d) Vg € df(x). Como 9f(x) é

compacto, temos que existe o maximo por Weierstrass, logo f/ (x,d) > max,ey () (g,d).

Suponhamos que (2-13) ndo ocorre, isto €,

£ (xd) > (g.d) Vg € df(x). (2-15)
Definimos
D1 ={(z,c) eR" xR; c > f(2)},
Dy ={(z,c) eR" xR;c = f(x) + af (x,d), z=x+0d, a € R, }.

Notemos que o conjunto D € convexo e que o conjunto D € o epigrafo de f sem a sua

fronteira, portanto D também € convexo pela convexidade de f, veja Proposicao 2.15.



2.1 Analise Convexa 32

Se D1 N D, # 0, terfamos que,
flx+od) < f(x)+of (x,d)

para algum o € R, contradizendo o Teorema 2.29. Logo D1 N D, = 0.
Pelo Teorema da Separag@o (ver Teorema.3.2.6 Cap.3, de [5]), existe um certo
(u,B) € (R" xR) —0 tal que

(u,2) + Pe < (u,x+ad) + B(f(x) + af (x,d)) Vz € R", Va € R, Ve > f(z). (2-16)

Se B fosse 0, teriamos
(u,z) <(u,x+ad) VzeR",

o que s6 pode acontecer quando u = 0. Como (u, 3) # 0, concluimos entéo que 3 # 0.
Suponhamos f > 0. Fazendo z = x e oo = 0 em (2-16), temos que Bc < Bf(x)
para todo os c tais que ¢ > f(x), o que é uma contradi¢cdo. Concluimos entdo que 3 < 0.

Divindindo os dois lados da desigualdade (2-16) por [3, obtemos

c+ <%,z—x> zf(x)+ocf'(x,d)+oc<%

Tomando os limites a0 — 04 e ¢ — f(z)+, temos que

,d> VzeR" Yo e Ry, Ve > f(z). (2-17)

flz) > f(x)— <%,z—x> vz e R",

isto &, —% € df(x), pela defini¢do de subgradiente. Em particular acabamos de mostrar

que df(x) # 0.

Tomando ainda em (2-17) o= 1 e z = x, e passando ao limite ¢ — f(z), obtemos

0> f (x,d) + <%,d>.

Temos entao que

~(5d) = f ), g <ar),
p p
o que contradiz (2-15). Portanto, (2-13) tem que ser verdadeira. ]

Corolario 2.34 Seja f uma funcdo com dominio convexo. A funcdo f é convexa se, e

somenete se, df (x) # 0, Vx € domf.

Prova. No teorema anterior provamos que se f é convexa entdo df(x) # 0, Vx € domf.

Suponhamos agora que df(x) # 0, Vx € domf. Mostremos que f é convexa. Tome
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x,y € domf, o€ (0,1) e z=ox+ (I —a)y. Pela convexidade de domf temos que
z € domf. Seja w € df(z). Vale que f(x) > f(z) + (w,x—2z) e f(y) > f(z) + (w,y—2).
Multiplicando a primeira inequacdo por o, a segunda inequagdo por 1 — o, e somando
obtemos

of(x) + (1 - ) f(y) > f(z) + (w,ox + (1 — )y — 2) = f(2).

Teorema 2.35 Temos que f(X) = mingegn f(x) se, e somente se, 0 € df(X).

Prova. Suponhamos que 0 € df(%). Entdo f(x) > f(X) + (0,x—x) = f(X), para todo
x € R". Por outro lado se f(x) > f(X), Vx € R", segue imediatamente da Defini¢ao 2.31
que 0 € f(%). O

Proposicao 2.36 Uma funcdo convexa f : R" — R ¢ diferencidvel no ponto x € R" se, e

somente se, 0 conjunto Of (x) contém um sé elemento. Neste caso, 9f (x) = {f (x)}.

Prova. Pela diferenciabilidade de f no ponto x, temos que < f (x),d> =f (x,d), (ver

Secdo.5 Cap.3 de [4]). Considerando w € df(x), segue do Teorema 2.37 que, f (x,d) >
(w,d), Vd € R". Logo
(f ().d) = (wd).

Por outro lado se, f/ (x;d) > (w,d), Vd € R", temos que

/

£ (x—d) > (w,—d) = —<f (x),d> > (w,d) = <f’(x),d> < (w,d).

Portanto < f (x),d> = (w,d) para todo w € df(x). Finalmente considerando d = e,
k=1,...,n,n6s obtemos w = f (x).
Suponhamos agora que, df(x) = {w}. Pelo Teorema 2.33, (w,d) = f (x,d), Vd €

R”". Escolhendo como d os elementos da base candnica do R”, vemos que w; = aja:(f),

i=1,...,n. Temos que f (x,d) é uma funcfo linear em d da forma <f,(x),d>, 0 que por

defini¢do, implica a diferenciabilidade de f em x. 0

Proposicao 2.37 Sejam f; : R" — R, comi=1,..., p funcdes convexas. Entdo

2 (iﬁm) - iaﬁx).
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Prova. E suficiente mostrarmos para p = 2. Seja f : R" — R, f(x) = f1(x) + fo(x).
Suponhamos que g' € df;(x), i = 1,2, temos que

fiy) = filx)+(¢',y—x), VyeR".

Somando as duas desigualdades, obtemos

fO) = f0)+(g' +&%y—x),

logo g' + g% € 9f(x). Portanto 9 (x) + 9 f>(x) C 9f (x).

Suponhamos agora que df(x) ndo é subconjunto de df1(x) +df2(x), isto &, existe
g € df(x) tal que g ¢ dfi(x) +9df2(x). Sabemos do Teorema 2.33 que os conjuntos df7(x)
e df>(x) sdo convexos, compactos e ndo vazios. Portanto, d i (x) +df>(x) é convexo, (ver,
Proposi¢do.3.2.3 Cap.3 de [5]). Como g ¢ dfi(x) +df2(x), pelo Teorema da Separagdo
Estrita 2.10, existem a € R” — {0} e ¢ € R tais que

<a,g1 +g2> <c<(ag), Vg €dfi(x), i=1,2.
Portanto, usando o Teorema 2.33, obtemos que

(a,8) > SUpgicap().im12 (g +&a)
= SUPy1cap, () (84 @) +SUPpcap () (85 a)
= maXglcyp (v (8'5@) +MaAXg2chp () (g%.a)
= fi(x,a) + fo(x,a)
:f/(x,a).

Mas, em vista do Teorema 2.39, esta desigualdade contradiz o fato de que g € df(x). O

que conclui nossa demonstragao. 0J

Seja f: X — Y. Dizemos que f € fechada se para todo V C X fechado temos que,
f(V) CY é fechado.

Lema 2.38 Se as fungoes f;, com i =1,...,p, sdo convexas e fechadas, entdo a funcdo
f(x) = maxi<i<p f;(x) € convexa e fechada. Além disso para x € [ domf =N_, [ domf;,
temos

af (x) = conv{dfi(x);i € I(x)},
onde I(x) ={ie{l,....p}; filx) = f(x)}.

Prova. A primeira afirmacdo segue do fato de que o maximo de funcdes convexas é

convexa (veja Proposicdo 2.19). Consideremos x € ﬂf:] [ domf;, mostremos que df(x) =

comv{dfi(x);i € I(x)}.
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Sem perda de generalidade assumimos que /(x) = {1,...,k}, k < p. Entdo para
v e R", temos

f(xv) = lrglagkf, (x,v) = g?gkmaX{<gf,v> ;8 €9fi(x)},

onde a segunda igualdade segue do Teorema 2.33. Notemos que para cada conjunto de

valores ay, ..., a, temos

k
max a; = maX{Zkiai; (7\.1,...,7\,/C € Ak} ,

1<i<k P |
onde Ay = {(A,...,A%); A > 0;1 <i <k, Zle A; = 1}. Portanto,

£ ) =maxp,yea { X5 Armax{(g;,v):g; € 9f;(x)} }
=max { (Y5 igi,v) ;g € fi(x), A € Ay}
=max {(g,v);8 = X5 | Nigi, 8 € 9fi(x), ki € A}
=max{(g,v);g € conv{dfi(x);i € I(x)}}.

O
2.2 Condicoes de otimalidade
SejaD C R" e f: D — R e consideremos o seguinte problema
(P) { min ) (2-18)
s.a xe&D.

Definicao 2.39 Dizemos que um ponto a € D é

e minimizador ou solucdo global do problema (2-18), se
fla) < f(x) Vx € D;
e minimizador local do problema (2-18), se existe uma vizinhanca U de a tal que
fla) < f(x) Vxe DNU.

Observacio 2.40 Se v € [—co, 40| € tal que Vv = infyep f(x), dizemos que v é valor dtimo

do problema acima.
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A seguir, citaremos a condicdo que deve ser satisfeita quando um ponto X € D dado é
minimizador (local) do problema (2-18). Uma condicdo desse tipo recebe o nome de

condi¢ao necessdria de otimalidade.

Teorema 2.41 Suponhamos que f :R" — R, é diferencidvel no ponto x € D C R". Se x é

um minimizador local do problema (2-18), entdo

<f’(x),y—x>zo, VyeD (2-19)

Prova. Sejad =y —x € R" um ponto arbitrdrio, porém fixo. Pela defini¢do de minimizador

local, existe € > 0 tal que
f(X) < f(x+1d), vt €]0,¢].
Pela diferenciabilidade de f em X, temos que

f(&+1d) = f(3)+1 (£ (®).d) +o(r),

onde @ — 0 quando t — 0. Logo,

Ogt<f’(x),d>+o(z).

Dividindo por ¢ > 0 e tomando o limite quando t — 04-, obtemos

0< <f’(x),d>.

Observacio 2.42 Se D é aberto e x é um minimizador local, entdo f (x) = 0. Se
f/ (x) = 0, entdo x é dito estaciondrio (ou critico) para o problema (2-18). Portanto, se
f € diferencidvel e D é aberto, as solugoes locais do problema (2-18) devem ser pontos

estaciondrios.

A seguir, enunciaremos um resultado que nos garante que, quando a funcdo € convexa,

todo minimizador local € global.

Teorema 2.43 (Teorema de Minimazacdo Convexa)
Seja D C R" um conjunto convexo e f : D — R uma fungcdo convexa em D.
Entdo todo minimizador local do problema (2-18) é global. Além disso o conjunto de

minimizadores é convexo. Se f é estritamente convexa, entdo este minimizador é unico.
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Prova. Suponhamos que x € R seja minimizador local e ndo global. Entdo existe y € D tal
que f(y) < f(x). Definimos x(a) = oty + (1 — o)x. Pela convexidade de D, x(a) € D para
todo a € [0, 1]. Agora, pela convexidade de f, para todo o (0, 1], tem -se

f(o) <af(y)+(1-o)f(x) = f(x) +a(f(y) = f(x) < fx)

Tomando o > 0 suficientemente pequeno, podemos garantir que o ponto x(a.) é arbitrari-
amente proximo ao ponto x, e ainda tem-se que f(x(a)) < f(x) e x(a) € D. Isto contradiz
o fato de que x € minimizador local de (2-18). Portanto, qualquer solucio local deve ser

global. As outras duas afirmacdes sdo imediatas. 0J

Observacao 2.44 Com a hipdtese de convexidade da funcdo f, a condi¢do necessdria
citada no Teorema 2.41 passa a ser suficiente, isto é, um ponto X € D é minimizador de

uma fungdo f : C — R, diferencidvel e convexa em C D D se, e somente se,

<f’ (x),x—)?> >0 VxeD. (2-20)

De fato, se x é minimizador de f em D, segue do teorema que < f/ (x),x— )Z> >0 VxeD.
Suponhamos agora que vale (2-20). Como f é diferencidvel em X € D por

hipotese, temos, pelo Teorema 2.28, que para qualquer x € D,

@) = f@+ (0.6 —%) > f(5),

isto é, X é minimizador global.



CAPITULO 3

Otimizacao Vetorial

Na otimizacao vetorial a funcdo objetivo é do tipo f : R” — R™. Diante da
impossibilidade de definir uma relacdo de ordem total em R™, o primeiro passo é

esclarecer o que entendemos por solucdo 6tima de um problema de otimizagdo vetorial.

3.1 Relacao de ordem parcial
Iniciamos definindo cone.

Definicao 3.1 Dizemos que um subconjunto K C R™ é um cone quando td € K para cada
d € K e para cadat € R,. Quando o cone K ndo contém retas, dizemos que ele é pontudo.
O cone dual de K é definido por

K*={yeR" (y,d) >0Vd € K}

Observacao 3.2 (a) Se K é um cone convexo e x,y € K, entdo x+y € K. Porque

x+y=2(3x+1y)

(b) Se K| C K, entdo K5 C K{. De fato, se x € K3, entdo (x,d) >0, Vd € K, logo
(x,d) >0, Vd € Ky, pois K1 C K3, o que implica que x € K;. Portanto K C Kj.

(c) O conjunto K* é sempre convexo e fechado. De fato, sejam x,y € K*, isto ¢é,
(x,d)>0,Vd €K, e (yd) >0, VdeK, eac|0,1]. Para qualquer d € K, temos
que

(ox+ (1 —a)y,d) = a(x,d) + (1 —a)(y,d) >0,

isto é, ax+ (1 — )y € K*. Portanto, K* é convexo.
Seja (yk) ¥ C K*, com limy_... Y* = y. Fixando d € K arbitrdrio e, passando ao limite
quando k — o na rela¢do <yk,d> > 0, obtemos (y,d) > 0. Portanto, como d € K
era arbitrdrio, y € K*. O que mostra que K* ¢ fechado.

(d) Seja ® # K C R" um cone qualquer. Tem-se (K*)* = clconvK, o fecho da cdpsula
convexa de K. Em particular, se K é convexo e fechado, entdo K = (K*)*. De fato,

seja d € K, segue da definicdo de K* que, (y,d) > 0 para todo y € K*. Usando
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(e)

novamente a definicdo de cone dual, isto significa que d € (K*)*. Temos entdo que
K C (K*)*".

Como acabamos de mostrar, o cone dual é convexo e fechado, logo convK C (K*)*,
o que implica que, clconvK C cl(K*)* = (K*)*, ou seja, clconvK C (K*)*.

Para verificar que (K*)* C clconvK, provamos que se x ¢ clconvK, entdo x ¢ (K*)*.
Assumimos que x ¢ clconvK. Como clconvK é um conjunto convexo fechado e {x}
é convexo e compacto, segue do Teorema da Separagdo Estrita (Teorema 2.10) que
existem a € R" — {0} e ¢ € R tais que

(a,x) < c<{(a,d) Vd € clconvK. (3-1)

Suponhamos que exista 'y € K tal que (a,y) < 0. Como, ty € K C clconvK para todo
t € Ry, obtemos (a,ty) =t {a,y) < c para t suficientemente grande, o que contradiz
(3-1). Concluimos que (a,y) > 0 para todo y € K, isto é, a € K*.

Tomando d = 0 € clconvK em (3-1), obtemos que ¢ < 0. Usando novamente (3-
1), concluimos que (a,x) < 0, onde a € K*, isto significa que x ¢ (K*)*. Logo
(K*)* C clconvK. Portanto (K*)* = clconvK.

Exemplo de cone pontudo é R} = {(x1,...,xp) € R™;x; > 0,i=1,..,m}. E facil
verificar que (R7)* =R

Definicao 3.3 Dados K C R™ um cone convexo fechado pontudo, e x,y € R™, dizemos

que:

(a)
(b)

x <k y se, e somente se, y—x € K;

x <Ky se, e somente se,y —X € fK

As relagcoes x >k y e x >k y se definem equivalentemente a’y <g x e y <k X, respectiva-

mente.

Observemos que valem:

@
(ii)
(1i1)
(iv)

x <gyey<kzimplicax <g z,

x <gyey <k ximplica que x =y, se K for pontudo,

x<kgx

A relacdo de ordem <, definida em (3.3), ndo é completa, ou seja, existem vetores

nao comparaveis.

Exemplo 7 Tomemos K = R%, u = (2,2), v=(1,1) e w = (2,0), vale que, u >g v,

u>gw, evew ndo sdo comparadveis, ou seja, ndo vale v <g w nemw <g v.
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Observemos que, u <g= vequivale au; <v;parai=1,...,m.
A partir de agora, K C R™ é um cone convexo fechado pontundo e com interior

nao vazio.

3.2 K-convexidade

Definicao 3.4 Seja D C R" convexo. Dizemos que uma fungdo f: D — R™ é K-convexa
se para todo x,y € D e o. € [0, 1], vale

flox+ (1—a)y) <g of(x)+ (1 —a)f(y).

Se para todo x #y e a € (0,1) a desigualdade acima for estrita dizemos que f é

estritamente K-convexa.

Lema 3.5 Dado D C R" convexo e f: D — R™. A funcdo f é K-convexa se, e somente

se, a fungdo (w, f) : D — R é convexa para todo w € K*.

Prova. Suponhamos que f é K-convexa. Dados x,y € D, o € [0, 1], vale
flox+ (1 —a)y) <g af (x) + (1 — o) f(y).
Logo, ouf (x) + (1 — &) f(y) — flox + (1 — a)y) € K. Tomemos w € K*, entio
(w,0f(x) + (1 =) f(y) — f(ox + (1 —a)y)) >0,
ou seja, (w, 0tf (x) + (1 —a) f(y)) = (w, f(ox+ (1 —)y)) e assim
0w, f(x)) + (1= ) (w, f()) = (w, f o + (1 = )y)),

ou seja (w, f) é convexa.

Tomemos w € K* e assumamos que a fungéo (w, f) é convexa em D. Vale que

(w, flox+ (1 —a)y)) < (w,of (x) + (1 - ) f(y)) ,
ou seja
(w,of(x) + (1 =) f(y) = flox+ (1 —a)y)) >0, ¥w € K"

Aplicando a defini¢do do cone dual, temos que ouf (x) + (1 — ) f(y) — f(ox+ (1 —a)y) €
(K*)*. Segue da observagido (3.2) item (d) que o.f (x) + (1 —a) f(y) — f(ox+ (1 —a)y) €
K. Portanto f(ox+ (1 —a)y) <g of(x)+ (1 —a)f(y), ou seja f é K-convexa. O

Claramente, vale um resultado andlogo para K-convexidade estrita.
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3.3 O problema de otimizacao vetorial

Definicao 3.6 Sejam f: R" — R™, K C R" e D C R" dados. Dizemos que um ponto
7 € D é Pareto d6timo global de f, se ndo existe outro ponto'y € D tal que f(y) <k f(z) e
f(y) # f(2). Um ponto z € R" é chamado Pareto 6timo local, se numa vizinhanca U C R"
de z ndo existe nenhum pontoy € UND tal que f(y) <k f(z) e f(y) # f(z). Ainda dizemos
que 7 € D é Pareto fraco global, se ndo existe outro ponto 'y € D tal que f(y) <k f(2),
e um ponto z € R" é chamado Pareto fraco local, se numa vizinhanca U C R" de z ndo

existe nenhum ponto'y € UND tal que f(y) <k f(z).

Dados D C R" e f: R" — R. Denotaremos o problema de achar ponto Pareto

6timo de f restrito a D por:

(POV){ ming  f(x)

s.a x€D

E claro, da defini¢do, que se z é Pareto 6timo (global ou local), z é Pareto fraco

(global ou local, respectivamente).

Exemplo 8 Consideremos K = R%

(1) Seja f: R*> — R? definida por f(x) =x e D = {(x1,x2);x2 > -, x; > 0}.

= x°
Os pontos Pareto otimos do problema

(P) { minRi X

s.a xeD

sdo da forma (xl,xil>, x1 > 0.
(2) Sejam a,b € R" e f: R* — R? dada por f(x) = (||x — al|?,||x — b||?). O segmento
de reta que une a com b é o conjunto de pontos Pareto 6timos.
(3) Sejama,bc R e f:R?> — R? dada por f(x) = (|x; —al,|x; —b
O conjunto Pareto 6timo de f é S = {(x1,x2);a < x1 < b}.

), onde x = (x1,x2).

A partir de agora K = R"?, e a fun¢do f € continuamente diferencidvel, isto &, as

fungdes f; sao continuamente diferencidveis.

Teorema 3.7 Seja f uma funcgdo continuamente diferencidvel e z Pareto otimo para f.
Entdo
Im(Jf(z)) N (-RY,) =0 (3-2)

onde, Jf(z) é a matriz Jacobiana de f no ponto z e Im(Jf(z)) = {Jf(z)v:v e R"}.
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Prova. Suponhamos que d € Im(Jf(z)) N (—R%,) entdo, existe v € R" tal que
d=(Vfi(z),v) <0,1=1,...,m. Logo, d é direcdo de descida para todas as fun¢des
coordenada de f, e portanto existe A > 0 tal que f(z+2Ad) <gn f(2). O

A condig@o (3-2) € necessaria, mas ndo € suficiente para otimalidade. Assim, um
ponto x € R" satisfazendo (3-2) é chamado Pareto critico.

Notemos que a condi¢do (3-2) € uma generalizagcdo da definicdo de ponto critico.
De fato, seja x um ponto Pareto critico de f : R* — R™. Se m = 1, entdo Jf(x) = Vf(x)
e K = [0, +o0). Considerando x Pareto critico com rela¢do a ordem induzida por K temos,
Im(Jf(x))Nint(K) = 0. Logo, para todo v € R”,

(Vf(x),v) ¢ (—int(K)) = (—e=,0),

assim temos que (Vf(x),v)

,v) > 0, para todo v € R". Tomando v = —V f(x) obtemos
IVF(x)]|* <0, logo Vf(x) =0.

3.4 As funcgoes auxiliares

Seja dado um ponto x € R”. Definimos:

o(x,v) =max{(Jf(x)v)ii=1,....m} = max{(Vfi(x),v);i=1,...,m}.

Como ¢(x,v) é o maximo de funcdes lineares, ela é convexa (Proposi¢do 2.17). Ela é
positivamente homogénea, pois, @(x,Av) = A@(x,v), VA € R, e vale que @(x,0) = 0.

Consideremos agora o problema

(3-3)

min  @(x,v) + 3| |v|[?
s.a v e R"

Observemos que a funcdo objetivo do problema (3-3) € fortemente convexa, pois
¢ a soma de uma fun¢io convexa com uma fun¢do fortemente convexa, o que nds garante,
pelo Teorema 2.43, que o problema (3-3), possui uma tdnica solugdo. Definamos v(x) a

solucdo do problema (3-3), isto é

1
o) :argmin{<p<x,v>+§uvu2;veRn}

e 0(x) o valor 6timo do problema (3-3), isto é

0(x) :min{(p(x,v)+%||v\|2; vE R”}.
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Observacdo 3.8 Param =1, v(x) € a direcdo de Cauchy, isto é, v(x) = —V f(x). De fato,
seja f: R" — R™ uma funcdo diferencidvel e seja x um ponto K-critico de f. Se m =1,
Jf(x) = Vf(x). Como x é ponto K-critico,

Im(Jf()) N (~RY,) =0

logo para todo v € R"
<Vf('x)?v> ¢ _RT»+ - (_0070)7

pois K =R Assim temos que
(Vf(x),v) =0,

para todo v € R". Tomando v = —V f(x) obtemos

V@)l <o,

logo Vf(x)=0.

O resultado a seguir nos fornece uma condicdo necessdria e suficiente, para que

um vetor v € R” seja solugdo de (3-3).

Lema 3.9 Um vetor v € R" ¢ solucdo do problema em (3-3) se, e somente se, existe

o; >0,i€l(x,v), tal que

v=— Y oVfi(x), Y =1,

i€l(x,v) i€l(x,v)
onde I(x,v) :={i € I, (Vfi(x),v) = max;e; (Vfi(x),v)}, com [ = {1,...,m}.

Prova. Como a funcdo objetivo em (3-3) € convexa, segue do Teorema 2.35, que v é

solucdo do problema em (3-3) se, e somente se,

1
0¢3 ((ox.)+ 51117 )
ou equivalentemente, pela Proposicao 2.37,

—v€d(9(x,.)) (V).

Portanto a afirmacao segue do Lema 2.38. 0
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Para A € R™*" definimos:

que é uma norma em R”*",

Lema 3.10 Para as fungées v e 0 valem as seguintes afirmagoes:
1. Se x é Pareto critico, entdo v(x) =0 e 8(x) = 0.
2
2. Se x ndo é Pareto critico, entdo 0(x) < 0, ¢(x,v(x)) < — ”V(;)H <0.
3. |v(x)|]2 L 2||Jf(x)||e2, para qualquer x € R”.

4. As fungées v(x) e 0(x) sdo continuas.
Prova.

1. Suponhamos por absurdo que v(x) # 0. Como v(x) é solucdo de (3-3), temos
1 2 1 2 n
P(x,v(0) + S [)|I” < @(x,v) + S[I[7, vv € R (3-4)

Em particular para v = 0. Assim ¢(x,v(x)) + 5|[v(x)||> < ¢(x,0) = 0. Logo,
¢(x,v(x)) < 0, pois v(x) # 0, e portanto Im(Jf(x)) N (=R7, ) # 0, isto &, x ndo
€ Pareto critico.

Suponhamos agora que 6(x) # 0, pelas defini¢des de v e de 6 temos:
1 2 1 2 n
0(x) = @(x,v(x)) + S [[V)II” < @lx,v) + SV, v € R,

em particular para v = 0. Logo, 8(x) <0, Vx € R". Assim 0(x) # 0, implica que
8(x) <0, ou seja, que @(x,v(x)) < 0. Mas isto nos diz que Im(J f(x)) N (=R ) #0.
Logo, x ndo é Pareto critico. Contradi¢ao, pois por hipétese x é Pareto critico. O item
i esta provado.

2. Suponhamos agora que x ndo € Pareto critico, entdo existe w € R" tal que

Jf(x)w e Im(J f(x)) N (=RT,).

Observemos que Jf(x)(tw) € Im(Jf(x)) N (—=R%,), Vt > 0. Como O(x) <
@(x,tw) + 3|[tw||* e a fungdo @(x,.) é positivamente homogénea de grau 1, temos

que:

1 12 t
0(x) < @(x,tw) + §||IW||2 =1Q(x,w) + §||W||2 =t (@(X,W) + §||V||2) , > 0.

Assim:

0(x) <1 <(p(x,w) + %Hsz) <0,1€ (o, —2“’(’””)) .

[Iwll?
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[v@)l1?
Logo, 6(x) < 0 e portanto @(x,v(x)) < —% <0.
3. Se x € Pareto critico ndo hd o que fazer, pois v(x) = 0. Suponhamos que x ndo é

Pareto critico. Pelo item anterior, vale que 8(x) < 0, e consequentemente

00x,v(x)) + 5 V0)IF = 8(x) <0,
Assim,

I < 2(=0(x,v(x)) = 2(—max {(JF (@) i =1,...,m})
=2min{(—Jf(x)v(x))isi=1,...,m}
<2max{|Jf(x)v(x)|si=1,...,m}
= 2[[Jf ()v(x)] |-

Como v(x) # 0, pelo item anterior, obtemos

77 ) (o)

[v(x)l]2 <2
[v(x)|]2
Portanto WG]
X)V||oo
v(x)|lr < 2max ————— = 2||Jf(x)||e0.2.
v ()] v20 ||| [ £ ()] o,

4. Sejax € R" e (x); C R” uma sequéncia tal que limy_., x*

0(xk) e v(xk), temos

= x. Pela definicdo de

(") = o(x*, v(x)) + %HV(xk)II2 < () + 5 ()

Assim,

1
lim sup 8(x*) < lim sup |@(x*,v(x)) + §||v(x)||2 :
k—o0 k—o0

Como a fun¢do @ € continua, temos que:

lim sup 6(<4) < @(x, v(x)) + 5] (x| = ().

k—so0

Portanto:
lim sup 0(x*) < 0(x). (3-5)

k—c0

Por outro lado,

B(x) = o(x,v(x)) + %HV(X)H2 < Qe v(2)) + S|V, (3-6)
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pois v(x) € solucdo de (3-3). Assim,

liminfy . @(x,v(x)) + 3| [v(¥)[* < liminfy_e @(x,v(xk)) + 5| [p(x*)||?
= liminfi_e. (8(x*) — @(x*, v(x")) + @(x,v(x"))
= liminfy_..(@(x,v(x*)) — (p( v(x%)) +liminfy ... 0(x)
= liminfy . max;[(J £ (x) — J £ (x))v(xb)]; + liminfy ., 8(xF)
= liminfy_., 0(x*).

onde a dltima igualdade segue do fato de que @(x,v(x*)) — @(x*,v(x*)) é continua,

pois € a diferenca de fun¢des continuas. Portanto, combinando a dltima desigual-
dade com (3-6), obtemos
lim inf O(x) > 6(x), (3-7)

k—o0

0 que, junto com (3-5), nos da

lim sup 8(x*) < 8(x) < limkinf 0(x").
k—so0 —00
Logo, lim;_,..8(x*) = 8(x), isto &, a funcio O é continua.
Mostremos agora que a fungdo v € continua.

Seja (x¥); € R" uma sequéncia que converge a X. Definimos v :=

v(x%). Segue
do item iii, que a sequéncia (V¥); é limitada. Seja ¥ um ponto de acumulacio de
(vk)k. Da definicdo da funcdo v e do Lema 3.9, concluimos que existem (x{-‘ >0,

i € I(x* V%), tais que

V=— Y oV, ak=1, k=0,1,... (3-8)

i€l (xk vk) i€l (xk k)

onde I(x* VK := {i € I; {(Vf;(x*),V*) = maxje; (V£;(x*), %)}, com I = {1,...,m}.
Usando as constantes acima e os fndices associados, definimos a sequéncia (o),
como

of = (o, ...,0k), ok =0, iel—1(*V), k=0,1,.... (3-9)

Seja [|.|[1 a norma da soma, isto € [|x[|1 = X [xi|. Visto que ¥;cjo b of =1,
temos ||a||; = 1 para todo k, o que implica que a sequéncia (o) é limitada. Seja
& um ponto de acumulacio da sequéncia (o), e (V) (oks); subsequéncias de
(V) e (ok)y, tais que

lim Vo =%, lim of =a. (3-10)

§—>—00 §—>—+o00

Como o conjunto de ndices / é finito e I(x*s,1%) C I para todo s, assumimos, sem
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perda de generalidade, que
IRy =16k ey = =T
Assim, concluimos de (3-8) e da dltima igualdade que

=Y o vEAeR), Yo =1, s=0,1,...

icl icl
Fazendo s tender a 4o nas igualdades acima, obtemos
==Y a;Vfi(x), Y a;=1. (3-11)
iel icl

Por outro lado, T = I(x*,v&) = {i € I; {V f;(x*),v%) = max;e; (V fi(xFs), V%) }.
Logo, por continuidade, I C I(x,7v). Portanto, pelo Lema 3.9, (3-11) implica que
7 € minimizador de min (%, v) + 3| [v||>. A unicidade de solugdo do problema (3-3)

implica que v = v(X), pela defini¢do da fun¢do v. Logo, v é continua.

OJ
Podemos reformular o problema (3-3) da seguinte forma:
. 11,2
(X/ =
min + 5[] (3-12)
sa (Jf(xw)i<o,i=1,...m

que € um problema quadratico, com fun¢do objetivo fortemente convexa. Logo, tem uma
unica solucdo que € relativamente facil de calcular (com certeza muito mais facil de
calcular que a solucdo do problema (3.3)). As solu¢gdes aproximadas serdao ainda mais
faceis de calcular.

Em vez da solucdo exata do problema (3-3), € interessante considerar solugdes

inexatas, isto € solugdes aproximadas.

Definicao 3.11 Dizemos que v € R" é uma solucdo aproximada de (3-3) para x com

tolerancia 6 € (0,1] se:

1
(p(x,v)—|—§||v||2 < 66(x). (3-13)
Notemos que para ¢ = 1, somente a solucao exata satisfaz (3-13).

Lema 3.12 Suponhamos que x ndo é Pareto critico e que v é uma solucdo aproximada
de (3-3) com tolerdncia 6 € (0,1]. Entdov #0 e

[Vll2 < 2[[Jf ()] [e,2-
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Prova. Pelo item (ii) do Lema 3.10, 6(x) < 0 e como ¢ € (0, 1], temos que 66(x) < 0.

Como v é uma solugio aproximada de (3-3) com tolerancia ¢ € (0, 1], vale
1 2
P(x,v) + S|Pz < 08(x) <0.

Assim,

V|3 <2(—0(x,v)) =2(—max{(Jf(x)v);:i=1,...,m})
=2min{(=Jf(x)v);:i=1,...,m}
<2max{|Jf(x)v|;:i=1,...,m}
=2|[Jf (x)v]]eo-

Observemos que @(x,0) + 1[|0||> = 0 > 66(x), logo v # 0, portanto

ol < 2Ll
[IV]l2
Consequentemente vale que
S ()wl]eo
Il < 2max S = 2)7£ ()

O

2
Destaquemos que se x ndo é Pareto 6timo e v € R” satisfaz @(x,v) + % <0,

entdo existe um ¢ € (0, 1] tal que v é solugdo aproximada de (3-3) com esta tolerancia G.

Observacdo 3.13 Seja X ndo Pareto Jtimo. Temos, por Lema 3.121i, que 6(X) < O.
Tomemos & € (0,1] e v uma solugdo aproximada de (3-3) para X com tolerdncia 6. Temos
que max{(Vf;(¥),v) :i=1,...,m} = @(x,v) < —3||[v||* < 0. Logo o vetor v é uma dire¢do

de descida em X para todas as fungoes fi(x).

3.5 Computando o passo

Suponhamos agora que v € R” é tal que J f(x)v < 0, isto é, v é uma direcdo de
descida para f em x. Nosso objetivo € calcular y = x+tv, ¢ > 0, tal que f(y) <g= f(x).
Para computarmos o tamanho do passo ¢ > 0, usaremos uma regra tipo Armijo. Seja

B € (0,1], uma constante. A condi¢do para adimitir 7 é:

flx+1v) <gm f(x) + Pt f(x)v (3-14)

Comecamos com ¢ = 1 e enquanto a condicdo (3-14) ndo € satisfeita, fazemos

t:= % Esse procedimento € finito, porque pela continuidade da f, (3-14) vale estritamente
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para valores pequenos de 7 (num intervalo ndo degenerado do tipo (0,€]), como serd

provado no seguinte lema.

Lema 3.14 Se Jf(x)v <gn 0 e B € (0,1), entdo existe € > 0 pequeno (que depende

continuamente de x, v e ) tal que:

flx+1v) <m f(x) +Prtf(x)v
para algum t € (0,€].
Prova. Asumindo que f € uma func¢do diferencidvel, temos que

fx+h) = f(x) +Jf(x)h+R(h),

com limy_.q "Ti}lﬁ” =0,i=1,2,....m, onde R(h) = (Ry(h),...,R(h)) € R™.

Observemos que @(x,v) < 0e v # 0. Desde que B < 1, existe um € > 0 tal que

[Ri(tv)| _ (1= B)lo(x,v)]

[[1v]] [Vl

O0<t<e= ,Jd=1,2,....m
Portanto, para 0 < t < € obtemos:
IRi(tv)| <t(1—=B)|o(x,v)],i=1,2,....,m.
Como |@(x,v)| = —@(x,v) = minj—1 __n —(Jf(x)v);, vale, que
R(tv) <gm —t(1—B)J f(x)v.
Portanto,
Jx+1v) = f(x) T f()v+R(tv) <gm f(x) +2J f(x)v—1(1=B)J f(x)v = f(x) +1BJ f(x)v

para0 <t <e. O

3.6 Como calcular uma direcao de descida.

Nesta secdo, discutiremos outras possibilidades para o célculo de uma direcao
de descida em x.
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Em vez de consideramos a solugio do problema (3-3), podemos tomar ¥(x) como

a solugdo de:

min  Q(x,v) (3-15)
sa |]le <1
O problema (3-15) pode ser reformulado como
min B
s.a (Jf(xv);<B,i=1,...m (3-16)
[Vl <1,

que € um problema linear porque

{veR"

Ve <1}={veR"—-1<v;<1,i=1,...,n}.

Observacdo 3.15 1. Sejam v(x) € {v € R";||v||e < 1}, @(x,¥(x)) 0 valor étimo de (3-
15) e B(x) o valor étimo de (3-16). Observe que (Jf(x)¥(x)); < P(x), i=1,...,m.
Logo ¢(x,7(x)) < B(x). Suponha que B(x) > @(x,V(x)). Existe entdo & > 0 tal que

(VF(x),5(x)) <B() =8, i=1,...m.

Contradigdo, pois B(x) é valor dtimo de (3-16) por hipdtese. Portanto B(x) =
¢(x,7(x)). O que mostra que os problemas (3-15) e (3-16) sdo equivalentes.
2. Como {v;||v||« < 1} € compacto, o problema (3-15) possui solugdo pois, §(x,v) é

continua em v.

3. Como 0 é elemento do conjunto {v;||v|| < 1}, 0 valor étimo do problema (3-15) é
menor ou igual que zero (¢(x,0) = 0).

4. Se o valor 6timo de (3-15) é negativo, entdo qualquer vetor v aonde este valor seja
alcangado, é diregdo de descida.

5. A escolha da restrig¢do ||v|| < 1 pode ser substituida por uma restri¢do mais geral:
v € D, com D C R" um conjunto compacto fechado, com 0 € [ (D).

6. Notemos que ndo precisamos especificar a escolha de %||||2 como a fungdo que é
adicionada a ¢ definida no problema 3-3, pois qualquer funcdo estritamente con-
vexa fechada e propria g : R" — R com g(0) =0, g(v) >0 (v#0) e g(v) =o(||v]|)
(v— 0) pode ser usada para que o problema de minimizagcdo min,cgn@(x,v)+g(v),

tenha solucdo tnica.

Lema 3.16 Sejam V(x) e B(x) o conjunto solugdo e o valor étimo do problema 3-15,

respectivamente.
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1)
2)

3)

Se x é Pareto critico, entdo 0 € V(x) e B(x) = 0.

Se x ndo é Pareto critico, entdo B(x) < 0 e para qualquer v € V (x) temos:

(JF(x))i <o(x,v)<0,i=1,...,n

k

Se x* converge para x, v € V (x*) e vk converge para v, entdo v € V (x).

4) A aplicagdo x — B(x) € continua.

Prova.

1)

2)

3)

4)

Suponhamos por absurdo que O ¢ V(x). Seja vi € V(x), entdo @(x,v;) <
¢o(x,v),Yv € R", com ||v||. < 1. Em particular para v = 0. Assim @(x,v;) < 0.
Como 0 ¢ V(x), temos que v; # 0, logo @(x,v;) < 0 e portanto v; € (ImJf(x)N
(—R4)™), isto é, x ndo é pareto critico. Contradic¢do, logo 0 € V(x).

Como acabamos de mostrar que 0 € V (x), logo B(x) = ¢(x,0) = 0.

Por hipdtese B(x) € valor 6timo do problema (3-15), logo B(x) < @(x,v) Vv,
com ||v|| < 1, em particular para B(x) < @(x,0) = 0. Como x ndo é Pareto
6timo, entdo ImJf(x) N (—=R7T,) # 0. Seja w € ImJf(x) N (=R, ), temos que
tweImJf(x)N(—RT,), Vt>0.Logo

B(x) < @(x,tw), V€0

7m]

Como ¢ € positivamente homogénea, segue que,

B(x) <to(x,w) <0, Vre (0, ].

1
[[wl]
Por hipétese v¥) e V(x¥), entdo, @(x*,vF) < @(x*,w), Yw € R”, com ||w]|- < 1.
Assim, aplicando o limite de ambos os lados da desigualdade e usando o fato que a

funcdo ¢ é continua, temos que:

o(lim x*, lim V&) < @(limg_ox, w).

k—soc0 k—o0

Como x* converge para x e V¥ converge para 7, segue que,

(p(klim xk,]}im V) = 0(x,v) < 0(x,w) Yw € R", com ||w||. < 1.
O que implica que, v € V(x).
Seja x € R" e {x*} € R”, uma sequéncia em R”", tal que lim;_..x* — x. Como
B(xk) é valor 6timo do problema (2.12), B(x*) = @(x*,v(x*)) < @(x*,v(x)), assim
aplicando o limsup de ambos os lados da desigualdade e usando o fato de que a
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funcdo ¢ € continua fixando a segunda varidvel, temos que:

lim sup B(x*) < limsup@(x*,v(x)) = @(x,v(x)) = B(x).

k—o0

Portanto

lim sup B(x*) < B(x). (3-17)

k—o0

Seja v(x) € V(x) entdo, o(x*,v(x)) < 9(*,v(x")) = B(x") = @(x*,v(x)) < B(x").
Aplicando liminf de ambos os lados da desigualdade e usando o fato que a funcao

¢ ¢ continua quando fixamos a segunda varidvel, temos que:
B(x) < liminfB(xF). (3-18)
De (3-17) e (3-18) segue que:
limsup B(x*) < B(x) < liminfB(x*).

Portanto lim B(x*) = B(x), ou seja B é uma funcio continua.

3.7 O caso geral

Este capitulo foi baseado nas idéias de FLIEGE e SVAITER desenvolvidas em
[1], onde o problema é encontrar um ponto Pareto 6timo de uma fung¢do vetorial com a
relacdo de ordem induzida pelo cone R'?, e sem restricdes. O chamamos problema de
otimizacao multicritério ou multiobjetivo irrestrito. Podemos também considerar o prob-
lema de achar 6timos Pareto de uma fung¢do restrita a um conjunto convexo e fechado
C, conhecido como problema multiobjetivo com restri¢des. Neste caso, as funcdes auxil-

iares, sdo definidas segundo:

1
0(x) = min{(x*,v) + §||v||2;v €C—x,

1
v(xb) = argmin{@(x*,v) + EHVHZ;V eC—x.

Um problema ainda mais geral ¢ dado quando a relacdo de ordem é definida
por um cone convexo, fechado, pontudo e com interior ndo vazio K, que ndo o R”. O

chamamos de problema de otimizacdo vetorial, o qual € objeto de estudos em vérios
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artigos como [6] e [11]. Para este problema é necessario definirmos a fungéo @, segundo:

©(x,v) = max{y'J f(x)v;y € G},

onde G é um conjunto compacto de geradores normalizados do cone dual. No Lema 3.10,
mostramos que as fungdes auxiliares v € 0 sdo continuas, e que, x é Pareto critico se, e
somente se, 0(x) = 0. Estas afirmacdes continuam sendo verdadeiras neste caso.

Se verifica também que se @(x,v) < 0, entdo v é uma dire¢do de descida em x

para f, ou seja, existe d € (0, 1), tal que

x+oveCe f(x+av) < f(x), e (0,9].



CAPiTULO 4

Algoritmo

Neste capitulo discutimos um método de descida para achar um ponto Pareto
critico de uma fungdo vetorial em R”, proposto por FLIEGE e SVAITER em [1].
Mostraremos que todo ponto de acumulacido da sequéncia produzida pelo algoritmo é

ponto Pareto critico.

4.1 Método de descida com busca Armijo

O algoritmo precisa de duas constantes, dadas: B € (0,1] e 6 € (0,1]:

Algoritmo 1 1. Inicializacdo: Tome x° € R".

2. Passo iterativo: Para x*:

(a) Calculemos 8(x*). Se 8(x*) = 0, entdo PARE.

k k

(b) Caso contrdrio, calculemos v*, uma soluc¢do aproximada de (3-3) para x = x
com tolerdncia ©.

(¢) Calculemos o tamanho do passo t; € (0, 1] como o mdximo de:

Ty := {t = %:j e N, f(x*+vb) <gm f() +Blff(xk)"k}-

(d) Facamos xX**1 = xk 410k,

Se x¥ ndo é Pareto critico, entdo J f (xk)vk <gm 0, pelo Lema 3.10. Portanto, pelo
Lema 3.14, o conjunto 7} é ndo vazio, logo #; estd bem definido. Notemos que a sequéncia
(F(x*))x € R™ - ndo decrescente. Se o algoritmo (1) termina depois de um nimero finito
de iteracdes, a sequéncia gerada termina em um ponto xX, com 8(x*) = 0, ou seja, que é

Pareto critico, veja Lema (3.10).

4.2 Analise de convergéncia

De agora em diante, supomos que a sequéncia gerada pelo o algoritmo (1) é

infinita.
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Teorema 4.1 Todos os pontos de acumulacdo da sequéncia (xk )k» gerada pelo algoritmo
(1), sao Pareto criticos. Se a funcdo f tem conjunto de nivel limitado, isto é, o conjunto
Le(f(x9) = {x € R f(x) <gm f(xo)} ¢ limitado, entdo a sequéncia (x) é limitada e,

portanto tem pontos de acumulagdo Pareto criticos.

Prova.
Seja y um ponto de acumulacao da sequéncia (xk) k€ (xkf )¢ uma subsequéncia de
(x*) convergente a y. E suficiente mostrarmos que 6(y) = 0 (veja o Lema 3.10).
Observemos que f(x* 4 fvk) <gr f (x*) 4 Bt f (x*)vk Vk. E portanto,

FE) <n fEEH) = FOM 41, 0M) < () + B Jf () VL
Logo, f(x%) — f(xkee) >rr — Bt J f (xke)vke > 0 e, consequentemente,
Jim £, flkopke =0, (4-1)
Temos dois casos a analisar.

e Caso 1: limsup, .. #;, > 0.
Tomemos (f,). subsequéncia de (f,), tal que lim,_..t, = limsup,_ ., > 0.
Entio, por (4-1), temos lim,,_..J f(x*)vk = 0. Logo

lim @(x* vf) = lim max (Jf(xf k), = max (lim Jf(xkk),) = 0.

U—0o0 u—ooj=1,...m i=1,...m u—oo

Como
[|vhe] |2

Q(xku yhe) < @(xke vy 4+ -1 < 60 (xf) <0, (4-2)

obtemos 0(y) = 0, porque 0 é continua como provado no item iv do Lema 3.10.

e Caso 2: limsup, .1, = 0.
Como x* — y e f é continuamente diferencidvel temos que (Jf(x**)), é limitada.
Logo, pelo Lema 3.12 vale que (v¢), é limitada. Seja (v*+), uma subsequéncia de
(v}*), convergente a 7. Note que passando ao limite sobre a subsequéncia (k;) em
(4-2), obtemos

©max (J7()7); <0() <0. (43)

Seja g € N. Como limsup,_,.. 7, = 0, para u suficientemente grande, vale que

Iy, < % Pela definicdo de #;,,, para u suficientemente grande tem

B

L ku ku
2qu(x IACH

F o 50H) s £+
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Logo para pelo menos um indice j € 1,...,m vale

fily+ lV‘) > fi(y) +2Eq

- UFOID);. (4-4)

Observemos que (4-4) vale para todo ndmero natural maior que g. Entdo, o Lema

3.14 implica que max;(Jf(y)v); > 0 e, por (4-3), concluimos 8(y) = 0.

Visto que o conjunto de nivel da funcdo f associado a f (xo) ¢ limitado, e que a
fungdo f € continuamente diferencidvel, temos que L (f(x°)) é um conjunto compacto.
Como (f(x*)); é monétona decrescente, temos que (x*); C L¢(f(x°)) e, consequente-

mente, (x*); é limitada. O

4.3 Um método voltado para implementacao

O Teorema 4.1 nos garante que, todo ponto de acumulacido da sequéncia (xk) k
gerada pelo algoritmo (1) é Pareto critico. Mas na prética o algoritmo deveria terminar em
um ndmero finito de passo. Assim, precisamos de outro critério de parada que ndo o que é
usado teoricamente no passo iterativo do algoritmo (4.1). Um critério de parada aceitavel
e executavel é: Parar se 8(x*) > —1, onde T > 0 pequeno.

A direcdio de descida v(x¥), é solugdo aproximada do problema de otimizacio
auxiliar 3 — 3 segundo a Definicdo 3.11. Notemos que essa Definicdo envolve o valor
exato do minimo G(xk ). Passando entdo, a uma implementacio, se faz necessario substituir
0(x*) por alguma cota superior aceitdvel.

Para isto usamos o problema dual. Como sabemos, o dual € dado pelo maximo

do infimo do lagrangiano. Observamos que o lagrangiano de (3 — 3) € dado por,

m

L((o4v), 1) = f(x)+ ) Aila—Tf (x)v],

i=1
logo
m
VLo ((0,v),A) =0 (1= A,v+Jf(x)TA) =0.
i=1
Portanto Y A; = 1 e Jf(x)TA = —v. Assim temos que o dual de (3.3) é dado pelo
problema:
max  —3[| XLy MV A()]
s.a
(4-5)
i hi=1,
A>0
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O problema (4-5) € um problema com funcdo objetivo quadritica e com re-
strigdes lineares. L.ogo, pode-se obter uma boa aproximag¢do do valor mdximo sem muito
esfor¢co computacional e esta aproximagao do valor maximo € uma cota superior de G(xk ).

Assim, podemos substituir os passos ii(a) e ii(b) do algoritmo por:

e Calculamos uma aproximacgio do valor 6timo de (4-5) em x = x*, que chamamos
de 6. Se 6; > —1, paramos.
e Calculamos V¥ tal que @(x,v) + %||v| ? < oby.

4.4 Caso restrito

Como observamos na Secdo 2.2 do Capitulo 2, podemos considerar um problema

com restri¢des, isto €, problemas do tipo:

(P) mingn  f(x)
s.a xeqG

onde G C R" e f: R" — R™. E minimizar esta funcdo vetorial, consiste em encontar
pontos Pareto 6timos, isto €, pontos z € G, tal que ndo exista um outro ponto y € G
com f(y) < f(z) e f(y) # f(z). Para isto, existem condi¢des que nos garantem que um
dado ponto z seja Pareto; sdo as chamadas condi¢des de otimalidade. Para desenvolver
estas condicdes, precisamos estudar ndo s6 o comportamento da fungdo objetivo numa
vizinhanca de z, mas também a estrutura do conjunto vidvel nessa vizinhanca. As nog¢des
de direcdo tangente e cone tangente sdo fundamentais neste contexto e importantes para

um entendimento correto das condi¢des de otimalidade.

Definicao 4.2 Dado z € G, um vetor v € R" ¢ dito direcdo tangente de G em z se existe

uma sequéncia (Z); C G e um escalar A € R, tal que:

Zk—Z

limp_wZ =7 € limk_m,?uk— =
||2* —z]|

O conjunto de todas as direcoes tangentes de G em 7 é chamado cone tangente (de

Bouligard) G em z e o denotaremos por T (G, z).

Dado G = {x e R";g(x) <0,j=1,...,l}, onde as fungdes g; : R" = R, 1 <
J <[ sdo fungdes continuamente diferencidveis, e Ip(z) = {j; g;(z) = 0}, o conjunto de

restricdes ativas no ponto viavel z, definimos cone linearizado de G em z por,

C(z) = {veR",Vg;(z)"v<0Vjez)}.
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Suponhamos que C(z) = T(G,z). Sabemos, pelo Teorema 3.7, que, se z é
Pareto critico, entdo, para todo v € R”, existe um i = 1,...,m tal que (Vf;(z),v) >0, em
particular isso vale para v € T(G,z). Assim, a condi¢do necesséria para um ponto z € G

ser Pareto critico, Jf(z)(G —z) N (=R ) = 0, pode ser escrita como
Tf()T(G,z)N(~R™,) =0 (4-6)
que € equivalente a que o sistema

(VHEENTv<0 Vi=1,..,m

4-7)
(Vgij(x)Tv<0,Vj€lh(z)
ndo admita solu¢do v € T (G, z).
Consideremos agora o seguinte problema,
( mino
s.a.
(VAHE)v<a, i=1,..,m (4-8)
(Vgi(x)Tv<a, Vjel(x),
[Vllo <1

\

onde, I(x) :={je;gj(x) > —e}el:={1,...,1}.
Denotamos por o.(x,€), o valor 6timo de (4-8). E definimos

min o
(PA) s.a. |
(Vfilx),v) <a, Vi=1,...m

(Vgj(x),v) <a, Vjé€I(x)

o problema auxiliar de (4-8). Observemos que o valor minimo de (PA) é ndo positivo,
pois (0,0) é sempre possivel e que os problemas (4-8) e (PA) sdo equivalentes. De fato,
suponhamos que (7,0) é solugdo de (PA), com ||[v||. > 1. Tomemos (m, é). Notemos

que este ponto € possivel para (4-8), pois:

<Vfi(x), vay|°o> L i) m < <ﬁ’(x),v> <8 Vi,

Wl

v
- [l i
possivel para (4 —8), com B < 6, entdo (w,[3) € possivel para (PA) e como 3 < 6 teremos

de forma andloga obtemos que <Vg (%) > < 0. Suponhamos agora que (w,p) é

que 8 nio € valor 6timo de (PA).



4.5 O caso geral 59

O método de maxima descida com regra de Armijo para resolver o problema de
otimizacao restrito (4-8) é como segue.
Dadas as constantes 3 € (0,1), €; > 0.

Algoritmo 2 1 Inicializacdo: Tome x' € G.
2 Passo iterativo: Parak =1, ...:

ke o valor 6timo 8(x*, &)

(a) Resolvemos (4 —8), com isso calculamos a direcdo v
para o problema auxiliar.

(b) Se B(x* &;) > —&, fazemos €41 = %", X=Xk k:=k+1, e voltamos o
passo a.

(c¢) Caso contrdrio, calculamos o tamanho do passo t, € (0,1] tal que:
FOF100) < FO5) 4+ Brid (2 )F

e xXX+k e G.

k+1

(d) Fazemos x**' := x4+ 1%, k := k+ 1,e voltamos ao passo a.

O teorema de convergéncia € o seguinte:

Teorema 4.3 Seja Jf e Vg; com i € I Lipshitz continua e seja a sequéncia (x*); gerada
pelo algoritmo (2) limitada. Entdo a sequéncia (xk)k possui um ponto de acumulacdo y
com 8(y,0) = 0.

Veja a demonstragido do Teorema 4.3 em [1]. Observemos que quando f possui conjunto
de nivel limitado, a sequéncia (x*); é necessariamente limitada. Como no caso irrestrito,
ndo é necessario resolvermos (4 — 8) exatamente. Em vez disso, é suficiente para paramos
que o valor da funciio @ exista com © < —g;. Neste caso 0(x*,g;) > —¢; asegura que o

valor 6timo da fungdo 0(x*,€;), pode ser usado para parar.

4.5 O caso geral

Como foi comentado na Secao 2.2 do Capitulo 2, podemos estudar o problema

{ ming  f(v) 4-9)

sa vecl

onde f € uma funcdo vetorial e C € um conjunto convexo fechado, e com a relacdo de
ordem induzida por um cone qualquer convexo fechado pontudo e com interior ndo vazio.
Neste caso, usamos o método do gradiente projetado para o caso vetorial proposto por
GRANA DRUMMOND e IUSEM, em [6] para resolvermos o problema restrito.
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O método consiste em tomarmos a dire¢do de descida da forma

vk:argmin{“ ||2+B max(y Tf () } (4-10)
veCy

e fazermos x**! = xk 4 oy %, onde a fungdo @ é a mesma definida ao final do Capitulo 2,
na Se¢io (2.7), Cr = {u—x*;u € C}, By > 0 e o C (0,1] é encontrado fazendo a busca
Armijo.

Observemos que, se (xX); é uma sequéncia gerada pelo método acima, entdo
(xk)k C C. De fato, o ponto inicial x°, estd em C pela a inicializacdo do método.
Assumimos que x* € C, entdo pela equagio (4-10), temos que V¢ € Cy, assim podemos
expressar =x—xke consequentemente A= o (x — xk), com x € C. Notemos
que x* + oy (x — x*) = (1 — o )x* + oyx. Como xFex € C e C é convexo, temos que
(1 — o) + oyx € C, portanto x* 1 = x* + oy (x — x¥) € C.

Neste caso continua valendo um resultado semelhante ao Teorema 4.1, ou seja,
todo ponto de acumulacio da sequéncia gerada pelo método acima € ponto Pareto critico.
A demonstracdo € andloga a demonstracdo de Teorema 4.1 - veja .

Consideremos agora o método da projecdo do gradiente sob a hipdtese que a

funcdo f € K-convexa. Neste caso nds substituimos a equacao (4-10) por

2
vk—argmm{“VZH Bkmax( () } 4-11)

veCy Nk yeG

com passos exdgenos, (Br)x C Ry, satisfazendo

Y Bi=c, Y Bi<o (4-12)

k=0 k=0

N = max ||[J£ (%), (4-13)
yeG

onde C; = {u—x*;u € C} e G é o conjunto de geradores normalizados do cone polar K*.
Dada a constante ¢ € [0,1).

Algoritmo 3 1 Inicializacdo: Tomemos x* € C.
2 PFasso iterativo: Parak=0,1,....:
(a) Se x* é K-critico (ou Nk = 0) paramos.
(b) Caso contrdrio, calculamos V¢ sobre C partindo de x* e dado por (4-11), (4-
12) e (4-13)

(c) Fagamos uma busca Armijo j € Z, tal que

(k) =min{j € Z, : f(x*+27F) <p F(5) + 0277 F(F )Y
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e tomemos oy, = 27! (k)
(d) Facamos KL = XK 4 ok

Observamos que a sequéncia (x*); produzida pelo algoritmo (3) é vidvel. De fato, a
iteracdo inicial x° € C pela inicializa¢do do algoritmo. Assumimos que x* € C e como
oy € (0,1] pelo passo (c), e v€ € C por (4-11). Logo pela convexidade de C concluimos
que X1 = Xk ogvk = oy (V4 xF) + (1 — oy )x* € C.

Se a fungdo f: R" — R™ é K-convexa e T = {x € C; f(x) < f(xx) Vk}. é ndo
vazio, entao a sequéncia produzida pelo algoritmo (3) converge a uma solucdo fracamente
eficiente do problema (4-9). A prova deste resultado pode ser encontrada no artigo de
GRANA DRUMMOND e IUSEM, [6].



CAPITULO 5

Conclusao

Segundo a referéncia [8], problemas de otimizacdo vetorial aparecem implicitos
em varios processos de tomada de decisdes, quando somos confrotados com fins confli-
tantes. Neste contexto, um primeiro desafio € definir qual seria a melhor decisdo a tomar.
Historicamente, a primeira defini¢do satisfatéria de uma solucdo 6tima para (POV) foi
formulada por um matematico e economista italiano chamado V. Pareto, em [9]. Nesta
dissertacdo usamos dois conceitos aceitos atualmente: solu¢des Pareto e solugdes fraca-
mente Pareto.

As direcdes de descida para f em um ponto x, isto é, as dire¢des em que todo
passo suficientemente curto a partir de x nesta direcao resulta em algum decréscimo da
funcdo f foram o objeto de estudo desta dissertacdo. Vale ressaltar que nos concentramos
no caso mais simples: o caso sem restri¢gdes e com a ordem induzida por R"'. Ao final
do Capitulo 3 apresentamos brevemente a extensdo para o caso geral. No Capitulo 4
apresentamos um método de descida. Todo ponto de acumulacdo da sequéncia gerada
por este método € ponto Pareto critico. Para isto a unica hipétese colocada é que a
fungdo objetivo seja de classe C!. No caso mais geral, se a fungio f do problema (4-
9) ¢ K-convexae T = {x € C; f(x) < f(x*) Vk} é nio vazio, a sequéncia produzida pelo

algoritmo (3) converge a uma solucao fracamente eficiente.
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