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Resumo

Dentre os vários modelos de spin utilizados para descrever sistemas mag-

néticos, aquele conhecido por Baxter-Wu é particularmente interessante por

considerar interações entre tripletos. Dessa forma, o modelo não apresenta

simetria de inversão dos spins, como ocorre nos modelos mais conhecidos

(Ising, Heisenberg etc). Inicialmente proposto por Woods e Gri�ths em

1972, foi resolvido exatamente por Baxter e Wu em 1973 para o caso de

spin-1/2. Considerando spin-1, em que as variáveis de spin podem assumir

os valores +1, -1 ou 0, podemos incluir ainda um termo de campo cristalino.

Neste modelo mais completo, temos solução exata apenas para alguns casos

limites. Os resultados encontrados na literatura mostram que o diagrama de

fases deste modelo é bastante interessante, apresentando linhas de transições

de primeira e segunda ordem. Espera-se que haja um ponto multicrítico,

cuja localização não está muito bem de�nida. Neste trabalho, realizamos

simulações computacionais (utilizando a conhecida técnica de Monte Carlo)

para obter a multicriticalidade do modelo.

Palavras-chave: Modelo de Baxter-Wu, Multicriticalidade, Monte Carlo..

Áreas do conhecimento: Matéria Condensada, Mecânica Quântica e Fí-

sica Estatística.



Abstract

Among the various models used to describe spin magnetic systems, one

known by Baxter-Wu is particularly interesting considering interactions between

triplets. Thus, the model has no inversion symmetry of the spins, as in most

known models (Ising, Heisenberg, etc.). Initially proposed by Woods and

Gri�ths in 1972, was solved exactly by Baxter and Wu in 1973 for the case

of spin-1 / 2. Whereas spin-1, where the spin variables can take values +1, 0

or -1, we can also include a term crystal �eld. In this more complete model,

we have the exact solution only for some limiting cases. The �ndings in the

literature show that the phase diagram of this model is very interesting as

lines of transitions of �rst and second order. It is expected that there is a

multicriteria point, whose location is not very well de�ned. We carried out

computer simulations (using the known Monte Carlo technique) to obtain

the multicriticalidade model.

Keywords: Baxter-Wu Model , Multicriticalidade, Monte Carlo.

Knowledge Areas: Condensed Matter, Quantum Mechanics and Solid

State Physics.
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Capítulo 1

Introdução

As transições de fases são observadas desde o �nal do século XIX, com o

trabalho experimental de Andrews em 1869 que estudou o fenômeno da opa-

lescência crítica e de van der Walls, que quatro anos mais tarde caracterizou

a transição de fases entre as fases líquida e gasosa em �uidos. Nas transições

ferromagnéticas temos a abordagem de Curie-Weiss e mais a frente, Landau

introduziu o conceito de parâmetro de ordem e formulou uma expressão para

o potencial termodinâmico, o qual era escrito como uma série de potências.

Após o século XX houve um aprofundamento no estudo de fenômenos crí-

ticos e das transições de fases, com a introdução dos expoentes críticos, os

quais caracterizam grandezas termodinâmicas de interesse físico nas proxi-

midades das regiões críticas. A forma como o ferromagnetismo de momentos

localizados foi tratado por Ernest Ising foi a precursora para o estudo e ca-

racterização de sistemas magnéticos. Como modelo inicial, o Modelo de Ising

tratava da transição de fases que ocorre em um ferromagneto simples cujas

interações entre os momentos magnéticos, ou spins, ocorrem aos pares cuja

solução exata para uma rede cristalina com campo externo nulo foi dada por

Onsager em 1944. Em nosso trabalho abordamos o Modelo de Baxter-Wu

(BW), onde, neste modelo as interações entre os spins ocorrem em tripletos,

a solução exata para o caso spin-1/2 foi obtida por Woods e Gri�ths em

1972. O problema apresentado no BW Spin-1, e que motivou este trabalho

é que o referido modelo apresenta uma multicriticalidade envolvendo possi-

velmente um ponto pentacrítico, o qual não é muito bem de�nido, assim, o
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objetivo deste trabalho é realizar simulações de Monte Carlo no modelo BW

spin-1 utilizando o algoritmo de Metropolis e a teoria de escala de tamanho

�nito para cálcular grandezas físicas importantes tais como magnetização,

cumulantes de quarta ordem, calor especí�co, entre outras para caracterizar

o modelo em questão e obter o ponto pentacrítico. Além disso utiliza-se a teo-

ria de escala de transições de fase para obter o ponto pentacrítico. O avanço

das simulações computacionais possibilitou o estudo de sitemas complexos

que são difíceis de serem resolvidos exatamente. Elas corroboram resultados

experimentais e também ajudam na interpretação de dados.

O nosso objetivo neste trabalho é utilizar as simulações de Monte Carlo

para estudar a multicriticalidade no modelo de Baxter-Wu spin-1.

No segundo capítulo desta dissertação falamos sobre o método de Monte

Carlo onde abordamos os assuntos referentes a amostragem de grandezas físi-

cas. Alguns temas, como amostragem por importância, processos de Markov,

técnica do histograma simples e Algoritmo de Metropolis são discutidos.

No capítulo 3 abordamos as transições de fases e fenômenos críticos bem

como a teoria de escala de tamanho �nito.

O capítulo 4 trata dos modelos magnéticos. O modelo de Ising foi inserido

devido à sua razão histórica sendo o modelo pioneiro na descrição da transição

de fases em um sistema magnético e falamos também sobre o modelo de

Baxter-Wu que é o modelo alvo do nosso trabalho.

O quinto capítulo aborda os resultados obtidos nas simulações e no último

capítulo temos as considerações �nais e as perspectivas de continuação do

trabalho.



Capítulo 2

O Método Monte Carlo

Introdução

A simulação computacional vem se tornando cada vez mais essencial para

o estudo de sistemas físicos. Uma das razões é que os modelos teóricos

dos sistemas físicos são cada vez mais so�sticados, mais realistas e também

mais complexos di�cultando a obtenção de soluções exatas. Nas simulações

avaliam-se as grandezas físicas de interesse dos sistemas, no entanto, em

alguns casos, não se resolve explicitamente as equações que as descrevem.

Os métodos computacionais mais utilizados são a Dinâmica Molecular

(DM) e o Monte Carlo (MC). O primeiro está associado a situações de caráter

determinístico via integração direta das equações de movimento do sistema,

ao passo que o segundo tem como característica ser um método estocástico,

ou seja, não determinístico, onde obtemos os valores esperados das grandezas

físicas do sistema a partir das probabilidades das con�gurações do próprio

sistema. O objetivo do método de Monte Carlo é obter grandezas apartir de

médias probabilísticas em situações onde é difícil, ou impossível, obter resul-

tados de formas analítica, como é o caso do modelo de Ising tridimensional

entre outros.
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2.1 Amostragem de Grandezas Físicas

As simulações de MC são comumente utilizadas para calcular valores es-

perados 〈Q〉 de quantidades observáveis Q tais como energia interna ou a

magnetização de um sistema termodinâmico. Para uma quantidade Q, que

pode variar no tempo, podemos escrever o seu valor esperado apartir dos

valores em cada um dos estados m (Qm):

〈Q〉 =
∑
m

Qmωm(t) (2.1)

onde ωm(t) denota um conjunto de pesos que representam a probabilidade do

sistema estar em um estado m num instante t e Qm é o valor do observável

Q quando o sistema se encontra no estado m.

Podemos escrever também uma equação que representa a evolução tem-

poral de ω(t)m em termos de P (m → l), que é a probabilidade de transição

de um estado inicial m para um estado �nal l de�nindo P (m → l)dt como

a probabilidade do sistema passar de um estado m para um estado l em um

intervalo de tempo dt. Assim temos a equação mestra para a evolução de

ω(t)m em termos de P (m→ l).

dωm(t)

dt
=

∑
l

[ωl(t)P (l→ m)− ωm(t)P (m→ l)] (2.2)

No segundo membro, o termo da esquerda representa a transição do estado

l para o estado m, e o termo da direita representa a transição de m para

outros estados. As probabilidades ωm(t) devem obedecer à condição de que:

∑
m

ωm(t) = 1 (2.3)

Note que a equação (2.1) contém informações sobre os valores esperados

reais que podem ser obtidos em medidas experimentais.

Se tivermos um sistema onde os dois termos no lado direito da equação

(2.2) se cancelam para todo o m, o termo dωm/dt torna-se nulo, por conse-

guinte os pesos da probabilidade do sistema estar no estado m (ωm) serão

constantes pelo resto do tempo. Este estado é chamado estado estacionário
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e a escolha:

ωl(t)P (l→ m) = ωm(t)P (m→ l) (2.4)

representa a condição do balanço detalhado. Um sistema estacionário que

satisfaça a condição do balanço detalhado é dito em equilíbrio. Os valores

que os pesos ωm assumem ao longo do resto do tempo no equilíbrio são

chamados de probabilidades de ocupação de equilibrio [1] e, para um estado

qualquer m, são dados por:

pm = lim
t→∞

ωm(t) (2.5)

Gibbs em 1902 [4] demonstrou pelo ensemble canônico que para um sis-

tema em equilibrio térmico com um reservatório a temperatura absoluta T ,

as probabilidades de ocupação são dadas por:

pm =
e−Em/kT∑
m e
−Em/kT

(2.6)

onde Em é a energia do estado m e k é a constante de Boltzmann que é

dada por 1, 38 × 10−23JK−1. Podemos usar a notação abreviada β = 1/kT

e também utilizar uma constante de normalização Z que é de�nida como:

Z =
∑
m

e−βEm (2.7)

Portanto a equação para probabilidade pm torna-se:

pm =
1

Z
e−βEm (2.8)

A equação acima é chamada de função de distribuição de Boltzmann e

o termo Z é mais conhecido como função de partição e está associado à

normalização da probabilidade pm. Portanto, as equações (2.1), (2.4) e (2.6)

nos fornecem subsídios para estimar o valor esperado 〈Q〉 para um sistema

em equilíbio:

〈Q〉 =
∑
m

Qmpm (2.9)
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logo

〈Q〉 =
1

Z

∑
m

Qme
−βEm (2.10)

Um dos problemas encontrado nas simulações reside no fato de que o

número de estados de um sistema termodinâmico é muito maior grande,

assim, uma das di�culdades é mensurar um conjunto de con�gurações de

modo a obtermos bons resultados para uma dada grandeza Q.

Um dos meios possíveis para realizarmos tal medida pode ser feito da

seguinte maneira: em vez de tomarmos todas as con�gurações possíveis,

podemos realizar a simulação considerando apenas as con�gurações mais im-

portantes, ou mais prováveis, onde cada estado do sistema pode ser escolhido

com uma probabilidade proporcional ao peso de Boltzmann. Este método é

conhecido como �Importance Sampling� [1, 2].

Para uma dada grandeza Q, seu valor médio pode ser calculado como:

〈Q〉 =

∑
mQme

−βEm∑
m e
−βEm

(2.11)

Escolhendo um subconjunto com M estados (µ1, µ2, ...µM) o cálculo do

valor esperado 〈Q〉 se reduz a uma média aritmética simples sobre os M

estados escolhidos:

QM =
1

M

M∑
i=1

Qµi (2.12)

No entanto para que a média QM forneça estados de acordo com a dis-

tribuição de Boltzmann (equação 2.2) utiliza-se o processo de Markov. O

processo markoviano consiste em gerar de modo aleatório um novo estado ν

a partir de um estado inicial µ de acordo com a probabilidade de transição

P (µ → ν). A energia dos estados µ e ν são respectivamente Eµ e Eν e a

probabilidade de transição deve satisfazer as seguintes condições:

• não varia com o tempo;

• depende somente dos estados µ e ν e não dos estados anteriores;

• o processo deve evoluir de modo que obedeça a condição de ergodi-

cidade. A condição ergódica impõe que um determinado estado seja
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alcançado, a partir de um estado inicial, para um longo tempo compu-

tacional.

• a condição de equilibrio deve ser dada pela relação

PµP (µ→ ν) = PνP (ν → µ) (2.13)

que a�rma que após certa quantidade de transições obteremos uma situação

de equilibrio.

Para que a distribuição de probabilidades seja uma distribuição de Boltz-

mann deve-se escolher Pµ e Pν como pesos de Boltzmann(equação 3.2). Desta

forma a equação do balanço detalhado resulta em:

P (µ→ ν)

P (ν → µ)
= e−β(Eν−Eµ) (2.14)

Note que 2.13 garante as condições ergódicas e a distribuição de Boltz-

mann no equilibrio.

2.1.1 Algoritmo de Metropolis

Desenvolvido por Nicolas Metropolis et al em 1953, o algoritmo de Me-

tropolis [3] foi introduzido inicialmente em um artigo sobre simulações de

uma esfera rígida de gases. O referido algoritmo é um dos mais famosos em

simulações de MC por fornecer uma amostragem satisfatória de determina-

das grandezas físicas em muitos dos modelos teóricos e também por ser de

fácil implementação nas simulações.

O algoritmo de Metropolis possibilita gerar con�gurações de acordo com

a distribuição de Boltzmann [2] de modo que para gerar um novo estado ν

partimos de um estado anterior µ, e, através de um processo markoviano

e que obedeça a condição do balanço detalhado, são geradas con�gurações

subsequentes com uma probabilidade de transição entre os estados µ e ν.

Esta probabilidade de transição depende da diferença entre energias dos res-

pectivos estados. Se o novo estado do sistema tiver menor energia, ou seja,

tiver uma variação de energia ∆E = Eν −Eµ negativa, aceita-se a nova con-
�guração com probabilidade igual a 1, caso contrário, esta nova con�guração
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é aceita com com uma probabilidade proporcional a e−β∆E.

Portanto a probabilidade de transição de um estado µ para um estado ν

pode ser escrita da seguinte maneira:

P (µ→ ν) =

{
e−β∆E se Eν > Eµ

1 se Eν ≤ Eµ
(2.15)

Um modelo para implementação deste algoritmo é descrito a seguir[5]:

(1) De�nimos um estado inicial para o sistema de spins;

(2) Escolhemos um sítio i qualquer da rede;

(3) Caso haja a inversão do spin, calcula-se a variação de energia ∆E

ocorrida;

(4) Geramos um número aleatório r distribuído no intervalo [0, 1];

(5) Se r ≤ e−β∆E, trocamos o sinal do spin i. Se não, mantemos a mesma

con�guração.

A cada N sítios escolhidos considera-se um passo de Monte Carlo. A cada

passo são avaliadas as quantidades de interesse e após muitos passos toma-

se uma média sobre esses valores. Neste trabalho utilizamos o algoritmo

de Metropolis para o cálculo das magnetizações da rede, os valores médios

da energia, o calor especí�co, os cumulantes da energia e do parâmetro de

ordem.

2.1.2 O Método do Histograma

O Método do histograma é uma técnica que permite fazer uma simulação

de Monte Carlo a uma dada temperatura e extrapolar os resultados para

temperaturas próximas à temperatura simulada. Este método é baseado nas

ideias de Valleau e Card [6] que foram publicadas em 1972 e foi aplicada

aos fenômenos críticos por Dickman e Shieve [7] e também por Ferrenberg e

Swendsen [8].

Considere uma Simulação de Monte Carlo cujas con�gurações são geradas

de acordo com a distribuição:

Pβ0(m) =
1

Z(β0)
e−β0H(m) (2.16)
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a qual representa a probabilidade de obter a con�guração m à temperatura

β0. Escrevendo a expressão acima em termos da energia temos:

Pβ0(E) =
1

Z(β0)
W (E)e−β0E (2.17)

onde W (E) é a densidade de estados com energia m:

W (E) =
∑
m

δE,H(m) (2.18)

W (E) depende apenas da estrutura do espaço de fases, ou seja, independe

da temperatura. O valor médio de uma grandeza Q é dado pela expressão

(2.10), que neste caso torna-se:

〈Q〉β0 =
1

Z(β0)

∑
E

QW (E)e−β0Em (2.19)

Suponha que H(E) seja o espectro (histograma) de energia, obtido atra-

vés de um número �nito de medidas NMCS. H(E) é, portanto, o número

de vezes que os estados de energia E aparecem durante a simulação. A ra-

zão H(E)/NMCS fornece uma estimativa da distribuição expressa por (2.16).

Logo:
H(E)

NMCS

≈ Pβ0(E) =
1

Z(β0)
W (E)e−β0Em (2.20)

temos portanto

W (E) ≈ H(E)

NMCS

Z(β0)eβ0Em (2.21)

Quando NMCS →∞ a relação acima torna-se uma igualdade.

Uma distribuição de energias para uma dada temperatura ligeiramente

diferente β é escrita como:

Pβ(E) =
1

Zβ
W (E)e−βE (2.22)

Substituindo a expressão para W (E) na equação acima temos:

Pβ(E) ≈ Z(β0)

Z(β)

H(E)

NMCS

e−(β−β0)E (2.23)
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Sendo

Z(β) =
∑
E

W (E)e−βE (2.24)

Substituindo a expressão para W (E) na equação acima resulta:

Z(β) ≈
∑
E

H(E)

NMCS

Z(β0)e−(β−β0)E (2.25)

e

Z(β) =
Z(β0)

NMCS

∑
E

H(E)e−(β−β0)E (2.26)

Então substituindo a expressão acima em (2.21) resulta em:

Pβ(E) ≈ H(E)e[−∆βE]∑
E H(E)e[−∆βE]

(2.27)

onde ∆β = β − β0.

A equação (2.26) é a equação fundamental da técnica do histograma a

qual permite realizar medidas de um dado observável Q, feitas durante uma

simulação de Monte Carlo a uma temperatura β0, e extrair dessas medidas

uma estimativa do valor esperado de Q a uma temperatura diferente β, no

entanto uma das limitações desta técnica é que o intervalo ∆β não deve ser

muito grande.



Capítulo 3

Transições de Fase e Teoria de

Escala de Tamanho Finito

Introdução

Transições de fase são comuns em vários tipos de sistemas macroscópicos

como por exemplo, em ligas metálicas, materiais magnéticos, fuidos, entre

outros. Elas são observadas desde o �nal do século XIX, muito embora so-

mente depois de 1970 houve um re�namento de sua teoria. Os fenômenos

críticos são um objeto interessante de estudo devido a singularidades que

alguns sistemas exibem durante as transições de fase. Podemos citar por

exemplo um material ferromagnético que perde a sua magnetização ao atin-

gir a temperatura de Curie, ou a opalescência crítica, onde ocorre grandes

�utuações no índice de refração de misturas �uidas binárias, como o hexanol

e o metano.

3.1 Transição de Fase e Fenômenos Críticos

Segundo Ehrenfest as transições de fase são classi�cadas de acordo com a

descontinuidade na derivada de menor ordem da energia livre. Deste modo, se

a descontinuidade for na primeira derivada temos uma transição de primeira

ordem. Caso a descontinuidade seja na segunda derivada temos uma transi-

ção de segunda ordem. Uma classi�cação mais moderna separa as transições
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em contínuas, que correspondem às transições de segunda ordem quando o

calor latente e a variação do parâmetro de ordem se anulam, e em descontí-

nuas, que corresponde às transições de primeira ordem que apresentam calor

latente não nulo e variação descontínua no parâmetro de ordem.

Um sistema cuja análise é interessante é um ferromagneto uniaxial sim-

ples, que é um sistema simétrico. De�nimos as magnetizações de um ferro-

magneto como ferro-1 (�spins ordenados para cima�) e ferro-2 (�spins orde-

nados para baixo�). No diagrama de fases temos o campo externo aplicado

H versus a temperatura T .

Figura 3.1: Diagrama de fases para um ferromagneto uniaxial simples H×T .
A linha de coexistência entre as fases ferro-1 e ferro-2 é dada por H = 0 e
em T < Tc

A campo externo nulo (H = 0), temos uma temperatura crítica Tc acima

da qual não há magnetização (M = 0) portanto uma fase mais simétrica e

abaixo de Tc temos uma linha de coexistência entre as fases ferro-1 e ferro-2,

ou seja, abaixo de Tc há uma quebra de simetria no sistema, o que caracteriza

uma transição de segunda ordem. Ao longo da curva de coexistência (H =

0, T < Tc) as fases ordenadas ferro-1 e ferro-2 possuem a mesma energia

livre, as suas magnetizações espontâneas são iguais em módulo, acima de Tc

o ferromagneto perde a sua magnetização espontânea.

Note que a magnetização M está associada à quebra espontânea de si-

metria do sistema. Grandezas físicas desse tipo são chamadas de parâmetro

de ordem[9]. O conceito de parâmetro de ordem foi introduzido por Landau:

parâmetros de ordem são grandezas que estão associadas à simetria do sis-

tema, no caso de um ferromagneto o parâmetro de ordem é a magnetização do
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Figura 3.2: Magnetização espontânea versus temperatura para um ferromag-
neto uniaxial simples.

sistema. Portanto podemos dizer que, para um ferromagneto uniaxial temos

uma temperatura crítica acima da qual há uma fase simétrica e abaixo da

mesma há uma quebra espontânea de simetria do sistema, pois o parâmetro

de ordem é diferente de zero.

3.1.1 Expoentes Críticos

O estudo de fenômenos críticos concerne à compreensão do comporta-

mento de grandezas termodinâmicas nas proximidades do ponto crítico. Gran-

dezas relevantes são os ditos expoentes críticos, os quais são de�nidos como:

α, β, γ, δ, η e ν. Os expoentes críticos descrevem o comportamento de uma

uma função geral f(t):

t ≡ T − Tc
Tc

(3.1)

onde t é uma variável adimensional que nos fornece a �distância� em relação

ao ponto crítico.

Uma característica importante é que os valores dos expoentes críticos

de um modelo são independentes de alguns parâmetros tais como a energia

de interação J entre os primeiros vizinhos no modelo de Ising por exemplo.

Somente propriedades relativamente �fortes�, como a dimensionalidade da

rede, ou o número de dimensões do parâmetro de ordem afetam os expoentes

críticos.

O conjunto de expoentes críticos nos leva a uma classe de universalidade.
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Todos os modelos que pertencem a uma mesma classe de universalidade pos-

suem os mesmos expoentes críticos.

Nas proximidades do ponto crítico determinadas grandezas termodinâ-

micas possuem um comportamento singular, de modo que essas grandezas

são muito bem descritas por leis de potência. Por exemplo, para descrever

um ferromagneto, na ausência de um campo externo H, consideramos que a

magnetização espontânea se anule da seguinte forma

M ∼ (−t)β, (3.2)

que a susceptibilidade magnética, a campo nulo, possua comportamento di-

vergente de acordo com

χ ∼ t−γ (3.3)

e que ao longo da isoterma crítica, a magnetização m e o campo externo H

estejam relacionados do seguinte modo:

m ∼ H1/δ, t = 0 (3.4)

Observa-se experimentalmente que o calor especí�co C exibe o seguinte

comportamento:

C ∼ |t|−α (3.5)

O comprimento de correlação de um sistema magnético diverge com:

ξ ∼ |t|−ν (3.6)

Sistemas físicos diferentes, mas que possuem os mesmos expoentes críti-

cos pertencem à mesma classe de universalidade, por exemplo o modelo aqui

estudado, chamado de Baxter-Wu, pertence à mesma classe de universali-

dade do modelo de Potts 4-estados [11]. Outro ponto importante para os

expoentes críticos reside no fato de que esses expoentes estão relacionados

entre si obedecendo a relações de superescala:

α + 2β + γ = 2 Relação de Rushbrooke (3.7)
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α + β(δ + 1) = 2 Relação de Gri�ths (3.8)

γ = β(δ − 1) Relação de Widom (3.9)

dν = 2− α Relação de Josephson (3.10)

3.2 Teoria de Escala de Tamanho Finito

A Teoria de Escala de Tamanho Finito (Finite Size Scaling Theory) é

um método que nos permite calcular grandezas termodinâmicas no limite

termodinâmico a partir do estudo de sistemas com tamanho �nito.

Vimos que o comprimento de correlação escala com a temperatura de

acordo com a expressão (3.6):

ξ ∼ |t|−ν

e que a susceptibilidade se comporta conforme a equação (3.3):

χ ∼ t−γ

Podemos escrever uma relação entre o comprimento de correlação e a

susceptibilidade eliminado t nas expressões acima:

χ ∼ ξγ/ν (3.11)

Analogamente, para o calor especí�co e para a magnetização:

c ∼ ξα/ν (3.12)

m ∼ ξ−β/ν (3.13)

Nas simulações trabalhamos na verdade com sistemas �nitos, e o com-

primento de correlação ξ é limitado pelo tamanho L do sistema. Para um
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determinado L, associamos uma temperatura pseudocrítica TLc , onde

ξ(TLc ) ∼ L (3.14)

Assim, relacionando a equação acima com as equações (3.11)-(3.13) re-

sulta:

χ ∼ Lγ/ν (3.15)

c ∼ Lα/ν (3.16)

m ∼ L−β/ν (3.17)

Podemos de�nir uma função em que haja termos referentes a ξ e χ e que

contenha a dependência em L:

χ = ξγ/νχ0(L/ξ) (3.18)

o termo χ0 é uma função adimensional com uma única variável que possui

as seguintes propriedades

χ0 = constante quando x >> 1 (3.19)

e

χ0 ∼ xγ/ν quando x→ 0 (3.20)

onde

x = L/ξ. (3.21)

Vamos reorganizar a equação (3.18) de modo que se tenha de forma explicita

uma dependência em L. De�nimos uma outra variável, também adimensional

χ̃(x) = x−γ/νχ0(xν) (3.22)
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isolando o termo χ0(xν) temos:

χ0(xν) = χ̃(x)xγ/ν (3.23)

Substituindo a equação acima na expressão para a susceptibilidade re-

sulta:

χ = ξγ/νχ̃(x)xγ/ν (3.24)

mas, x = L/ξ, ou seja, ξγ/ν · xγ/ν = Lγ/ν

Portanto temos uma expressão que representa a dependência da suscep-

tibilidade magnética com o tamanho L da rede:

χ = Lγ/νχ̃(x) (3.25)

usando a equação (3.6) temos �nalmente:

χL(t) = Lγ/νχ̃(L1/νt) (3.26)

A equação acima representa o comportamento da susceptibilidade magnética

em sistemas com tamanho �nito, onde

x = L1/νt (3.27)

No entanto há o termo χ̃(x) que não é totalmente descrito. χ̃(x) é co-

nhecida como função de escala da susceptibilidade magnética. A função de

escala nos diz que

χ̃(x)→ x−γ(xν)γ/ν = constante quando x→ 0 (3.28)

ou seja, com L/ξ → 0. Portanto χ̃ é �nito nas proximidades do ponto crí-

tico. Outro fato importante é que toda a dependência em L de χ é exibida

explicitamente na equação (3.24) pois a função de escala não contém qual-

quer dependência em L, isto resulta que χ̃(x) terá sempre o mesmo valor

independente do tamanho do sistema.

De modo análogo, podemos estender a equação que representa a sus-

ceptibilidade magnética em sistemas de tamanho �nito para as quantidades

magnetização e calor especí�co, obtendo respectivamente:
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mL(t) = L−β/νm̃(tL1/ν) (3.29)

cL(t) = Lα/ν c̃(tL1/ν) (3.30)

Comparando as equações (3.6) e (3.14), vemos que a medida que L→∞
a temperatura pseudocrítica da rede �nita obedece à seguinte lei de escala:

TLc = Tc + aL−1/ν (3.31)

Assim, conhecendo o valor do expoente crítico ν, podemos determinar a

temperatura crítica do sistema in�nito através de um grá�co de TLc como

função de L−1/ν . A intercecção desse grá�co com o eixo das temperatu-

ras fornece Tc. Geralmente o expoente crítico ν não é conhecido, portanto

precisamos de uma maneira de avaliá-lo. Nas simulações podemos calcular

grandezas como o calor especí�co ou a susceptibilidade. Através de um grá-

�co, em escala logarítmica, dos picos dessas quantidades pode-se avaliar os

expoentes críticos.

Outra grandeza importante é o cumulante de quarta ordem [2, 10, 17]

que é dado por:

Q4 =< x4 > −3 < x2 >2 −4 < x >< x2 > +12 < x >2< x2 > −6 < x4 >

(3.32)

muito embora em casos em que há simetria do parâmetro de ordem Q4 é

reduzido a:

U4 = 1− < x4 >

3 < x2 >2
(3.33)

Quando L >> ξ (L→∞) temos que U4 → 0 para T > Tc e U4 → 2/3 para

T < Tc.

O que torna o cumulante de quarta ordem interessante para o estudo

de fenômenos críticos em sistemas de tamanho �nito é o fato de que sua

dependência com a temperatura e com o tamanho do sistema é restrita à

variável de escala Ũ(x).

UL(T ) = Ũ(x) (3.34)

Podemos calcular o expoente crítico ν tomando a derivada de UL em relação
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a T :
∂UL
∂T

= L1/ν ∂Ũ

∂x
(3.35)

Um método e�caz para se determinar a localização da temperatura crítica

é o método da Intersecção do Cumulante de Binder[2, 12], que foi utili-

zado em nosso trabalho objetivando encontrar o ponto pentacrítico que será

descrito no próximo capítulo. O método consiste em tomar vários grá�cos de

UL contra T para diversos tamanhos de redes (L variando) onde a intersec-

ção dos cumulantes em um ponto em comum forneceria uma estimativa (ou

o valor exato) da localização do ponto multicrítico.



Capítulo 4

O Modelo de Baxter-Wu

4.1 O Modelo de Ising

O modelo de Ising foi proposto em 1920 por Wilhelm Lenz a seu aluno de

doutorado Ernest Ising [13], e teve por objetivo descrever o ferromagnetismo

de momentos localizados. O modelo inicial consiste em um ferromagneto

simples onde cada um dos dipolos ou �spins� si está localizado no sítio i da

rede e cada spin pode assumir os valores +1 ou −1, onde +1 signi�ca �spin

para cima� e −1 signi�ca �spin para baixo�. Em uma rede com N sítios, o

sistema pode ter 2N estados. A energia de um determinado estado é dada

pela seguinte equação:

HI = −J
∑
<i,j>

SiSj (4.1)

onde J é a energia de interação entre os pares de primeiros vizinhos < i, j >

e a soma também é feita sobre os pares de primeiros vizinhos. Para J > 0

temos o favorecimento do alinhamento paralelo dos spins (fase ferromagné-

tica) e para J < 0 favorece-se o alinhamento antiparalelo dos spins (fase

antiferromagnética).

Este modelo em uma rede quadrada possui solução exata e fornece uma

temperatura crítica para a transição entre as fases ferromagnética e para-

magnética com kTc = 2/ln(
√

2 + 1) = 2.269185....
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Em 1960 Blume e Capel propuseram uma extensão do modelo de

Ising para estudar transições de fase de primeira ordem em casos de spin-1,

cujas variáveis de spin assumem os valores −1, 0 ou +1. Suas variáveis são

do tipo de Ising e seu Hamiltoniano é dado por:

HBC = −J
∑
<i,j>

sisj +D
∑

s2
i (4.2)

onde D é o campo cristalino e a segunda soma é feita sobre todos os sítios

da rede.

Temos, com temperatura nula, para D/J > 2 uma fase ordenada com as

con�gurações s1 = ±1. Para D > 2J , favorece-se o estado com magnetização

nula. Exatamente em D/J = 2 temos um ponto triplo com a coexistência

das três fases (si = ±1, 0).

4.2 O Modelo de Baxter-Wu

O modelo de Baxter-Wu foi proposto inicialmente por Wood e Gri�ths

[14] em 1972. Em vez de considerar interações duplas entre os spins (inte-

rações apenas entre os primeiros vizinhos: −Jsisj) assim como no modelo

de Ising, considera-se termos de acoplamentos triplos (−Jsisjsk). O modelo

inicial consistiu em um sistema magnético de�nido em uma uma rede trian-

gular onde, para o caso Spin-1/2, as variáveis de spin assumem os valores ±1

e estão localizados sobre os vértices da rede [12], cuja energia de interação é

dada por:

HBW = −J
∑

<i,j,k>

sisjsk (4.3)

onde J é o termo de acoplamento e a soma é feita sobre todos os primeiros

vizinhos formados pelos triângulos da rede.

Um dos motivos que levou à construção do modelo BW foi a elaboração

de um modelo magnético onde não houvesse simetria de inversão dos spins

e que exibisse uma transição do tipo ordem-desordem. A solução exata da

temperatura crítica de transição do modelo BW para o caso de spin-1/2 foi
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Figura 4.1: Rede triangular inicial proposta por Wood e Gri�ths [22]

obtida por Wood e Gri�ths em 1972 e apresentou resultados interessantes:

o valor da temperatura crítica para a transição de fase contínua apresentou

o mesmo valor de Tc do modelo de Ising na rede quadrada, porém sem a

mesma classe de universalidade. Baxter e Wu encontraram, para os expoentes

críticos α , β e ν os seguintes valores: α = ν = 3/2 e β = 1/2, que são os

mesmos valores dos expoentes críticos α, β e ν do modelo de Potts 4-estados

[11]. Portanto o modelo BW pertence a mesma classe de universalidade do

Potts 4-estados.

Figura 4.2: Rede triangular do modelo de Baxter-Wu.

O estado fundamental do modelo de Baxter-Wu é quatro vezes degene-

rado: um deles é o estado ferromagnético, onde todos os sítios da rede são

preenchidos com spins positivos s = +1. As outras três con�gurações são

tais que dois terços dos spins são negativos sendo que em cada triângulo deve
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haver a presença de um vértice positivo (estado ferrimagnético).

Neste modelo, uma escolha apropriada para o parâmetro de ordem é a

magnetização por subredes, onde

m =

√
m2
A +m2

B +m2
C

3
, (4.4)

e m2
A, m

2
B e m2

C são as magnetizações das subredes. Quando T = 0, a

magnetização total assume o valor 1/3. Outra possibilidade é a escolha da

média dos valores absolutos das magnetizações.

4.2.1 Modelo de Baxter-Wu spin-1

No caso do Modelo de Baxter-Wu Spin-1 (BW Spin-1), as variáveis de

spin podem assumir os valores −1, 1 ou 0 e, da mesma forma que o BW

original, estão situadas sobre os vértices da rede cristalina triangular. A

Hamiltoniana do modelo é escrita da seguinte forma:

H = −J
∑

<i,j,k>

sisjsk +D
∑
i

s2
i (4.5)

onde a segunda soma é feita sobre todos os N sítios da rede. O BW Spin-1

assume a forma parecida com o conhecido modelo de Blume-Capel [15], onde

temos na Hamiltoniana a inserção do termo de interação cristalina D como

uma extensão do modelo de Ising Spin-1.

A rede triangular do modelo BW é formada por três subredes onde a

subrede 1 é representada por �, a subrede 2 é representada por N, e a terceira

subrede é representada por • e a rede formada por spins zero é representada

por 0.

No BW Spin-1, com T = 0 temos, para D < 2J uma fase ordenada

com as con�gurações (si = ±1), para D > 2J há somente uma fase com

magnetização nula e exatamente em D/J = 2 temos um ponto quíntuplo

com a coexistência das cinco fases (si = ±1, 0).
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Figura 4.3: Rede triangular do modelo de Baxter-Wu formada por três
subredes e a rede com spin si = 0.

Figura 4.4: Transição de fase com T = 0

Para outros valores da razão D/J há divergência entre os resultados obti-

dos. Em 1981 Kinzel et al, encontraram um ponto de segunda ordem que se

unia com o ponto D/J = 2 e T = 0 através de uma linha de primeira ordem

[14].

No entanto em 2004 Costa et al [16] encontraram um ponto de segunda

ordem que seguia uma linha também de segunda ordem e se encontrava com

uma linha de primeira ordem até o ponto D/J = 2 e T = 0. Na linha de

primeira ordem há quatro fases idênticas e, no ponto onde ocorre o encontro

entre as linhas de segunda e primeira ordem há a transição entre as fases

ferromagnética e paramagnética. O referido ponto é um ponto pentacrítico.

O problema apresentado no BW Spin-1, e que motivou este trabalho, é

o fato do referido modelo apresentar uma multicriticalidade, onde temos a

coexistência de cinco fases e um possível ponto pentacrítico, o qual não possui
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Figura 4.5: Transição de fase em uma rede BW a T 6= 0, de acordo com a
referência [14]

uma localização muito bem de�nida. Assim o objetivo central neste trabalho

é a localização mais precisa do ponto pentacrítico. Para isto realizamos

simulações de Monte Carlo, utilizando o algoritmo de Metropolis e Finite

Size Scaling Theory (Teoria de Escala de Tamanho Finito).
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Figura 4.6: Transição de fase em uma rede BW a T 6= 0 [12]



Capítulo 5

Resultados e Discussões

Introdução

Realizamos simulações de Monte Carlo para analisar o comportamento

do valor médio do parâmetro de ordem como função da temperatura e do

cumulante reduzido do parâmetro de ordem como função da temperatura a

�m de fazer uma análise quantitativa e constatar se, dentre os tamanhos de

rede e temperaturas simuladas (L=12 e L=18 e T=1,000 a T=1,500), há a

ocorrência de transição de fases.

Posteriormente realizamos simulações caracterizando sistemas com o

campo cristalino D = 1, 22 e temperaturas variando de T = 1, 2050 a

T = 1, 3050 usando ∆T = 0, 005 e também com D = 1, 60 e T = 0, 950

a T = 1, 095 usando ∆T = 0, 005. Analisamos o comportamento do calor

especí�co, o valor médio da energia, e do cumulante reduzido do parâmetro

de ordem, para os tamanhos de rede (L = 12, 15, 18, 36), cujos resultados

serão apresentados a seguir.

Finalmente �zemos simulações com a temperatura como função do campo

cristalino T (D) pela linha de primeira ordem a �m de encontrar o ponto onde

ocorre a transição entre as linhas de primeira ordem e de segunda ordem,

ou seja o ponto pentacrítico, de modo a analisarmos o comportamento do

cumulante reduzido do parâmetro de ordem versus T (D).
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5.1 Caracterização da redes L = 12 e L = 18

5.1.1 Valor médio da magnetização versus campo cris-

talino

Com o objetivo de fazer uma análise quantitativa acerca de quais faixas

de temperatura analisar �zemos simulaçães de MC com as temperaturas

T = 1, 000, T = 1, 100, T = 1, 200, T = 1, 300, T = 1, 400 e T = 1, 500

com o campo cristalino variando de D = 0, 5 a D = 2, 0 com intervalos

iguais a 0, 1 para os tamanhos de rede L12 e L18.

Para L = 12 o comportamento do valor médio da magnetização com o

campo cristalino apresentou uma descontinuidade em seu comportamento,

condizente com uma transição de fases de primeira ordem para T = 1, 000.

Com o aumento da temperatura há a suavização da descontinuidade de modo

que para T = 1.400 e T = 1, 500 a curva do grá�co apresenta-se contínua.

Portanto podemos inferir, observando a �gura 5.1, que entre as tempera-

turas simuladas há uma mudança no caráter da transição de fases.
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Figura 5.1: Valor médio do parâmetro de ordem versus campo cristalino para
L = 12 e T = 1, 000 a T = 1, 500.
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Com o tamanho de rede L = 18, o comportamento do valor médio da

magnetização com o campo cristalino apresentou as mesmas características

que L = 12, de modo que entre as temperaturas simuladas, também podemos

perceber uma mudança na característica das transição de fases, conforme

mostra a �gura 5.2.
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Figura 5.2: Valor médio do parâmetro de ordem versus campo cristalino para
L = 18 e T = 1, 000 a T = 1, 500.
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5.1.2 Cumulante reduzido do parâmetro de ordem ver-

sus campo cristalino

O comportamento do cumulante reduzido do parâmetro de ordemmostrou-

se satisfatório no que refere-se a transição de fases entre as temperaturas

simuladas. A �gura 5.3 apresenta os diversos grá�cos do cumulante reduzido

do parâmetro de ordem contra o campo cristalino para diversos valores de

temperaturas.

O grá�co apresenta descontinuidades para as temperaturas entre T =

1, 000 e T = 1, 400, no entanto, a curva para T = 1, 500 apresenta-se de

modo praticamente contínua.
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Figura 5.3: Cumulante reduzido do parâmetro de ordem versus campo cris-
talino para L = 12 e T = 1, 000 a T = 1, 500.
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De modo semelhante a rede de tamanho 12, os grá�cos do cumulante

reduzido do parâmetro de ordem contraD para vários valores de temperatura

também apresentaram descontinuidades para T = 1, 000 e T = 1, 400, e para

T = 1, 500 a curva do grá�co apresenta-se de modo contínua.
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Figura 5.4: Cumulante reduzido do parâmetro de ordem versus campo cris-
talino para L = 18 e T = 1, 000 a T = 1, 500.
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5.1.3 Caracterização de sistemas com D = 1, 22

Foram realizadas simulações para os tamanhos de rede L = 12, 15, 18, 36,

para temperaturas variando de T = 1, 2050 a T = 1, 3050 usando um inter-

valo ∆T = 0, 005 e com o campo cristalino D = 1, 22.

Analisamos os resultados referentes ao comportamento do calor especí�co,

ao valor médio da energia, ao valor médio do parâmetro de ordem e ao

cumulante de quarta ordem do parâmetro de ordem, cujos resultados serão

apresentados a seguir.

Calor Especí�co

No caso do calor especí�co o seu comportamento corresponde ao esperado

no sentido que com o aumento das redes o �pico� apresentado é cada vez mais

pronunciado. O valor médio de Tc pode ser obtido analisando os valores da

temperatura em torno dos �picos� como pode ser observado na �gura 5.5.
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Figura 5.5: Comportamento do calor especí�co para os tamanhos de rede
L = 12, 15, 18, 36 para D = 1, 22 e T variando de T = 1, 2050 a T = 1, 3050.
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Valor médio da energia

O valor médio da energia apresentou-se de forma interessante onde, para

todos os tamanhos de rede todos os valores iniciam-se em um mesmo ponto e

posteriormente há o aumento do valor médio da energia para todas as redes.

També veri�ca-se o aumento na inclinação das curvas com o aumento dos

tamanhos das redes, o que é justi�cado pois o calor especí�co está relacionado

com a derivada da energia livre.
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Figura 5.6: Valor médio da energia versus a temperatura para os tamanhos
de rede L = 12, 15, 18, 36 para D = 1.22 e T variando de T = 1, 2050 a
T = 1, 3050.
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Valor médio do parâmetro de ordem

O valor médio do parâmetro de ordem contra a temperatura mostrou-se

caracterítico de sistemas magnéticos, de modo que, para todos os tamanhos

de rede, iniciaram-se próximos a 0, 31. Espera-se que com o aumento da

temperatura os grá�cos convirjam para zero.
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Figura 5.7: Valor médio do parâmetro de ordem versus temperatura para
os tamanhos de rede L = 12, 15, 18, 36 para D = 1.22 e T variando de
T = 1, 2050 a T = 1, 3050.
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Cumulante Reduzido do Parâmetro de Ordem

O cumulante reduzido do parâmetro de ordem também se mostrou sa-

tisfatório para a obtenção de Tc com as simulações com os tamanhos de rede

L = 12, 15, 18, 36.

A técnica utilizada para encontrar a temperatura de transição é a inter-

secção do cumulante de Binder mencionada no �nal do capítulo 3, onde a

intersecção dos grá�cos dos cumulantes para os diversos tamanhos de redes

resulta em um ponto em comum, o qual fornece a temperatura de transi-

ção. Neste caso, a temperatura de transição encontrada está em torno de

Tc = 1, 264(1).

1,22 1,224 1,228 1,2321,236 1,24 1,244 1,2481,252 1,256 1,26 1,264 1,2681,272
Temperatura - T

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

0,35

0,4

0,45

0,5

0,55

0,6

0,65

C
um

ul
an

te
 r

ed
uz

id
o 

do
 p

ar
âm

et
ro

 d
e 

or
de

m
 

L12
L15
L18
L36

Figura 5.8: Cumulante reduzido do parâmetro de ordem para os tamanhos
de rede L = 12, 15, 18, 36 para D = 1.22 e T variando de T = 1, 2050 a
T = 1, 3050 com Tc = 1, 264(1).
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A �gura 5.9 apresenta um grá�co ampliado na região do cruzamentos

do cumulantes reduzidos do parâmetro de ordem a �m de obter estimativa

de Tc. A partir da referida �gura podemos avaliar o valor de Tc como sendo

Tc = 1, 2637(6).
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Figura 5.9: Aproximação do cruzamento dos cumulantes reduzidos do pa-
râmetro de ordem para os tamanhos de rede L = 12, 15, 18, 36 com Tc =
1, 2637(6)
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5.1.4 Caracterização do modelo com D = 1, 60

Realizamos simulações para os tamanhos de rede L = 12, 15, 18, 36, para

temperaturas variando de T = 0, 950 a T = 1, 095 usando um intervalo ∆T =

0, 005 e com o campo cristalino D = 1, 60. Analisamos os resultados obtidos

para o calor especí�co, valor médio da energia bem como o valor médio do

parâmetro de ordem, para o cumulante de quarta ordem do parâmetro de

ordem, cujos resultados serão apresentados a seguir.

Calor Especí�co

Os resultados esperados para o calor especí�co mostraram-se satisfatórios

no sentido em que os �picos� se mostraram, com o aumento dos tamanhos

das redes, sempre mais pronunciados, de modo que, para cada L, podemos

estimar um valor para a temperatura crítica.
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Figura 5.10: Comportamento do calor especí�co para os tamanhos de rede
L = 12, 15, 18, 36 para D = 1, 60 e T variando de T = 0, 950 a T = 1, 095.
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Valor médio da energia

O valor médio da energia como função da temperatura apresentou-se se-

melhante ao caso anteriormente analisado. Para todos os tamanhos de rede

os grá�cos iniciaram-se em uma mesmo valor (próximo a −0, 3) até uma

variação abrupta em torno da região crítica.
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Figura 5.11: Valor médio da energia para os tamanhos de rede L =
12, 15, 18, 36 para D = 1.60 e T variando de T = 0, 950 a T = 1, 0950.
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Valor médio do parâmetro de ordem

A �gura 5.12 apresenta o valor médio do parâmetro de ordem, onde para

todos os tamanhos de rede, os valores iniciaram-se próximos a 0, 32, e com

o aumento da temperatura espera-se também que tais valores se aproximem

de zero.
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Figura 5.12: Valor médio do parâmetro de ordem para os tamanhos de rede
L = 12, 15, 18, 36 para D = 1.60 e T variando de T = 0, 950 a T = 1, 0950.
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Cumulante reduzido do parâmetro de ordem

O cumulante reduzido do parâmetro de ordem também se mostrou satis-

fatório para a obtenção de Tc com as simulações com os tamanhos de rede

L=12,15,18,36. Utlizando a técnica da intersecção do cumulante de Binder

encontramos a temperatura de transição em torno de Tc = 1, 044(1).
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Figura 5.13: Cumulante reduzido do parâmetro de ordem para os tamanhos
de rede L = 12, 15, 18, 36 para D = 1.60 e T variando de T = 0, 950 a
T = 1, 095 com Tc = 1, 044(1).

Observando a �gura 5:13 pode-se estimar o valor médio de Tc como apro-

ximadamente: Tc = 1, 044(1).

5.1.5 Cumulante reduzido do parâmetro de ordem ver-

sus temperatura como função do campo cristalino

A partir dos dados obtidos por [12] realizamos simulações de MC ao longo

da linha de primeira ordem para calcular os cumulantes reduzidos do parâ-

metro de ordem contra a temperatura como função do campo cristalino para

os seguintes tamanhos de rede: L = 12, 18, 36. Ou seja, foram realizadas si-

mulas aos pares de valores da temperatura e do campo cristalino. Aplicamos
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Figura 5.14: Cumulante reduzido do parâmetro de ordem para os tamanhos
de rede L = 12, 15, 18, 36 para D = 1.22 e T variando de T = 1, 2050 a
T = 1, 3050 com Tc = 1, 044(1).

a técnica do histograma nas simulações com um ∆T = 0, 0001 e T variando

conforme os valores da tabela 5.1.

Os resultados obtidos com as simulações para os cumulantes do parâ-

metro de ordem não se mostraram satisfatórios para a localização do ponto

pentacrítico de modo que o comportamento observado nos grá�cos não estão

de acordo com o comportamento de cumulantes. Possíeis razões para isso é

o fato de estarmos trabalhando com redes pequenas sendo muito relevntes os

efeitos de tamanho �nito. Assim, se forem feitas simulações com redes mai-

ores (L = 96, 102, 108, ...) esperamos que o comportamento dos cumulantes

sejam satisfatórios.

Outra possibilidade a ser considerada é que os pares de temperaturas e

campos cristalinos simulados não estejam exatamente sobre a linha de pri-

meira ordem.
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Tabela 5.1: Parâmetros utilizados na simulação de MC para o cálculo do
cumulante de quarta ordem versus T (D). Os valores foram retirados da
referência [12]

Temperaturas Campo Cristalino

1,2259(1) 1,30

1,2744(1) 1,20

1,2958(1) 1,15

1,3143(1) 1,10

1,3385(1) 1,05

1,3602(1) 1,00



Capítulo 6

Conclusão e Perspectivas

Em nosso trabalho estudamos o modelo de Baxter-Wu Spin-1 usando

simulações de Monte Carlo com a implementação do algoritmo de Metropolis

e a técnica do histograma. Analisando os resultados com a toeria de esala

de tamanho �nito, objetivamos encontar o ponto pentacrítico que é esperado

para este modelo. As principais grandezas ansalisadas foram o cumulante

de quarta ordem da energia e o cumulante reduzido do parâmetro de ordem

para obter a multicriticalidade do modelo.

Os resultados obtidos nas simulações para o calor especí�co foram sa-

tisfatórios pois houve o pronunciamento dos picos dos grá�cos em torno de

uma temperatura especí�ca com o aumento dos tamanhos das redes. Os cu-

mulantes da energia e do parâmetro de ordem também foram satisfatórios e

aplicando a técnica da intersecção do cumulante de Binder, para o parâmetro

de ordem, obtivemos também as temperaturas de transição.

Os resultados para a susceptibilidade magnética e para os cumulantes

não reduzidos tanto do culumante de quarta ordem da energia quanto o do

parâmetro de ordem não se mostraram satisfatórios para a caracterização dos

sistemas estudados.

O comportamento do cumulante de quarta ordem contra a temperatura

como função do campo cristalino não mostrou-se satisfatório para a obtenção

do ponto pentacrítico.

Como trabalhos futuros podemos abordar o modelo utilizando a técnica

do histograma largo via algoritmo Wang-Landau, cujo procedimento possibi-
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lita obter as grandezas de interesse em todas as temperaturas e campos, o que

facilitaria muito a carcterização do modelo completo. Outro caminho para a

caracterização do modelo e obtenção do ponto pentacrítico é a dinâmica de

tempos curtos ou a técnica de mistura de campos.
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