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RESUMO
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No presente trabalho é apresentado um modelo espectral para descrever o decaimento
da energia cinética turbulenta na Camada Limite Convectiva (CLC) da superficie terrestre,
onde acontecem os processos fisicos que geram turbuléncia de origem mecanica e convectiva
no ar. Partindo das equacgoes de conservacao de momento, que descrevem a dinamica de um
elemento de fluido em um escoamento, se obtém uma equagao para o espectro de energia
cinética em um escoamento turbulento homogéneo, mas nao isotrépico. O espectro de energia
é expresso em termos do vetor nimero de onda x e do tempo. Cada termo, nesta equagao de
balanco de energia, descreve processos fisicos distintos que geram a turbuléncia. Os termos
de producao ou perda de energia por efeito térmico e por atrito, sao escritos em funcao do
nimero de Richardson, que é uma grandeza adimensional que expressa uma relagado entre
a energia potencial e a energia cinética de um fluido. O termo de transferéncia de energia
cinética por efeito inercial entre os turbilhoes de diferentes ntimeros de onda é parametrizado
a partir do modelo de Heisenberg que, baseando-se em argumentos intuitivos, assume que o
processo de transferéncia de energia entre turbilhoes com pequeno nimero de onda para os
de niimero de onda grande, é similar a conversao de energia mecanica em energia térmica,
por efeito de uma viscosidade molecular. Os turbilhoes com nimero de onda maior absorvem
energia dos turbilhGes com nimero de onda menor. A equacdao dinamica para o espectro de
energia cinética tridimensional obtida foi resolvida pelo método da decomposicao de Adomian
para solugao analitica de equacoes diferenciais ordindrias ou parciais, lineares ou nao linea-
res, deterministicas ou estocasticas. Esta técnica consiste em decompor uma dada equacao
em uma parte linear e outra nao-linear, isolando o operador linear, facilmente inversivel, de
maior ordem. O termo nao-linear é escrito como uma soma de uma classe especial de po-
linomios, denominados Polinomios de Adomian, e a funcao desconhecida como uma série,
cujos termos sao calculados de forma recursiva. A aplicacdo do método de decomposicao

de Adomian na solucao da equacao integro-diferencial nao linear resultante para o espectro
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de energia cinética, permitiu uma solucao analitica sem a linearizacao, comumente usada por
simplicidade, em problemas onde se tém processos altamente nao lineares. Além disso, devido
a rapida convergencia da solugao expressa em termos dos polinomios de Adomian, o espectro
de energia cinética foi obtido sem uma grande esforco computacional. A partir do calculo do
espectro de energia pode-se determinar a variagao da energia cinética turbulenta na CLC e

comparar com os resultados de simulacao numérica existentes na literatura.

Palavras-chave: CLC; espectro de energia tridimensional; Modelo de Heisenberg; método de

Adomian
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In this paper we present a spectral model to describe the decay of turbulent kinetic
energy in the Convective Boundary Layer (CLC) of the earth’s surface, where the physical
processes that occur generate turbulence of convective origin and mechanics in the air. Using
the equations of conservation of time, which describe the dynamics of an element of fluid in
a flow, you get an equation for the spectrum of kinetic energy in a homogeneous turbulent
flow, but not isotropic. The spectrum of energy is expressed in terms of number of wave
vector kappa and time. Each term in this equation of energy balance, describing different
physical processes that generate the turbulence. The terms of production or loss of energy by
the effect of heat and friction, are written according to the number of Richardson, which is
a dimensionless quantity that expresses a relationship between potential energy and kinetic
energy of a fluid. The term transfer of kinetic energy by inertial effect between eddies of
different wave numbers is parameterized from the Heisenberg model which, based on intuitive
arguments, assume that the transfer of energy between eddies with small number of wave for
the large number of wavelength is similar to conversion of mechanical energy into heat energy,
the effect of molecular viscosity. The number of eddies with wave absorbing higher energy of
eddies of wave number with lower. The dynamic equation for the three-dimensional spectrum
of kinetic energy obtained was solved by the Adomian decomposition method for the analytical
solution of ordinary differential equations or partial, linear or nonlinear, deterministic or
stochastic. This technique is to decompose a given equation into a linear part and one
non-linear, isolating the operator linear, easily inverted of higher order. The nonlinear term
is written as a sum of a special class of polynomials called Adomian polynomials of, and
unknown function as a series whose terms are calculated on recursively. The application of
the Adomian decomposition method for the solution of differential equation integrated non

linear due to the spectrum of kinetic energy, has an analytical solution without linearization,
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commonly used for simplicity, in problems where processes are highly nonlinear. Moreover,
due to rapid convergence of the solution in terms of the Adomian polynomials, the spectrum
of kinetic energy was obtained without a large computational effort. From the calculation
of the energy spectrum could be determined the variation of turbulent kinetic energy in the

CLC and compared with results of numerical simulation in the literature.

Keywords: CLC; Three-dimensional spectrum of energy; Model Heisenberg; method of Ado-

mian
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1 INTRODUCAO

A degradacao dos ecossistemas naturais acontecem num nivel sem precedentes na
histéria, sendo os cuidados com o planeta Terra uns dos assuntos mais importantes e re-
levantes nos dias de hoje. O aquecimento global e a preservagao do meio ambiente sao temas
que preocupam os atuais governantes do mundo todo. Dessa forma, a investigacao dos meca-
nismos responsaveis pela dispersao de poluentes na atmosfera, mais precisamente na Camada
Limite Planetdria (CLP), com o objetivo de avaliar e prever as possiveis consequéncias do
seu impacto ambiental, desperta na comunidade cientifica a necessidade de uma modelagem
numeérica e de experimentos observacionais que descrevam estes fendmenos. Ao efetuar a
modelagem de um acontecimento, deve-se saber que é praticamente impossivel modelar de
maneira perfeita os fatos fisicos naturais. Todo o processo de modelagem é aproximado, seu
mérito consiste em elaborar um modelo onde a solugao seja exeqiiivel e que represente o
fenomeno dentro de desvios aceitaveis para a finalidade proposta. Embora a maior parte das
pesquisas atuais concordem que a fisica basica da turbuléncia pode ser descrita pelas equagoes
de Navier-Stokes, as limitagoes computacionais para a resolucao destas equagoes limita dire-
tamente a descrigao dos fluxos turbulentos. Outra dificuldade encontrada ¢é a forma complexa
com que a CLP se estrutura, com campos de vento médio e de turbuléncia nao-homogéneos
e nao-estacionarios.

Neste trabalho estamos interessados em compreender e quantificar os efeitos de trans-
porte associados a turbuléncia em um periodo de tempo envolvendo a transicao dia-noite,
onde medidas experimentais sao dificeis de serem realizadas por se tratar de um periodo
muito curto, em torno de uma hora, com o fluxo de calor se dando no sentido da atmosfera
para a terra caracterizando o fendmeno de inversao térmica.

Partindo das equacoes de Navier-Stokes, que descrevem o fluxo turbulento através
da aplicacao das leis fundamentais da fisica de conservacao de massa, momento e energia;
desenvolve-se uma equacao para a densidade espectral da energia cinética turbulenta tridi-
mensional em uma Camada Limite Convectiva (CLC). Considera-se que este fluxo turbulento
seja homogéneo mas nao isotropico. Durante o tempo de transicao dia-noite o transporte de
espécies, tanto escalares quanto vetoriais, préximo a superficie terrestre, pode ser mantido
pelo decaimento da turbuléncia na CLC. Neste modelo espectral, cada termo da equacao de
balanco de energia descreve processos fisicos que geram esta turbuléncia. Propomos um mo-

delo de fechamento para os termos de fluxo de calor e de atrito, e uma parametrizacao para
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o termo de tranferéncia de energia por efeito inercial. O termo de dissipacao de energia pela
viscosidade molecular usa o modelo cléssico descrito na literatura (Hinze, 1975).

A equagao dinamica para o espectro de energia cinética tridimensional obtida foi resol-
vida pelo método da decomposicao de Adomian para solucao analitica de equacoes diferenciais
ordindrias ou parciais, lineares ou nao lineares, deterministicas ou estocasticas. Esta técnica
consiste em decompor uma dada equacao em uma parte linear e outra nao-linear, isolando o
operador linear, facilmente inversivel, de maior ordem. O termo nao-linear é escrito como uma
soma de uma classe especial de polinomios, denominados Polinomios de Adomian, e a funcao
desconhecida como uma série, cujos termos sao calculados de forma recursiva. A aplicacao
do método de decomposicao de Adomian na solugao da equacao integro-diferencial nao linear
resultante para o espectro de energia cinética, permitiu uma solucao analitica sem a linea-
rizacao, comumente usada por simplicidade, em problemas onde se tém processos altamente
nao lineares. Além disso, devido a rapida convergéncia da solugao expressa em termos dos
polinémios de Adomian, o espectro de energia cinética foi obtido sem grande esfor¢co compu-
tacional. Fisicamente a solucao numérica encontrada tende a ser muito mais correta do que
se fosse obtida por métodos de aproximacao baseados em hipdteses ou simplificacoes.

Em relacao a sua estrutura, a tese estd organizada da seguinte forma apresentada
abaixo. No capitulo 2, apresenta-se uma fundamentacao tedrica. Aqui, introduz-se o con-
ceito de Camada Limite Planetaria (CLP) (Stull, 1988) e Camada Limite Convectiva (CLC).
Também ¢é feita a dedugao da equagao que descreve a fungao espectro de energia tridimensi-
onal do fluxo turbulento na CLC. Apresentamos o modelo de Kristensen (Kristensen et al.,
1989) para o espectro de energia estaciondrio na Camada Limite Atmosférica e finalmente o
desenvolvimento da aplicagdo do método de Adomian (Adomian, 1988) para equagdes nao-
lineares. O capitulo 3 contém a formulacao da equagao dinamica para o espectro de energia
no decaimento de um escoamento turbulento homogéneo mas nao isotrépico, cujos aspec-
tos definidos sao importantes na obtencao do modelo espectral, como a parametrizacao dos
termos de conveccao térmica, de atrito mecanico e de transferéncia de energia cinética por
efeito inercial. O capitulo 4, apresenta o calculo da solugao da equacao de balango da energia
cinética turbulenta pelo método de Adomian. Os resultados encontrados serao apresentados
no capitulo 5, onde compara-se os resultados obtidos com os resultados de simulagao numérica
existentes na literatura. No capitulo 6 faz-se uma relacao com o que ja se tem na literatura
e os avanc¢os na modelagem e obtencao de solucoes de equagoes nao-lineares proposto nessa

tese.



2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Apresentamos neste capitulo uma breve relacao dos tépicos necessarios para o desen-
volvimento do nosso modelo. Serd feita uma revisao tedrica sobre onde e como ocorrem os

fluxos turbulentos e as equacgoes utilizadas para descreve-los.

2.1 Camada Limite Planetaria

A camada préxima a superficie terrestre que possui cerca de onze quilometros de
altura é chamada de Troposfera. Esta regiao se divide em duas partes: Camada Limite
Planetaria (CLP), cuja altura alcanca aproximadamente uns trés quilémetros, e o restante
que é denominado de Atmosfera Livre. O nosso modelo estd associado a CLP porque é a regiao
mais influénciada pelos fenomenos naturais que acontecem na superficie. Estes fenomenos,
também chamados de forcantes superficiais, sao os fluxos de calor, umidade, momento e
poluicao; que ocorrem juntamente provocando uma instabilidade no sistema e onde depois de
um certo tempo a CLP retorna a sua posicao de equilibrio.

De acordo com os processos fisicos envolvidos no escoamento turbulento a CLP se
divide em Camada Limite Convectiva (CLC), onde se desenvolve a turbuléncia mecanica e a
convectiva; Camada Residual Noturna e Camada Limite estavel Noturna. O transporte que
ocorre na CLP no sentido horizontal é denominado de Vento Médio e no sentido vertical é

denominado de Turbuléncia, e sua espessura varia de cerca de cem metros a trés quilometros.

2.2 Escoamento Turbulento Homogéneo mas nao Isotrépico na CLP
2.2.1 Forgas fundamentais e a equagao de momento

O escoamento de um fluido é governado pelas leis fundamentais da fisica de con-
servagao de massa, momento e energia (Kundu, 1990). Para obter as equagoes que governam
o movimento de um pequeno elemento de volume na atmosfera fazemos a aplicacao destes
principios.

Considere o movimento de um elemento de fluido infinitesimal (dm) e a aplica¢ao da
forma integro-diferencial na segunda Lei de Newton (ﬁ = md) para esse volume material,
que consiste de algumas particulas do fluido escoando com uma certa velocidade (7). Neste
elemento de volume atua uma forga gravitacional a distancia (ﬁg) e também as forcas de

—

superficie (Fy), exercidas pelo meio através do contato direto sobre o volume material.
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A variacao da velocidade do fluido no tempo sera dada pela relagao

= 04 + - )
Dt 39 pOx; p Ox;

(2.1)

sendo p a densidade, g a gravidade, p a pressao e U; as direcoes das velocidades. A equacao
do movimento (2.1) relaciona a aceleragao para o conjunto de forgas aplicadas a um ponto e é
valida para qualquer continuo, solido ou liquido, nao importa como o tensor de tensao esteja

relacionado com a deformagao do campo.

2.2.2 Equacgao do Espectro da Energia Cinética Turbulenta

No balango de energia a area dos vortices e a torcao associada a movimentos tur-
bulentos sempre causam energia turbulenta para o escoamento das escalas menores, onde a
turbuléncia é dissipada pela difusao viscosa. Assim, a producao de turbuléncia serd continua
e a energia cinética turbulenta é mantida. A principal fonte de turbuléncia na camada li-
mite depende criticamente da estrutura do vento e dos perfis de temperatura préximos a
superficie. Se o fluxo de calor turbulento é grande e positivo, a camada limite turbulenta é
gerada convectivamente. Se ela é estavel, entao o cisalhamento do vento deve ser responsavel
pela geracao de turbuléncia na CLP. Os papéis comparativos destes processos podem ser
melhor compreendidos através da analise do desenvolvimento da energia cinética turbulenta.

Para investigar a produgao de turbuléncia, nés olhamos para a equagao de conservagao
de momento (2.1) (Stull, 1988), onde o vetor U; representa as trés componentes perpendicu-
lares da velocidade (u,v,w) e (i,j,k) sao indices usados para o restante do texto oriundos da
notacao vetorial.

Temos aqui que considerar algumas aproximagoes tais como a viscosidade dinamica
molecular p ser constante em todos os pontos do fluido. A tensao viscosa existe onde ha
movimentos de cisalhamento no fluido. Onde uma porc¢ao do fluido se move, as forgas inter-
moleculares tendem a arrastar moléculas adjacentes (préximas) no fluido na mesma diregao.
Uma medida destas forcas é a viscosidade, sendo que o resultado desta tensao é a deformacao

do fluido. A tensao para um fluido newtoniano é usualmente dada por:

_[(ou; | oU; 2 U,
T (éhrj * 0%) 3t % Oxy,’ 22

sendo p o coeficiente de viscosidade dinamico e 7;; interpretado como uma forga por unidade

de drea na diregao de x; atuando na face que é perpendicular a diregao z;.
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Assume-se que o fluido seja incompressivel, tornando gTU: = 0, pode-se reescrever a

equagao (2.2) na forma:

aTij % 82UZ 62U2
S — 2.
dr;  p 03 v o3’ (23)

sendo v = % a viscosidade cinemética. Obtemos para a equacao (2.1) a expressao

pr— 74 V —_— - _7
Dt 39 oxs  p Ox;

(2.4)

onde usando a definicao de derivada total temos

DU;  9U; oU;  dU;
— U. = 2.5
Di ot Tox;  dt’ (2:5)

tornando a equagao (2.4) a seguinte forma abaixo

a9 8%2- p Ox;

(2.6)

Analisando a equacao de estado dos gases ideais pode-se explicitar as variaveis abaixo
em uma parte média localizada em um ponto arbitrario e uma parte turbulenta na superficie
terrestre do escoamento turbulento: p = p + p, (densidade da mistura de ar), T, = T, +
T,, (temperatura virtual absoluta) e p = p + p, (pressdo). As flutuagdes de pressdo estao
associadas as variacoes na massa de ar na atmosfera. A razao entre os termos da magnitude
da pressao pode ser da mesma ordem ou menor que a magnitude dos termos do empuxo na

vertical. Devido a isso obtém-se a relagao

(0] (0] T’U
Po_foy v (2.7)
p pr T

Outras consideracoes podem ser feitas, como a adveccao e divergéncia de massa em
um ponto fixo aproximadamente estavel tornar a variacao da densidade com o tempo lenta ou
nula. A magnitude do termo do gradiente de pressao vertical na superficie é da mesma ordem
ou menor do que a magnitude do termo de empuxo na equacao do movimento. Negligencia-se
o termo de pressao da equagao (2.7) devido a este ser tipicamente muito pequeno, da ordem

de 10™* [Stull, 1988], tem-se entdo

>

Po o Tvo Vo
)

== = (2.8)

sendo #, a temperatura potencial virtual, que remove da T, as variagoes na temperatura
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causadas pela mudanca na pressao com a altitude, de uma parcela de ar.

Assim a equagao (2.6) poderd ser escrita na forma

dU; 0, o’U; 1 0
i3 < O) qg+v — P (2.9)

O nosso problema é entao investigar um modelo de escoamento e a relagao existente
entre a mudanca das componentes da velocidade durante o decaimento do movimento tur-
bulento. Estas relagoes podem ser descritas por um tensor de correlagao (simples,duplo ou
triplo) da velocidade e sua variagdo no tempo, como veremos mais adiante.

Reinicia-se com a equagao do movimento (2.9), que descreve os movimentos turbulen-
tos, onde ap6s uma algebra (ver apéndice A) em que expande-se as varidveis em partes média

e turbulenta e se considera a velocidade média w; como constante dentro de uma determinada

regiao e também independente do tempo, de modo a se obter

ou;  O(uru;u;) opm) 5, Ou;Ouy,

1
&rj B a(L'j 5 8@ 61‘32 7

0,
onde i e k podem assumir trés valores representando nove equacoes separadas.

O termo de correlacao pressao-velocidade descreve como a energia é distribuida pelas
perturbacoes da pressao associado com as oscilagoes no ar. No caso de um fluido incom-
pressivel e a turbuléncia sendo homogénea, os efeitos da pressao de longo alcance desapare-
cem, dessa forma a correlagao pressao-velocidade serd nula. Ficando a equagao (2.10) escrita

na forma abaixo

O(uuy,)
ot

oU;  O(wpuyu;) 5, Ou;Ouy,
al'j Oxj 82?2 '

J

— iy Hi (uif,) — (71;) (2.11)

A equacgao (2.11) possui termos de correlagao simples (u;)40p, de correlagoes duplas

(wi) a(ug) g € termos de correlagoes triplas (u) a(u;)(u;) 4, onde A e B correspondem a pontos
diferentes no campo do fluxo turbulento e descrevem a correlagao que estas velocidades, de
um elemento de fluido, possuem entre si durante o movimento. Alinhando-se o sistema de
coordenadas com o vento médio, pode-se assumir que a regiao do campo do fluxo turbulento
possui homogeneidade horizontal. Os dois pontos A e B do campo estao sobre o mesmo eixo
de coordenadas (eixo x, por exemplo), sendo que um dos pontos encontra-se na origem do
sistema cartesiano. O produto das componentes da velocidade sera dado pelos tensores de

correlagoes de primeira, segunda e terceira ordem, dados abaixo:
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(Tip)a,s = (u;) 408,
(Qir)ap = (u;)aluy)s,

(2.12)
(€ij)an = (v;)a(u;)B,

(Skji)a,p = (uy)a(u;)a(w;) s,
sao eles fungoes do espago de coordenadas, da distancia entre A e B e do tempo. Pode-se

reescrever o tensor de correlacao tripla da velocidade, devido sua invariancia frente a rotagoes

do escoamento homogéneo, com respeito aos indices na forma

OSkjii

8;17]- = S@k(l'l,l'g,l‘g;t). (213)

Reduzindo-se a equacao (2.11) na expressao

Qi 1 g U, 920 x
F o e Ty — et G, 9 iy
ot s g, 0T oz, Sk =2V 022

(2.14)
De modo a tomar a diagonal principal da matriz dos tensores de correlagao, cujo
calculo dos autovalores nos fornece a energia cinética, faze-se a contracao dos indices i = k

das funcoes de correlacao. Estas fungoes apresentam-se agora descritas em um sistema de

coordenadas esférico, cujo exemplo esta representado no tensor de segunda ordem abaixo

Qii(x1, w2, 23;t) = Qi (7, 1). (2.15)

Para se obter o espectro de energia cinética tridimensional realiza-se uma transformada
de Fourier das funcoes de auto-correlacao onde se produz uma correlacao espectral que passa
a ser uma funcao do vetor nimero de onda r; (i=1,2,3). A informagao direcional é removida
com a integral do espectro sobre uma casca esférica a cerca da origem do espaco do ntimero
de onda, obtendo um espectro que é uma fungao escalar e cujo valor representa a energia
cinética total para um dado nimero de onda k.

Considera-se as seguintes transformadas de Fourier

Tip(7,t) = 4w / k* Hig(k,t) exp(ik.r) dk,
0
Qi,i(ﬁ t) =4 / k2 E@i(k,t) exp(ik:.r) dk},

o (2.16)
€,i(Tt) = 4m / k* M;;(k,t) exp(ik.r) dk,

0

Sii(7,t) = 4w / k* Wii(k,t) exp(ik.r) dk,
0
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dessa forma tem-se a equagao dinamica para o espectro de energia tridimensional a partir da
equagao (2.14). Para isso a distancia entre as duas componentes da velocidades wu; tera que
ser muito pequena (7= 0), afim de que a integral da energia se torne igual a energia cinética

por unidade de massa expressa abaixo

E. . U
OB _ 9 gty a2 Wk t) — 2 v K2 (K. 1), (2.17)
ot 0, ’ ’ (935]- —— N—
~ ~~ - N 1V Vv
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onde t é o tempo, k é o niimero de onda,#- é o parametro convectivo.
v
Cada termo individualmente na equacgao de balango de energia descreve processos

fisicos que geram a turbuléncia, sendo eles:

e o termo II que representa a producgao convectiva de energia por efeito térmico devido

ao fluxo de calor durante o dia sobre a terra,
e 0 termo III que é um termo de producao de energia mecanica devido ao atrito,

e o termo IV que é um termo de perda e exprime a transferéncia de energia cinética entre

os turbilhoes de diferentes niimeros de onda por efeito inercial,

e 0 termo V que retrata a dissipacao de energia convertida em calor pela viscosidade

molecular. O célculo do termo V é representado pela equagao (3.25) no Capitulo 3.

O modelo descreve a energia espectral turbulenta na atmosfera com os grandes tur-
bilhoes criando ou se chocando com os pequenos turbilhoes, ocorrendo, através destes proces-

sos fisicos, a transferéncia desta energia.
2.3 Modelo de Kristensen para o Espectro de Energia Cinética Turbulenta Es-
tacionaria na CLP

O modelo expressa o tensor espectral das velocidades turbulentas baseado no conhe-
cimento do comportamento dos espectros unidimensionais das componentes da velocidade

longitudinal, transversal e vertical para um ponto na superficie.

2.3.1 O Tensor de autocorrelacao

Kristensen desenvolveu um modelo espectral simplificado da turbuléncia que nao é

isotrépico, mas que contém o caso isotrépico como um limite, onde expressa o tensor espectral



21

P, ;(k) da velocidade turbulenta tendo como hipdtese que a turbuléncia é homogénea em todas
as direcoes e considerando o campo de velocidades turbulento incompressivel. Dessa forma o

tensor de auto-correlacao simétrico (Kristensen,1989) sera

Qi (1) =< (wi(Z) = Uy)(u; (T +7) = Us) >, hJ=1,2,3; (2.18)

onde o campo de velocidades nao tem diregao preferencial no espago.

O tensor espectral definido pela identidade
. 1 RN,
(I)iﬂ'(l{) = W %ng(f‘) Gl’p(—lk’.’l") d r, (219)

é um tensor de segunda ordem.
Um tensor simétrico qualquer, de segunda ordem, pode ser escrito em uma forma

apropriada dada por

®, (k) = i Ak) {0 - %} {0, - “;—’jf} , (2.20)

onde A;(k) sdo fungdes reais.

O espectro de energia F(k) que é definido como

2

k2 [T w2
Ek)=" [ snodo | d o, (), 2.91
W=7 [ omoar [“ao > eud (2.21)

pode ser expresso em fungao das A;(k) por

B 4rk?
3

E(k) {AL(R) + Aa(k) + As(R)}, (2.22)

apos substituir a equagao (2.20) na equagao (2.21) e resolver as integrais em 6 e ¢. Para derivar
os espectros unidimensionais em funcao das A;(k) (ver apéndice B), onde serd considerado
a relagao entre uma componente unidimensional do espectro e o tensor espectral (Lumley e

Panofsky, 1964), usa-se a relagao abaixo

in(kl) :/ dks / dk3 (Di,i(];); (2.23)

o o
onde substituindo a equagao (2.20) na equagao (2.23), apés uma mudanga de coordenadas,
encontramos as componentes da velocidade Fp (k) longitudinal, Fr(k) transversal e Fy (k)
vertical.

Obtém-se apartir de (2.22) a seguinte expressao para a fungao espectro de energia do
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fluxo turbulento homogéneo mas nao isotrépico

d 1dFy(k)
B(k) = k3~ -
B =Kk

1/k? 14 1/k?
+ 2k4/ s* g"(s) ds — §k4/3/ s*3 g"(s) ds, (2.24)
0 0

sendo s = k% e g(s) a equacdo formada pelas componentes unidimensionais na forma

Fr(k) =k Fp(k) — (Fr(k) + Fyv(k))

o(s) = - , (225)

Os espectros unidimensionais de Kristensen nao sao definidos para alturas proximas

da superficie. Serao considerados os espectros unidimensionais de Degrazia (Degrazia et al.,

2000) na forma

Fi(k) = —"— i=LT.V; (2.26)
{1+ bx}3
: : z 2/3 * \cl— .5z
com dados experimentais dados por a; = %ci(z—i)w%ﬂh/ w[(f)S]7°3 e by = 21%7
com ¢; = (0.5 £ 0.05)(27K) "3, a; = 1,3, 5 para u, v ¢ w respectivamente (Champagne
et al., 1997; Sorbjan, 1989). A escala de velocidade convectiva serd w, = (uy)o(—21)"?;
(fr)s = &= Gu = G, = 1.5; G, = 1.8[1 — exp (—22) — 0.0003 exp (¥)] e ¥, = &, sendo

L=wu,T=veV =w as representacoes das componentes unidimensionais do espectro.
As equagoOes oriundas de (2.26) definem a equacdo (2.25). Substituindo (2.25) na
equagao (2.24) obtém-se o espectro tridimensional da energia cinética turbulenta independente

do tempo na CLC, que serd resolvido numericamente.

2.4 Método de Adomian para Solucao de Equagoes nao Lineares

O método de decomposicao de Adomian possui o intuito de facilitar a solucao de
problemas fisicos e tem se mostrado um étimo artificio na solucao de equagoes lineares e nao
lineares devido aos seus resultados analiticos convergirem rapidamente, podendo dessa forma
esquivar-se de um massivo trabalho de computacao numérica. Este método de aproximagao
representa o termo nao linear de forma mais precisa, de modo que sendo a série infinita,
quando fazemos uma aproximacao de n termos, a solucao se torna apropriada como uma
solugao pratica, onde restringe-se sua validade as regioes onde o comprimento do dominio

seja menor que o raio de convergéncia da série (Adomian, 1988).
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2.4.1 Apresentacao do método de decomposicao de Adomian

Considera-se uma equagao geral F' u(t) = g(t), onde F' representa um operador diferen-
cial nao linear geral envolvendo termos lineares e nao lineares, o termo linear é decomposto
em em L + R, sendo L facilmente inversivel, tomado como a derivada de maior ordem do
operador, e R o resto do operador linear; sendo g(¢) um termo de fonte. Esta equagao pode

entao, ser escrita

Lu + Ru + Nu = g, (2.27)

onde Nu representa o termo nao linear. Resolvendo Lu de (2.27), nés temos
Lu = g — Ru — Nu. (2.28)
Devido a L ser inversivel, a expressao equivalente serd
L*'Lu =L'g — L' ' Ru — L' Nu. (2.29)

Se L ¢ um operador diferencidvel, L™ serd o operador integrdvel e a equacao (2.29)

para u sera

u = u(0) + L'g — L' Ru — L' Nu, (2.30)

sendo u(0) uma condigao inicial da solugao da equagao diferencidvel.

Pode-se representar u por uma série na forma

u = iun, (2.31)
n=0

com ug identificado como u(0) + L7'g, e u, (n > 0) serd determinado. O termo nao linear

Nu serd decomposto em uma série infinita de polinomios de Adomian

Nu=NY A, (2.32)
n=0

Substituindo-se as equagoes (2.31) e (2.32) na expressao (2.30), obtém-se

iun = uy — L‘lRiun — L NiAn. (2.33)
n=0 n=0 n=0
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Consequentemente pode-se escrever

up = u(0) + L1 g,

uy = —L,1 RUO — L,1 Ao,
(2.34)
Upt1 = —L_ Run — L, An;
e
AQ = F(Uo),
Al = Uy F/(Uo),
(2.35)

1
AQ = Uy F/(Uo) + EU%F”<U()).

Apés calcularmos todos os u, encontramos a funcao u, desde que a solucao tenha

convergencia.



3 EQUACAO DINAMICA PARA O ESPECTRO DE ENERGIA
DURANTE O DECAIMENTO DE UM ESCOAMENTO
TURBULENTO HOMOGENEO MAS NAO ISOTROPICO

Através da equacao para a funcao espectro de energia do escoamento turbulento, po-
demos analizar os processos fisicos que ocorrem dentro da CLP, onde a perturbacao entra
no sistema e é absorvida por ela, quando entao responde novamente ao estado de equilibrio.
Se escolhemos um sistema de coordenadas alinhado com o vento médio, assumindo homoge-
neidade horizontal, e negligenciarmos o aumento de pressao que ocorre quando mais ar vai
ocupando o mesmo espago devido ao movimento do ar na vertical, a forma da equagao que
caracteriza a energia cinética turbulenta desse processo serd dada pela equagao (2.17), na

forma

E;i(k,t U,
—8 ik, 1) -3 H;o(k,t) —Mii(k,t)—aU ~Wii(k,t) =2 v k* Bii(k,t). (3.1)
ot 0, ’ 0 ~———t  ~ — 2
~ ~ ~ ~ - v v
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A quebra de isotropia do escoamento turbulento serd ocasionada pelos termos de fonte
de energia, podendo ser por efeito térmico, mecanico e inercial. Para obtermos a solucao
desta equagdo de balango de energia (3.1) se faz necessirio realizar uma parametrizagao
(aproximagao) nos termos de fluxo de calor (I7) e cisalhamento mecéanico (I11); e no termo

de transferéncia de energia cinética por efeito inercial (IV').

3.1 Parametrizacao dos Termos Mecanico e de Fluxo de Calor

Considerando um escoamento homogéneo no plano horizontal, no qual a velocidade
média ocorre na direcao de um dos eixos, admitindo-se uma turbuléncia continua e esta-
cionaria, pode-se realizar uma aproximacao nos termos dois e trés da equagao de balanco da

energia cinética (3.1) através do Numero de Richardson Fluxo.

3.1.1 Ntumero de Richardson Fluxo

O Numero de Richardson é enunciado como um nimero adimensional que expressa

uma relagao entre a energia potencial e a energia cinética de um fluido descrito pela equacao
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R =2, (3.2)

onde g é a aceleracao da gravidade, h representa o comprimento na vertical e u descreve a
velocidade do fluxo. O Numero de Richardson Fluxo é uma parametro de estabilidade que
fornece a razao entre os forgantes térmico e mecanico da turbuléncia.

Em um ambiente estavel o empuxo tende a suprimir a turbuléncia, ao mesmo tempo
que o vento tende a gerar turbuléncia mecanicamente. O termo do empuxo da equacao de
energia ¢ positivo nesta situagao onde o termo de produgao mecanica é negativo. Uma apro-
ximacao util é possivel ser feita através do Numero de Richardson Fluxo, quando examinamos
a razao dos termos I1 e I11 da equacao (3.1) (Stull, 1988). A razdo entre os termos de fonte

de turbuléncia convectiva e de turbuléncia mecanica nos fornece a relagao

R energia convectiva % i0(k,t) (3.3)
7™ energia mecanica —M;;(k t)gﬁi ’ '
b ’ T

conhecida como Numero de Richardson Fluxo, cuja expressao é valida para um escoamento
homogéneo no plano horizontal. Durante o decaimento do escoamento a transferéncia de calor
pelo empuxo é direcionada para cima e positiva e a produgao por efeito mecanico direcionada
para baixo e negativa. Richardson propos que Ry = +1 seja um valor critico, porque a
taxa de producao mecanica equivale ao empuxo no consumo de energia. Quando o valor
de Ry for nulo o fluxo de calor é zero e a atmosfera ¢ neutra, quando Ry > 0 a atmosfera
¢ estatisticamente estavel e quando Ry < 0, a producao de energia cinética turbulenta ¢é
aumentada caracterizando uma atmosfera estatisticamente instavel.

Devido a relacao obtida pelo nimero de Richardson fluxo, podemos reescrever a
equacao (3.3) e expressa-la da seguinte forma
U,

J

Sl

Substituindo-se a equagao (3.4) no termo I da equagao (3.1), pode-se reescrever os
termos 11 e I1] de (3.1), na forma
o, o,

g
J g, Mk, = M,
91) z,@(ka t) Z,l(ka t) 8:15]- z,z(ky t) axj

(Ry + 1) . (3.5)

gg? também forma um tensor de segunda
J

A variagao espacial da velocidade dada por

ordem (Hinze, 1975) dado pelo produto das componentes da velocidade , que pode ser dividido
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em uma parte simétrica e outra antisimétrica relacionada por

ou, 1 (0U; 09U, 1 /oU; oU;

onde U; sao as componentes médias da velocidade com 7 e 7 = 1,2,3 correspondentes as
diregoes x, y e z. A parte simétrica determina a deformacao do fluido e é chamada de tensor
de deformacao. A parte antisimétrica determina a rotacao sem deformacao, a vorticidade do
movimento, e é chamada do vetor do tensor antisimétrico. Considerando-se aqui um escoa-
mento homogéneo e sua invariancia frente a propriedades de translagao, pode-se considerar

U; U ; ~ p
que % = 52, desta forma a equacdo (3.6) ficard
J i

o, 1 (am an> .

== +
al'j 2 8xj aLCZ
onde pode-se expressar a razao de deformacao caracteristica (3.7) de cada turbilhdo com

nimero de onda k (Tennekes e Lumley, 1972), saindo das coordenadas espaciais para as de

nimeros de onda, através de uma transformada de Fourier (2.16), do seguinte modo

N|=

oU; [k E;i(k,0)]
al’j N 2T ’ <38)

fazendo-se a contracao dos indices ¢ = j na energia. O tensor de deformacao é aproximada-
mente proporcional a energia E(k,t) de todos os turbilhoes de tamanho 27/k, multiplicada
pela largura do espectro do turbilhao, que é k.

A interacao entre turbilhoes de tamanhos diferentes e a razao de deformacao do fluxo
médio interagem diretamente nos turbilhoes, produzindo um fluxo de energia que causa um
efeito de producao de energia mecanica (Tennekes e Lumley, 1972) dado por

P(k,t) = (gﬁi

) E; i(k,0) cos(pt), (3.9)

Lj

?g; dado pela razao de deformagao (3.8). O termo de fonte de produgao de energia

sendo
(3.9) vale para qualquer tipo de fonte de turbuléncia convectiva e mecanica.

Usualmente o fluxo de momento M; ;(k, t) possui sinal oposto a razao de deformacao gTU?
J
(Stull, 1988). A contribuicao deste termo de produgao é positiva para a equagao de balango

oy,

de energia (3.1). Relacionando-se o termo de producao da equacao (3.9) com M;;(k,t)5 -t na
equagao (3.5), pode-se reescrever o termo de produgao mecéanica na forma
871 3
—M; (k. t) (R + 1) =(CY) [k Eii(k,0)]2 (Ry + 1) cos(ft), (3.10)

axj
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com C = 2mcy e [ obtidos de dados experimentais.
A patir da equacao (3.10) os termos de fonte de turbuléncia convectiva I e de tur-
buléncia mecanica I11 ficam determinados na equacao de balanco de energia do escoamento

turbulento (3.1). Pode-se escrever a equacao (3.10) na forma espectral usando a relagao

E;i(k,t) = % Dessa forma obtém-se

——A4(k,t)§ii} (Ry + 1) =(Cy) kY2 E(k,0)]2 (Ry + 1) cos(Bt), (3.11)

O numero de Richardson fluxo, definido como a razao dada pela equagao (3.3) entre
os termos de producao de energia por efeito convectivo e mecanico, pode ser estimado de
acordo com dados experimentais de Moeng e Sullivan (1994), validando a parametrizacao nos
termos de fonte de turbuléncia convectiva e de turbuléncia mecanica proposto para a equagao

de balango de energia. Tendo-se

R, =2 " (3.12)
Ox;

com ¢ representando a gravidade, 6, a temperatura potencial virtual e ; as trés componentes
perpendiculares médias da velocidade, pode-se estimar o termo de producao de energia por

conveccao térmica por,

3
Wy,

g
01} (uz v)O 0 2

(3.13)
com w,, = w * +5u (Moeng e Sullivan 1994), onde u, ¢ a velocidade de atrito e w* a
velocidade convectiva.

O termo de producao por efeito mecanico pode ser escrito como (Moeng e Sullivan,

1994),

(u.uA)a_Ui _ U m
0, kz

(3.14)

onde k ¢ a constante de von Karman e ¢, = (1 — 15%)1/ 1 ¢ uma funcdo estabilidade empirica
(Businger et al., 1971) para o momento, L é o comprimento de Monin-Obukov e z a altura.

Substituindo as equagoes (3.13) e (3.14) na equagao (3.12), temos

(3.15)

No caso especifico do experimento SB1 de Moeng e Sullivan (1994), onde é examinado
o caso da interacao entre a geracao local de turbuléncia por efeito de cisalhamento do vento e

o efeito nao local devido a flutuacao convectiva, obtém-se a seguinte expressao para o nimero
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de Richardson fluxo antes do inicio do decaimento,

R, = 0.0103 + 1.0456(=) + 0.6803(—
Zi Zi

)2, (3.16)

f

com a substituicao dos parametros u, = 0.59 ms™!, w, = 0.94 ms™!, z; = 498 m, —+ = 1.6,

w0, = —0.020 ms 'K e w,, = 1.22 ms~ L.

No caso de um campo de turbuléncia decaindo com o tempo, o termo de fonte de energia
cinética por conve¢ao térmica diminui como o primeiro quadrante de uma funcao cosseno e
o termo de fonte de energia cinética por efeito mecanico permanece constante. Portanto o
nimero de Richardson fluxo decai como o termo de fonte de energia por convecao térmica.
Este resultado estda de acordo com dados experimentais de Mahrt et al. (1998). Podemos

entao escrever,

R; (t) = R, cos(ft) (3.17)
onde R;; ¢ dado pela equagio (3.16).
3.2 Parametrizagcao do Termo de Transferéncia de Energia Cinética por Efeito
Inercial

O termo IV de transferéncia de energia por efeito inercial da equagao (3.1) serd dado
pela transformada de Fourier da equagao (2.13) representada em (2.16) e interpretado como
um fluxo turbulento de energia cinética na vertical, transferindo energia de um turbilhao para

outro por efeito inercial.

3.2.1 Modelo de Heisenberg

Pode-se escrever o termo de transferéncia de energia por efeito inercial com base nas

equagoes (2.12) e (2.13) (Stull, 1988), da seguinte forma

8(5;4]',1-) _ 8(uku]uz)
8513]' ij

(3.18)

Devido a homogeneidade da turbuléncia e sua invariancia frente a rotagoes, coloca-se
os pontos A e B, nos quais se encontram as componentes da velocidade turbulenta w, sobre
um dos eixos x,, com n = 1,2, 3 correspondente as direcoes x, y e z do sistema de coordenadas

cartesiano, na forma
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Sik(Tn,t) = (3.19)

onde fez-se a contracao dos indices i = j.
Utilizando-se a aproximagao chamada de Teoria do Gradiente de Transporte (Donald-
son, 1973) reescreve-se o termo de correlagao tripla da velocidade, apés a contragao dos indices,

com a expressao

—2) 1/2 {8(ukui) N O(u;) N 8(%)}

gttt = —A (uZ a.Tj an (9xj
—\ 1/2 a(m)
- 2
=3 A <u2) ( 6’xj ) ’

tém-se aqui a contragao ¢ = k devido ao trago da matriz das fungoes correlagoes representarem

(3.20)

a energia cinética turbulenta. Introduz-se um parametro A que expressa a viscosidade dos
turbilhoes e possui dimensao de comprimento. Neste caso a turbuléncia é muito mais eficaz
que a viscosidade para causar a homogeneizacao, o termo é uma funcao do escoamento,
variando conforme a turbuléncia varia.

Partindo da expressao (3.20) , saindo do espago das posigoes para o de nimero de

onda, pode-se relacionar a viscosidade cinematica turbulenta através da equagao

ek, t) = A (Jg)m , (3.21)

sendo produzida pelos turbilhdes com nimero de onda maiores do que k e as interacoes
ocorrendo entre turbilhes de escalas comparédveis. Supondo que €(k,t) varie com o tamanho
do turbilhao (Berkowicz e Prahm, 1979; Prahm et al., 1979; Berkowicz, 1984), sendo k o
numero de onda de cada turbilhao e que os grandes turbilhoes sao mais efetivos para provocar a
difusao do que os pequenos turbilhoes. Assume-se que turbilhdes de tamanhos muito diferentes
serao independentes. Resultados experimentais deram suporte a esta hipétese indicando que
pequenos turbilhoes correspondem com a mais fina estrutura da turbuléncia, nao sendo sé
independentes entre si, mas também independentes dos turbilhoes maiores.

Através da substituigao da equagao (3.20) na equagao (3.19), o termo de transferéncia

de energia por efeito inercial sera dado por

N2 9 ([ Oum
Sik(@n, 1) = =3 A <u2> e ( (g;f )) . (3.22)
J J

A dupla diferenciagao da funcao de autocorrelagao das velocidades de (3.22), serd
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Pum)\  (0°Quilen,t) .
( 837? ) - ( 8@8@- >7‘07 (323)

onde devido a nao homogeneidade da turbuléncia os valores médios do produto das velocidades
turbulentas (u; 4u;5) ndo sao fungdes unicamente da distancia entre os pontos A e B mas
também da localizacao destes pontos no campo do fluxo. Para diferenciar estes efeitos de

distancia e localizagao destes pontos introduz-se novas varidveis independentes ¢; = (z;) , —

() -

Realiza-se a transformada de fourier (2.16) da fungao correlagdo Q;;(e,,t), onde se

Qii(ens 1) B > .
(W) L = — (///_OO k2 E;i(kn,t) exp(ike) d/{:n) . , (3.24)

sendo [ = 1,2, 3. Integra-se (3.24) sobre uma casca esférica de raio x de modo que

20). (7 o0 i
(8 Q’L,l(r7t>> — —Ar (/ k4 Ezz(kat) sin k7 dk) , (325)
aGJ‘an r=0 0 7 kr r=0

e toma-se r = 0 em (3.25). Dessa forma a distancia entre as duas componentes da velocidade se

obtém

torna muito pequena e a minha integral da energia se torne igual a energia cinética turbulenta
por unidade de massa.
Tem-se a dupla diferenciagao da fungao de autocorrelacao (3.25) na forma

82Qi,i(07 t)

= —An k* E;;(k,t) . 3.26
0€;0¢; i ik, ?) ( )

Pode-se relacionar a viscosidade cinematica (3.21) com o modelo proposto por Heisen-

berg através da integral

(1) = / ke B0 dE (3.27)

Substituindo-se (3.26) e (3.27) na equagao (3.22), obtém-se uma expressao para termo
de transferéncia de energia por efeito inercial no nimero de onda, através da transformada

(2.16), escrita da seguinte forma

Wia(k, ) = 3 (47) ( / ) dk;> K Bk t) (3.28)

conforme o modelo proposto por Heisenberg.

Heisenberg em 1948, baseando-se em argumentos intuitivos, assume que 0s processos
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de transferéncia de energia entre turbilhoes com pequeno nimero de onda para os de ntimero
de onda grande, é similar a conversao de energia mecanica em energia térmica por efeito de
uma viscosidade molecular. Os turbilhdes com niimero de onda maiores absorvem energia dos
com numeros menores (Hinze, 1975).

A idéia por tras do Modelo de Heisenberg para reforcar o argumento em favor da
localidade das interagoes (Frisch, 1995; Hinze, 1975) é a de que os efeitos de um grande

turbihao sobre um pequeno turbilhao consiste em duas partes:

e deformagao do turbilhao menor pelo campo de velocidades do grande turbilhao durante

a transferéncia de energia;

e entranhamento do turbilhao menor no campo de velocidades do turbilhao maior sem

que ocorra deformacao durante a transferéncia de energia.

Quanto mais préximas estiverem as escalas entre os turbilhoes, menor é o efeito de
entranhamento e maior o efeito de deformacao.
Encontra-se o valor da funcao f [k; E; ;(k,t)] através de uma anélise dimensional feita

por Heisenberg, na forma

9 [e(k, 1)]

Flks Bk )] = ——0 ,

(3.29)

onde uma viscosidade cinematica é o produto de uma escala de comprimento caracteristica

turbulenta e de uma velocidade (Degrazia et al., 2007), dada por

e(k,t) = Cy /:O <w>m dk (3.30)

sendo k o numero de onda, Cy a constante de Heisenberg. Com (3.30) em (3.28) temos

/OO (Ei,i(k,t))l/z dk
. k

que representa o termo de transferéncia de energia por efeito inercial parametrizado. A

transferéncia de energia devido as interagoes com o vento médio é praticamente balanceada
pela transferéncia de energia por efeitos inerciais entre diferentes nimeros de onda.
Para escrever o termo de transferéncia de energia por efeito inercial na forma espectral

— Ekt)

usa-se a relacao L ;(k,t) = 572 em (3.31) e se obtém

[ ()

Wi(k,t) =6 Cy k* E(k,t) (3.32)




sendo a constante de Heisenberg Cy ~ 0.47 (Muschinski e Roth, 1993; Corrsin, 1963).
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4 APLICACAO DO METODO DE ADOMIAN PARA A
SOLUCAO DA EQUACAO DINAMICA DA ENERGIA
CINETICA TURBULENTA

4.1 Solugao da Equagao do Espectro da Energia Cinética Turbulenta pelo Método

de Decomposicao de Adomian

Com a substituicao das equagoes (3.11) e (3.32) na equagao (3.1), pode-se escrever a

equacao de balanco de energia (3.1) na forma espectral, usando-se a relacao E; ;(k,t) = E2§f;g£)>
na forma OE (k.1
(;t’ ) _ (C1)(Ry + 1)k [E(k, 0)]? cos(Bt) — 20k*E(k, t)
(4.1)

o 1/2
L6Ck2E(h, 1) / (%) dk.

Para adimensionalizar a equagao (4.1) serao considerados os seguintes parametros adi-

mensionais

Wyt Wy Z;

te = : Re = , (4.2)

K=k z, (4.3)

onde z; é a altura da camada limite convectiva antes do por do sol, Re é o nimero de Reynolds,
interpretado como a razao entre os forcantes inerciais e viscosos; e w, como sendo a escala de

velocidade convectiva. Dessa forma a equacao (4.1) serd reescrita conforme

GE(k:’, t*) . Cl (Zi)l/z

(Ry + 1) (K2 [E(K,0)]? cos (6 ”) _ 2 WREW L)

ot Wy Wy Re (4.4)
6Cy ) > (B )\ '
e [ (St)
Define-se as constantes: a = %(Rf‘{’l), o = % e o’ = %; e reescreve-se

a equagao (4.4) na forma
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ﬁ Zit*

OE(K't.)
ot.

=a (K)? [E(k’,O)]% Cos ( . ) —d (K)E(K )

—a” (K)?E(Kt.) / h (%)Uzk’.

H/

(4.5)

Determina-se o valor da constante C de « através de dados experimentais (Moeng,

1993). O termo de produgao mecanica é dado por

Z2\ GOm
S=ul{1-= )2 4.6
i (1-2) (4.6)
onde k = 0.41 é a constante de Von Kérman e ¢,, = (1 — 1%'2)_1/ 4 ¢ uma funcao estabilidade
para o momento (Moeng, 1993), u, = 0.59 m/s é a velocidade de atrito, w, = 0.94 m/s a

velocidade convectiva, z; = 498 m a altura da CLC, L o comprimento de Monin-Obukov; e o

termo de producao convectivo dado por

3 3
B=" (1 - 1.23> i (4.7)

2 2 ) zizg
de modo que a altura na superficie seja f = 0.05.
A soma destes termos mecanico S e convectivo B, igualado aos termos I] e II1 da
equacao de balango (3.1), parametrizados na equacao (3.11), integrados em todos os nimeros

de onda, é feita de forma numérica e resulta em

—z —z

C, = 0.00893 + 0.12014 0.01827
! * XP 01528 P 501533

(4.8)

sendo z = 0.05 a escala de comprimento da altura.
A constante 8 da equagao (4.4), que descreve o decaimento no tempo no termo de
produgao convectivo e mecanico, é determinada segundo sugerido por Sorbjan (1997) na

forma

w1
T
sendo 7 = 3000 s o tempo total do decaimento no qual o fluxo de calor na superficie torna-se

nulo. Considera-se a variacao da funcao cosseno somente no primeiro quadrante.

4.1.1 Aplicagao do método de decomposicao de Adomian

Parte-se da equagao F u(t) = g(t) onde F' representa o operador diferencial parcial %

que envolve os termos lineares e nao lineares.
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O termo linear é decomposto em L+ R, onde L ¢ facilmente inversivel e R é o restante
da parte linear. O termo nao linear sera representado por N e sendo g o termo independente,

pode-se escrever a equacao F u(t) = g(t) da seguinte forma

Lu+ Ru+ Nu =g (4.10)

e reescrevé-la como

Lu=9g—- Ru— Nu. (4.11)

Neste caso, da equacao (4.5) temos que u = E(k,t,) e o termo linear serd dado pela

expressao R u = o/ (k')2E(K',t,). O termo independente g = a (k)2 [E(K/, 0)]% oS (Bw—”)

e\ 12
e o termo nao linear serd N u = o” (K')*E(K',t,) [ <E((:,)’g)> dk’.

Aplicando-se (4.11) em (4.5) obtém-se

5;zt*) . Oé/ (k'/)QE(k'/,t*)

—o” (K)2E(K,t.) / h (%)mdk/.

L E(K,t.) =a (K)2[E(K,0)]? cos (
(4.12)

K//
Devido a L ser um operador inversivel pode-se aplicd-lo como operador inverso integral

L~!' = [ dt na equagao (4.11) de modo que

L'"Lu=L"'"g~L'"Ru—-L*'Nu. (4.13)

Admitindo-se que a equacao (4.12) corresponda a um problema com valor inicial, o
operador integral L~! poder4 ter seus limites definidos a partir de um tempo inicial ¢, até um
tempo final . Como L é um operador diferenciavel de primeira ordem, tém-se como solucao

para a equacao (4.13) a expressao

w = u0) + L'g — L"Ru — L' Nu, (4.14)

com u(0) = E(K',0).
Substiruindo-se a rela¢ao dada em (4.14) na equacao (4.12) tém-se a equagao de balango

de energia escrita na forma
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E(K.t) = E(K,0) +a ()2 [EF 0] L {cos (5 zit*)}

E(K t,) / oo (%) mdk’] .

O termo nao linear Nu pode ser equacionado através do somatdério proposto por Ado-

(4.15)
—O/ (k/)Q L—l E(k’,,t*) —Oé” (k,/)Q L—l

mian como segue

Nu = FIE(K,t.)] = f:An[E(k’,t*)], (4.16)

N 1/2
sendo F[E(K',t.)] = o« (K)?E(K, t.) [5 (E(k ’t*)) dk', onde A, sao os assim chamados

K (k’)S

polinémios de Adomian. Do mesmo modo pode-se decompor u em » >, u, (K, t.), que resulta

na expressao

uo+u tup .= E(K,0) + L7 g =R L (ug+u +uzt..) (4.17)
—L7 (Ao + A+ Ay + ),
sendo
up= E(K,0) +L7" g
u; = — L' (Rug + Ap)
uy = — L7 (Ruy + A) (4.18)

Up = _L71<Run71 + Anfl) )
Pode-se escrever a equagao (4.14) na forma

S un(k )= ug — LTV R u(K k) — LT AJ[ERK L], (4.19)
n=0 n=0

n=0

sendo

up = E(K,0) +a (K)/? [E(k’,O)]% L™ cos (ﬁ Zit*) . (4.20)

W
O primeiro termo da série E(k',0) é identificado como um termo de fonte e resulta
das condigoes iniciais para o caso da energia estaciondria, e serd expresso pela equagao (2.24),
através da substituigdo numérica de (2.25) e (2.26) na equagao (2.24) (Kristensen et al., 1989;

Degrazia et al., 2000).
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Os polinomios A,, serao gerados dependendo unicamente de ug, na forma

(4.21)

s . ~ 71
Se a série converge, os n termos que sao partes da soma ¢, = Y ., u; (1 = up; P2 =

ug + up; . ..) poderdo ser a solucao aproximada desde que lim, oo@p = D ooy Ui = u por de-
finicao. Isto é importante para enfatizar que os A,, podem ser calculados para nao linearidades
complicadas na forma f(u,u’,...). O erro em uma aproximagao no quarto termo ¢, ja sera
menor que 0,001%. Dessa forma a solucao numérica tende a ser muito mais correta fisicamente
do que se fosse obtida por métodos de aproximacao baseados em hipoteses ou simplificacoes.
Como esses valores numéricos podem ser calculados computadorizadamente é facil calcular
os termos e ver sua convergéncia. Desse modo, as solugoes sao analiticas e verificaveis por
substituicao, sendo possivel uma compreensao fisica em relacao as suas equacoes.

Partindo-se da equagdao (4.20), realiza-se a integragao L~! = fo* dt,, com limites
definidos a partir de um tempo inicial 0 até um tempo final ¢, — oc.

Obtém-se para ug a expressao

Un = / % nN1/2 / %Sen 5 Zity
o= E(K.0) + B(k:) [E(K',0)] ( ) (4.22)

Com ug definido em (4.22), pode-se calcular uma expressao para Ay na forma

Ao = a” (K)? ug [ / Oo ( (Z‘))B)l/zdk'] . (4.23)

Sendo

Uy = —L_1<RU0 + Ao), (424)

e as definigbes vistas em (4.22) e (4.23), pode-se expressar (4.24) como segue

U = — /Ot* dt, [a’(k’)zuo +a” (K)? ug </I:O ((Z/())g>l/2dk’>] : (4.25)

Da mesma forma encontra-se para A, de (4.21) e (4.22), a relagao
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x d% {a” ()2 uo [/:O ((13(33)1/2%’] }

Para uy de (4.18), tém-se

o N e R
a /O - dt, [a'(k')2uo+oz” (K)? ug ( /:o (U%)de/ﬂ
x d;:io [oz” (K')? g (/;O <(:'(;3>1/2dk,)] }7

(4.27)

(4.28)

Nas equagoes acima ug é dado pela equagao (4.22).

Utiliza-se um programa computacional para a solucao das equacgoes. Calcula-se as
expressoes para os termos u, e A, de (4.22), (4.23), (4.25), (4.26), (4.27) e (4.28); e substitui-
se na equagao da série de Adomian dada em (4.19). A solugao da equagao da fungao espectral
da densidade de energia cinética turbulenta na CLC serd dada através da solucao numérica
utilizando-se o método de decomposicao de Adomian para solucao de equagoes nao-lineares. A
partir dos termos u3 e As, calculos numéricos mostram que os termos ja estao muito préximos

de zero, portanto a solucao converge.



5 RESULTADOS

5.1 Resultados Numéricos e Analise

O decaimento da energia cinética em um escoamento turbulento homogéneo e nao
isotrépico pode ser analisado através da solugao da expressao encontrada em (4.4). A solucao,
através do método de decomposicdo de Adomian que parte da equagao (4.4), serd reescrita
pelo somatério da equagao (4.19), sendo que a condigao inicial E(k’,0) é dada pela equagao
(2.25) (Kristensen et al., 1989) e os espectros unidimensionais retirados de Degrazia (2.26)
(Degrazia et al., 2000). Para a construcao dos graficos foi considerado os cinco primeiros
termos do somatério da equagao (4.19) da série de Adomian.

A figura 5.1 representa uma comparagao entre o espectro de energia 3D (tridimensio-
nal) calculado a partir da solugdo numérica da equagao (4.4) pelo método de decomposicao de
Adomian, para a altura adimensional 232 = 0.05 préoxima da superficie e um tempo adimensio-
nal ¢, que varia em torno de t = 3000 s, e o decaimento da energia cinética na CLC analisado
a partir de simulagao numérica (LES) por Nieuwstadt e Brost, 1986. As duas linhas ponti-
lhada (LES) e continua (solugao da equacgao (4.19), pelo método de Adomian) apresentam-se
bem proximas, principalmente para ¢, < 1 o que corresponde a t = 540 s. Observa-se que o
modelo proposto na tese descreve de forma bastante aproximada ao proposto na simulacao
LES, determinando que a solugao encontrada pelo método de decomposicao de Adomian para
o espectro reproduz de forma satisfatoria os dados experimentais.

Na figura 5.2 a linha continua representa a solucao da equacao (4.4) do espectro de
energia 3D pelo método de decomposicao de Adomian, onde foi levado em conta os termos
de fonte convectiva e mecanica; a linha pontilhada descreve os dados de simulagao numérica
(LES) apresentados por por Nieuwstadt e Brost, 1986; e a linha tracejada é obtida a partir
do modelo proposto por Goulart et al., 2003; que leva em conta apenas o termo de producao
de turbuléncia de origem convectiva. Em todos os casos a energia cinética foi calculada para
uma altura adimensional z% = 0.05 préoxima a superficie variando com um tempo adimen-
sional t,. Vé-se pela comparacao entre as linhas plotadas que o modelo que desconsidera a
fonte mecanica decai mais rapidamente que o modelo de LES. Os dados de simulagao numérica
(LES) consideram alturas muito proximas da superficie, onde a fonte de turbuléncia mecéanica
predomina em relacao a fonte convectiva, devido a conveccao térmica. O modelo apresen-
tado pela linha continua, no qual leva-se em conta termos de fonte de turbuléncia de origem

mecanica e convectiva, aproxima-se satisfatériamente da simulagdo numérica (LES), descre-



41

P

energia cinética

------- Simulacdo Numérica
— Solucdo Numérica

1
tempo adimensional

Figura 5.1: Espectro da energia cinética turbulenta nao isotrépica calculado a partir de: simulagao
numérica da equagao (4.4) onde o valor inicial é dado pelas equagoes (2.25) (Kristensen et al., 1989)
e (2.26) (Degrazia et al., 2000) (linha continua) e dados de LES (Nieuwstadt e Brost, 1986)(linha

pontilhada).
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Figura 5.2: Espectro da energia cinética turbulenta nao isotrépica calculado a partir de: simulacao
numérica da equagao (4.4) (linha continua) com valor inicial dado por (2.25) (Kristensen et al., 1989)
e espectros unidimensionais de Degrazia de (2.26) (Degrazia et al., 2000), dados de LES (Nieuwstadt
e Brost, 1986)(linha pontilhada) e espectro da energia cinética turbulenta nao isotrépica calculado
em Goulart et al. (2003) (linha tracejada).
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, AU U Termo de Fonte convectiva (Goulart et al., 2003)
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Figura 5.3: Célculo numérico do termo de fonte mecénica e convectiva dado pela equagao (3.11)
(linha continua) do balango de energia de (3.1), para uma altura adimensional Z = 0.05 préxima a
superficie, e do termo de fonte convectiva proposto por Goulart et al. (2003) (linha pontilhada) .
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Figura 5.4: Termo de transferéncia de energia por efeito inercial (linha continua) calculado a partir
da equagao (3.32), (2.25) (Kristensen et al., 1989) e os espectros unidimensionais de Degrazia de
(2.26) (Degrazia et al., 2000).
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vendo o comportamento esperado da energia cinética perto da superficie durante o decaimento.
Isso ressalta a importancia do termo mecanico na equacao de balanco de energia da equagao
(3.1).

Encontra-se representado na figura 5.3 o cdlculo numérico dos termos de fonte de tur-
buléncia convectiva e de turbuléncia mecéanica dados pela equagao (3.11) na linha continua,
parametrizados através da relacao conhecida como nimero de Richardson fluxo, para uma
altura adimensional proxima a superficie dada por = =0.05. O espectro E(k',0), que repre-
senta a condigao inicial de (3.11), é dado por (2.25) (Kristensen et al., 1989) e pelos espectros
unidimensionais de Degrazia de (2.26) (Degrazia et al., 2000). As constantes utilizadas estao
determinadas em (4.8) e (4.9), com Ry = 0.25. O termo representado na linha pontilhada,
é um termo de fonte de turbuléncia convectiva proposto por Goulart et al. (2003), parame-
trizado como um produto de uma funcao que descreve o decréscimo temporal do fluxo de
calor na superficie por uma funcao que depende somente das condigoes iniciais caracteristicas
da CLC antes do inicio do decaimento, sem a presenca de um termo de producao mecanico.
Observa-se que nos dois modelos as fontes sao crescentes na regiao de baixos niimeros de onda,
embora o modelo que considera as fontes convectiva e mecanica é mais intenso em alturas
muito proximas da superficie em contrapartida com o modelo que leva em conta unicamente
o termo convectivo. No intervalo de nimero de onda representado na figura 5.3 os termos
convectivo e mecanico atuam como um termo de produgao, no sentido de alimentar a energia
cinética do fluxo turbulento. A comparagao entre os dois modelos, representada na figura
5.3, nos mostra que a proposta que leva em conta os dois termos de fonte de turbuléncia
convectiva e mecanica melhor representa a producao de energia cinética turbulenta durante
o decaimento na CLC.

O termo de transferéncia de energia por efeito inercial, dado pela equagao (3.32),
estd plotado na figura 5.4, para uma altura adimensional Zi = 0.05 préxima da superficie. A
energia E(k’, 0) serd dada por (2.25) (Kristensen et al., 1989) e pelos espectros unidimensionais
de Degrazia de (2.26) (Degrazia et al., 2000). A parametrizacao do termo de transferéncia
de energia por efeito inercial baseia-se no modelo de Heisenberg (Heisenberg, 1948), que
retira a energia dos grandes para os pequenos turbilhoes. Os turbilhdes com nimero de
onda maiores absorvem energia dos turbilhoes com ntimeros de onda menores. Observa-se na
figura 5.4 que o minimo para o termo de transferéncia ocorre para os pequenos nimeros de
onda, ou seja, que corresponde aos grandes turbilhoes. O termo de transferéncia de energia
cinética W (k,t) da equacao (3.1) transfere a energia dos pequenos para os grandes nimeros

de onda, atuando como um termo de dissipacao de energia, no sentido de retirar energia do
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escoamento turbulento. Isto estda de acordo com o que é esperado na parametrizacao deste
termo, avalisando o modelo proposto para o termo de transferéncia de energia por efeito
inercial.

O espectro da energia cinética turbulenta obtido no calculo numérico e plotado nas
figuras 5.1 e 5.2, onde considera-se a condi¢ao inicial dada por Kristensen (Kristensen et al.,
1989) e os espectros unidimensionais de Degrazia (Degrazia et al., 2000), calculado através
do método de decomposicao de Adomian, estd de acordo com os resultados encontrados na
literatura produzidos através de simulagdo numérica (LES) por Nieuwstadt e Brost (1986).
Nas figuras o modelo nao isotrépico descreve de forma bem aproximada o decaimento da
energia na CLC, ressaltando a importancia de se usar os termos de conveccao térmica e

mecanico no modelo.



6 CONCLUSOES

No presente trabalho foi apresentado um modelo de espectro de energia que descreve
o decaimento da energia cinética turbulenta na camada limite convectiva (CLC). Obteve-se
a equacao para a densidade espectral a partir da equagao de conservagao de momento que
reproduz o comportamento das componentes da velocidade em um escoamento turbulento.
Considera-se a hipétese de que a equacao de balanco possui termos de producao de energia
turbulenta através de conveccao térmica e de atrito mecanico, e termos de dissipacao de
energia turbulenta através de transferéncia inercial e viscosidade. Esta funcao espectral da
energia turbulenta descreve o carater nao isotréopico da turbuléncia na superficie atmosférica.
O acontecimento do decaimento da energia dura em torno do tempo de uma hora, no periodo
de transicao dia-noite antes que ocorra a inversao do fluxo de calor.

Para a derivagao da equagao espectral utiliza-se a parametrizacao dos termos de fonte
de turbuléncia convectiva e de turbuléncia mecanica através de uma relagao dada pelo niimero
de Richardson fluxo, que é uma parametro de estabilidade que fornece a razao entre os
forcantes térmico e mecanico da turbuléncia. No termo de dissipagao, no qual ha trans-
feréncia de energia cinética por efeito inercial, considera-se o Modelo de Heisenberg, que
baseia-se em argumentos intuitivos, para assumir que os processos de transferéncia de energia
entre turbilhoes com pequeno nimero de onda para os de niimero de onda grande, é similar a
conversao de energia mecanica em energia térmica, por efeito de uma viscosidade molecular.
A equacao dinamica para o espectro de energia em um escoamento turbulento é dada para
um espaco tridimensional.

Para se obter o espectro inicial tridimensional de um escoamento turbulento nao
isotrépico e estaciondrio utiliza-se o modelo de Kristensen et al. (1989) que nos permite
expressar o espectro a partir das componentes unidimensionais das velocidades longitudinal,
transversal e vertical. Os espectros unidimensionais de Kristensen nao estao definidos para
alturas préximas da superficie, considera-se entao os espectros unidimensionais de Degrazia
et al. (2000).

A partir do espectro de energia obtido determina-se uma expressao para a evolugao
temporal da energia cinética em um escoamento turbulento homogéneo e nao isotrépico du-
rante o decaimento da energia na CL.C. Na solugao da expressao encontrada aplica-se o método
de decomposicao de Adomian para equagoes nao lineares, com o intuito de facilitar a solucao,

devido aos seus resultados analiticos convergirem rapidamente. Este método de aproximacao
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representa o termo nao linear de forma mais precisa. Sendo a série obtida pelo método da
decomposicao infinita, faz-se uma aproximacao de n termos apds verificar sua convergéncia e
dessa forma encontra-se uma solugao nimerica para a equagao do espectro da energia cinética
turbulenta. O processo de solugao numérica torna-se mais agil e a aproximagao feita através
do método nao muda o problema fisico original, descreve de forma satisfatéria os fenomenos
fisicos da turbuléncia.

O espectro de energia encontrado e sua evolugao temporal sao confrontados com da-
dos de simulacdo numérica (LES) (Nieuwstadt e Brost, 1986) existentes na literatura. E
importante salientar que na literatura até o presente momento, os modelos propostos para o
espectro de energia turbulenta levam em conta apenas o termo de producao de turbuléncia
convectiva (Goulart et al., 2003). Torna-se claro entdao, que um modelo satisfatério deve levar
em conta os termos de producao de turbuléncia convectiva e mecanica. Comparando-se os re-
sultados encontrados com os de simulagao numérica (LES) observa-se que o modelo proposto
neste trabalho reproduz de forma satisfatoria aos de simulagao. Pode-se entao concluir que
o espectro de energia apresentado descreve na integra o processo de decaimento da energia

cinética turbulenta na CLC.
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A Calculo da funcao espectro de energia cinética turbulenta

De acordo com as expressoes (2.5) e (2.9) pode-se expressar a mudanga de velocidade
de um elemento de fluido, num ponto do espago durante um intervalo de tempo dt, através
das varias forcas que atuam sobre este elemento, sendo elas gravitacional, Coriolis, pressao e
viscosidade, na forma abaixo

(A.1)

oU; oU; <6vo> 0*U; 1 0P
= 03 7)Y TV o5

— 4+ U,— v - —.
ot T Ox; dxs  p Ox

Para obtermos a correlagao entre as componentes da velocidade turbulenta de dois
elementos de fluido localizados em dois pontos A e B separamos a pressao, a temperatura e

a velocidade em um termo médio e outro termo turbulento na forma,

UiA = (U2+uz)A
Up = (U; +u) g (A2)
P=P+yp

O =0+0.

Substituindo as relagoes (A.2) na equacao (A.1) e subtraindo do resultado a equagdo para o

valor médio obtém-se uma expressao para o ponto A dada por

0%u; 1 op
0xj8mj ﬁ 6@ A‘

(A.3)

+v

ou; oU; —ou, O(uguy — uguy) 0.,
E+u]8xj +Ujal’j + 8ZL'j - s

v

Uma expressao igual serd dada para a componente uy, no ponto B. Somando a equagao
(A.3) no ponto A multiplicada por wuy,, com a equagao (A.3) no ponto B multiplicada por

u;,, obtém-se

ou; Uy, oU; oU; —Ou;  up —Ouy .U,
T Uiatg (5 )a+ UkBUiA(a—xj)B U t Ui

B
j T, 0z,

8(uiAujAukB - ukBuiAujA) 4 a(ukBujBuiA - uiAukBujB)

8xjA aij

(A.4)

2 2
0%, Uk up,u,

g
= 9— [61-301,%%3 -+ 5j39UOBU¢A} +v

axjA(‘?xjA 895]-3(%]-3

E Op AUy, +8pBUiA

P 0xm 8xk}3
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Nos interessa a relacao do movimento turbulento do ponto B em relacao ao ponto A,

nao diferenciando se a origem do sistema de coordenadas estd em B ou em A. Usando o ponto
A como origem do nosso sistema, podemos introduzir as variaveis que diferenciam os efeitos

de distancia e localizacao do ponto na forma

1
Tj = Tjp — Ljyu Ljap = é(xjA + ij)' (A'5)

Tomando a média e definindo os tensores correlacao

7, t) = (u;) a0, (A.6)

pode-se escrever a equagao (A.4) da seguinte forma

8@@ k U; 1 — T an,k T an k
+ Qj, k( ) sz( ) + §[UjA + UjB]a:chB + Uy — Ul —=2= o,
1 8[51, kj + Sz] k:] a[Sz kj — Szj k:] g 1 a Qz k

— : s d : = [T T. — AT
2 0xj,, or; + 0., Tas +Top) + 2 8:6“383:“3 (A7)

0? Qi 1 [OPF,k 0P, , 1[0P,, OP,

2 - ’ ’ il el L 2
* Or;0r; Qﬁ {axm + 0xy, * or; + ory,

A relagao (A.7) representa a equagao dinamica completa de um escoamento turbulento
nao homogéneo e nao isotrépico, para a correlacao das velocidades entre dois elementos do
fluido localizados em pontos distintos. Em um escoamento turbulento homogéneo existe
invariancia sob operacgoes de translacao, as coordenadas do ponto permanecem constantes,
dessa forma todas as derivadas relacionadas a z;,, sao nulas e a equacao (A.7) assumird a

forma

00Q; o, oU; — 00,
Ot 1 QO+ Qual G2y 4 [T — Ty i
j Zj arj (A 8)
O[Sikj — Sijkl ¢ *Qix 1 [0P,r, 0P, .
8’[“j * 01} [TA73 + T&B] + 2V8rj8rj *3 87“1‘ + 8rk '
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Consideremos um dos eixos coordenados esté na vertical e os outos dois eixos estao na

horizontal e sendo que a velocidade média do escoamento turbulento esta ao longo da direcao

horizontal, temos

71 = f(’IQ)a
T, =T, =0 (A.9)

— = cte.
dl’g

Obtemos para a equagao do escoamento homogéneo (A.8), partindo da relagdo (A.9),

a equagcao
0Q; 0Qir\ dUy
00 + | 00, Qak + 0k, Qi2 + 72 Que) 4 _
ot ory ) dxsy (A.10)
O01Sikj — Sijk] ¢ 1|0P,, 0P, *Qi .
_ i ) . T T _ ) P 2 ) .
o, T, Tae el S S Y Y anar,

Ainda levando em conta a invariancia frente a translacao e a simetria do tensor de
correlagao tripla da velocidade com respeito aos seus indices, para um mesmo ponto no esco-

amento turbulento, temos

Sij,k = _Skﬂ'j ou Si,kj = _Si,jk e também Pi,p = _Pp,i7 (All)
pode-se definir
o 9 — Sijk) _ 9(Skji + Sij)
e or; N or;
J J (A.12)
Py — 0P, , B 0P, _ 0P, , N 0Py,

ory, or; ory, or;
Partindo das consideragoes feitas em (A.12) e da condi¢ao de incompressibilidade do

fluido P, j, = 0, obtém-se para (A.10) a seguinte expressao

0Qi x
ot

82Qi,k
6rj8rj ’

== Si,k + Hi [TA’g + Tg’B] + 2v

(A.13)

0Q; 1\ dU,
+ (6i1Q2,k + 0k, Qi + 12 ¢ k) —

87”1 dl‘g
A equacdo (A.13) descreve a variagdo com o tempo da correlacdo entre as compo-
nentes turbulentas da velocidade de dois pontos localizados em um escoamento turbulento

homogeéneo.
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Através da transformada de Fourier da equacao (A.13) abaixo

. 1 .
Hig(k,t) = e ]{ Tio(7,t) exp — (ik.7) d*r,
s
- 1 . -
Gii(k,t) = ok % Qii(7,t) exp — (ik.7) d°r,
1 (A.14)
M;i(k,t) = e 7{ €.i(7,t) exp — (ik.7) d°r,
i
. 1 .
Wii(k,t) = 2n)? Sii(Fot) exp — (ik.7) d°r,
s
onde foi feita a contragao dos indices (i=k) e a defini¢ao
1. 7 0 i l;;:t
ci(k,t) = | 2012(k, 1) + kQM : (A.15)
0ks
obtém-se a equacao dinamica para o espectro de energia na forma
i E,t - dU;y - . .
% ’a(t ) + M (k, t)%Ul = Wii(k,t) + eiHm-(k, t) — 2wk, i (k,t), (A.16)
2 v

Integra-se os termos da equagao (A.14) sobre uma casca esférica de raio k no espago
de Fourier onde k = |k|.

Pode-se reescrever a equacao (A.16) na forma espectral usando a relacdo E;;(k,t) =

E(k,t)
2mk?

com a expressao

aE(k7t) _ —M(k,t)@ + W(k,t) + iH(k,t) — QVKZE(k,t), (A17)
ot d$2 ev

sendo E(k,t) a funcao espectro de energia, M(k,t) é a produgao de energia por efeito mecanico,
W(k,t) descreve a transferéncia de energia cinética entre os turbilhoes de diferentes nimeros
de onda por efeito inercial, H(k,t) é um termo de produgao ou perda de energia por efeito

térmico e o ultimo termo representa a dissipacao de energia por viscosidade molecular.
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B Determinacgao das funcgoes reais A;(k)

Para determinar uma expressao para A;(k), As(k) e As(k) considera-se primeiramente
a relagao dada pela equagao (2.23).

Considerando a equagao (2.20), obtém-se

Oy, (K) = Ay (k) { i o iy }2 + Ay (k) {kif% } + As(k) {k;’?ﬁ } . (B.1)

Usando coordenadas polares k e 6, definidas por ks = k cos(f) e ks = r sin(f),

obtém-se

Oy (k) = A, (k) {“—4} + Ay (k) {%} cos?(6)

(k2 + K2)2 k? + k2
K2k?

+ A5 (k) {W} sin(6).

Substituindo a equagao (B.2) na equacao (2.23) e realizando a integracao sobre 6

(B.2)

obtemos para a componente longitudinal unidimensional do espectro F, (k) = F}; (k) a relagao

dK

Rulk) =2 [ (K7 = 1) {(K? = ) AW (K) + (/24 (K) + Ao(KD)} .

(B.3)

sendo que as componentes transversal F,(k) = Fy,(k) e vertical F, (k) = Fi(k) sdo dadas

pelas expressoes

F,(k)=m h {K(K? — k) A1 (K) + (1/4)(BK* + 2K?k* + 3k") A3 (K)
HUA) (K~ R2244(K)} B
o (B.4)

F,(k) = w/:o {K(K? — K*)A1(K) + (1/4)(K? — k*)* Ay (K)

dK
+(1/4)(3K* + 2K°k* + 3k*) A3 (K) } R
Para uma turbuléncia isotrépica pode-se inferir duas relagoes entre as componentes

unidimensionais e a derivada primeira da componente longitudinal do espectro (Panofsky e

Dutton, 1984) como
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(B.5)

Usando a relagdo dada em (B.5) define-se os seguintes residuos para o caso nao

isotropico

— (Fu(k) + Fu(k)),  (B.6)

que em principio pode ser avaliado a partir de dados experimentais. Realizando a substituicao

das equagoes (B.3) e (B.4) nas expressoes de (B.6) obtém-se

= 2 | 7.2)2 dK
1) = /2 [ {0+ 1P (Aa(K) — (1))} (B.7)
J(k) =2 /:o {(K2 — k) (K*? + 2k?) {Al(K) _ (AK) 5 A?’(K))] } Cfl{—f (B.8)
Introduzindo novas variaveis como
s=k"?%,
t=K7?,
f(s) = H(s™%)s*
gls) = J(s72)s” . (B.9)
als)=m |:A2(t_%> — Ag(t_%)i|
Bls)=m |Ay(t77) — Ax(t72) ;A3(t2)]
As equagdes (B.7) e (B.8) podem ser reformuladas como
f6) =1 [ s+ a0
e (B.10)

g(s) = / s+ 208n L

12
Uma diferenciacao temporal tripla das equagoes (B.10) induz as seguintes equacoes

diferenciais ordindrias
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£(s) = a7 (s) + < (5) ~ 5 50(s)
o (B.11)
g"(5) = 25(s) ~ 5 B(s)

A solugao das equagoes de (B.11) (Kristensen, 1989) serd

1 1
sV2 ’ 1-L m s V2 ° 1+-L e

= t VA () dt — A (¢ dt
V2 Jo V2 Jo

o (B.12)

a(s)

1
S3

B(s) = 3/08155 ")dt .

A partir do sistema formado pelas equagoes de (B.9) pode-se determinar Ay, Ay e As.

Através da diferenciagao da equacao (B.3) obtém-se uma terceira equagao

k d 1dFp(k) 4k* [

sendo F, (k) = FL(k) e tornando linear o sistema de equagoes. Substituindo 5(s) de (B.12)

em (B.13) e integrando por partes tém-se

Az(k’)—{—Ag,(k’) k d 1dFL(kI) st /s 2 m
_ _Fkdl 5 . B.14
34:(F) 2 mdkk dak T a ) oWt (B.14)

Pode-se resolver (B.13) e (B.9) em combinagao com (B.12) para as fungoes A;(k),
Ay (k) e As(k), que resulta em

k d 1dF,(k) s ' (¢ s/3rs
Al(k’) = E%E ;]i ) + %/0 t2 g’"(t)dt — E/O t2/3 g”’(t)dt s (B15)

kL | g
A (k) = ——Z LNV oy — t1+1/\@ "t
2(F) Ar dk k  dk +2\/§7r 0 f) 2¢/21 Jo )

(B.16)

-1 s 51/3

+82—7r i t2 g’”(t)dt—g /0 23 ¢ (t)dt
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kd 1dFy(k)  s'/Y? /S 1-1/v2 sUVZ s
Aa(k) = — — = _ 1V o dt / t1+1/ﬂ "t

(B.17)

-1 ps 51/3

+2 [ 2 g ydt - P / 23 g™ (t)dt .
0

2m Jo s

No limite para k — oo as trés fungoes A;(k), As(k) e As(k) tornam-se idénticas
demonstrando isotropia local. Substituindo-se (B.15), (B.15) e (B.15) na equacao (2.22)

obtém-se

1/k? 14 1/k2?
+ 2k4/ s* g"(s) ds — —k4/3/ s2/% " (s) ds. (B.18)
0 0

e d LdFL(R)
9

E(k) = -
(k) dkk dk

Determinando uma expressao fechada para o espectro de energia em termos da segunda

derivada do espectro longitudinal e uma funcao que relata a anisotropia da turbuléncia.
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