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Resumo

José Erinaldo da Fonséca, Universidade Federal de Sao Joao Del Rei, Agosto de 2010.
Modelo Continuo para Gelos de Spins Bidimensionais. Orientador: André
Luiz Mota.

Gelos de spins sao materiais que possuem o estado fundamental frustrado.
Estes materiais foram descobertos em um passado bem recente e mais recente
ainda é a observacao da formagao de monopolos magnéticos emergentes em
sistemas de gelos de spins tridimensionais e gelos de spins bidimensionais
fabricados artificialmente. Neste trabalho, desenvolvemos um modelo de spin
continuo com interagao local e estado fundamental frustrado para representar
o gelo de spin bidimensional. Os estados do sistema continuo podem ser
mapeados sobre uma rede discreta, representando o sistema de gelo de spin
bidimensional. Estados excitados sao construidos através da implementacao
continua de estados metaestaveis representados pela inversao do spin sobre
o vértice da rede discreta de spin. Os estados excitados sao localizados, e
o comprimento e a energia da excitacao podem ser computados através da
minimizacao do hamiltoniano do sistema. Também foi estudado a emergéncia
de monopodlos magnéticos e o comportamento da energia total do sistema com

a funcao de separacao espacial dos monopdlos.
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Abstract

José Erinaldo da Fonséca, Universidade Federal de Sao Joao Del Rei, Agosto de 2010.
Modelo Continuo para Gelos de Spins Bidimensionais. Orientador: André
Luiz Mota.

Spin ices are materials whose possess a frustrated ground state. Those
materials were discovered only in a very recent past. It is also recent the ob-
servation of emergent magnetic monopoles formation on three and artificial
two-dimensional spin ice systems. In this work, we develop continuous spin
models with local interaction with frustrated ground states to represent the
two-dimensional spin ice. The states of the continuous system can be mapped
onto a discrete lattice, representing the two-dimensional spin ice system. Ex-
cited states are constructed by implementing continuous meta-stable states
that represent spin flipping on the vertexes of the discrete lattice. The ex-
cited states are localized, and the excitation length can be computed by the
minimization of the system Hamiltonian. We also study the emerging of
magnetic monopoles and the behavior of the total energy of the system as a

function of the spatial separation of the monopoles.
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Capitulo 1

Introducao

Gelos de spin sao materiais cujo comportamento dos momentos magnéticos
no material ¢ andlogo ao comportamento dos prétons no gelo, exibindo a
mesma entropia residual a temperatura zero que a observada no gelo. Ape-
sar dos spins dos fons magnéticos desses materiais apresentarem acoplamento
ferromagnético entre si, o que significa que existe uma tendéncia ao alinha-
mento desses spins, o estado fundamental do sistema é frustrado, ou seja,
desordenado, com magnetizacao média nula. Materiais com esta caracteris-
tica foram descobertos apenas muito recentemente|[l]. Mais recentemente,
gelos de spins bidimensionais|2| artificiais foram construidos a partir de ilhas
ferromagnéticas em escala nanométrica, e finalmente, em 2008, mostrou-se a
presenga de monopoélos magnéticos emergentes em gelos de spin|3]. Ainda em
2008, Mol e colaboradores|4| sugeriram o estudo dos monopo6los magnéticos
em gelos de spins bidimensionais.

Neste projeto, propomos a constru¢ao de um modelo hamiltoniano
continuo para a descricao de gelos de spin bidimensionais, e analisamos o
surgimento de monopolos magnéticos e o comportamento do sistema em
funcao da separagao entre estes monopolos. Até hoje nao ha observagao
experimental da existéncia de monopoélos magnéticos como particulas ele-
mentares. Entretanto, foram realizadas a previsao e observagao de monopolos
magnéticos como excitagoes em soldidos magnéticos. Monopolos magnéticos

podem existir como quasi-particulas emergentes em fisica da matéria con-
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densada, apesar de nao serem observados como particulas elementares.
As particulas elementares do nosso universo sao divididas em Férmions
e Bosons e elas podem ser classificadas da forma mostrada nas figuras (1.1)

e (1.2).
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Figura 1.1: Particulas fermionicas|5|.

Os léptons sao particulas que interagem por meio das interagoes eletro-
magnética e fraca. H4 trés familias de léptons, cada uma composta por um
lépton carregado que interage eletromanéticamente e fracamente, e por um
neutrino que interage, apenas fracamente. Ja os quarks sao particulas que
interagem por meio das interagoes eletromagnética, fraca e forte, e possuem
carga elétrica fracionéaria (+2/3 e —1/3), além das “cargas de cor” relativas
a interagao forte. Eles formam os hadrons (trés quarks ou um quark e um
antiquark) e permanecem confinados dentro deles, nao sendo observados em
estado livres.

Os bosons sao as particulas mediadoras. Para a interacao eletromag-
nética temos o foton () que sdo particulas sem massa ou carga, e sao res-
ponsaveis pela transmissao da interagao entre as particulas eletricamente
carregadas. A interagao gravitacional atua sobre todas as particulas e seria
intermediada pelo graviton (G). No entanto, no mundo subatémico, ela nao
tem nenhuma innfluéncia ja que ela é muito menor que as outras trés inter-
acoes. A interacao fraca ¢ intermediada pelos bosons carregados W+ e W~

e pelo boson neutro Z°. A interacao fraca é de curtissimo alcance, agindo
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Figura 1.2: Particulas bosonicas|5].

em distancias 1.000 vezes menores que o nucleo atdémico, sendo 10.000 vezes
mais fraca que a interagao eletromagnética. No caso da interacgao forte temos
o glion (g), que sado trocados entre particulas que possuem “cargas de cor”
como os quarks. A interacao forte ¢ 100 vezes mais intensa que a interagao
eletromagnética e seu alcance nao vai além do niicleo atémico.

Tais particulas estao presentes em tudo que existe no nosso universo
e como observado, possuem caracteristicas proprias de maneira que somos
capazes de detecta-las e cataloga-las, elas sao objetos de estudo da Fisica
de Particulas Elementares. Em geral, as particulas carregam quantidades
quantizadas de energia, momento, carga elétrica e spin. Entretanto, até hoje
nunca foi observado em nenhuma particula conhecida uma propriedade cuja
existéncia sempre nos pareceu evidente: uma carga magnética isolada. Sabe-
mos que cortando um ima em duas partes e repetindo o processo até quando
pudermos levaré inevitavelmente ao elétron, que também é um pequeno ima
(Figural.3). Isso representa uma certa assimetria ja que nao temos uma
carga magnética isolada como observado na eletricidade, que possui carga
elétrica isolada. Como ¢é sabido, a simetria exerce um papel fundamental na
fisica ja que ela esta relacionada as leis de conservagao como por exemplo a
conservagao do momento linear (homogeneidade do espago), conservagao do
momento angular (isotropia do espago) e conservagao da energia (simetria
temporal).

As proprias equagoes de maxwell, que resumem todo o eletromag-
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Figura 1.3: Divisdes de um ima até chegar ao elétron|6].

netismo, nao sao simétricas. Analisando cuidadosamente as equacoes pode-

mos ver que elas incluem as cargas elétricas mas nao prevéem as cargas

magnéticas.
V.-E= 4dtp
V-B=0
. ; (1.1)
_ _19B
V E = —Eﬁ .
VxB=12L 4 1]

Para tornar as equacoes de Maxwell completamente simétricas deve-
mos assumir que existem os monopolos magnéticos. Portanto, existem cargas
magnéticas e consequentemente existe também densidade de corrente mag-

nética. As equagoes de Maxwell passariam a ser:

V-Ez47r,0
V-§:4wpm

= 1B 4n 7 (1'2)
VxB=12 7

Nao ha ainda evidéncia experimental da existéncia de monopoélos mag-
néticos em fisica de particulas. No entanto, Dirac contribui para o assunto
ao tentar explicar a quantizagao da carga elétrica [7|. Dirac mostrou que
se um poélo magnético isolado existe em algum lugar do universo, a carga

elétrica deve ser quantizada em todo lugar. Ele presumiu que um atomo
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excitado tende a decair para um estado de energia mais baixo abruptamente,
emitindo seu excesso de energia na forma de féton. Além da energia, o féton
também carrega alguma parte do momento angular do atomo. Entre o fim
do século XIX e inicio do XX, J.J. Thomson, sugeriu aos seus alunos que
determinassem o momento angular do campo eletromagnético de um estado
consistindo de uma carga elétrica e de uma carga magnética interagindo. A
solucao revelou que o momento angular do sistema depende do produto da
carga elétrica ¢ e da carga magnética m, mas independe da distancia entre
elas. Em outras palavras, as cargas podem estar separadas por distancias da
ordem do raio do 4tomo ou do raio do universo e mesmo assim o momento
angular do campo eletromagnético sera igual.

No entanto, sabe-se hoje que o momento angular de qualquer sistema
desse tipo é quantizado, ou seja, a menor quantidade nao-nula de momento
angular na natureza é h/2. Desta forma, o produto gm deve ser proporcional
a h/2 (gm x h/2) e se m tem um valor definido, entdao a carga elétrica q
também deveria ser fixa. Dirac, entao, mostrou matematicamente que se
existe a carga magnética, a carga elétrica deve ser quantizada, isto que dizer
que: q = 2mwh/pom.

Uma outra razao importante para a existéncia dos monopodlos esté
relacionada a teoria da unificacdo. Sao teorias que em altas temperaturas
preveém a unificacao das forgas eletromagnética, nuclear forte e forca fraca
em um s6 campo. Sao chamadas também da “teoria de tudo” que tentam
explicar todas as interacoes da natureza a partir de um s6 campo, uma so6
forca fundamental.

Enfim, varios esforcos tém sido realizados para encontrar os verdadeiros
monopdlos. O problema é, onde estao os monopolos? Varios pesquisadores jé
procuraram no espaco sideral, em raios césmicos, em aceleradores de particu-
las e até mesmo em rochas lunares [8, 9, 10]. Até hoje o resultado é nulo, ou
seja, ninguém encontrou o monopolo magnético.

Sera que os monopodlos podem existir num sé6lido? Pesquisas recentes
em matéria condensada tem obtido descobertas teodricas, e ja ha resulta-
dos experimentais, que podem levar alguma luz a pesquisa sobre monopolos

magnéticos. Nos materiais da Fisica da Matéria Condensada, encontramos
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essencialmente elétrons e fons que estao aglomerados em grande quantidade
e muitas vezes interagem fortemente e se comportam coletivamente.

De fato, para uma explicagao simples, lembramos que em um cristal
a baixas temperaturas, excitagoes acima do estado fundamental frequente-
mente se comportam como particulas elementares, “carregando” quantidades
quantizadas de energia, momentum, carga elétrica e spin. Varios desses ob-
jetos surgem como resultado do comportamento coletivo dos muitos elétrons
e fons em determinado material e tal comportamento coletivo é mais efetiva-

mente descrito em termos de fragoes das particulas originais.

¢
X
o
¥

po

Figura 1.4: Fracionalizando um elétron|6|.

A “emergéncia”’ dessas excitagoes é um exemplo do fendomeno conhe-
cido como “fracionalizagdo” (Figural.4). Numeros quanticos fracionarios for-
mam um toépico relativamente novo em Fisica da Matéria Condensada.

Grosseiramente falando, é como se pudéssemos “quebrar” um elétron
em dois objetos distintos, um carregando apenas o seu spin e o outro car-
regando apenas a sua carga elétrica. Esse evento é freqiientemente associado
a defeitos topologicos e é bastante comum em uma dimensao espacial (nano-
tubos, poliacetileno e etc.)[6].

A idéia por tras da separacao spin-carga é que os elétrons se compor-
tam diferentemente quando sua possibilidade de movimentacao fica restrita
a uma unica dimensao. Enfileirados, as forgas repulsivas entre suas cargas se
tornam amplamente dominantes. Esse efeito coletivo é suficientemente forte
para quebrar a informacao de spin e carga de um tnico elétron.

Para explicar este comportamento coletivo nos sélidos podemos pen-
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sar na vibracao dos atomos num material devido a agitacao térmica. Quando
vocé esquenta um material os atomos vibram de forma coordenada, o qual
podemos associar a este comportamento uma onda. A onda, como é sabido,
carrega energia e pode também carregar momento, carga e spin. E assim,
dizemos que quem carrega a energia na onda é uma quasi-particula (gros-
seiramente falando, neste caso as quasi-particulas sdo os fonons). Ou seja,
os fonons sao quasi-particulas ou particulas emergentes que estao associadas
ao movimento coletivo dos fons na rede devido a agitagao térmica.

Essas quasi-particulas podem se comportar como fragoes da particula
original, ou seja, essa quasi-particula que é associada ao elétron pode se
comportar como se tivesse apenas a carga ou apenas o spin. Um exemplo
bidimensional é o Efeito Hall Fracionario, onde tem-se uma quasi-particula
carregando 1/3 da carga do elétron[11].

Com todas essas informagoes, Castelnovo e colaboradores entao se
perguntaram: Serd que podem existir excitagoes de dipolos magnéticos que
sejam fracionalizados e se comportem como monopoélos? E foi justamente o
que eles propuseram no artigo publicado em 2009(3|, afirmando que existem
uma fracionalizacao de dipolos em trés dimensoes em materiais chamados
de gelos de spins. Estes materiais foram intitulados de gelos de spins dev-
ido possuirem um estado fundamental frustrado, apresentarem uma entropia
residual e respeitarem regras geométricas em seu arranjo semelhante a do
gelo da agua. Este material de gelos de spins tridimensionais tem a estru-
tura pirocloro na qual fons magnéticos de terras raras formam uma rede
tetraédrica|12] (Fig.1.5). Para minimizar a energia de intera¢do spin-spin
(neste caso, interagao ferromagnética) as regras do gelo sdo manifestadas, ou
seja, dois spins apontam para dentro e dois spins apontam para fora de cada
tetraedro. Essas regras do gelo tem origem das mesmas regras do gelo da
agua quando foi observado que para cada oxigénio existem dois hidrogénios
proximos e dois hidrogénios mais distantes e que existe precisamente 1 atomo
de hidrogénio em cada ligagao de hidrogénio.

E importante também explicar dois topicos de muita relevancia para
o entendimento desse trabalho: frustracao geométrica e anisotropia. Ana-

lisando o primeiro topico, podemos dizer que em materiais magnéticos a
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Figura 1.5: Gas de monopdlos magnéticos decofinados. Os spins estao restri-
tos a apontar ao longo da dire¢ao conectando o centro dos dois tetraedros
que eles pertencem. A menor energia para o tetraedro é obtida obedecendo
a regra do gelo.[12].

frustracao geométrica esta relacionada com a incapacidade do sistema em
minimizar todas as interagoes entre pares de spins. Essa frustracao de origem
geométrica surge quando esta incapacidade é resultado direto da geometria
da rede de spins|[13, 14, 15|. Na figura 1.6 temos rede quadrada, triangu-
lar e tetraédrica com spins acoplados ferromagnéticamente. Considerando
que os spins estao restritos a apontar somente para a vertical (spins Ising),
podemos notar que somente na rede quadrada é possivel posicionar todos
os spins satisfazendo todas as interagoes entre primeiros vizinhos. Enquanto
que na rede triangular econtramos pelo menos uma interagao nao satisfeita,
ou seja, frustrada. E na tetraédrica encontramos pelo menos duas interagaoes
frustradas. Um outro topico importante é a anisotropia, um dos parametros
mais importantes que a engenharia magnética pode utilizar para melhorar
a performance de seus materiais. As curvas de magnetizacao podem mudar
drasticamente segundo a direcao do campo magnético aplicado. Nos mate-
riais magnéticos existem interagoes que selecionam uma direcao particular,

conhecida como eixo facil, ao longo da qual o momento magnético prefere
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direcionar-se. Estas interagoes sao conhecidas na literatura como energia
de anisotropia, ou simplesmente, anisotropia. Esta anisotropia decorre de
diversos fatores: estrutura cristalina, forma da amostra, stress interno e tem-
peratura.

Estes materias denominado de gelos de spins apresentam uma forte
anisotropia devido ao campo cristalino que forga os spins a se alinharem ao
longo das dire¢oes que unem os vértices ao centro de cada tetraedro. Por tal
motivo e devido a propria geometria do material dizemos que estes possuem

frustragoes geométricas mesmo apresentando um acoplamente ferromagné-

tico.
?
? ?
(a) * (b) (c)
Figura 1.6: Exemplos de redes magnéticas com spins acoplados

antiferromagneticamente.[16].

Um spin “flipado”, ou seja invertido, viola a regra do gelo em dois
tetraedros, mas isso pode ser visto como a formagao de um par de monopodlos
de sinais opostos nos tetraedros adjacentes e estes monopoélos estao decofi-
nados, eles podem mover-se e separ-se na rede independentemente um do
outro. Esta possibilidade de separacao das excitagoes locais dentro de suas
partes constituintes, ou seja, a separacao de um dipolo em dois monopodlos
é o que podemos considerar como fracionalizacao de um sistema em 2 ou 3
dimensdes|3, 17|. Isto permite muitos novos aspectos dessas excitagoes emer-
gentes serem estudas experimentalmente, como por exemplo: criacao de par
e interagao, movimento individual, correntes de monopoélos e fenémenos de
correlacao e cooperativos.

Um sistema similar ao gelo de spins tridimensional foi construido ar-
tificialmente em duas dimensdes, utilizando nanoparticulas magnéticas alon-

gadas de permalloy. Este material artificial consiste de uma rede quadrada
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bidimensional feita de nano-ilhas magnéticas, com os eixos maiores das ilhas
alternando-se em orientacgao ao longo das duas principais diregoes da rede|2],

conforme Fig.(1.7).

. + +
- & - 4 " &
f-‘ t * t
+ ¢ +
———— - - - - -

I um

Figura 1.7: FEsquerda:Imagem de microscopia de forca atomica de um
gelo de spin bidimensional artificial, feito de ilhas de permalloy|2]. Dire-
ita:Orientacao dos momentos magnéticos no gelo de spins bidimensional, com
excitagoes gerando dois monopolos magnéticos|4].

A anisotropia magnetocristalina do permalloy é efetivamente zero, de
forma que a anisotropia de forma das ilhas for¢a seu momento magnético a se
alinhar na dire¢ao do eixo maior, fazendo com que as ilhas sejam efetivamente
do tipo Ising ou seja, o spin total em cada ilha aponta em apenas uma direcao,
com dois sentidos possiveis. A frustracao intrinseca da rede é similar aquela
do modelo de gelo de spin. Mol e colaboradores[4] chamaram a atencao para
o fato de que também em gelos de spin bidimensionais existe a possibilidade
da emergéncia de monopolos magnéticos (Fig.1.7 a direita). A energia do
sistema em fung¢ao da separagao espacial dos monopolos é mostrada na figura
(1.8), e observa-se um comportamento diferente do encontrado para gelos de
spins tridimensionais. Em particular, os monopolos nao se encontram livres,
tendo sido encontrado dependéncia com a separacao dos monopolos similar
a encontrada para quarks na QCD.

Devido a sua periodicidade, a representagao do estado fundamental

dos gelos de spins bidimensional através de um campo de spins continuo é

10
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le-04- b

Figura 1.8: Energia em funcao da separacao dos monopdlos no gelo de spin
bidimensional[4].

de facil obtencdo. E natural nos perguntarmos se é possivel a construcio de
Hamiltonianos continuos que permitam a obtencao de um estado fundamen-
tal com a estrutura de gelos de spins, e qual o comportamento, nessa situacao,
das excitagoes responsaveis pelo surgimento de monopoélos magnéticos no sis-
tema. Em particular, também, podemos nos perguntar se interacoes locais
sao suficientes para gerar uma interacao efetiva de longo alcance entre os
monopdlos magnéticos emergentes.

Neste trabalho, temos como objetivo geral mostrar que um modelo de
campos classicos com interacoes nao locais pode gerar interacoes efetivas nao
locais entre excitacoes no sistema. Além disso, temos como objetivos especi-
ficos desenvolver modelos continuos bidimensionais de spins com interagoes
locais que possuam estado fundamental frustrado com estrutura de gelo de
spins, avaliar a construcao de excitagoes a partir deste estado fundamen-
tal, estudar o aparecimento de monopolos magnéticos e estudar a energia do

sistema em func¢ao da separacao de pares de monopodlos.
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Capitulo 2

Gelos de Spin

Frustragoes geométricas surgem usualmente em sistemas que possuem mo-
mento magnético (spins) residentes sobre sitios de uma rede construida de
unidades triangulares ou tetraédrica e que interagem antiferromagnética-
mente com os vizinhos mais préoximos. Embora seja pouco comum, frus-
tragoes geométricas podem também surgir em sistemas com forte anisotropia
e spins acoplados ferromagneticamente. Isto é o que ocorre em alguns 6xidos
de pirocloro, materiais onde momentos magnético de terras raras (Ho*", Dy")
estao situados em uma rede tetraédrica e sao acoplados via interacao ferro-
magnética (dipolar). Este sistema possui um nimero macroscopico de es-
tados fundamentais degenerados quase cléssico e exibe uma alta entropia
em baixas temperaturas aproximadamente “semelhantes” a alta entropia da
desordem do proton no gelo da dgua comum. Por esta razao, estes sistemas
magnéticos sao chamados de gelos de spins. Este capitulo faz uma revisao dos
aspectos essenciais da fenomenologia do gelo de spin em 6xidos de pirocloro

magnético.

2.1 Descoberta do Gelo de Spin

O o¢xido de pirocloro magnético é dado pela formula A; BoO7, onde A rep-

resenta um fon terra rara e B representa um metal. Este 6xido forma uma
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3.Gelos de Spin

vasta familia de materias que exibem uma gama de fenémenos termodinami-
cos e magnéticos interessantes, sendo que muitos desses fendémenos ainda sao
pouco entendidos [18, 19]. Aqui, ambos os fons trivalente A3" e tetravalente
B** residem sobre duas sub-redes de pirocloro independentes e interpene-
trantes. A Fig.2.1 mostra somente umas das duas sub-redes, a sub-rede A.
Em A;B>07, podemos também ter as sub-redes A e B ocupadas por um ion
magnético, como por exemplo: ThyTi,O7 [20] e YoMooO7 [21] respectiva-
mente. A rede de pirocloro é altamente frustrada quando os fons carregam
um spin isotrépico e interage com os vizinhos mais proximos por meio de
um acoplamento antiferromagnético, o que ja foi discutido por Villain [22]
a trinta anos atras. O oxido de pirocloro pode ser metalico, NdyMoyO7, o
que exibe um interessante Efeito Hall Anomalo [23| ou ele pode ser isolante

como ¢ o caso para 0 AyTi507 e A25n207 [18, 19].

Figura 2.1: Rede Pirocloro tetraédrica, analogo aos materiais de gelos de spin
do tipo HoyTi507 e DysTi50;. O momento Ising de terras raras magnéticas
ocupam os “cantos” do tetraedro como mostrado na figura. Nos materiais de
gelos de spin, a condigao de ter dois spins entrando e dois spins saindo resulta
do efeito combinado das interagoes magnéticas e da forte anisotropia Ising.
Note que os spins da rede sao denotados por bolas brancas e pretas, onde as
brancas representam um spin apontando para dentro do tetraedron, enquanto
que as pretas representam um spin apontando para fora do tetraedro[24].

13



3.Gelos de Spin

Na figura 2.1 temos uma rede ciibica de face centrada (FCC) com uma
célula base tetraédrica de quatro sitios, esta rede que foi convenientemente
descrita é considerada uma rede pirocloro, que possui uma simetria trigonal
(portanto rotacional) com relagdo a qualquer uma das quatro dire¢oes da rede
cibica < 111 >. Devemos notar que enquanto a rede de pirocloro magnética
possui uma simetria hexagonal o gelo da 4gua comum & pressao atmosférica,
I}, possui uma estrutura hexagonal. Rigorosamente falando, o probelma do
pirocloro Ising é equivalente ao gelo cubico, I., e nao a fase hexagonal [},.
Entretanto, isso nao modifica a analogia a regra do gelo ou a conecgao entre
a orientacao do momento magnético no gelo de spin e a orientacao local do
proton no gelo da agua.

O resultado de um estudo do espalhamento de néutron de Hoy1i207[25]
foi relatado no artigo de 1997 por Harris, Bramwell e colaboradores, e como
resultado mais surpreendente da pesquisa foi observado que a temperatura de
Curie—Weiss, Ocw, € positiva com 0oy ~ +1.9K, portanto, indicando inter-
acoes ferromagnéticas. Encontrou-se também que existe uma dependéncia
da intensidade do espalhamento com o campo magnético[26|, relembrando
o que é observado no vidro de spin|28|, embora nao exista uma desordem
aleatoria significativa no HosTi505.

O desenvolvimento do ordenamento ferromagnético é frustrado pela
forte anisotropia Ising local do Ho®>™ no HoyTi307[25, 27]. Os Autores de
[25, 27| estabeleceram a conecgao entre seu modelo e o modelo de Pauling
para o problema da desordem do préton no gelo da agua considerando um
modelo simples de spins Ising acoplados ferromagneticamente < 111 > numa
rede de pirocloro[29]|. Fazendo isso, chegaram ao nome do seu modelo de
Modelo de Gelo de Spin.

A caracteristica principal do Gelos de Spins (Dy,T'i507, HoyTi507) é
a presenca de momentos magnéticos p; (com magnitude de aproximadamente
10 magnetons de Bohr igual a 92.7 x 1072*.J/T) residindo sobre sitios ¢ de
uma rede pirocloro, onde a hamiltoniana que descreve tais sistemas ¢ dada

por:
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3.Gelos de Spin

H— z){ Z SZS] —|—Da3 Z [ 61'.63' _ 3(€i.7’ij)(€j.Tij)]SiSj (21)
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<ig> <ij> |rij | ‘Tij |

A equacao (2.1) pode ser entendida da seguinte forma, o primeiro
termo representa o termo Ising enquanto que o segundo representa o termo
Dipolar. Podemos também dizer que é convencionado que: para J > 0 a
troca entre os spins mais proximos é ferromagnética e para J < 0 a troca
entre os spins mais proximos é anti-ferromagnética. Além disso, temos que
ri; ¢ a distancia entre os spins, a = 3.54A¢é a distancia entre os primeiros
vizinhos no pirocloro, D = puou®/4wa® ¢ a constante de acoplamento da
interagao dipolar.

Os momentos magnéticos sao forcados a apontar ao longo de seus
respectivos eixos locais e; e podem ser modelados como spins Ising p; = u.S;é;,

como podemos ver na Fig.2.2.

Figura 2.2: Tetraedros com spins em cada vértice[6].

Em cada vértice dos tetraedros que formam a rede de um spin ice(Gelo
de Spin), os spins apontam ao longo de eixos locais de uma maneira tipo Ising
(+1 ou —1). Obviamente, em um tetraedro, existem 4 spins, um spin em
cada vértice. E como ja mencionado, esses materiais sao denominados spin

ices porque eles obedecem a chamada regra do gelo.
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3.Gelos de Spin

2.2 Entropia residual do Dy,T15,07 e HoyT'i507
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Figura 2.3: (a)Calor especifico e (b)Dados de entropia da Ref.[30] compara-
dos com resultados da simulagao de Monte Carlo[33] para o modelo de gelo
de spin dipolar, com J/3 = —1.24K e 5D/3 = 2.35K. Dois regimes po-
dem ser identificados. i) Para 7" muito maior que a temperatura maxima,
Trae ~ 1.24K, o sistema estd no regime paramagnético e esta fracamente
correlacionado. E tetraedos individuais nao obedecem a regra do gelo. ii)
Quando T vai pra baixo da temperatura méxima a razao da troca de spin de-
cal exponencialmente|34] e o sistema se “acomoda” num estado que obedece
a regra do gelo, com 2 spins entrando e 2 spins saindo sobre cada tetraedro.
O regime gelo de spin pode ser descrito como um paramagneto coletivo[22].

Através da medigao de calor especifico magnético, C'(T'), do Dy, Ti207[30]
podde-se obter a primeira evidéncia termodindmica convincente para a exis-
téncia de um estado de gelo de spin em um sitesma Ising pirocloro. A de-
pendéncia da temperatura de C'(T") pode ser observada na figura 2.3(a). Para
determinar a entropia magnética residual de Dy,Ti,07, Ramirez e colabo-

radores seguiram uma aproximacao similar ao que Giauque e colaboradores
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3.Gelos de Spin

utilizaram para determinar a entropia do gelo da agua|31, 32|.

Ramirez et al.[30] mediu o calor especifico magnético de uma amostra
de DysT'i507 entre T7 = 300mK e T, = 10K, no regime paramagnético, onde
a entropia esperada por mol deve ser RIn(2) para um sistema de dois estados
(R = Nokp ¢ a constante molar dos gases e Ny é o numero de Avogadro).

A variagao de entropia entre T e T5 foi encontrada integrando C(T") /T
entre essas duas temperaturas:

B C(T)

ASys = S(T3) — S(T}) = /T —dr. (2.2)

E importante ressaltar que Ho,T%,07 foi o primeiro material proposto
como um sistema spin ice(gelo de spin). No entanto, HoyTi207 é menos con-
veniente que Dy, Ti,07 para se realizar medidas de calor especifico a baixas
temperaturas. A origem desta dificuldade decorre da forte interagao hiper-
fina entre os spins eletronicos e nuclear do Ho™. Em resumo, o HoyTi50
e DysT1507 possuem uma entropia residual a baixa temperatura que é com-
pativel com a entropia que é encontrada quando se usa os argumentos de

Pauling aplicados no modelo Ising ferromagnético sob a rede pirocloro.

2.3 Simulacoes de Monte Carlo e origem da re-

gra do gelo

Na simulacao de Monte Carlo para DysTi507; encontra-se que praticamente
para todos os efeitos praticos é impossivel equilibrar o sistema abaixo de
uma temperatura de congelamento, ou seja, Ty ~ 0.4K[34]. Interessante-
mente, essa temperatura corresponde aproximadamente a temperatura de
congelamento encontrado em medidas de susceptibilidade no Dy,T'7507. No
espago real, uma vez que o sistema é resfriado no regime de gelo torna-se
extremamente dificil “flipar” (inverter) os spins, que deve violar a regra do
gelo quando a temperatura é muito menor que a barreira de energia dada
por 2(J/3+4+5D/3). Portanto, enquanto a dindmica de spins a baixas tempe-

raturas no estado spin ice for extremamente lenta, o sistema ainda nao teréa
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3.Gelos de Spin

atingido a temperatura critica para a ordem de longo alcance. O estado ou
regime spin ice é similar em certos aspectos a fase paramagnética em altas
temperaturas, ou sendo mais preciso, um estado paramagnético coletivo, se-
gundo a terminologia de Villain|22]. Isto é, podemos dizer que gelos de spin
é um liquido de spins classico, embora possua dinamicas de spin bem lenta.

Em geral, para explorar a ordenacao das propriedades do gelo de spin
dipolar & baixas temperaturas, é necessario um algoritimo de Monte Carlo
com atualizac¢oes nao locais que ultrapassa efetivamente a barreira de energia
que separa os estados quase degenerados, e que, portanto, permite a simu-
lacao explorar o espaco de fase da regra do gelo.

A fenomenologia do gelo de spin é devido as interacoes dipolar de longo
alcance, como pode ser observado no resultado da simulacao de Monte Carlo,
pois os calculos da teoria de campo médio fornece uma primeira pista sobre
0 mecanismo que esta por tras da formacgao da regra do gelo. No entanto,
nenhum método realmente explica porque o gelo de spin dipolar obedece
as regras do gelo. Uma boa aproximacgao para responder esta questao foi
relatada na Ref.[35].

O primeiro fato importante|36| é notar que a regra do gelo “dois spins
entrando/dois spins saindo” na rede pirocloro é equivalente a dizer que o

fluxo do campo magnético é nulo V- B = 0.

Y ok +oR+0X +oR =0, (2.3)
A

O segundo fato importante[35] é que se pode construir um modelo
de brinquedo tipo gelo de spin cujo os autovetores ¢y podem ser usados
para formar um projetor que obedece a regra do gelo no estado fundamental.
E além disso, pode-se observar que a interagao dipolar entre os momentos

magnéticos é real.

18



3.Gelos de Spin

2.4 Gelos de Spin tridimensionais

Como ja foi mencionado, gelos de spin tridimensionais sao caracterizados
pela presenca de momentos magnéticos localizados nos sitios de uma rede
pirocloro (Fig.2.4), na qual ions magnéticos de terras-raras formam uma rede
de tetraedros que compartilham seus vértices. Estes momentos estao restritos
a apontar ao longo de seus respectivos eixos de Ising locais, e podem ser
modelados como spins de Ising, i = wpS;,com S; = +1. Sabe-se que as
propriedades termodinamicas dos gelos de spin sao bem descritas por um
hamiltoniano, equacao (2.1), que leve em considerac¢ao a interagao de troca

entre vizinhos mais proximos e as interagoes dipolares de longo alcance[3],

Figura 2.4: Rede tetraédrica de pirocloro e diamante. O momento magnético
em gelo de spin reside nos sitios da rede pirocloro tetraédrical3].

Além disso, gelos de spin também foram identificados como um ma-
terial magnético nao usual quando notou-se que este nao se ordena a baixas
temperaturas, ainda que suas interacoes sejam ferromagnéticas. Como exem-
plos destes materiais foram mencionados os compostos DysTi207 € HoyTi507.
De fato, encontrou-se que os gelos de spin possuem uma entropia residual

a baixas temperaturas, que pode ser aproximada pela entropia de Pauling
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3.Gelos de Spin

para a agua, que mede a degenerescéncia do estado fundamental gerada pelas
chamadas regras de gelo. No contexto de gelos de spin tridimensionais, esta
observacao implica em um estado macroscopico degenerado obedecendo a
“regra de gelo”, em que dois spins apontam para dentro em cada vértice da
rede de diamante, enquanto dois apontam para fora. KEsta configuracao é
necessaria para que haja a minimizacao da energia de interagao entre spins
na rede.

Recentemente, Castelnovo, Moessner e Sondhi [3| mostraram que ex-
citagoes sobre o estado fundamental destes gelos de spin, ou seja, violagoes da
regra de gelo, se comportam como monopolos magnéticos com propriedades
de interacao de longa distancia. Este fato pode ser observado na Fig.2.5. No
topo, & esquerda da figura, estao mostrado dois tetraedros da rede com os mo-
mentos magnéticos dos vértices obedecendo a regra de gelo, dois momentos
apontando para fora e dois apontando para dentro de cada tetraedro.

Ao inverter o momento de dipolo magnético do vértice comum aos
dois tetraedros, a regra de gelo é violada, resultando em um fluxo magnético
nao nulo para fora do primeiro tetraedro e para dentro do segundo, conforme
esbogado no topo a direita da Fig.2.5. Os tetraedros com fluxo magnético
positivo ou negativo se comportam como monopoélos magnéticos, represen-
tados pelas cores azul e vermelha na figura. No painel maior da Fig.2.5,
mostram-se dois monopoélos magnéticos isolados na rede de diamante do gelo
de spin.

Neste trabalho, Castelnovo, Moessner e Sondhi consideraram uma
modesta deformacao da Hamiltoniana que descreve os materiais spin ices
(equagao2.1), trocando a energia de interagdo dos dipolos magnéticos loca-
lizados nos sitios do pirocloro (parte a da Fig.2.5) pela energia de interagao
de “halteres” consistindo de cargas magnéticas iguais e opostas (¢;) em suas
extremidades (parte ¢ da Fig.2.5). Na Fig.2.6 temos o exemplo da troca
realizada.

Dessa forma, a energia de uma configuracao de dipolos ¢ computada
como a energia de interagao entre cargas magnéticas de cada par em um

halter, dada pela lei de Coulomb:
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3.Gelos de Spin

Figura 2.5: Monopolos magnéticos no gelo de spins tridimensional. (a) Dois
tetraedros adjascentes respeitando a regra de gelo. (b) Inversao do spin no
vértice comum aos dois tetraedros, gerando dois monopo6los magnéticos. (c-
d) Mesmas situagoes de a e b, utilizando-se cargas magnéticas. (e) Separagao
espacial de dois monopoélos magnéticos na rede de gelo de spins obtida através
da inversao de uma seqiiéncia de spins nos vértices dos tetraedros, gerando
uma string entre os dois monopélos (linha branca)|3|.
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™~

Figura 2.6: Esfera azul: polo norte ou carga positiva do ima ¢;. Esfera
Vermelha: polo sul ou carga negativa do ima —g;.|6|
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onde r;; ¢ a distancia entre dois sitios e vy ¢ uma energia finita necessaria
para reproduzir corretamente a interagao entre os vizinhos mais préoximos.

Dada uma configuracao de N dipolos, as correspondentes 2N cargas
na correspondente configuragao de halteres é representada por ¢; onde 7 =
1,2,...,2N. A energia do estado fundamental desse sistema é facilmente
obtida. A energia total ¢ minimizada se cada sitio do tetraedro for neutro,
i.e., devemos orientar os halteres de maneira que @, = > ;1 4¢ = 0 em
cada sitio. Isso é exatamente a regra do gelo comentada anteriormente.

Analisando os estados excitados, eles observaram facilmente que a
excitagdo mais elementar envolve a inversao de um simples dipolo (ou halter),
gerando um momento de dipolo liquido local 2u. Entretanto, a inversao de
um halter corresponde a 2 sitios vizinhos com cargas magnéticas opostas @),
=42u/ag4, ou seja, a inversao de um halter ou dipolo leva para a formagao
de duas cargas magnéticas liquidas de mesma intensidade mas opostas. Veja
a Fig.2.7.

Castelnovo e colaboradores mostraram que a parte de interagao dipo-

lar da Hamiltoniana que descreve os spin ices

H— Da3 Z [ 61'.6]' 3(62‘.T’ij)<6j.7’ij)]sisj (25)

3 5
Sige | Tij | | 735 |
¢é equivalente a substituir todas as interacoes entre os dipolos magnéticos do

sistema por interacoes coulombianas entre cargas magnéticas liquidas @, =

+2u/aq. Essa interagao ¢ dada por
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3.Gelos de Spin

Figura 2.7: Formagao de dipolo magnético quando ha inversao do haltere,
carga liquida diferente de zero. Embaixo temos a representagao quando o
halter ndo nao esta invertido, ou seja, carga liquida igual a zero|6].

o Qa@s
V(rag) :{ iy S0 07D (2.6)

%UOQi se o= B7

A Figura 2.8 mostra exatamente a inversao dos halteres que leva a
uma carga liquida diferente de zero e que, portanto, cria o dipolo magnético
o qual é nomeado monopolo-antimonopoélo. Uma observacao a ser ressaltada
é que tal par monopoélo-antimonopoélo em sitios vizinhos pode ser quebrado
sem mais violagoes da neutralidade liquida (regra do gelo), simplesmente por
“flipar” uma cadeia de halteres adjacentes. Dessa forma, um par de monopo-
los separados por uma distancia 7,4 experimenta uma interacao coulombiana
—1oQaQp/47rqp, mediada por campos magnéticos monopolares.

Além disso, ao analisarem o comportamento da energia em funcao
da separacao entre os monopoélos na rede, Castelnovo e colaboradores ob-
servaram que, em funcao da separacao entre os monopolos, a energia tende
a uma constante a medida que a separacao entre eles cresce (Fig. 2.9), ou
seja, a forga entre eles tende a zero, indicando que é possivel a obtencao de
monopolos magnéticos livres na rede dos gelos de spin tridimensionais. Isto
permite concluir que é necessario somente uma quantidade finita de energia

para separar as duas cargas até o infinito e, portanto, os monopélos nao es-
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ap

Q,=-2u/a,

Figura 2.8: Formagao de dipolo magnético quando ha inversao do haltere,
carga liquida diferente de zero. A interacao é mediada por uma distancia

Tasl6]-

tao confinados. Eles sao as verdadeiras excitagoes elementares do sistema: a
excitacao dipolar torna-se “fracionalizada’.

Enquanto as strings, ou cordas, da teoria de Dirac sao inobservaveis,
aqui eles sao observaveis, embora sejam sem importancia energética: os
monopolos sao conectados por strings com tensao nula. Nao hé conflito

com a condicao de quantizacao da carga elétrica de Dirac.

Distance {a)

Figura 2.9: Energia do sistema em funcao da separacao entre dois monopdlos
magnéticos de cargas opostas no gelo de spins. A energia cai com uma
poténcia 1/a, em analogia ao caso de cargas elétricas|3].
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3.Gelos de Spin

Desde a descoberta do comportamento de gelo de spins em materiais
como DysTi507 e HoyTi,07, uma série de pesquisas tem sido desenvolvidas
explorando o interessante fendmeno termodindmico e magnético oferecido
pelo gelo de spins. Como por exemplo: efeitos de campo magnético, pro-
priedades dinamicas e funcao da desordem, modelo gelo de spin dipolar, gelo

de spin metalico e gelo de spin artificial.
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Capitulo 3

Analogo Unidimensional para

Gelos de Spins

Nesta secao apresentamos um analogo unidimensional para gelos de spins
que sera analisado para facilitar posteriormente o entendimento do caso bidi-

mensional, foco do nosso trabalho. A densidade hamiltoniana para este caso

as\®
— —1
(dx) +S

onde S representa o campo continuo de spins e A\; e Ay s@o constantes que

unidimensional pode ser dada por:

2
d2S 2
H=MN [+S‘| + Ao

- (3.1)

dao a dimensionalidade correta ao hamiltoniano, e foram escolhidas aqui ar-
bitrariamente iguais a 1. Pode-se observar que o termo proporcional a Ay
impoe que o estado fudamental seja uma fungao oscilatéria em x, enquanto o
segundo termo, nao linear, garante que o spin do sistema esté, no estado fun-

damental, limitado ao médulo maximo igual a 1. O hamiltoniano (integrando

as\®
— —1
(dJ +S

a equacao 3.1) é dado por:

L ([d2s 2
H:/ o
§ [dxﬁs] N

2

dz (3.2)
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4. Analogo Unidimensional para Gelos de Spins

onde os limites de integracao —L a L sao delimitados de acordo com o
tamanho da rede desejada. Com a condicao de contorno S?(0) = 1, o hamil-

toniano possui minimo no estado

So(x) = cos(x). (3.3)

O Hamiltoniano ¢ local e nao linear e o estado fundamental pode ser
mapeado em um espago discreto associando os valores de S(x) em x = nw a
direcao do spin nesse ponto, resultando na configuracao mostrada na figura
3.1.

_ — —r ¢+— —r 4— —r 4+— —; —

Figura 3.1: Estado fundamental desordenado (considerando interagao ferro-
magnética) de uma rede de spins unidimensional.

O estado fundamental nao corresponde a um “gelo de spins” unidi-
mensional, pois o fluxo em cada vértice [x = (n + 1/2)x] é diferente de zero,
ao contrario dos gelos de spin. Entretanto, a similaridade com estes sistemas
esta no fato de que o estado fundamental é desordenado.

Se colocarmos excitagoes no sistema, temos:

S(x)=cos(z)+ G+ G+ G+ + ...+, (3.4)

onde a primeira excitacao é representada por (; até a excitacao desejada
(. Além disso, a exemplo dos gelos de spins, construimos as excitagoes no
sistema invertendo o spin em um dado sitio. Para isso, foram utilizadas

excitacoes do tipo

C(z,2p) = ei'y(xiwp)Qf(x — Tp), (3.5)

onde z, = pr localiza a excitacao no sitio p = 1,2,3..n. A fungao que

apresentou melhor ajuste (menor energia) foi

((w,2p) = (—1Pe 7 a(w — z,)* — b], (3.6)
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4. Analogo Unidimensional para Gelos de Spins

onde v = 0.3283676784, a = 0.0002229873870 e b = 2, ajustados pelo Método
do Gradiente que se encontra explicado no Apéndice A. Fisicamente pode-
mos dizer que 7 representa a largura da excitagao, a é um parametro que
multiplicado a gaussiana dar um melhor ajuste da gaussiana com a funcao
que tera o spin invertido, ou seja, o parametro a ajuda a delimitar a regiao
correta onde o spin sera invertido, e b é o termo que faz a inversao do spin.
Também verificou-se o valor do expoente 2n de (z — z,)*" , e constatou-se
que a menor energia ¢ obtida para 2n = 8.

Outras fungoes, como por exemplo

((z,z,) = —2cos(z)e =), (3.7)

também foram testadas, apresentando, porém, energia sempre maior que a
obtida com a excitagao acima. A Fig.3.2 mostra a introdugao de 1 excitagao

no sistema localizada em x, = 2.

SK)

04

04

Figura 3.2: Estado fundamental (em azul) e estado com 1 excita¢ao intro-
duzida em z, = 27.

A introducao da excitacao cria duas “quase-particulas” no sistema,
localizadas proximas uma da outra, como pode ser verificado através da den-
sidade de energia do sistema, mostrada na Fig.3.3.

As quasi-particulas podem ser separadas pela introducao de novas
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Figura 3.3: Densidade de energia com 1 excitacao introduzida em z, = 2.

excitagoes vizinhas, ou, equivalentemente, invertendo uma sequéncia de spins
vizinhos. Por exemplo, a introducao de 4 excitagoes localizadas em =z = 27,
3m, 47 e b produzem o estado no sistema reproduzido na Fig.3.4, assim como
a densidade de energia reproduzida na mesma figura. Da mesma forma, para
excitagoes introduzidas de x = 27 até x = 137 , o estado e a densidade de

energia sao mostrados na Fig.3.5.

d 3
sk 25
051 21
B 1.5
ST ol T#0
X
.0.5] 0.5
-1 g 10 20 an 40 50

Figura 3.4: Estado do sistema e densidade de energia para sequéncia de 4
excitacoes vizinhas introduzidas no sistema.

A energia do sistema em funcao da separacao das quasi-particulas
pode ser calculada a partir da Eq.(3.2). Na tabela 3.1 mostramos todas
energias calculadas com o respectivo valor da separacao das quasi-particulas.

O resultado esta apresentado na Fig.3.6. Os pontos correspondem aos
valores calculados, enquanto a linha continua corresponde ao ajuste por mi-
nimos quadrados. O melhor ajuste foi obtido para uma equacao que combina

um potencial do tipo Van der Walls com um potencial tipo corda:
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stx) 14

0.51

10 20 30 40 50

Figura 3.5: Estado do sistema e densidade de energia para sequéncia de 12
excitacgoes vizinhas introduzidas no sistema.

Tabela 3.1: Energia do sistema em fungao da separacao das quasi-particulas.
Excitagao Energia Distancia

—_ = =
o B © 00O U W

5,392590567
5,524604549
5,511908219
5,530168397
5,548724492
5,566985693
5,585180042
5,603374391
5,621568740
5,639763089
5,657957438
5,676151787

3141592654
6,283185308
9,424777962
12,56637062
15,70796327
18,84955592
21,09114858
25,13274123
28,27433389
31,41592654
34,55751919
37,69911185

a b
H:E‘FE—FC—{—CZI’, (38)

com a = 1993,2, b = —0.199 x 107, ¢ = 5.48 e d = 0, 0586.
A linha pontilhada (figura 3.6) corresponde ao ajuste por minimos

quadrados para uma energia dada por,

H:%—Fb—i-cx, (3.9)

com a = —0,382, b = 5,515 e ¢ = 0,00430. Esse segundo ajuste nao repro-
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Figura 3.6: Energia do sistema em funcao da separagao das quasi-particulas.
Os pontos correspondem aos valores calculados, a linha pontilhada corres-
ponde ao ajuste por minimos quadrados e a linha continua corresponde ao
ajuste de uma equagao que combina um potencial tipo Van der Walls com
um potencial tipo corda.

duz a ligeira reducao na energia obtida com a introducao de uma terceira
excitacao no sistema, o que pode ser observado através do primeiro ajuste,
embora esse apresente um pico artificialmente alto. Pode-se observar, em am-
bos os casos, que o aumento da corda leva a elevagao da energia do sistema
de forma aproximadamente linear com a separagao entre as quasi-particulas.
Apesar do estado fundamental nao corresponder a um “gelo de spins” uni-
dimensional, ji que o fluxo em cada vértice é diferente de zero, esse modelo
unidimensional apresenta alguns pontos em comum com os gelos de spins
tridimensionais apresentado em [3]: notamos que o estado fundamental é
desordenado; observamos também a presenca de quasi-particulas e o distan-

ciamento destas a medida que vamos introduzindo as excitagoes.
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Capitulo 4

(Gelos de Spins Bidimensionais

Nesta se¢ao apresentamos um modelo continuo para gelos de spins bidi-
mensionais. Revisamos brevemente um modelo discreto apresentado em [4],
mostrando alguns de seus resultados. No modelo continuo, trabalho realizado
como objetivo dessa dissertacao, apresentamos nossos resultados e discussoes

e comparamos tais resultados com o modelo discreto.

4.1 Modelo Discreto para Gelos de Spins Bidi-

mensionais

Em um trabalho recente, M6l e colaboradores|4| estudaram excitagbes mag-
néticas (monopolos magnéticos) de uma rede bidimensional de gelos de spins
recentemente produzida de uma forma artificial [2] em uma rede geometrica-
mente frustada, e examinou como esses monopélos interagem em um sistema
de 2 dimensoes.

Assim como no sistema tridimensional de gelos de spin, para mini-
mizar a energia de interacao spin-spin de uma rede bidimensional construiu-
se uma rede que obedece a regra do gelo, ou seja, dois spins entrando e dois
spins saindo. Este material artificial consiste de ilhas de permaloy alongadas,

com o eixo maior alternando em orientagao ao longo das duas dire¢oes prin-

32



5. Gelos de Spins Bidimensionais

cipais (x, y) do arranjo mostrado na figura 4.1. A dimensao das ilhas sdo
suficientemente pequenas, de maneira que os spins atomicos sao alinhados
ferromagnéticamente em um dominio simples, apontando ao longo da maior

dimensao da ilha.

Figura 4.1: Tlustragao da frustragao sobre uma rede bidimensional. Cada
ilha na rede é um tnico dominio ferromagnético com o momento apontando
ao longo do maior eixo[2].

A rede considerada por Mol e colaboradores possui um arranjo pare-
cido ao que é mencionado na referéncia [2]. Neste caso, foi notado que a
interagao entre as nanoilhas é de longo alcance e é essencialmente dipolar.
Desta forma, as ilhas foram substituidas por dipolos puntiformes e usados
2 tipos de condigoes de contorno: periddica e aberta. Ambas levaram a
resultados similares.

Para estudar esse sistema bidimensional partiu-se de um hamiltoniano

que descreve as interacoes dipolares entre ilhas magnéticas:

Hg = Da*y" Sirfj _3(8 - TZ;*)5(SJ  Tij)

i#j ij 1J

(4.1)

onde D = pou?/4wa® é a constante de acoplamento da interacao dipolar, a é
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5. Gelos de Spins Bidimensionais

a distancia entre sitios e S representa os momentos dipolares (ligagoes entre
os vértices horizontais e verticais).

Iniciando com o estado fundamental, foram obtidos alguns estados
excitados com a inversao dos spins na rede. Ao inverter um spin é obser-
vado que proximo a esse determinado ponto da rede passa a existir 3 spins
entrando e 1 saindo (carga negativa), e 3 spins saindo e 1 entrando (carga
positiva). Essas cargas magnéticas podem ser separadas espacialmente, obe-
decendo a regra do gelo, a medida que outras excitacoes sao acrescentadas.
No entanto, eles notaram que apesar da separacao existe uma corda que liga
tais “monopolos” e esta corda possui tensao diferente de zero. A corda surge
por questoes topologicas da rede, ja que ha uma mudanca na configuracao
dos spins entre as cargas.

Os calculos indicaram que o custo da energia total de um par monopdélo-
antimonopolo separados por uma certa distancia r é a soma do termo usual
coulombiano, ¢/r, mais o termo linear br. Isto pode ser observado na figura
4.2, onde tem-se a energia do sistema em funcao da separacao espacial dos
monopdlos. Nota-se um comportamento diferente do encontrado para gelos
de spins tridimensionais. Em particular, os monopoélos nao se encontram

livres, tendo sido encontrada dependéncia com a separacao dos monopodlos.

T T T T T T T T T T T T T
T oy 7]
g g — arf
:. -‘.“_-“ — girb'r+ i
De+00| — I .
—_ [ ] .
i I ha U
[ | T T T T T T )
= Sle-d - | 050 -
o, 1 L~ -l —
] I a®
= o~ | - .
= e o
Ze0df | P Ol0F at _ 4
[ I
L -
I [ ] 4
| w?
e zignf ] 0.00——5 L =
Sle-0a ) 20 . -
i) ] r
1 1 1 1 1 1
Q 5 it} 15 20 25 30 is

Figura 4.2: Energia em funcao da separacao dos monopdélos no gelo de spin
bidimensional[4], onde « e 3 sdo os termos encontrados do ajuste linear.
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As cordas que ligam o par monopoélo-antimonopolo podem desapare-
cer? Este é um questionamento que Mol e colaboradores fizeram e, por
isso, argumentaram que o nimero de configuragdes por valor de energia F(r)
aumenta com r, ou seja, a entropia S(r) aumenta proporcionalmente com
uma poténcia de r (S o ™), assim como o valor da energia E(r) também
aumenta com r. Portanto, pode-se concluir que a energia livre, dada por
F = E(r) —TS(r), muda de sinal em uma temperatura 7, ou seja, aumen-
tando a temperatura no sistema para um certo valor de r, com E(r) e S(r)
fixo, a energia livre (F') tende a ficar negativa. Considerando que F' < 0
implica em b < 0 [37], com o aumento da temperatura a tensao (b) da corda
vai diminuindo, relaxando, até finalmente se anular em 7., o que permitiria

dizer que os monopolos estariam livres.

4.2 Modelo Continuo para Gelos de Spins Bidi-

mensionais

O estado fundamental do gelo de spins bidimensional em uma rede regular de
espacamento a pode ser obtido a partir da discretizacao do seguinte campo

continuo de spins:

So(7) = —sin(%)cos(%)f—i— sin(%)cos(%)i (4.2)

O tragado do campo representado na Eq.(4.2) resulta no diagrama
mostrado na Fig.4.3, para uma rede de espacamento a = w. Verifica-se
que o estado fundamental é desordenado e que o campo satisfaz a regra
de gelo, tendo, em cada vértice, dois spins apontando para dentro e dois
spins apontando para fora. Portanto, podemos dizer que esta rede, composta
por diversas ilhas, é equivalente ao gelo de spin bidimensional descrito nas
referéncias |2, 4].

Quando analisamos a figura 4.4 podemos notar que a configuracao
escolhida para construir as ilhas da figura 4.3 nao ocorre por acaso. Obser-

vamos na figura 4.4 que existem 16 possibilidades para a configuracao de 4
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3m 4 5w 6w 7w

2w

Figura 4.3: Diagrama do campo de spins da Eq.(4.2). A regra de gelo para
gelos de spins bidimensionais esta satisfeita em cada vértice e em cada célula.

momentos magnéticos, sendo que o tipo III e o tipo IV nao obedecem a regra
do gelo. No modelo discreto da referéncia [4], nas configuragoes do tipo I
e do tipo II, que obedecem a regra do gelo, o primeiro tem a configuracao
de menor energia ja que nao possui um “spin resultante” como é notado na
configuracao do tipo II.

Pode-se verificar, em cada vértice do diagrama, que o campo possui
divergente nulo, o que também pode ser verificado formalmente tomando-se
o divergente da Eq.(4.2),

050z O0Soy
ox + oy

Ja o rotacional do campo se alterna na rede entre valores positivos e

V.S, = = 0. (4.3)

negativos, formando uma figura de tabuleiro de xadrez, como mostrado na
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1 1 L 1 1 t 4 2
5 = - = 59 5 S e e » =
5 1 3 L 1 ¥ 4 t
3 3 t L 8 1t & 1
= = - = = = ¢ & == = == = =
1 1 1 1 4 1t t 4
Tipo | Tipo ll Tipo lll Tipo IV

Figura 4.4: Topologias diferentes para a configuracao de 4 momentos mag-
néticos. O tipo I e II obedecem a regra do gelo, enquanto o tipo III e IV nao
obedecem a regra do gelo[2].

figura 4.5,

. 0So, 0Su

Figura 4.5: Representacao do rotacional do campo analisado.

O objetivo desse trabalho é estudar um hamiltoniano continuo que
apresente como estado fundamental o estado representado pela Eq.(4.2).
Pode-se verificar que um dos possiveis hamiltonianos que apresenta esta ca-

racteristica ¢ dado por
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2 2
o)

ox oy Ox dy
0A\” 0A\>
+A (Sx - 8y> + (Sy+ax>
. 9. 0S 2
242 2227 1.
+ A9 [S + ar oy ] , (4.5)

onde §(a:, y) = Sz, y);—l— Sy(z, y)j ¢ o campo de spins, A é um campo auxi-
liar, introduzido de forma a fazer a parte cinemética quadratica nos campos,
sendo A = (1/2)(V x S).k, A; ¢ um multiplicador de lagrange utilizado
para fixar a condicao anterior e A é usado para garantir que, no minimo,
V25 = —25. O termo proporcional a Ay é introduzido para fixar a condi¢ao
entre colchetes, que delimita as solugoes aquelas que representam um campo
de spins oscilatério de moédulo méaximo igual & 1. Sao os tinicos termos nao
quadraticos nos campos apresentados na Hamiltoniana. Neste trabalho, as
constantes de interagdo A; e Ay apresentadas em (4.5) foram consideradas
como arbitrariamente pequenas, nao gerando efeitos para o célculo da ener-
gia do sistema. No entanto, sua presenca é importante na definicao do estado
fundamental de H.

O hamiltoniano 4.5 foi construido para reproduzir a partir do estado
fundamental (equagao 4.2) as condi¢oes dada pelas equagoes 4.3 e 4.4. Por-
tanto, analisando cada termo do hamiltoniano (4.5) temos que o primeiro

termo garante:

V- S, =0. (4.6)

O segundo termo define:

Ak =5 (VxS). (4.7)

E no terceiro termo tem-se:
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T D, BV I L 0A. OA-
= Ak = (=—i+ —7 + — Ak = —j 4+ —1. 4.
S =V x Ak (aszraijrazk)x k 6x‘7+8yZ (4.8)
Analisando a seguinte igualdade,
S - - 0A- O0A-
_ 5. :_04- o4z n
S =S54 5Sy) axj—l—ayz (4.9)

isso implica em dizer que:

0A\ - 0A-

conforme garantido pelo terceiro termo do hamiltoniano (4.5). Substituindo

(4.7) em (4.8):

§:§x§(§x§> (4.11)

—

Sabendo que o termo V(ﬁ : §) ¢ nulo,

V2§ = —28. (4.12)

O hamiltoniano (4.5) apresenta invariancia rotacional e translacional,
e outro multiplicador de lagrange pode ser introduzido para fixar a origem
e orientacao do sistema, quebrando as invariancias acima citadas, da forma
Hs = A3(S(7y) — é0)? , fixando a orientacio do campo de spins na direcio do
unitario €y na posicao ry. Outros termos podem ser adicionados ao Hamil-
toniano dado pela Eq.(4.5) sem alterar o estado fundamental, mas poderao,
eventualmente, gerar diferentes energias para os estados excitados.

A implementacao de excitagoes no sistema foi feita construindo-se
estados a partir do estado fundamental (4.2) que representem inversao na di-
recao dos spins nas linhas que ligam os vértices da rede. Quando isso ¢é feito,

alteramos a configuracao das ilhas e, consequentemente, alteramos também

39



5. Gelos de Spins Bidimensionais

a energia do sistema. Dizemos que nao estamos mais em um estado funda-
mental e sim em um estado excitado. Em analogia ao caso unidimensional
estudado no capitulo 4, propoe-se, para uma excitacao localizada na posicao

T, , a seguinte forma funcional

Ero(z,y) = e T (7= 7)2)* = b). (4.13)

Sabendo que,

(7?_ FE)Q = (ZE - xe)Q + (y - ye)2a (414)

a equagao (4.13) pode ser expressa da seguinte forma

Eelw,y) = e P oo — 0 — (- p?)' — 8, (415)

com v = 0.3283676784 representando a largura da excitacao, no qual o valor
utilizado é o que foi calculado para o caso unidimensional. Em principio,
nao ha garantias de que os mesmos parametros que minimizam a energia do
sistema no caso unidimensional sejam os parametros 6timos para o caso bidi-
mensional, uma vez que os hamiltonianos nao sao os mesmos. Assim, as exci-
tacoes introduzidas com parametros iguais aos do caso unidimensional devem
ser entendidas como uma primeira aproximacao para o resultado exato.

Outras classes de hamiltonianos também foram estudados até chegar-
mos no hamiltoniano (4.5) que representa o sistema desejado. Os valores de
7, @ e b observados na equacao (4.15) foram ajustado de modo a minimizar
a energia do sistema no caso unidimensional. Tais valores foram calculados
através do método do gradiente (Apéndice A) e representam num primeiro
momento uma boa aproximacao para os valores de 7, a e b para o modelo
bidimensional.

E importante frisar que z. e y. representam o local da excitacdo e
estes atuam em um eixo preferencial, por exemplo, para z. = 7/2 e y. = 0
temos uma inversao no sentido da componente x do spin, no entanto, para

Te =T ey = /2 a inversdo ocorre no sentido da componente y do spin.
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6w 7w

s

3w

2w

Figura 4.6: Diagrama do campo de spins de S =8, + ée. A excitacao
introduzida viola a regra de gelo para os vértices adjacentes ao spin destacado
na figura.
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O mapeamento do estado resultante da adigao de uma excitagao ao
estado fundamental é mostrado na Fig.4.6 (utilizando a = =), onde esta

destacado o dominio que viola a regra do gelo.

Figura 4.7: Diagrama do campo de spins no eixo x com 3 excitacoes intro-
duzidas, onde duas componentes x dos spins sao invertidas.

Quando introduzimos excitagoes no sistema o campo de spins sofre
alteragoes. Esse campo de spins, por ser um vetor bidimensional, possui,
portanto, uma componente x representada por S, e uma componente y rep-
resentada por S,. Nas figuras 4.7 e 4.8 mostramos o campo de spins quando
hé trés excitagoes. Neste caso de trés excitagdoes no campo temos que duas
das excitagoes estao localizadas no sentido da componente x, ou seja, em
S, (Fig.4.7 ), enquanto que uma das excitagoes esta localizada no sentido
da componente y, ou seja, em S, (Fig.4.8). E importante dizer que nesse
caso o caminho escolhido foi um caminho diagonal, onde as trés primeiras
excitagoes estao apresentadas na Fig.4.9.

Deve-se salientar que 7 representa a largura da excitacao e por tal
motivo encontrar o seu valor adequado é de extrema relevancia. Podemos
entender essa importancia ao analisar o seguinte exemplo: uma dada funcao
f(x), que tem um multiplicador v, é esbogada na Fig.4.10. Para invertermos
o caminho da fungao, tracado pontilhado da Fig.4.11, devemos inverter o

spin da rede. Esta inversao esté diretamente relacionada ao valor do +, pois,
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Figura 4.8: Diagrama do campo de spins no eixo y com 3 excitacoes intro-
duzidas, onde uma componente y do spin é invertida.

quando 7 é pequeno a gaussiana ¢ larga, logo, varios spins podem ser inver-
tidos de uma tnica vez, como pode ser visto na Fig.4.11 que tem dois spins
invertidos, gerando um valor de energia mais alto para o sistema, conforme
a equagao (4.5). No entanto, se v é grande a largura da gaussiana sera pe-
quena, logo, poucos spins serao invertidos. Entretanto, o hamiltoniano (4.5)
depende da derivada do campo de spins S , ou seja, dependera de derivadas
da excitagao f_;e. Essas derivadas possuem termos diretamente proporcionais
a 1y, e por isso, altos valores de v geram também valores altos para a energia
do sistema. O desejado é encontrar um valor de v que possa inverter somente
um Unico spin de cada vez, como é mostrado na Fig.4.12, e que gere o menor

valor de energia para o estado excitado.
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Figura 4.9: Rede bidimensional: um caminho diagonal é escolhido para in-
verter os spins e assim criar a excitacao no sistema. Com o fluxo magnético
diferente de zero é criado o dipolo magnético. O dipolo magnético é sepa-
rado espacialmente de acordo com o niimero de excitacoes implementadas no
sistema.

Na Fig.4.9 temos um exemplo da rede bidimensional onde alguns spins
foram “flipados”, ou seja invertidos, o que representa a excitacao na rede.
O namero de spins “flipados” significa o nimero de excita¢oes que foram
implementadas no sistema dado pela Eq.(4.5). Quando invertemos o spin
criamos um fluxo magnético nao nulo como pode ser observado na figura
4.9, criamos um ponto da rede com fluxo positivo (disco azul) e um ponto
da rede com fluxo negativo (disco vermelho). Esse dipolo que é criado no
sistema pode ser separado espacialmente introduzindo mais excitagoes na
rede. No caso da Fig.4.9, escolhemos um caminho diagonal para introduzir

as excitagoes desejadas.
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fx) !

AR

Figura 4.10: Representagao da funcao no seu estado fundamental

fx) M

Ay

Figura 4.11: Representacao da funcao com alguns spins invertidos devido ao
valor pequeno de 7, que fornece uma gaussiana grande.

el

Figura 4.12: Representagao da fungao com um spin invertido devido ao valor
ideal de v, que fornece uma gaussiana adequada para a inversao de um tnico
spin.
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Na tabela 4.1 encontram-se os dados dos calculos realizados para a
obtengao da energia do sistema nos seus devidos niveis e a dependéncia dessa
energia com a separacao dos monopolos magnéticos, para valores diferentes
da interacao \.

As figuras 4.13, 4.14 e 4.15 representam a densidade de energia com
a introducao de 1, 2 e 10 excitacoes respectivamente, assim como as figuras
4.16, 4.17 e 4.18 também representam o fluxo magnético para 1, 2 e 10
excitagoes respectivamente. Neste caso, os calculos foram executados com o
valor de A = 0.1 e seguindo um caminho diagonal.

De acordo com a figura 4.13 podemos notar que a implementacao
de uma excitagao faz surgir o dipolo magnético, isto também ¢é perceptivel
quando observamos a figura 4.16 que mostra presenca de um fluxo magnético
calculado por v-S , e representado pelo pico no eixo positivo de z (pélo norte)
e pelo pico no eixo negativo de z (podlo sul). Com o aumento de excitagdes
implementadas no problema é observado, como esperado, que o dipolo va se
separando espacialmente mas, ainda permanecem ligados por uma “string”.
Este fato pode ser analisado nas figuras 4.13, 4.14 e 4.15 que representam a

densidade de energia com diferentes excitagoes.

Figura 4.13: Densidade de energia com 1 excitacao. Valor de A = 0.1 e
caminho percorrido diagonal.

Obviamente, o fluxo magnético (figuras 4.16, 4.17 e 4.18) néao nulo, que
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5. Gelos de Spins Bidimensionais

Tabela 4.1: Energia das “strings” de acordo com a distancia de separacao das

quasi-particulas.

o ) ) Hamiltoniano
Excitacoes | Distancia (1T A 207 [ =03 | A=05 | A=07 | r=09
1 3,1416 7,0576 8,3279 | 11,1508 | 13,9736 16,7965 19,6193
9 44429 | 89222 | 11,1564 | 16,1212 | 21,0860 | 26,0508 | 31,0156
3 7,0248 9,2018 | 12,3975 | 19,4989 | 26,6003 33,7017 | 40,8032
4 8,8858 9,7821 | 13,9578 | 23,2373 | 32,5167 | 41,7961 51,0755
5) 11,3272 | 10,3659 | 15,5221 | 26,9803 | 38,4384 | 49,8966 | 61,3548
6 13,3286 | 10,9482 | 17,0846 | 30,7211 | 44,3575 57,9940 71,6304
7 15,7080 | 11,5305 | 18,6471 | 34,4619 | 50,2766 66,0914 | 81,9061
8 17,7715 | 12,1128 | 20,2097 | 38,2027 | 56,1957 74,1887 | 92,1818
9 20,1160 | 12,6951 | 21,7722 | 41,0435 | 62,1148 | 82,2861 | 102,4575
10 22,2144 | 13,2774 | 23,3347 | 45,6843 | 68,0339 | 90,3835 | 112,7331
11 24,5366 | 13,8597 | 24,8972 | 49,4251 | 73,9530 98,4809 | 123,0088
12 26,6573 | 14,4419 | 26,4597 | 53,1659 | 79,8721 | 106,5783 | 133,2845
13 28,9641 15,0242 | 28,0222 | 56,9067 | 85,7912 | 114,6757 | 143,5602
14 31,1002 | 15,6065 | 29,5848 | 60,6475 | 91,7103 | 122,7731 | 153,8358
15 33,3956 | 16,1888 | 31,1473 | 64,3883 | 97,6294 | 130,8704 | 164,1115
16 35,5431 16,7709 | 32,7093 | 68,1279 | 103,5466 | 138,9652 | 174,3838
17 37,8298 | 17,3534 | 34,2723 | 71,8699 | 109,4676 | 147,0652 | 184,6628
18 39,9860 | 17,9357 | 35,8348 | 75,6108 | 115,3867 | 155,1626 | 194,9385
19 42,2658 | 18,5180 | 37,3973 | 79,3516 | 121,3058 | 163,2599 | 205,2142
20 44,4288 | 19,1002 | 38,9599 | 83,0924 | 127,2249 | 171,3574 | 215,4899
21 46,7031 19,6825 | 40,5224 | 86,8332 | 133,1440 | 179,4548 | 225,7655
22 48,8717 | 20,2648 | 42,0849 | 90,5740 | 139,0631 | 187,5521 | 236,0412
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5. Gelos de Spins Bidimensionais

L . Hamiltoniano
Excitagoes | Distancla ™77 T 3273 T X215 | A=17 | A=19
1 3,1416 22,4422 | 25,2651 | 28,0879 | 30,9108 | 33,7336

4,4429 35,9804 | 40,9452 | 45,9100 | 50,8748 | 55,8396
3 7,0248 47,9046 | 55,0060 | 62,1074 | 69,2089 | 76,3103
4 8,8858 60,3550 | 69,6344 | 78,1380 | 88,1932 | 97,4726
5 11,3272 | 72,8129 | 84,2711 | 95,7293 | 107,1874 | 118,6456
6 13,3286 | 85,2669 | 98,9033 | 112,5399 | 126,1762 | 139,8127
7 15,7080 | 97,7208 | 113,5356 | 129,3503 | 145,1651 | 160,9798
8 17,7715 | 110,1748 | 128,1678 | 146,1609 | 164,1539 | 182,1469
9 20,1160 | 122,6288 | 142,8001 | 162,9714 | 183,1427 | 203,3140

10 22,2144 | 135,0827 | 157,4323 | 179,7820 | 202,1316 | 224,4812
11 24,5366 | 147,5367 | 172,0646 | 196,5925 | 221,1204 | 245,6483
12 26,6573 | 159,9907 | 186,6969 | 213,4030 | 240,1092 | 266,8154
13 28,9641 | 172,4446 | 201,3291 | 230,2136 | 259,0981 | 287,9825
14 31,1002 | 184,8986 | 215,9614 | 247,0241 | 278,0869 | 309,1497
15 33,3956 | 197,3526 | 230,5936 | 263,8347 | 297,0757 | 330,3168
16 35,6431 | 209,8024 | 245,2211 | 280,6397 | 316,0583 | 351,4770
17 37,8298 | 222,2605 | 259,8581 | 297,4557 | 335,0534 | 372,6510
18 39,9860 | 234,7144 | 274,4904 | 314,2663 | 354,0422 | 393,8181
19 42,2658 | 247,1684 | 289,1226 | 331,0768 | 373,0310 | 414,9853
20 44,4288 | 259,6224 | 303,7549 | 347,8874 | 392,0199 | 436,1524
21 46,7031 | 272,0763 | 318,3871 | 364,6979 | 411,0087 | 457,3195
22 48,8717 | 284,5303 | 333,0194 | 381,5085 | 429,9975 | 478,4866
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5. Gelos de Spins Bidimensionais

Figura 4.14: Densidade de energia com 2 excitacoes. Valor de A = 0.1 e
caminho percorrido diagonal.

Figura 4.15: Densidade de energia com 10 excitagoes. Valor de A = 0.1 e
caminho percorrido diagonal.
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Figura 4.16: Fluxo magnético com 1 excitagao. Valor de A = 0.1 e caminho
percorrido diagonal.

Figura 4.17: Fluxo magnético com 2 excitagoes. Valor de A = 0.1 e caminho
percorrido diagonal.
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5. Gelos de Spins Bidimensionais

Figura 4.18: Fluxo magnético com 10 excitacoes. Valor de A = 0.1 e caminho
percorrido diagonal.

surge quando introduzimos a excitacao no problema, também ¢é observado
ser separado espacialmente de acordo com o ntmero de excitagoes que é
implementado na rede. Além disso, podemos notar que entre os picos do
fluxo magnético existe um certa flutuagao na rede, isto representa a corda
que esta ligando as quasi-particulas, ou seja, os po6los norte e sul magnético.

Isto nos permite afirmar que os “monopoélos” nao estao livres.
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5. Gelos de Spins Bidimensionais

Apresentamos também nas figuras 4.19 e 4.20 o comportamento da
energia em fungao da separagao dos monopdlos (r). Na figura 4.20 temos
uma analise da energia com o melhor ajuste da sua equagao. Tais figuras
foram construidas para um caminho diagonal e com o valor de A = 0.1.
Analisando a figura 4.19 nota-se que a energia varia linearmente com r, o
que corresponde a uma interacao tipo “string” e assinala o confinamento dos
monopolos, semelhante a um sistema de dois quarks (mésons)|[38]. Um ajuste
linear (linha preta) foi realizado como mostra a figura 4.19 e apresentou a

seguinte equagao de minimos quadrados

y = 7,82601 + 0, 70017, (4.16)

45 -

40

35 4

30 1

25 4

energia

20 4

Figura 4.19: Energia em fun¢ao da separagao dos monopoélos. Valor de A\ =
0.1 e caminho percorrido diagonal

Além disso, um outro ajuste (linha vermelha da figura 4.19) foi feito
introduzindo o termo 1/r como mostra a equagao (4.17). Subtraindo a ener-
gia do sistema do ajuste linear dado por (4.16), (figura 4.20), observamos que
h&a um residuo que depende ainda de poténcias negativas de r (ex: 1/7), o
que pode ser confirmado quando subtraimos o ajuste feito para 1/r do ajuste

linear. Isto indica a presenca de uma interacao do tipo coulombiana entre os
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monopolos.
2,14343
y = 7,50622 + 0,70713r + ——— (4.17)
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Figura 4.20: Energia em funcao da separacao dos monopolos considerando o
melhor ajuste. A linha preta representa a subtracao da energia do sistema
pelo ajuste linear, o que mostra que ha um residuo que se torna maior para
valores menores de . A linha vermelha representa a subtragao do ajuste 1/r
pelo ajuste linear, o que confirma a presenca de um residuo. Valor de A = 0.1
e caminho percorrido diagonal

Um outro fato importante que foi estudado, é que a implementacao
da excitacao na rede pode ir por um caminho que nao seja o diagonal, como
mostrado na Fig.4.21. Sendo assim, excitagoes no caminho horizontal foram
realizadas invertendo os spins até a distancia desejada de separagao dos dip6-
los.

Na tabela 4.2 apresentamos todos os resultados calculados para o ca-
minho horizontal e com A\ = 0.1, realizados para a obtencao da dependéncia
da energia do sistema com a separagao dos monopoélos magnéticos.

Inicialmente podemos perceber no caminho horizontal que para sepa-
rar os “monopodlos” a uma distancia aproximadamente semelhante do caminho

diagonal é necessério um ntimero maior de excitagoes. No entanto, isso nao
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5. Gelos de Spins Bidimensionais

3w 4 5w 6w 7w

2w

Figura 4.21: Rede bidimensional: um caminho horizontal é escolhido para
inverter os spins. Com o fluxo magnético diferente de zero é criado o dipolo
magnético. O dipolo magnético é separado espacialmente de acordo com o
nimero de excitagoes implementadas no sistema.

implica em um valor maior de energia para o caminho horizontal. Como
pode ser observado nas tabelas 4.1 e 4.2 para uma separacao espacial das
quasi-particulas de aproximadamente 15a a energia para o caminho horizon-
tal serd menor que a energia do caminho diagonal. Podemos também notar
que quanto maior é a separagao espacial dos “monopoélos” maior se torna a
diferenga de energia entre os dois caminhos (horizontal e diagonal), ou seja,
fica mais evidente que a energia no caminho horizontal tende a ser menor
que a do caminho diagonal. Este fato pode ser explicado pelo sentido do
spin invertido, ou seja, no caminho diagonal podemos observar que os spins
invertidos do eixo x e do eixo y assumiram o sentido positivo. No caso do

caminho horizontal, podemos notar que no eixo y os spins invertidos assumi-
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5. Gelos de Spins Bidimensionais

ram alternadamente os sentidos positivo e negativo na rede. Este fato pode
ter levado a um menor gasto de energia para separar os “monopoélos”.

Para um caminho horizontal também apresentamos a densidade de
energia e o fluxo magnético. Os calculos foram realizados com A = 0.1. As
figuras 4.22, 4.23 e 4.24 mostram o comportamento da densidade de energia
de acordo com o niimero de excitagoes que € introduzido na rede. Da mesma
forma que no caminho diagonal, no caminho horizontal pode-se observar a
separacao dos monopoélos a medida que é acrescentada a excitagao. Apesar
da energia de separacao das quasi-particulas tender a ser menor, no cami-
nho horizontal, ainda existe uma energia relacionada a “string” que liga os
“monopdlos”, ou seja, os poélos nao estao livres e ainda permanecem ligados
por uma corda.

As figuras 4.25, 4.26 e 4.27 representam o fluxo magnético para 1, 4
e 12 excitagoes respectivamente. Da mesma forma que o caso do caminho
diagonal, também é observado que os fluxos magnético opostos sao separado
espacialmente de acordo com o ntimero de excitagoes que é implementado na
rede. Também notou-se que entre os picos do fluxo magnético existe um certa
flutuacao na rede, isto representa a corda que esté ligando as quasi-particulas,

e nos permite afirmar que os “monopolos” nao estao livres.

0.8

Figura 4.22: Densidade de energia com 1 excitagao. Valor de A\ = 0.1 e
caminho percorrido horizontal.
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5. Gelos de Spins Bidimensionais

Tabela 4.2: Energia das “strings” em funcao da distancia de separacao das
quasi-particulas.

Excitagoes | Distancia | Hamiltoniano (A = 0.1)
1 3,1416 8,3279
2 4,4429 11,1564
3 7.0248 12,3975
4 6,2832 12,2333
d 9,4248 14,4235
6 9,9346 14,1143
7 12,9531 16,3237
8 12,5664 16,0121
9 15,7080 18,2219
10 16,0190 17,9103
11 19,1096 20,1201
12 18,8496 19,8085
13 21,9911 22,0183
14 22,2144 21,7067
15 25,3283 23,9165
16 25,1327 23,6050
17 28,2743 25,8142
18 28,4483 25,5032
19 31,5726 27,7130
20 31,4159 28,0158
21 34,5575 29,8802
22 34,7000 29,9302
23 37,8298 32,2444
24 37,6991 31,9214
25 40,8407 34,1679
26 40,9614 33,7862
27 44,0944 36,0578
28 43,9823 35,7467
29 47,1239 37,9452
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Figura 4.23: Densidade de energia com 4 excitacoes. Valor de A = 0.1 e

caminho percorrido horizontal.
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Figura 4.24: Densidade de energia com 12 excitagoes. Valor de A = 0.1 e

caminho percorrido horizontal.
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Figura 4.25: Fluxo magnético com 1 excitagao. Valor de A = 0.1 e caminho
percorrido horizontal.

Figura 4.26: Fluxo magnético com 4 excitagoes. Valor de A = 0.1 e caminho
percorrido horizontal.
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Figura 4.27: Fluxo magnético com 12 excitacoes. Valor de A = 0.1 e caminho
percorrido horizontal.

Semelhantemente ao caminho diagonal, apresentamos as figuras 4.28
e 4.29 que mostram o comportamento da energia em funcao da separacao
dos “monopolos” e a analise do melhor ajuste da sua equagao. Na figura 4.28
notamos que a energia também varia linearmente com 7, o que corresponde
a uma interacao tipo “string” e evidencia o confinamento dos monopélos,
semelhante ao que encontramos em um sistema de dois quarks (mésons). O
ajuste mostrado de vermelho na figura 4.28 é representado pela equagao de

minimos quadrados

y = 7,70061 + 0, 64336 (4.18)

Em seguida, um novo ajuste foi realizado introduzindo um termo em

1/r, fornecendo

7,0145
y = 8,93154 4 0, 61404r — ——— (4.19)
T

A figura 4.29, mostra a diferenca entre a energia do sistema e o ajuste
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linear, e também observamos que existe um residuo que depende ainda de
poténcias negativas de r, por exemplo: 1/r. Isso indica presenca de uma

interagao tipo coulombiana entre os monopolos.

40 4

35 4

30

25 +

Energia

20

Figura 4.28: Energia em funcao da separagao dos monopoélos. Valor de A =
0.1 e caminho percorrido horizontal
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Figura 4.29: Energia em funcao da separacao dos monopolos considerando o
melhor ajuste. A linha preta representa a subtracao da energia do sistema
pelo ajuste linear, o que mostra que h& um residuo que se torna maior para
valores menores de . A linha vermelha representa a subtragao do ajuste 1/r
pelo ajuste linear, o que confirma a presenca de um residuo. Valor de A = 0.1
e caminho percorrido horizontal

Nas Figuras 4.30 e 4.31 apresentamos a densidade de energia e nas
figuras 4.32 e 4.33 o fluxo magnético, para o caminho diagonal utilizando
A = 1.0. Podemos notar que as quasi-particulas também sao espacialmente
separadas a medida que introduzimos um nimero maior de excitagoes, no
entanto, para um valor maior de A\, maior sera a energia da corda que liga
os monopolos, ou analisando pelo lado contrario, quanto menor o valor de
A menor serd a energia da corda que liga os “monopélos”. Tais afirmagoes
podem ser observadas na tabela 4.1.

As figuras 4.30 e 4.31 que representam a densidade de energia possuem
justamente uma flutugao entre os “monopolos” maior que o caso para A\ menor
que 1.0 porque a energia que liga os polos é maior quanto maior o valor de
A, como pode ser observado na figura 4.34. A energia do sistema cresce com

o valor de A, o que é esperado com vistas no hamiltoniano (4.5).
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Figura 4.30: Densidade de energia com 1 excitagao. Valor de A\ = 1.0 e
caminho percorrido diagonal.

Figura 4.31: Densidade de energia com 5 excitagoes. Valor de A = 1.0 e
caminho percorrido diagonal.
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Figura 4.32: Fluxo magnético com 1 excitagao. Valor de A = 1.0 e caminho
percorrido diagonal.

Figura 4.33: Fluxo magnético com 5 excitagoes. Valor de A = 1.0 e caminho
percorrido diagonal
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Figura 4.34: Energia em fungao da separacao dos monopolos para diversos
valores de A. Caminho percorrido diagonal.

Por fim, analisamos o sistema sujeito ao vinculo da existéncia de um
poélo norte na posigao (0,0) e um polo sul na posigao (3w, 37) para o cami-
nho diagonal e A = 0.1. Observamos que este estado, a temperatura zero,
¢ metaestavel (figura 4.35), ou seja, a energia desse estado é um minimo
local mas nao é um minimo global. Quando observamos a introducao de 6
excitagoes no sistema temos que a energia obtida é igual a 17,0846. No en-
tanto, poderia ser mais favoravel energéticamente a corda se romper e assim
obtermos 2 dipolos na mesma rede, como pode ser observado na figura 4.36,
em que esta representado o rompimento da corda formando dois dipolos de
energia E; = 8,3279. Logo, a energia total do sistema é 16,6558, que é
menor que a energia do sistema sem o rompimento da corda, ou seja, esta
configuracao é energéticamente mais favoravel. Porém, para atingirmos este
estado de menor energia, é necessario passar por estados intermediarios de
maior energia como o representado na figura 4.37 em que a energia total do
sistema (22,2857) ainda permanece maior que a energia do sistema sem o

rompimento da corda. Portanto, é necessario uma dada perturbacao para

64



5. Gelos de Spins Bidimensionais

levar o sistema do estado M (metaestavel) ao estado E (estavel).

A temperatura zero, o sistema permaneceria indefinidamente no es-
tado metaestavel, e poderiamos, eventualmente, obter “monopélos” ligados
por cordas de tamanhos arbitrariamente grandes. Efeitos térmicos, entre-
tanto, poderiam levar ao rompimento da string com a criacao de dois pares
de monopoélos confinados, como mostrado na figura 4.36.

Concluimos portanto que, embora o mecanismo descrito em [4], com
a reducao da energia livre através do aumento da temperatura do sistema,
possa levar ao surgimento de monopolos livres, haverd uma competicao entre
esse efeito e o rompimento descrito acima, que sinaliza que pares de monopo-
los confinados (dipdlos) podem surgir como estados de menor energia, e,
portanto, termodinamicamente mais provaveis.

Entretanto, é possivel a observagao de monopoélos magnéticos livres,
a exemplo do que ocorre na transicao da matéria de quarks para o plasma

de quarks e gluons.

Figura 4.35: Energia metaestavel (M). Uma dada pertubacdo pode levar a
um estado estavel (E)[39].
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Figura 4.36: Rompimento da corda formando dois novos dipolos de valores
de energia diferentes. F; + FE; = 16,6558.
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am 4w 5w 6 7w

2w

Figura 4.37: Rompimento da corda formando dois novos dipolos de valores
de energia diferentes. F, + F, = 22, 2857.
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Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho, apresentamos um modelo continuo para gelos de spins bidi-
mensionais que consiste de uma rede quadrada feita de nano-ilhas magnéti-
cas, com os eixos maiores das ilhas alternando-se em orientagao ao longo das
duas principais diregoes da rede. A frustracao intrinseca da rede é similar
aquela do modelo de gelo de spin. O estado fundamental do gelo de spin bidi-
mensional em uma rede regular de espagamento a representado pela equacao
(4.2) resulta no diagrama mostrado na figura 4.3. O estado fundamental é
desordenado e o campo satisfaz a regra do gelo, tendo, em cada vértice, dois
spins apontando para dentro e dois spins apontando para fora. Portanto,
podemos dizer que esta rede, composta por diversas ilhas, é equivalente ao
gelo de spin bidimensional descrito nas referéncias |2, 4].

O modelo continuo para gelos de spins bidimensionais apresentou al-
guns comportamentos semelhantes ao modelo discreto estudado por Mol e
colaboradores. Como pode ser notado, a introdugao da excitagao no sistema
continuo leva a criagao de duas cargas opostas, ja que possuem fluxo mag-
nético opostos, o qual chamamos de quasi-particulas. Esses polos também
foram separados espacialmente e observou-se que existe uma corda que liga
esses dois “monopolos” que apresenta uma energia diferente de zero. Logo,
podemos concluir que os pélos nao estao livres, ou seja, eles estao confinados
e presos por uma corda.

Podemos também concluir que o caminho escolhido para introduzir as
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excitacoes interfere no valor da energia do sistema. Neste trabalho percorre-
mos dois caminhos (horizontal e diagonal) e podemos notar que o caminho
horizontal apresenta uma configuracao de menor energia, mesmo com a intro-
ducao de um nimero maior de excitagoes. Mas, ainda assim, os “monopoélos”
permanecem ligados por uma corda. A diferenca de energia entre os dois
caminhos percorridos nao é tao grande, entretanto, esperava-se que a ener-
gia no caminho horizontal fosse maior devido ao nimero maior de excitacoes
introduzidas na rede. Uma possivel explicacao para este fato, como ja foi
mencionado, pode estd relacionada com o sentido do spin invertido, ou seja,
no caminho diagonal podemos observar que os spins invertidos do eixo x e
do eixo y assumiram somente o sentido positivo da rede. No caso do cami-
nho horizontal, podemos notar que no eixo y os spins invertidos assumiram
alternadamente os sentidos positivo e negativo na rede. Este fato pode ter
levado a um menor gasto de energia para separar os “monopoélos”.

Além disso, temos que as variagoes dos acoplamentos A também forne-
cem varias configuracoes de energia de acordo com seu A especifico. Quanto
maior o valor de A, maior é a energia do sistema. Portanto, os monopodlos
se encontram mais intensamente ligados, dizendo de outra forma , maior é a
tensao da corda entre essas quasi-particulas.

Os calculos indicaram que o custo da energia total de um par monopdlo-
antimonopolo separados por uma certa distancia r é a soma do termo usual
coulombiano, ¢/r, mais o termo linear br. Isto pode ser observado nas figuras
4.20 e 4.29. Nota-se também um comportamento diferente do encontrado
para gelos de spins tridimensionais. Em particular, os monopoélos nao se en-
contram livres, tendo sido encontrado dependéncia linear com a separacao
dos monopdlos.

Também foi observado que para uma determinada quantidade de ex-
citagOes torna-se mais favordvel energeticamente a corda se romper e assim
obtermos 2 dipolos na mesma rede, como pode ser observado na figura 4.36.
No entanto, isso nao ocorre quando estamos trabalhando em um sistema sem
temperatura. A introducgao da temperatura no sistema pode, de fato, levar ao
relaxamento da corda que une os monopoélos chegando a uma temperatura

critica em que os monopodlos se encontrarao livres. Mas, uma competicao
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entre o efeito termodindmico e rompimento da corda, formando dois novos
dipolos, pode ocorrer para gerar novos efeitos que interfiram na transicao de
fase do sistema.

A temperatura pode ser um fator importante para obter-se monopolos
livres em duas dimensoes. Muito recentemente, Ladak e colaboradores|41]
observaram monopoélos magnéticos em uma nanoestrutura artificial tipo ge-
los de spin. Eles fizeram com que magnetos de dimensoes sub-microscopicas
se comportassem como monopolos magnéticos ao longo de uma estrutura em
formato de colmeia. Will Branford e Sam Ladak, que coordenaram o expe-
rimento, afirmam que seu estudo os deixa a um passo de isolar o monopolo
magnético. Mas eles jé foram capazes de comprovar sua existéncia e o fluxo
destes no material.

A possibilidade de isolamento do monopo6lo magnético abre grandes
perspectivas de aplicagoes tecnologicas. A expectativa é ainda maior com
o advento da magnetricidade[42], um fendémeno pelo qual uma carga mag-
nética pode se comportar e interagir exatamente como uma carga elétrica.
A magnetricidade é o equivalente magnético da eletricidade.

Um outro fato importante a ser mencionado é que apesar de usarmos
os valores de v, b e a do caso unidimensional (j4 que a primeiro momento
esta é a tentativa natural), estes podem nao ser os valores exatos para o caso
bidimensional. Entretanto, espera-se que isto nao altere qualitativamente
os resultados do presente trabalho, ainda que alteragoes quantitativas sejam
esperadas.

Ressalta-se também o fato de que, no modelo estudado nessa disser-
tagdo, interagoes efetivas nao locais entre as quasi-particulas (agao a distan-
cia entre os monopo6los magnéticos) sao obtidas a partir de um hamiltoniano
contendo apenas termos locais (Eq.(4.5)).

Por fim, vale a pena mencionar que o estudo da termodindmica do
hamiltoniano (4.5) e o desenvolvimento de modelo continuo para o sistema
apresentado em [41]| e para o gelo de spin tridimensional sdo as extensoes

naturais para o presente trabalho.
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Método do Gradiente

Em um problema de otimizagao, o objetivo é otimizar (maximizar ou mini-
mizar) algumas fungdes f, que sdo conhecidas como “fungao objetivo”. Por
exemplo, uma funcao objetivo f a ser maximizada pode ser a “receita’ na
producao de aparelhos de TV, o rendimento por minuto em um processo
quimico, a quilometragem por litro de um certo tipo de carro, o nimero de
clientes atendidos por hora no banco, a dureza do ago, ou uma resisténcia a
tracao da corda.

Similarmente podemos querer minimizar f se, f é por exemplo: o
custo por minuto da producao de certas cameras, o custo de operagao de
algumas usinas, a perda diaria de calor em um sistema de aquecimento, ou
o tempo necessario para produzir um para-lama.

Na maioria dos problemas de otimizacao a funcao f depende de int-

meras variaveis

L1y eeey Ty (A.1)

Estas sao as chamadas variaveis de controle, porque podemos “controla-
las”, ou seja, escolher os seus valores. Por exemplo, o rendimento de um pro-
cesso quimico pode depender da pressao x; e da temperatura xs. A eficiéncia
de um determinado sistema de ar condicionado pode depender da temper-

atura xq, pressao do ar xo, umidade x3, a area transversal da tomada x4, e
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7. Apéndice A

assim por diante.

A teoria de otimizagao desenvolve métodos para realizar a melhor es-
colha destas variaveis 1, ..., x,, que maximiza ou minimiza a fun¢ao objetivo
f, ou seja, ¢ um método para escolher o melhor valor de x4, ..., x,.

Em muitos problemas a escolha dos valores de z1, ..., x,, nao é inteira-
mente livre mas, esta sujeita a alguns vinculos, isto é, vinculos adicionais
que sao decorrentes da natureza do problema e das varidveis. Por exemplo,
se x1 € o custo de produgao, entao x; > 0 e existem muitas outras variaveis
(tempo, peso, distancia percorrida pelo vendendor, etc.) que podem assumir
somente valores positivos. Vinculos podem ter também a forma de equacoes.

Temos uma fungao real f(xy,...,x,), vamos considerar primeiramente
a otimizagao sem vinculos. Também escrevemos = = (z1,...,x,) € f(x) por
conveniéncia. Por definicao, f tem um minimo no ponto r = Xy em uma
regido R (onde f é definida) se f(z) > f(X,) para todo z em R. Similar-
mente, f tem um maximo no ponto Xy se f(z) < f(Xo) para todo z em R.
Valores maximos e minimos juntos sao chamados extremos.

Além disso, f é dito ter um minimo local para X, se f(x) > f(Xj)

para todo x em uma vizinhanca de Xy, por exemplo,

|z — Xo |= [(21 — X1)? + .. + (2. X0) V2 < 1, (A.2)

onde Xy = (X1, ..., X,,) er > 0 é suficientemente pequeno. Um méximo local
¢é definido similarmente.

Se f é diferenciavel e tem um extremo em um ponto Xy no interior
de R, entdo as derivadas parciais 0f /0xy, ...,0f /Ox, deve ser zero para Xj.
Estas sao as componentes de um vetor que é chamado o gradiente de f e

denotado por grad f ou 7 f. Entao,

v f(Xo) =0. (A.3)

Um ponto X, para o qual a equagdo (A.3) é valida, chamamos de
ponto estactonario de f.
A condigao (A.3) é necessaria para um extremo de f para Xy no

interior de R, mas nao é suficiente. De fato, se n = 1, entéo para y = f(z),
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7. Apéndice A

a condicao (A.3) ¢ y' = f'(x) = 0; por exemplo, y = 2 satisfaz ' = 32% =0
para x = Xy = 0, onde f nao tem um extremo, mas um ponto de inflexao.
Similarmente, para f(z) = x;x9 temos V7 f(0) = 0, e f ndo tem um extremo
mas tem um ponto de sela para 0. Consequentemente, depois de resolver
(A.3) devemos ainda descobrir se foi obtido um extremo. No caso n = 1
as condigoes y'(Xo) = 0, ¥"(Xo) > 0 garantem um minimo local para X e
as condigoes y'(Xo) = 0, y"(Xp) < 0 um méximo local, como é conhecido
dos célculos. Para n > 1 existem critérios semelhantes. Entretanto, Na
prética resolver a equagao (A.3) geralmente é muito dificil. Por esta razao,
é preferivel uma solucao por interacao, isto é, por um processo que se inicia
de algum ponto e move passo a passo para um ponto na qual f é o menor
(se um minimo de f é desejado ) ou é o maior (no caso de um méaximo).
Um exemplo desse tipo é o metodo do gradiete, que foi introduzido
em 1847 e ganhou populariedade. A idéia é encontrar um minimo de f(x)
por um processo repetido de computagao do minimo de uma fungao g(t) de
uma variavel ¢t. Suponha que f tem um minimo em X, e iniciamos de um
ponto x. Entao, procuramos por um minimo de f o mais préoximo de x ao

longo de uma reta na direcao de

-V f2), (A.4)

a diregdo do gradiente de f para x (diregdo de redugdo maéxima), isto é,

determinamos o valor de t e o ponto correspondente

2(t) =z —tv f(z), (A.5)

na qual a fungao

g(t) = f(=(1)) (A.6)

tem um minimo. Tomamos este z(t) como nossa proxima aproximacao para
Xo.
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Regra de Simpson

Se uma fung@o f(x) é continua em um intervalo [a, b] e sua primitiva F(z) é

conhecida, entao a integral definida desta funcao neste intervalo é dada por:

/ab flz) de = F(b) — Fla), (B.1)

onde F'(x) = f(x).

Entretanto, em alguns casos, o valor desta primitiva F'(x) nao é co-
nhecido ou de facil obtencao, o que dificulta ou mesmo impossibilita o calculo
desta integral. Logo, buscamos calcular o valor da integral definida por meio
de métodos numéricos. Métodos numéricos sao adequados para situagoes
onde F(z) nao pode ser obtida analiticamente ou quando o cdémputo da
solugao analitica é complexo.

A solug@o numérica de uma integral simples é comumente chamada
de quadratura. Os métodos mais utilizados podem ser classificados em dois
grupos:

1) As formulas de Newton-Cotes que empregam valores de f(z), onde
os valores de x sao igualmente espagados.

2) A formula de quadratura gaussiana que utiliza pontos diferen-
temente espagados, onde este espagamento ¢ determinado por certas pro-
priedades de polinémios ortogonais.

Dentre as formulas de Newton-Cotes, sera apresentado aqui a 1° re-
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8.Apéndice B

gra de simpson. A idéia béasica desses métodos de integracao numérica é
a substitui¢do da fungao f(z) por um polindmio que a aproxime razoavel-
mente no intervalo [a, b]. Assim o problema fica resolvido pela integragao de
polindmios, o que ¢é trivial de se fazer. Com esse raciocinio podemos deduzir

formulas para aproximar a Eq.(B.1).

B.1 Foérmula Simples

Consideremos agora que se queira aproximar f(z) por um polindmio inter-

polador de 2° grau (parabola), ps(x), que é dado pela formula de Lagrange:

pa(r) = Lo(w) f(z0) + Li(2) f(z1) + Lo(x) f(22), (B.2)
tal que,
L= I U (B.3)

com i =0,1,2.
De acordo com a figura abaixo podemos analisar a interpretacao ge-

ométrica do problema:

My |
‘\

ACYY: ) »

S~ "“\

JS(xp)

0 a=x, i

Figura B.1: Primeira regra de Simpson|[43].

Temos os seguintes dados: xy = a, r1 = m = (a + b)/2, z5 = b,

h=(0b-a)/2, xg—x1=—h, 11 —x9 = h, g — x5 = —2h, 25 — 29 = 2h,
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8.Apéndice B

xr1 — X9 = —h e x9 — x1 = h. Logo, o polindémio seréd dado por:

(x —z1)(x — 29) (x — zo)(x — 22)

pa(z) = f(xo)

+ f(z1)

(—=h)(—2h) (=h)(=h)
T flay) T 2@ — ) (B.4)
(2h)(h)

O que permite escrever a seguinte igualdade,

/abf(x) dr = /:Qf(x) da:z/mpz(x)dx

o

— /:2 (x — 1) (x — x9)dx — fla) /:2 (x — xo)(x — z9)dx

2h2 o h2 o
+f2(Z§) /{: (z — mo)(z — 21)dw
= Dlfto) + 47 @) + S (B.5)

Logo, o valor da integral calculada segundo a regra de Simpson sera:

X9 h

[ 1@ de= [7 g do = S0 4560 + S (B6)

B.2 Foérmula Composta

Quando subdividimos o intervalo de integracao [a, b] em n subintervalos iguais
de amplitude h e a cada par de subintervalos aplicarmos a primeira regra de
simpson (simples), teremos entao, a regra de simpson composta. Isto pode
ser visto na Figura B.2.

A cada par de subintervalos temos 3 pontos para ajustar uma parabola
(Py(z)). Uma observacao importante é que, como a regra de Simpson é
aplicada em pares de subintervalos, o nimero n de subintervalos deveré ser

sempre par. Assim, a equacao da féormula composta de simpson sera:
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n pares de subintervalos. ou seja. a metade do numero de subdivisdes

n=m/2
m subintervalos

L) L]
of a=x, x; PR X3 Xy Xs X5 wan X,a XN

-1 b=x R‘
+—7i

i

Figura B.2: Regra de simpson compostal43].

/abf(:t)dx _ /Ijm f(z)dz
~ G 17 a0) + 4F (@) + Fla)] + 51 (wa) + 45 (w0 + o)
—|—;L[f(mm_2) +4f (@) + f () (B.7)
m/2—1 m/2

[ 1@ = 5w + @) +2 3 Sl +43 Saaan)  (BS)

onde f(zg) e f(x,,) é o valor da fungdo nas extremidades inicial e final do
intervalo, ou seja, nos pontos a e b. Ja o terceiro termo da Eq.(B.8) é o
valor da func@o nos subintervalos de indices pares dentro do intervalo [a, b],
excluindo as extremidades. E no quarto termo da Eq.(B.8) temos o valor
da fungao nos subintervalos de indices impares dentro do intervalo [a,b],

excluindo as extremidades.
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