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Resumo

Neste trabalho, discutimos o comportamento de um sistema magnético, caracterizado
pela competicao entre as interagoes de super troca e de dupla troca. Foi considerada uma
rede cubica simples (L x L x L), onde pares de primeiros vizinhos interagem via super troca
antiferromagnética e dupla troca ferromagnética. Por meio de técnicas computacionais,
como as simulagoes de Monte Carlo, foi possivel ajustar a proporcao da influéncia das duas
interacoes sobre o sistema, além de outros parametros, e assim mapear as fases sob algumas
das condigoes de interesse. O modelo aqui descrito é relevante para a compreensao de
certas classes de materiais magnéticos, tais como algumas manganitas dopadas, que exibem

a magnetorresisténcia colossal.

Palavras-chave: sistemas magnéticos, simulacoes de Monte Carlo, interagoes competitivas.



Abstract

In this work we discuss the behavior of a magnetic system which is characterized
by the competition between superexchange and double-exchange interactions. We consider
simple cubic lattices (L x L x L), where nearest-neighbor pairs interact via antiferromagnetic
superexchange and ferromagnetic double-exchange interactions. By means of computing
techniques as Monte Carlo simulations, it was possible to adjust the influence ratio of both
interactions over the system, and other parameters, so we mapped phases in conditions of
interest. This model is relevant to understand some magnetic materials, such as doped

manganites, which exhibit the colossal magnetoresistence effect.

Keywords: magnetic systems, Monte Carlo simulations, competitive interactions.
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Introducao

O magnetismo tem sido estudado e utilizado pelo homem hé centenas de anos. A primeira
substancia magnética conhecida foi a magnetita (Fe;Oy4) [1]. Na antiguidade, a magnetita era
abundante na regiao entao conhecida como Magnésia, nome do qual derivam as palavras rela-
cionadas ao magnetismo. Desde a invencao da primeira biussula até os sensores magnéticos e
as modernas unidades de memoria MRAM!, o conhecimento humano sobre as propriedades

magnéticas dos materiais tem experimentado uma evolugao espantosa.

Existem varios métodos que nos permitem caracterizar os materiais magnéticos. Além
de técnicas experimentais, os sistemas magnéticos sao estudados através de modelos tedricos
e simulagoes computacionais. Entre os dois 1ltimos, destacamos o modelo de Heisenberg e

as simulacoes de Monte Carlo.

O modelo de Heisenberg é um mecanismo que envolve spins classicos tridimensionais, para
a descrigao de um sistema magnético. Fundamentalmente, o modelo consiste em considerar
um conjunto de spins alocados nos pontos de uma rede cristalina, havendo interacao entre
os pares de vizinhos [2, 3]. A energia de interagdo entre os spins vizinhos é associada ao
Hamiltoniano de Heisenberg, que nos permite obter as quantidades fisicas que definem o

estado do sistema.

A designacao método de Monte Carlo, cujo nome foi inspirado nos cassinos de Monte
Carlo, corresponde a uma classe de algoritmos computacionais utilizada em simulagoes es-
tocdsticas, isto é, simulagbes que envolvem varidveis aleatérias [4]. As simulagdes de Monte
Carlo tém aplicagoes importantes em fisica, matematica, além de outras dreas [4]. Em geral,

o método utiliza algum tipo de distribuicao de probabilidades para reproduzir, de maneira

!Sigla em inglés para memoria de acesso aleatério por magnetorresisténcia.



aproximada, uma funcao matemaética de interesse. No estudo dos sistemas magnéticos, o
método de Monte Carlo é particularmente interessante, pois permite simular um grande
nimero de estados acessiveis ao sistema e, assim, obter valores médios de algumas grandezas
fisicas, como a magnetizacao e a energia interna, mantendo uma boa sintonia com os resul-

tados experimentais [4, 5].

Para fins didéticos, costuma-se separar os materiais magnéticos em tipos ou classes, as-
sim, destacaremos aqueles considerados os mais importantes.
e Ferromagnetos - materiais cujos atomos possuem momentos de dipolos magnéticos perma-
nentes e existe uma forte interacao entre estes dipolos, a ponto de manter as propriedades
magnéticas (como a magnetizagdo) na auséncia de um campo magnético externo. Os mate-
riais que apresentam este comportamento sao o ferro, o niquel e o cobalto [1];
e Paramagnetos - materiais cujos atomos também possuem momentos de dipolos magnéticos
permanentes, entretanto, a interagao entre os dipolos nao é suficientemente forte para man-
ter a magnetizagao na auséncia do campo magnético externo [2]. Exemplos de materiais
paramagnéticos sao o aluminio, o magnésio e o titanio;
e Antiferromagnetos - materiais cujos momentos de dipolos magnéticos tém arranjo regular,
porém os dipolos vizinhos se alinham em sentidos opostos. Como a soma vetorial dos momen-
tos de dipolos magnéticos é nula, tais materiais nao apresentam magnetizacao espontanea [1].
Normalmente, observamos antiferromagnetismo em éxidos envolvendo metais de transicao,
como o éxido de manganés (MnO) [1].
e Ferrimagnetos - materiais que, assim como os ferromagnetos, apresentam magnetizagao
espontanea, contudo, a estrutura desses compostos favorece a formacao de momentos de
dipolos magnéticos de mddulos diferentes [1]. Os ferrimagnetos apresentam propriedades
magnéticas muito semelhantes as dos ferromagnetos. A substancia ferrimagnética conhecida
ha mais tempo é a propria magnetita que, originalmente, foi classificada como um ferromag-
neto, até que Néel descobriu o ferrimagnetismo em 1948 [6];
e Diamagnetos - materiais cujos atomos nao possuem momentos de dipolos magnéticos per-
manentes mas, na presenca de um campo magnético externo, adquirem momentos de dipolos
magnéticos induzidos [1, 3]. Um diamagneto sempre é repelido por um campo magnético

externo, visto que seus dipolos induzidos sempre se opoem ao campo magnético que os criou.



Por ser geralmente um efeito fraco, o diamagnetismo é observado macroscopicamente apenas
na presenca de campos magnéticos fortes. O elemento quimico que apresenta diamagnetismo

mais forte é o bismuto [1].

Para que um determinado material apresente um comportamento ferromagnético, fer-
rimagnético ou antiferromagnético, é necessario que os momentos de dipolos magnéticos
(spins atomicos) se acoplem de forma a manter uma certa estabilidade, sobretudo, na
auséncia de um campo magnético externo [2]. Este acoplamento é conhecido como interacao
de troca e tem importancia central no trabalho ora apresentado. Utilizamos o método
de Monte Carlo, aplicado ao modelo de Heisenberg, na descricao de um sistema marcado
pela competigao entre dois tipos de interagoes de troca: interacao de super troca (antifer-
romagnética) e interacdo de dupla troca (ferromagnética). No contexto desta dissertacao,
usaremos a notacao “SE (super exchange)”, para as interagoes de super troca e “DE (double-

exchange)”, para as interagoes de dupla troca.

Por meio das simulagoes de Monte Carlo, particularmente, utilizando o algoritmo Metroé-
polis, realizamos o mapeamento das fases do sistema, considerando a variacao de alguns
parametros como a temperatura, o campo magnético aplicado e a razao entre as constantes
de acoplamento de SE e de DE.

Sistemas como este vém sendo intensamente estudados nos ultimos anos, visto que as
interacoes de dupla troca sao apontadas como responsaveis pela Magnetorresisténcia Colos-
sal, observada em algumas manganitas dopadas, fendmeno que ainda nao foi completamente

compreendido [7].



Capitulo 1

Conceitos Fundamentais em
Estatistica

Durante o ano de 1738, Daniel Bernoulli desenvolveu uma teoria que, pela primeira
vez, descrevia a pressao atmosférica em termos do movimento molecular [8]. Ele considerou
um cilindro vertical, cujo émbolo era suportado pela pressao do gas em seu interior. A
maioria dos cientistas da época imaginava as moléculas como entidades estaticas, repelindo-
se a distancias fixas e que, portanto, a teoria de Bernoulli nao fazia sentido [8]. O préprio
Newton demonstrou que o produto PV (pressao x volume) seria constante para um gas
no qual as moléculas se repelissem com uma forca proporcional ao inverso do quadrado da
distancia.

Em 1820, o inglés John Herapath deduziu uma expressao matematica que relacionava
pressao e velocidade molecular, mas seu artigo foi rejeitado pela Royal Society , sob a alegacao
de que tal teoria implicava a existéncia de um zero absoluto de temperatura, idéia que

desagradava o presidente daquela academia de ciéncias, Humphry Davy [8].

Analisaremos agora alguns dos resultados mais importantes nesta area, obtidos durante
os séculos XVIII e XIX, e que culminaram com o desenvolvimento dos primeiros trabalhos
em mecanica estatistica. Considere uma caixa ctbica de aresta L e volume V', contendo um
gas rarefeito. Conforme a teoria de Bernoulli, a pressao interna é fruto das colisoes das N

particulas com as paredes da caixa [8]:



p= (1.1)
sendo (v,) a média das componentes = das velocidades das particulas do gis e m a massa de
cada particula. Para um sistema isotropico, nao existe nenhuma razao para que as outras
componentes das velocidades sejam diferentes de v,, assim, em coordenadas Cartesianas,

v? = v} 4+ v; 4 v, 0 que nos leva a um modelo tridimensional:

N {mwv?)
= —". 1.2
p="3y (1.2)
A lei dos gases ideais nos fornece a equacao de estado
pV =nRT, (1.3)
onde n = N/N4 é o numero de moles, R é a constante universal dos gases perfeitos e

T é a temperatura. Ny = 6,022 x 10%mol~! é o ntimero de Avogadro, uma importante
constante, que representa a quantidade de particulas para cada mol de uma determinada
substancia. Introduzindo a constante de Boltzmann, kg = R/Nj, e utilizando as duas

equacoes anteriores, obtemos a energia cinética média das particulas

(E) = %(m02> - ;kBT. (1.4)

O resultado acima é conhecido como teorema da equipartigao da energia e revela que a ener-
gia média das particulas de um gés ideal é funcao da temperatura [9]. Além disso, o teorema
mostra que a energia média dessas particulas é kgT'/2 para cada grau de liberdade do sistema
[9], que é um dos mais importantes resultados da teoria cinética dos gases. No decorrer deste
trabalho, retomaremos as constantes aqui apresentadas e veremos que a energia média das
particulas é de fundamental importancia na descricao dos sistemas termodinamicos, sendo

frequentemente chamada de energia interna.

Outra contribuicao importante foi a de J. C. Maxwell, ele percebeu que era pratica-
mente impossivel tratar um sistema de muitas particulas se valendo das leis de Newton [8].
Maxwell observou que nao era relevante conhecer as posigoes e velocidades das particulas

individualmente em cada instante, mas a func¢ao de distribuigao das velocidades [8].



Seja f(v,)dv, a quantidade de particulas com velocidades na dire¢ao x entre v, e v, + dv,,

podemos generalizar esta idéia e incluir as outras componentes:

fup)dvg f(vy)dvy, f(v:)dv. = f(v)f(vy) f(vs)dveduvydv.. (1.5)

Maxwell inferiu que, como nao existe uma direcao preferencial, a funcao de distribuicao das
velocidades nao deve depender das componentes separadamente, mas da velocidade total

das particulas [8, 9]. Assim, ele propds a seguinte relagao

Fva) f(vy) f(v2) = F(vg + vy +07) (1.6)

A funcao desconhecida, F', depende da soma entre parénteses, contudo, ela é resultado do
produto das fungoes de distribuicao em cada dire¢ao. Logo, a distribuicao de velocidades

serd uma funcao exponencial da forma

flvg) = Ae= P, (1.7)

onde A e B sdo constantes arbitrarias. Agora, incluindo as demais componentes e con-
siderando a distribuicao das particulas em um espaco de velocidades esfericamente simétrico,
todos os pontos sobre uma mesma superficie correspondem a mesma velocidade, o intervalo

compreendido entre v e v + dv forma uma casca esférica cujo volume é

d*v = 4mvdv, (1.8)

0 que nos permite escrever

f(v) = dmv?A3e B (1.9)

Podemos obter a energia cinética média por particula através da equacgao

1, o Jo smu?f(v)dv
5 {mv7) = = (1.10)



Note que o numerador da fragao é a energia total e o denominador é o niimero de particulas.
Substituindo a funcao de distribuicao da equacao 1.9 nas integrais da equagao 1.10, chegamos

a outra relagao para a energia cinética:

1 9 3m

Comparando as equacoes 1.4 e 1.11, obtemos o valor da constante B:

m
B=——

2kgT’

finalmente, dos resultados anteriores, podemos obter a constante A a partir do niimero total

(1.12)

de particulas

/Ooof(v)dv:N, (1.13)

chegando ao resultado de Maxwell

3/2 2
B m 9 —mu
fv) =4rn (27T]€BT) v” exp (Qk‘BT)' (1.14)

A teoria de Maxwell teve um impacto decisivo na compreensao de sistemas de muitas
particulas e praticamente deu inicio a area da fisica que hoje é conhecida como mecanica
estatistica. Dada a inviabilidade de um tratamento rigoroso, através de equagoes de movi-
mento, em sistemas com muitos graus de liberdade, essencialmente, sistemas microscépicos,
a mecanica estatistica proporcionou novas perspectivas para o estudo destes sistemas [4].
Durante este capitulo, definiremos alguns conceitos importantes em estatistica, tais como,
distribuicao de probabilidade, densidade de probabilidade e valor médio, para entao, inici-

armos uma descricao estatistica dos processos fisicos de interesse para esta dissertacao.

1.1 Variaveis Estocasticas e Probabilidade

Considere X uma variavel estocastica discreta, que possui um conjunto contavel de valores

possiveis x; sendo i=1,2,3,4,...n, com n inteiro e positivo. Cada x; possui uma probabilidade

7



de ocorréncia p;, assim, o conjunto de valores {p;} é a distribuigao de probabilidade associada
a varidvel X e possui as seguintes propriedades: p; > 0e Y >, p; =1 (2,9, 10]. Um exemplo

de distribuicao discreta é a famosa distribuicao binomial, definida por:

f(k,n,p) = (Z)p’“(l —p)" " (1.15)

onde £ = 0,1,2,...,n, é o numero de acertos, n é numero de ensaios ou tentativas e p é a

probabilidade de acerto.

Como exemplo, considere a variavel discreta X um ntmero que contém a quantidade de
caras obtidas de 12 lancamentos de uma moeda. A probabilidade de obtermos 5 caras destes

12 langamentos é P(xz = 5). Neste caso, k =5, n =12 e p = 1/2, assim:

f (5, 12, %) = (152> (0,5)°(1 —0,5)" =0,19,

portanto,

P(z =5)=0,19.

Agora, consideremos X uma variavel estocastica que pode assumir um conjunto continuo
de valores dentro de um determinado intervalo [a,b], entao, dizemos que X é uma varidvel
estocdstica continua. Podemos definir uma func¢do continua P(z), tal que a probabilidade
de que X possua um valor em [a,b] seja determinada pela area sob a curva P(z) versus x

para a < x <b.

Prob(a <x <b)= /b P(z)dz. (1.16)

Assim, P(z) é densidade de probabilidade para a varidvel continua X, P(z)dz é a probabi-
lidade de se encontrar a varidvel X no intervalo entre z e x + dz [9]. Analogamente ao caso
discreto, P(z) deve satisfazer as condigdes: P(x) > 0e [~ P(x)dz = 1.



1.2 Médias e Momentos Estatisticos

A densidade de probabilidade P(z) nos fornece todas as informagoes sobre o sistema,
entretanto, nem sempre ¢é possivel determinar a densidade de probabilidade para uma de-
terminada varidvel estocéstica [9]. Na prética, frequentemente, é possivel obter informagoes
sobre os momentos estatisticos. O n-ésimo momento estatistico, para o caso continuo, é

definido da seguinte forma:

(") = / 0 P(a)da. (1.17)

Caso X seja uma variavel discreta,

(z") = Zx?P(xi). (1.18)

Os momentos mais importantes sao os de ordem inferior, pois contém, sobretudo, in-
formagoes sobre o comportamento da densidade de probabilidade [9, 11]. Algumas vezes, os
momentos recebem designagoes especiais. O primeiro momento (x) é chamado, frequente-

mente, de valor médio ou valor esperado da variavel X. Também sao conhecidas as quanti-

dades:

( (A2)*) = (%) — (@)*, (1.19)

que é chamada variancia ou desvio médio quadratico e

or =/ (x?) — ()2, (1.20)

que é chamada desvio padrao. O primeiro momento, (x), é algumas vezes confundido com
o valor mais provavel, x,, ou com a mediana z,,. O valor mais provavel ¢ a localizacao da
maior probabilidade em P(x) [4]. Para uma distribuigao de probabilidade simétrica, o valor
mais provavel coincide com o primeiro momento. A mediana é o valor de x que divide a area

sob a curva P(x) versus x ao meio [4].



1.3 Funcao Caracteristica

A fungao caracteristica, f(k), associada a varidvel estocastica X, é difinida como o valor

médio de e™** [9], isto &,

o0

f(k) = /_ e* P(z)dr = (™) = Z M (1.21)

o0 i=0
As fungoes caracteristicas sao fungoes continuas de k e possuem as propriedades f(0) = 1,
|f(k)] < 11[9]. Além disso, existe uma importante relagdo com o complexo conjugado da
fungao caracteristica: f(—k) = f*(k). Mas a relevancia da funcao caracteristica reside no fato
de que, conhecida f(k), é possivel determinar a densidade de probabilidade P(zx) através da

transformada de Fourier de f(k), portanto:

P(z) = % / h f(k)e *dk. (1.22)

Conhecida a funcao caracteristica, podemos obter também os momentos, através de sua

derivada n-ésima.

(27 = Tim (i) 2L (1.23)

k—0 dk™
A funcao caracteristica, f(k), como mostra a equacao 1.23, nos permite calcular de modo
relativamente simples os momentos. Muitas vezes, é conveniente escrever f(k) em termos de

seus cumulantes C,,(X), o que nos leva a defini¢ao da série:

(k) = exp [Z GRS o ) (1.24)

=1

Comparando a série existente na equagao 1.21 com a equacao 1.24, isto é, igualando os

termos de mesma ordem em k, chegamos as expressoes para os cumulantes:

Ci(X) = (z), (1.25)
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Co(X) = (2?) — (2)", (1.26)

Ca(X) = (&%) — 3(a) (+?) + 2a)’, (1.27)

e, para o termo de 4* ordem,

Cy(X) = () — 3<x2>2 — ) (@) + 12(2) (z)* — 6(x)". (1.28)

Os cumulantes de ordem superior tendem a zero rapidamente, assim, é possivel obter
boa aproximacao da fungao caracteristica, f(k), calculando apenas os primeiros termos,

notadamente, C1(X), que é o valor médio, e Cy(X), que é a variancia [9].

1.4 A Distribuicao Gaussiana

A distribuicao Gaussiana, também conhecida como distribuicao normal, é uma das mais
importantes distribuicoes, nao apenas no contexto da mecanica estatistica, mas em estatistica
de maneira geral. Tem como importante caracteristica ser inteiramente descrita por seus
parametros de média e desvio padrao, portanto, conhecendo-se apenas estes dois parametros,
qualquer probabilidade pode ser calculada. Outra particularidade da distribuicao normal é
que, havendo um ntumero de ensaios suficientemente grande, ela serve de aproximacao para

outras distribuicoes [2].

Mantendo a notacao utilizada nas secoes precedentes, podemos definir a densidade de
probabilidade de uma distribuicao Gaussiana, associada a uma variavel estocastica X, da

seguinte forma:

P(z) =

L &= (z) <x>)2}, (1.29)

exp |—
oLV 2T P [ 20,2
fazendo (x) = 0 e 0, = 1, a distribuigdo é dita normal padrao e a fun¢ao densidade de

probabilidade reduz-se a,
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P(z) = ¢12_7T exp (-?) (1.30)

A Figura 1.1 mostra a fungao densidade de probabilidade de uma distribuicao Gaussiana
para alguns valores de o e (x) (aqui representado por p). A curva de cor verde representa a
distribui¢ao normal padrao. Conforme a equagao 1.16, a probabilidade de ocorréncia de um

determinado evento dentro de um intervalo [a, b] ¢ dada pela drea sob a curva P(x).

l T T T T T T T

2
p=0,065=02
0.9 } L=00,=10 1
L= 0,02=5.0
0.8 f u=-2,0"=0.5 .

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

Figura 1.1: Distribuicao Gaussiana para alguns valores de p e o, em verde a distribuicao
normal padrao.
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Capitulo 2

Descricao Estatistica dos Sistemas
Fisicos

Agora que ja foram apresentados os conceitos essenciais em estatistica, podemos iniciar
a discussao dos métods mais utilizados para a descricao de sistemas fisicos. Portanto, neste
capitulo, iremos verificar de que forma os principios da estatistica se conectam a realidade

dos sistemas fisicos.

2.1 Observaveis e Valores Esperados

O procedimento tipico para a compreensao de sistemas microscopicos passa, invariavel-
mente, pela definicido da Hamiltoniana do sistema. A funcao Hamiltoniana, H, fornece a
energia total em qualquer estado particular onde sistema se encontre. Inicialmente, vamos

escrever a Hamiltoniana da forma:

H=T+1V, (2.1)
sendo T' a energia cinética e V' a energia potencial do sistema.

Considerando a hipdtese de um sistema termicamente isolado, sua energia interna seria
constante, o que limitaria consideravelmente a quantidade de microestados acessiveis, porém,

devemos considerar a existéncia de uma fonte ou de um consumidor de calor idealizado, con-
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hecido como reservatério térmico. O reservatorio térmico fornece ou retira calor do sistema,
mantendo a propria temperatura constante. De fato, o efeito provocado pelo reservatorio
térmico é de uma pequena perturbacao que, frequentemente, provoca alteragoes no nivel de
energia do sistema. Estas mudangas na configuragao do sistema podem ser incorporadas por

meio de uma regra que governe as transformacgoes do sistema de um estado para outro [4].

Suponhamos um sistema no estado p e uma probabilidade R(y — v)dt de encontrar o
sistema no estado v, trascorrido um intervalo de tempo dt. Assim, definimos R(y — v) como
a taxa de transicao do estado p para o estado v. Assumindo R(u — v) independente do
tempo, podemos determinar a taxa de transicao para qualquer estado v. A taxa de transicao
é, muitas vezes, tudo o que sabemos sobre a dinamica do sistema, o que significa que, mesmo
conhecendo o estado inicial, u, é preciso apenas um pequeno intervalo de tempo para que
o sistema esteja em qualquer outro estado acessivel. Aqui reside a eficacia do tratamento
probabilistico, atribuindo um conjunto de pesos, w,(t), que representam a probabilidade de
que o sistema esteja em um estado p no tempo t [4, 5]. Podemos escrever uma equacao para

a evolugao de w,(t):

dw,, (t
dult) S fuu(OR(Y — )~ w0l )] 22)
O primeiro termo da soma representa a taxa de evolucao do sistema para o estado u e o

segundo representa a taxa de evolucao do estado p para outros estados. Em todos os casos,

conforme visto no capitulo 1, as probabilidades devem obedecer a regra da soma, isto €,

> wu(t)=1. (2.3)

Evidentemente, estamos interessados em alguma quantidade macroscopica (), que assume
o valor )., quando o sistema se encontra no estado pu. A quantidade ) é denominada

observével e podemos definir o seu valor esperado ,(Q), da forma:
(@) =) Quuwy(t). (2.4)
“w
O valor esperado, (@), tem uma clara relagao com a quantidade ), é o valor que esperamos
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observar em um experimento. Quanto maior a amostragem, isto é, o nimero de medidas da

quantidade @), mais realista serd o valor esperado (Q).

2.2 O Equilibrio

Considere a equacao 2.2. Em um estado em que os dois termos do lado direito se cancelam

mutuamente, temos

dw,(t)
dt
o que demonstra que os pesos, w,,, assumem valores constantes e definitivos [4].

=0, (2.5)

O estado descrito acima é o equilibrio. Como a equagao 2.2 é de primeira ordem, com
parametros reais, e os pesos estao restritos ao intervalo 0 < w, < 1, conclui-se que qualquer
sistema governado por equagoes deste tipo devera, em algum momento, chegar ao estado
de equilibrio. Uma outra observacao importante é que, a priori, conhecemos os valores dos
pesos no equilibrio. Estes valores correspondem a probabilidade de ocupacao no equilibrio e
sao representados da seguinte forma:

pu = lim w,(t). (2.6)

t—o0

Em 1902 Gibbs demonstrou que, para um sistema em equilibrio com um reservatério térmico
a temperatura T (conjunto ou ensemble candnico), a probabilidade de ocupacao pode ser

escrita,

1 )
Py = Eexp <k37lj) , (2.7)

onde F, é a energia do estado i, kg é a constante de Boltzmann, cujo valor é kg = 1,38 x
1072JK1 [4, 9, 11]. Costumeiramente, a quantidade (kgT)~' é substituida pelo simbolo
B, convengao que adotaremos na dissertacao. A quantidade exp (—FE,) é conhecida como
fator de Boltzmann [2, 4], Z é a funcdo de partigao, definida para este conjunto canonico,

CcOomo segue:
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Z = ;exp (_BET“) = exp(—BE,).

o

(2.8)

Pode nao parecer ébvio, mas a funcao de particao, Z, é uma ferramenta mateméatica

poderosa para o estudo destes sistemas, visto que todas as quantidades macroscépicas podem

ser deduzidas a partir dela [4]. Tomando as equagoes 2.4 e 2.7, podemos escrever uma nova

equacao para o valor esperado de @), no equilibrio,

(@ =32 Quu = 5 Y Quexp (=3B,

(2.9)

A quantidade conhecida em termodinamica como energia interna, U, que é definida,

na perspectiva da mecanica estatistica, como o valor esperado da energia, (F), é obtida

diretamente da equacao 2.9:

1
U=(E)= 7 ZEN exXp (_ﬁEu) )
“w
em termos da derivada da funcao de particao, usando a equagao 2.8,

L 19Z 9z
Zo8 0p

A capacidade calorifica é deduzida a partir da derivada da energia interna,

U=(E)=

oU . L, OU ., *InZ
C_OT_ k:Bﬁ 85 _kBﬁ 862 ’

a entropia também pode ser deduzida da energia interna, considerando que

0S oS
T2 322
¢ oT ﬁ@ﬁ’
assim, integrando em 3, obtemos:
OolnZ
SZ—]{?BB Gﬁ +I€BIDZ.
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Finalmente, podemos ainda escrever uma expressao para a energia livre de Helmholtz, F,

em termos da funcao de particao, Z:

F=U-TS=—kgThZ. (2.15)

Conforme observado acima, é possivel obter diretamente, a partir da funcao de particao,
as variaveis de estado U,T e S, além da capacidade térmica, C' e, consequentemente, o
calor especifico, ¢ = C'/N. A energia livre de Helmholtz, F', nos permite calcular também
outros parametros que afetam o sistema, por meio das variaveis conjugadas e das funcoes
resposta. Como exemplo, considere um gas confinado em um recipiente de volume V. Uma
perturbacao, na forma de variacao do volume, provoca uma resposta na forma de variacao
da pressao, p, do sistema [4]. Assim, os parametros p e V' sao varidveis conjugadas, como o
sao a magnetizacao M e o campo magnético H. Utilizando a energia livre de Helmholtz e a

idéia de funcao reposta, temos os valores dos conjugados p — Ve M — H:

oF

p oV’ (2.16)
OF

M = EVR (2.17)

Concluimos esta se¢ao demonstrando que, com este pequeno conjunto de equacgoes, de-
duzidas a partir da funcao de particao, podemos calcular as mais relevantes propriedades

macroscéopicas do nosso sistema em equilibrio.

2.3 Flutuacoes e Respostas

A mecanica estatistica pode nos fornecer outras informacoes sobre um sistema, além
daquelas descritas macroscopicamente pela termodinamica. Uma das mais interessantes
classes de propriedades a serem analisadas em sistemas fisicos se refere as flutuagoes dos
observaveis. No primeiro capitulo, introduzimos o conceito de desvio quadratico médio e o

de desvio padrao. Agora, considere a energia interna, U, para o ensamble canonico:
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U = (B), (2.18)

o desvio quadratico médio da energia seré entao

(AE)*) = (E*) - (E)*, (2.19)
podemos calcular (E?) utilizando a segunda derivada de Z, obtendo
10*°Z

(B) = 5 3 B exp (~BE) = 555 (2.20)

Agora, utilizando 2.11, 2.19 e 2.20,

10°Z  [(102\° 8*InZ
AR =———= — == ) = —=— 2.21
(e = 557 - (355) = S (2:21)
a partir da equacao 2.12, podemos eliminar a segunda derivada, o que nos leva a
C
AE)?) = : 2.22
(ABP) = 2.22)

Portanto, o desvio padrao de E, isto é, a flutuacao RMS? da energia interna sera:

| C
o=\ (2.23)

Este é um importante resultado, principalmente, porque nos fornece a magnitude das

flutuagoes da energia interna em funcao da capacidade térmica ou, alternativamente, em
termos do InZ = —pF. Em resumo, podemos avaliar as flutuagoes da energia interna,
utilizando apenas as variaveis macroscopicas da termodinamica cldssica. Entretanto, este
resultado jamais poderia ter sido obtido a partir de uma formulacao termodinamica, visto

que ele depende de detalhes microscépicos aos quais a termodinamica nao tem acesso.

Determinar as flutuagoes dos observaveis, como a energia interna, é fundamental para

a mensuragao do grau de acuracia dos métodos utilizados. Considere uma caixa, contendo

2Sigla em inglés para valor quadrético médio.

18



um volume, V = 1dm?, de um determinado gés. Um valor tipico para a capacidade térmica
de um sistema como esse, a temperatura ambiente e & pressao atmosférica, é 1 JK-1. A
energia interna serd em torno de 10% .J e as suas flutuacoes RMS serao da ordem de 10718 .J,
assim, as flutuacoes representam apenas 1 parte em 10?° da energia. Este fato sugere que o
tratamento estatistico nos proporciona uma excelente estimativa do comportamento esperado
dos sistemas e que, portanto, os valores esperados sao uma boa aproximacao do que veremos

em um experimento real [4, 5].

Uma vez que a capacidade térmica é uma variavel extensiva, isto é, ela é funcao do
tamanho do sistema, entao, a energia interna também é fungao de V' e as flutuagoes RMS,
como mostra a equacao 2.23, variam com V1/2. O tamanho relativo das flutuacdes da energia
interna, em comparacio com a proépria energia interna, varia com V=2 ou seja, conforme
o tamanho do sistema cresce, as flutuagoes perdem gradualmente a importancia. No limite,
para um sistema suficientemente grande, condi¢ao conhecida como limite termodinamico, as

flutuagoes da energia interna podem ser deprezadas [2, 4].

Discutimos na secao 2.2 que cada parametro que fixamos tem seu conjugado. A relacao
entre as duas quantidades é dada pela derivada da energia livre de Helmholtz, equacoes 2.16
e 2.17. Podemos obter as varidveis conjugadas, introduzindo no Hamiltoniano, termos da
forma —XY, onde Y é um “campo” cujo valor foi fixado e X é sua varidvel conjugada [4].
Por exemplo, o efeito de um campo magnético sobre um ferromagneto pode ser representado
no Hamiltoniano do sistema pela energia magnética, —M H, onde M ¢é a magnetizagao e H é
o campo magnético aplicado (em termos escalares). Assim, obtemos a magnetizacao a partir
da derivada da energia livre F' em relagao ao campo magnético H. Utilizando a fungao de

particao, podemos aplicar essa idéia da seguinte maneira:

1 1 0
) = 57 L Xuesp (0E,) = 57 5 D esp (<08, (224

como E,, agora contém um termo da forma —XY', podemos ent@o escrever (X) em termos

da energia livre, ou seja,

<X>_L8_Z_l@an__8F
pZOoYy B oy oY’

(2.25)
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Note que, mesmo que nao exista de fato um campo que se acople apropriadamente a X,
podemos adiciona-lo ao Hamiltoniano e assim obter o valor esperado de X. Apds o célculo
da derivada, consideramos o campo Y nulo, fazendo desaparecer do Hamiltoniano os termos

dependentes desse campo ficticio.

A segunda derivada do In Z em relagao a Y nos fornece um outro resultado de interesse:

10(X 1 0*F 9

O = e = ) = (X (2.26)
que é, como ja vimos, o desvio médio quadratico. O processo utilizado para chegar ao
resultado acima é equivalente ao que produziu a equagao 2.21. A primeira derivada de (X)
com relacao a Y, que mede a reposta de X as variacoes de Y, é chamada de susceptibilidade

de X a Y e, frequentemente, é representada por

(X))
oy -

A aplicagao mais comum da equcao 2.27 permite calcular a susceptibilidade magnética, que

(2.27)

é uma propriedade muito importante dos materiais, definida da seguinte forma

oM) 1,0 2
8—H_B(<M>_<M>>' (2.28)

Assim, as flutuacoes de uma determinada varidvel sao proporcionais a sua susceptibilidade

a varidvel conjugada, este fato é conhecido como teorema da resposta linear [4].

2.4 'Transicoes de Fase

A matéria é encontrada em diversas fases, cada uma apresenta propriedades fisicas dis-
tintas. A transicao de fase é a transformagao de um sistema termodinamico de uma fase em
outra. Uma caracteristica marcante de uma transicao de fase é a abrupta mudanca em uma
ou mais propriedades fisicas do sistema [10]. A dgua, quando aquecida a pressao constante,
entra em ebulicao a uma temperatura bem definida, transformando-se em vapor. Em um

diagrama temperatura-pressao, a transicao liquido-vapor é representada por uma linha de
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inclinagao positiva, denominada linha de coexisténcia [10]. Sobre a linha de coexisténcia, o
liquido e o vapor sao distinguiveis e possuem, por exemplo, densidades diferentes. Elevando-
se a temperatura, de forma a seguir a linha de coexisténcia, as densidades do liquido e do
vapor se tornam cada vez mais préximas até que, no fim da linha de coexisténcia, a diferenca
de densidade se anula, isto é, as fases se tornam indistinguiveis [2, 9, 10]. O final da linha
de coexisténcia, onde tem lugar este fenomeno notavel é chamado de ponto critico. Nesta
secao, abordaremos eventos dessa natureza, descrevendo alguns dos modelos utilizados no

estudo dos sistemas termodinamicos nas vizinhancas do ponto critico.

A Figura 2.1 representa uma transicao de fase caracterizada pela mudanca na estrutura
cristalina da substancia, no caso, uma transicao da fase tetragonal (plano horizontal contendo

arestas congruentes) para a fase ortorrombica (trés arestas de comprimentos diferentes).

a+c
—

TF

ab=#c

Figura 2.1: Representacao de uma transicao da fase tetragonal para a fase ortorrombica.

Consideremos o diagrama pressao - temperatura para um fluido simples. Na Figura 2.2,
as linhas cheias representam a coexisténcia de duas fases, com densidades diferentes, porém

mesmos valores de pressdo e temperatura. No ponto triplo, indicado por (73, p;), a fase
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solida, a fase liquida e a fase gasosa coexistem distintamente. O ponto triplo da agua, por
exemplo, ocorre a T; = 273,16 K e p, = 4,58 mmHg [2]. O ponto critico, representado por
(T., pe), é assinalado no final da linha de coexisténcia de fases. No caso da agua, o ponto
critico ocorre a uma temperatura da ordem de 7, = 650 K, momento em que liquido e gas

se tornam idénticos, a partir deste ponto, teremos a fase conhecida como fluido supercritico.

Solido Liquido

| ¢

Figura 2.2: Diagrama p - T. As linhas cheias representam a coexisténcia de duas fases, em
(T3, p:) estd o ponto triplo e em (7, p.), o ponto critico. Figura retirada da referéncia [2].

Para analisarmos as transicoes de fase, é essencial definirmos a energia livre de Gibbs.

Seja a relacao de Euler, expressa da forma

U(S,V,N) =TS — pV + uN, (2.29)

onde U,T e p foram definidos anteriormente. S é a entropia, N é o nimero de moles e p é
o potencial quimico. Fazendo uma dupla transformagao de Legendre, em relacao a S e V,

obtemos

G(T,p,N)=U—-TS + pV, (2.30)
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sendo G a energia livre de Gibbs que, na forma diferencial, fica

dG = dU — TdS — SdT + pdV + Vdp. (2.31)

Para o diferencial da energia interna, dU, sabemos que

dU =TdS — pdV + pudN, (2.32)

onde é facil ver que d@) = T'dS é o calor recebido ou cedido ao meio externo, pdV e udN
representam, respectivamente, o trabalho fisico e o trabalho quimico realizados. Das equacoes
2.31 e 2.32, obtemos

dG = —=SdT + Vdp + pdN, (2.33)

por fim, em termos das quantidades especificas, g = G/N, s = S/N e v = V/N, a equagao
2.33 fica

dg = —sdT + vdp. (2.34)

Assim, a energia livre de Gibbs por mol é funcao apenas da temperatura e da pressao.
No diagrama p - T', a linha de coexisténcia pode ser obtida a partir da igualdade dos valores
da energia livre de Gibbs por mol das duas fases analisadas. Por exemplo, ao longo da curva

de coexisténcia liquido-gas, temos

gG(T7 p) - gL(T7 p)? (235>

substituindo 2.34 em 2.35,
—sqdT + vgdp = —spdT + vrdp, (2.36)

de onde obtemos a equagao de Clausius-Clapeyron,

dp  sp—sec L
AT vy —vge TAv’

(2.37)
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Nesta tultima equacao, temos Awv, que é a variacao do volume especifico e L, que é o calor

latente de transicao de fase.

Muitas vezes, é conveniente analisar o diagrama p - v [2], pressao como fun¢ao do volume
especifico que, como ja vimos, é o volume por niimero de moles. Vamos definir Av = vg — vy,
a diferenca entre os volumes especificos da fase gasosa e da fase liquida. Observando a
isoterma que corresponde a temperatura 7' < T, na Figura 2.3, a coexisténcia entre essas
duas fases é mostrada no patamar. Elevando-se a temperatura, Av diminui até que tenhamos
Av = 0, no ponto critico. O processo é analogo se utilizarmos a diferenca entre as densidades,

Ap = pr — pg, com p = 1/v, no lugar de Av.

Figura 2.3: Isotermas de um fluido simples nas proximidades do ponto critico. O patamar
indica a existéncia de duas fases, com volumes especificos vy e vg. Figura retirada da
referéncia [2].

2.5 Expoentes Criticos

As transicoes de fase sao caracterizadas pelo comportamento das derivadas da energia

livre de Gibbs [12, 13]. Assim, a transicao é dita descontinua ou de primeira ordem se a
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derivada 0G/0X, sendo X uma varidvel de estado do sistema, é descontinua. Caso a primeira
derivada seja continua e a segunda derivada, 9°G /9X?, seja descontinua, a transicao de fase
é dita continua ou de segunda ordem. Por exemplo, as transicoes solido-liquido e liquido-gas
(abaixo do ponto critico) dos fluidos simples sao transi¢oes de primeira ordem, o que se
traduz na existéncia do calor latente de fusao e de ebulicao. A transicao ferromagnética-

paramagnética e a transigao critica, em geral, sdo transi¢oes de segunda ordem [2].

Vimos na secao anterior que Av tende a zero no ponto critico, agora, introduziremos o

expoente critico 3, que caracteriza o comportamento assintotico de Av quando T — T,:

T.—T\"
Avw( CT ) : (2.38)

onde [ é aproximadamente 1/3 para quaisquer fluidos, por outro lado, T, nao tem carater

universal, portanto, assume valores diferentes para fluidos diferentes. A quantidade fisica
t = (T.—T)/T. é ordinariamente conhecida como temperatura reduzida e Av é o parametro
de ordem deste sistema. A Figura 2.4 traz a curva de coexisténcia liquido-gas para oito
fluidos diferentes. Os dados foram obtidos por Guggenheim em 1945 [14] e a plotagem é
feita utilizando as quantidades T'/T. como fungao de p/p., temperatura e densidade em
termos de seus valores criticos. A curva pode ser bem ajustada com uma funcao ctbica, o
carater universal do expoente critico § é evidenciado pelo comportamento semelhante das

oito substancias nas vizinhacas do ponto critico.

Uma das primeiras teorias bem sucedidas no estudo de sistemas na regiao critica foi a

teoria de van der Waals, escrita em 1873 [2], que tem como principal contribuigao a equagao

a
(r+5) (=0 =BT, (2.39)
v
que é conhecida como equacao de van der Waals. Os parametros a e b sao ajustes fenomenolé-

gicos da equacao de Boyle e R = 8,31 Jmol 'K~ é a conhecida constante universal dos

gases perfeitos.

A fim de obter as relagbes entre os parametros criticos 1., p. € v. € 0s parametros
fenomenolégicos a e b, vamos escrever a equacgao de van der Waals na forma de um polinomio

em relacao a v:
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Figura 2.4: Curva de coexisténcia para oito fluidos diferentes, as densidades e temperaturas
sao divididas pelos seus valores criticos. Figura retirada da referéncia [12].

T b
v3 — (b+R—) e R (2.40)
p pp

Fazendo T' =T, e p = p., teremos entao o ponto critico. A equagao terd trés raizes iguais,

podendo ser escrita da seguinte forma

(v—2:)" =0 (2.41)

v — 30, + v — vl =0, (2.42)
comparando as equacoes 2.40 e 2.42, podemos facilmente verificar que
8a a

obr P am
Agora, seja a equagao de van der Waals escrita na forma

v.=3b, T.=

(2.43)
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= - — 2.44
assim, ¢ simples obter a primeira derivada
dp RT 2a
— | =——+— 2.45
(&), 5w 29
tomando os parametros criticos, obtidos em 2.43, teremos
dp RT 2a
) = == 2.46
(az;)T w2 o (2.46)
dp RT
— | =——(T-T,). 2.47
( (%)T ) (2.47)
Por outro lado, sabemos que a compressibilidade isotérmica, k7, é dada por
1 [0v
—_- (= 2.48
=1 (5). (2.48)

assim, utilizando a equacgao 2.37 e considerando o teorema da derivada da funcao inversa,

chegamos a

T-T,\"
K,TN( T ) . (2.49)

Portanto, o parametro critico v = 1, obtido por van der Waals, demonstra o comportamento
assintético divergente da compressibilidade isotérmica quando 7' — T, [2]. Resultados ex-

perimentais fornecem ~ entre 1,2 e 1,4 para sistemas fluidos [15].

Em um sistema paramagnético, ou seja, aquele onde nao hé magnetizacao na auséncia

de campo magnético externo, podemos escrever o hamiltoniano de spin % da seguinte forma

N
H=-HY o, (2.50)
1=1
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onde o; = =+1 para todos os sitios da rede, © = 1,2,3,..., N e H é o mdédulo do campo

magnético aplicado (em unidades de energia). A magnetizagdo adimensional por spin fica

H

mostrando claramente que m = 0 para H = 0. Utilizando novamente a notagao (kg1 )_1 =0,

entao

teremos a susceptibilidade magnética,

(T, H) = (g—Z)T _ Cosh%ﬁm (2.52)

assim, a campo nulo, teremos uma susceptibilidade dependente apenas da temperatura:

1

X(T) = T

(2.53)

Com o intuito de explicar o ferromagnetismo, condicao em que o sistema exibe uma
magnetizagao espontanea, isto é, na auséncia de campo magnético, Pierre Weiss introduziu

o conceito de campo molecular ou campo efetivo [1, 3], definido da seguinte maneira

H.p = H + Am, (2.54)

sendo A um parametro que representa o efeito médio dos spins vizinhos sobre um dado sitio

da rede. Assim, podemos escrever a equacao de Curie-Weiss:

m = tanh [3 (H + Am)]. (2.55)

Essa equacao de estado exibe solucoes em que m assume valores nao nulos para H = 0.
Podemos obter solucoes graficas da equacao 2.55. Observando as isotermas da Figura 2.5,
vemos que m = 0 é solugdo. Entretanto, para A > 1/, isto é, T < \/kp, existem duas
solugdes simétricas, m = +my. T. = A/kp é a temperatura de Curie que, para o ferro, é
de aproximadamente 497K . Para temperaturas menores que 7., os spins estarao alinhados
em uma direcao preferencial, portanto, o sistema estara na fase ferromagnética. A partir da

temperatura T,, os spins perderao o alinhamento, forcando o sistema a uma transicao da
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fase ferromagnética para a fase paramagnética, perdendo assim suas propriedades magnéticas

macroscépicas [3].

=Y

------------- ket B
/

Figura 2.5: Isotermas nas proximidades de T,. A partir do grafico é possivel obter as solucoes
da equagdo de Curie-Weiss a campo nulo. Figura retirada da referéncia [2].

Préximo ao ponto critico, T' =~ T,, podemos fazer uma expansao da equacao 2.55 numa

série de Taylor, considerando que m sera muito pequeno:

3 5 7
tanh_lm:B(H—i-/\m):m—i-m?%—m?—i—mT—k.... (2.56)
Para H =0,
m3
B)\m%m—l—?%—... , (2.57)
m? = 3(BA — 1) (2.58)
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T,
2 c
m-~3|—=-—1). 2.59
(F-1) (2.50)
Como o sistema se encontra na vizinhanga do ponto critico, podemos escrever o resultado

anterior da forma

m~v€(—Tiﬂ>é (2.60)

Com este resultado, notamos que, para sistemas magnéticos, de forma similar aos fluidos
tratados na equagao 2.38, o parametro de ordem, m nesse caso, tem = 1/2 como expoente

critico.

A susceptibilidade magnética é obtida a partir da derivada da equacao 2.56:

OH
ﬁa—m+ﬁ/\:1+m2+m4+m6+.... (2.61)
Para H=0eT > T, (m = 0), teremos

6(i+A):1 (2.62)

1 (T-T\"
~ , 2.63
X kyn( 7 ) (2.63)

Para H=0e T < T, (m # 0), teremos, utilizando o resultado 2.58

ﬁ<i+A):1—3<Tin)+n. (2.64)

1 T—TN\ 2.65)
X ke, T, ' '

Assim, v = 1, o que concorda com a teoria de van der Waals [2, 9]. Finalmente, fazendo

A =1/p, portanto T = T, escrevemos, a partir da equagao 2.55

3 m5 m?

m
H = — + — 4+ — 4+ ... 2.66
BH +m =m + IR R (2.66)
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portanto,

kgT.

H~ m?. (2.67)

O que evidencia outro expoente critico 6 = 3.

O comprimento de correlacao, £, mede a correlacao de uma determinada grandeza mi-
croscopica em diferentes posigoes em um sistema fisico. O expoente critico v esta associado a
divergéncia do comprimento de correlacao, exibida no limite termodinamico em 7,.. Podemos
representar esta relagao da seguinte forma:
T.—-T|"
T,

¢ ~ (2.68)

Temos ainda o expoente critico «, que esta associado a descontinuidade do calor especifico

a volume constante ¢, [2, 15].

2.6 Escala de Tamanho Finito

O método de Monte Carlo permite simular as flutuagoes térmicas aleatorias de um sistema
fisico. Entretanto, as simulagoes se limitam a redes finitas, em geral, com algumas dezenas
ou centenas de milhares de pontos. As técnicas de escala de tamanho finito visam avaliar
o comportamento critico no limite termodinamico, examinando como as grandezas medidas

variam com o tamanho do sistema [4].

Os efeitos de escala de tamanho finito sao tratados por meio das relagoes de escala. Abaixo
temos as relagoes de escala para trés grandezas fisicas, respectivamente: magnetizagao por

spin, calor especifico e susceptibilidade magnética por spin.

my(t) = L7 m(tLY"), (2.69)

cr(t) = LoV &(tLMY), (2.70)
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xo = L7 (L"), (2.71)

onde L é o tamanho linear da rede e t é a temperatura reduzida, ja definida anteriormente.
Temos ainda m, ¢ e Y, que sao as respectivas funcoes de escala. A quantidade definida como
x; = tLYV é a varidvel de escala da temperatura. Os expoentes criticos 3, a e v governam

as singularidades de m, ¢ e x no ponto critico [4].

Os méaximos nas derivadas das func¢oes termodinamicas ocorrem nas temperaturas efetivas

T.(L), definidas em z; = xo. As temperaturas T.(L) dependem de L, conforme a equacao

T.(L)=T.+ T,xoL~"". (2.72)

Assim, o grafico T,(L) contra L~'/%, para um conjunto de tamanhos do sistema, fornece uma

estimativa de T, a partir da extrapolagao para L infinito.

Durante este capitulo, trouxemos uma discussao sobre as transicoes de fase e sobre as
singularidades que tém lugar nas proximidades do ponto critico. Além disso, destacamos o
carater universal das transigoes criticas, cuja expressao matematica se resume na existéncia
dos expoentes criticos. No proximo capitulo, apresentaremos alguns dos modelos mais uti-
lizados na descricao dos sistemas de spins, isto €, aqueles onde o hamiltoniano é inteiramente
representado pelas interagoes entre os spins em uma rede. Um sistema deste tipo figura como

o principal objeto desta dissertacao.
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Capitulo 3

Interacoes de Troca e o Modelo de
Heisenberg

Como vimos no capitulo anterior, o paramagnetismo pode ser bem compreendido através
de um modelo que considere spins localizados e nao-interagentes, na presenga ou nao de
um campo magnético externo [1, 3]. Entretanto, a permanéncia da magnetizagdo mesmo na
auseéncia do campo externo, isto é, o comportamento ferromagnético dos compostos cristali-
nos, nao pode ser explicada sem introduzirmos algum tipo de interacao entre os spins. Du-
rante a década de 1930, Dirac, Heisenberg e outros desenvolveram um mecanismo baseado
em argumentos quanticos, como o de justaposicao de fungoes de onda, capaz de explicar a
existéncia do ferromagnetismo, mesmo a temperaturas elevadas [2, 7|. Neste capitlulo, vere-
mos esses mecanismos, que sao as conhecidas interagoes de troca, veremos também o modelo
de Heisenberg, que é um modelo de campo médio que descreve os ordenamentos magnéticos

por meio de um Hamiltoniano de spin.

3.1 Acoplamento de Spins

Considere dois dipolos magnéticos separados por uma distancia r. Segundo o eletromag-

netismo cléssico, a energia de interacao entre eles é
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Ho — A\ oA — —
:_4M2[3(M1'T)(Mz'r)—ﬂl'ﬂ]- (3.1)

Onde j17 e 13 sao os momentos de dipolo magnéticos, # é um vetor unitério ao longo da linha
que une os dois dipolos [16]. O primeiro termo minimiza a energia com um alinhamento
paralelo dos dipolos, desde que estes estejam alinhados com 7. Por outo lado, caso ao menos
um dos dipolos se alinhe perpendicularmente a 7, o primeiro termo se anula e o segundo termo
favorece um alinhamento antiparalelo dos dipolos. Tomando dois dipolos com intensidades

da ordem de grandeza do magneton de Bohr?, temos

2
HolB
E~ 12 (3.2)

onde g = 47 x 107"H/m é a permeabilidade magnética do vacuo. Agora, levando em conta
a distancia tipica do espacamento interatomico de um sélido cristalino, d ~ 10~%m, obtemos

a temperatura

E
T=—~10""K, (3.3)
ks

que deveria ser da ordem de grandeza da temperatura critica, abaixo da qual o sistema
mantém um ordenamento ferromagnético ou antiferromagnético. Os resultados experimen-
tais, no entanto, indicam temperaturas criticas da ordem de 102K, assim a interacao dipolar

nao explica o ordenamento magnético observado nos solidos.

As interagoes de troca, introduzidas por Dirac e Heisenbeg, nos permitem explicar ade-
quadamente o ordenamento paralelo e antiparalelo dos spins [1, 2, 3]. Vamos escrever o
Hamiltoniano de um sistema composto por dois elétrons de atomos vizinhos, da seguinte

forma

H="H,+H+V(1,2), (3.4)

onde H; e Hy sdo as energias totais dos elétrons, considerando-os independentemente, V (1, 2)

é a energia que se deve a repulsao coulombiana entre os elétrons. Existem duas fungoes de

Sup = eh/(2m.), onde h = h/(27) ~ 1,054 x 10734.Js é constante de Planck reduzida e m, = 9,11 x
1073'kg é a massa do elétron.
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onda associadas a um sistema de dois elétrons livres:

¢1 = QSS(Fl)aF?))XA(Ul?O?)? (35>

com ¢g representando a parte posicional, neste caso, simétrica e x4 representando a parte

de spin, antissimétrica, e

¢2 = ¢A(T—1)7 T—2>)XS<O-17 02)’ (36>

agora com a parte posicional antissimétrica e a parte de spin simétrica [2, 3, 17]. Combinando

as fungoes de onda posicionais temos

1
¢s.4 = —=[1(T1)pa(T2) + 91 (72)pa(77)], (3.7)
V2
sendo 1 e @9 autofungoes de H; e Ha, respectivamente. Com respeito as fungoes de onda

de spin, temos que

1

xa=—7=(TH=111) (3-8)

Sl

2
¢ um singleto com spin total nulo e

1)
xs =14 S0 10+111) (3.9)
1)

é um tripleto com spin total 1 [2, 3, 17]. A Figura 3.1 traz uma representacao dos esta-
dos singleto e tripleto para o par de elétrons acoplados. As energias de cada estado, cuja

diferenca é fundamental na formulacao das interecoes de troca, serao

Es = (¢s|H|ds) (3.10)
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Ey = (¢a|H|pa). (3.11)

Estado
Tripleto

Figura 3.1: Representacao dos estados tripleto e singleto, a soma dos spins é S = 1 para o
tripleto e S = 0 para o singleto. Figura retirada da referéncia [17].

As exigéncias quanticas do principio de exclusao de Pauli faz com que os elétrons do
singleto tenham tendéncia de se aproximarem e os elétrons do tripleto tenham tendéncia de
permanecerem afastados [3]. Considerando o sistema de dois elétrons descrito nesta segao,

podemos escrever o Hamiltoniano efetivo de spin da seguinte forma
— =
1l = =5 1z, 1z
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— =
onde A e B sao constantes, S7 e Sy sao os vetores de spin dos elétrons. Agora, utilizando as

operagcoes de spin

— — 3
Si%xs = So¥xs = 21X

— — 3
S1%xa = So¥xa = XA

— =
(S1 4 S2)*xs = 2xs,

(S1 + Sa)%xa =0,

e tomando as equacoes 3.10 e 3.11, obtemos

1
E,=-A+ B,
1 +
3
Et = _ZA + B,
finalmente,
Es - Et = A

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

Assim, observamos que o Hamiltoniano de spin, conforme escrito na equacao 3.12, re-

produz os dois niveis distintos de energia resultantes da interagao entre os elétrons [2]. Nao

obstante, o termo de troca, que é o coeficiente A do produto escalar entre os vetores de spin,

tem origem coulombiana e envolve a superposicao das fungoes de onda.

Continuando a nossa construgao, iremos suprimir o termo constante da equagao 3.12,

visto que ele pode ser absorvido na definicao do estado de energia nula. Realizando também

a substituicao de A pela constante de troca J (também conhecido como constante de acopla-

mento), a equagao se torna
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H=—278 5. (3.21)

Consideremos agora a interagao entre pares de elétrons vizinhos, localizados nos sitios de
uma rede cristalina, a soma das contribui¢oes de todos os sitios nos conduz ao Hamiltoniano

de Heisenberg isotropico:

— =
H=-J> 5.5, (3.22)

i)

_)
acrescentando-se um termo que se deve ao efeito do campo magnético, H, em uma certa

direcao, a equacao se torna

H=-JY 55 -H> 5., (3.23)
(i7) i

onde, (ij) indica que a soma ocorre sobre todos os pares de vizinhos na rede [18], o que

se justifica pela dependéncia com a superposicao das fungoes de onda. A constante de

acoplamento J favorece (minimiza a energia) um ordenamento ferromagnético para (J > 0),

ou antiferromagnético para (J < 0).

O Hamiltoniano de Heisenberg constitui o que chamamos de Hamiltoniano de spin, pois
os unicos graus de liberdade do sistema estao associados aos operadores de spin, além disso,
existe nele uma simetria rotacional no espaco de spins, isto é, o Hamiltoniano é invariante

sob as rotagoes do espago (ou dos spins).

3.2 Interacoes de Super Troca e de Dupla Troca

Frequentemente, a interagao nao ocorre diretamente entre os elétrons dos ions magnéticos,
pode haver, por exemplo, um ifon nao magnético entre dois fons magnéticos, tipicamente,
um orbital d para cada sitio magnético (p. ex., metais de transigdo) e um orbital p para o
sitio ndo magnético (p.ex., oxigénio). Neste tipo de interacdo, conhecida como interagao de

super troca e que foi proposta por Kramers e Anderson em 1950 [19], ndo hé superposi¢ao
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direta das fungoes de onda, no lugar disso, as fungoes de onda dos spins opostos dos ions
nao magnéticos sao parcialmente polarizadas pelas funcoes de onda dos fons magnéticos
e, como consequencia, os dois ions magnéticos interagem entre si. Esta interacao depende
consideravelmente das orientacoes relativas entre os ions magnéticos e o ion nao magnético,
contudo, o resultado mais recorrente é um arranjo antiferromagnético [7, 19]. E importante
observar ainda que o Hamiltoniano de spins para as interacoes de super troca tem a mesma

forma ja demonstrada do Hamiltoniano de Heisenberg para as interacgoes de troca direta.

Em 1951 C. Zener propos um mecanismo de interagao entre spins de elétrons ao qual
chamou interagao de dupla troca [20, 21]. Ele sugeriu que esse mecanismo é responsavel pelo
ferromagnetismo observado em manganitas de valéncia mista com estrutura perovskita como
(LayCay_g)(Mn,""' Mny_,"V)O4 (18, 20]. O elétron extra do Mn!!! pode viajar entre os
dois fons do Manganés, que sao ions magnéticos, e acoplar seu spin aos spins desses carocos
ionicos, entretanto, o spin do elétron “viajante” nao é alterado. Assim, havendo uma forte
interacao de troca entre o spin do elétron e os dos ions, conclui-se que o elétron viajara
apenas se os spins dos fons forem paralelos [20], resultando no comportamento ferromagnético

observado nos materiais com essa estrutura.

No que se refere aos niveis de energia, existe uma diferenca fundamental entre a interagao
de dupla troca e a interacao de troca (simples), pois a interagao de dupla troca fornece dois
niveis para cada arranjo dos spins dos carocos ionicos. Caso a interacao seja fraca, um nivel
corresponde a viagem de um elétron “spin up” e o outro corresponde a viagem de um elétron
“spin down”. Caso a interacao seja forte, o nivel mais alto de energia corresponde ao orbital

simétrico e o mais baixo ao orbital antissimétrico [20].

%
Utilizando uma abordagem semiclassica, isto é, assumindo que os ions tém spins, S,

muito grandes, com diregoes e angulos relativos bem definidos, considere a energia do elétron,

quando este se encontra acoplado a cada ion, definida da seguinte forma

Eyp==+J5, (3.24)

onde E; e F, representam a energia do elétron acoplado aos fons 1 e 2, J é a constante de

troca intra-atomica. Observamos dois estados, spin paralelo e antiparalelo aos spins dos fons
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- =
S1 e Sy, porém ja vimos que o elétron viaja apenas no estado paralelo.

Anderson e Hasegawa demonstraram que o termo de troca ¢ proporcional a cos(6/2),
sendo 6 o angulo formado pelos spins dos fons magnéticos vizinhos [7, 18, 20]. Entao, seja a

energia de troca entre os ions

E  cos (g) . (3.25)

A conhecida relagao trigonométrica do arco metade nos fornece

0 1+ cosf
)= 2
cos (2> \/ 5 (3.26)

- =
o produto escalar entre os spins ionicos, S; e Ss, é definido como

— =
Sl - Sy = Sl SQ COS 6, (327)
das tres relagoes acima, obtemos
Si- S,
Eoc 142122 3.28
x + 5 5, ( )

portanto, introduzindo a constante de acoplamento J e levando em conta toda a rede de

spins unitarios, o Hamiltoniano sera

H=-J> \/1+35, 5 (3.29)
(i3

Onde, assim como na equacgao 3.22, (i,j) indica que a soma ocorre sobre todos os pares de
vizinhos. A constante J é ferromagnética, visto que o elétron viaja apenas entre pares de

ions de spins paralelos.
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3.3 0O Modelo

O objeto de estudo desta dissertacao envolve a competicao entre duas das interacoes
vistas até aqui, a interacao de super troca e a interacao de dupla troca. Assim, o modelo

considerado pode ser descrito pelo Hamiltoniano

H=—Jsg> 5 -5 —Joey \1+5: -5, (3.30)

(i.3) (i.3)
Temos aqui representado §: = (Siz, Siy, Siz), que é um spin unitdrio tridimensional, localizado
no sitio 2. A definicao de §; ¢ analoga a de §Z O primeiro termo, com a constante de acopla-
mento Jsg < 0, descreve a interacao de supertroca antiferromagnética e o segundo termo,
com a constante de acoplamento Jpg > 0, descreve a interagao de dupla troca ferromag-
nética. Consideramos uma rede cubica simples, L x L x L, com sub-redes A e B, cujas

: ~ . ~ — — .
magnetizacoes por spin sao 714 € mp, respectivamente.

Para o cdlculo da magnetizagao, utilizamos
(M) =(>_ S, (3.31)

(m) = %(Z S, (3.32)

onde M é a magnetizacao total, m é a magnetizagao por spin e N é o ntimero de spins da
rede. A energia interna, conforme visto no capitulo 2, é definida como o valor médio da

energia, portanto

U= (H). (3.33)

O cumulante de quarta ordem foi definido na equagao 1.28. A partir da plotagem do
cumulante de quarta ordem da magnetizagao Us(m) para cada valor de L, pode-se estimar
a temperatura critica, visto que as curvas se cruzam em 7T, [22]. Para o cdlculo de Uy(m)

utilizamos:
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Uy(m)=1-— 3.34
) =1 - s (3.34)
A susceptibilidade magnética foi obtida através de
N
= 2 (- ), (35)

Os méaximos na susceptibilidade para cada valor de L sao utilizados na construcao das curvas
In x;, contra In L. Com o ajuste linear, é possivel obter a razao v/v, a partir da inclinagao
da reta obtida.

Os resultados ora apresentados foram obtidos numericamente, com o auxilio de simu-
lacoes de Monte Carlo para primeiros vizinhos. Foi implementado o algoritmo de Metropolis,
codificado em Fortran (F77 e F90). Os compiladores usados foram o Ifort (desenvolvido para
processadores Intel) e o Gfortran (desenvolvido para GNU/Linux). No apéndice A, temos
algumas consideragoes acerca do método de Monte Carlo e do algoritmo de Metropolis. Nas

simulacoes, foram descartados 5 x 10* passos de Monte Carlo e utilizados 2 x 10° passos.

3.4 Resultados

As fases foram definidas com base no produto escalar entre os vetores de magnetizacao
A — — . :
das sub-redes. O angulo 6 entre m 4 e m g ¢é definido a seguir

— —
ma-mMmp

cosf = (3.36)

e —
|71 a[ |77 5
sendo, evidentemente, —1 < cosf < 1. Foram identificadas cinco regioes, definidas por meio
da temperatura e do parametro |Jsg|/Jpr (razao entre as constantes de acoplamento):
— — . . )
e cosf ~ 1 e |mia| =|nip|, que indica uma fase ferromagnética;
— — . . . sl
e cosf ~ —1 e |m 4| =|nip|, que indica uma fase antiferromagnética;
— — . ~ / :
e cosf ~ 1 e |ma| #|mip|, magnetizagoes das sub-redes paralelas e de mddulos diferentes;
— — . ~ . , .
e cosf = —1 e |m | #|mip|, magnetizagoes das sub-redes antiparalelas e de médulos dife-

rentes;
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— — o
o |4l =|mip| = 0, que sugere uma fase paramagnética.

Observe que, apesar de haver regides onde |m 4| #|mi |, ndo podemos caracterizé-las
como ferrimagnéticas pois nao existem spins diferentes no sistema, e sim magnetizagoes dife-
rentes. Foram considerados dois parametros de ordem distintos, |71 4+ 5|, nas transicoes do
tipo ferromagnética-paramagnética, e ]WZ A= 5|, nas transigoes do tipo antiferromagnética-
paramagnética. Definido dessa forma, o parametro de ordem serd sempre funcao da soma
dos médulos dos vetores de magnetizagao, o que demonstrou ser mais adequado. Nas Figuras
3.2, 3.3, 3.4 e 3.5 foram considerados: |Jsg|/Jpr = 0,1 ¢ H = 0 (campo magnético nulo).
Na Figura 3.2 temos as magnetizagoes das duas sub-redes como funcao da temperatura para
uma rede L = 36. A Figura 3.3 traz o cumulante de quarta ordem do parametro de ordem
|7 4 + M 5|, para as trés redes consideradas, L = 12, L= 24 ¢ L. = 36. O encontro das curvas

do cumulante fornece uma estimativa da temperatura critica de transi¢ao de fase.

1 T
F o—e M, 4
A My

= 0,8 _
=5

w = -
S
o

o 0,6 —
(T
O

© L 4
N
o

5 04— —
o]

2 J
1S

0,21~ ]

o | | |
0 0,2 0,4 0,6 0,8

T/

Figura 3.2: Mdédulos das magnetizagoes das sub-redes em uma rede L = 36. Os resultados
apresentam cosf &~ 1, |m 4| = |mi |, portanto o sistema é ferromagnético para T < 0,59(8).

As Figuras 3.4 e 3.5 se referem aos efeitos de escala de tamanho finito. A Figura 3.6
mostra as magnetizacoes das duas sub-redes como fun¢ao da temperatura para uma rede
L = 24. Fixamos |Jsg|/Jpr = 0,4 ¢ H = 0. Nesta regido, |ma| #|mp|, com vetores
de magnetizacao paralelos para temperaturas baixas. A temperaturas elevadas, observamos

[7ia| =|mi5| = 0.
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Figura 3.3: As curvas do cumulante se tocam em 7, = 0,59(8), em unidades de J/kp.

Transicao da fase ferromagnética para a fase paramagnética. O parametro de ordem utilizado
foi |WZ A+ m p|. Existe boa concordancia entre este resultado e o grafico da Figura 3.2.

A Figura 3.7 é equivalente a figura 3.6, entretanto, a razao entre as constantes de acopla-
mento neste caso é |Jsg|/Jpr = 0,7 e a dimensao linear da rede é L = 36. Ainda sobre a
figura 3.7, observe a existéncia de trés regices: T < 0,8; 0,8 ST < 0,14eT 2 0,14. A
Figura 3.8 traz o cumulante de quarta ordem do parametro |7 4 — mi |, para as trés redes
consideradas. Aqui também foi utilizado |Jsg|/Jpr = 0,7. O encontro das curvas fornece
uma estimativa da temperatura critica da transigao antiferromagnética - paramagnética em
T. = 0,14(1), em unidades de J/kp. As Figuras 3.9 e 3.10, a exemplo das figuras 3.4 e
3.5, foram utilizadas no célculo da razao entre os expoentes criticos v e v e demonstram os

efeitos de escala.

A Figura 3.11 mostra o efeito do campo magnético sobre o sistema. O grafico sugere
que o ponto de intersecao entre as curvas de magnetizacao é deslocado para temperaturas
mais elevados a medida em que o campo magnético cresce, esta interse¢cao é conhecida como

ponto de compensacgao, o qual nao sera estudado neste trabalho.

Finalmente, a figura 3.12 é o diagrama de fases, que mostra as cinco regioes estudadas.
As setas paralelas indicam que os sitios primeiros vizinhos tém magnetizacoes paralelas
e que, portanto, a regiao exibe ferromagnetismo. As setas antiparalelas indicam que a

regiao exibe um arranjo antiferromagnético, pois os sitios primeiros vizinhos estao alinhados
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X, (Susceptibilidade)

T/5e

Figura 3.4: Nesta figura, temos x; como funcao da temperatura para as trés redes conside-
radas, tomando |Jsg|/Jpe = 0,1. Os picos de susceptibilidade foram utilizados na cons-
trucao do grafico da figura 3.5.

antiparalelamente. A regiao representada por PA é aquela onde os mdédulos de magnetizacao
sao aproximadamente nulos, o que resulta em um comportamento paramagnético. As setas
de comprimentos diferentes representam as regioes onde as magnetizagoes possuem médulos
diferentes, podendo ser paralelas ou antiparalelas. Estas ultimas sao regioes que carecem de

uma andlise especifica, a ser realizada oportunamente.

Vale ressaltar que outros valores de |Jsg|/Jpg ¢ de T foram analisados, com resultados
similares aos apresentados aqui. Para ilustracao, escolhemos |Jsg|/Jpr = 0,1; 0,4 ¢ 0,7.
Estes valores contemplam as cinco regioes do diagrama de fases consideradas neste trabalho e,

portanto, permitem obter conclusoes vélidas para o sistema em todas as condicoes estudadas.
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Figura 3.5: Curvas In y; maximo em fun¢ao do In L. A inclinacao da reta fornece a razao
entre os expoentes criticos, v/v = 1,98(5), resultado muito préximo do valor de referéncia,
v/v = 1,99(5) [23]. Comportamento de escala tipico das transi¢oes de fase continuas. Os
erros sao menores que os simbolos.
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Figura 3.6: Magnetizagoes das duas sub-redes como funcao da temperatura para uma rede
L= 24, com |JSE|/<]DE = 0,4 e H=0.
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Figura 3.7: Magnetizagoes das duas sub-redes como fungao da temperatura para uma rede
L = 36, com |Jsg|/Jpp = 0,7 e H = 0. Os sitios primeiros vizinhos possuem vetores
de magnetizacao de médulos diferentes em 7' < 0,8. O sistema é antiferromagnético para
0,8 <7 <0,14(1), em unidades de J/kp.
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Figura 3.8: Cumulante do parametro de ordem, |4 — mip|, transicio da fase antifer-
romagnética para a fase paramagnética em T, = 0,14(1), em unidades de J/kp.
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Figura 3.9: Curvas x1 como funcao da temperatura para as trés redes consideradas. Com
|Jse|/Jpr = 0,7 e H = 0. Picos de susceptibilidade préximos de T, = 0, 14(1), em unidades
de J/kp. Resultados utilizados na construcao do gréfico da figura 3.10.
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Figura 3.10: In x;, méximo em fungao do In L. Obtivemos v/v = 1,32(7), distante do valor
de referéncia, v/v = 1,99(5), provavelmente, em fungao da pequena quantidade de pontos.
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Figura 3.11: Magnetizacoes das sub-redes, com |Jsg|/Jpr = 0,7. O campo magnético
desloca o ponto de compensacao para temperaturas mais elevadas.

e

Figura 3.12: Diagrama de fases com as cinco regioes demarcadas. As linhas cheias repre-
sentam as transicoes de fase. As setas indicam os ordenamentos magnéticos, a regiao iden-
tificada como PA é paramagnética.

49



Capitulo 4

Conclusoes e Perspectivas

Durante este trabalho, estudamos um sistema de spins classicos, caracterizado pelo
acoplamento ferromagnético via interacao de dupla troca e pelo acoplamento antiferromag-
nético via interacao de super troca. Nos resultados, foram observadas cinco regioes que se
distinguem, fundamentalmente, quanto ao ordenamento dos seus vetores de magnetizacao de
cada sub-rede. A escolha do parametro de ordem adequado foi fundamental na obtencao dos
resultados, especialmente na plotagem dos cumulantes de quarta ordem. Aparentemente,
nas transicoes do tipo ferromagnética - paramagnética funciona bem a escolha do parametro
de ordem |mi 4 + mi g|, por outro lado, em razdo do antiparalelismo dos vetores de magne-
tizacao, nas transicoes do tipo antiferromagnética - paramagnética, os melhores resultados

< : A — —
sdo obtidos com a escolha do parametro de ordem |4 — mip|.

Considerando a razao entre as constantes de acoplamento, verificamos que, como espe-
ravamos, o sistema tende ao estado ferromagnético para pequenos valores de |Jsg|/Jpr e
ao estado antiferromagnético para grandes valores de |Jsg|/Jpe. Outro fato importante é
que, a temperaturas elevadas, o sistema é paramagnético para qualquer valor de |Jsg|/JpE.
O trabalho também demonstrou que a aplicacao de um campo magnético externo desloca a

temperatura de compensacao para valores mais elevados.

Para a continuagao deste trabalho, existe um grande interesse em melhorar o diagrama
de fases, incluindo mais pontos e demarcando as regioes de maneira mais precisa. Também

é necessario comparar os resultados aqui apresentados com resultados experimentais e com
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os de outros modelos 3-D. Outra possibilidade importante é a de implementar um algoritmo
alternativo, como o de Wang-Landau. A aplicacao das técnicas de escala de tamanho finito
na determinacao das temperaturas criticas e dos expoentes criticos, que nao foi o escopo

desta dissertacao, também podera ser realizada em um artigo futuro.
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Apeéendice A

Simulacoes de Monte Carlo e
Algoritmo de Metroépolis

A.1 Simulacoes de Monte Carlo

As simulagoes de Monte Carlo sao, de longe, a classe de técnicas numéricas mais utilizada
na solugao de problemas da fisica estatistica [4]. Na realidade, esse método é empregado em
uma grande variedade de problemas de fisica, matematica, biologia e até mesmo no mercado
financeiro. Fundamentalmente, o método de Monte Carlo pode ser aplicado de forma eficiente
em processos que envolvem varidveis estocasticas e na aproximacao de fungoes consideradas

complexas.

Como vimos no capitulo 2, uma vez obtida a funcao de particao, ela nos possibilita
determinar praticamente todos os observaveis do sistema em questao. O método de Monte
Carlo é uma técnica numérica que nos permite obter a funcdo de partigao [4]. A idéia
subjacente é simular as flutuagoes térmicas de forma randomica, para que o sistema evolua
de um estado a outro de acordo com uma certa distribuicao de probabilidades. Com a
utilizagao das cadeias de Markov e da amostragem por importancia, que tém o objetivo de
otimizar o algoritmo implementado, as simulagoes de Monte Carlo permanecem viaveis, no

que se refere ao tempo computacional, mesmo para sistemas relativamente grandes.

Sabemos que o valor esperado de um certa quantidade fisica é obtido a partir da média
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das medidas realizadas ao longo de todos os estados pelos quais o sistema passa durante o
processo de medicao. Entretanto, a contagem dos possiveis estados nos mostra que seria
impossivel concluir uma simula¢ao que percorresse todos as configuragoes do sistema [4].
Assim, ao invés de permitir que o sistema passe por todos os estados com igual probabilidade,
atribuimos um peso estatistico a ocorréncia de cada estado, para que o sistema gaste a
maior parte do tempo com os estados mais provaveis, este € um dos tipos mais comuns de
amostragem por importancia [4, 5|. Via de regra, o peso estatistico escolhido é proporcional

ao fator de Boltzmann.

Ao realizarmos simulagoes de Monte Carlo, precisamos gerar um conjunto randémico de
estados, de acordo com a distribuicao de probabilidades de Boltzmann, processo ja definido
como amostragem por importancia. Assim, dada uma configuracao inicial, por exemplo, o
estado i, a probabilidade de aceitagao ou de rejeicao de uma certa mudanga para o estado v
sera proporcional a e #2F A probabilidade de gerar um novo estado v a partir do estado u
é denominada probabilidade de transi¢ao, P(u — v) [4]. Em um processo de Markov, essa
probabilidade deve obedecer a duas condigoes: 1) ela deve ser invariante com tempo e 2)
deve depender apenas dos estados i e v [5]. Além destas duas condigoes, a probabilidade de

transicao deve, naturalmente, cumprir a restricao

> Pu—v)=1. (A1)

Entao, nas simulacoes de Monte Carlo, utilizamos o processo de Markov repetidamente,
gerando uma cadeia de Markov do estado inicial u para um novo estado v, deste para outro
estado 7 e assim por diante. A cadeia de Markov ira garantir que, havendo uma quanti-
dade suficiente de passos, todos os estados possiveis tenham lugar segundo a distribuicao de
probabilidade de Boltzman [5].

Uma outra caracteristica do processo de Markov é a condigao de balanco detalhado. Essa
condicao estabelece que a taxa de transicao de um estado p para outro v qualquer deve ser
igual a taxa de transi¢ao no sentido oposto, isto é, do estado v para o estado . Podemos

expressar matematicamente essa condicao da seguinte forma
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> P —v)=> pPv— p), (A.2)

onde p, e p, sao distribuicoes de probabilidades. Temos ainda a condicao de ergodicidade,
que garante ao sistema ter acesso a qualquer configuracao possivel a partir de qualquer outra,
desde que transcorra um intervalo de tempo suficientemente longo [4]. Assim, deve sempre

existir um caminho entre quaisquer dois estados do sistema.

A.2 Algoritmo de Metropolis

O algoritmo de Metropolis foi apresentado por Nicolas Metropolis e seus colaboradores
em um artigo de 1953 [4]. Para compreendé-lo, vamos admitir uma selecao de possiveis
mudancas na configuracao, como aquelas vistas na secao anterior. Seja a probabilidade de
aceitagdo de uma determinada mudanca de configuragao, P(u — v). O algoritmo funciona
escolhendo um novo estado v a partir do estado anterior u, entao, aceitando ou rejeitando
o novo estado. Para o Hamiltoniano de spin de Heisenberg, a nova configuragao é obtida
através da alteracao de um dos spins a cada passo de Monte Carlo. O Hamiltoniano para

este modelo foi definido na equacao 3.22 e as componentes destes spins sao

S?=82+82+8.7=1, (A.3)

em coordenadas esféricas, sao definidas as componentes S,., 6 e ¢.

Sy =Sy, senf cos ¢, (A.4)
Sy =S, senf sen ¢, (A.5)
S, = S, cosb, (A.6)
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onde S, é o médulo do vetor de spin, que é fixo e vale uma unidade.

A alteragao é realizada sobre as coordenadas angulares 6 e ¢. A variacao de 6 ou ¢
em um dos spins da rede modifica a energia da configuragao, o algoritmo de Metropolis
compara a nova configuracao com a anterior, entao aceita ou rejeita a mudanca com a

seguinte probabilidade:

—BAE
P:{ e se AE >0 (A7)

1 se AE <O.

A quantidade AFE é a diferenca entre a energia da nova configuracao, E,, e a energia da
configuragao anterior, £,. Assim, caso a nova configuracao tenha mais energia do que a
configuragao anterior, ela podera ser aceita ou nao, conforme a distribuicao de probabilidades
de Boltzmann. Caso a nova configuracao reduza ou mantenha a energia da configuracao
anterior, ela sempre serd aceita e o sistema evoluird para a nova configuracao. O programa
repete esse procedimento a cada passo de Monte Carlo, escolhendo aleatoriamente um sitio
da rede, alterando o spin ali localizado e comparando a energia obtida com aquela obtida no

passo anterior.

Podemos, entdo, sistematizar o algoritmo de Metropolis da seguinte maneira [13]:
1 - definir uma configuracao inicial, com energia E,;
2 - produzir alteracao em um dos spins da rede e calcular a energia E, da configuragao;
3 - calcular AE = FE, — E;
4 - se AE <0, aceitar a mudanca e ir para o passo §;
5-se AE > 0, calcular P = e P#2F;
6 - sortear um ndimero n em [0, 1];
7-sen < P, aceitar a mudanca, se n > P, manter o estado do sistema,;
8 - repetir o procedimento até que o sistema alcance o equilibrio;
9 - a partir do equilibrio, repetir o procedimento, realizando alguns milhares de passos de

Monte Carlo para cada spin da rede.

Na implementacao do algoritmo de Metropolis, é comum desprezarmos um certo niimero
de passos de Monte Carlo iniciais, visto que estes ainda devem refletir, em alguma medida,

as escolhas de partida da simulacdo [5]. Outro aspecto importante se trata das dimensées da
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rede, como nao é possivel simular um sistema de tamanho infinito, devemos utilizar técnicas
para o calculo de erros, desvios etc. Uma das formas de reduzir os problemas decorrentes dos
limites de escala da rede é aplicar condi¢oes de contorno periddicas, a fim de evitar o efeito
de borda. Os passos de Monte Carlo seguintes servirao para o calculo das grandezas fisicas
de interesse, como o médulo da magnetizagao por spin e a energia interna (eqs. 3.32 e 3.33,
respectivamente). Por fim, a partir dos resultados da simulagao, procede-se a construgao de
graficos e diagramas de fase, através dos quais é possivel compreender o comportamento do

sistema fisico, mapear as fases, destacando as linhas de coexisténcia e os pontos criticos.
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