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RESUMO

O Polinomio de Tutte generaliza alguns polinomios usados para contar estruturas em
grafos, tais como coloracoes e fluxos. Nao obstante, é mais naturalmente definido para
matréides. Em termos mais formais, é essencialmente o tinico invariante polinomial com
comportamento multiplicativo para soma direta de matrdides ou unides disjuntas de
grafos conexos. Adicionando alguma complexidade em sua formulagao, é possivel capturar
nele as simetrias de um grafo por um argumento de contagem de érbitas de grupos.
Com outro viés, é possivel codificar algebricamente uma matréide atribuindo pesos para
os seus elementos ao construirmos uma variagao do Polinémio de Tutte, o que resulta
praticamente na funcao de particao do modelo de Potts.

Ambas as generalizacoes possuem motivacao pratica e propriedades estruturais. Nesta
dissertacao, abordaremos todos estes temas e as relagoes entre eles.

Palavras-chave: Polinomio de Tutte; Polinomio Orbital de Tutte; Modelo de Potts;
Grafos; Matroides
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ABSTRACT

The Tutte Polynomial generalizes some counting polynomials defined on graphs. Notwiths-
tanding, it’s naturally defined for matroids. Formalizing its construction, it is essentially
the only polynomial invariant which is multiplicative on direct sums of matroids and on
disjoint union of graphs. With an argument for counting orbits of a group, one may for-
mulate a version of the polynomial that captures the symmetries of a graph. In another
direction, matroid can be completely described in algebraic terms if weights are assig-
ned to its elements while defining a variation of the Tutte Polynomial. The resulting
polynomial is essentially the partition function of the Potts model.

Both generalizations are well motivated and have good structural properties. At the
present text, we shall study these subjects and the interconnections among them.

Keywords: Tutte Polynomial; Orbital Tutte Polynomial; Potts Model; Graphs; Ma-
troids
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APRESENTACAO

Esta é uma dissertacao sobre o polinomio de Tutte. Trata-se de um polinomio em
duas varidaveis associado a um grafo que se especializa através de algumas atribuigoes
as variaveis para contar certas estruturas do grafo. E uma ferramenta extremamente
poderosa em combinatoéria enumerativa, pois, por exemplo, possui defini¢oes alternativas
que nos permitem abordar problemas por diferentes pontos de vista.

Motivados pela beleza desta teoria, pela importancia de alguns resultados e pela
relacao com outras dreas da combinatoria, partimos em busca de defini¢coes mais gerais
deste polinomio. Naturalmente, trabalharemos com construgoes de maior complexidade,
mas que também nos fornecerao mais informacoes.

Decidimos também que os resultados e os polinomios deveriam ser apresentados para
uma estrutura mais geral que um grafo - uma matréide. Em parte, ganhamos gene-
ralidade nos resultados a um custo muito baixo, pois o polinomio de Tutte, em certo
sentido, habita mais naturalmente no espaco das matréides. Por outro lado, ganharemos
também facilidade e clareza em alguns argumentos, principalmente naqueles associados
a dualidade.

Ao falarmos de grafos e matrdides, a motivacao para falarmos de matrizes surgiu
naturalmente. Mutatis mutandi, uma mesma estrutura abstrata pode ser codificada como
um grafo, uma matréide ou uma matriz. A abordagem escolhida dependera do contexto,
no sentido em que buscaremos sempre o argumento mais vantajoso, seja no sentido da
clareza, seja no sentido da generalidade, seja no sentido de aproveitar uma teoria ja
estabelecida.

No primeiro capitulo, vamos apresentar nossos principais objetos de estudos. Defini-
remos um grafo e uma matroide, e falaremos brevemente sobre alguns resultados basicos
acerca dessas estruturas. Teremos uma secao sobre planaridade e dualidade de grafos,
culminando num resultado importante que serda acessado ao longo do texto. Falare-
mos também neste primeiro capitulo de grupos, anéis, dominios e médulos: estruturas
algébricas que serao utilizadas ao longo do texto.

No capitulo 2, apresentaremos counting polynomials, e logo apés o Polinomio de Tutte.
Exporemos trés definicoes alternativas para este e demonstraremos que todas sao equi-
valentes. Mostraremos que todos esses polinomios sao na verdade invariantes de Tutte-
Grothendick (TG-invariantes). Por fim, mostraremos que um polinomio TG-invariante é
uma re-apresentagao do Polinomio de Tutte.

No terceiro capitulo, falaremos da relacao que grafos e matréides estabelecem com
matrizes. Originalmente, estes comentérios viriam como uma se¢ao no capitulo 4, pois é
14 que eles serao teis. Mas resolvemos estabelecer varios resultados, um pouco mais do
que o que seria necessario. Ao final deste capitulo, apresentaremos uma bela aplicagao
desta teoria.



APRESENTACAO 2

No capitulo 4 vamos generalizar os polinomios apresentados no capitulo 2, levando
em consideragao a agao de um grupo de automorfismos na estrutura em questao. Nos-
sas principais ferramentas serao o lema de contagem de orbitas e a teoria de matrizes
apresentada no capitulo 3. Seguiremos basicamente o trabalho de Cameron [CJROS].
Este capitulo é basicamente dedicado a apresentar uma definicao e mostrar que ela é
efetivamente uma generalizacao de casos particulares com significado combinatério.

No quinto capitulo, apresentaremos uma variagao do polinomio de Tutte chamado po-
linémio dicromatico. Mostraremos que este polinomio dicromatico aparece naturalmente
na fisica como a funcao de particao do modelo de Potts com ¢ estados. A seguir, genera-
lizaremos este polinémio atribuindo pesos nas arestas (do grafo ou da matréide), o que
¢é de fato a apresentacao correta para o modelo de Potts. Veremos que este polinomio
habita naturalmente o espaco de matroides - ele é de fato a codificacao algébrica de uma
matroide. A literatura sobre este tema é vasta, porém, dispersa. Por este motivo, esco-
lhemos apresentar as propriedades basicas. Seguiremos basicamente o que estda em Sokal
[Sok05].

O estudo das raizes do polinomio de Tutte (e de todas as suas variagoes) é um tépico
classico que nao serda abordado neste texto. Para ambas as generalizagoes que apresen-
taremos nos capitulos 4 e 5, ja existem resultados estabelecidos acerca da localizagao
das raizes de ambos os polinomios, como também existem resultados sobre a localizacao
das raizes em casos particulares do polinomio de Tutte. Um tratamento adequado deste
topico entraria em resultados técnicos e especificos e tornaria este texto demasiado longo
para os seus propositos. Seria uma possivel continuacao deste trabalho. Ainda assim,
para o leitor interessado, sugerimos, acerca do polinémio de Tutte, as referéncias Jackson
[Jac03], Cameron [CKQOT7] e Sokal [Sok04].

Nossa tentativa sera de fazer um texto absolutamente compreensivel para quem pos-
suir um conhecimento béasico em combinatéria, algebra linear e teoria de grupos. Mais
que isso, como apresentaremos todas as defini¢oes, enunciaremos todos os teoremas usa-
dos e praticamente faremos todas as demonstracoes, o texto devera ser compreensivel
para qualquer leitor com experiéncia em matematica.



CAPITULO 1

INTRODUCAO - GRAFOS E MATROIDES

Neste capitulo apresentamos nossos objetos de estudo. Na primeira secao, falaremos
de grafos. Usaremos uma definicao geral que nos permite falar de multigrafos, mas
seguiremos em uma nota¢ao mais convencional. Mencionaremos brevemente subgrafos e
conectividade.

A segunda secao apresentara matréides. Um leitor nao familiarizado pode encon-
trar dificuldades para se acostumar com as idéias, pois nao apresentaremos exemplos.
Falaremos das defini¢oes alternativas, da funcao posto, de menores e de dualidade.

Na terceira secao, estabeleceremos a relagao entre grafos e matroides.

Na quarta secao, vamos falar de planaridade e de dualidade em grafos, mas também
em matroides no momento final do capitulo, ao apresentarmos um resultado fundamental.

1.1 GRAFOS
Apresentamos as defini¢oes basicas a serem usadas ao longo do texto a seguir.

Definigao 1.1. Um grafo G é uma tripla ordenada (V, E,Z) de conjuntos disjuntos onde
T C (V x E) satisfazendo:

1<H{veV:(ve) eI} <2paracadac€ E

Dizemos que os elementos de V' sao vértices e os de E sao arestas. O conjunto Z
simplesmente relaciona vértices a arestas, de modo que cada aresta se relacione a no
minimo um e a no maximo dois vértices.

A seguir, apresentamos parte da nomenclatura introduzida por Bollobas [Bol98]. O
leitor familiarizado nao encontrara surpresas.

Uma aresta e é incidente a um vértice v (ou v incidente a e) se (v,e) € Z.
Uma aresta é um laco se for incidente a somente um vértice.

Dois vértices sao vizinhos ou adjacentes se ha uma aresta incidente a ambos.

Estamos utilizando esta definicdo de grafo, ao invés da tradicional com G = (V| E),
E C V2, para permitirmos a existéncia de lacos e arestas paralelas entre vértices.

Um grafo sem lagos e sem arestas paralelas é um grafo simples.

Contudo, em certos momentos, vamos abusar da notagao, e nos referiremos a gra-
fos que nao sejam simples (multigrafos) simplesmente por G = (V, E), e uma aresta e
incidente a u e v como e = uv, mesmo que a prior: ela possa nao ser a unica.



1.1 GRAFOS 4

Um grafo simples em que cada par de vértices distintos é adjacente é um grafo
completo, denotado por K, se tem n vértices.

Um grafo de n vértices e nenhuma aresta é o grafo nulo, denotado por FE,.

O numero de arestas incidentes a um vértice v é chamado grau do vértice, denotado
por d(v). Cada lago incidente a um vértice contribui com 2 em seu grau.

Um grafo simples conexo de n vértices em que todos os vértices tem grau 2 é
denotado por C,.

A seguir algumas estruturas definidas em grafos:

Um passeto é uma seqiiencia alternada de vértices e arestas incidentes aos seus vizi-
nhos na sequeéncia, sem restricoes, usualmente denotado por vy, ey, vy, ea, ..., €5, Uy.
Um passeio deve sempre comegar e se encerrar em um vértice.

Um caminho é um passeio no qual nao ha vértice visitado mais de uma vez.
Um ciclo é um caminho fechado.

Uma trilha T é um passeio no qual nao ha aresta visitada mais de uma vez, entre-
tanto nao hé restricao quanto aos vértices.

Um circuitd] é uma trilha fechada.
Algumas defini¢oes sobre conectividade:

Fixado um vértice v, a componente conera do grafo contendo v é o conjunto de
todos os vértices w para os quais existe um passeio iniciado em v e encerrando em
w.

Um grafo é conexo se contiver apenas uma componente conexa.

O numero de componentes conexas em um grafo G' é denotado por (G).
Uma floresta é um grafo sem ciclos.

Uma drvore é uma floresta conexa.

Um corte é um conjunto minimal de arestas com respeito a propriedade que a
remocao destas arestas aumenta o nimero de componentes conexas do grafo.

Agora introduzimos defini¢oes acerca de subgrafos:

Um grafo G' = (V', E',Z") é um subgrafo de G = (V, E,Z) se for tal que V' C V|,
E'CcFEeI CT.

nfelizmente hd um choque entre a nomenclatura usual de Teoria de Grafos e a de Teoria de Matréides.
Como veremos, chamaremos de circuito de uma matréide o que corresponde a um ciclo no grafo.



1.2 MATROIDES 5

Dizemos que é induzido por um conjunto E’ de arestas se 7' =T I
Dizemos que é gerador se V. =1V".

Em geral nos referimos ao conjunto de vértices de um grafo G especifico por V(G)
e nos referiremos ao subgrafo gerador de GG induzido por A C E por G 4.

Nosso primeiro resultado:

Proposicao 1.1. Todo grafo conexo em n vértices possui uma arvore geradora. Qualquer
arvore geradora possui exatamente n—1 arestas. E mais, se um grafo conexo em n vértices
possui n — 1 arestas, entao ele é uma arvore.

As duas primeiras afirmacoes seguem por inducao no nimero de vértices. A terceira
por contradi¢ao ao supormos que ele possui um ciclo, logo de onde podemos eliminar uma
aresta sem desconecta-lo, e assim podermos obter arvore geradora com menos que n — 1
arestas.

1.2 MATROIDES
1.2.1 Introducao

Definigao 1.2. Uma matrdide M é um par ordenado (F,r) onde E é um conjunto e r
é uma funcao inteira nao negativa definida no conjunto das partes de E, r : P(E) — N,
satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) 0 <r(A) < |A| paratodo AC E
(ii) Se A C B, entao r(A) < r(B)
(iii) r(AUB)+r(ANnB) <r(A)+r(B)
Dizemos que E é o conjunto base e que esta funcao r é a func¢ao posto da matréide M.

Quando nao ficar claro de qual matrdide estamos falando, escreveremos E(M) e 7y
para nos referirmos ao conjunto base e a fungao posto da matréide M.

Os comentarios a seguir seguem Oxley [Ox192].

Se r(A) = |A|, dizemos que A é um conjunto independente.

Proposicao 1.2. Todo subconjunto de um conjunto independente também é um conjunto
independente.

Demonstracao. Seja A independente, B C A e B4 o complementar de B em A. Teremos:
T(B U BA) + T(B N BA) < T(B) + T(BA)

ou seja:
|Al = 7(A) < 7(B) +7(Ba) < |B|+|Bal = |A]

Donde ocorre a igualdade, e ela s6 pode ocorrer quando r(B) = |B| e 7(Ba) = |Bal.
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Proposigao 1.3. O posto de um conjunto X ¢é igual a cardinalidade do maior subconjunto
independente, digamos A, contido em X.

Demonstracao. A demonstracao segue por indugao na cardinalidade de X\ A. Se X = A,
nao hé nada a mostrar. Seja entdo x € X\ A. Entao A também é o maior independente
de X\z. Por hipdtese de indugao, teremos r(X\z) = |A|. Agora |[A] < r(X) +0 <
r(X\z) +r(z) < |A] 4+ 1. Se r(X) = |A| + 1, entdo r(AU x) = |A| + 1. De fato, seja
B = (X\z)\A. Teremos:

r(AuzUB)+r(A) <r(AUz)+r(AUB) =r(AUz)+r(A)

pois |A| = r(X\z) = r(AUB). Logo r(X) < r(AUx) < r(X). Mas A é um independente
maximal, portanto (AU x) = |A| + 1 é uma contradi¢do. Portanto r(X) = |A|, como
queriamos. '

Um independente maximal com respeito a inclusao é dito uma base.

Note que se ao invés de comecarmos com a funcao posto tivéssemos apresentado todos
os conjunto independentes, a matrdide estaria definida - bastaria definirmos o posto de
um subconjunto como a cardinalidade do maior independente nele contido. O mesmo
poderia ser dito acerca das bases, ja que os independentes sao exatamente os subconjuntos
de bases.

Um conjunto que nao é independente é dito um dependente.

Note em particular que uma matréide também esta definida a partir de seus depen-
dentes ou de seus circuitos. Ha axiomas que definem independentes, bases e circuitos,
que podem ser encontrados em Oxley [Ox192].

1.2.2 Dualidade, laco, colacos, circuitos e cocircuitos

A matréide dual M* de uma matréide M é obtida sobre o mesmo conjunto £ tomando
o complementar das bases originais para serem as bases da dual.

Proposicao 1.4. Em termos da funcao posto para dual r*, isto significa que, para todo
ACE:
r"(A)=r(E—A)+|A| —r(E)

Demonstracao. De fato, um independente maximal da dual I contido em A é exatamente
um subconjunto maximal de A da forma B*N A, B* base da dual. Mas isso ¢ exatamente
o mesmo que dizer que A — [ um subconjunto minimal de A da forma BN A, B base de
M. Agora note que:

|BNA|=|B|—|B—A4|

Mas B — A ¢ independente e maximal em F — A pois BN A ¢ minimal em A. Logo:
|IBNA|=r(E)—r(E—A)
Agoras r*(A) = |I| = |A— B| = |A| — [AN B| = |A| + r(E — A) - (E)
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Vamos introduzir algumas definicoes.

Um elemento e de uma matréide é dito um laco quando:

r(e) =0

Um elemento e de uma matréide é dito um colaco quando for um laco na dual, ou
seja:
r*(e) =0

Isto é equivalente a: r(E\e) = r(E) — 1.
Um dependente minimal na matréide é chamado de circuito.

Um conjunto que é dependente minimal na matréide dual é chamado de cocircuito.

1.3 MATROIDES GRAFICAS, A FUNCAO POSTO E MENORES

Um grafo G induz uma matréide M, denotada por M(G), definida sobre o conjunto de
arestas I/ quando tomamos o posto de um conjunto A C E por:

r(A) = numero de arestas de uma floresta maximal do subgrafo induzido por A

Note que as bases desta matrdide sao as florestas geradoras maximais do grafo, e que os
circuitos da matrdide sao os ciclos do grafo. Uma aresta que incide somente em um vértice
¢é considerada um ciclo no grafo, portanto um circuito da matréide, e serd chamada de
laco.

Uma matréide é grdfica se existir um grafo que a induza.

O posto definido na forma acima para matréides possui uma interpretacao grafica. A
generalizagao do fato que toda arvore em n vértices tem n — 1 arestas é que toda floresta
em um grafo de n vértices possui exatamente n — x(G) arestas, onde x(G) é o nimero
de componentes conexas do grafo G. Desta forma, define-se:

r(A) = V| = k(Ga)
como o posto de um conjunto A de arestas em um grafo.

Define-se também a nulidade de um conjunto A (num grafo ou numa matréide)
como sendo:

n(A) = [A| = r(A)
Introduzimos ainda duas defini¢oes importantes.

A remocdo de uma aresta e em um grafo G é denotada por G\e e trata-se simples-
mente de tomar o mesmo grafo que GG sem a aresta e, isto é, o grafo Gp.
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A contragao de uma aresta e ocorre quando remove-se a aresta e identificam-se
os dois vértices a ela incidentes como um so, que passa a ser incidente a todas as
arestas incidentes aos dois originais. Esta operacao é denotada por G/e.

Uma ponte é uma aresta cuja remogao aumenta o nimero de componentes conexas
em um grafo.

A generalizacao destas operacoes para matrdides pode ser expressa através das al-
teragoes que causam na func¢ao posto. Com efeito, se e ¢ A, temos:

rane(A) =7(A) e ragge(A) =r(AUe) —r(e)

Olhando para estas equacoes, € possivel observar que estas operacgoes sao associativas
e comutativas.

Um grafo ou uma matréide obtido apds uma dessas operacoes é chamado de menor.
Por fim, observe que:

Os lagos de um grafo tornam-se lagos na matrdide grafica associada, pois r(e) =
V| — k(G.) = 0.

As pontes de um grafo tornam-se colagos na matréide grafica associada, pois r(E\e) =
V| = k(Gp\e) = V| = (k(G)+ 1) =r(E) - L

1.4 PLANARIDADE E DUALIDADE

O leitor com experiéncia nos topicos mencionados no titulo podera evitar esta segao sem
prejuizo algum para o entendimento do texto. Possivelmente, somente no quinto capitulo,
serd importante revisar alguns comentérios feitos na subsecao dualidade.

Apesar de nossa intuigao nos guiar sem tormentos nos fatos basicos acerca deste tema,
uma mente cética pode encontrar intimeras questoes nao respondidas em comentarios in-
formais. Nao faremos uma introducao absolutamente formal; para tal, indicamos Diestel
[Die05]. Procuraremos, contudo, ndo omitir os detalhes mais importantes.

1.4.1 Planaridade

Um grafo desenhadoﬂ no plano é dito um grafo plano se, neste desenho, duas arestas nao
se tocam onde nao existem vértices. Observe que um tal desenho induz uma particao
do plano em regioes simplesmente conexas, ao que chamaremos de faces do grafo plano.
Denotaremos um desenho d de um grafo G por G4 = (Vy, Ey, Fy), cada um dos conjuntos
sendo os vértices, as arestas e as faces do desenho, respectivamentdﬂ. Um grafo abstrato
¢é dito planar quando é possivel desenhé-lo como um grafo plano.

2“Desenhado”aqui significa que os vértices do grafo sdo pontos no plano, e as arestas sdo curvas
continuas sem auto-intersecoes, cujos pontos terminais sao os vértices a ela incidentes no grafo.

3Um grafo abstrato pode ser desenhado de infinitas maneiras. O conjunto de faces depende de como
o grafo esta desenhado, i.e., é uma caracteristica do desenho, nao do grafo.
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Proposicao 1.5. Seja um grafo Gy = (Vy, Eq4, F,;) grafo plano, entao:
Val + |Fa| — |Ea| = 2

Esta relacao é devida a Euler, e o nimero que aparece ao lado direito é chamado ca-
racteristica de Euler da superficie sobre a qual estamos desenhando o grafo, no caso, o
plano.

Omitiremos temporariamente o indice d por limpeza de notacao.

Demonstragao. Faremos por indugao. Para |V| =1, |E| =0 e |F| = 1, ou seja, o grafo
formado por um vértice e sem arestas, ¢ imediato. Seja entao G um grafo qualquer com
m arestas. Se toda aresta for uma ponte, entao G é uma arvore, e o resultado segue
trivialmente ao observarmos que |E| = m, |[V| = m+ 1 e |F| = 1. Se G nao é uma
arvore, escolhemos uma aresta e que nao seja ponte e vamos remové-la, gerando o grafo
G’ = G\e. Esta remogao nao altera o nimero de vértices, mas diminui em 1 o nimero de
faces, ja os os vértices terminais desta aresta se ligam por um outro caminho. Aplicamos
a inducdo. Ou seja: |V'| + |F'| — |E'| = 2. Mas como |F'| = |F|—-1¢ |E'| = |E| -1,
temos o resultado. I

Como |V| e |E| sdo constantes para qualquer desenho de G, vemos que |F| é um
invariante para qualquer desenho de um grafo planar. Este fato nos permitira falar de
dualidade em grafos planares.

1.4.2 Dualidade

Seja G um grafo planar, nao necessariamente conexo. Consideramos um desenho Gy
plano de G. Desenhamos o grafo planoﬁ Gy = (V}, E}, F;) colocando um vértice de Vf
no interior de cada face de Fj e ligando dois vértices se as faces sao vizinhas. Se por
acaso a face for vizinha a si propria, ou seja, se existirem arestas tais que ambos os lados
tenham a mesma face (serdo as pontes), entdo construimos um lago incidente ao vértice
correspondente para cada uma das arestas, e de modo que este lago cruze a ponte somente
uma vez. Chamaremos este de desenho dual.

E imediato observar que |Eq| = |E}|, e mais, olhando para os desenhos de G4 e G,
cada aresta de E; cruzara com uma unica aresta de £, o que nos permite identificar os
conjuntos I e Ej como essencialmente os mesmos. Temos também V; ~ FJ e Fy ~ V.
Seja ¢a, ¢y a notagao para a fungao G — G que identifica (Vy, By, Fy) ~ (Fj, Ej, V).

Em geral, dado um grafo planar abstrato GG, denotaremos por G* um grafo abstrato
cujo desenho seja dual de um desenho de G. E um fato triste nao existir unicidad em
geral para G*.

Nas argumentacgoes a seguir, quando escrevemos G*, queremos dizer “qualquer grafo
abstrato dual arbitrario”de G.

4Por enquanto visto apenas como desenho.
5Mesmo considerando “a menos de isomorfismos”.
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Proposicao 1.6. Seja G um grafo planar qualquer. Entao G* é conexo.

Em particular, se G é desconexo, com componentes G, ...,G,, entao G* é o grafo
formado pelos blocos GfF, ..., G}, onde n vértices,ﬂ um em cada bloco, sao identificados
como o mesmo em G*.

Demonstragao. De fato, basta observar que qualquer curva no plano ligando um ponto no
interior de uma face Fi e outro no interior de F3 pode ser ajustado para cruzar somente
arestas do desenho do grafo. As arestas que forem cruzadas induzirao um caminho no
desenho dual, portanto no pseudo-dual. Mas isso para qualquer par de faces, logo um
caminho entre qualquer par de vértices no pseudo-dual.

Para ver a segunda parte, basta observarmos que um vértice em cada G}, é referente
a face ilimitada de G, mas esta face é a mesma para cada Gy, portanto este vértice deve
ser o mesmo em G*. I

Proposicao 1.7. Um grafo planar G é conexo se, e somente se,
G** — G

e por este motivo, diremos que somente os grafos planares conexos possuem duais verda-
deiros.

Demonstracdo. Pela proposicao anterior, é 6bvio que se G nao for conexo, entdao nao
possui um dual verdadeiro.

Seja G conexo, precisamos mostrar que a fungao pg+ g+ © G, g+ € essencialmente
a identidade de G. Ela ja ¢ a identidade em E. Observamos agora que:

Val = [Eal + [Fal = Vg | = [Eql + |[Fq| = V™| = [EG"| + [Fg"| = 2

Obviamente |Ey| = |E}| = |E}*|. Também vale |Fy| = |Vf| e |F;| = |V;*| por definicao.
Mas entao:
Val + [ Fal = Vil + [Fg| = [Val = |F3]

E também:
Vil + [Fgl = Vo[ + 1B = (Vi = [Fy

Em geral, dado um vértice v em Vy, ao aplicarmos ¢g, .=, este vértice se identifica a uma
face de modo canonico - é a face que sera incidente as arestas que sao imagens por meio da
© das arestas que eram incidentes em v. O que pode ocorrer é que dois vértices tornem-se
uma mesma face, mas as igualdades acima garantem que isso jamais ocorrera. Neste sen-
tido, cada vértice sera associado a uma face que ¢é incidente exatamente as arestas que sao
imagens das arestas que eram incidentes ao vértice. Ou seja, se ey, ..., €, eram incidentes
a v, entao a face f* = pg, .cy(v) terd exatamente as arestas v, qx(€1), ..., Pa,—cx(€m)
como borda. Mas entao, por definicao, o vértice gocz_)GZ*( f*) serd incidente exatamente
as arestas pgs—.Gxr ogpgd_,(;s(el) = €1, -, PGE—GA* oapgdﬁgz(em) = e, que eram as arestas
incidentes a v. I

6N#o sfo arbitrarios.
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Proposicao 1.8. Seja G um grafo planar qualquer, digamos com componentes conexas
G1,...,G, (n =1 se G conexo). Entdo G** é exatamente igual ao grafo obtido quando
um vértice, nao arbitrario, de cada Gy, sao identificados como o mesmo.

Demonstracao. Imediata apds as duas proposicoes acima, basta considerar o dual do
grafo formado pela uniao disjunta de G7, ..., G. I

Ao longo do texto a seguir, quando escrevermos G*, estaremos nos referindo ao grafo
obtido a partir G pela operacao de dualidade. Se quisermos nos referir ao grafo cuja
operacao de dualidade resulta em G, escreveremos *G. Ou seja, com G qualquer, por
definicao:

G=(G)
Mas vimos que se GG nao é conexo, entao a igualdade a seguir nao vale em geral:
G ="(G")

valendo sempre somente se GG for conexo. Na proposicao a seguir, novamente omitiremos
o indice d.

Proposicao 1.9 (Relagao de Euler revisitada). Se o grafo G é planar, vale:
VI = E| +|F| = k(G) + k(G")
Se G é conexo, *GG qualquer grafo cuja dualizacao resulte em G, entao:
"VI=TEl+[F| = r(*G) + (G)

Demonstracao. Para a primeira, basta repetirmos a demonstracao original, observando
que k(G*) = 1 para todo G, e trocando a frase “Se toda aresta for uma ponte, entio G é
uma drvore, e o resultado seque trivialmente ao observarmos que |E| =m, |V]| =m+ 1"
pela frase: “Se toda aresta for uma ponte, entao G é uma floresta, e o resultado seque
trivialmente ao observarmos que |E| = m, |V| = m + k(G).” Para a segunda, basta
trocar G por *G acima. I

Ao longo do texto, em geral, nao sera propriamente relevante se o grafo planar consi-
derado é ou nao conexo, salvo quando mencionado o contrario.

1.4.3 Dualidade em matréides graficas

Lembramos que M (G) é a matréide associada ao grafo GG, definida no conjunto de arestas
do grafo, de modo que o posto de um conjunto de arestas é a cardinalidade (em arestas)
da maior floresta contida no conjunto. Ou seja:

r(A) = [V(G)| = K(Ga)

Lembramos que M* é a matrdide dual associada a M, definida sobre o mesmo conjunto
E, de modo que:
r(A) = [Al+ r(E\A) — r(E)

Teremos essencialmente um resultado fundamental.
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Teorema 1.1. Seja G um grafo planar e G* um dual seu. Entao:
M(G*) = M(G)*
Seja A um conjunto de arestas em G, A seu complementar.

Lema 1.1. Seja G um grafo e G* um dual seu. Seja A C E. Denotaremos por G%. o
subgrafo gerador de G* induzido por A*, i.e., as arestas canonicamente associadas a A.
Entao:

R(Gy) = [F(Ga)|

Demonstracao. Nao ha dificuldades. Olhando para o desenho sobreposto do grafo e seu
dual, notamos que uma face em F(G5) vai separar dois componentes em G%., um que
ficara dentro da face, e outro que ficara fora. Por outro lado, olhamos para um compo-
nente de G%. e seu complementar. O conjunto de arestas que incide nesta componente
e no complementar (corte) induz um ciclo em G. Mas o lado deste ciclo voltado para
a componente conexa serd uma face, caso contrario poderia ser decomposto em faces,
induzindo uma decomposicao em componentes desconexas de uma componente conexa
de G%., uma contradigao. I

Demonstracao do teorema. Comecamos observando que a matrdide grafica associada a
um grafo nao distingue um grafo desconexo e o grafo conexo obtido unindo as componentes
desconexas ao identificarmos um vértice. Por este motivo, vamos supor sem perda de
generalidade que G é conexo.

Temos que: B
r(A) = |Al +r(A) — r(E)

Em termos de grafos, isso quer dizer:
r(A) = |B] = [Al + (V] = 6(G7) = ([V] = K(G)) = |E| = [A] + 1 - K(G7)

Agora o posto de A* é:
r(A%) = V| = w(Glu)

Pela férmula de Euler, temos que:
V=2 V| +]|E|

Ou seja:
r(AY) =2 |V +|E| - k(G}.)

Lembramos que o objetivo é mostrar que:
r(A*) =r*(A)
Mas, cancelando o termo |E|, isto se resume a mostrar que:

2= V| = 5(G) = —JA| + 1 - K(Gx)
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O resultado é portanto equivalente a seguinte igualdade:
K(Ghe) = 1= V] +[A] + £(G7)

Lembramos que |V| = |V(G5)| por definigao de subgrafo gerador. A férmula de Euler
aplicada ao grafo G4 nos diz que:

|F(Ga)l = 1= [V(Ga)l + 4] + £(Gz)
Nossa conclusao é que:
r*(A) = r(A") se, somente se, k(G%.) = |F(G5)|

mas a condicao da direita foi exatamente o lema anterior. I

1.5 UM POUCO DE ALGEBRA ABSTRATA
1.5.1 Grupos

Nesta subsecao, usaremos G pare denotar um conjunto qualquer. Falaremos brevemente
de grupos, com o objetivo de demonstrar um resultado que sera usado no capitulo 4.

Definigao 1.3. Um grupo (G, *) é um par ordenado de um conjunto G' e uma operagao
bindria * fechada neste conjunto satisfazendo:

(1) Associatividade: (a *b) % ¢ = a * (b* c) para todos a,b,c € G.

(2) Existéncia de elemento neutro: Existe um e € G tal que exa = a*e = a para todo
acG.

(3) Existéncia de inverso: Para todo a € G, existe um b € G tal que axb=b*a = e.

Este b ¢ usualmente denotado por a*.

Serd comum nos referirmos a um grupo (G, *) simplesmente por G quando a operagao
em questao for obvia. Serd comum também omitirmos o sinal desta operacao, ou seja,
a*xb=ab.

Um grupo G satisfazendo ab = ba para quaisquer a,b € G é chamado grupo comu-
tativo ou abeliano.

Um subgrupo de (G, *) é um grupo (G, %) satisfazendo G’ C G.

Um homomorfismo de um grupo (G,*) para um grupo (H,x) é uma funcao ¢ :
G — H satisfazendo:
p(axDb) = p(a)* ()

para todos a,b € G.

Um homomorfismo é chamado de isomorfismo se for uma bijegao.
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Sugerimos Meier [Mei08] para melhores referéncias acerca do que segue.
Um grupo G age sobre um conjunto X se as seguinte condig¢oes se verificam:

1. g: X - X paratodo g € G
2. Se e € GG é a identidade, entao e(z) = = para todo x € X

3. Para todos g,h € G, temos g(h(z)) = gh(z) para todo x € X

E trivial observar que todo elemento ¢ induz uma permutacao no conjunto. Por
este mesmo motivo, grupos sao identificados com permutacoes em um conjunto, e as
permutacoes de um conjunto formam um grupo natural cuja operacao é a composicao.
De fato, todo grupo abstrato é isomorfo a um grupo de permutacgoes (Cayley).

A orbita de um elemento x € X ¢é definida por:

2% ={g(x): g € G}
O estabilizador de um elemento = € X ¢é definido por:
G, ={9€G:g(x)=1z}
Denotamos os elementos fixados por g como £ix(g), ou seja:
fix(g) ={r € X : g(z) =}
Lema 1.2. O estabilizador de qualquer elemento é um subgrupo.

Demonstracao. Notamos que G, C . Vamos mostrar que é um grupo com a mesma
operacao que GG. A associatividade é natural a partir da definicao de acao de um grupo
em um conjunto. O elemento neutro pertence a (G, pelo mesmo motivo. Resta ver que,
se g € G, entdo g~ também estard em G,. Mas entao se g(r) = x, aplicando g~! em
ambos os lados, teremos x = g~'(x), como querfamos. I

Lema 1.3. As érbitas particionam o conjunto.

Demonstracdo. Basta notar que g(y) € ¢ = g(y) = h(z) = y=g'h(z) = ye€ 2°.
Ou seja, se ha uma intersecdo entre y& e ¢, entdao y“ C z“. Por simetria, teremos a
igualdade. I

Agora seja H um subgrupo de G. Uma classe lateral a esquerda de H é um conjunto
do tipo aH, onde a € G.
Lema 1.4. As classes laterais particionam o grupo e sao equicardinais.
Demonstracao. Note que:
ahy = bhy = a=0b(hyh') € bH

Logo aH C bH. A mesma argumentacao funciona trocando a por b, donde concluimos a
igualdade. Ou seja, se ha uma intersecao, automaticamente temos a igualdade. E trivial
observar que |aH| = |H|, pois ah; # ahy < hy # hs.
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Lema 1.5. As classes laterais a esquerda do estabilizador de z correspondem exatamente
aos elementos da érbita de x.

Demonstracdo. Basta observar que:

aG, =bG, & b laG, =G, & blacG, & b la(x) =2 & a(z) = b(2)

Lema 1.6. Para qualquer grupo G agindo sobre qualquer conjunto X, vale que:
|G| = |G,||z¢| para qualquer z € X

Demonstracao. Lembre-se que as classes laterais de um subgrupo sao equicardinais e
particionam o grupo, ie, o tamanho do grupo é o tamanho do subgrupo vezes a quantidade
de classes. Mas cada classe de x corresponde a um elemento da orbita. I

Teorema 1.2 (Lema de contagem de drbitas). O numero de 6rbitas na a¢ao de G sobre

X ¢é dado por:
1 .
1l Z [£ix(g)]

geG

Demonstracao. Obtemos este resultado fazendo dupla contagem nos pares (g, x) em que

g(x) = z. Teremos: .
> lraxto)l = 016 = X

geqG rzeX reX

1 1 ,
Z EIlE] Z [£ix(g)|
zeX

geG

Ou seja:

Mas o que esta no lado esquerdo é justamente o nimero de érbitas, pois cada érbita ira
contribuir ao somatoério com \xﬂﬁ = 1, ja que elas particionam o conjunto. I
1.5.2 Anéis e dominios

Adicionando uma segunda operacao, teremos os anéis.

Definicao 1.4. Um anel (A,+,*) é uma tripla ordenada de conjunto A e de duas
operagoes, de modo que (A, +) é um grupo abeliano, e que:

* é associativa.

% € distributiva com respeito a 4, ou seja, a x (b+¢) = a* b+ a x ¢, e também
(b+c)xa=bxa+cxa.
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Em geral, chamamos a operacao 4+ de soma no anel, e x de produto no anel, que
usualmente poderd ter o sinal omitido.
Um anel ainda pode satisfazer as seguintes propriedades:

(1) Ju e A:au=a=uaVa € A (existéncia de unidade multiplicativa).
(2) ab =ba Va,b € A (comutatividade do produto).

(3) Seja 0 o elemento neutro da +. Vale entdo que ab =0 = a = 0oub = 0 (nao
existem divisores de zero).

(4) Vale (1) e para cada a € A tal que a # 0, existe um b € A tal que a-b=>b-a=u
(existéncia de inverso multiplicativo).

Definigao 1.5. Um anel satisfazendo (1) é um anel com unidade.
Um anel satisfazendo (2) é um anel comutativo.
Um anel satisfazendo (1),(2) e (3) é um dominio de integridade.
Um anel satisfazendo (2) e (4) é um corpo.
Um anel satisfazendo (4), mas que nao satisfaga (2), é um anel de divisao.

Exemplos tipicos de anéis com unidade sao os conjuntos de matrizes quadradas de
tamanho fixo sobre um corpo. Para anéis comutativos, temos os inteiros moédulos n,
denotados por Z,. Para dominios de integridade, temos os inteiros Z. Os corpos mais
comuns sao Q,R e C. O exemplo tipico para anéis de divisao sao os quatérnios.

Proposicao 1.10. Um corpo é um dominio de integridade. Um anel de divisao é um
dominio de integridade. Em geral, um divisor de zero nao pode ser invertivel.

Demonstragao. Basta mostrarmos que (4) implica que nao existem divisores de zero. Se
ab = 0, supondo sem perda de generalidade que a # 0, multiplicamos por a~! pela
esquerda e temos b = 0. Logo a nao é um divisor de 0. Por simetria, o mesmo vale para
b. Mas isto é para quaisquer elementos do anel, logo A é dominio de integridade. I

Alguns resultados sao faceis a partir do que falamos, por exemplo, o fato que todo
dominio finito é um corpo. Nesta mesma linha, temos um dos resultados mais surpreen-
dentes que pode ser obtido apenas a partir de defini¢oes simples: o fato que todo anel de
divisao finito também é um corpo. Infelizmente, esses temas nao fazem parte do escopo
deste texto, e ndo apresentaremos suas demonstragoes. Sugerimos [Her75] para elas.

1.5.3 Ideais e Mddulos

Definigao 1.6. Definimos um subconjunto I C A como sendo um ideal se as seguintes
propriedades se verificam:

1. Seaelebel entaoa+be .

2. Sea€lexe Aéum elemento qualquer, entao azx € I.
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O subconjunto dos ntimeros pares é um ideal de Z. Alias, n - Z é um ideal para todo
n.

Definicao 1.7. Um ideal é dito principal se for gerado por um tnico elemento, ou seja,
se todo elemento do ideal for o produto deste elemento por outro qualquer. Denotamos
o ideal I gerado por a por I = (a). Dai y € (a) < y = az para algum z.

Defini¢ao 1.8. Um dominio A é de ideais principais (DIP) se todo ideal é principal.

E f4cil mostrar que Z ¢ um DIP, em particular, dado um ideal em Z gerado por alguns
elementos, o MDC desses elementos serd um gerador tinico deste ideal.

Introduzimos ainda a definicao de mddulo. Com excecao do teorema da préoxima
subsecao, as propriedades de modulos serao apresentadas somente quando necessario, e
a maior parte delas no final do capitulo 4.

Defini¢ao 1.9. Dado um anel A, dizemos que M é um A-mddulo a esquerda se (M, +)
for um grupo abeliano e se existir a operacao e : (A, M) — M satisfazendo:

ae(r+s)=aer+aes

(a+b)er=aer+ber

ae(ber)= (ab)er
para todos a,be Aer,s € M.

Um A-modulo a direita é definido de forma andloga. Diremos simplesmente um A-
moédulo se a operacao e for comutativa. Observe que trata-se apenas de uma generalizagao
da nocao de espaco vetorial para quando temos um anel qualquer como conjunto de
escalares ao invés de um corpo.

1.5.4 Primeiro teorema de homomorfismos para médulos

Sejam M e N moédulos sobre um anel A. Um homomorfismo entre médulos, assim como
definimos para grupos, é uma funcao que preserva as operagoes nos modulos. De certa
forma, é como se a funcao fosse distributiva com respeito a operacao do seu dominio.
Um sub-mddulo de M é um subconjunto M’ C M que seja também um A-mddulo
com as mesmas operagoes de M.
Seja M’ C M um sub-médulo. Definimos a relagao ~ em M por:

re~s & r—seM

Trata-se de uma relacao de equivaléncia.

A classe de equivaléncia de um elemento r € M ¢é definida como sendo o conjunto de
todos os s € M tais que r ~ s. Mostra-se com facilidade que as classes de equivaléncia
particionam M. O conjunto de todas as classes de equivaléncia é denotado por M/M’,
e é chamado de quociente de M por M'. E facil mostrar que M/M' é um A-médulo.
Denotaremos em geral a classe de um elemento r por 7.
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O ntcleo de um homomorfismo ¢ : M — N ¢é definido por:

Nuc(p) = {r e M : p(r) =0}

onde este 0 representa o elemento neutro da soma no maédulo.

E trivial mostrar que Nuc(p) é um sub-médulo de M e que Im(p), a imagem de ¢, é
um sub-médulo de N.

Teremos entao:

Teorema 1.3. Seja ¢ : M — N um homomorfismo. Entao:

M /Nuc(p) = Im(yp)
Este simbolo « significa que os dois médulos sao isomorfos.

Demonstracao. Considere a fungao:

¢ : M/Nuc(p) — Im(p)

definida por:
o(r) = ()

Trata-se de um homomorfismo, pois:

O(F+35) = ¢(r +5) = (r + 5) = ¢(r) + ¢(s) = ¢(F) + ¢(5)

E obviamente sobrejetiva. Para mostrar simultaneamente que estd bem definida e que é
injetiva, observe que:

¢() = (5) & o) —9(5) =0 & ¢(r—s)=0 &
& p(r—s)=0 & r—seluc(yp) & 7=5

o que conclui a demonstragao. I

Observe que todo grupo G possui uma estrutura de Z-modulo. De fato, a operacao
natural e : (Z,G) — G é simplesmente n @ g = ggg...g se n for positivo, ou n e g =
= —
n vezes
(99g...9)~" se n negativo.
Um anel A por sua vez é um maédulo sobre si préprio, e um homomorfismo A — B
induz uma estrutura de A-médulo em B.
Com alguns ajustes, é possivel mostrar mutatis mutandis que o teorema de homomor-
fismos apresentado vale para grupos e para anéis.



CAPITULO 2

POLINOMIOS EM GRAFOS E MATROIDES

Este é o capitulo que introduz o assunto desta dissertacao.

Primeiramente, vamos falar de polinomios que contam certas estruturas em um grafo.
Sao essencialmente polindomios em uma variavel.

Na segunda secao, apresentaremos o polinomio de Tutte. Falaremos de definigoes
alternativas e aplicagoes.

Na ultima se¢ao, mostraremos que todos estes polinomios sao na verdade casos parti-
culares de um polinomio universal. O belo resultado a ser mostrado é que este polinomio
universal é essencialmente igual ao polinomio de Tutte.

2.1 COLORACOES, TENSOES, FLUXOS E CONFIABILIDADE

Nesta secao, vamos falar de coloragoes, tensoes, fluxos e confiabilidade em grafos, introdu-
zindo counting polynomials. Nossa principal ferramenta serao as operacoes de remogao e
contracao de arestas. O objetivo sera introduzir exemplos de uma idéia a ser generalizada
na proxima secao. Comegaremos falando de coloragoes.

2.1.1 Coloracoes

Uma n-coloracao no conjunto de vértices de um grafo G é uma funcao
c:V(G)—=S, |S=n

Dizemos que é prépria se ¢(v) # c¢(w) sempre que v e w sejam vizinhos. Como quase todas
as coloragoes que nos interessam sao as proprias, vamos simplesmente omitir este adjetivo,
convencionando que ele estara sempre implicito, salvo se dito o contrario. Chamamos os
elementos de S de cores. Dizemos que G é n-colordvel se existir alguma coloragao em n
cores. Dizemos que é k-cromatico se k é o menor n tal que G é n-coloravel. Denotamos
tal k£ por x(G). Muitos resultados existem a respeito da existéncia de coloragdes e das
condigbes necessarias para elas, e o leitor interessado pode consultar Bollobas [Bol98] ou
Diestel [Die05], mas nosso objetivo agora sera contar quantas coloragoes um grafo possui.
Seguiremos basicamente Aigner [Aig07].

Seja xg(A) uma fungao que determina o niimero de A-coloragoes que um grafo possui.
Algumas observagoes sao imediatas:

Xc(A) = 0 para todo A se G possui um lago.
XE, (A) = A"

XGiuas(A) = xa; (A) - xa,(A) onde L denota a unido disjunta dos grafos.

19
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Vamos introduzir uma rela¢do de recorréncia que permita calcular ys(A) a partir do
valor da funcao nos menores de G.

Proposicao 2.1. Seja e = vw aresta que nao seja lago. Entao:

Xa(A) = xane(A) = xaye(A)

Demonstragao. Considere uma coloragao ¢ de G'\e. Temos que ¢(v) = ¢(w) se, e somente
se, esta coloragao também é de G/e. Por outro lado, ¢(v) # ¢(w) se, e somente se, esta é
uma coloracao para G. I

A proposigao acima nos fornece um método iterativo para calcular xg(A), ao que
mostraremos tratar-se de um polinomio. Vamos passar por cima do fato que nao sabemos
a priori se este processo iterativo resultara necessariamente em um unico polinomio,
mesmo que mudemos a ordem de remover/contrair as arestas. De fato hé a unicidade, e
assumimos isto tacitamente, mesmo que pudéssemos demonstrar facilmente por inducao.
Ocorre que obteremos este resultado como consequéncia de um resultado mais geral logo
a seguir. Por ora, a seguinte proposicao estabelece algumas propriedades.

Proposicao 2.2. Seja G um grafo sem lagos. Entao:
(1) xc(A) = ap A" + a1 A" 1+ ...+ a1 A + ao polinémio em A com coeficientes em Z.
(ii) O grau de xg(A) én=|V].

(iii) a, = 1, os coeficientes ay, ..., ax(c) Sao nao nulos com sinais alternantes, e a; = 0
para todo ¢ < K(G).

(iv) Se G = K,,, entao x(K,; A\) = A(A —1)...(A —n).

Demonstragao. A demonstracao de (i) e (ii) segue por indugdo em |E|. Primeiro, se
G = E, nao possui arestas, entao x(E,; \) = A". Agora sejam:

Xare(A) = 0 A" + ... + by
XG/e()\) = Cn_l)\n_l + ...+

Temos que grau[xs(A)] = grau[xg\(A)] = n. Ainda, a; = b; — ¢;, mas b; e ¢; tem sinais
opostos. Logo o sinal de a; serd igual ao de b;. Para ver (iii), basta observar entdo que
a; serd 0 quando b; = ¢; = 0, mas isto segue do fato que que k(G) = K(G/e) < kK(G\e).
Para (iv), note que nao existe coloracao definida para n cores ou menos, e que para mais
cores trata-se apenas de fazer um arranjo simples nos vértices. I

Chamamos entao de xg(A) de polinémio cromdtico de G. A pergunta natural que
segue é se existe uma férmula fechada para xg(\), ou seja, se é possivel calcular o po-
lindmio cromatico sem precisar efetuar as redugoes. Tal férmula existe, mas infelizmente
ela nao é facilmente computavel.
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Proposicao 2.3. Seja G um grafo sem lagos. Entao:

Ya(A) = (=1)IVIZHE) \w(E) Z(_/\)T(E)—T(A)(_l)n(fl)
ACE

A prova segue de uma aplicacao do principio da inclusao e exclusao. Nao a apresenta-
remos, pois este resultado é corolario de um resultado mais geral apresentado na terceira
secao deste capitulo.

2.1.2 Tensoes

ﬁ
Dado um multigrafo G = (V, E), tornamos este um grafo dirigido G = (V, F') se a cada
aresta e = wwv, identificarmos um dos dois vértices como inicial, e o outro como final.
Seja A um grupo abeliano escrito aditivamente. Uma A-tensdo f em um multigrafo

G = (V,E) é uma fungao f : E — A satisfazendo:

(i) Para cada ciclo do grafo, a soma das tensdes nas aresta de mesmo sentido que o
ciclo é igual a soma das tensoes nas arestas de sentido oposto.

(ii) f(e) # 0 para toda e € E.

Esta segunda condicao poderia ser excluida da definicao original, e entao teriamos
que falar de tensoes que nunca se anulam. Note que o nimero de tensoes de um grafo
nao depende da orientagao escolhida. Para ver isso, note que existe uma bijecao entre as
tensoes de uma determinada orientagao e as tensoes de outra. Basta que cada vez que
se inverta o sentido de uma aresta, tomemos o inverso (no grupo) da tensao original na
aresta para ser a tensao na aresta invertida.

Proposicao 2.4. O nimero de A-tensoes em um grafo, onde |A| = k, é dado por um
polinomio 74 (k) que nao depende da estrutura do grupo, mas sé da sua cardinalidade. E

mais:
XG(k)

Tg(/{) = /{:”(G)

Duas demonstragoes sao possiveis neste momento. Uma é verificando que tensoes
satisfazem as mesmas relagoes de recorréncia que coloragoes, com excecao do fato que
e, (k) = 1 # k™. A outra demonstragao consiste em mostrar de fato como obter uma
tensao a partir de uma k-coloracgao, e faremos esta.

Demonstracao. Seja G = (V, ﬁ) grafo dirigido e A, onde |A| = k, grupo abeliano. Seja
f 'V — Auma coloragao nos vértices. Sejadf : F — Atal que df(u — v) = f(v)— f(u).
Observe que trata-se de uma tensao. Com efeito, seja C ciclo, e C* C C as arestas cuja
orientacao combina com a de C', sendo C'~ seu complementar. Olhando para:

> of(e)

ecC+
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cada vértice vai aparecer nenhuma, uma vez ou duas vezes. Se aparecer duas vezes,
significa que ele é final de uma aresta e inicial de outra, logo os termos se cancelam. Mas
esta é a situagao em que este mesmo vértice nao aparece em

> 0f(e)

ecC—

Equivalentemente se um vértice aparecer duas vezes na soma acima.

Os vértice que aparecem uma vez em uma das somas, também aparecem uma vez na
outra. Se ele aparece como final em uma, também serd final em outra, equivalentemente
se for inicial. Concluimos entao que:

> 0f(e)=Y_ 9f(e)

ecC+ ecC—

Vimos que toda coloracao induz uma tensao. Agora, uma tensao também induz uma
coloracdo. Induz, na verdade, k(%) coloracoes. Basta que em cada componente conexa,
escolhamos um valor para um dos vértices, e ha k maneiras de fazermos isso. O restante
dos valores sera determinado pela tensao. I

2.1.3 Fluxos

Consideramos um multigrafo G = (V ﬁ) dirigido. Denotaremos uma aresta e dirigida
com infcio em u e término em v por e = u — v, e diremos que u = e~ e que v = e*. Seja
A um grupo abeliano escrito aditivamente. Um A-fluro f em um multigrafo G = (V| E)
é uma funcao f : E — A satisfazendo:

(i) Para todo u € V(G), Z fle) = Z f(e), em outras palavras, a quantidade de

e~ =u et=u
fluxo que entra em um vértice é igual a quantidade de fluxo que sai dele.

(ii) f(e) # 0 para toda e € E.

Também esta segunda condigao poderia ser excluida da definicao original, e entao
terfamos que falar de fluros que nunca se anulam. Observemos novamente que o nimero
de fluxos de um grafo nao depende da orientacao escolhida. Para ver isso, note que
existe uma bijecao entre os fluxos de uma determinada orientacao e os fluxos de outra.
Basta que cada vez que se inverta o sentido de uma aresta, tomemos o inverso (no grupo)
do fluxo original na aresta para ser o fluxo na aresta invertida. Veremos futuramente
que o nimero de fluxos também nao depende da estrutura do grupo, somente da sua
cardinalidade.

Definimos, a titulo de notacao, d(v) = > +_, f(v) = > .-_, f(v). O ftem (i) diz que
J(v) = 0 para todo v.

Um primeiro fato a ser observado é que se um grafo possui uma ponte, entao ele nao
pode possuir um fluxo. Para ver isso, suponha que uma ponte b = u — v, onde u € X
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ev €Y, X eY componentes conexas do grafo G\b. Suponha que exista um fluxo f.
Vamos olhar para a componente X:
> o) =0

veV(X)

pois cada um dos termos d(v) é zero por hipétese. Rearrumando esta soma, teremos que
o fluxo em cada aresta cujos extremos estejam contidos em X aparece duas vezes, uma
vez positivamente como fluxo de chegada e uma vez negativamente como fluxo de saida.
Logo o somatoério nestas arestas serd 0. A tnica aresta que é incidente a X mas nao
aparece neste conjunto é justamente a ponte b. Comparando os dois somatorios, teremos
que:
f(b) =0

contrariando a segunda hipétese acerca de fluxos.

Denotaremos agora ¢g(A) o numero de A-fluxos num grafo G. Um segundo fato a
ser observado é que se e é um lago (dirigido), entao ele pode receber qualquer valor nao
nulo em um fluxo. Ou seja:

vc(A) = (JA] = Deae(A)
A seguir, teremos o seguinte:

Proposicao 2.5. Seja ¢ (A) como definido acima. Seja e uma aresta que nao é nem um
laco nem uma ponte. Entao:

pa(A) = @G/e(A) - SOG\e(A)

Demonstragdo. Seja f um fluxo em ¢g/.(A), onde e = v — v. Seja x o vértice de G/e
correspondente a u e v. Seja E} o conjunto das arestas de G/e que terminam em x
mas que terminavam em u, o mesmo para E, E- e E . Note que um A-fluxo em G
corresponde exatamente a um A-fluxo em G /e quando:

> fw)# > fw)

weET weFE,

Nesta circunstancia, temos que Y p+ f(w) = > cp- f(w) # 0, e entdo f(e) era igual a
esta diferenga. Por outro lado, um A-fluxo em G\ e corresponde exatamente a um A-fluxo

em G/e quando:
> fw)y= > fw)
weET weE,

por motivos agora claros. I

De posse desses resultados, e observando fatos ébvios como que o nimero de fluxos
em um ciclo C,, qualquer é exatamente (|]A| —1) (um fluxo para cada elemento do grupo),
é possivel obter ¢pg(A) como um polindmio (e tnico!) a partir de iteragdes. Novamente
nao daremos muita atencao a este fato, ele seguird como um corolario imediato de um
resultado vindouro.



2.2 POLINOMIO DE TUTTE 24

2.1.4 Confiabilidade

Citamos Godsil [GR04] a respeito desta segdo. Consideramos agora um grafo G = (V, E).
Suponha que exista uma probabilidade fixa p, 0 < p < 1, para que cada aresta seja
independentemente removida. Vamos denotar por Cg(p) a probabilidade do nimero de
componentes conexas de G nao aumentar. Esta é uma medida de quao confidvel uma
rede pode ser.

Alguns fatos sao imediatos:

Ca(p) = Ca\e(p) se e é um lago
e também

Ca(p) = (1 —=p) - Cgje(p) = (1 = p) - Cee(p) se e é uma ponte
Note agora que:

Proposicao 2.6. Se e nao é laco nem ponte, entao:

Ca(p) = pCa\e(p) + (1 = p)Ce/e(p)

Demonstracao. Observe que a remocao da aresta e nao ira alterar o nimero de componen-
tes conexas de G. Com probabilidade p, o grafo G se tornard G'\e. Com probabilidade
(1 — p), teremos que G se tornard essencialmente a mesma coisa que G/e no que diz
respeito a conectividade por arestas. I

As informagao acima nos permitem concluir trivialmente que C(p) de fato trata-se de
um polinémio, a ser chamada polinomio de confiabilidade do grafo GG. Por mais uma vez,
desta vez a tultima, postergaremos a demonstracao detalhada deste fato para a terceira
secao deste capitulo.

2.2 POLINOMIO DE TUTTE
2.2.1 Definicoes para grafos

As quatro subsecoes anteriores nos levam a crer que determinadas caracteristicas de um
grafo sao obtidas através da avaliagao de certos polinomios. A pergunta natural que cabe
neste momento ¢é se é possivel generalizar o que foi dito até agora.

O polinomio cromatico zerava quando um grafo possuia um lago, e o polinomio de
fluxo zerava se houvesse uma ponte. Em certo sentido, sao colapsos que nos fazem perder
muita informacao a respeito do grafo. O polinomio de confiabilidade nao nos permite
distinguir exatamente a quantidade de lacos do grafo. Veremos que, essencialmente, todos
esses problemas podem ser superados se definirmos um polinomio em duas varidveis pelas
relagoes a seguir.

Definigao 2.1 (Defini¢ao indutiva). Seja G = (V, E) um multigrafo. Seja e € E. Defi-
nimos entao:
Tg,(z,y) =1 para todo n
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e a recorréncia:

tTene(x,y) se e é ponte
To(r,y) = yTowe(z,y) se e é laco
Tae(w,y) + Tene(z,y) se e nao é ponte nem lago

E claro que trata-se de um polinomio, e a unicidade para diferentes ordens na decom-
posicao sera verificada no préximo teorema. E mais, esta definicao pode ser trivialmente
generalizada para matréides. Vamos agora mostrar duas definicoes equivalentes para este
mesmo polinomio. Lembramos que o posto de um conjunto A de arestas é a cardinalidade
do maior independente nele contido (se estamos falando de matréides), ou simplesmente
o tamanho de uma floresta geradora maximal para o subgrafo gerador G4 induzido por
A. Em outras palavras:

r(A) = V] = x(Ga)

A nulidade é o complemento do posto:
n(A) = [A] —r(A)
Nestas condicoes:

Teorema 2.1 (Defini¢ao por meio de fungao geradora posto-nulidade). Seja G = (V| E)
multigrafo. Entao:

Ta(w,y) = Y (x = 1) 7Dy — 1)
ACE

Demonstra¢ao. Vamos mostrar por indugdo no nimero de arestas que Tg(z,y) satisfaz
a férmula acima. Primeiro observemos que se E = (), entao

Tp,(z,y) =1=Y (x—1)F7W (-1
Ach

Considere um grafo G = (V, E) e fixe uma aresta qualquer e. Existe uma particao do
conjunto das partes de E entre os subconjuntos que contém e, e os expressaremos por
AU e, e subconjuntos que nao contém, que expressaremos por A Z e. Agora:

(1) Se e é uma ponte, entao r¢\(£) = r(£) — 1. Por outro lado, supondo que e ¢ A,
entdo rg\(A) = r(A) e logo nee(A) = n(A). E ainda, r(AUe) = r(A) +1e
n(AUe) =n(A). Temos por hipétese indutiva que:

Tere(z,y) = Z(m — 1)T(E)*T(A)*1(y _ l)n(A)
AFe

E sabemos por defini¢ao de T que:

Tg(l', y) = $TG\e(xa y)
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Logo:

To(z,y) = vTene(z, y) = Tc\e(fc y) + (= DTee(z, )

— Z T — 1 )—r(A)— 1<y 1>n(A) + (SL‘ - 1) Z(‘T - l)r(E)fr(A)fl(y . 1)n(A) _

AZe AZe

_ (.13 o 1)T(E‘)77"(AU6)( _ n(AUe + Z r(E)—r( )<y - 1)n(A) _
AUe AFe

= (z — 1)T(E) r(A4) (y — 1)n(A)
ACE

como queriamos.

(2) Se e é um lago, entao r¢\(£) = r(E). Por outro lado, supondo que e ¢ A, entao
re\e(A) = 7(A) e logo ne\o(A) = n(A). E ainda, r(AUe) = r(A) en(AUe) =
n(A) + 1. Temos por hip6tese indutiva que:

Tone(o,y) = 3 (@ — 177y — 1))
AFe

E sabemos por definicao de Tz que:
Tz, y) = yTeve(z, y)

Logo:

Tg(l’, y) = yTG\e(x7y> = (y - 1>TG\6<'I y) + TG\e(x y) =
= (y—1) Z(JC —1)rE Ay n(4) 4 Z z —1)TE=rA) (g )nA)

A%e AFe
_ Z T — 1 T(AUe)( o n(AUe + Z T — 1 )<y 1>n(A) _
AUe AFe
= Y (- 1By

ACE
como queriamos.
(3) Se e nao é lago nem ponte, e considerando e ¢ A C E, entao:

° T(E) = Tg\e(E) = Tg/e(E) +1

_J r(A)+1 seeéponte em Gy
° r(AUe) = { r(A) caso contrério

| n(A) se e é ponte em G 4.
e n(AUe) = { n(A)+1 caso contrario

_ _J rg(4) se e é ponte em G4,
r(A) =ra(4) = { rare(A) +1 caso contrario
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nG/e(A) se e é ponte em G 4.
ng/e(A) —1 caso contrério

o () = e (4) = {

Por hipétese indutiva em G\e e G/e, teremos:

Tore(,y) = (&= 1)y — 1)
AZe
Toye(,y) = Y (z— 1y @y — )@
AUe
e ponte
+ Z (CIZ o 1>r(E)717(r(A)71)(y . 1)n(A)+1
e ﬁAonente

Por defini¢ao de T, teremos:

Ta(r,y) = Tave(r,y) + Tgye(,y)

Logo o polinomio de Tutte em G sera dado por:

Tg(l‘, y) _ Z (ZL‘ . 1)r(E)—r(A)—1(y _ n(A) + Z _ r(E (A)(y _ l)n(A)—i-l

AUe AUe

e ponte e 1 ponte
+ Z T — 1 A)(y _ 1)n(A) _ Z (ZL‘ _ 1)7’(E)—T(AU6)(y _ 1)n(AUe)
AZe AUe
e ponte
+ Z (x . 1)T‘(E)77‘(AU6) (y - n(AUe + Z r(E)—r(A) <y 1)n(A)
_AUe AZe
e nn ponte
= (z — 1) By — 1)
ACE

concluindo como queriamos. I

Corolario 2.1.1. O polindmio de Tutte, como foi definido, é tinico! Ele independe da
ordem de remogao/contracao de arestas.

Para tal, basta notar que nao ha qualquer mencao a ordem na férmula obtida no
teorema.

Apresentaremos agora uma terceira defini¢ao para o polinomio de Tutte. Antes disso,
introduzimos alguma nomenclatura. Primeiro, dada uma floresta geradora maximal S
e uma aresta e ¢ S, existe um ciclo definido por e, o unico ciclo em S Ue. Da mesma
forma, dada f € 9, existe um corte no grafo definido por f, o conjunto de arestas C' tal
que se f" € C, entao (S — f)U f" é floresta geradora maximal. Digamos agora que exista
uma ordem < nas arestas de G, digamos E = {eq,...,e,}, com e; < e; & i < j. Dada
uma floresta fixa S, uma aresta f é chamada de internamente ativa se f € S e f é a
menor aresta no corte definido por si. De modo dual, uma aresta e é externamente ativa
se e ¢ S e e é amenor aresta no ciclo definido por e.

A atividade interna de S é o nimero de arestas internamente ativas que existem em
S, e a atividade externa de S é o numero de arestas externamente ativas em S.
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Teorema 2.2 (Defini¢do por meio da expansao em florestas geradoras maximais). Seja
G = (V, E) grafo com uma ordem total < em suas arestas. Entao

Te(z,y) = Ztiﬂiyj
4,3

onde t;; ¢ o nimero de florestas geradoras maximais com atividade interna i e atividade
externa j.

De fato este teorema parece muito diferente das defini¢oes anteriores, mas esperamos
que a demonstracao seja esclarecedora. Novamente serd mais facil mostrar que esta
definicao satisfaz as recorréncias da definicao indutiva, mas desta vez, vamos fazer uso
da unicidade, escolhendo especificamente uma aresta para iniciarmos a decomposicao.

Demonstragao. Definimos Pg(v,y) = >, t;z'y’ e vamos mostrar que esta definigao
satisfaz as recorréncias. A unicidade do polinomio de Tutte obtido por meio delas ird nos
garantir a igualdade Pg(z,y) = Te(x,y). Primeiro comegamos notando que, trivialmente,
Pg, (x,y) = 1 pois () é uma (e unica) floresta geradora sem atividades. Agora teremos
que:

(1) Se e é uma ponte, entao e € S para toda floresta geradora maximal S. E mais, e
¢ a unica aresta no corte definido por si, portanto é internamente ativa em todas
as florestas. Agora seja s;; o nimero de florestas geradoras maximais em G'\e com
atividade interna ¢ e atividade externa j. Fica claro portanto que:

Sij = t(it1);
onde t;; ¢ referente a G. Logo:

rPo\c(z,y) = Z Sijxiyj = Z t(i+1)jxi+1yj = Pa(z,y)

1] 1,J

(2) Se e é um lago, entdo e ¢ S para toda floresta geradora maximal S. E mais, e é
a Unica aresta no ciclo definido por si, portanto é externamente ativa em todas as
florestas. Agora seja s;; como acima. Fica claro portanto que:

Sij = ti(j+1)

Logo:
yPave(z,y) =y siyz'y) =Y tigeyr'y’T = Po(z,y)

Y] 0,

(3) Seja agora e a maior aresta por meio de < que nao é laco nem ponte. Seja s;;
referente a G\e e r;; referente a G/e. Vamos mostrar que s;; + r;; = t;;. Para
isto, considere S uma floresta geradora maximal em G com atividade interna i e
atividade externa j.
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Se e € S, entdao S — e é floresta em G\e se, e somente se, e é ponte. Logo
S — e nao é floresta em G'\e, e nao contribui em nada com s;;. Por outro lado,
S — e é floresta em G /e, e uma aresta é internamente ativa em S se, e s6 se, o
é em S — e, pois a e nao pode ser ja que ¢ maxima. Uma aresta também serd
externamente ativa em S se, e so se, o for em S — e, pois ¢ é maxima. Dai
toda floresta S contendo e contribui igualmente na contagem de ¢;; e de 75,
sem alterar s;;.

Se e ¢ S, entao S — e é floresta em G/e se, e somente se, e é lago. Logo S —e
nao ¢é floresta em G/e, e ndo contribui em nada com r;;. Por outro lado, S —e
é floresta em G'\e, e uma aresta é internamente ativa em S se, e s6 se, 0 é em
S —e, pois e ¢ maxima. Uma aresta também sera externamente ativa em S se,
e s se, o for em S — e, pois a e é maxima e nao pode ser. Dai toda floresta S
nao contendo e contribui igualmente na contagem de ¢;; e de s;;, sem alterar

Tij'
Mais ainda, nao ha outra maneira de realizar estas contribuicoes, pois, fixada a
aresta e, uma floresta ou a contém ou nao a contém. I
Corolario 2.2.1. O nimero ¢;; independe da ordem < introduzida nas arestas do grafo.
De fato, nao ha qualquer mencao a esta ordem na definicao do Teorema [2.1}

Corolario 2.2.2. Os coeficientes em Tg(z,y) = Z (z — 1)"E=A g — 1) s30 todos

ACE
positivos.

Pois assim claramente o sao na expressiao do Teorema [2.2]

2.2.2 Matrdides

As consideragoes realizadas sobre polinomio de Tutte se estendem trivialmente para
matréides, pois os conceitos de remocao e contracao de arestas e de posto e nulidade
sao trivialmente generalizados para matréides. Temos entao:

Definicao 2.2. Seja M uma matréide sobre um conjunto £ com posto r. Entao definimos
o polinomio de Tutte desta matréide por:

Ty(w,y) = Y (x = 1) Wy —1)n@
ACFE

Observe que, obviamente, se M(G) é a matrdide grafica associada ao grafo G, entao:
TM(G)(xa y) = TG(J;7 y)
Proposicao 2.7. Em geral, vale que:

Se GG é planar, com dual G*, entao:

Te(x,y) = To(y, x)



2.2 POLINOMIO DE TUTTE 30

Demonstracao. Lembramos que:
r"(A) = |Al+r(E—A) —r(E)
Logo:
r"(E)—r"(A)=|E|—r(E)— Al —r(E—-A)+r(E)=|E—-A|—r(F—A) =n(E - A)

Por outro lado:
n*(A) = |A| —r*(A) =r(E) —r(E - A)

Teremos entao que:

Ty (y, ) = D (y=1)" 77 W (@=1)m W = 3 (y—1)" A (1) E = E=A = Ty (2, )
ACE ACE

A dltima igualdade pois quando A percorre todos os subconjuntos de F, o mesmo ocorre
com E — A.
Para ver a segunda afirmacao, basta lembrarmos do Teorema que dizia que:

M(G)* = M(G¥) |

O leitor deve ter notado que ainda nao é possivel explicitar os polindomios cromatico,
de fluxo e de confiabilidade a partir do polinomio de Tutte. Este serd o objetivo da
préxima secao, mas antes apresentamos algumas avaliacoes do polinémio de Tutte.

2.2.3 Avaliacoes do polinomio de Tutte

A seguir, apresentamos alguns exemplos de avaliacoes do polinomio de Tutte. Nos

o), dafi 1l =1

momentos em que aparecem termos 0V, estamos querendo dizer x

=0 =0

(também com y no lugar de ).

Exemplo 2.1. Seja 7(G) numero de florestas geradoras maximais de G. Entao:
Te(1,1) = 7(G)

De fato, teremos que:
To(l,1) =Y 07O~ gntd)
ACE
Logo s6 sobrevivem os termos em subconjuntos que r(E) = r(A) = |A|. Mas esses serao

justamente as bases da matrdide, ou florestas geradoras maximais do grafo. O somatorio
vai contar 1 para cada um desses conjuntos, o que conclui.
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Exemplo 2.2. Seja 7(G) numero de florestas de G. Entao:
Te(2,1) = 7(G)

De fato, teremos que:

Z 1r )—r(A) On A)

ACE

Logo sobrevivem todos os termos em subconjuntos que r(A) = |A|. Mas esses serdo
justamente os independentes da matréide, ou florestas do grafo.

Exemplo 2.3. G = (V, E) grafo qualquer, entao:
T¢(1,2) = numero de subgrafos com mesmo posto que G

Se GG for conexo, este é o nimero de subgrafos geradores conexos. De fato, teremos que:

Z Or )—r(A) 1n A)

ACE
Logo sobrevivem todos os termos em subconjuntos que r(E) = r(A).

Exemplo 2.4. G = (V, E) grafo qualquer, entao:
Ta(2,2) = 2P

De fato, teremos que:

Z 1'r )—r(A) 1n A)

ACE

O somatoério vai contar 1 para cada subconjunto A C E, o que conclui.

2.3 INVARIANTE DE TUTTE-GROTHENDICK
2.3.1 Grafos

Nosso objetivo agora é apresentar uma definicao bastante geral que nos permita obter
os polinomios apresentados como casos particulares. Sempre utilizando a idéia da re-
corréncia na construcao do polinomio, vamos adicionar parametros. Observe:

Defini¢ao 2.3. Seja U : G — Zlz,y, «, 0, 7| denotado por Ug(z,y,a,0,7) o polinémio
universal de um grafo G numa classe de grafos G fechada com respeito a tomada de
menores, definido por meio dos fatos:

(i) Ug,(z,y,a,0,7) = a"
rUge se e é uma ponte
(i) Us =4 yUa\e se e é um laco
oUc\e +7Ug/e se e nao ¢ laco nem ponte
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A priori, ndo sabemos (1) nem se o resultado serd mesmo um polinémio (2) nem se
ele sera tnico, pois a ordem para desconstruir do grafo pode ser relevante. E claro que
por uma analogia ao polinomio de Tutte, somos levados a crer que estes temores sao vaos.
Mais que isso, vamos mostrar como obter Ug(x,y, a, 0, 7) a partir de Tg(x,y).

Teorema 2.3. Seja G grafo, Ty seu polinémio de Tutte, Ug seu polindmio universal
como acima. Entao, se 0 # 0 e 7 # 0, teremos:

Ug(l', Yy, «, o, T) = &R(G)Un(E)TT(E)TG (%7 g)

E mais, se I(G) denota o numero de lagos e p(G) o niumero de pontes, entao:
(A) Us(z,y, a,0,0) = alVOlgn(B)=I(@)47(2), 1(G)
(B) Ug(z,y,a,0,7) = Qi (G)FP(G) pr(E)=p(G) 1.p(G) n(E)

V(G p(G) o l(G) :
(C) Ug(z,y,,0,0) = { « Y se E(G) Cczn‘mste apenas de pontes e lagos
0 caso contrario

Observe que estamos encarando o e 7 como variaveis. A divisao efetuada é em certo
sentido simbdlica, ou entdo podemos imergir Z[x,y,a, o, 7] em seu corpo de fragoes.
Lembramos ao leitor que x(G) é o nimero de componentes conexas de G, r(E) é o seu
posto, ou seja, |V (G)| — k(G), e n(E) sua nulidade, i.e., |[E| —r(E).

Demonstra¢ao. Vamos mostrar por inducao no nimero de arestas de GG. Se GG nao tem
arestas, entao:

Dai or
Ug,(z,y,a,0,7) = a" = "o Ty, (—, Q)
T'o
por definicao em T, .

Agora fixamos uma aresta e qualquer em G. Por defini¢ao:

rUg\e se e é uma ponte
Uc =1 yUae se e ¢ um lago
oUg\e +TUg)e se e nao ¢é laco nem ponte

(i) Seja e uma ponte. Lembramos que neste caso:

. . TG Ly
Te(x,v) = tTe\e(x, v) implicando que Te\ (z,h) = %
entao, por hipétese indutiva:
Ug = 2Ug = 2 - a(E\)gn(@ (@, | (% 2)
T O
ar y
_ man(G)JrlO_n(E)Tr(E)flTG ( T o‘) — () gn(B) (), <%’ g)
ax/T T o

como queriamos.
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(ii) Seja e um lago. Lembramos que neste caso:

Te(r,n) = 9Ta\e(r, v) implicando que Te\o(x,h) = w
entao, por hipétese indutiva:
Ug = yUc\. =y - aX(@gn@ r@e) (% %)
_ @116 (5 8) e gni) ey, (42.4)
y/o T O

como queriamos.

(iii) Seja e nem lago nem ponte. Lembramos que neste caso:

TG(% U) = TG\@(X? U) + TG/@(% U)

entao, por hipétese indutiva:

Ug =0oUg\e+7Uq/e =

= 0aMC\ GG\ G (% Q) + rarGlGn(G/e) r(Gle T, <% Q)
T O T

o
= 5@ B LBV, (% E)
T O
4 (@) gn(E) r(E)-1 |:TG (% E) ~ T <% E)} _
T O T O
— oH@)gnB) r(B) T, (% Q)
T O

como queriamos.

Agora vamos mostrar (A), (B) e (C). Uma demonstragdo que garantisse a unicidade das
expressoes teria que utilizar o principio da indug¢ao no ntimero de arestas. Notamos que
nao haveria qualquer dificuldade em fazé-lo, mas seria longo pois haveria trés casos (aresta
sendo lago, ponte, ou nem um nem outro) para cada letra. A maneira que faremos, por
desconstrugao do grafo, nao garante a unicidade, pois desconstruiremos o grafo em uma
ordem especifica. Todavia, é uma forma que esclarece muito mais como tais expressoes
foram obtidas.

Comecamos observando que o formato terd que ser necessariamente monomial, pois
nunca haverd uma soma, por defini¢ao.

(A) Seja T floresta geradora maximal do grafo. Removendo todas as arestas que nao
sao lacos e que nao estdo em 7T, aparecera o termo o™(F)~U&)  Agora removemos as
arestas da floresta, todas pontes. Entdo teremos o termo z"(®). Removendo todos
os lacos, teremos y/(%). Sobrard justamente os vértices do grafo, daf teremos oV (!,
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(B) Seja T floresta geradora maximal do grafo. Removendo todas as pontes do grafo G
(obviamente contidas em T'), e teremos o termo 27(%). Nosso grafo agora é formado
por varias componentes conexas. Agora contraimos o restante das arestas de T', logo
aparecendo o termo 7"(F)=P(&)  Egte processo transformou cada componente conexa
em um unico vértice, possivelmente com lagos. Sao exatamente todas as arestas
que nao faziam parte de 7. Daf teremos o termo y™ ). O nimero de vértices é
exatamente o nimero de componentes conexas apés a remogao das pontes, ou seja,
teremos o*(@)+P(G),

(C) Se alguma aresta nao ¢ laco nem ponte, entao Ug = 0.Ug\ + 0.Ug/e. Se todas
sao lacos ou pontes, entdo a remocao dos lacos gerard o termo y" (%), a remocao das

pontes o termo :U”(G), e os vértices o termo alV(G)l :

Este teorema faz com que o polindmio universal herde as propriedades do polinomio
de Tutte.

2.3.2 Revisitando os polindmios cromatico, de tensao, de fluxo e de confiabilidade

E mais: com este resultado, o polinomio de Tutte é (quase) tudo que precisamos saber
para que obtenhamos os trés polinomios mencionados na primeira secao. Observe:

Exemplo 2.5. O polinomio cromatico é obtido a partir do polinomio universal fazendo
oz:/\,x:%,y:O,azleT:—l.

Exemplo 2.6. O polinémio de tensao é obtido a partir do polinomio universal fazendo
az—l,xz%,yzo,azleT:—l.

Exemplo 2.7. O polindémio de fluxo (sobre um grupo abeliano H) é obtido a partir do
polinémio universal fazendo o« = 1 (por vacuidade), t =0,y = |H| -1, 0 = —-1leT = 1.
Em particular, o polinomio de fluxo sé depende da cardinalidade do grupo, e nao da sua
estrutura. Por este motivo, se |H| = ¢, serd comum nos referirmos ao polinémio nao por

v (H), e sim por ¢ (q).

Exemplo 2.8. O polinomio de confiabilidade é obtido a partir do polinomio universal
fazendo o = 1 (por vacuidade), z = (1 —p),y=1,0=peT = (1—p).

Exemplo 2.9. Naturalmente, o préprio polinomio de Tutte é um caso particular. Obtido
coma =0 =7=1, x ey varidveis.
2.3.3 Formalizacao da idéia de invariante de Tutte-Grothendick

Introduzimos agora uma definicao com o objetivo de formalizar o que vimos a vista de
fungoes multiplicativas.

Definicao 2.4. Seja G uma classe de grafos fechada com respeito a tomada de menores.
Um invariante grafico f de G para um anel comutativo R com unidade é chamado de
invariante generalizado de Tutte-Grothendick ou T-G invariante se:



2.3 INVARIANTE DE TUTTE-GROTHENDICK 35

(1) f(Ey) =r, r elemento do anel.

(2) Existem a e b em R tais que para todo grafo G em G e toda aresta ordinaria (nem
ponte nem lago) e vale que:

f(G) =af(G\e) +bf(G/e)
(3) Para quaisquer G, H € G,se GUH € G e/ou G* H € G, entdo:
f(G)f(H)

r

HGUH) = f(G)f(H) e/ou f(G* H) =

onde LI denota a uniao disjunta, e * denota a uniao disjunta de dois grafos fazendo com
que um par determinado de vértices, um de cada grafo, se torne o mesmo na uniao. A
esta uniao *, daremos o nome de uniao concatenada.

Dizemos que (r, a,b) sdao os parametros do T-G invariante.

O teorema abaixo diz que o polinomio universal apresentado é essencialmente o inico
invariante de Tutte-Grothendick para parametros dados.

Teorema 2.4. Seja G classe de grafos fechada com respeito a tomada de menores. Seja
R anel comutativo com identidade. Seja f: G — R. Se existirem (r,a,b) € R tais que f
¢ um T-G invariante com tais parametros, entao:

F(G) = @) qrB) ), <E Q)
b a
onde f(P)=r*v e f(L) =1y, P= K, e L grafo formado por um vértice e um lago.
E mais, sejam r, a, b, xg, yo € R. Entao existe um tnico T-G invariante com parametros
(r,a,b) satisfazendo f(P) = r?zg e f(L) = ryo, e é dado pela expressao acima.

Demonstragao. Praticamente ja mostramos este teorema. Essencialmente, o que devemos
fazer ¢ mostrar que esta definicao de invariante de Tutte-Grothendick é a mesma do
polinémio universal. Para tal, observe que:

f(E,) = f(F1U..UE) = f(E)"=1r"

n vezes

Seja agora P = K,. Temos que se e é uma ponte em G, com Gy e GGy as componentes
conexas separadas por e, entao:

f(G) = f(Gy* PxGy) =
= BIG)FPIG) = ST (PG = GI(PIE\) =276\

e também, se e é um lago de G e L o grafo formado unicamente por um lago, entao:

£(G) = f(G\e x L) = - () F(G\e) = yf(G\)
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2.3.4 O polinémio universal para matréides

De modo bastante andlogo ao que fizemos até agora, poderiamos ter definido o po-
linomio universal para matréides, obviamente ignorando as consideragoes sobre ntiimero
de vértices, e usando a analogia entre as pontes e os lagos de um grafo com os colagos e
os lagos de uma matroéide. Entao teriamos:

Definigao 2.5. Seja U : M — Z[x,y, «, 0, 7] denotado por Uy (z,y, a, 0, 7) 0 polinémio
universal de uma matroide M numa classe de matréides M fechada com respeito a
tomada de menores, definido por meio dos fatos:

Unm, = a se My é a matréide definida no conjunto vazio.
rUnne se e é um colago
U =19 yUine se e é um lago

oUnne + 7Uprse  se e nao € lago nem colago

Teorema 2.5. Seja M matréide, Ty, seu polinémio de Tutte, Uy, seu polindmio universal
como acima. Entao, se 0 # 0 e 7 # 0, teremos:

Uss(e,p,0,7) = 0" P77 01y, (£, 1)

E mais, se [(M) denota o nimero de lagos e ¢(M) o numero de colagos, entao:
(A) UM($7 Yy,a, 0, O) = Oéo'n(E)_l(M)x"'(E)yl(M)
(B) UM (.CU, Y, &, 07 7—) = OéTT(E)ic(M)I‘C(M)yn(E)

M)y 1(M)

(C) Un(,y,,0,0) = { ‘ se E(M) consiste apenas de colagos e lagos

caso contrario

Definicao 2.6. Seja M uma classe de matréides fechada com respeito a tomada de
menores. Um invariante matroidal f de M para um anel comutativo R com unidade é
chamado de invariante generalizado de Tutte-Grothendick ou T-G invariante se:

(1) f(My) =r, r elemento do anel.

(2) Existem a e b em R tais que para todo grafo M em M e toda aresta ordindria (nem
ponte nem lago) e vale que:

(M) =af(M\e)+bf(M]e)
(3) Para quaisquer M, N € M, se M UN € M, entao:

f(IMUN) = f(M)f(N)

Dizemos que (r, a,b) sdo os parametros do T-G invariante.



2.3 INVARIANTE DE TUTTE-GROTHENDICK 37

Teorema 2.6. Seja M classe de matréides fechada com respeito a tomada de menores.
Seja R anel comutativo com identidade. Seja f: M — R. Se existirem (r,a,b) € R tais
que f é um T-G invariante com tais parametros, entao:

F(M) = ra"®p BT, <E, Q)
b a
onde f(C) =rx e f(L) =ry, C matrdide composta por um colago e L matrdide formada

por um laco.
E mais, sejam r, a, b, xg, yo € R. Entao existe um tnico T-G invariante com parametros

(r,a,b) satisfazendo f(C) = rxzg e f(L) = ryo, e é dado pela expressao acima.



CAPITULO 3

MATRIZES

Este breve capitulo sera dedicado a estabelecer alguns fundamentos da teoria de matrizes
sobre dominios de ideais principais, e em seguida apresentar a relagao entre matrizes,
grafos e matroides.

De fato, podemos olhar para um grafo, para a matréide grafica associada, ou para a
matriz de incidéncia do grafo. Muitas propriedades podem ser observadas em todos os
trés pontos de vista. Ocorre que certas argumentagoes podem ser mais faceis, a depender
da abordagem.

No final deste capitulo, vamos apresentar a demonstracao de um resultado classico
acerca da dualidade entre fluxos e tensoes (ou coloragoes) como aplicagdo dos resultados
do capitulo.

3.1 ALGUMA ALGEBRA LINEAR

Esta secao pode ser evitada por um leitor familiarizado com as nocoes de fatores invari-
antes e dualidade em matrizes sobre anéis.

3.1.1 Forma Normal de Smith

Seja R um dominio de ideais principais (DIP). Denotaremos por R* o conjunto dos
elementos invertiveis de R. Seja M € M,x,(R). Definimos o espaco de linhas e o
espago nulo (de colunas) respectivamente por:

p(M) ={yM :y € R™}
v(M) ={x € R": Ma" =0}
Lembramos que as operacoes elementares em uma matriz sao:
(i) Multiplicagao de linha ou coluna por elemento invertivel do anel.
(ii) Troca de posi¢ao entre duas linhas ou duas colunas.
(iii) Somar a uma linha (coluna) um miltiplo de outra linha (coluna).
Sao fatos notérios que:

Realizar um conjunto de tais operagdes em A é o mesmo que fazer P - A - @), onde
P e Mpum(R) e Q € My«n(R) sao certas matrizes invertiveis.

Da mesma forma, qualquer matriz do tipo P - A - Q, P e @) invertiveis, pode ser
obtida a partir de A por meio de tais operagoes.

38
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Estas operacoes nao alteram o posto de uma matriz, e mais, qualquer matriz B
obtida de uma matriz A por meio de tais operacoes é dita equivalente a A, e
denotamos este fato por A ~ B. Ou seja:

A=~ B & Existem P e () invertiveis tais que PAQ = B

Uma matriz é invertivel se, e somente se, o seu determinante é um invertivel do
anel.

A demonstracao destes fatos acima pode ser encontrada em qualquer bom texto de algebra
linear, mas sugerimos Eves [Eve66].

Lema. Se A ~ B, entao p(A) = p(B).
Demonstracao. De fato, note que:
{r-P-A-Q:zeR"}={y-A-Q:y€R"}
Basta que x = yP~!. Agora:
{y-A-Q:yeR"} —{y-A:yeR"}
ondey-A-Qr~ (y-A-Q)Q! é um isomorfismo natural de submédulos de R", porque

em particular o é no proprio R". I

Teorema 3.1 (Forma Normal de Smith). Por meio de operacoes elementares em linhas e
colunas, qualquer matriz M pode ser transformada em uma matriz composta por zeros a
menos de sua diagonal, onde aparecem os elementos dy, ..., d, tais que d; divide d;; ;. Estes
elementos sao denominados fatores invariantes e sao Unicos a menos de multiplicacao
por invertiveis. Convencionando que 0 é fator invariante de multiplicidade n — r, entao
considerando os n fatores invariantes dy, ..., d,, teremos a relacao entre os R-modulos:

R"/p(M) = @ R/d;R

Demonstracdao. Vamos mostrar a primeira parte por indugao. Se o posto é 0, nao ha
nada a mostrar. Suponha portanto que o resultado é valido para todas as matrizes de
posto r — 1, e seja M = ((a;;)) matriz qualquer de posto r, com m linhas e n colunas.

Suponha sem perda de generalidade que a;; # 0, caso contrario, fagamos operagoes
do tipo (ii) para que seja.

Se ay; divide ajo, use operagoes do tipo (iii) para zerar a posicao de ajo
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Caso contrario, seja d o gerador do ideal gerado por eles. Entao existem o e 7 tais
que:
110 + Q12T = d

Se ay; = day, 1 = 1,2, teremos ajo; — a1 = 0. Observe entao que:

ajp Q12 Q13 g —0s 0 0 d 0 a13
T (03] 0 0
0 0 1 =
0 0 1

Note também que a0 + as7 = 1, portanto o determinante da matriz usada para
multiplicar M ¢ 1, logo é uma matriz invertivel, dai obtida por meio de operacoes
elementares.

Repetimos o processo acima para os outros elementos da primeira linha, até que so
tenhamos o primeiro elemento nao nulo. Digamos, e;. Note que e; é gerador do ideal
gerado pelos elementos originais da primeira linha. Seja M; a matriz obtida. Observe
que M, é da forma:

Seja agora ey o gerador do ideal gerado pelos elementos da primeira coluna de M;. Re-
petimos o processo, obtendo uma matriz M, como abaixo:

Iterando este procedimento, vamos gerar uma sequéncia de e;s satisfazendo

(e1) C (e2) C (e3) C ...

Mas esta sequéncia estabiliza, uma vez que:
U(ei) ¢ um ideal, logo = (b)
i>0

pois estamos em um DIP. Mas entao é ébvio que (b) = (es) para algum s, implicando
que:
(61) C (62) C (63) C...C (65) = (€5+1> = ...
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Consideramos entao a matriz (supondo sem perda de generalidade s fmpar):

Mas vimos que e, divide todos os elementos z;s, dai por meio de operacoes elementares
do tipo (iii), obtemos a matriz:

M/

[
2
=

Agora observe que a matriz A tem posto r — 1. Em A, aplicamos a hipétese indutiva,
obtendo a matriz:

es | 0 0
0|92
M" = ~ M
: gr—1
0
0

Ainda nao acabou, pois nao sabemos se e,|go. Seja d gerador do ideal gerado por e5 e go €
seja e; = ed. Entao (olhando somente para as duas primeiras linhas e colunas), teremos:

(6 )= ) =(a77)= (0 ula )

Fazemos entao d; = d. Se g2(€)|gs, acabou - fazemos dy = go(€) € d; = ¢g; com ¢ > 3.
Caso contrario, repetimos o processo acima, definindo por dy o gerador do ideal gerado
por gs(€) e g3. Assim por diante, e teremos finalmente:

di 0 0
0 dy
M" =1 d ~ M
0
0

Para ver a unicidade, suponha agora que A ~ B. Seja M; o ideal gerado pelos menores
J X j de uma matriz M. Seja a; o gerador de A; e b; o de B;. Lembramos que o
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determinante ¢ uma fungao n-linear em linhas ou colunas, logo A; C B, e vice versa,
implicando a; = u.b;, v € R*. Olhando entao para A e uma matriz na forma de Smith
que seja equivalente a A, digamos S, onde s; ¢ o gerador de S}, sendo djy, ..., d, os fatores
invariantes de S, entao:

Q; u.5;

— J— / .
= =u.d;

aj—1 V.55-1

isto para qualquer S na forma de Smith e equivalente a A. Concluimos a demonstragao
da unicidade. Para uma matriz M, nos referiremos a sua Forma Normal de Smith por
FNS(M).

Por fim, considere o homomorfismo:

R"— R/(d1)® ...® R/(d,)

tal que (ry,..,r,) — (1 + (d1),....;mn + (dy)). O nicleo deste homomorfismo serdo
justamente os (rq,...,r,) tais que r; € (d;), mas isto nada mais é do que o conjunto
{y -FNS(M) :y € R™} = p(FNS(M)) = p(M). Finalmente:

R"/p(FNS(M)) = R"/p(M) = R/(dy) & ... ® R/(d,) :

Se por acaso R = 7, escolheremos os fatores invariantes para serem nao negativos. Se
R = R, entao tomaremos somente 0 e 1 como fatores invariantes.

A forma normal de Smith terda um papel fundamental para relacionar as definigoes
abaixo.

3.1.2 Dualidade de matrizes

Definicao 3.1. Duas matrizes M e M™* sao duais se o espaco de linhas de uma delas for
igual ao espaco nulo da outra, e vice-versa.

Definicao 3.2. Uma matriz é totalmente unimodular se todo subdeterminante for 0 ou
um invertivel do anel.

Dois comentérios acerca das definicoes acima. Nem toda matriz possui uma dual, e
ser totalmente unimodular nao é uma caracteristica invariante por operacoes elementares.
O teorema a seguir esclarecera estes fatos.

Lema. Seja M matriz sobre R. (1) Entao p(M)* = v(M), onde L indica o espaco
ortogonal com respeito ao produto interno usual. (2) Uma matriz M possui uma dual se,
e somente se, p(M)*t+ = p(M).

Demonstracao. Para (1), se (x,yM) = 0 para todo y € R™, entdao em particular vale
para
e; = (0,0,...,0,1,0,...,0) o 1 na i-ésima posigao, para todo i
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Isso diz que x ¢ ortogonal a todas as linhas de M, mas entao M - 27 = 0, concluindo que
p(M)* C v(M). Por outro lado, se x é ortogonal a todas as linhas de M = ((a;;)), com
y = (y1,-.-,Ym), entao aplicamos a linearidade do produto interno para obtermos:

(x,yM) = Zyz@, (@i1y ey i)y =0

concluindo que = € p(M)+, logo v(M) C p(M)*, e temos (1). Para a volta de (2),
observe que sempre podemos tomar uma matriz cujo espaco de linhas seja um dado
espago qualquer, no caso M* tal que p(M*) = p(M)*+ = v(M). Daf:

p(M)™ = p(M) = v(M)" =p(M) = p(M*)* = p(M) = v(M*)=p(M)
Para a ida; se M possui uma dual, digamos M*, entao:
p(M*) = v(M) e v(M*) = p(M)

Mas entao:
p(MYHE = v(MY*: = p(M*)* = v(M*) = p(M) :

Lema 3.1. Se M e M* sao duais, entao podemos efetuar operagoes nas linhas de am-
bas sem que este fato se altere. E mais, podemos conservar a dualidade ao efetuarmos
operacoes nas colunas de uma, desde que fagamos as operagoes duais na outra.

Por operagoes duais, queremos dizer que: (1) ao somarmos « vezes a i-ésima coluna
na j-ésima coluna de M, deveremos somar —a vezes a j-ésima coluna na i-ésima coluna
de M* (2) s6 podemos multiplicar colunas por elemento invertivel, e ao multiplicarmos a
i-ésima coluna de M por «, deveremos multiplicar a j-ésima coluna de M* por a~! (3)
se trocarmos duas colunas de lugar em M, deveremos trocar as mesmas duas colunas em

Mr.

Demonstragao. De fato, as operacoes nas linhas nao alteram nem o espaco de linhas nem
o espaco nulo. J4 as operagoes duais em colunas nao alteram a ortogonalidade das linhas
de M e M*, pelo lema acima, isso conserva a dualidade. I

Teorema 3.2. Seja M uma matriz sobre R, dominio de ideais principais. Entao as
seguintes condicoes sao equivalentes:

(1) M possui uma matriz dual.
(2) Os fatores invariantes de M sao 0 ou invertiveis do anel.

(3) M é equivalente a uma matriz totalmente unimodular.

Demonstracao. (1) < (2) Pelas operagoes elementares, coloquemos M na Forma
Normal de Smith. Suponhamos r fatores invariantes nao nulos. Observe entao que
p(M)*++ é exatamente o conjunto de todos os vetores cujas primeiras r coordenadas
sao arbitrarias, e as demais sao nulas. Mas entao p(M)*+ = p(M) se, e somente
se, os r fatores invariantes sao invertiveis do anel.
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(2) = (3) Basta considerar a Forma Normal de Smith de M.

(3) = (2) Pelo que vimos, os fatores invariantes d; de uma matriz M s@o justamente
d; = fi/fi—1, onde os f; sdo os geradores do ideal gerado pelos menores i X i da
matriz. Se a matriz é totalmente unimodular, entao os fatores invariantes nao nulos
serao invertiveis do anel.

Corolario 3.2.1. Dada uma matriz qualquer M, se M’ é uma matriz cujo espago nulo
seja o espaco de linhas de M, e M” é uma matriz cujo espaco nulo seja o espaco de linhas
de M’, entao M’ e M" sdo matrizes duais.

3.2 APLICACAO A COMBINATORIA

Nesta secao, vamos usar as ferramentas da secao anterior para estabelecermos relacoes
importantes entre matrizes, grafos e matréides.

3.2.1 Matrizes e grafos

Seja X = (V,E) um grafo dirigido. Seja C a familia dos ciclos (orientados) de X.
Introduzimos duas definicoes.

Definigao 3.3. A matriz de incidéncia vértice-aresta com sinal é uma matriz cujas linhas
sao indexadas pelos vértices de X e as colunas pelas arestas. Uma entrada da matriz é
—1 se o vértice for inicial da aresta, 1 se o vértice for final, e 0 caso nao haja incidéncia.
Denotaremos essa matriz por My,.

Definicao 3.4. A matriz de incidéncia ciclo-aresta com sinal é uma matriz cujas linhas
sao indexadas pelos ciclos, com orientacao, de X, e as colunas pelas arestas. Uma entrada
da matriz é —1 se os sentidos da aresta e do ciclo forem diferentes, 1 se forem iguais, e 0
se a aresta nao pertencer ao ciclo. Denotaremos essa matriz por MEC

Teorema 3.3. Dado X = (V, E) grafo dirigido, C' familia de ciclos, entao M}, ¢ total-
mente unimodular. E mais:

My e MS formam um par dual.

Demonstragdo. Comecaremos mostrando que M}, é totalmente unimodular por indugao.
Se s6 existe um vértice, o resultado segue. Agora suponhamos que ele seja valido para
todas as matrizes quadradas de ordem n—1. Considere entao uma grafo X com n vértices
ou mais. Tomamos uma submatriz quadrada de ordem n. Se alguma coluna é toda nula,
entao o determinante é 0. Se alguma coluna possui apenas um elemento, ele é 1 ou —1, e
o determinante serd + o determinante de uma matriz de ordem n— 1, e o resultado segue.
Se, por fim, todas as colunas tem dois elementos, entao somamos todas elas a alguma
coluna fixada, e teremos entao uma coluna nula, resultando num determinante igual a 0.
Logo MY ¢ totalmente unimodular para qualquer grafo.
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Sabemos entdo que M}, possui um dual. Vamos mostrar que p(ME) = v(M)). Isto
acabard sendo suficiente. Seja inicialmente:

v =y- Mg € p(Mg)
Vamos ver que MY - 2T =0, o que é equivalente a mostrar que:
(x,0) =0

para cada v fixado, onde v representa o vetor linha da matriz M), referente ao vértice v.
Consideremos entao C a familia de todos os ciclos do grafo X que passam pelo vértice v.
Seja z(e) a coordenada de x referente a coluna da aresta e e y(C') a coordenada do vetor
y referente ao ciclo C. Sejam e, e ec as coordenadas em MY e Mg referentes & aresta e
e respectivamente aos vértice v e ciclo C'. Observe entao que:

(x,0) = Z x(e).e,

eceE

Dai

<SL’,U>:Z Zy(C).ec €y

ecE \CeC

Ou simplesmente:

(x,0) = ZZy(C).eC.eU = Zy(C’).eC.ev

ecE CeC E'EEEC
Neste grande somatdrio, cada termo y(C') aparecerd exatamente duas vezes, uma para
cada aresta contida em C' e incidente a v, digamos e e f. Mas se e¢ = fo = 1 ou
ec = fc = —1, entao ambas estao no mesmo sentido, logo e, = —f,, pois uma terd
v como final e a outra como inicial. Da mesma forma, se ec = — fo, entao elas estao
em sentido opostos, e ey = fi,. Em qualquer caso, y(C') aparecera com sinais opostos.
Concluimos entao que:

(r,0) =0 paratodov = My -7 =0

Agora suponha MY - 27 = 0. Observe que z é um ﬂuxol] em X (possivelmente nulo
em algumas arestas). Vamos mostrar que este fluxo pode ser decomposto em uma soma
de fungoes que sao localmente tens()eﬂ em cada ciclo. Ou seja, elementos de p(M§E).
Faremos por indugao.

Primeiro: se o grafo sé possui um ciclo, entao cada fluxo possivel no grafo é uma
tensao neste ciclo, nulo nas demais arestas. Suponha que o resultado ¢é valido para todo
grafo com m ciclos ou menos. Seja um grafo com m + 1 ciclos, ¢ fluxo dele. Nosso

Definido no grupo abeliano identificado com o anel em qual estd definida MY,.
2Mesma observacao feita acima.
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objetivo é mostrar que existem funcoes fi, ..., frne1 1 E — R tais que f; é tensao do ciclo
C; e constante nula nas demais arestas, de modo que:

m+1

Y = Zfi
i=1

Consideramos entao e € E incidente a um ciclo Cy. Definamos f;, de modo que fi(f) =
o(e) para todo f € Cy. Afirmamos que ¢ — f; é ainda um fluxo. Com efeito, todo vértice
do ciclo perdeu e ganhou um fluxo de ¢(e), e nada aconteceu aos demais. Removemos
portanto todas as arestas do ciclo C). Nosso novo grafo terd entao m ou menos ciclos, e
portanto vale a hipotese indutiva. Se forem m, digamos que sejam f1, ..., fx_1, fxt1s - fm;
e o resultado segue ao adicionarmos fi. Se forem menos que m, entao definimos f; = 0
para todo ciclo C; que tenha sido destruido acidentalmente ao removermos as arestas de
Cy, e repetimos o argumento para o caso de m ciclos, encerrando.

Concluimos entao que p(M§) = v(MY). Para mostrarmos que p(My) = v(MS),
basta utilizarmos o fato que M}, tem dual, ou seja p(M})*++ = p(MY). Observe:

p(My) = p(My)* = v(Mp)* = p(Mg)" = v(Mg)

concluindo a demonstracao. I

3.2.2 Matrizes e matréides

O teorema a seguir associa dualidade em matrizes e em matrdides da maneira esperada.
Lembre-se que, dada uma matriz A sobre um dominio de ideais principais R, podemos
indexar as colunas da matriz, e os conjuntos de colunas dessa matriz que sao linearmente
independentes induzem os conjuntos independentes de uma matréide sobre os indices das
colunas. Dizemos que é uma matroide representdvel sobre o corpo de fragoes de R, a ser
denotado por IF, e denotaremos a matrdide associada a matriz A por M(A).

Teorema 3.4. Sejam A, A* matrizes duais sobre R, um dominio de ideais principais.
Entao M(A)* (dual da matréide M(A)) é igual a M(A*).

Lema 3.2. (1) Se A e B sao equivalentes por meio de operagoes elementares em linhas,
entdo M(A) = M(B). Se for possivel trocar duas colunas de posi¢do, entao convencio-
namos que o rétulo da coluna move-se com ela, e continuamos com M(A) = M(B). (2)
E mais, M(A) = M(X), onde X é uma matriz equivalente a A por meio de operagoes
elementares em linhas e troca de colunas, e é do tipo:

X = I, D = [1,|D]

onde r é o posto da matréide, I, a identidade de ordem r, e D uma matriz de tamanho
r X (n —r), onde n é o nimero de elementos da matréide.



3.2 APLICACAO A COMBINATORIA 47

Observe que a volta do item (1) em geral é falsa, mas vale para certos casos particu-
lares, o que veremos no final desta secao.

Demonstragao. Para (1), notamos que operagoes elementares de linha nao alteram as
relacoes de dependéncia entre as colunas. Para (2), basta observar que as operagoes de
linha mais a troca de colunas pode deixar qualquer matriz neste formato, com possivel-
mente algumas linhas nulas abaixo. Mas remogao de linhas nulas nao altera a matréide
definida nas colunas (desde que nao se trate da tnica linha, e neste caso I, = [ e D é a
linha nula). I

Lema 3.3. Temos que M([[,|D])* = M([-D"1,_,]).

A demonstracao do resultado é incluida por completude, mas encontra-se em Oxley

[Ox192].

Demonstracao. Seja M = M([I.|D]). Seja E = {ey,...,€r, €141, ...,,} 0 conjunto de de
indices sobre o qual M estd definida. Seja B base de M. Vamos mostrar inicialmente que
E— B é base para M([—DT|I,,_,]). Note que rearranjar linhas e colunas de [I,| D] provoca
somente o efeito de rearranjar colunas e linhas em [—DT|I,_,]. Portanto, sem perda
de generalidade, assumimos que B = {€,_111,€r 112, e, €, €141, -y Eop_y }.  Escrevemos
entao:

€1... €t Cry41.-.€ €Cpy1...€Cnp ¢ €Eop_p11...€p

]7”—1 0 Dl D2

0 It D3 D4

0D
I, | Dy

tem posto r pois B é base. Logo D1, e entao —D7T | tém posto r —t. A particao de [I,| D]
induz a particao a seguir:

A matriz:

€1... €t Cp_y11...€6 Cpy1...€20 ¢ €Cop_¢y41...€p

—Df —Dg I, 0
[_DT|In—T] -

_Dg _DZ 0 In7(2r7t)

Onde a submatriz correspondente a £ — B é:

& ==
—D3 | In—2r—)




3.2 APLICACAO A COMBINATORIA 48

Cujo posto ¢ exatamente a soma dos postos de I,,_(2,—¢) € —D7T | ou seja:
n—Q2r—t)+(r—t)=n-—r

Logo E — B é base de M([-D™,1,,_,]). E f4cil ver que toda base é obtida desta forma,
concluindo que de fato M([-D7,I,_,]) = M*. I

Lema 3.4. Temos que [—D?|I,_,] é uma dual para [I,.|D].

Demonstracao. Lembramos que estamos trabalhando sobre I, ou seja, todas as matrizes
possuem dual pois os fatores invariantes de todas as matrizes sao invertiveis. Seja y =
(yl, ...,yT). Seja D= [d1|d2||dn_,,«] Entao

ylr D = (1, sy, (y - o), oo (y - diy))
Agora:
(=D L] - s s (- i),y (y - dy)) T =
= ((—=di-y)+ (y-di), (=dz-y) + (y - d2), e, (—dry - y) + (y - duy)) =0
Isto mostra que p([I,|D]) C v(|[—-D*|I,_,]). Equivalentemente, se

[-DT|I,,_,] - 2" =0 onde z = (x4, ..., 7,),

entao
(=di - (1, .0s2)) + 2oy =0 = 20y = (di - (21, .0y 20)) Vi

Ou seja,

(1, ooy ) = (21, ooy ) [ D]
Temos entao que p([I,|D]) = v([-D*|I,,_,]). Por um argumento que j& vimos anterior-
mente, ao sabermos que estas matrizes ja possuem duais, teremos que:

(=D L)) = p([=D" [ Ls)) - = v([=D"In—s])™ = p([LID)F = v([L,ID]) |

Demonstracao do teorema. Consideramos os lemas acima. Comecamos entao com o par

dual A e A*. Observe que:

Queremos mostrar que M([—D7T|I,,_,]) = M(A*), e para isso, é suficiente ver que A* ~
[_D T|] n—r] :

Consideramos agora o lema , que diz que se tinhamos um par dual (A, A*) e
efetuamos operacoes elementares nas linhas e trocamos colunas de A para obtermos,
digamos, J, igual a [I,,| D] a menos de remogao de linhas nulas, entao as mesmas operagoes
levaram A* a uma B, digamos, de modo que (J, B) é um par dual. Agora:

M(A*) = M(B) pois A* ~ B

Considere entao J' igual a [—DT|I,_,]. Observe trivialmente que J’ ¢ dual de J. Resta
mostrar que as duas matrizes B e J', que sao duais da matriz J, sdo equivalentes por
operacoes elementares de linhas e troca de colunas. Primeiro notemos que B e J' tem
mesmo posto n — r. Seja B com dimensao m X n. E claro que m>n—r.
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Por operagoes elementares nas linhas de B, zeremos m — (n — r) linhas e as remo-
vamos.

Organizemos as colunas de B de modo que B = [B’|B,,_,], onde B’ tem dimensao
(n—1) xre B, tem dimensao (n —r) x (n — r), mas de modo que B,,_, tenha
posto n — r, logo seja invertivel.

Por um abuso de notacao, continuamos chamando de B a matriz oriunda das operacoes
acima. Sejat = n—r. Agora, sabemos que p(B) = p(J'). Seja {ey, ..., e;} a base candnica
do FF*. Considere a familia de vetores:

Sao exatamente as linhas de B. Eles pertencem a p(J’). O que sabemos a respeito da
matriz J' é que, se v € IF?, entao v.J’ possui n coordenadas, as ltimas ¢ sdo exatamente
uma cépia v. Sejam by, ..., b; as linhas de B;. Temos entao que:

(elB, ceey etB) = (le/, ceny btJ/)
Portanto:
B=D5B,_-J

mas a multiplicagao a esquerda por uma matriz invertivel sao operagoes elementares em
linhas, o que conclui a demonstracao. I

3.2.3 Matrizes, grafos e matroéides

Seja X = (V, E) multi-grafo nao dirigido. Introduzimos uma orienta¢ao completamente
arbitraria em X. O ultimo resultado desta secao associa a matrdide definida na matriz
MY, M(M}Y), com a matréide grafica associada ao grafo X, M(X). Note em particular
que no caso de um multigrafo-dirigido, se e é um lago no vértice v, a entrada na matriz
MY, correspondente a e e a v é definida como sendo 0.

Teorema 3.5. Temos simplesmente que:
M(X) = M(Mj)
para qualquer orientagao escolhida para X.

Demonstracao. Mostraremos que os circuitos das matroides sao exatamente os mesmos.
Considere um circuito em M (X), ou seja, um ciclo C' no grafo X, digamos determinado
pelas arestas {eq, ..., ex}. Sejam {c1, .., ¢t} as colunas associadas a estas arestas na matriz
Mg Seja a; = 1 se e; esta no sentido de C, a; = —1 caso contrario. Entao:

k

ZCLZ‘CZ‘ =0

=1
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Logo {cy, .., ¢} indexam vetores linearmente dependentes, portanto este é um conjunto
dependente na matroéide.
Agora seja {ci, ..., ¢} um circuito em M (M}Y,). Temos entao que:

Zaici =0

=1

para a;s todos nao nulos (é um dependente minimal). Portanto se alguma entrada de um
¢; ¢ nao nula, existe pelo menos um outro ¢; tal que a entrada na mesma posigao é nao
nula. No subgrafo induzido pelas arestas associadas {ey, ..., ex}, portanto, todo vértice
terd grau pelo menos 2, donde garantimos a existéncia de pelo menos um ciclo. Logo o
conjunto de arestas {ey, ..., ex} ¢ um dependente em M (X).

Temos portanto duas matroides em que todo circuito de uma é dependente na outra.
Em geral, quando isto ocorre, temos que elas sao a mesma matréide. Com efeito, suponha
que C, circuito de M, éigual a D', dependente de M’. Seja C' C D’ igual a D, dependente
de M. Entao:

C=D>2C"=D

Logo s6 pode valer a igualdade, pois um dependente contido num circuito é o préprio
circuito. Mas entao os circuitos das matréides sao os mesmos, implicando a igualdade
entre as matrdides. I

Fluxos e tensoes - dualidade Neste momento, os fluxos e tensoes considerados po-
derao ser nulos nas arestas.

Todas as observacoes feitas até agora nos permitirao deduzir, a titulo de aplicagao,
uma bela consequéncia acerca da estrutura de um grafo planar e seu dual. Ao longo
das argumentagoes abaixo, até o final desta secao, vamos supor que o anel R é o corpo
Z3 = {0,1,—1}. Certamente, nao haverd qualquer prejuizo na conclusao, e os resultados
anteriores permanecem, ja que todo corpo é um dominio de ideais principais.

O lema a seguir é a esséncia do que iremos mostrar. Ele serd re-utilizado no capitulo

D.

Lema 3.5. Um A-fluxo é exatamente uma escolha em A para cada elemento de uma
base fixada em v(M},). Uma A-tensdo é uma escolha em A para cada elemento em uma
base fixada em v(M§).

Observe que existe uma operagao natural entre um elemento de um grupo abeliano A
e um elemento de Zs = {0,1, —1}, com resultado no grupo em questao. E exatamente:

0:73xA— A
tal que o(1,a) = a, o(—1,a) =a™' e 0(0,a) = e.

Demonstracio. Consideramos uma base de v(M}), e operamos cada elemento da base
com um elemento em A. E ébvio que a “soma’em A dos novos vetores ainda serd um
A-fluxo. E mais, todo fluxo podera ser escrito, e de maneira tnica.
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Mostraremos brevemente por inducao, porque essencialmente é uma repeticao de um
argumento ja utilizado. Se sé ha um vetor na base, s6 havera um ciclo no grafo, e portanto
todo fluxo no grafo serd uma escolha de um valor para este ciclo (que pode mudar de sinal
a cada aresta a depender da orientacao delas). Se existem m vetores na base, fixamos
um vetor e uma entrada deste vetor referente a uma aresta, e operamos este vetor com
os outros da base de modo que este passe a ser o uUnico vetor que tenha esta entrada
nao nula. Estabelecemos que este vetor estd associado ao valor do fluxo nesta aresta,
e pensaremos no fluxo ao longo do ciclo (com sinal) induzido pelo vetor como sendo
constante igual ao valor na aresta. Entao removemos as arestas incidentes somente a este
vetor, e subtraimos do fluxo das outras arestas do grafo o fluxo no ciclo associado ao
vetor removido. Aplicamos a hipdtese indutiva e voltamos ao grafo original, concluindo
a argumentacao.

Para ver a segunda parte do lema, vamos considerar a identificacao natural entre
tensoes e coloragdes. Uma base de v(M§) é uma base de p(M}Y). Os vetores de p(M})
tem uma entrada para cada aresta, e cada entrada é o gradiente de uma Zs-coloragao
(0, 1 ou —1) nos vértices incidentes a aresta. Se s6 existe um vetor na base, entao toda
coloragao gerard essencialmente uma tnica tensao (em Zs), dai poderemos escolher um
valor em A para esta tensao. Como toda tensao é oriunda de uma coloragao, temos o
caso base. Suponha agora m vetores na base e m Zs-coloragoes que geram estes vetores.
Escolhemos uma, ¢, e facamos com que possua um vértice colorido somente por ela.
Removemos os vértices coloridos somente por esta, gerando o grafo X\c. Aplicamos a
hipotese indutiva. Voltando a X, seja uma A-tensao qualquer. Serd a soma de uma
A-tensao em X\c e uma em X que obedega as cores de ¢. Mas temos |A| possibilidades
para esta tltima, pois certamente existe uma aresta em X que nao estd em X\c. I

Corolsrio 3.5.1. O ntmero de A-fluxos é |A[%® *ME) O nimero de A-tensdes é
|A‘dim I/(Mg)

Infelizmente, omitiremos a demonstracao do lema a seguir, crucial para a argu-
mentacao, pois depende de certa teoria acerca da representabilidade de matrodides, o
que foge ao objetivo deste texto. Sugerimos Oxley [Ox192] para a demonstracao deste
resultado.

Lema. Sejam A e B matrizes sobre Zs. Se M(A) = M(B), entao A e B sao equivalentes
por meio de operagoes elementares em linhas e troca de colunas.

Teremos entao este resultado.

Teorema 3.6. Fixado um grupo abeliano A, existe uma identificagao natural biunivoca
entre os A-fluxos em um grafo planar e as A-tensées no dual, e vice versa/[]

Demonstracao. Sejam agora X = (V, E) e X* = (V*, E*) grafos duais (hd uma identi-
ficagdo canonica entre os elementos de E e E*). Sejam M(X) e M(X*) as matrdides

30Obviamente ndo é preciso fazer toda esta teoria para mostrar este resultado. Mas ja que o Corolario
nos sera util futuramente, achamos que seria interessante mostrar esta aplicagao.
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graficas associadas. Temos que:
M(My:) = M(X*) = M(X)" = M(Mg)* = M((Mg)")

Se as matréides sdo iguais, e como as matrizes M Y. e (MY)* tem entradas em Zs, temos
que essas matrizes sdo equivalentes. Agora observe que (MY )* = M§.

Sendo equivalentes, elas possuem o mesmo espaco de linhas e principalmente o mesmo
espago nulo, donde concluimos:

v(My.) = v(Mg)

Entao, fixando uma base para este subespaco, uma escolhaﬁ em A para cada elemento
desta base vai identificar as tensoes por um lado com os fluxos pelo outro. Por questoes
de dualidade na argumentacao, concluimos também o “vice versa’. I

4Usando o Lema



CAPITULO 4

CONTANDO ORBITAS DE ACOES DE GRUPOS

Neste capitulo, vamos introduzir polinomios para contar o nimero de o6rbitas na acao de
um grupo sobre um grafo e uma estrutura adicional, como uma coloragao, um fluxo, ou
uma tensao. Vamos nos basear essencialmente em Cameron [CJRO§] e Rudd [Rud10].
A ferramenta fundamental a ser utilizada neste capitulo serda o lema de contagem de
orbitas, resultado classico em Teoria de Grupos. Também usaremos fortemente a teoria de
matrizes apresentada no capitulo anterior. O ponto alto deste capitulo é a introducao de
uma definicao apropriada para um polinémio de Tutte que capture as simetrias do grupo,
o que ocorrera por meio da adicao de novas variaveis. Mostraremos que esta definicao se
especializa corretamente para um polindmio cromético orbital ou um polinomio orbital
de fluxo.

Nao abordaremos neste capitulo aspectos relacionados ao Indice Ciclico de um Grupo,
tipo de polinomio definido em grupos. Em particular nao estaremos interessados na teoria
de Polya, que também diz respeito a enumeracao de simetrias. Para mais informacoes a
respeito deste tema, sugerimos [Lin&1]. Como aponta Cameron em [CJROS§|, apesar de
existir uma definicao sugerida por ele préprio que generaliza simultaneamente o polinomio
de Tutte convencional e o indice ciclico de um grupo, nao é conhecida relacao entre o
polinémio que apresentaremos neste capitulo e este polinomio definido em grupos.

Neste capitulo, utilizaremos G para denotar um grupo e X para um grafo.

4.1 POLINOMIO CROMATICO ORBITAL

Seja G um grupo de automorfismos de um grafo X, e seja £ um inteiro positivo. Nosso
objetivo é contar o nimero de érbitas da acao do grupo G nas k-coloragoes de X. Ou
seja, sempre que uma coloracao puder ser obtida de outra por meio de um automorfismo
do grafo, elas estarao na mesma Orbita, e as contaremos somente uma vez.

Para usar o Lema de contagem de érbitas apresentado no capitulo 1, precisamos obter
fix(g) para cada g. Ora, uma coloragdo f é fixada por g se, e somente se, todos os vértices
em cada drbita de g (visto como automorfismo do grafo) tiverem a mesma cor. Agora,
se alguma Orbita de g possui vértices vizinhos, entao nao existe coloragao possivel fixada
por g. Caso contrario, denotaremos por X, o (multi-)grafo em que cada drbita de g foi
contraida a um 1nico ponto. E imediato observar que o numero de k-coloragoes fixadas
por g é exatamente o niimero de k-coloracoes em X, que ja sabemos ser igual a xx, (&),
o polinémio cromético do grafo X,.

Teorema 4.1. O nimero de érbitas de um grupo GG em k-coloracoes de um grafo X é
denotado por:

Ox ¢ (k)

Isto ¢ um polindémio de grau n e coeficiente dominante 1/|G|.

23
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Demonstracao. Temos, pelo Lema de contagem de érbitas, que:

%M%ﬁZmW

geG

Dai obviamente temos que trata-se de um polinémio. O grau desse polinomio é o maior
dentre os graus dos xx, (k), mas o grau de cada um desses ¢ o niimero de vértices em X,.
Ora, este nimero é maximal quando ¢ é a identidade, ou seja, quando nao hé qualquer
contragao. Sera exatamente n. Isto conclui a demonstragao. I

Exemplo 4.1. Por argumentos simples de contagem, mostra-se que:

OX sy (F) = xx (k)

0.0 = (1)

0% (k) = k(k — 1).'1'(<Jk| —n41)

05,5, = (") = ()

4.2 POLINOMIOS ORBITAIS DE FLUXO E DE TENSAO

Para simplificar a notagao, vamos denotar a acao de um elemento g sobre um elemento
X por:
g(x) = a*

Seja G um grupo de automorfismos agindo em um grafo X. Seja ¢ € G. Seja
f: E — A, grupo abeliano. Entao definimos que ¢ age sobre f da seguinte forma:

fo—=w)? = fv?

TS wd You — f(w! =)

a depender de qual a orientacao da aresta entre os vértices v9 e w9 .

Observe que esta funcao f pode tanto ser uma tensao como um fluxo. A contagem das
orbitas dessas estruturas, fluxos e tensoes, nao é simples. Apesar de haver uma estreita
relagao entre tensoes e coloragoes, como vimos no capitulo anterior, uma tensao fixada
por um automorfismo g pode nao ser o gradiente de uma coloragao fixada por este mesmo
automorfismo. Por exemplo, considere o grafo ciclico C,, e g uma rotacao que manda cada
vértice num vizinho. Suponha que a € A é tal que n.a = 0. Agora orientemos todas as
arestas de C,, no sentido da rotagao, e atribuamos o valor f(e) = a para toda e € E(C,,).
Observe que f é uma tensao, fixada por g. Por outro lado, a coloracao associada a f
serd fixada por g se, e somente se, a = 0 (o que, em particular, nem faz parte da nossa
defini¢ao de tensao - e a coloragdo associada nem prépria seria).

O teorema a seguir caracteriza o nimero de orbitas de G em fluxos e tensoes.
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Teorema 4.2. O nimero de 6rbitas de G em fluxos e tensoes de um grafo X com valores
num grupo abeliano finito A sao dados respectivamente por:

O§7G(a1,...,an> € O;(’G(Oélj’an)

onde O% . e O%  sdo polindémios em n varidveis zy,...,&,, € 0s @; sao o nimero de
solugoes da equacao i.a = 0 no grupo abeliano A.

A demonstracao deste teorema seguird mais adiante, apds falarmos do polindmio
orbital de Tutte.

4.3 O POLINOMIO ORBITAL DE TUTTE

Nesta secao abordaremos um dos pontos altos desta monografia. Nosso objetivo serd
apresentar uma versao generalizada do polinomio de Tutte, na tentativa de capturar
as simetrias do grafo descritas por um grupo de automorfismos no proprio polinémio.
Seguiremos basicamente Cameron [CJROS)].

Dada uma matriz M com n colunas, definimos um automorfismo de M como sendo
um automorfismo do médulo livre R™ que preserva os espacos de linhas e de nulidade
de M. Obviamente, se M possui dual M*, elas terao os mesmos automorfismos. Todo
automorfismo ¢ portanto pode ser representado por uma matriz n X n, que chamaremos
naturalmente por g. Definindo 1, a matriz identidade de tamanho n, introduzimos as

seguintes notacoes:
M . M*
Mg(9—1n> Mg(g—ln)

Introduzimos ainda mais notagoes. Para S C E = [1,...,n], N matriz com n colunas
indexadas por E, N[S] serd a submatriz de N composta pelas colunas de indice em S.

Fixado um elemento r € R, a classe de associados de r é o conjunto {ru : u € R*},
onde R* sao os invertiveis do anel. Observe que as classes de associados particionam
o anel R. Definimos por I o conjunto das classes de associados. Definimos entao dois
conjuntos de variaveis, que tomam por conjunto de indices o conjunto I:

{z,:ve€l}e{z; 1€}

Observe que os 18 sao subconjuntos de R. Convencionamos que x, = x, se r € 1, classe
de associados de r.

Para uma matriz N, sejam dy, ..., d, seus fatores invariantes, inclusive com os zeros.
Definimos:

z(N) = Ha:dj ex"(N)= H:cflj
=1 j=1

Finalmente podemos definir o polinomio orbital de Tutte. Vamos assumir que M e
M* é um par dual a partir de agora.

Definicao 4.1. Seja GG grupo de automorfismos finito da matriz M. Entao o polinomio
orbital de Tutte da matriz é:

OT(M:G) = 2 30 3w, L [E\S)

geG SCE
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Observe naturalmente que o polinémio orbital de Tutte de um grafo X = (V, E) sera
o polinémio orbital da matriz M. Para motivar a definigao acima, observe os teoremas
abaixo.

Teorema 4.3. Se G é o grupo trivial, entdo 0T(M; G) envolve somente xg, z1, x§ € x7.
Fazendo x1 = 2] =1, 20 =y — 1 e 1y = © — 1, entao temos o polinomio de Tutte da
matrdide associada a M.

Demonstracdo. Se G € trivial, as matrizes M e M* possuem como fatores invariantes 0 e
1 (pois sao dualizaveis). Por outro lado, r(5), posto de S, é exatamente a multiplicidade
do fator invariante 1 em S. Teremos:

OT(M: G) = 3 a(M[S])a* (M*[E\S])

SCE

Mas
IE(M[S]) _ CL,Bnult. de Oxrlnult. del _ (y . 1)n(S)

e também:
x*(M* [E\S]) _ (xs)mult. de O(xi)mult. de 1 _ (Z’ _ 1)” (E\S)

Mas n*(E—S)=|E—-S|—r*(E-S)=|E-S|-[r(E—(E—-98))—r(E)+|E-S|] =
r(E) — r(S) concluindo a demonstragao. I

Consideramos agora o grafo dirigido X com n arestas, e sua matriz de incidéncia
vértice-aresta M),. Um automorfismo de X é representado por uma matriz g de dimensao
nXxn em que a entrada (e, €’) é 1 se 0 automorfismo manda e em €’ sem inverter orientagao,
—1 se inverte, 0 no caso em que e nao vai para €. Lembramos que fixado nosso grupo
abeliano A, a; é o nimero de solugoes da equagao iz = 0 em A, onde ¢ é um inteiro.

Teorema 4.4. Seja X = (V,E), M = M}, sobre Z, G grupo de automorfismos de X.
O polinémio orbital de Tutte 0T(M; G), ao fazermos as substitui¢oes z; = a; e zj = —1
para todo 7, € o nimero de G-6rbitas em A-fluxos de X. A substituicao z; = —lex! = o,
¢ o numero de Orbitas em A-tensoes.

Demonstragao. Observamos inicialmente que z(M,[E]) é o ntimero total de A-fluxos (pos-
sivelmente nulos em algumas arestas) fixados por g. Temos que x € A™ é fluxo se, e
somente se, M - 2T = 0. E fixada por g se, e somente se, g - 27 = 27. Logo z ¢ um fluxo,
e fixado por g, se, e somente se:

M - zT 0
. T: p— =
Mg -z (g_xT_I.xT) (xT_xT> 0

Operacoes elementares em linhas e colunas de M, nao alteram o nimero de solucoes.
Com efeito, as operacoes em linha nem alteram as solugoes, ao passo que uma operacao
o em colunas transforma a solucao x em - 0™ .

Considere entao a matriz M, na forma normal de Smith, com fatores invariantes

{d,...,d,} e 0 com multiplicidade n — r. Entao o nimero de A-fluxos fixados por M, é
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o niimero de solugoes de FNS(M,) - ¥ = 0. Mas z = (2, ..., x,) é solugdo desta equagao
se, e somente se, djz; = 0 para j = 1,...,r, com x,4; até z, livres. Ou seja, o numero de
solugoes sera:
gy Ay --0g, 0 = x(M[E])
Agora vamos olhar para o que ocorre quando temos S C E. Seja 6(S) o nimero de

fluxos fixados por g que se anulam em todas as arestas fora de S, e ¢(S) o numero de
fluxos fixados por ¢ que se anulam exatamente nas arestas fora de S. Temos que:

por um argumento igual ao do pardgrafo anterior, apenas restringindo para a matriz
M,[S], fazendo com que os fluxos x recebam 0 nas entradas correspondentes as arestas
em I — S. Pelo principio da Inclusao e Exclusao, teremos que:

S(E) =) (~1)"lg(s)

SCcFE

Mas (—1)"7151 = 2*(M?[S]) se 7 = —1 para todo i.
Pelo lema de contagem de orbitas, o ntimero total de érbitas da acao de um grupo
em uma estrutura é:
Z 1fix(g)

gGG

Teremos entao:

ZZ nIlg(s :%ZGZ #(M[S])

gEG SCE

Para ver a parte da tensdo, lembre-se que (MY )* = M§, e que MS - 27 = 0 se, e somente
se, x é uma tensdo (possivelmente nula). O restante do argumento é basicamente o
mesmo. I

Generalizando o teorema acima, teremos:

Teorema 4.5. Dado grafo X, grupo de automorfismos G. Seja ¢,, o numero de orbitas
na acao de G sobre A-fluxos nao nulos em exatamente n — m arestas de X. Seja 7, o
numero de érbitas na agao de G sobre A-tensoes nao nulas em exatamente n —m arestas
de X. Entao:

a) ngmmm:OT(M;G), com x; =q; e xf =x — 1.

m=0

b) Zmem:OT(M;G), comx; =z —1exf=q.

m=0
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Demonstracao. Para mostrar (a), observe que o papel das varidveis z} foi considerado na

equacao:
O(E) =Y (=1)"lo(s)

SCE

S6 que agora queremos determinar fluxos nao nulos em um conjunto 7' fixo, entao este T
entra no lugar de F. Teremos entao:

o(T) =Y (~1)"le(s)

ScT

Teremos entao:

mznjo%xm Z S o(1)am T = Z S Y (1) TIslg(g)pnlTl -

geG TCE geG TCE SCT
Z Z Z IT\ IS] pn=IT1 —
geG SCE oS

S| n— |8 B B
SRR ()
gGG SCE
EDIPIUCICEIVETD DPSECACHENEIAE)
gGG SCE gEG SCE

A demonstracao de (b) segue exatamente da mesma forma, a partir da observagao que
j4 fizemos quanto a dualidade entre M}, e M§. I

Sobre as coloragoes, infelizmente o polinomio de Tutte apresentado neste formato nao
nos permite considerar coloragoes em grafos nao conexos. Observe o teorema abaixo.

Teorema 4.6. Seja X = (V, E) e denotamos M}, = M. O nimero de k-coloragoes em
um grafo qualquer X fixadas por um automorfismo g é:

9y (M M,15])

fazendo z; = —1, z§ = k, f = 1 se i > 0. O termo ¢/(g) indica o nimero de ciclos de g
no conjunto dos componentes conexos de X.

Para a demonstracao, sera necessario que nenhum elemento do dominio R seja aditi-
vamente ciclico. De fato, nao ha nenhuma perda de generalidade em supor que R = Z.
O lema a seguir ¢ de fundamental importancia.

Lema. Para qualquer S C F, fixado um automorfismo g, vale que:

c(g) + n(Mg[S]) = c(g)

onde ¢(g) é o nimero de ciclos de g nos vértices do grafo.
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Demonstracao do lema. Vamos omitir os argumentos [S], indicando que as consideragoes
valem para qualquer S. Seja gF a matriz (com sinais) que representa a permutacio das
arestas de F induzidas por g, que nesta notagao sera visto somente como automorfismo, e
seja gV a matriz que representa a permutacao nos vértices em V. Como ¢ é automorfismo
do grafo, é trivial observar que:

9 M=M-g" & (¢ =1)-M=M- (4" 1)

Também é ficil ver que (gv)T = (g_l)v, e que (gE)T = (g_l)E, portanto as igualdades
acima valem com matrizes transpostas. Agora observemos que cada ciclo da acao de g
corresponde a um bloco quadrado na matriz (¢" — I), onde a diagonal é composta por
—1s e cada linha e cada coluna possui exatamente um ntmero 1, o restante sendo O.
Observe que a soma de todas linhas é a linha nula, mas que a remog¢ao de qualquer uma
delas gerard um conjunto linearmente independente. Portanto estes blocos tem co-posto
1. Rearrumando a matriz, é facil ver que o co-posto de (g" — I) é a soma dos co-postos
destes blocos, em outras palavras:

Observe que o espago nulo de linhas (e niao de colunas, como até agora) de (¢" — I),
denotado por u(g" — I), é gerado por vetores que sao constantes em cada ciclo de g, e
que pu(M) é gerado por vetores que sao constantes em cada componente conexa do grafo.
Sejam {qi, ..., qx} os geradores de (M), onde k = k(G), digamos com entradas iguais a
1 em uma componente conexa e nulas nas demais. Dai:

Sex'(.gV_I>M:0, entéox'<gv—[) :Zazqz E,LL(M)

=1

Mas a soma das coordenadas de x - ¢V e x é a mesma em cada componente conexa,
implicando que a; = 0 para todo i (para toda componente conexa). Isto nos diz que
ul(g" — I)M] C u(g¥ —I). Por outro lado, é trivial observar u(g" —I) C u[(g" — I)M].
Portanto:

pllg" = DM] = u(g” —1)
Agora (¢¥ — I)M = M(g® — I), como ja foi observado. Voltando a tratar do espaco de
nulidade em colunas, temos:

v(My) =v(M*)Nv(g® — 1) = p(M)Nv(g® —1) =
={zM :2M((¢")" = 1) =0} = {aM :z € un[M((¢")" - I)]} =
={aM :zepn[((g") - DM} ={zM: 2z € u((¢")" - 1)}
Considere entao:
mepu((g")" = 1) — p(M)

tal que m(z) = M. O dominio é u(((gV)T — [)), o conjunto dos x tais que x é constante
em cada ciclo (em vértices) de g. O nucleo é u(M) U p(((¢")" — 1)), o conjunto dos z
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que sao constantes em cada ciclo e em cada componente conexa, ou seja, em cada ciclo
no conjunto das componentes conexas. Pelo teorema do ntcleo e imagem, teremos:

din(in(m)) = dim (u((¢")" = 1)) = c(g9) =nlg" — 1) = (g) = c(g) — (g)

E portanto:
c(g) = d(g) = dim(im(7)) = dim(v(My)) = n(My)

Agora vamos mostrar o teorema.

Demonstragao do teorema. Observaremos que o nimero de coloragbes (ndo necessaria-
mente préprias) fixadas por g é igual a k' @z* (M S15]) com as substitui¢oes do teorema.
Novamente, vamos omitir os argumentos [S].

Comecamos observando que, fazendo xf =k, 7 = 1 se i > 0, entao:

.Z'*(M;) — kn(M;‘)

Por outro lado, o niimero de coloracdes fixadas por g é k°9, onde ¢(g) é o ntimero de
ciclos de g nos vértices do grafo (pois temos k opgdes para cada ciclo). Queremos mostrar

entao que:
L€ (@) n(Mg) _ p.c(g)

Mas isto é equivalente a c/(g) + n(M;) = c(g), que jé vimos no lema.
Agora pelo principio da inclusao e exclusao, o nimero de coloragoes proprias fixadas
por g em E seré:

> (1) IR (M [S])

SCE

Mas (—1)""1¥1 = 2(M,[S]) se x; = —1 para todo i. Teremos portanto que o ntimero de
coloracoes fixadas por g seré:

KO a(My[S])a* (M,15))

SCE
como queriamos.

Podemos particularizar o teorema sem dificuldades para quando X for conexo:

Corolario 4.6.1. Se X ¢é grafo conexo, entao o nimero de érbitas de um grupo de
automorfismos G em k-coloragoes de X é:

k.OT(M;G)

fazendo x; = —1 para todo 7, =k, x} = 1se i > 0.
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Demonstracao. Basta notar que ¢/(g) = 1 para todo g (alids, esta é uma hipdtese mais
fraca), e portanto pode ser posto em evidéncia ao aplicarmos o lema de contagem de
orbitas. O ntmero total de érbitas da agao de um grupo em uma estrutura é:

1 :
1l Z [£ix(g)]
geG
Teremos entao para as coloragoes:
1 * *
€] Y kY a(M[S])z*(M;[S))
geG  SCE

Ou seja:

k.OT(M;G)
com as substituicoes do teorema. I

Observamos que no caso do grafo nao ser conexo, nao é conhecida uma maneira de
associar o numero de k-coloragoes com o Polinomio Orbital de Tutte.

4.3.1 Variaveis no polindémio de Tutte

Nesta secao, vamos mostrar qual condi¢ao necessaria para que uma variavel apareca em
nosso polinomio de Tutte. Sera novamente necessario o uso de algebra linear.

Mais alguma algebra linear Se M, Fj e F} sao R-moédulos, entao denotamos uma
sequéncia exata a direita de homomorfismos por:

FF25FSM-—0

e isto quer dizer que 7 é sobrejetora, e que im(¢) = nuc(w). Esta sequéncia é uma
apresentacdo de M se Fy e Fy forem livres (possuirem base). Observe que neste caso, o
homomorfismo ¢ pode ser representado por uma matriz m, e que im(p) = p(m). Mas
usando a propriedade universal de homomorfismos, teremos que:

M = Fy/nuc(m) = Fy/im(p) = Fy/p(m)

Também costuma-se dizer que a matriz m é uma apresentagao (livre) do médulo.
Por um fator invariante de um R-médulo M finitamente gerado, estamos nos referindo
aos fatores invariantes da matriz que é a apresentacao a seguir deste méodulo:

R" 5 RS M —0

onde n é a cardinalidade de um menor niimero de geradores de M, e m é a cardinalidade
do menor nimero de geradores de nuc(w). Isto significa, em particular, que:

M = R"/p(m) = P R/ (di)
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pelo teorema da forma normal de Smith. Em outras palavras, existe um isomorfismo
entre o médulo e a soma direta dos quocientes deste médulo por seus fatores invariantes.
Observe que podemos extrair os fatores invariantes nulos, e teremos:

M =R o R/(d;)
=1

Ou seja, todo médulo M se expressa como soma direta de um R-moddulo livre com um
médulo de torcadl]

Observe ainda que sobre um anel de ideais principais, todo médulo sem torcao e
finitamente gerado é um moédulo livre. De fato, a decomposicao deste modulo como
acima nao poderd conter elementos do tipo R/(d;). S6 restard portanto a parte livre.

Lema 4.1. Seja W um Z-médulo livre finitamente gerado, g um automorfismo de W de

ordem i. Seja [ a matriz identidade de tamanho conveniente. Entao os fatores invariantes
de W/(g — I)W sao 0 ou um divisor de 1.

Demonstracao. Seja
W/(g—1)W =Uy® Uy ; onde Uy é livre, e U; é de torgao

Os fatores invariantes do médulo livre sao todos nulos, entao vamos olhar para U;. Seja
Wy tal que w(W;) = Uy, onde 7 é a projecao W — W/(g — I[)W. Seja

Vi=W®Q

ou seja, W; com coeficientes em Q. Observe que um autovalor de g em V) é necessaria-
mente uma i-ésima raiz da unidade, pois:

g)=kv = (W) =kov=v = k=1

Suponha para efeito de derivar contradigao que 1 é autovalor, digamos com autovetor v.
Sabemos que um multiplo inteiro de v esta em Wj. Seja w este multiplo. Suponha que:

kw =0, ou seja, kw € (g — )W, digamos kw = (g — Iz
onde g - w = w. Entao teremos que:
kw = (¢* = g)a, kw = (¢° — ¢*)a, ... kw = (1 — g )z

Somando as equacgoes, teremos:
tkw =0

contrariando o fato que w pertence a um maédulo livre, no caso W;. Entao nao existe k
tal que kw = 0, implicando que w gera um sub-médulo livre de tor¢ao em Wy /(g — I)Wh,

1Um elemento v de um R-médulo M ¢é dito de tor¢do quando existe um r € R, nio divisor de zero, tal
que r.v = 0. E f4cil verificar que um R-médulo do tipo R/(d;) ¢ todo de tor¢ao, em particular, d;.7 = 0
para todo 7 € R/(d;).
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contrariando a hipétese sobre este médulo. Da igualdade ¢! — I = (g — I)(¢" ' + ... + 1),
temos que este segundo fator zera em Vi, e logo em Wj.
Agora considere o polinémio de coeficientes inteiros f(z) tal que:

(y+1) 4+ 4+1)—1

fly+1)= "

Chamando =z = y + 1, teremos:
fx)(z—1)=(2"+...+1)—i

Mas tanto g'+...4+1 como g— I anulam o médulo W, /(g—I)Wy, logo i também anula este
modulo, portanto os fatores invariantes do moédulo sao divisores de i, conforme queriamosl

De volta as variaveis

Teorema 4.7. Se a variavel x; aparece no polinomio orbital de Tutte, entao i = 0 ou ¢
é a ordem de um elemento de G.

Lembre-se que a variavel x; vai aparecer exatamente quando ¢ for um fator invariante
da matriz M,[S] para algum S C E, pois 2(My[S]) = [] x4,, onde dy, ..., d, sao os fatores
invariantes de M,[S].

Demonstracdo. Se ki, e i é ordem de g, entdo ¢/* tem ordem k. Dai precisamos mostrar
que ou 0 ou os divisores da ordem i de um automorfismo g sao fatores invariantes das
matrizes M, e M. Em outras palavras, isto significa dizer que:

7P | p(M,) e ZF [ p( M)

sao somas diretas de um maédulos livre com um médulo anulado por ¢. Olhando para o
primeiro, teremos:
77 [ p(My) = 2P [p(M) © 77 [ p(g — T

onde p(g — I) = Z\¥l(g — I) = (¢" — INZ'*!, lembrando ¢g" = g~ (logo mesma ordem).
Mas ZIFl /p(M) s6 tem Os e 1s como fatores invariantes (pois M é dualizavel), e:

Z7 /(g" - 1)z

estd no formato do lema da se¢ao anterior.

4.4 CONCLUSAO

De fato ainda nao hd muita literatura sobre este tema. O natural daqui seria apresentar
o que consta em Cameron [CK07] sobre raizes dos polinémios orbitais. Nao acreditamos,
todavia, que isso nos seria de grande acréscimo, uma vez que ainda nao ha uma teoria
bem estabelecida.

Acreditamos que é mais vantajoso apresentar uma segunda generalizacao do polinémio
de Tutte, e que segue em um caminho absolutamente diferente. Ampliaremos nossa
compreensao sobre o tema, e abriremos possibilidades para, no futuro, buscarmos uma
relagao entre os dois polinomios.



CAPITULO 5

POLINOMIO DE TUTTE EM VARIAS VARIAVEIS

Neste capitulo, vamos falar do polinomio de Tutte em multi-variaveis tratado por So-
kal [Sok05], e estudar as relagoes entre o polinémio de Tutte e modelos provenientes da
Mecanica Estatistica (obviamente muito mais interessados no polinomio de Tutte). Se-
guiremos em linhas gerais o que consta em Sokal [Sok05] e Bollobas [Bol98]. Nao ¢ claro,
como aponta Cameron [CJRO§|, se existe alguma relagao entre o polinémio de Tutte
em varias variaveis introduzido por Sokal e o polindmio orbital de Tutte apresentado no
capitulo anterior.
Neste capitulo, voltaremos a utilizar G para denotar um grafo.

5.1 O POLINOMIO DICROMATICO

Seja G = (V,E) um multigrafo. Comegamos introduzindo o polindmio dicromdtico
Za(q,v) pelas relagoes abaixo:

Q) Zp, =q¢", Vn>1
(ii) Za\e +vZg/e, ¥V e € E(G) (ponte, laco ou qualquer)

Veremos que trata-se de uma boa definigao. Com efeito, lembramos a Definigao [2.3] do
capitulo 2 desta monografia.

Proposicao 5.1. Este polinomio dicromético nada mais é do que o polindmio universal
calculadoem: a =¢q, 0 =1, 7=v, z=(q+v)/gey=1+.

Demonstracao. Quanto a «, o e 7, é 6bvio. Quanto a y, basta observar que se e é laco,
entdo G\e = G/e. Precisamos mostrar portanto que, se e é uma ponte, entao:

qtw

UG’\e - UG\e + UUG/e

Ou seja, que Ug\e = qUg/e. De fato, sejam G, e G5 as componentes separadas por e.
Entao relembramos as consideracoes sobre invariantes de Tutte-Grothendick no Teorema
2.6 Teremos que
Uae = Uq,Ug,
e que
UG1 UGQ
q
concluindo. I

UG/e =

64
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Com a unicidade do polinomio universal, sabemos que qualquer polinomio que sa-
tisfaca as relagoes na definicao do polinomio dicromatico s6 pode ser o proprio.
O polinomio dicromatico relaciona-se com o polinomio de Tutte da seguinte forma:

Zo(a,v) = Qv PTg (q s v)

consequencia imediata da proposicao anterior e do Teorema [2.3|
Equivalentemente, podemos escrever:

Te(z,y) = (x— 1)y — 1)V Zs((z - D)y — 1), (y — 1))

Ressaltamos que o polindmio croméatico apresentado no segundo capitulo desta mo-
nografia nada mais é do que este polinomio dicromatico calculado com v = —1 (o grafo
nao pode ter lagos).

Teorema 5.1 (Definigao alternativa).
Zola,0) = 3 o6
ACE
Demonstracao. Para efeitos de notacao, seja temporariamente
Za(g,v) &Y oMlgron
ACE

Observe:
(i) Trivialmente ZEn(q,v) =q".
(ii) Observe:

$ lgeCa) = §T MgrGa) ST g

ACE ACE\e AUe
ACE\e

O primeiro termo do lado direito é exatamente igual a Eg\e(q,v), pois k(G4) =

k((G\e)a) se e ¢ A. O segundo termo serd exatamente vZg/e(q,v), pois k(Ga) =
k((G/e)a) se e € A.

5.2 MOTIVACAO FiSICA - O MODELO DE POTTS

Seja G = (V, F) multigrafo e seja ¢ > 1 inteiro. Denotaremos o conjunto {1,...,q} C IN
por [g]. Definimos uma funcao:
w:V —q

como um estado do modelo de Potts com q estados em G. Denotamos w(z) = w,.
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Definimos a energia de uma aresta como sendo 0 se os estados nos vértices sao os
mesmos, e 1 se sao diferentes. Definimos o hamiltoniano, ou energia, de um estado w por:

Hw)= Y (1= 8ws,wy))

ryel

onde 0 é a funcao delta de Kronecker.

Fixado V e ¢, consideramos entao o conjunto de todos os possiveis estados, a ser
denotado por €2, e que é exatamente o conjunto de todas as possiveis fungdes V' — [¢],
ou seja, Q = [q]V. A medida boltzmanniana p : Q — R é dada por:

qﬁ(

e H(@)/kpT _ ~BH()

w)=-e"

onde kg é a constante de Boltzmann, T a temperatura absoluta do sistema e § a tempe-
ratura inversa, 3 = 1/kgT. A probabilidade do estado w é, portanto:

ng (w)

Pal(q, 3)

onde Pg é a funcdo de partigcdo, ou somatorio das medidas, e portanto:

Po(a,8) = u& () = > ng’(w)

weN

Nosso préximo resultado associa a funcao de particao acima com o polindmio di-
cromatico.

Teorema 5.2. Seja G = (V, E) multigrafo, ¢ € Z*, § € R. Entao:

PG(q7 ﬁ) = eimE|ZG(q7 U)
calculado com v = e? — 1.

Demonstracao. Seja ﬁ(q, B) = %P1 P5(q, B). Nesta notacdo, queremos mostrar que:

P(q,B) = Zg(q,v) com v =€ — 1

Isto significa mostrar que P(q, 3) satisfaz (i) e (i) da definicao do polinémio dicromético.
Observe:

(i) Se G = E,,, entdao H(w) =0, e daf:

P(q, 8) = e"Pg(q, B) = Py " e ) = 0N "0 = g = Zp, (q,0)

we weN
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(i)
_ﬁ(q7 B) = 66|E‘ Z e_BH(w) — eﬂ‘El Z 6(7ﬁ21y€E(176(wI:wy))) —

weN we
Z BIE+B(E syen dwawy))—BIEl _ Z H B8 (wawy)
weN weQ zyek
=> [T @+t =37 TT (1 +vdlwn,w,)
weQ zyel weQ zyek

Seja e uma aresta entre a e b, que podem ser o mesmo vértice. Vamos dividir a
soma entre os estados w tais que w, = wp e os que ocorre a diferenga. Teremos

entao:
_ Wa=Wp WaFWh
P(g,B) = (1+v) Z H (14 vd(ws, wy)) + Z H (1 + vé(wg, wy)) =
weQ zyeFE\e weN zyeFE\e
Wa=wp WaFWp
= Z H (1 +v(wy, wy)) + Z H (1 + vo(wy, wy))+
we) zyeE\e weN zyeFE\e
Wa=wp
+v Z H 1+ v(wy, wy)) =
we zyeE\e

= Peretas) + vPase(q, B)

pois quando contraimos a aresta e, é exatamente a mesma coisa que considerar o
produto nas outras arestas dos estados que igualam nos vértices incidentes a e.

O que acontece se a energia nas arestas nao for somente 0 ou 1 mas puder assumir
qualquer valor? Seja J. a energia na aresta e se os estados nas extremidades forem
diferentes, e 0 se forem iguais. O hamiltoniano é portanto:

H(w) = Z (Je - Je5(wx7wy))

ry=eck
onde w: V — [g]. E como antes, consideramos a medida boltzmanniana:

QﬁJ( —BH(w)

W (W) = o

onde J é a nossa notagao para o conjunto (ordenado) composto por todos os J.. A fungao
de particao, portanto, sera:

Pa(q, 8,.7) =Y ug™ (w)

weN
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Teorema 5.3. Para um inteiro ¢ > 1, teremos:

Po(q,5,J) = e P(ZeerJe) Z H (14 ved(wy, wy))

weN xy=e€k
onde v, = e#’e — 1.

Demonstrag¢ao. Argumentaremos como ja foi feito na demonstracao do teorema anterior.
Ao longo destes calculos, = e y representarao os vértices incidentes a uma aresta e.

P (Xeer ) Z e BHW) _ B(Teere) Z o B(Zeen(e=Ted(wewn)))

we weN
— A(Teere) Z o B(Xeer Je)HB(Tecp Jed(wrwy))) —
weN
_ Z B (Zeer Jedlwswy))) Z H BIeb(wawy) _
we weN eck
=3 I+ v ) =3 T+ ved(wa,wy))
weN eck weN ec

Essa igualdade nos motiva a estender a definicao de polinomio dicromatico, o que
faremos na préoxima secao. Por ora, um breve comentario acerca de convencoes utilizadas.

5.2.1 (Re)-definicdes, nomenclaturas e convencoes

Sokal [Sok05], e o que parece ser a convengao adotada na fisica, exibe as defini¢oes
trabalhadas até agora com uma mudanca de referencial. A energia em uma aresta é
considerada 0 se os estados sao diferentes, e —J, se sao iguais. Permanece a definigao da
medida boltzmanniana, mas observe que o novo aspecto do hamiltoniano sera:

Hw)= Y (—Jeb(wa,wy))

ry=eckE
Neste sentido, o Teorema [5.3]| toma o seguinte aspecto:

Teorema 5.4.

Pe(q, 8, J) = Z#gﬁyj(w) = Z H (1 4 veb(wg, wy))

we weN xy=e€ck

Também introduzimos a nomenclatura convencional por questoes de completude.
Uma energizacao nas arestas é chamada de ferromagnética se os J. sao todos iguais
e positivos. Neste caso, ela favorece estados iguais nos vértices, no sentido em que a
probabilidade:

pg™ ()
PG q, /67 J)
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¢ maior quando os estados w sao tais que vértices vizinhos assumem mesmos valores
(portanto energia minima nas arestas, ja que —J, < 0). Neste caso, teremos v, > 0.

A energizagao é chamada anti-ferromagnética se os J. forem todos iguais e negativos,
e entao teremos v, € [—1,0]. Por fim, a energizacao é ndo-fisica se os v, < —1, pois neste
caso os pesos podem ser negativos.

Doravante, vamos considerar as definicoes apresentadas nesta subsecao, salvo menci-
onado o contrario. Observe que o polinomio cromatico, ja mencionado no capitulo 2, e
revisitado ao final da se¢ao anterior, ocorre quando v, = —1 para todo e. Isto ocorre
para qualquer J, < 0 com (3 — 00, ou seja, é o limite da temperatura absoluta zero do
modelo de Potts anti-ferromagnético.

5.3 MULTI-VARIAVEIS - ABORDAGEM EM GRAFOS

Estenderemos a definicao alternativa apresentada no Teorema [5.1| atribuindo um peso v,
para cada aresta.

Definicao 5.1. Seja G = (V, E). O Polinomio de Tutte em multi-varidveis é definido

por:
Zalg,v) =Y q" V] ve

ACE ecA

onde v = {v.}eep.

O Teorema a seguir associa esse polindmio em varias variaveis a funcao de particao
do modelo de Potts com energia qualquer.

Teorema 5.5 (Devido a Fortuin-Kasteleyn). Considerando w : V' — [q], e Q = [q]",
temos:

Z H(l + V.0 (wyy wy)) = Z g" ) H Ve

weeckE ACE ecA

Demonstracdo. A demonstragao serd por indugao no ntumero de arestas. Seja f € E
aresta fixada, digamos que u e v sejam suas extremidades. Como sempre, e € E aresta
qualquer, = e y suas extremidades (a variarem de acordo com a variacdo de e). Sejam
agora:

QO ={w e Q:d(wy,w,) =1 e Q= {w e Q: §(wy,w,) =0}

Teremos entao:

S T +ved(wewy) = D TIA +ved(wewy) + > T+ ved(we,w,)) =

weN ecE wef eeE weQy eckE

=1+v) > J] Q+vedwew)+ > T @+ ved(we,w,)) =

weQf eeE\f weQy ecE\f

= Z H (1 + ved(wy, wy)) + vf Z H (1 + ved(wa, wy))+

weNf eeE\f weQf eeE\f

+ 3 T @+ ved(wa,w,))

w€Qy e€E\f
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Mas o primeiro termo e o terceiro termo da soma acima, combinados, formam:

Z H (1+ve5(w$,wy))+z H (1400 (wy, wy)) = Z H (1400 (wy, wy)) em G\ f

weNf eEE\f wGQf eEE\f weN eEE\f

e o segundo termo ¢é exatamente:

or Z H (1 + ved(wy,wy)) = Ufz H (14 ve0(wy, wy)) em G/ f

weNf ecE\f weQ ecE\f

Aplicamos, portanto, a hipdtese indutiva em G\ f e G/ f, obtendo:

Z H(l + Ue(s(wmwy)) _ Z qn((G\f)A) H Ve + Vs Z qm((G/f)A) H Ve

weQ e€cE ACE\f ecA ACE\f ecA

Mas o numero de componentes conexas de (G\ f)4 ¢ o mesmo que o de G4 para todo A
que nao contém f, e o de (G/f)a é o mesmo que o de G4 para todo A que contém f.
Sejam entdo A C E\ f. Teremos:

Z H(l + Ve (Wy, wy)) = Zq”(GA) Hfue + vy an(cA) H Ve = Z "G H,Ue
A

weN eeE e€A fUA ecA ACE ecA

encerrando a demonstracao. I

Uma maneira de reescrever o polinomio de Tutte em vérias varidaveis nos ajudara a
obter dois exemplos interessantes deste polinomio em tipos especiais de grafos.

Proposicao 5.2.

Za(q,v) = ¢! Z 44 H Ve

ACE e€A q

onde ¢(G4) é o nimero ciclomdtico, i.e., o numero de ciclos linearmente independentes
no subgrafo gerador induzido por A.

Demonstracao. Obviamente é bem mais natural pensarmos nessa relagao de dependéncia
entre ciclos se os olharmos como linhas na matriz M§. Lembramos que foi mostrado que:

MY e MS formam um par duall

Neste sentido, teremos dim[p(Mq)] = dim[v(MY)] = n(A), ou seja, o nimero de ciclos
linearmente independentes ¢ igual a nulidade de um conjunto de arestas, ou simplesmente
|A| — r(A). Entao temos a rela¢ao fundamental abaixo:

k(Ga) = VI =r(A) = [V] = |A] + c«(Ga)

o resultado segue, portanto, trivialmente. I

Dois exemplos:
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Exemplo 5.1. Seja T" uma arvore. Entao:

v) =q]J(a+we)

ecl
pois ¢(G4) = 0 para todo A C E.

Exemplo 5.2. Seja C), o ciclo de ordem n. Entao:

Zeo(a:v) = [[(a+ve) + (@ =D ] ve

ecE ecElR

pois ¢(G4) = 0 para todo A C E e ¢(G) = 1.

5.3.1 E quando ¢ — 07

Consideramos a defini¢ao:

=> ]

ACFE eeE

E lembramos que:

To(r,y) = Y (z— 1)/ B 7AWy —1)n@

ACE

Implicando a equivaléncia:
Zola,v) = TG (1+2,1+0)

ja vista anteriormente.

Subgrafos geradores maximalmente conexos Se consideramos ¢ cada vez menor,
v fixo, vao se sobressair no somatoério os termos em que k(G4) for cada vez menor.
Certamente, o menor valor possivel ocorrera quando tivermos k(G) ao invés de k(G 4)
para qualquer A (lembre-se que G4 tem todos os vértices de GG, mas somente as arestas
de A). Neste caso, consideramos:

hmq D Za(q,v) = Z H e SGMCq (V)

=0 ecA
(GA)—H(G)
Observe que se v, = 1 para todo e, teremos o nimero de subgrafos geradores maximal-
mente conexos. Este polinomio SGMCs é o polinomio gerador dos subgrafos geradores
maximalmente conexos.

Se considerarmos v, = v para toda e € FE, e observando que fazer ¢ — 0 em
¢ "9 Za(q,v) é exatamente o mesmo que fazer ¢ = 0 em v"F)Ty (1 +4,1+ v), tere-
mos:

SGMCq(v) = v" P T4 (1,1 + v)

polindomio em uma variavel.
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Florestas geradoras Agora faremos ¢ — 0, deixando fixo w = v/q. Da expressao
obtida na Proposicao [5.2] ou seja, da igualdade:

Za(g.v) = "> ¢ CO ] =
ACE ecA q

temos que vao se sobressair no somatério os termos em que ¢(G,4) for cada vez menor,
onde o minimo possivel é claramente 0. Teremos portanto:

hmq VIZa(q, qw) Z I_Iwe E FGi(w)
ACE e€A
c(Ga)=0
onde FGg(w) é o polindémio gerador das florestas geradoras do grafo G. E trivial observar
que se w, = 1 para toda e € F, teremos exatamente o nimero de florestas geradoras do
grafo.
Novamente tomando v, = v, e observando v/q = w, temos que fazer ¢ — 0 em
¢ V1Z5(q,v) é exatamente o mesmo que fazer ¢ = 0 em w"®) Ty (1 + 1+ qw) Logo:

1
FGg(w) = w BTy (1 + —, 1)
w

polindbmio em uma variavel...

Florestas geradoras maximais Podemos tanto comegar de SGMC como de FGg(Ww).

Em SGMCq, fazemos v, — Av, e tomamos o limite A — 0, o que claramente fara
se sobressair os subgrafos geradores maximalmente conexos com menos arestas, ou seja,
florestas geradoras maximais, e estas possuem exatamente |V| — k(G) arestas.

Por outro lado, em FGg(v), trocamos v, por Av, e faremos A — 0o, o que claramente
fara se sobressair entre todas as florestas geradoras, aquelas com mais arestas, ou seja,
as maximais.

Juntando as argumentacoes nos dois paragrafos acima, teremos:

lim A~ VI=*@)sgMc (Av) = hm A~ VI=r@Dpg, (Av) = Z Hve

A—0
ACE eckE
K(Ga)=k(G)
c(Ga)=c(G)

Ao que denotaremos por FGMg (V)

5.3.2 O polinémio de fluxo em multi-variaveis

Vamos generalizar o polinomio de fluxo para situacoes em que cada aresta recebe um
peso qualquer, ou seja, vamos definir um polinomio de fluxo em varias varidveis. Seja
como antes v = {v, }ecp. Definimos entao, para um grupo abeliano A e um grafo G, este

polinomio:
ba(A,v) = Y J[(+wvd(e(e),0))

A—fluxos ¢ ecE
onde, lembramos, este é o delta de Kronecker. Obviamente, se v. = —1 para toda e € F,
teremos simplesmente a quantidade de fluxos nao nulos no grafo.
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Teorema 5.6. Seja G grafo e A grupo abeliano finito tal que |A| = ¢. Entao:

®a(A,v) =g¢ " (H ve> Za(a,4/v)

eck
onde q/v = {q/ve}ecr. E mais, (A, v) s6 depende de ¢, e ndo da estrutura do grupo.

Demonstracdao. Lembramos que o ntimero total de fluxos é:

qdim v(MY)

pelo Corolério [3.5.11 Mas dim v(M}Y) = dim p(ME) = ¢(G). Agora, os fluxos que se
anulam em F' C E estao em correspondéncia biunivoca com os fluxos em Gpg\r, logo a
quantidade de tais fluxos é ¢°(“F\F), Teremos entio:

boav) = Y TI0+dlele)0) = 3 @ [
A—fluxos ¢ e€E FCE eck

Pois o termo [],.pve vai aparecer na expansao do produtério em (A, v) exatamente
uma vez para cada A-fluxo que se anular em F' ou em algum conjunto maior, ou seja, em
¢“Gevr) fluxos. Agora:

S g @) T e = (H”) 3 g F>H_

FCE eckF eclk FCE ecF

onde F = E\F. Mas lembramos ao leitor a expressdo obtida na Proposicao :
Za(q,v) =gV ql9)
ACE ecA q

Logo teremos:

(H ve> > g H =q VI (Hv ) Z(q,q/v)

eeE TFCE eckF ecE I

5.4 VERSAO PARA MATROIDES

Qual a versao do polinémio de Tutte em vérias varidveis para matréides? Certamente nao
faz sentido falar em componentes conexas do grafo induzido por conjunto de arestas. Por
outro lado, temos que estender de modo que a restricao para matroides graficas coincida
com a do grafo associado. Temos a relagao:

7(A) = V| - k(Ga)
Considere entao:

Zc(qv)—q”Zqu Zq (Ga) IVIH

A€EE ecA
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Dai definimos:

Zulg,v) = a W] e

A€E ecA

Apresentamos um teorema conceitual interessante.

Teorema 5.7. O polinomio de Tutte em varias variaveis, na versao para matréides, é a
codificacao algébrica de toda informacao sobre uma matréide M.

Demonstracao. Como uma matréide é completamente determinada por sua funcao posto,
temos o resultado. I

5.4.1 Matréides e grafos

Ao longo desta secao inteira, vamos definitivamente encarar o polinomio de Tutte em
varias varidveis como um polinémio definido para matrdides. Ganharemos generalidade
e facilidade nas demonstragoes. Entao lembramos que:

Zuy(a,v) = ¢V Zg(q,v)

Com essa relagao, estenderemos os resultados para grafos.

5.4.2 Recorréncia

Lembramos que a defini¢cao original do polindmio dicromatico em duas varidveis foi feita
a partir de uma relagao de recorréncia. Por outro lado, para definirmos o polinomio di-
cromatico em varias variaveis, utilizamos como definicao uma expressao fechada 5.1}, cuja
andloga para o caso bi-dimensional havia sido concluida como o Teorema 5.1l Agora, fa-
remos o inverso. Vamos mostrar que este polinomio em varias variaveis como foi definido,
também satisfaz uma relacao de recorréncia essencialmente igual a da defini¢ao original.
Esta proposicao sera bastante util para as demonstragoes futuras.

Proposicao 5.3. Para qualquer aresta e que nao seja um laco, vale que:
Ue
ZM(Qv V) = ZM\e(Qa V;«ée) + EZM/e((L V;ée)
Se e for um lago, entao:

ZM(Q7 V) = ZM\e(Qu V#e) + UeZM/e((L V#@)

Demonstracao. Seja A C E\e para o resto da demonstrac¢do. Entao:

FCE feF feA AUe fEAUe
A feA AUe feA
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Entao, observe que:

rmse(A) +1 se endo é lago

ru(A) = rane(A) eque ry(AUe) = { rarse(A) se e ¢ lago

o que certamente conclui. I

Corolario 5.7.1. No caso de grafos, vale simplesmente para toda aresta e:

ZG(Qv V) = ZG\6<Q7 V#e) + veZG/e(Q7 V;ﬁe)
Demonstracao. Basta observar que quando e ¢ um laco nao hé diminuicao do niimero de

vértices em G/e, e quando que e ndo é laco, a diminuicdo afeta o termo ¢~ V!, mas isso

se cancela com a alteracdo causada em ¢ "(AY¢). I

5.4.3 Soma direta
Conseguimos generalizar também as expressoes para soma direta de duas matréides.

Definicao 5.2. Dadas duas matréides M; e M,, sobre conjuntos F; e E5, com funcoes
posto r1 e 19, definimos a matréide M; & My = M com posto r de modo que:

(i) E(M) = E,U FE,
(i) 7(A) =711(A) se A€ Ey our(A) =ry(A) se A € Es.
(ili) Se A= A; U Ay, entao r(A) = ri1(Ay) + ra(As).
Se G e Gy sdo grafos, é trivial observar que:
(i) M(G1UG2) = M(Gy) ® M(Gs)
(i) M(Gy*Gy) = M(Gy) ® M(Gy)

onde, lembramos, LI denota a uniao disjunta de grafos e * denota a unidao concatenada,
ou seja, a uniao disjunta identificando um vértice de cada grafo como sendo o mesmo.
Uma breve explicacao é que uma floresta em ambas as unides dos grafos é a uniao de
uma floresta em cada um deles.

Desta forma, o que mostrarmos abaixo para os polinémios de Tutte de M(Gy) &
M (Gs), estard valendo para os polinémio de Tutte de G1UG3 e GGy, possivelmente com
uma correc¢ao na variavel ¢ associada ao nimero de vértices, uma vez que |V (G UG3)| =

Proposicao 5.4. Seja M = M; & M,. Entao:

ZM(Q>V> = ZMI (Q>V> : ZM2 (Q7V)
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Demonstracao. Utilizaremos a decomposicao do polinomio de Tutte e inducao. Suponha
que este resultado é valido para qualquer matroide com m — 1 arestas decomposta como
soma direta. Suponha que |E(M)| = m. Seja e € M, digamos que nao seja lago, suponha
sem perda de generalidade que e € M;. Teremos entao:

Ve
Zy = Zane + EZM/e
Mas M\e = Mj\e ® Ms e M/e = My /e & M,. Entao:
Ve Ve Ve
Zy = Zpe + EZM/e = Zyp\eLm, + gZMl/eZMQ = (ZMl\e + EZMl/tE) AV AYAYA

e obviamente a mesma argumentacao vale se e for um lago.

|
Corolario 5.7.2. No caso grafico, temos que se G = G U GG, entao:
26(a,v) = Zc\(4,V) - Ze,(q, V)
Se G = (G * G4, entao:
Z A
ZG(q7 V) — Gl (q7v) GQ (q7v)
q
Demonstracao. Temos que:
Za(a,v) = 4% Zn(a,v) = ¢"N(Zas (¢, V) - Zaiy (4, )
Se G = G1 UGo, entdo |V| = |Vi| + |Va|. Dai:
Q‘V‘(ZMl <Q7 V) ’ ZM2 (q> V)) = q|V1|ZM1 <Q7 V) ’ qW2|ZM2 ((L V) = ZG1 (Q7 V) ’ ZG2 (Q7 V)
Se G = G x Gy, entao |V| = |V1| + |V2| — 1. Dat:
— ZG1 q,Vv) - ZG2 q,Vv
(2 (0%) - Zaalasv) = 0@ 2oy (0,v) - 0" Zg (g, v)) = 22 )q o
|

5.4.4 Limites ¢ — 0
Chamamos atengao do leitor para a correspondéncia entre conceitos de grafos e matroides.

Subgrafos geradores maximalmente conexos «—  Conjuntos geradores da matrdide
Florestas geradoras «—  Conjuntos independentes
Florestas geradoras maximais «— Bases

Neste sentido, consideraremos novamente os limites ¢ — 0.
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Conjuntos geradores da matréide Vamos considerar o seguinte limite:

tim ") Zs (4, v)

q—>

certamente, ele vai selecionar somente aqueles conjuntos A tais que r(A4) = r(E), ou seja, os
geradores da matréide. Entao definimos o polinémio gerador dos conjuntos geradores por:

Gu(v) = lim g Zn(g,v) = > []we

ACE ecA
r(A)=r(E)

Conjuntos independentes Vamos considerar o seguinte limite:

lim Zy(q, qw)
q—0

onde v = gw. Certamente, ele vai selecionar somente aqueles conjuntos A tais que |A| = r(A),
ou seja, os independentes. Entao definimos o polinomio gerador dos conjuntos independentes
por:

Iy (w )—hmZM q,qw) Z Hwe

ACFE ecA
r(A)=|A]|

Bases Vamos considerar o seguintes limites:

lim A" E)a, (A
lim u(xv)

lim A7 F)1,,(0w)
A—00
O primeiro vai selecionar, dentre os conjuntos A tais que r(A) = r(E), aquele que |[A| = r(E) =
r(A), id est, os geradores independentes.
O segundo seleciona, dentre os que |A| = r(A), aqueles em que r(A) = |A| = r(E), ou seja,
os independentes geradores.
Em ambos os casos, estamos falando das bases da matrdide, e portanto definimos:

1 —r(E) o —r(E) _
By (v) = )1\12%)\ Gy (v) = AIEEO)\ In(Aw) = é 61;[4116
r(A)=r(E)
|Al=r(A)

Relagao com grafos Os trés polindmios apresentados acima sao exatamente iguais ao caso
grafico. Em outras palavras:
Proposigao 5.5.

(1) 6 (G)(v) = SGMCH(v)

(2) Ta(G)(w) = Fog(w)

(3) Bu(G)(v) = FGMa(v)

Demonstragcdo. Basta observar que as somas em cada polinomio sao efetuadas exatamente sobre
0s mesmos conjuntos. I
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5.4.5 Arestas em paralelo e em série

O conceito de arestas em paralelo e arestas em série aparece naturalmente em Teoria de
Matroides.

Definicao 5.3. Dizemos que duas arestas e e f estao em paralelo se:

Ou seja, se elas sao um circuito.
Dizemos que estao em série se elas estao em paralelo na matréide dual, ou seja, se sao um
cocircuito.

Lema 5.1.

(P) Para qualquer conjunto A C E, teremos que se e e f sao um circuito, entao:

r(AUe)=r(AUf)=r(AUeU )

(S) Para qualquer conjunto A C E\{e, f}, teremos que se e e f s@o um cocircuito, entao:

r(AUe)=r(AUf)=r(A)+1

Demonstracao.

(P) Pelo terceiro axioma da fungao posto, teremos:

r({AuetU{e, f}) +r({Aueln{e, f}) <r(Aue)+r(e f)

Ou seja:
r(AUeUf)+1<r(AUe)+1

A desigualdade no sentido oposto vale trivialmente, dai temos a igualdade, e por simetria
também para (AU f).

(S) Seja A o complementar de A em E\{e, f}. Entao:
r*(AUeU f) = |A|+2+7(A) —7r(E) e (AU f) =|A|+1+r(AUe) —r(E)
Suponha, para efeito de contradigao, que r(AUe) = r(A). Entao:
H(AUeU f) =1 (AU f) +1

Contradigao pelo item anterior, ja que e e f estdao em paralelo na matréide dual.

Proposicao 5.6 (Paralelo (P)). Seja M matréide, e e f em paralelo. Entao o polindmio de
Tutte em vérias variaveis de M, com pesos v, e vy para as arestas em questao, coincide com o
de M\ f se mudarmos o peso de e para ve + vf + vevf. A tese também vale se supusermos que
e e f sao ambos lacos.
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Demonstracao. Particionamos o conjunto das partes de F entre os conjuntos A que nao contém
enem f, 08 Ac =AUe, 08 Ay =AU feos Ay = AUeU f. Entao, obviamente:

Zu(g,v) = Z (qr(A) HW) + Z g ") H vg | +

ACE\{e,f} deA ACE\{e,f} deA,

_ @ |+ 2 g T va| =

ACE\{e.f} deAy ACE\{e,f} deAy
— Z <qT(A) H Ud) _|_ ,Ue Z <q'f‘(Ae) H Ud) +
ACE\{e,f} deA ACE\{e,f} deA
SO | Y B o s 1 88
ACE\{e,f} deA ACE\{e,f} deA

pois r(AUe) =r(AU f) =r(AUeU f) (se forem lagos, é 6bvio. Se forem um circuito, usamos
a parte (P) do lema). Mas entao:

Zy(q,v) = Z (qT(A) H w) + (Ve + vf + vevy) Z <q7"(Ae) H Ud)

ACE\{e.f} deA ACE\{e.f} deA

onde os postos sao na matréide M\ f, o que nao faz diferencga. I

Denotaremos a tese desta proposicao pela seguinte expressao:

ZM(Q? Ve, fs Ve, Uf) = ZM\f(Qa Ve, fy Ve + vf + ’UeUf)

Proposicao 5.7 (Série (S)). Seja M matréide, e e f em série. Entao o polinomio de Tutte em
varias varidveis de M, com pesos ve € vy para as arestas em questao, coincide com o de M/ f se
q + Ve + vf eVf

—— A tese também
q + Ve + vf

o multiplicarmos por e se mudarmos o peso de e para

vale se e ou f (ou ambos) for(em) colago(s).

Demonstracao. Consideramos novamente a particao do conjunto das partes de E entre os con-
juntos A, os A., 0s Ay e os Acy. Teremos entao, procedendo como antes:

Zulav)= Y (M@Hw)w 5 <qr<A>1Hvd>+

ACE\{e,f} deA ACE\{e,f} deA
+tup Y <q_T(Af "1 vd) +oevp Y (q_’"(Aef 'TI ’vd>
ACFE\{e,f} deA ACFE\{e,f} deA

pois r(AUe) =r(A)+ 1 (se e for um colago, é ébvio. Se {e, f} forem um cocircuito, usamos a
parte (S) do lema). Agora vamos pensar na matréide M/ f. Lembramos entao neste caso que,
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T/ f(C) =rm(CU f) — 1, desde que f nao seja lago. Entao:

Zym(q,v) = Z (q_r(A) H Ud) + ve Z (q_T(A)_l H Ud) +

ACE\{e.f} deA ACE\{e.f} deA

+ vy Z <qr(A)1 H vd> 4 ve;f Z <qr(Ae)1 H vd> _

ACE\{e,f} deA ACE\{e,f} deA

(58 ) 8 ()

ACE\{e.f} deA ACE\{e.f} deA

concluindo. I

Denotaremos a tese desta proposicao pela seguinte expressao:

q+ ve + V¢ VeV f
Z =—Z o s
M (g5 Ve, f5 Ve, V) q M/f (q’v#’f’q—l—ve—i-vf

Corolario 5.7.3. No caso grafico:
(P) Mesma relacao da Proposigao

(S) Considerando o enunciado da Proposicao multiplicamos o polinémio inteiro por q +

- + Ve + v
Ve + ¥, € NAO pOr qc%f.

Demonstragdo. No caso em paralelo, como G e G\ f tem mesmo numero de vértices, multipli-
caremos ambos os lados por ¢!V, e a igualdade permanece. No caso em série, como G/ f tem
um vértice a menos que G, ao multiplicarmos ambos os lados por ¢!Vl, teremos que cancelar o
¢ no denominador para que fique ¢!VI=! no lado de Z M/f I

Como aplicagao desta subsecao, vamos mostrar um teorema sobre o polindmio de confiabi-
lidade em varias variaveis. Mas antes disso, uma secao sobre dualidade.

5.5 DUALIDADE

Nesta secao, vamos mostrar como o comportamento do polindomio de Tutte em vérias varidveis
é excelente no que diz respeito a dualidade, ndao somente quando olhamos para as matroéides,
mas também no que diz respeito aos grafos planares.

Proposigao 5.8. Se M é matréide, Zys(q, v) seu polinomio de Tutte em véarias varidveis, entao:

r Ve q
Zu(0,v) =q" P[] = Zu (q, f)
ecE q v

onde Q/V = {Q/Ue}eeE
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Demonstragao. Denotaremos E\A = A. Lembramos a expressao que associa a fungao posto r
da matréide com a funcgao posto r* da dual:

r(A) = [A] +r(A) - r(E)

Entao teremos que:

YAV (q,V) = Z <q—r*(A) H ’Ue> — Z <q—A|—7’(A)+7"(E) H Ue)

ACE ecA ACFE ecA

(E) em evidéncia. E mais, observando que:

- T T

e€A ecFk €€Z

Colocaremos ¢"

Teremos entao:
(A v q
ZM* ’V = T(E) T(A) 76 -
(@v)=¢" > |q [] . |7| o
ACE eck ecA

Mas podemos indexar a soma simplesmente em A, e entdo nao farda mais diferenca se é o
complementar ou nao pois no fundo estaremos percorrendo todos os subconjuntos de A. Logo:

7o) = "B TT Ve A TT 4
me(g,v) =¢" P ] p S la™™ ]I o
ecE ACE ecA
como queriamos. I

Para falarmos de grafos planares, vamos precisar tomar um cuidado importante. Lembramos
que para matroéides, certamente é valido que:

(M) = M

Ocorre que esta relacdo nao é valida em geral para grafos, como pode ser esclarecido pela
Proposigao Sugerimos também que o leitor revise toda secao sobre dualidade em grafos,
em particular a Proposigao [1.9

Corolario 5.7.4. Seja G um grafo planar qualquer. Entao:

Za(q,v) = ¢*GI7IVI g“e Zg (qa %)
e

e também:

Za(q,v) = ¢~V IGIE”C Zgx (q, %)
e

para qualquer G* dual de G.
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Demonstragao. Temos por definicao:

Za(q,v) =V Zyy i (a,v)

Mas:
* * *| r Ue q
AV Zyia(a,v) =V Zarey- (0. v) = V1P T | o Zua (q, ;) =
ecFE
— V| r(E) Ve —1v| 4q
¢ B ] o Zc(q,v>

ecE
Mas r(E) = |V| — k(G), daf:

— JV7I-r(G) Ye q

Zg-(g,v) =q I = 2Ze(a.=

q v

eclk
Donde concluiremos, ao observar a relagao de Euler generalizada, Proposigao
VI=IEl+ V7] = k(G") + (G) = [V*] = k(G) = k(G") — V| + |E|

Para ver a segunda parte, lembramos que na notacao da Proposi¢ao basta considerar H
grafo planar conexo, e fazer G =* H. A relagdo de Euler permanece, assim como o restante da
argumentacao. I

Esta proposicao nos diz que, olhando para o polinomio de Tutte para varias variaveis, todo
grafo planar possui um dual Verdadeiro!ﬂ Por este motivo, a partir de agora, G* representara
qualquer grafo cuja operacao de dualidade resulte em G, ou qualquer grafo obtido a partir de G
por meio da operagao de dualidade (na notacao do capitulo 1, vamos identificar *G e G* como
0S Mesmos).

5.5.1 Dualidade em ¢ — 0

Vamos revisitar o tépico dos limites ¢ — 0 a luz da expressdo para dualidade.

Proposicao 5.9. Seja M matréide. Entao:

(1) Gpre(v Hve IM( >

ecFE
@ Lur (;) ~ 115 e ()
(3) Bas+(v 61;@@ BM< >

A demonstracao sera direta.

!Esse seria o caso em geral se na definicdo de dualidade para grafos planares, tivéssemos estipulado
que o dual de um grafo desconexo seria a unido disjunta dos duais das componentes conexas. Esta
definigao parece muito mais vantajosa para esta dissertagao, contudo preferimos nao ir de encontro a
CONVengao.
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Demonstragao. Lembramos que:

Gy (v) = 513"6 " Zn (g, v)

v .
Bur(v) = lim ATEGy (V) = Jim AT EERGH(Av)
Para (1), teremos:

: -r T Ve aq
Gar+ (v) = lim ¢” "B Zy(q,v) Zg%q‘E' Eg®E T = Zu (q,;) =
eck

=TJ v hmZM(q, )sze In (i)

eckE eelk

Para (2), teremos:

A v q Ve q
Ine (= ) = lim Zye = li (>||iz(7):||7c (7)
M <q> q1—>0 m+(q; V) q1_r)r(1]q p MA\T M5

eclk eckE

Para (3), finalmente:

By+(v) = lim A" (E)GM*()\V) = hm A~ IEl+r(E H e Iy ( )

A—0
eck A=1/p
r(E)
= Jim @ [Tt () = TL e ()
eck eck I
Proposicao 5.10. Para grafos G planares, valem as seguintes relagoes:
(1) SGMCq-(v) = ] ve FGq ( )
eclk
(2) FGg- <V> =11 Ye samMeq (g)
q ecE q v
(3) FGMg+(v) = ] ve FoMa ( >
ecE
Demonstragao. Imediato apés a Proposicao I

Na secao abaixo, falaremos apenas de grafos.
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5.5.2 Dualidade no polindémio de fluxo - onde alguns tépicos de todo o texto sao revisitados
Observando a férmula para o polinémio de fluxo em vérias varidveis obtida no Teorema [5.6
D(A,v) = Da(q,v) =gV (H ve> Za(q,q/v)
eck

Vemos claramente que:
ZG* (q7 V) = qﬂ(G*)(bG(Av V)

Lembramos ao leitor mais uma vez que o polinémio cromatico é o polinémio dicromético avaliado
em v = —1, ou o polinébmio em varias variaveis avaliado com v, = —1 para toda e € E:

xc(q) = Za(q, —1)

Lembramos também o comentario feito a partir da definicdo do polinomio de fluxo em varias
varidveis: se v. = —1 para toda aresta, entdo teremos exatamente o polinéomio de fluxo intro-
duzido no capitulo 2, aquele que conta os fluxos nao nulos no grafo.

vc(q) = (g, —1)
Salta aos olhos, portanto, a profunda rela(;éoﬂ
xa(a) = " pa(q)

Essencialmente, estamos vendo que os polinémio cromético e de fluxo sao objetos duais. Desta
igualdade, é corolario imediato o Teorema devido a Tutte 1954:

X(G") = ¢(G)
Ou seja, o menor k tal que G* possui uma k-coloragao também é o menor k tal que G possui
um k-fluxo (fluxo num grupo de ordem k). Observe ainda que 7G(q) = Xf((g)), ou seja:
q

76+ (q) = va(q)

De fato, ja tinhamos feito mais que isso no Teorema [3.6] mostrando que é possivel identificar
canonicamente um fluxo no grafo com uma tensao no dual.

5.6 O POLINOMIO DE CONFIABILIDADE REVISITADO

Seja G um grafo. Suponhamos que cada aresta e tenha uma probabilidade p. de ser removida
apés determinado momento, probabilidades estas consideradas de forma independente. Vamos
denotar por Cg(p), p = {Pe}ecE, a probabilidade do nimero de componentes conexas do grafo

nao aumentar. E uma medida de quao confidvel uma rede pode ser, como ji observaramos no
capitulo 2. Agora, entretanto, seguiremos uma abordagem diferente. Claramente, teremos que:

CG(p) = Z H(l_pe) Hpe

ACE ecA ecA
k(G a)=r(G)

2Obviamente, esta relacdo ja poderia ter aparecido muito antes, mas este pareceu o momento mais
apropriado
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E a soma das probabilidades de sobrar exatamente cada um dos subgrafos geradores maximal-
mente conexos.

Pelo fato deste polinémio destacar exatamente os subgrafos geradores maximalmente cone-
x0s, podemos reescrevé-lo usando SGMCq, como introduzido anteriormente. De fato, teremos
que essencialmente sao a mesma coisa:

Ca(p) = ] pe saMca (1;">

eeE

saiCq(v) = [ (ve +1) Co <V-1F1>

ecE

Apresentamos entdo um teorema devido a Sokal, como aplicagdo das consideragoes sobre
arestas em paralelo e em série. Introduzimos antes uma definigao:

Definicao 5.4. Um grafo série-paralelo é um grafo obtido a partir de uma floresta por meio
das seguintes operagoes:

Trocar aresta por par em paralelo.
Trocar aresta por par em série.

Teorema 5.8. Seja G um grafo série-paralelo sem lacos e conexo. Se |1 4+ v.| < 1 para toda
aresta e, entao SGMCq(v) # 0.

Demonstragdo. Vamos mostrar por inducgao. Se o grafo série-paralelo sem lacos e conexo tem
duas arestas, entao:

Trata-se do 2-ciclo. O polinémio SGMCq(Vv) sera:

saMCa(v) = > JJve=vi+vetuviva=(1+v1)(1+vz)—1
ACE ecA
k(G a)=kr(G)

Mas (14+v1)(14+v2) —1=0 < (14 v1)(1+4 v2) =1, claramente impossivel.

Trata-se da 2-arvore. O polinémio SGMC (V) serd:

SGMC;(v) = Z H Ve = VU2

ACE e€A
w(Ga)=r(G)

Mas vive =0 < w1 =0 ou vo = 0, 0 que nao ocorre por hipdtese.

Agora suponha que o resultado vale para qualquer grafo série-paralelo sem lagos e conexo com
m — 1 arestas. Seja G um grafo com m arestas. Tomamos as arestas e e f pareadas. Usaremos
os resultados da Subsecao [5.4.5

Se estao em paralelo, entdo elas podem ser substituidas por uma aresta d com peso
1+ve+vf+vevy = (1+ve)(14vy) sem alterar o polindmio de Tutte em varias varidveis.
Mas este novo grafo satisfaz a hipdtese de indugao.
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Se estao em série, chamamos atencao para o fato que o polinomio é considerado com

Ve
g — 0. Entao substituimos as arestas e e f pela aresta d com peso vg = :f
Ve + vy
multiplicamos o grafo inteiro por ve +vy. Primeiro note que v, +vy < 0. Agora note que:
Vel 1 1 1
Vg = _velf & =4
Ve + V¢ (P Ve (s
Observe também:
-1 1
N+z/ <1l & -1<l+z<1l & —2<z<0 & - >
x
Dai teremos simplesmente que:
1 1 1 -1
— =4 — < -1 < —
Vg Ve Uf 2

Concluindo que |1 4 vg4| < 1. Isto quer dizer que o novo grafo, obtido com d no lugar de
e e f, satisfaz a hipotese indutiva.

|
Em termos do polinémio de confiabilidade, fazendo —Pe _ Ve & Pe = 1 e olhando
P v
para a igualdade: ‘ ‘
1
C = SGMC
o0 =TT () somce)

ecE

Teremos que |ve +1| <1 = Cg(p) # 0. Mas a condicao |ve + 1| < 1 é a mesma que:

el < 1 ou simplesmente [p.| > 1
Pe

Obviamente este resultado s6 faz sentido se deixarmos de pensar nos p.s como probabilidades.

5.7 COMENTARIO FINAL

Ja sobre este tema, a literatura é bem mais vasta, certamente pelo interesse fisico envolvido.
Boa parte desta literatura é sobre a localizagao das raizes, e um trabalho do préprio Sokal
[Sok04], por exemplo, aborda este tema. Nao hé contudo, uma teoria completa ou tampouco
um resultado fundamental sobre o tema. Acreditamos entao que novamente estariamos entrando
em especificidades que estao fora do foco da presente dissertacao.



CONSIDERACOES FINAIS

CONCLUSOES

O Polinémio de Tutte é uma ferramenta enumerativa extremamente poderosa, que pode ser
usada em vdrias situagoes ao trabalharmos com grafos e matrdides. O fato de possuir de-
finicoes distintas nos fornece uma flexibilidade interessante para abordar problemas e para fazer
avaliacoes do proprio polindomio em certos valores.

Consideramos que foi extremamente proveitoso observar a relacao entre grafos, matrizes e
matréides. Muitas vezes, um problema para uma estrutura expresso em um desses formatos
pode se tornar bem mais simples ao olharmos no outro formato, seja por questoes de notacao,
da presenca de resultados auxiliares, ou até mesmo por facilidade na nossa intuicao. O fato
de que a dualidade é preservada quando alternamos entre essas diferentes abordagens foi muito
importante para estabelecermos nossos resultados.

Ser capaz de capturar no Polinomio de Tutte as simetrias de um grafo é uma generalizacao
importante. Apesar de esta ser uma teoria recente e ainda pouco desenvolvida, sdo promissoras
as perspectivas de pensarmos no polinomio de Tutte como uma ferramenta para entendermos
como certas estruturas definidas em um grafo se comportam na presenca dos automorfismos
dele.

Observamos também que muitas propriedades de grafos sao conhecidas ao olharmos para
certas matrizes associadas a ele, nao somente a de incidéncia, mas também a de adjacéncia, o
laplaciano, etc. Trata-se de um ramo bem estabelecido de Teoria Algébrica de Grafos. Tentar
obter muitas propriedades a respeito de um grafo olhando para o polinémio de Tutte convenci-
onal esbarra no fato de que este polinémio nao distingue uma aresta de outra (a nao ser pontes
e lagos), mesmo que elas tenham papéis bem diferentes. Atribuir um peso para cada aresta é
o caminho para codificarmos mais propriamente um grafo em um polinémio, e de fato, toda
informagao a respeito de um grafo relacionada ao ntimero de vértices e a matréide grafica asso-
ciada estao contidas no polinémio de Tutte em varias varidveis. Este é essencialmente a funcao
de particao do modelo de Potts com ¢ estados.

Por fim, como o polindmio de Tutte e suas especializacbes guardam tantas informacoes a
respeito do grafo ou de uma matréide, o seu calculo é capaz de resolver intimeros problemas em
teoria dos grafos. Calcular o polinémio cromético é, observamos, suficiente para resolvermos
o problema do calculo do niimero cromético de um grafo - em particular serd o menor inteiro
positivo que nao seja raiz deste polinomio. Obviamente, como este problema ja é NP completo, o
célculo do polinémio de Tutte ndo pode ser menos facil. As préprias definicées que apresentamos
ja mostram por si s6 esta dificuldade: ou precisdvamos desconstruir o grafo inteiro, ou considerar
varios subconjuntos de arestas, ou as florestas geradoras.

DAQUI, PARA ONDE?

De fato nao salta aos olhos uma maneira de generalizar ambos os polinémios numa mesma
direcao, o que pode ser observado em parte pela natureza absolutamente distinta de suas

87
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variaveis, e em parte pela diferenca conceitual na maneira como foram definidos. Contudo,
acreditamos que isto pode ser um tema para uma pesquisa futura na area.

Também despertamos o interesse em considerar outros polindmios que aparecem em com-
binatéria enumerativa, combinatéria algébrica e topologia combinatéria. Para citar: Polinomio
de Jones, Polinomio de Entrelace, Polinomio de Transigao e o Indice Ciclico de um Grupo e sua
generalizacao proposta por Cameron, os dois tdltimos ja mencionados no comego do capitulo 4.
Em particular, poderemos investigar possiveis generalizacoes da Teoria de Polya.

O proprio uso de matrizes nos motivou também a pesquisar mais a fundo o uso da algebra
de matrizes em combinatodria, tema este extremamente vasto. Ser capaz de observar o polinémio
de Tutte em varias varidveis e extrair dele informacoes do tipo que se obtém ao olharmos para
os autovalores da matriz de adjacéncia pode ser um caminho interessante.

A discussao sobre complexidade nos levou a pesquisar o tema, por exemplo em Welsh
[WMO0]. Apesar de ser um tema interessante, nao achamos que havia espaco nesta dissertacao
para ele. Por fim, observamos apenas que certamente se alguém pretende obter muitas in-
formacdes a respeito de um grafo, calcular o polinémio de Tutte é uma boa estratégia.
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