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Resumo

Nessa dissertacdo, temos por objetivo principal definir uma Transformada de Retroes-
palhamento “Modificada”, que como o nome sugere, trata-se de uma modificacdo de uma fer-
ramenta que tem grande importancia na Teoria de Espalhamento: A Transformada de Retroes-
palhamento. Para isso, usaremos a Representacdo por Translagdo de Lax-Phillips em dimensao
n > 3 impar para definir primeiramente o Nucleo de Espalhamento, que nada mais € do que o
resultado final de quando uma onda unidimensional sai do contato de um potencial dado. Como
aplicacdo, apresentaremos o Problema Inverso de Espalhamento no caso dois corpos, mas com
uma restricao apropriada nas direcdes das ondas planas (restricdo esta que € dada pela propria

transformada), seguido dos seus principais resultados obtidos até entdo.

Palavras-chave: Transformada de Radon, Potenciais, Nicleo de Espalhamento, Retroes-

palhamento, Espago de Sobolev.



Abstract

In this dissertation, the main purpose is to define a “Modified” Backscattering Trans-
form, which as the name suggests, it’s a modification of a tool which has great importance in
the Scattering Theory: the Backscattering Transform. For this, we will use the Translation Re-
presentation of Lax-Phillips in odd dimension n > 3 to first define the Scattering Kernel, which
is the final result when a unidimensional wave moves away from the region where a given po-
tential is confined. As an application, we will introduce Inverse Scattering Problem in the two
body case, but with an appropriate restriction on the directions of plane waves (restriction which

is given by transform itself), and it’s main results obtained so far.

Keywords: Radon Transform, Potentials, Scattering Kernel, Backscattering, Sobolev

Space.
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Introducao

O Problema Inverso de Espalhamento no caso dois corpos funda-se em determinar um
potencial V' (de suporte compacto) medindo a amplitude de espalhamento ay (A, w, ), definida
a partir da frequéncia \ e das dire¢oes de “entrada” w e “saida” 6 de uma onda plana. Sabe-se
que, se a dimensao for n > 2, entdo podemos recuperar o potencial medindo a amplitude de
espalhamento, sem fazer (€ claro) restri¢des nas dire¢des das ondas planas.

Mas, serd que € necessario medir a amplitude de espalhamento de todas as ondas planas
para recuperar tal potencial?

Se considerarmos, por exemplo, apenas as ondas planas cujas direcdes satisfazem a
condi¢do w = —6, o problema torna-se complicado. N@o se sabe, nesse caso, se ay (A, —6,0)
determina V. Mais geralmente, esse € um caso particular da situacdo em que consideramos uma
transformacdo S : R” — R" ortogonal de tal forma que Z — S seja invertivel (Z representa a
identidade), o qual também néo sabemos se a aplicagdo V' — ay (A, S0, 60) € injetiva.

Nesta dissertacdo, temos por objetivo modificar de forma apropriada a aplicagao V' +—»
ay (A, S0, 0). Porém, para tal, ndo o faremos diretamente na mesma, mas sim no que chamamos
o Nucleo de Espalhamento. Tal mudanca tem o objetivo de descartar o “excesso” de infor-
macdes que essa aplicaciao possui, como afirmam Richard Melrose e Gunther Uhlmann na re-
feréncia [9].

O capitulo 1 € dedicado a Transformada de Radon R. Em 1917, o matemético Johann
Radon (Tetschen, 16 de dezembro de 1887 - Viena, 25 de maio de 1956) definiu-a como sendo a
aplicacdo que associa uma func¢do diferencidvel em R" (por simplicidade) de suporte compacto
(ou seja, a funcdo € nula fora de um conjunto limitado) a uma outra fungdo, em P" (a varie-
dade diferencidvel de todos os hiperplanos do R™), que associa, por sua vez, cada hiperplano
a integracdo da funcdo no mesmo. Tal ferramenta foi estudada a fundo por mateméticos como
P. Lax, R. Phillips e S. Helgason. Respostas acerca da imagem, inversao e aplicacdes podem

ser encontradas (além daqui) em [1] e em [11], os quais serviram de base para elaborarmos esse



capitulo. Ainda, na ultima se¢do desse capitulo, falaremos da aplicacao D:%l R, com o objetivo
de extendé-la isometricamente para todo L?(R").

No capitulo 2, modificaremos a Transformada de Radon para obtermos uma outra: a
Transformada de Lax-Phillips. Além disso, usaremos a existéncia e unicidade de solucdes para
o Problema de Cauchy da equacdo da onda perturbada por um potencial compactamente su-
portado para definirmos um grupo de operadores: O Grupo de Onda. Entdo, mostraremos uma
relacdo entre este e a Transformada de Lax-Phillips e, a partir da chamada Representacdo por
Translagdo de Lax-Phillips (que “nasce” dessa relagdo), obtemos o Nucleo de Espalhamento.
Este € uma peca-chave para o nosso trabalho, pois definiremos a Transformada de Retroespalha-
mento “modificada” diretamente dele. Em [12], ¢ mostrado que a Transformada de Lax-Phillips
pode ser extendida para um isomorfismo isométrico de Hy em L?(S"~! x R), H, denotando o
espago-energia, dado por Hy = Hp(R") & L*(R"), com Hp(R") sendo o fecho de C°(R™)
com respeito a norma ||f|| = (o [V S |2das)1/ ?. Detalhes sobre o Niicleo de Espalhamento e
sobre a Amplitude de Espalhamento (este dltimo ndo serd tratado aqui) podem ser encontrados
em [8], que foi a nossa principal fonte em todo esse capitulo.

No capitulo 3, definiremos, a partir do Nucleo de Espalhamento, a Transformada de
Retroespalhamento Generalizada e “Modificada”. Como aplicacdo, apresentaremos 0s princi-
pais resultados, obtidos até entdo, do Problema Inverso de Espalhamento no caso dois corpos
(com a restri¢cdo dita anteriormente). Para tais resultados, sdo considerados potenciais com de-
terminada regularidade de Sobolev e, portanto, falaremos a respeito disso. Como o titulo da
dissertacdo sugere, consideraremos aqui n > 3 impar. Para o caso n > 2 par, sugerimos ao
leitor a referéncia [4].

Na parte final desta dissertacao, temos um apéndice que tem como objetivo apresentar
algumas nog¢des bdsicas da teoria de distribui¢des (ou fungdes generalizadas). Para um curso

mais completo, sugerimos ao leitor os livros [2] e [3].



Capitulo 1

A Transformada de Radon

Nesse capitulo, introduziremos alguns dos importantes conceitos de uma ferramenta
relativamente simples, mas de grande importancia no estudo de equacdes a derivadas parciais:
a Transformada de Radon R. Ela € um pré-requisito indispensdvel na Teoria de Espalhamento.

A secao 1.1 serd voltada para o Espaco de Schwartz, na qual daremos a defini¢ao, exem-
plos e algumas maneiras de caracterizd-lo. Na secd@o 1.2, definiremos a Transformada de Radon,
seguida de algumas propriedades e a Férmula de Inversdo. Por fim, na secdo 1.3, falaremos da
aplicacao D:%l R, mostrando a Férmula de Plancherel e que a mesma pode ser extendida por

continuidade para um isomorfismo isométrico em L?(R").

1.1 O Espaco de Schwartz

Definicao 1.1.1. Uma fungdo f € C°°(R") é de decrescimento rapido se, para cada o € N e

B € N", existe uma constante C,, s tal que
|2|%0° f(z)| < Cap < 00, Vo € R™.
. a8 3 s o, ... . .
Aqui, 0” denota 0, ...0,”", naqual 0; = 5, ©ai-esima derivada parcial.
i

Notemos que, se f e g sdo de descrescimento rapido, entdo também o sdo as fungdes

f+ g, \f (A € C). Logo, o conjunto

SR ={feC®R") /||z|*0°f(z)] < Cop < o0, VzeER", aeNepeN'}
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¢ um espaco vetorial complexo se munido com essas operagdes. O espaco S(R") é chamado o

Espaco de Schwartz ' das fungdes infinitamente diferencidveis rapidamente decrescentes.

Exemplo 1.1.1. Toda fun¢do de decrescimento ripido € integrdvel a Lebesgue. Com efeito,

seja f € S(R™). Temos que, Vk € NeVj € {1,...,n},
|25 f(2)] < J2]*| f(2)] < C < o0
Logo, existe 0 < K < oo tal que
(14 22)...(1+ 2,2 f(z)| < K < .
Entdo, devemos ter que:

. |f(z)|dz = /n[(l +a) (4 2,) (2 (L4 ) f2)] de <

dr = Kn" < oo.

g (L4+212) ... (1 + 2,2)
Mais geralmente, usando a Regra de Leibniz (Regra do Produto), garantimos que S(R")

€ uma algebra, isto é:
fig € S(R") = f.g e S(R").

Logo, pelo mesmo argumento acima, temos que f? € integravel a Lesbegue, donde

€ LP(R"™), para todo 1 < p < oo natural.
[f] p p

Exemplo 1.1.2. Seja C°(R™) o espago das fungdes em R” infinitamente diferencidveis que tém
suporte compacto. Entdo, temos C2°(R") C S(R"). Uma informagdo adicional € que existe
um isomorfismo natural entre o completamento (com o produto interno de L*(R")) de C2°(R™)

e L?(R™). Logo, S(R") é um Espago Pré-Hilbert denso em L*(R"™).
Observacao 1.1.1. Um resultado interessante que usaremos aqui € que a Transformada de
Fourier F, definida em L'(R™) por

FFE) = (&) = / e f(2)d,

¢ um automorfismo linear de S(R"), com inversa dada por

o) = 1 FiE)
ole) = s [ o€

"Laurent Schwartz (Paris, 5 de margo de 1915 - Paris, 4 de julho de 2002) foi um matematico francés que
recebeu, em 1950, a Medalha Fields por desenvolver a Teoria de Distribuicdes.
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Além disso, usaremos as seguintes propriedades:

o °f(&) = (=)P(MPL)(E), f € SR e (MPf)(x) = 2 ... af f(2);

o §f(&) = (=1)"07f(¢). f € S(R").

Para a demonstracdo dessas propriedades da Transformada de Fourier, sugerimos ao

leitor o livro [3].

1.2 A Transformada de Radon

Definicao 1.2.1. Seja P" a variedade diferencidvel de todos os hiperplanos do R". A Transfor-

mada de Radon € a aplicacdo
R :S(R™) — C®(P")
dada por:

RFC) = /C f ().

Observacdo 1.2.1. Cada hiperplano pode ser descrito por {z € R"/{(w, z) = s}, comw € S"!
e s € R. Usaremos a notacdo H,, ;) para nos referirmos ao hiperplano {z € R"/(w, z) = s}.
Com essa identificagdo e com o fato de que H, ) = H(_,, —s), podemos “associar’ fungdes
continuas em P a fungdes continuas f, em S"! x R, que satisfazem f(w,s) = f(—w, —s).

Logo, podemos supor que a Transformada de Radon de f é dada por

Rf(w,s) :/ f(z)dx.
Hw,s)

A Proposicao seguinte permite relacionar as Transformadas de Radon e Fourier. Tal re-
lagdo sera de grande utilidade mais adiante na deducdo da férmula de inversdo da Transformada

de Radon.

Proposicao 1.2.1. Se [ € S(R"), entdo

Fo(Rf(w,)(s) = Ff(sw) = f(sw), (1.1)

onde a Transformada de Fourier estd sendo tomada em R no primeiro membro.
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Demonstracio: Fixado w € S"~!, temos que

ff@@:/w e £ () dw—/dr/H e~ f () da =

(w,r)

/R oo [ /H B f(ac)dx] dr — /]R IR f(w, 7)dr = Fo(Rf(w,))(s).

Proposicao 1.2.2. A Transformada de Radon goza das seguintes propriedades:
a) Se fn(x) = f(x + hej),com h € R, entdo R fy(w, s) = Rf(w, s+ hw;);

b) R0, )(e,5) = 5 L (w,5), com f € S(R):

O*Rf

¢) RIAf)(w,s) = 5 (w,5),comA =097 + ...+ 0z e feSR.

Demonstracao:

Usando mudanca de varidveis, temos que

Rfn(w,s) = /H fr(z)dz = /H fnly — hej)dy =
(w,s) (w,s+hw)

/ F()dy = Rf(w, s + huwy),
Hy sthw

3)
0 que prova o item a).
Para provar o item b), observermos que, como (1.1) vale, entdo F,(R f(w, .))(e portanto

Rf(w,.)) € S(R). Logo, d;R f existe. Concluimos pelo item a) que, se w; = 0, entdo

[f(ﬁtej) — /@], _
t

RO = [ lim

t—0
(w,s)

1
lim — / flz +tej)dx — / f(x)dx
Ot [ JHe H,s)

donde a igualdade do item b) € vdlida. No caso w; # 0, facamos

—hm [Rf(w s+ twj) — Rf(w,s)] =0,

t—0

ORf

R(0; f)(w, s)—lg%E[Rf(w s+ twj) — Rf(w,s)] :ij(w,s).
Por fim, pelo item b), temos que
_ PRf - O*Rf
2 2 _
R(ASf) (w,s) ZR@ e (w,s)Zwi— 55 (w,s),

o que demonstra o item ¢).
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A propriedade ¢) da Proposi¢do 1.2.2 é de grande importancia no estudo do Problema

de Cauchy da Equacdo da Onda

(02 — A)u(t,x) =0
u(0,.) = ug e Ju(0,.) = uy,

no qual u € C°(R x R™) e ug, u; € C°(R™).

De fato, notemos que se u satisfaz a equagdo acima naquelas condicdes iniciais, entao

0 = R(A%u(t,.) — Au(t,.))(w, s) = ?Ru(w, s) — *Ru(w, s)
R(u(0,.))(w, s) = Rugp(w, s) e OR(u(0,.))(w,s) = Ruy(w, s).

Em outras palavras, a Transformada de Radon reduz o problema n-dimensional para o
unidimensional. Naturalmente, uma pergunta a ser feita estd na possibilidade de tomarmos a
Transformada de Radon de u nas condig¢des acima. Mais adiante, no Capitulo 2, veremos que,
de fato, podemos integrar u em cada hiperplano do R" sob certas hipéteses feitas para o tempo.

Uma vez que (1.1) vale para toda f € S(R"), é de se esperar que a injetividade da Trans-
formada de Radon definida nesse espago seja consequéncia da injetividade da Transformada de
Fourier. O que ndo € tdo claro € no que diz respeito a imagem da mesma. Para caracteriza-la,

definamos o seguinte espaco:

Sp(S" ' xR) ={f € S(S"* xR)/ [ f(w, s)s"ds seja um polindmio homogéneo de grau

kemuws,...,w,, paracadak € Z" e f(w,s) = f(—w,—s) },

onde S(S"! x R) € definido de maneira andloga a S(R™).

Temos entdo o seguinte resultado:

Teorema 1.2.1 (Helgason). A Transformada de Radon R : S(R") — Sy (S"' x R) é uma

aplicacdo injetiva.
Demonstracao: Como ja fora dito, a injetividade € uma consequéncia direta de (1.1):
Rf=0=0=F,(Rf(w,.))(s) = Ff(sw), paracada (w,s) € S" ! x R= f =0,

pois F : S(R") — S(R™) é um isomorfismo.
Provaremos agora que R f € Sy (S"~! xR). Fixemos ¢ > 0 pequeno e seja N,, . C S"*

o aberto tal que
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(Wiy . ywn) € Npe & |wy] > 6, w e S
Fazendo
w=swVic{l,.. . n—1teu, =s(1—w?—.. . —w?,)2, (1.2)
temos que
9 - of
" (f(sw)) = 88u7;<8w) —swi(l —w? — ... — w2_1)1/2a—1j;(5w).
8/81 aﬁn
Entido, se 9’ = R
owy'  Own"
k0 g
su s"—=— (0, f(sw))| < oo.
UJENn,eI? seR 88[ ( f( >> ‘

Usando 0” na inversdo de (1.1)

Rf(w,r) = %/Rf(sw)emds,

temos que:
(1+ r%)a%agnf(w,r) = % /Ru + (—1)'“55—1) ((is)'05(f(s0))) e ds.

Concluimos entdo que

81
sup (1+ r%)—l@ijf(w, r)| < oo.
WENp, e , sER or
Sendo
o' o
)| 0| < |10+ 1) 2 02R f ()
segue que Rf € S(N,, . x R) (definido de maneira Gbvia).
Como
/Rf(w, s)shds = / shds / f(x)dx| = Fa) (z,w)* da
R R H(w,s) R
¢ um polindmio homogéneo em wy, ..., w, de grau k, Rf € Sy(N, . x R). Repetindo os

mesmos argumentos para as outras coordenadas em S" !, garantimos que R f € Sy (S" ! xR).
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Observacao 1.2.2. Na verdade, pode-se provar que a imagem da Transformada de Radon no
Teorema 1.2.1 é precisamente Sy (S"™! x R). O leitor que se interessar, poderd encontrar tal

demonstracdo em [11].

O nosso proximo passo serd inverter a Transformada de Radon R. Inicialmente, com-
putaremos o operador transposto de R, o qual denotaremos por R'. Aqui, usaremos o fato de

que S(R™) — L*(R™) (confira o Exemplo 1.1.1).

Proposicao 1.2.3. O operador transposto de R € a aplicacao (limitada)
R CX(S" ! x R) — C°(R")

dada por
Rig(z) = /sw—l g(w, (x,w))dS,.

Demonstragio: Tomemos f € S(R") e g € C>(S"! x R). Temos que:

(f, Rtg>L2(R”) = (RS, 9) 12sn-1xr) = /R/Sn_1 [/H@,s)
/Sm [ Rnf(x)g(w, <x,w>)dx] ds,, = /nf(x) M 9w, <x’w>)dgw} .

f(x)dx] g(w, s)dS,ds =

Observacio 1.2.3. Usando o operador transposto R’ (respectivamente, R), podemos definir a

Transformada de Radon (respectivamente, R') para distribui¢des da seguinte maneira:
(Ru,v) = (u, R'v) ? (respectivamente, (R'v, u) = (v, Ru)?).
Teorema 1.2.2 (Férmula de Inversdo). Se f € S(R"), entdo

f=aR(ETR) Y

1

com ¢, = W

2Aqui, devemos supor que a distribui¢iio u seja de suporte compacto, pois nio garantimos que R'p € C'°(R")
se p € CX(S" ! x R).

3Notemos que, se u € C°(R"), entdo Ru € C°(S"~! x R).

*Aqui, extendemos por continuidade a aplicagio R' para todo L?(S"~! x R), fazendo sentido entio a notagio
no segundo membro da igualdade.
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Demonstracao: Notemos que, usando coordenadas polares na férmula de inversao da Trans-

formada de Fourier,

1 . . 1 oo .
flz)= —/ &) £(&)de = —/ / e f(sw)s" tdsdS,,. (1.3)
(@) (2m)" Jn © (2m)" Jgn-1 Jo (s
Usando (1.1) e o fato de que n é impar em (1.3), temos:

1 1 , .
flx) == / /e”<5“’x>f sw)s" tdsdS,, =
( i 2 (271')” sn—1 JR ( )

/ /eis<”’$>]:s(Rf(w,.))(s)s”_ldstw
sn-1 JR

2(2m)n

Das propriedades da Transformada de Fourier,
STIFR(R(w, ) (s) = (=i)" T Fo(00 T R f (w, ) (s),

donde segue que

o .:7121(21@” /S /Reisw’@f (Rf(w,))(s)s" "dsdS,, =
(2?;1)@” /S [ /R D) F (0P R f(w, ) (s)ds | dS., =

27 (—i)"~ 1 B 1 O
2(271')” Sn1 as Rf(wv <w’ x>)d5w - 2(2Z'—7T)n717?/ (as Rf)(aj),

demonstrando o teorema.
[ |

Observacio 1.2.4. Em [1], Antonio Sd Barreto destacou uma propriedade interessante dessa
férmula de inversdo: para se obter a imagem de xy € R”™ por f, basta conhecer apenas as

integrais de f ao longo dos planos que distam no méaximo |x| da origem (pois | (zq, w) | < |x¢]).

n—1
1.3 A Aplicacdo D> R

Em 1910, o matematico suico Michel Plancherel (16 de Janeiro de 1885 - 4 de Marco

de 1967) mostrou que se f € S(R™), entdo vale a férmula (a chamada Férmula de Plancherel)

(2m)" (f, g>L2(R”) =(F/, F9) 2wy
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Ou seja, F f € um miiltiplo de uma isometria em S(R™).
n—1
O préximo teorema nos garante que a aplicacdo Ds? R, na qual D, = —id, >, possui

uma Formula de Plancherel.

Teorema 1.3.1 (Férmula de Plancherel). Para f, g € S(R"),

1 1 =8 =8
(f, g>L2(Rn) = §W <Ds Rf,Ds Rg>

L2(Sn—1xR)
Demonstracao: Da férmula de Plancherel da Transformada de Fourier, temos

~

( ) <f> >L2 R"7) <‘Ffa Fg)LQ(R”) - f(g)g(g)dg

R”

Usando coordenadas polares, temos:

0 ey = [ FQ3EE =5 [ [ Flsilas s

De (1.1) e de 53" Fh(s) = (—i)"T F(0. h)(s), se h € S(R), temos:

@m)" s Dy = [ F©3(E)E =

(=i

/ / Fo(0:F Rf(w, ) S)|[F(0:7 Rg(w,.))(s)ldsdw.

Usando a férmula de Plancherel da Transformada de Fourier para uma dimensao, obte-

mos:

(2m)" (f, 9>L2 (Rn) =
/Sn / Fo(057 Rf(w, ) S)|[F(0:7 Rg(w, ))(s)|dsdw =
/n 1/ 8 Rf w, 3)][5 Rg(w s)|dsdw = 7T<5:%1Rf, a:%le> _

S L2(R")

(D Rf, D% Ry)

(=i

L&)’

0 que demonstra o teorema.
|

Observacio 1.3.1. A densidade de S(R") em L?*(R™) nos permite extender isometricamente
(por continuidade) a Transformada de Fourier para todo L?(R™) (ou seja, herdando também a
Férmula de Plancherel). Entdo, pelas mesmas razdes, podemos extender isometricamente (por

continuidade) a aplicacdo D:% R para todo L?(R").

3 A razdo do uso da derivagdo D, = —id, é simplesmente para “retirar” o nimero complexo i dos coeficientes
das férmulas e propriedades utilizadas nessa dissertacao.
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n—1
O nosso préximo objetivo serd mostrar que a extensdo da aplicagio D, > R para L?(R"™),
dita na Observagdo 1.3.1, é um isomorfismo isométrico sobre sua imagem. Para isso, sera

conveniente reescrevermos a formula de inversdo do Teorema 1.2.2 como

f=dR(DIIRS),

1
2(2m)n1
Comegaremos definindo o espagco S™(R™) (m € Z, por simplicidade):

naqual d, =

f€S™R") & |Dgf(E)] < Ca(l+[€)™ 1, Va € N™.

A vantagem de trabalharmos com esses espagos estd descrita nesse proximo lema, cuja

demonstracdo pode ser encontrada em [8]:
Lema 1.3.1. Paratodo k € N,
RIDE . C2 (S x R) — SR (R™).
De acordo com o Lema 1.3.1, temos que
RID.T 1 C2(S"! x R) = S1-F (R") < L(R").

Agora, notemos que, das propriedades da Transformada de Fourier,

—1

FD.7 (g(w, ))(p) = p"F Fulg(, ) ()

Logo, se h(w,p) = p%Fs(g(w,.))(p), temos que h € C®°(S"! x R). Ainda, se
g € C=(S"! x R) satisfizer g(—w, —s) = (—1)"2 g(w, s), entdo:
Filgw, o) = [ e gtwmir = (<)% [ g, —ryir =
R R

n

(—1)*F Fulg(~w, .))(—p),

donde h(w, p) = h(—w, —p).
Sendo

RtD 2 ( —

+oo
/ / el wrdrdw—l——/ / " (w, r)dr duw
§n—1 Sn—1
o oo
/ / e h(w, r)dr dw = / / "t h(w, r)dr dw,
sr—1 J _so Sn=1J0
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concluimos usando coordenadas polares que

n—1 1 ) n—
R'DIT gfa) =+ [ eyl Fgly/lul. oDl (14

Pela Férmula de Plancherel “generalizada” (ver Observagdo 1.3.1) da Transformada de
Fourier, sabemos que Ff =0 < f=0,Vf € L%

—1

n—1 n
Como R'D;? g€ S'7 2 (R") — L*(R"), entio, de acordo com (1.4)
RtD:%g(m) =0<g=0.

Mais geralmente, a continuidade de R' e a “densidade” de C>°(S"~! x R) nos permite
n—1
extender a aplicagdo R!D;s? para L*(S"! x R) e, se g € L?(S" ! x R) satisfaz g(—w, —s) =
— n-1
(=1)"z g(w, s), entdo devemos ter R'D,? g(z) = 0 < g = 0. Usaremos esses argumentos

para demonstrar o:

n—1
Teorema 1.3.2. A aplicacdo Ds* R extende por continuidade para um isomorfismo isométrico

n—1

DT R : L(R") — Loos (8 xR) = {f € LA™ xR) / f(~w, —s) = (~1)F f(w,5)}

n—1
e d,R'Ds?* extende por continuidade como sua inversa.

n—1
Demonstracao: A continuidade, a isometria e a injetividade de D, > ‘R seguem diretamente da

Férmula de Plancherel “generalizada”. Além disso,
Rf(w.s) = Rf(~w,~s) = Di* Rf(w.s) = (~1)"T'D,* Rf(w.s)

n—1

(D, sendo tomada no sentido fraco) garante que a imagem de L?(R") por Ds 2 R estd em InT—l.

Pela Férmula de Inversdo do Teorema 1.2.2 e pelo fato de C°(R™) C L*(R") ser denso, temos
n-1 n-1 n-1

que d,R'Ds* (em InTA(S”*1 x R)) é uma inversa a esquerda de D2 R. Como R'D,;* ¢

injetiva em Z»-1, 0 teorema estd demonstrado.
2



Capitulo 2

O Nucleo de Espalhamento

O objetivo principal desse capitulo sera definir o Nucleo de Espalhamento, que desem-
penha um papel bem relevante no nosso estudo, pois serd a partir dele que definiremos a princi-
pal ferramenta de nosso trabalho: A Transformada de Retroespalhamento Modificada.

Na se¢do 2.1, faremos uso da existéncia e unicidade de solu¢des da equacdo da onda
perturbada para definir o semigrupo {Uv(t)}tZO’ o qual chamamos O Grupo de Onda. Na se¢ao
2.2, apresentaremos a Transformada de Lax-Phillips, que é uma modificacdo da Transformada
de Radon (definida no capitulo anterior). Mostraremos que a mesma interliga o Grupo de Onda
Livre {Up(t) },>, com o Grupo de Translag@o. Por fim, usaremos a chamada Representag@o por

Translacdo de Lax-Phillips para definir o Nucleo de Espalhamento.

2.1 O Grupo de Onda

Consideremos o problema de Cauchy da equagdo da onda “perturbada’” por um potencial
V e C*(R"™):
(D? — A —V(z))u(t,z) =0 2.1
u(0,z) = ug(x), Dyu(0,z) = uy(x),
comA=D}+... +D>=—(#+...+09*)".
A demonstragdo do teorema seguinte (de existéncia e unicidade de solucdes para (2.1))

pode ser encontrada em [8].

Teorema 2.1.1. Se ug, u; € C°(R™), entdo existe uma tnica v € C*°(R") satisfazendo (2.1),

com u(0, z) = ug(z) e Dyu(0,z) = uy(z). Além disso,

'A partir de agora, A sempre representard o Laplaciano “positivo” A = D? + ... + D2.
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Figura 2.1: O Principio de Huygens.

supp(u) N ([-T,T] x R") cC R x R", VT € R™.

E interessante comentar que no caso V' = 0, o suporte de u no Teorema 2.1.1 estd

confinado na regiao
S={(t,z) e RxR" [ |t| —r <|z| < |t| + 1},

na qual ug e u; tém seus suportes contidos na bola B(r). Esse fendmeno é conhecido como o
Principio de Huygens > (ver Figura 2.1).

A unicidade da soluc@o u em (2.1) nos permite definir, para cada ¢ > 0, a aplicacio
Uy(t) : C(R") x CF(R") — C=(R™) x CZ(R"),
como:

() u | _ u(t,.) ’
i Dyul(t,.)

com u satisfazendo (2.1) nas condi¢des
u(0,x) = ug(x) e Dyu(0,2) = uy(x).

A familia {Uy (t) }+>0 é chamada o Grupo de Onda. No caso de V' = 0, chamamos o

Grupo de Onda Livre e denotamos por {Uy(t) };>0-

Observacao 2.1.1. Com o intuito de simplificar, diremos que w satisfaz (2.1) com as condi¢des
iniciais (ug, u1) quando

(D — A —=V(z))u(t,z) =0
u(0,x) = ug(x) e Dyu(0,x) = uy(x).

2Christiaan Huygens (Haia, 14 de abril de 1629 - Haia, 8 de julho de 1695) foi o matematico, fisico e astrdnomo
neerlandés que descobriu os anéis de Saturno, em 1655.
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O nome dado a {Uy () };>0 foi de uma maneira bastante sugestiva, pois além de ser
definida a partir de solugdes da equacdo da onda perturbada (unicamente determinadas pelas
condicoes iniciais), essa familia € de fato um semigrupo uniformemente continuo, como mostra
a proposicao seguinte:

Proposicédo 2.1.1. Para V € C°(R"), o Grupo de Onda {Uyt};>o € um semigrupo uniforme-
mente continuo e tem gerador infinitesimal

0 z
A+V 0

G=1

Demonstracdo: A continuidade de u nos garante que lim |Uy(t) —Z| = 0. Por outro lado,
t—0—

dados r, s > 0, temos:

Ug u(s,.)
Uy (r) o Uv(s) = Uy (r) :
Uy Dtu<37 )
no qual u satisfaz (2.1) com as condigdes iniciais (ug, u1).

Entao, segue que:

V() u(s,.) _ v(r,.) ’
Dyu(s,.) v(r,.)

com v satisfazendo (2.1) com as condig¢des iniciais (u(s,.), Dyu(s,.)).

Notemos que us(t, ) = u(t + s, z) satisfaz (2.1) com as condi¢des iniciais
(u(s,.), Dyu(s,.)).
Logo, pela unicidade, segue que v(t, z) = u(t + s, x), e entdo:
Uy(r)oUy(s) =Uy(r+s).

Observemos também que Uy (0) = Z de maneira dbvia.

Por fim, se G é o gerador infinitesimal de {Uy () }+>o, entdo:

u 1 u u
Gl " l=mwm=-|ovvey[ " |- " ||=
Uy t—0— 1 Uy o
o1 ul(t, .) u(0,.) iDyu(0,.)
lim — — = =
=0= 1\ Dyu(t,.) Dyu(0, ) iD?u(0,.)
. 0 z Uo
i
A + V o (51
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2.2 O Nicleo de Espalhamento

Consideremos o problema de Cauchy da equacdo da onda sem perturbacao:
(D} — A)u(t,r) =0 (2.2)

u(0,x) = ug(x), Dyu(0,z) = uy(z)
(UQ,Ul) - Cgo(Rn) X CSO(RH)

Se o problema for o unidimensional (n = 1), fazendo as mudangas de coordenadas

z=x+yet=ux—y,temos que

) 2.3)

2

0z0t

satisfaz = 0 e entdo possui uma decomposic¢ao do tipo
h(t,z) = F(t) + G(z),
na qual F, G € C*°(R). Logo, de (2.3), obtemos

u(t,z) = F(x +t) + Gz —t).

Voltemos agora para o caso n-dimensional, com n > 1. Se u € C*(R") satisfaz

(2.2), entdo, pelo item c) da Proposi¢do 1.1.2, a Transformada de Radon R(u(t,.))(w,s) =

v(t,s,w) = / u(t, z)dx ? satisfaz
Hw,s)
(D2 = D2)u(t, s,) = 0.
Logo, existem f,g € C*°(R x R") tais que
U(tv 37("}) = f(S + t,W) + g(S - t,CU).
Além disso, pelas condicoes iniciais em (2.2),

Rug(w, s) =v(0,s,w) = f(s,w) + g(s,w)
Ruq(w, s) = Dyw(0, s,w) = Dsf(s,w) — Dsg(s,w).

3Notemos, pelo Teorema 2.1.1, que as solucdes da equacido da onda sio compactamente suportadas no R™
(num intervalo de tempo limitado), sempre que as condi¢des iniciais também o forem. Logo, podemos tomar a
Transformada de Radon das mesmas.
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Aplicando D, a primeira equagdo e subtraindo com a segunda, temos que
1
Dgg(s,w) = 5 [DsRup(w, s) — Ruy (w, s)] . (2.4)

Definimos entdo a Transformada de Lax-Phillips, como uma tentativa de generalizar
(2.4):
Definicao 2.2.1. A Transformada (de Radon modificada) de Lax-Phillips é a aplicacdo LP,
definida em C'°(R™) x C°(R™) por:
Uo

LP (w,s) =2

Uy

1

(m)* T [D:%Ruo(w,s) — D:%Rul(w,s)]

N =

Proposicao 2.2.1. A Transformada de Lax-Phillips
LP: C®(R") x C(R") — C(S™! x R)
¢ uma aplicagdo injetiva e interliga o Grupo de Onda Livre e o Grupo de Transla¢do 7,v(s,w) =
v(s —t,w):
LPoUy(t) =1 0LP.
Demonstracdo: Seja u € C°(R x R") satisfazendo (2.2) nas condi¢des iniciais (ug, u;) €
C®(R™) x C*(R™). Como ja fora argumentado anteriormente, existem f,g € C*°(R x R")
tais que
R(U(t, '))(wv S) = U(ta S, w) = f(S + t,W) + g(S —t, (,U).

Entao, devemos ter que (usando Regra da Cadeia):

n+1 n+1

Ds? R(u( = D% v(t,s,w) =Ds? f(s+t,w)+ Ds? g(s—t,w)
n-1 n-1 ntl ntl
Ds? R(Dyu(t,.))(w,s) = Ds? Dw(t,s,w) = Ds? f(s+t,w)— Ds? g(s—t,w).

\'H-
~—
~—
—~
&
Va)
~—

U, n_1 ntl
Logo, LPoUs(t) | " | (w,s) = 2.25(m) 5" D™ g(s — t,w).

Uy
Por outro lado, fazendo ¢ = 0 nas duas equagdes acima, temos

n+1

1 ni1
Ds? Rug(w,s) = Ds? f(s,w)+ Ds? g(s,w)
n+1 n+1

D:%Rul(w, s)=Ds? f(s,w) — Ds? g(s,w).

U ne n+1
Entdo, LP ’ (w,s) =2.22(7)"z Ds? g¢(s,w), donde concluimos que

Uy
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Uo Ug
LP o Upy(t) =10LP

U1l Uy

u
Para provarmos a injetividade, suponhamos que L P | =o. Entdo, temos que
U
uo 1 n—1 ntl ntl
0=LP (w,s) =2.22(m)" 2 Ds? g(s,w) = Ds? g(s,w) =0.

Uy

De uma maneira semelhante de como encontramos (2.4), obtemos uma relacdo para

Dyf(s,w):
D.f(s,w) = % D, Ruo(w, 5) + Ruy (i, 5)].

Uma vez que Rus(w, s) = Ruy(—w, —s) e DsRup(w, s) = —DsRup(—w, —s), segue
ntl
que D, f(s,w) = —Dsg(—s, —w) e, entdo, Ds? f(s,w) = 0.
1 ntl n1
Logo, temos que D> R(u(t,.))(w,s) = Ds* f(s+t,w)+ Ds? g(s —t,w) = 0e,

1
como < n — 1, concluimos que D" 'R (u(t,.)) = 0.

Usando a férmula de inversdao do Teorema 1.1.2, temos que
u(t,.) = d,R'D" 'Ru(t,.) = 0,Vt € R,
donde uy = u; = 0.
[ |

Apresentaremos agora uma sequéncia de argumentos* e resultados, com o intuito de
definir o que chamamos de o Niicleo de Espalhamento.
Inicialmente, notemos que, se u € a solugdo de (2.2) com as condi¢des iniciais (ug, u1) €
C®(R™) x C°(R™) e se definirmos
Uo

k(t,s,w) = LP o Uy(t) (w,s), (2.5)

Uy

temos pela Proposi¢do 2.2.1 que k(, s,w) = ko(s — t,w) é uma solugdo da EDP de primeira

ordem

(Di + Ds)k(t, s,w) = 0.

“Chamamos essa sequéncia de argumentos de a Representacdo por Translagdo de Lax-Phillips.
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Uma pergunta natural seria: Se fosse no caso da equacdo da onda perturbada, qual seria
o efeito nessa EDP?

Se definirmos, por analogia a (2.5),

ky(t,s,w) = LP o Uy(t) (w,s) =

temos que:
(D + Dky(t, s,w) = 23 ()" [—D? R(D2u(t, ))(w, s) + Di* Rlu(t,.))(w, s)}

Pelo item c) da Proposi¢ao 1.2.2, devemos ter:

(Ds + D)k (ts,w) = 25 ()T De® [~R(D2ult,.))(w, s) + D*R(u(t, .))(w, )] =

n—1

25(m)"7' D.% [~R(DRult,.) — Mu(t, ) (w,5)] = 23 (1) 7 Di® R(V(Ju(t,.)(w, ).
Tomando novamente a decomposicao
R(u(t,.))(w,s) = f(s+t,w)+g(s — t,w),

temos que

1

up(z) = 3@ /gn—l D' ' Rup(w, (2, w))dw =

W sn—1 Dgil[f«w’ z),w) + g((w, z), w)]dw.

Como D, f(s,w) = —Dsg(—s, —w), segue que

1 _
) = gy [ D3l ) =) + () )l =
1
— Dt dw.
(271')”_1 g1 s g(<w7'r>7w) w
Uma vez que
U 1 no1  ndl
ko(s,w) = LP (w,s) =22271"2 Ds? g(s,w),

Uy

temos que
n=3 -
Dg? ko(s,w) = 2.2%7TTID’;*1g(s,w),

e entao
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1 1 n=3
_ D.7 ko((w, ), w)dew.
) = Gyt gt o D ol )

Por argumentos andlogos, recuperamos w4 pela férmula:

1 1 n—1
TSI o 0o Rl 2) )

n—1
2 Sn—l

uy(z) = —(

Entdo, a solugdo para (2.1), nas condi¢des (ug, u1) pode ser escrita como

1 1 n=3
: Dg? ky(t, (w,z),w)dw.

u(t,xr) = —
(t, ) (2m)" 1 92515 Jgn

Usando essa férmula de inversdo, temos que
(Dt + Ds)’ﬁ/(tv S, OJ) + VLPkV<t7 S, UJ) - Oa (26)

na qual V7 p é um operador em C°(S"~! x R):
n—1 n—3
Vip=—-———Ds? RVR'D;? .
T n

A proposi¢do seguinte afirma que o problema de continuacio de (2.6) pode ser resolvido.

A demonstracdo da mesma pode ser encontrada em [8].
Proposi¢io 2.2.2. Para cada § € S, existe uma tnica distribuigio

at,s,w;0) € C7°(R x R x S*~1 x §"71)
satisfazendo (2.6) em R x R x S"~!, com

a(t,s,w;0) = 0(s —t)dp(w), em t < —p,
na qual p = sup{|z| / x € supp(V)}. Além disso, a pode ser espandida como
a=oqp+ i(—l)j%‘,
ag(t, s,w;0) = (s —t)dg(w) € Ciy:; (Dy+ Dg) 'Viplag, j > 1,
na qual
(Di+ Dg)u= f,com f =0eu=0ems < —p=u=(D;+ Dy)"'f

e,Vje{1,2,.. .},

supp(oy) C{t = —p} N {s = —p} N {t —s > =2p} N {t — s < 2pj},
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se supp(V') C B(p).

Temos entdo que existe uma distribui¢do ky € C7°(R x S"1 x S"71) tal que, em

s> p,°
alt,s,w,0) = ky(t — s,w,0). 2.7

Defini¢ao 2.2.2. A distribuicdo ry € C7°(R x S"7! x S"~1) em (2.7) é chamada o Niicleo de

Espalhamento.
Proposicao 2.2.3. O Nucleo de Espalhamento xy € suportado em
supp(ky) C [—2p, +00) x S*71 x S,
se supp(V') C B(p). Além disso,
singsupp(ry) C {(s,w,0) ERx S xS /s=0e6=w}.

O leitor interessado na demonstragdo da Proposi¢do 2.2.3 poderd encontri-la em [8].

Podemos interpretar xy como o resultado final de quando a onda livre
Oéo(t, S, W, 9) = 5(8 - t)ég((ﬂ),

que se propaga da esquerda, entra na regido |s| < p, onde o “potencial” V7, p estd confinado e

depois propaga-se livremente para a direita.

SNotemos que, em |s| > p, Vp = 0, donde (¢, s,w, 0) satisfaz (D; + Ds)a = 0.



Capitulo 3

A Transformada de Retroespalhamento

Modificada

Nesse capitulo, definiremos, na se¢do 3.2, a Transformada de Retroespalhamento Ge-
neralizada e “Modificada”. Para isso, falaremos, na secdo 3.1, dos espagos de Sobolev H ke
mostraremos que as aplicagdes R, e V p, definidas nos capitulos anteriores, possuem esse tipo
de regularidade. Entdo, apresentaremos (na sec@o 3.3) como aplicacdo a “versdao” associada a

essa transformada do Problema Inverso de Espalhamento no caso dois corpos.

3.1 Espacos de Sobolev H*(R")

Para definirmos a Transformada de Retroespalhamento Generalizada e “Modificada” e
apresentarmos a principal aplicagdo da mesma (que € o Problema Inverso de Espalhamento,
com certas restri¢cdes nas dire¢des das ondas planas), serd conveniente tomarmos potenciais em
apropriados Espacos de Hilbert. Estes serdo os Espacos de Sobolev ! H*(R™) (para s € R),
definidos por

HYR") = {f € L*(R") / (1+ [£%)2 f(€) € LR},

com produto interno

F e = [ (LHIER) FQOTEE

O dual de H*(R™) pode ser identificado com o espaco H *(R™). No caso particular

k € N, H®(R™) pode ser expresso como

'Sergei Lvovich Sobolev (6 de outubro de 1908 - 3 de janeiro de 1989) foi um matemético russo. Além dos
espagos que levam o seu nome, Sobolev foi quem introduziu a nogéo de distribui¢des, em 1935.
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HHR") = {f € L*(R") / D*f € LA(R"),V]a| < k}

com norma || f| g gn) = E |[D® f|| L2(rn) equivalente a norma induzida pelo produto interno
|| <k
anterior e D sendo a derivacio no sentido fraco. Ainda no caso k € N

u € H*(R")
<~

u € uma distribui¢do que pode ser escrita como u = g D%y, com u, € L*(R").
la|<k

O leitor poderé encontrar mais detalhes sobre esses Espacos de Sobolev em [3].

Usaremos a notagcdo f1° quando quisermos “focar” o suporte das funcdes, no seguinte

sentido: se X C R",

H*(X)={f e H*R") / f(x) =0sex ¢ X}.

+1

Observacéo 3.1.1. Usaremos o fato de que a distribui¢do §(t — s)dp(w) € H,, 2 (R x R x

loc
S*=1 x S*~1), na qual

_ntl
H,.? RxRxS"!'x8") =

{fue C®RxRxS" ' xS 1)/ fue H™5 (RxR xS x s,
Ve CP(R xR xS xS1)}.

Notemos que, se f,g € H*(R"), entdo f + g, fg € H*(R") (k € N). Logo, H*(R") é
uma algebra.

A proposicdo seguinte, cuja demonstragdo pode ser encontrada em [6], afirma que, sob

certas condi¢des para k € Ne s € R, H*(R") é um H*(R"™)-médulo.

Proposicao 3.1.1 (Gagliardo-Nirenberg). Dados k € N, com k& > g, eseR,com—k<s<
k,

H’“(R”).HS(JR") C H*(R™).
Em particular,
H*(X).H*(R") C H*(X),

onde X C R"™.
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Usando a Proposicao 3.1.1 e os conceitos dados acima, “ajustaremos” as aplicacdes
R, = D:%IR e V1 p para os espacos H*.
Proposicao 3.1.2. Dado k € Z, R,, = Dsn%1 ‘R é uma aplicagdo limitada
Ro : H¥(B(p)) — H*(S" x [~p, p])-

Demonstracao: O caso k£ = 0 é consequéncia direta do Teorema 1.3.2 (do Capitulo 1). Para o
caso k > 0, tomemos f € H'(B(p)). Temos que D;f € L*(R"), donde pelo Teorema 1.3.2
segue que R, D; f € L*(S"~! x R). Entdo, o item b) da Proposi¢do 1.2.2 nos dé

|w; DsRn f(w, 8)| = [RaD; f(w; 5)] < [RnDj f(w; s)],

donde D,R,.f € L*(S"! x R).
Como f(z) = 0em |x| > pimplica R, f(w,s) = 0 em |s| > p, segue que R, f(w,.) €
H'([~p, p))-

Repetindo esse argumento k vezes, concluimos que
f € H*(B(p)) = Raf(w,.) € H ([~p, p]).
Por outro lado, notemos que a Transformada de Radon R pode ser escrita na forma
Rf(w,s) = (0(s — (w,z)), f(z)).
Logo, se f € H'(B(p)), temos que:
Doy Raf (@, )] = |D.7 Dy (85 = (w,2)), £ (@) | = IDRafas ) 0, 5)]

Entdo, R,.f € H'(S"' x R) é consequéncia direta de R,,(z;f)(w,.) € H'([-p, p]).

Repetindo os argumentos & vezes, concluimos que
fe HYB(p) = Rnf € H*(S" ' x R).

Agora, tomemos u = Z D, € H*(B(p)). Temos, por definicdo, que:

| <k

(Ru(D%w), v) = <D R(D°u) >: p)lal+25" <u,pant(pj%lv)>:

(=1)l+2zH <u ’Rt(D‘a'D 2 PV )> <D‘f|gpa7€nu,v>,

na qual ¢, (w) = wi' ... wir.

Logo,
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Rou = Z DI (o Rouua),
|| <k

e, como Y R,u, € L*(S"!' x R) (de acordo com o Teorema 1.3.2), temos que R,u €

H%(S"1 % [—p, p]). Isto demonstra a proposicio.

3 -1
Proposicao 3.1.3. Dados £ € Z, com —% <k< n

,eum potencial V € H"z (B(p)),

Vi p € uma aplicacdo limitada
Vip: Hk(Sn—l X R) — Hk-l—l(Sn—l X R)
Demonstracgio: Seja f € H*(S"~! x R). Escrevendo R!f como

Rif(x) = (5(s = (z,w)), f(w, 5)),

e usando os mesmos argumentos da demonstracao da Proposi¢ao 3.1.2, garantimos que

n—

R =(-1)=

n

n—1
"RID,Z : HA(S™ ! x R) — H*(R™),

-1
naqual £k € Z. Ainda, se 0 < k < r

ela] <k+1,
n=3 n—1
|D*R'Ds? f(x)| < |D"R'Ds? f(x)]

n—3
(no qual | 3| < k), donde segue que R'D;?> f € H*1(R").
Se M +3

< k < 0, usamos o mesmo argumento da demonstracao da Proposi¢do 3.1.2

n—3
para concluir que R'D;? f € HFL(R"),

n+1 . .
, temos pela Proposi¢ao 3.1.1 que VR'D;? f €

1
Uma vez que —% <k+1<
H*1(B(p)). Por fim, pela Proposigdo 3.1.2,

Virf = d,R,VRID.? f € HFI(S™ x [—p, p]).
[

Para finalizar essa sec@o, enunciaremos um resultado que garante a convergéncia da

expansdo de o na Proposicdo 2.2.2, se V € H"2 (B(p)). A demonstragdo do mesmo poderd

ser encontrada em [8].

con+1 3 ].
Proposicio 3.1.4. Dados V € H"2 (B(p)). T < coe k € Z, com —% <k< n—2|— )

(D¢ + D,)~ 'V p é um operador limitado em
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Hj., = {f € H*([—00,T]; x [—p,pls X S"1) / f=0emt < —p}
e para alguma constante C' = C'(T'),
CTHVIP g
H 2

J!

1[(De + D)~ Vep) |l <

3.2 A Transformada de Retroespalhamento Generalizada e

“Modificada”

Agora estamos em condicdes necessdrias para concluirmos o objetivo principal desse
trabalho: definir a Transformada de Retroespalhamento Generalizada e “Modificada”. Sejam

S : R™ — R"™ uma transformagéo ortogonal, 7g , a projecdo ortogonal de H*(S™"~* x [—2p, 2p])
. n n n=3
no fecho da imagem de (Z — S)*H"s (B(p)) = H"= (Z — S)B(p)) por Ds* R, e Ps,a
n—3

imagem de 7g ,. Consideremos entdo a composi¢éo da aplicagdo D, > (restringindo também o

dominio) com 7g ,

n—3

Yot CF(R x 871 25 0([=2p,20] x §"1) 25 DIT R, (5 (T - S)B(p)))
H*(S™ x [=2p,2p]).

De acordo com a Proposi¢io 2.2.3, temos que se V € C°(B(p)) (ou seja, V € C®(R™)

e tem suporte compacto contido em B(p)), entdo xy tem suporte singular
singsupp(ry) C {(s,w,0) ERx S" 1 xS /s =0ew =0}
Logo, se Z — S for invertivel, temos que sy (s, S6,0) € C®(R x S 1).

Definicao 3.2.1. Seja S : R® — R" uma transformagao tal que Z — S seja invertivel. A

Transformada de Retroespalhamento Modificada (e generalizada®) € a aplicacdo

Bs : C=(B(p) 3V — (kv (s,50,0) € Ps, C (S x [-20,2)).  (.D)

2Generalizada no sentido de aplicarmos uma transformagdo S qualquer, tal que Z — S seja invertivel. No caso
S = —Z, temos a Transformada de Retroespalhamento Modificada abordada em [8].
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3.3 O Problema Inverso de Retroespalhamento no caso dois

Corpos

Como j4 fora comentado, o Problema Inverso de Retroespalhamento no caso dois corpos
funda-se em determinar um potencial V' através da Transformada de Espalhamento® (ou seja,
medindo ay) e que, para n > 3 impar, ay determina V' (ou seja, a Transformada de Espalha-
mento € injetiva).

Porém, ainda ndo se sabe se podemos recuperar V' a partir da Transformada de Retroes-
palhamento, que é na verdade a Transformada de Espalhamento com a restri¢do na dire¢ao de
“entrada” w = SO de uma onda plana, na qual S : R" — R" é uma transformacdo linear tal
que Z — S € invertivel e 0 € a dire¢do de “saida”. Aqui, consideraremos a Transformada de
Retroespalhamento Generalizada e “Modificada” definida em (3.1) ao invés da transformada
“original”. Apresentaremos dois dos principais resultados (seguidos de comentdrios pertinentes

a respeito dos mesmos) obtidos para essa “versao” do problema. O primeiro é:

Teorema 3.3.1. Se S : R” — R" for uma transformacao ortogonal tal que Z — S seja invertivel,
entdo a Transformada de Retroespalhamento Generalizada e “Modificada” (3.1) extende por
continuidade para

- n+1l

Bs : H*(B(p)) — Ps, C H2(S"" x [~2p, 2p)]).

e ¢ inteiramente analitica. Mais precisamente, ela pode ser escrita como
Bs(V) = Bs(V)+ Y BLUV,..., V), (32)
j=2

na qual

- n+1

B%: H™ (B(p)) — Ps, C HX(S"™' x [=2p, 2p])

€ um isomorfismo linear e, para cada j > 2,

n+1

BL:H"3 (B(p)) x ... x H"

(B(p)) — Ps, N H3(S" x [~2p,2p])

b

N | —

€ simétrica e satisfaz, paratodo 0 < e <

3Que € a aplicac¢io que associa um potencial V' € C'°(R™) a amplitude de espalhamento ay-, definida por

ay(w,0,\) = /Re*iAt[/iv(t,w,G) —(t)dg(w)]dt.
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CTHVIP, i
H 2
()%
O Teorema 3.3.1 € o principal resultado da referéncia [9]. Para conseguirmos a expansao

- n+1

(3.2), usamos a expansdo de « da Proposi¢do 2.2.2, que converge se V € H z (B(p)), de

1B5(V, - V)] g <

acordo com a Proposi¢do 3.1.4. De fato, sendo

n+1

5(t —s)dp(w) € H, 2 (R xR xSt xS,

loc

n+1

temos que «; € H,, >

loc

TR xR x §*1 x §n),

Logo, se
(s, w,8) = (s + p, p,w, 6)
devemos ter
k; € H- "2 Hi([=2p,T) x S"' x §"~1), para qualquer T > —2p.

Aplicando a transformacdo .S, segue que

n+1

ki(s,50,0) € H-" 549 ([~2p,T) x §")
e finalmente,
BLV) = x,(k;(s,50,0)) .

Usando a extensdo analitica de (s, temos o segundo resultado:

Teorema 3.3.2. Existe um subconjunto fechado G(p) C H"* (B(p)), que tem codimenso

pelo menos dois, tal que para cada

- n+1l

Vie H = (B(p)\G(p),

existe » > 0 de tal forma que a aplicacdo

- n+1

Bs AV € H*E.(B(0)) / IV = V|| g1 ) < 7} — HAS™! X [=20,29])
€ um isomorfismo sobre sua imagem.

O conjunto G(p) consiste de todos os potenciais V € H"2 (B(p)) tais que a derivada
de s com respeito a V' ndo é um isomorfismo. A derivag¢do aqui é no sentido de Fréchet, que é
uma generalizac¢do da derivacdo em R", s6 que para Espagos Vetoriais Topoldgicos localmente
convexos (por exemplo, Espacos de Banach). Entdo o resultado € garantido pelo Teorema da

Funcdo Inversa aplicado ao espaco H "% (R™).

*Pode-se mostrar que S(S"~! x R) é denso em H*(S"~! x R), com s € R. Logo, a continuidade de y, nos
permite falar em x,(x; (s, 56, 6)).



Apéndice A

Nocoes de Distribuicoes

A.1 Definicao e Exemplos

Consideremos a fun¢do de Heaviside / : R — R, definida por

1, >0,
H(z)=4q 1 2=0
0, =<0.

Temos que H ¢ diferencidvel, com exce¢do da origem, pois

H(x)—H(0

i L&) - HO) _
x—0 xr — 0

Uma pergunta natural seria: podemos generalizar o conceito de fungdes para termos H’

bem definida? Para responder essa pergunta, recorreremos a integracao por partes:
b b
/ g (x)h(z)dx = g.h|" — / g(x)h'(z)dx, (A.1)

na qual g,h € C*([a,b]). Entdo, se g ¢ C'([a,b]), podemos definir / g'h como em (A.1),
Vh € C'([a,b]). Notemos que essa defini¢do de ¢’ s6 € vélida se sempl[rzb‘]‘testarmos” a mesma
com fungdes C([a, b]) (no sentido da integragdo em (A.1)) e, portanto, ndo podemos garantir
que ¢’ seja uma fungdo. Além disso, no caso de o intervalo ser todo o R, podemos definir ¢’
da mesma forma, s6 que usando fungdes em C}(R) = {f € C'(R) / supp(f) CC R} ' como

testes.

Voltando ao exemplo acima, temos que, Vo € C!(R),

'A notaciio K CC X significa que K é um subconjunto de X e é compacto.
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+o0 400 400
H(@)p@)de = — [ H)g/(e)de = - / o/ (2)dz = (0).

—00 —00

Ou seja, podemos encarar H' como um funcional

H' : CHR) — C,
(H',0) = ¢(0).

Essa € a idéia intuitiva do que chamamos de funcoes generalizadas (ou distribuicoes).

Na prética, o espago C! (R) € substituido pelo espago
C(R) ={f € C*(R) / supp(f) CC R},

o qual chamamos de o Espaco das Fungoes-Testes.
A fim de formalizar esse conceito, vamos definir convergéncia de sequéncias em C°.

Aqui, X C R" sempre representard um aberto.

Definicdo A.1.1. Uma sequéncia {p;},en, na qual p; € C°(X), Vj € N, converge para zero
em C'°(X) se

i) existe K CC A tal que supp(p;) C K, paratodo j € N;
ii) Paratodo a = (a, ..., ) € N, 0%p; — 0 uniformemente.
Definicao A.1.2. Uma distribui¢do (ou fungdo generalizada) é um funcional linear
u: CX(X)—C
que satisfaz
Jim (u, ;) =0,

para toda sequéncia {¢; };en em C2°(X) que convirja para zero. Denotaremos por C~*°(X') o

espaco vetorial complexo das distribuicdes (munido com as operagdes usuais).

Exemplo A.1.1. O delta de Dirac, que € uma generalizacdo da derivada “fraca” (ou seja, no

sentido de como foi feito acima) da fun¢do de Heaviside,

5: C®(R") — C
<57 ()0> = 90<0>

¢ uma distribui¢do. Mais geralmente, se a € X, entdo
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dg : CX(X) — C
(00, ) = (a)
¢ também uma distribuigao.
Exemplo A.1.2. Se z e y forem parametros, o delta de Dirac definido como

dzrz—y): CX(X¥ xX)—C
<5(x—y)7s0>=/xs0(y,y)dy

¢ uma distribui¢do. Notemos que d(z — y) satisfaz
<](77Z})7 SO>L2(X) = <5(I - y)u 77Z) ® 90>’

na qual / : C(X) — C*(X) denota a aplicagdo inclusdo. Isso ndo é uma coincidéncia.
Trata-se de uma teoria de grande importancia no estudo das equagdes diferenciais: O Nucleo

de Schwartz. O leitor interessado, poderd encontrar detalhes em [2].

Exemplo A.1.3. Uma fungdo f € L} (X) = {f : X — C/ f é mensurdvel e VK CC X,

loc

x)|dr < oo} pode ser vista como uma distribui¢io 7’y se definirmos
Kf d d i distribuigdo 7' se defini
1) = [ fa)ela)da,
X
Baseando-nos no Exemplo A.1.3, definimos:

Defini¢iio A.1.3. Dizemos que u € C°°(X) é uma distribui¢do regular se 3f € L}, (X) tal

que u = T'. Do contrdrio, u € dita uma distribui¢@o singular.

Definicdo A.1.4. Seja u € C~>°(X). O suporte de u, o qual denotaremos por supp(u), é o

complemento do conjunto
{z € X / u = 0 numa vizinhanga aberta de z },
no qual
u = 0 num aberto V C X <= Vp € CX(X) com supp(p) C V, (u,p) = 0.

Definicao A.1.5. Sejau € C~>°(X). O suporte singular de u, o qual denotaremos por singsupp(u),

¢ o complemento do conjunto

{z € X / uw € C* numa vizinhanga aberta de x}.
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A.2 Operacoes com Distribuicoes

As definicdes de operagdes com distribuigdes sdo feitas a partir do conceito de dualidade
de operadores em C2°, isto é: se T' : C°(R") — C°(R™) é um operador linear sequéncial-
mente continuo em zero (ou seja, 7'(¢;) — 0 sempre que ¢; — 0), entdo T : C~°(R") —

C~>°(R") satisfaz

(T u, @) = (u, T(p)),

naqual u € C~°(R") e ¢ € C(R"). Obviamente, T*u = u o T' é linear e sequéncialmente

continuo em zero.
Defini¢do A.2.1 (Multiplicagdo por uma fung¢do C'*). Se f € C*(X) e u € C~>°(X), defini-
mos uma nova distribuicio fu por

(fu,0) = (u, fo),

na qual ¢ € C°(X). No caso de u ser uma distribui¢do regular, digamos u = T}, na qual

h € L},.(X), devemos ter

loc
fu= fI, =Ty

Definicdo A.2.2 (Diferencia¢do). Consideremos, para « = («q,...,a,) € N" o operador

0% : C(X) — CX(X). Entdo, se u € C~>°(X), definimos a derivagdo “fraca” 0%u como

(0%u, ) = (=D (u,0%),
na qual ¢ € CF(X) e |a] = 377 a;. Ainda, se u for uma distribuicdo regular, digamos

u =Ty, com h € C*(X), entdo 0*u e 0*h coincidem.

Definicio A.2.3 (Translagdes e Dilatagdes). Se as aplicagdes 7, : C°(R") — CF(R") e
py 2 CP(R") — CX(R™), comy € R*" e A € R\{0} fixados, denotam, repectivamente a

translacdo e a dilatagdo do R", ou seja,

Typ(x) =z —y)
() = ¢(Az),
entdo definimos, para u € C~>°(R"), as distribui¢des 7,u e j1\u como

<Tyua ©) = (u, T—y‘P)
1
<MAU7 90> = W <U7M1/A90>-
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