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Resumo da Dissertagdo apresentada ao IM/UFF como parte dos requisitos

necesséarios para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

CLUSTERS DE GENES COMO INTERSECAO DE POTENCIAS DE
CAMINHOS

Vitor Costa Silva

Dezembro /2010

Orientador: Simone Dantas de Souza

Existem varias defini¢coes de cluster de genes determinadas por dois genomas, e
varios métodos para encontra-los. No entanto, ha pouco trabalho na caracterizacao
das configuragoes de genes que sao elegiveis para ser um cluster de acordo com uma
definicao dada. Por exemplo, em um ancestral de dois genomas, que conjuntos de
genes podem possivelmente refletir um cluster nos dois genomas filhos? Em uma
versao deste problema, faremos uso da definicao de cluster utilizando Teoria de
Grafos.

Seja Vx o conjunto de n marcadores no genoma X. Estes marcadores estao divi-
didos entre um numero de ordens totais chamadas cromossomos. Para marcadores
g e h em Vx no mesmo cromossomo X, existe a aresta gh € Ex se o numero de
genes entre g e h em X é menor que 6, onde # > 1 é um parametro de vizinhanca
fixado. Chamamos Gx = (Vx, Fx) de grafo de 0-adjacéncia, se suas arestas sao
determinadas por um parametro de vizinhanca 6.

Entao o problema pode ser reformulado da seguinte maneira: dado um grafo G,
existem dois grafos #-adjacentes Gg = (Vs, Fs) e Gpr = (Vr, Er) tais que Gs N Gr
contém G como subgrafo induzido? Nesta dissertacao, estudamos o caso em que G é
um grafo de intervalo unitdrio e mostramos um algoritmo O(n?) que responde posi-
tivamente a esta questao, apresentando os grafos Gg e Gr. Em seguida, discutimos

a minimalidade de 6 e do numero de vértices de Gg e Gr.
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Abstract of Dissertation presented to IM/UFF as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

GENE CLUSTERS AS INTERSECTIONS OF POWERS OF PATHS

Vitor Costa Silva

December /2010

Advisor: Simone Dantas de Souza

There are various definitions of a gene cluster determined by two genomes and
methods for finding these clusters. However, there is little work on characterizing
configurations of genes that are eligible to be a cluster according to a given definition.
For example, in the ancestor of two genomes, which sets of genes could possibly
reflect a cluster in the two daughter genomes? In one version of this problem, we
make use of the graph theoretical definition.

Let Vx be the set of n markers in the genome X. These markers are partitioned
among a number of total orders called chromosomes. For markers g and h in Vx on
the same chromosome in X, let gh € Ex if the number of genes intervening between
g and h in X is less than 6, where # > 1 is a fixed neighbourhood parameter. We call
Gx = (Vx, Ex) a 6-adjacent graph if its edges are determined by a neighbourhood
parameter 6.

Then the problem can be reformulated as follows: given a graph G, does there
exist two #-adjacency graphs Gg = (Vs, Es) and Gp = (V, Er), such that Gg N Gr
contains GG as induced subgraph? In this dissertation, we study the case when G
is an unit interval graph and we show an O(n?) algorithm which positively answers
this question by presenting graphs Gg and Gr. We then discuss the minimality of

# and of the number of vertices of Gg and Gr.
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Capitulo 1

Introducao

Devido as recentes pesquisas sobre mapeamento genético, estao disponiveis uma
imensa quantidade de informagoes arquivadas em bancos de dados de varios centros
de pesquisas no mundo. Processar estas informacoes de forma a obter conclusoes
biologicas relevantes ¢ um dos atuais desafios na Biologia. Uma das maneiras de
estruturar estas informagoes é através de comparacao de genomas, ou seja, a busca

de semelhancas ou diferencas entre dois ou mais organismos.

Antes de elucidarmos o significado de genoma precisamos da seguinte definicao.
O DNA (deoxyribonucleic acid ou acido desoxirribonucleico) é um composto
organico cujas moléculas contém as instrucoes genéticas que coordenam o desen-
volvimento e o funcionamento de todos os seres vivos e alguns virus. O seu principal
papel é armazenar as informacoes necessarias para a construcao das proteinas. O
genoma ¢ toda a informacao hereditaria de um organismo que esta codificada em seu
DNA. Os segmentos de DNA que contém a informagao genética sao denominados
genes e o conjunto de todos os genes contidos em uma cadeia conexa de um genoma

é chamado de cromossomo.

Cluster de genes, ou apenas cluster, é um conjunto de dois ou mais genes
que serve para codificar um mesmo (ou um similar) produto no organismo. Por
exemplo, individuos com um mesmo ancestral podem possuir um mesmo conjunto

de cluster de genes.



Desta forma, o problema central desta tese consiste em:

Questao 1. Dado um cluster em um genoma é sempre possivel obter dois cromos-
somos cuja intersecao € exatamente o cluster dado? Se a resposta for afirmativa,

quais os dois menores cromossomos que solucionam o problema?

Para estudar este problema definiremos alguns objetos bioquimicos usados na
teoria genética através de uma modelagem matemadtica baseada no artigo [I]. Com

esta modelagem, reformularemos o problema acima utilizando a Teoria de Grafos.

Um cromossomo pode ter seus genes ordenados, pois os aminodacidos que
compoem o DNA podem ser ordenados e orientados. Portanto, estd bem-definida a

seguinte modelagem.
Dizemos que X é um conjunto de genes ordenados, se X = {gi1,...,9;} é um
conjunto de genes em um cromossomo tal que g;+1 € o gene posterior ao gene g;,

para todo i € {1,...,l —1}.

Seja Vx o conjunto de marcadores em um genoma X. Esses marcadores estao

divididos entre um numero de ordens totais chamadas cromossomo.

Figura 1.1: Genoma X com 20 marcadores e 2 cromossomos.



Dados dois marcadores g e h em um cromossomo, definimos a distancia entre
g € h em um cromossomo como o numero de marcadores entre g e h ao longo
do cromossomo. Adjacéncia generalizada é a propriedade compartilhada por dois
marcadores que estao a uma distancia menor ou igual a um nimero inteiro positivo
pré-fixado, ao longo de um cromossomo. Da mesma forma, para marcadores
g,h € Vx em um mesmo cromossomo de X, a aresta gh € Ex se o numero de genes

entre g e h em X é menor que #, onde 6 > 1 é um parametro de vizinhanca fixado.

Chamamos Gy = (Vx, Ex) de grafo de 0-adjacéncia, se o conjunto de vértices
Vx é um conjunto de marcadores ao longo de um genoma e o conjunto de arestas

Ex é determinado por um parametro de vizinhanca 6.

5 8 g19 920

g1 g2 g3 94 gs g6 gz gs o g10 g11 g12 913 914 915 916 g17 g1
CRRREERS > Sosr —

Figura 1.2: Grafo Gx = (Vx, Ex) com 20 marcadores, 3 cromossomos e parametro

de vizinhanca 6 = 3.

Para prosseguirmos com a modelagem precisamos definir alguns objetos da

Teoria de Grafos. Para maiores informagoes sugerimos a referéncia [2].

Seja V' C V. O subgrafo de G induzido por V', denotado por G[V"], é o subgrafo
cujo conjunto de vértices é V' e cujo conjunto de arestas é o conjunto de arestas de

G que tem ambos os extremos em V.

Um caminho entre dois vértices vy e v; de um grafo G é uma sequéncia de
vértices vy, V1, Vg, Vs, . . ., v tal que v;v;,1 é uma aresta de G, i =0,...,l —1. Um
grafo que é um caminho com n vértices sera representado por P,. Um grafo G ¢

conexo se, para todo par de vértices v, v € V(G), existe um caminho entre v e v em

G.



Seja S um conjunto e S C S. O conjunto S’ é maximal em relacdo a uma
propriedade II, se S’ satisfaz a propriedade II e nao existe subconjunto S” de S tal

que S” O S e também satisfaz II.

Considere Gg = (Vs,Eg) e Gr = (Vr, Er) dois grafos de #-adjacéncia com
Vor = Vo NVr # ). Dizemos que V' C Vgr é um cluster de adjacéncia generalizada,
ou cluster, se este consiste em um conjunto de marcadores de um subgrafo induzido

conexo maximal do grafo Ggr = (Vsr, Es N Er).

Exemplo 1. Sejam os grafos Gs = (Vs,Es) e Gpr = (Vr, Er) grafos de 3-
adjacéncia do genoma S e do genoma T, respectivamente, com Vsr = {g1, g2, 93, 94,
5, 96, 975 98, 99, 910, 911, 912, 913, 914, 915, 916, G17} representados na figura abaixo. As
arestas do grafo Ggr = (Vsr, Es N Er) estao destacadas com linhas continuas nos

grafos Gg e Gr.

Grafo de 3-adjacéncia Gg com 3 cromossomos

— — o

9o s dis gz g13 g12 gn g1s g7 Jio

92 9s 4 0 921 19 G14 93 g7 916

R T N -
»x > ko ke -

Neste exemplo, os 3 clusters de adjacéncia generalizada sao os conjuntos

{91,92,g4>g5}7 {967977987997910791179127913} € {914,916,917}-

4



Desta forma, chamaremos G = Ggr[V] o grafo induzido pelo cluster V.

Exemplo 2. Grafo G induzido pelo cluster V' = {gs, 97, 9s, 99, 910, 911, 912, 13 } esta

desenhado com as arestas continuas.

Sejam Gg e G dois grafos, a intersecaio Gs N G é formada pelo conjunto de
vértices Vs NV e o conjunto de arestas Fg N Ep. Através desta modelagem obtemos

a seguinte reformulacao do tema desta tese:

Questao 2. Dado um grafo G, é possivel exibir dois grafos de 0-adjacéncia, cuja
intersecao contém G como subgrafo induzido? Se a resposta for afirmativa, quais os
dois menores grafos de 0-adjacéncia (com relagio a 0 e ao nimero de vértices) que

solucionam o problema?

Neste trabalho respondemos a esta questao quando o grafo G pertence a classe

dos grafos de intervalo unitario.

Esta tese esta divida da seguinte forma. No Capitulo 2, apresentamos as
defini¢oes, as notagoes, os algoritmos e os teoremas que serao utilizados ao longo
deste trabalho. No Capitulo 3, mostraremos os resultados obtidos que respondem a
questao central desta tese para a classe dos grafos de intervalo unitario. No Capi-
tulo 4, aplicamos o algoritmo em exemplos de grafos grafos de intervalo unitario

Finalmente, no Capitulo 5, concluimos a tese com proposta de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo apresentamos as definigbes e teoremas que sao utilizados nesta
tese. As referéncias utilizadas neste capitulo foram Bondy e Murty [2], Corneil et

al. [3], Roberts [4] e Cormen et al. [5].

Seja G = (V(G), E(G)) um grafo com conjunto de vértices V(G) e conjunto
de arestas F(G). Definimos |V(G)| = n e |E(G)| = m. Sejam v, v € V(G). A
distancia entre dois vértices v e ¥ em um grafo G, denotado por dg(v,v), é o

numero de arestas do menor caminho em G entre os vértices v e .

Seja P, um grafo que é caminho com n vértices. Uma poténcia de cami-
nho P% = (V(P?),E(P%), com poténcia 6 e n vértices, é um grafo tal que
V(P%) = V(P,) e E(P’) = {vv : dp,(v,9) < 0 com v,v € V(P?)}. Informacoes

sobre sobre a histéria das poténcias de caminhos [6].

Segundo esta definicao, um grafo de f-adjacéncia conexo com parametro de
vizinhanga 6 e ny > 6 — 1 marcadores (definido no Capitulo ¢ semelhante a

poténcia de caminho P .

Por esta equivaléncia de defini¢oes, podemos reformular a Questao [2 apresentada

no Capitulo [1| da seguinte forma:



Questao 3. Dado um grafo conexo G, existem duas poténcias de caminhos Gg =
(Vs, Es) e Gp = (Vp, Er), com poténcia 0, cuja intersegio contém G como subgrafo
induzido? Se resposta for afirmativa, quais as duas menores poténcias de caminhos

(com relagao a poténcia 6 e o nimero de vértices ng) que solucionam o problema?

Neste trabalho estudamos o caso onde o grafo G é um grafo de intervalo unitéario

definido a seguir.

Seja G um grafo. Dizemos que G é um grafo de intervalo unitdrio se existe uma

familia I de intervalos (a,b) sobre a reta real tal que:
e cada v € V(G) estd associado a um tunico intervalo (a,, b,) € I;
e todos os intervalos de I sao do mesmo tamanho;

e para v, 0 € V(G), vi € E(G) se, somente se, (a,,bz) N (a,,bs) # 0.

A familia de intervalos I é chamada de modelo de intervalos unitdarios para G.
Entao, dado um grafo de intervalo unitario G e um modelo de intervalos unitéarios
I associado aos seus vértices vy, vs,...,v,, denotamos as coordenadas da esquerda
e da direita de um intervalo associado ao vértice v como (a,,b,). Dizemos que
U1, V2, ..., U, ¢ uma rotulagdo natural para os vértices de G se a,, < a,,,, para cada
1 <i<n—1. Um vértice z é um vértice ancora esquerda (left anchor [3]) se z pode

receber o rétulo vy em alguma rotulagao natural para V(G).

Tl vz

v

va

vz

g

U3 g

Figura 2.1: Grafo de intervalo unitario G com uma familia de intervalos I.



Os grafos de intervalo unitario possuem a seguinte propriedade apresentada no

Teorema 9 de Lin et al. [6]:

Teorema 1. [6] Um grafo G é um grafo de intervalo unitdrio se somente se G €

um subgrafo induzido de uma poténcia de caminho. [ ]

Dado um grafo de intervalo unitario G, existe uma poténcia de caminho Pge que
contém G como subgrafo induzido. Para construirmos as poténcias de caminhos
Gs e Gr basta rotularmos a poténcia de caminho P? de duas formas: os vértices
do conjunto V(Gr) N V(G) recebem os mesmos rétulos dos vértices do conjunto
V(Gs) N V(G); e os vértices de V(Gr) \ V(G) recebem rétulos que nao estao nos
vértices de V(Gg). A prova da caracterizacao estrutural do Teorema || dada em [0]
nao resulta em um algoritmo que responde a Questao [3] Desta forma, o objetivo

desta tese é construir a menor poténcia Pge que contém G como subgrafo induzido.

v (i)
q
wm U U3 Uy
K . ./:\. Py
3 vg
Gy Gr
Uy Ug U3 a () Uy Uy Ug b Uy
p //\\ , /(\\
o o — -9 - @ *—— o o — -9 -9

Figura 2.2: G5 e Gp, com poténcia § = 2, cuja a interse¢do Ggr[V] contém G como

subgrafo induzido, V' = {vy, va, v3, v4}.

Existem varios algoritmos que reconhecem grafos de intervalo unitario em tempo
linear, por exemplo, Corneil et al. [3] e De Figueiredo et al. [7]. Outras referéncias

sobre algoritmo de reconhecimento podem ser encontradas em [7].

Dado um grafo de intervalo unitério G' o algoritmo Recognize [3] fornece uma

ordenagao de V(@) utilizando o algoritmo busca em largura (breadth-rst search



(BFS) [3]). Sejam Lo, Ly,..., L, os niveis determinados pelo algoritmo de busca
em largura a partir do vértice v;. Seja v um vértice no nivel x de uma busca em
largura de G. Representamos por PrevN(v) o conjunto dos vizinhos de v no nivel

x—1 e por NextN(v) o conjunto dos vizinhos de v no nivel z+1 da busca em largura.

Seja. v € V(G) considere a wvizinhangca de v em G é o conjunto
Ng(v) = {v € V(G) : v € E(G)} e a wvizinhanca fechada de v em G é o
conjunto Ng[v] = Ng(v) U {v}. Dizemos que dois vértices v,0 de V(G) sao

indistinguiveis se Ng[v] = Nglv].

Esta ordenacao apresenta a seguinte propriedade de Roberts [4].

Teorema 2. [J] Grafo G é um grafo de intervalo unitdrio se, somente se, eriste
uma ordenagao < dos vértices tal que para todos os vértices v de V(G), a vizinhanga
fechada de v, Ng[v], é um conjunto de vértices consecutivos com relagdo a ordena¢ao

<. |

Seja G um grafo de intervalo unitario. Seja v; < v9 < ... < v, uma or-
denacdo do conjunto de vértices de G que satisfaz o Teorema [2 Usaremos a
notacao orderg(v) para nos referirmos a posi¢ao do vértice v na ordenagao do
conjunto de vértices de G. Denotaremos por {;(v) = max{orderg(v) : v € N[v|}
e neg(v) = min{orderg(v) : v € N[v]}, v € V(G). Dado um vértice v € V(G),
usaremos a notacao order Py, (v) para referirmos & posicao do vértice v em P? ,s isto

é, orderps (v) =1, se v é o vértice u; em V(P?).
ng g

No artigo [3], os autores definem uma ordenacao <p do conjunto de vértices

baseada:

i) nos seus niveis da busca em largura e

ii) entre os vértices no mesmo nivel, em ordem crescente de |NextN(v)| —

|PrevN(v)|, ordenando empates arbitrariamente.



Teorema 3. [3] Seja I = um modelo de intervalo unitdrio do grafo de intervalo
unitdrio G com rotulagao natural vy, ... ,v,. Seja Lo, Ly, ..., L. 0os niveis diferentes

de vazio determinados pela busca em largura (BFS) iniciada no vértice vy. Entao,
(1) para todos vértices v, v € V(G), sea; < a, ev <g U temos que Ng[v] = Ng[v].

(2) A ordenagio <p satisfaz a propriedade de ordena¢ao do Teorema @ [ ]

No trabalho [3], se G é um grafo de intervalo unitario, o algoritmo Recognize [3]

utiliza o procedimento Get_left_anchor para definir o primeiro vértice da ordenagao.

Observagao 1. Pelo Teorema 2.3 do artigo [3], qualquer vértice ancora esquerda z
retornado pelo procedimento Get_left_anchor [3] é indistinguivel ou ao vértice vy ou
ao vértice v, de uma rotulacao natural de G. Portanto, o vértice ancora esquerda
¢ tnico a menos de vértices indistinguiveis. De fato, se z ¢é indistinguivel a v, ja
temos a afirmagao, se z é indistinguivel a v,,, tome a ordenacao v, < ... < vy que é
uma ordenacao natural, basta tomar o modelo que seja o reflexo de um modelo que

satisfaca a rotulacao vy < ... < w,, e dai, temos a afirmagao.

Exemplo 3. Dados um grafo de intervalo unitario G e dois modelos de intervalos

unitérios I e J como na figura abaixo. Temos Ng|[vi] = Ng[va] € Nglvs] = Nglvg) =

N, G [’07].
G modelo [
U1 Uy
L‘z -
I
.
1 T
v Vg
2 U3 UT
modelo J igual ao reflexo do mode 1
V4 o
(D]
Vg
v,
IUF 1
Us Ve v7 Vg

U7

Pelo modelo I temos v; e vy sao vértices ancora esquerda e pelo modelo J temos

U5, Vg € U7 Sa0 vértices ancora esquerda.

10



Capitulo 3

O algoritmo

Seja G um grafo de intervalo unitéario e seja v; < v9 < ... < v, uma ordenagao
de V(G) dada por [3]. Neste capitulo apresentaremos um algoritmo que retorna a
menor poténcia de caminho Pge, com relagao aos parametros 6 e ny, que contém G

como subgrafo induzido.

3.1 Construcao de uma poténcia de caminho

A partir de agora utilizaremos a notacio P% (resp. Pe) para representar a
poténcia de caminho P! (resp. Pf) que contém n; (resp. ng) vértices; e P,
(resp. P,,) para representar o caminho com n; (resp. ng) vértices correspondente a

poténcia de caminho P/ (resp. Pf ).

Durante o procedimento e o algoritmo usaremos os seguintes rétulos: o rétulo
v para nos referirmos aos vértices de GG; o rétulo u para nos referirmos aos vértices
de P’ e o rétulo w para nos referirmos aos vértices de P*!'. Relembramos que
orderpge (v) é a posi¢ao do vértice v na ordenagao do conjunto de vértices de Pff@.
Também utilizaremos a expressao “o vértice v em P?” para nos referirmos ao vértice

u € P? que recebeu o vértice v € G.
A ideia do algoritmo consiste em, a partir da clique maximal que contém o
vértice vy, construir uma sequéncia de poténcias de caminhos P% minimais, com

relacdo a 6, e n;, P ¢ P c P c ... c P%1 c P?% tais que 6; = 0,_1 + 1.
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A cada poténcia P%. os vértices sdo adicionados sucessivamente, na ordem citada
) )

acima, respeitando-se as adjacéncias e nao-adjacéncias determinadas por 6.

Ao final do algoritmo a poténcia de caminho Pff@ tem as seguintes propriedades:

1. A ordenacgao v; < ... < v, é mantida em P,fe, isto é, Uorder o (v1) < --- <
ng
Uorderpge (vn)s

2. a poténcia 6 e o numero de vértices sao minimos;

3. para v;, v;11 € V(G), o primeiro vértice nao-adjacente a v; e adjacente a v;,1

e1m

em (G é o primeiro nao-adjacente a Uorder vis1)
n

(v;) € adjacente a Uorder 4 (
0 e

P, (caso esse vértice exista).

O algoritmo comeca inserindo em P% a clique maximal que contém o vértice v,

e definido #p como o nimero de vértices desta clique subtraido de uma unidade.

Em seguida, o algoritmo analisa v o primeiro vértice nao-adjacente a v; na

ordem de V(G).

Se v é adjacente a vy, o algoritmo tem que inserir v em um vértice de P%
que esteja a distancia 0, + 1 em P,, do vértice que recebeu vy, ou seja, v serd
o vértice consecutivo ao ultimo vértice adjacente a v; em P%. Note que esta
distancia em P% faz com que v esteja a uma distancia menor ou igual a 6y de vo,

pois o indice do vértice que recebeu vy é maior que o indice do vértice que recebeu v;.

Se v é nao-adjacente a vy, mas ¢é adjacente a vs, o algoritmo tem que inserir v
em um vértice de P% que esteja a distancia 6y + 1 em P,, do vértice que recebeu v,.
Logo, o algoritmo terd que inserir um vértice entre o vértice v e o vértice de maior
indice adjacente a v; em P%. A insercao deste vértice que nao pertence a G é feita

atribuindo-se o rétulo 0 a este vértice em P%. Veja um exemplo na Figura
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(4] U2 U3 Uy vs vl U2 Us Uy 0 Us

N
NN S

Figura 3.1: Exemplo onde v5 é adjacente a vz e nao adjacente a vs.

Se v é nao-adjacente a vy, mas é adjacente a v,y 1, onde vy, v;11 pertencem a
clique maximal que contém vy, o algoritmo tem que inserir ¢ — 1 vértices entre o

vértice v e o vértice de maior indice adjacente a v; em P%. Veja a Figura .

pho
m [an Vil v
- -7 ""/--./_‘:- H_/ - - - ":‘:_E:H . -
_ - _ - ,>..\H ~ . -
- - - — “'\-\,\
< — — — — - — —= 0 — — - — - — @ — — — —— - — 99— — @ — — .
N—— — N—— —
t—1 t—1

Figura 3.2: O ntimero de vértices entre v e o vértice de maior indice adjacente a v,

em PY ¢ igual a distancia dpe, (v1, Vig1).

Suponha que existam pelo menos dois vértices v, v nao-adjacentes a v; e adja-
centes a v9. Seja U o segundo vértice desse conjunto. A fim de minimizar o niimero
de vértices de P%, o vértice que receberd ¥ em P% tem que estar a distancia 6y + 2
em P,, do vértice que recebeu v;. Como o vértice que recebeu vy é o vértice con-
secutivo ao vértice que recebeu v; em P%, temos que a distancia de v a vy em P,
é 0y + 1, isto é, T e vy sao nao-adjacentes em P%. O algoritmo precisa executar o
procedimento SHIFT. O procedimento SHIFT aumenta a largura da poténcia para
que P% tenha a aresta v, e ajusta a poténcia P% ao novo 6y, inserindo vértices
em P% para preservar as adjacéncias e ndo-adjacéncias de G e cria a P%. Veja um

exemplo na Figura |3.3

Faremos uma analise semelhante a que fizemos anteriormente para os vértices
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Figura 3.3: Exemplo onde vg é adjacente a vy em (G, mas vg é nao-adjacente a vy em

P%: e a nova poténcia de caminho P? apés o procedimento SHIFT.

da ordenagao de V(G) que ja foram inseridos em uma poténcia de caminho P% pelo

algoritmo.

Seja v; um vértice de V(G) ja inserido em P% e seja v o primeiro vértice maior

que v; em relacao a ordenagao e nao-adjacente a ele.

Se v é adjacente a v;11, a andlise é similar ao caso em que v é nao-adjacente a

vy e adjacente a vs.

Se v ¢ nao-adjacente a v;;;, mas ¢ adjacente a v;y;y1, onde 1 < j <6, —1, a

andlise é similar ao caso em que v é nao-adjacente a v; e adjacente a vy 1.

Suponha que existam pelo menos dois elementos no conjunto dos vértices

nao-adjacentes a v; e adjacentes a v;4; em P% e que dpnl(/l)i, Vi) =d > 1.

Se o nimero de elementos no conjunto dos vértices nao-adjacentes a v; e adja-
centes a v;11 em P% é menor ou igual a d, a fim de minimizar o nimero de vértices
de P% o algoritmo insere o primeiro vértice desse conjunto, em relacdo a ordem, a
distancia 6; + 1 do vértice que recebeu v; em F,,. Nos referimos a Figura . O

segundo vértice desse conjunto, em relagao a ordem, é inserido a distancia 6, + 2 do
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vértice que recebeu v; em P, , e assim sucessivamente, até esgotar o conjunto. Note
que todos os vértices deste conjunto serao adjacentes a v;,1, pois o ultimo vértice
desse conjunto, em relacao a ordem, sera inserido a uma distancia menor ou igual a
0, + d do vértice que recebeu v; em P,, e o vértice de maior indice adjacente a v;1;

em PY% estd exatamente 0 + d distante do vértice que recebeu v; em P,,.

v Vit1

~
f—— — - — — — = — — = — = ®— — — o= = = o———0 *P— — — @ — — — .
-

Figura 3.4: Numero de vértices que sao adjacentes a v; e nao-adjacentes a v;y; em

PY é igual a d.

Se o numero de elementos no conjunto dos vértices nao-adjacentes a v; e
adjacentes a v;4; em P% é maior que d, a fim de minimizar o nimero de vértices
de P%, o algoritmo insere o primeiro vértice desse conjunto, em relacdo a ordem, a
distancia ; + 1 do vértice que recebeu v; em P,,. Veja a Figura O segundo
vértice desse conjunto, em relacao a ordem, é inserido a distancia 6; + 2 do vértice
que recebeu v; em P,,, e assim sucessivamente, até o (d+ 1)-ésimo vértice desse
conjunto, em relagao a ordem, a distancia 6; + d + 1 do vértice que recebeu v; em
P,,. Seja ¥ este vértice. Como o vértice de maior indice adjacente a v;,; em P%
estd 0, 4+ d distante do vértice que recebeu v; em F,,, temos que a distancia de v a

Vi1 em P, é 0, + 1, isto é, ¥ e v;41 sao nao-adjacentes em PO

O algoritmo executa o procedimento SHIF'T para inserir a aresta vv;;; e ajustar
a nova poténcia de caminho. Esse argumento sera repetido até o algoritmo inserir
todos os vértices desse conjunto em uma poténcia P%+, onde r é a cardinalidade

do conjunto de vértices nao-adjacentes a v; e adjacentes a v;11 menos d.
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Vi Vit1 v

Figura 3.5: Numero de vértices adjacentes a v; e nao-adjacentes a v;1; em G é d.

A seguir apresentamos o algoritmo Construct a power of path (CPP) e em

seguida o procedimento SHIF'T.

Algoritmo 1. CPP

e FEntrada: grafo de intervalo unitirio G conexo e uma ordenacio de V(G),

v < ... <y, dada por [3].

o Saida: a menor poténcia de caminho P?, com relagcdo a 0 e ao nimero de

vértices ng, que contém G como subgrafo induzido.

1. 0 :=&6(v) — 1.
2. P%:= (uy,us, ..., Upn—1), Up(n—1)+1) vetor nulo.
3. Para j :=1 até {g(v1) faga
u;j = vj.
4. Parai:=1 até ng(v,) — 1 faca
Para j =1 até &g(vis1) — £(v:) faga

uorderpg (vs)+0+5 = Ve (vi)+s-

Se |orderpe (Ve (v,)+) — orderpe(viy1)| > 0 entdo
SHIFT (P9 [ul, us, ... ,uorderpg_l(vwﬂ] )

5. Retorne P? := (uy, us, . .. 7uorde7"P9(Un))‘

Considere P? = PY [ul,u2, - ,uorderpe(vi)+9+j] a potencia de caminho que o
algoritmo executa no procedimento SHIFT (Passo 4) onde u1 = v, v = Veg(v,)+4

u,, € o ultimo vértice que recebeu v;, ou seja, u,, = Uorder g (v;)+6+j - Note que v; €

4

nao-adjacente a v; e é adjacente a v;11 em GG, mas o algoritmo insere v; a distancia
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0+ 1 de vy em P, isto é, viv € E(GQ) e viyv; ¢ E(P?). Também, temos como
hipétese que P? é a menor poténcia de caminho que contém G[uvy, ..., v, 1] como

subgrafo induzido, e que a ordenacao de V(G) é preservada em P?.

O procedimento SHIFT aumenta a poténcia @ e acrescenta vértices em P? para
preservar adjacéncias e nao-adjacéncias de V (G) na nova poténcia de caminho P9+,

Este processo serd explicado detalhadamente na demonstracao do Lema

Procedimento 2. SHIFT.

e Entrada: a menor poténcia de caminho P’ que contém Glvy,...,v_1] como

subgrafo induzido.

e Saida: a menor poténcia de caminho P**' que contém Glvy, ..., v] como sub-

grafo induzido.

1. 0. =0+1.
2. P?:= (wy,wa, ..., weq-1)11) vetor nulo.

3. k := max{orderpo—1(v) : orderpo-1(v) < npo-1(un, ,)—1, veV(G)}
s:=min{t=1:t=k mod6}.

4. Para j :=1 até s faca
wj = ;.
5. Para j:=s+1 até k+1 faca
Sej=(s+1)modéd
entao Worder g (u;_1)+2 “= Uj;
senao Worder g (uj_1)+1 *= Uj-
6. Para j :=k+ 2 até ng_y faca

worderpg (uj—1)+1 = Uj-

7. Retorne P?.
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3.2 Demonstracoes

Nesta secao mostraremos que, dado um grafo de intervalo unitario G cujo conjunto
de vértices estd ordenado segundo [3] o algoritmo CPP constrdi corretamente a
menor poténcia de caminho Pffe com relacao a # e ao nimero de vértices ny, que

contém G como subgrafo induzido.

Lema 1. Seja G um grafo de intervalo unitdrio conexo e seja P? a menor poténcia
de caminho que contém G,—; = Glvy,...,v_1] como subgrafo induzido em relagdo
a ordenagio vi < ... < v_1. Seja v; € V(G) o dltimo vértice inserido em P
tal que vy v € E(G), v € E(G) e dp,, (vi_¢,v) = 6 + 1. Entao, apds a
exzecugdo do procedimento SHIFT, P! ¢ a menor poténcia de caminho que contém
G = Glvy,...,v_1,v] como subgrafo induzido em rela¢io a ordenacao vy < ... <

V-1 < ;.

Demonstra¢ao. Como v_y_1v; € E(G), v € E(G) e dp,, (v_¢,v) =0 +1, 0

procedimento SHIF'T tem que aumentar a poténcia § em uma unidade (Passo 1).

Por outro lado, aumentando ¢ para 6 + 1 o procedimento SHIFT cria em
P? vérias adjacéncias entre pares de vértices do conjunto {vi,...,v} que ndo sdo

adjacéncias em G.

Descrevemos a seguir a ideia do procedimento. Para preservar as adjacéncias
e nao-adjacéncias de G em P? o procedimento SHIFT insere um vértice entre o
vértice que recebeu v;_;_; em P? e o vértice consecutivo a ele em P?. Em seguida, o
procedimento insere um vértice a cada 6+ 1 vértices contados em ordem decrescente
a partir do vértice que recebeu v;_,_; em P’. Observamos que o conjunto formado
pelos primeiros vértices de V(P?) tem cardinalidade menor ou igual a 6 + 1, pois o
resto da divisao de orderpe(v;_¢_1) por 6 + 1 é maior ou igual a 1 e menor ou igual

af+ 1.

Mostraremos que o procedimento, argumentado anteriormente, insere o menor

nimero de vértices necessarios para que a poténcia de caminho P%*! gerada pelo
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procedimento SHIF'T contenha G; como subgrafo induzido.

Antes faremos a correspondéncia entre os rétulos dos vértices de V(G) e V(P?)

utilizados no procedimento e os rétulos dos vértices desta demonstracao. Nos

referimos as Figuras e[3.7

O vértice upy—1-9 = v, pOis dp,, (vi_¢, ) = 0+ 1 e orderps (v;) = ng, portanto,

orderpe(v;_y) = orderpe(v)) — 1 —0 =ng—1— 0.

No Passo 3 do procedimento SHIFT, o vértice u, = 1v;,_4_1, onde
k = max{orderps(v) : orderps(v) < npo(un,)—1, v € V(G)}. De fato, temos
que npo(up,) — 1 = orderps(v;—), pois dp,, (vi—¢,v;) = 6 + 1. Entdo, para todo
v € V(G) com orderpe(v) < npo(un,) — 1, tem-se orderpe(v) < orderps(vi—¢—1).
Portanto, k = orderpe(v;_;_1). Por esse dois fatos, temos que k +1 < ng — 1 — 6,

pois k + 1 = orderpe(v;—4—1) + 1 < orderpo(v;—4) =ng — 1 — 6.

Pela argumentacao anterior e pela hipdtese, temos que Plluy, ..., upq] é a
menor poténcia de caminho com relacdo a 6 e ao niimero de vértices de P?, a saber

k+ 0, que contém Gjlvy, ... Ve, (v_s_1)) como subgrafo induzido.

Primeiramente, mostraremos que P%[uy, ..., ux,q] é subgrafo induzido de P!,
Desta forma, como Gjfvy, ... ,vggl(vlftfl)] é subgrafo induzido de P°[uy, ..., ugi,
entao, por transitividade, teremos que Gilvy, ... ; Veg, (vi_,_1)) € subgrafo induzido de

PG—i—l

No Passo 5, o procedimento SHIF'T insere um vértice entre u, e ugy1. Para todo
1 <i< s, pelofatode s < 0+ 1e&po(u;) + 1 = orderps(u;) + 6 + 1, temos que
Epo(u;)+1 > orderpo(u;) +s = s+ 1. Por hipdtese po(u;) +1—orderpe(u;) = 0+1,
para todo 1 < i < npo(u,,)—1 e, pelo argumento anterior, temos que &po+1(u;) +1—
orderpo+1(u;) = 042, para todo 1 < i < s. Ou seja, as adjacéncias e ndo-adjacéncias

dos vértices de P? que estdo no conjunto {u,, ..., us} sdo preservadas em P*!.
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Também no Passo 5, o procedimento insere um vértice a cada 6 + 1 vértices
contados a partir de us, 1 até a ultima posi¢ao de insercao entre o par de vértices
up € upr1.- Analogamente a argumentacao anterior, prova que as adjacéncias e
nio-adjacéncias dos vértices de P? de cada “bloco” com @ vértices (entre dois
vértices inseridos pelo procedimento SHIFT) sio preservadas em P?*1. O dltimo
“bloco” é o conjunto de vértices {ug_g,...,ur}. Como Epo(ur_g) + 1 = ugy1, pois
Epo(Uup_p) = up; temos que k < Epo(up_p) +1 < EPY(u;)+1, para todo k—0 < i < k.
Por hipétese, £po(u;) + 1 — orderps(u;) = 6 + 1 e, pelo argumento anterior, temos

que Epo+1(u;) + 1 — orderpeosi(u;) = 0 + 2, para todo k — 0 < i < k.

Pelos argumentos dos dois paragrafos anteriores, temos que as adjacéncias e

nao-adjacéncias de P’ nos vértices do conjunto {uy,...,ur ¢} sao preservadas em
PO Logo, Gifvr, ..., Ve, (u_,_,)] € subgrafo induzido de P+,
Finalmente, para completarmos a prova precisamos provar que G;lvi_¢_1, . .., U]

é subgrafo induzido de P?*!.

Pelo fato de orderpe(v_y—1) =k < k+1 < ng—1—0 = orderpe(v;_;), temos que
o conjunto de vértices {ugy1,...,Un,—29} C V(P)\V(G;), logo, as adjacéncias e

nao-adjacéncias de G; deste conjunto de vértices em P! sdao preservadas.

Para o conjunto {u,,—1_g, ..., U, }, sabemos que orderpo(v;) — orderps(v;_t) =
6 + 1, isto é, orderps(uy,,) — orderps(tn,—1-9) = 6 + 1; como o procedimento
SHIFT nao insere vértices entre qualquer par de vértices deste conjunto, temos que
order po+1(ty, ) — order po+1(un,—1-9) = 6 + 1, e portanto, v; e v;_; sdo adjacentes em
P*1. Para os outros vértices, temos que orderpo(u;) — orderps(u;) < 6, para todo

ng — 1 — 0 <i < j < ng, e portanto, orderpo+i(u;) — orderpo+i (u;) < 6.

Logo, G é subgrafo induzido de P+

O procedimento foi obrigado a aumentar 6 para 6 4+ 1, por causa da aresta

v_4v; € E(G). Este aumento obrigou o procedimento a inserir vértices de # + 1 em
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0+ 1 vértices no conjunto {us, usi1, ..., Uk, Ugr1 } para que G; seja subgrafo induzido
de P%*!. Logo, a poténcia # 4 1 e ntimero de vértices inseridos sao minimos e con-
sequentemente P*! ¢ a menor poténcia de caminho que contém G; como subgrafo

induzido. ]

Lema 2. Seja G um grafo de intervalo unitdrio conexo. O algoritmo CPP gera a
menor poténcia de caminho Pge com relagcao a 0 e ang que contém G como subgrafo

induzido sequndo a ordem da entrada.

Demonstracao. Seja vy < ... < v, a ordem de V(G) fornecida na entrada. O algo-
ritmo constréi um sequéncia de poténcias de caminhos P% C P C ... C P/ C ..,
onde 0; = 0;_; + 1 adicionando sucessivamente os vértices de G em cada P% de
forma a preservar as adjacéncias e nao adjacéncias dos vértices de G e minimizar
0 0 ¢ o ng. Inicialmente, P% recebe a clique maximal que contém vy, ou seja,

V(P%) = {u1,...,u¢ , ()} €00 =E&c(v1) — 1. Estd é a menor poténcia de caminho

Pl

que contém Glvy, . .., Ve, (vy)] como subgrafo induzido.

Considere que os [ — 1 primeiros vértices em relacao a ordenacao, isto é
{v1,...,v_1}, j& foram inseridos pelo algoritmo na poténcia de caminho P’ ou
ja, PY é téncia d inh laca 0 té
seja, é a menor poténcia de caminho com relacao a # e a nyg que contém

Glvi, ..., v-1] como subgrafo induzido.

Seja v; € V(G) o préximo vértice que o algoritmo vai inserir na poténcia
P’ Suponha que v; é adjacente em P’ aos t vértices anteriores do conjunto
{v1,...,v_1} em G.

Para que v; seja inserido em P? e Glvy, ..., v] seja subgrafo induzido de P?, o
vértice v; tem que ser inserido entre as posicoes Epo(v;_¢_1) + 1 e Epo(vy_;) em P?

incluindo-as, ou seja, dp,, (v_¢—1,v) =20+ 1e dp,, (v—¢,vp) < 0.

Consideramos dois casos sobre as adjacéncias de v; em G.
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Caso 1: Se t = 0, entdao apds a insercao de v, dp, (vi—4-1,01) = 0 + 1. Para
minimizar o 6 e 0 nyg o algoritmo tem que inserir v; no vértice consecutivo ao v;_1

na poténcia de caminho PY e como consequéncias dp,, (v, vy) <O+ 1.

Com efeito, se dp,, (vi_¢,v;) > 0, como v;_; é adjacente a v;_; em PY (Teorema ,
por hipétese, v,_; foi inserido em P? de forma que dp,, (v_¢, 1) < 6 e vy foi

inserido no vértice consecutivo a v;_; em P?, logo, a afirmacéo é verdadeira.

Se dpno (v—¢,v) < 0, o algoritmo inseriu v, e nao alterou o 6 e o nimero
de vértices em PY passa a ser my + 1, portanto, esta insercao foi minima. Se
dp,, (Vi—t,v) = 0 + 1, o algoritmo executa o procedimento SHIFT e pelo Lema

concluimos a prova.

Caso 2: Se 1 < t < 0, o algoritmo tem que inserir v; em P? de modo que
dpng (v—t—1,v;) = 0 + 1 para que estes nao sejam adjacentes. Observamos a posi¢ao

de v;_; em P?.

Se v;_; é nao-adjacente a v;_;_; em P? para minimizar o nimero de vértices
em P?Y inserimos v; no vértice consecutivo a v;_;. Por hipétese, o vértice v;_; foi
inserido em P? de forma que dp,, (vi_t,v1-1) < 0. Entao, se dp,, (v, v1) < 0,
temos que dpne (vi_¢, 1) < 6, e portanto, v; foi inserido em P? sem alterar o 6 e o
nimero de vértices em P’ passa a ser ng + 1, portanto, esta insercao foi minima;
se dp,, (v—¢, vi—1) = 0, temos que dp,, (v—¢,v) = 0+ 1. O procedimento SHIFT é

executado e pelo Lema [I| concluimos a prova.

Se v, é adjacente a v;_;_; em P? temos que a posicdo de v;_; em P? estd entre
l—t+1eps(v;_4_1) incluindo-as. Entao para minimizar o nimero de vértices de
P? inserimos v; depois de £po(v;_;_1) — orderps(v;_1) vértices além do vértice v;_;
em P?. Com isso, temos

dPn9 (Vi—t—1,01) = dPne (Vi—t—1,v1-1) + (Epo(vi—¢—1) — orderpo(vi—1)) + 1 =
= (orderps(v;_1) — orderps(v;_4—1)) + (Epo(vy_¢—1) — orderpe(v;_1)) + 1 =

= (§p0 (Ul—t—l) — OI‘dGI‘pe (Ul—t—l)) +1= 0 + 1.
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Como dpng(Ul_t,Ul) < dpng(’l)l_t_l,vl) = 6 + 1, temos que dpne(vl_t,’l)l) < 6, e
portanto, v; foi inserido em P? sem alterar 6 e o ntimero de vértices em P?
passa a ser ng + (po(vi_4—1) — orderps(v;_1)) + 1. Esta inser¢ao foi minima, pois

dp,, (Vi—t-1,v1) = 0 + 1. Logo, concluimos a prova do Lema . n

Para mostrarmos que o algoritmo retorna a menor poténcia de caminho que
contém G como subgrafo induzido, apresentamos dois resultados sobre uma poténcia
de caminho P? qualquer que contém G como subgrafo induzido. Neles mostraremos
propriedades sobre a ordenagao de V(G) induzida pela ordenagdo natural, onde esta

ordenacgao é gerada pelos indices de uma rotulagao natural da poténcia de caminho.

As provas desses resultados baseiam-se nas demonstracoes da Proposicao 2.1, e

dos Teoremas 2.2 e 3.1. do artigo [3].

Lema 3. Seja P] uma poténcia de caminho que contém G como subgrafo induzido.
A ordenagdo dos vértices de V(G) induzida pela ordenagdo natural dos vértices de

V(P7) satisfaz a propriedade de ordenagao do Teorema @

Demonstracao. Argumentacao por contra-positiva. Suponha que esta ordenacao de
V(G) nao satisfaz a propriedade de ordenacao do Teorema [2| Entao, existem trés
vértices v, vs, vy € V(G) tais que v, < vy < v; com v,vs € E(G) e vyu, € E(G).
Segue que v,v; € E(G) C E(P7), portanto, 1 < |orderps(v,) — orderps (v;)] <
o. Como v, < vy < v, em V(P7), temos que |orderps(v,) — orderps(vs)| <
lorderp(v,.) — orderp(vy)|, e portanto, 1 < |orderps(v,) — orderps(vs)| < o. Logo,
por defini¢ao, v,vs € E(P?). Consequentemente, v,vs € F(G) e v,vs € E(P7), ou

seja, P7 nao contém G como subgrafo induzido. [ ]

O proximo resultado estabelece que podemos trocar as posicoes de pares de

vértices indistinguiveis de V' (G) na ordenagao natural de V(P7).
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Lema 4. Sejam v, v € V(G) tais que Ng[v] = Ng[v] com v = w; e 0 = u; em
V(P?). Se trocarmos as posigoes de v e U em P?, isto €, U = u; e v = uj, o grafo

G continua sendo subgrafo induzido de P°.

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, suponha ¢ < j. Pelo Lema [3] temos
que a ordenagao de V(@) induzida pela ordenagao natural de V(P7) satisfaz a
propriedade de ordenagao do Teorema |2l Logo, pela propriedade de ordenacao dada
no Teorema |2, Ng[v] = {Vpg()s - - -1 Veg)} € Na[0] = {vne@), - - - Veo(w) }- Portanto,
como N[v] = N[v], temos que {;(V) = & (v) e ne (V) = ne(v).

Logo, temos que vey(n) = Ugo(@) Unaw) = Ung(@) Veg)+1 = Ugg@+1 €

Ung(v)-1 = Ung(v)-1-

Entao, trocando as posigoes dos vértices em P, isto ¢, v = u; e U = u;, temos
orderpo () — orderpe (vy,@-1) = 0 + 1, ou seja, a aresta Dvy,@-1 & E(P7) e
também para qualquer v € V(G) com orderg(v') < orderg(vy,m)-1), a aresta
' & E(P?). Analogamente, temos orderps(ve,(w+1) — orderps(v) = o + 1,
ou seja, Vg1 € LE(P7) e também para qualquer o' € V(G) com

orderg(ve, (w)4+1) < orderg(v’), a aresta vv' & E(P7).

De forma semelhante, temos o > orderps(7) — orderps (v, (v)), OU Seja, a aresta
U@ € E(P7) e para qualquer v' € V(G) com orderg(vy, ) < orderg(v') <
orderg(7), a aresta vv' € E(P7?); e 0 = orderpo(ve, ) — orderps(v), ou seja, a
aresta Ve, ) € E(P7) e para qualquer v' € V(G) com orderg(v) < orderg(v') <

orderg(ve,(v)), & aresta vv’ € E(P7). u

Neste momento possuimos todos os resultados necessarios para a demonstracao
do Teorema [4] que estabelece que a saida do algoritmo CPP é a menor poténcia de

caminho que contém G como subgrafo induzido.

Teorema 4. Sejam G grafo de intervalo unitdrio e P° a menor poténcia de caminho

que contém G como subgrafo induzido. Se P’ é a saida do algoritmo CPP para uma
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ordenagdo dos vértices de V(G) dada por [3], entdo 0 = o € ng = n,.

Demonstra¢ao. Sejam Uy < ... < U,, ordenacdo natural de V(P?) e, < ... < T,

a ordenagao de V(@) induzida pela ordenacao natural de V(P7).

Claramente, {71,...,7,} é uma rotulacao natural de V(G). Portanto, seja I
uma familia de intervalos para a rotula¢do natural {7i,...,7,} de V(G), tal que

cada v € V(@) esta associado a (a,,b,) € I.

Seja z o vértice ancora esquerda com a ordenacao de V(G) z = v} < v)... < v,
dada pelo algoritmo Recognize [3]. Se provarmos que 7; < Ty < ... < 7, ¢é igual a

v] < vy < ... <, amenos de vértices indistinguiveis, teremos que 6§ = o e ny = n,.

De fato, como P? é a menor poténcia de caminho que contém G como subgrafo
induzido, temos que ¢ < 6 e n, < ng. Por outro lado, j& provamos que P? a
poténcia de caminho retornada pelo algoritmo CPP é a menor poténcia de caminho
que contém G como subgrafo induzido segundo a ordem v; < vy < ... < v},
portanto, se esta ordenacao é igual a v; < Uy < ... < U, a menos de vértices
indistinguiveis, temos, pelo Lema[d, P? contém G como subgrafo induzido segundo
a ordenagao v} < v < ... < v),. Ent@o, pela minimalidade de # e de ny segundo a

x / / /
ordenacao v] < vy < ... < v, temos que ¢ = 0 e n, = ny.

Primeiramente, suponha que o vértice ancora esquerda z ¢ igual a v;. Para esta
argumentacao considere o simbolo < para ordenacao v; < Uy < ... < U, e o simbolo

<p para ordenacao v; < vy < ... <.

Suponha, por absurdo, que existam v, v € V(G), tais que v < 0, 0 <g v e
Nglv] # Nglv]. Como {vy,70s,...,0,} é a rotulagdo natural de V(G) induzido
pela rotulacao natural de V(P?) e v < 0, temos que a, < az. Se a, = aj, COMO
todos os intervalos de I tem o mesmo tamanho, temos b, = b;, e consequentemente
Nglv] = Ng[v], contradizendo a hipétese. Se a, < ag, como U <p v, entdo, pelo
Teorema , N¢[v] = Ng[v], contradizendo a hipétese. Logo, para todo par de vér-

tices v, 0 € V(G), tais que v < v, 0 <p v, entdo Ng[v] = Ng[v]. Consequentemente,
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temos que o = 0 e n, = ny.

Agora, suponha que o vértice ancora esquerda z é diferente de v;. Temos que
1 é uma ancora esquerda como z também ¢, pela Observacao [1} Ng(z] = Ng[v1],
portanto, pelo Lema , podemos trocar as posigoes destes vértices em V(P7), ou
seja, Uorderpo (11) = 2 € Uorderps () = U1, € continuaremos tendo G subgrafo induzido
de P?. Depois desta troca z < vy < ... <7 < ... <7, passard a ser a ordenagao
de V(@) induzida pela ordenacao de V(P?). Entéo, repetindo o mesmo argumento

para o caso em que z é igual a vy, concluimos a prova. [ ]

Finalmente, o teorema a seguir apresenta a complexidade do algoritmo CPP.

Teorema 5. Dado um grafo de intervalo unitdario G, o Algoritmo CPP constroi a

menor poténcia de caminho que contém G como subgrafo induzido em tempo O(n?).

Demonstragao. De fato, o algoritmo percorre o conjunto de vértices na ordem v; <
... < v,. No pior caso, o algoritmo executa o procedimento SHIF'T para cada vértice
v; uma unica vez. Como o procedimento SHIFT percorre o conjunto de vértices de

V(G) uma tinica vez, concluimos que a complexidade do algoritmo CPP é O(n?). =
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Capitulo 4

Exemplos

Este capitulo apresenta dois exemplos da execucao do Algoritmo CPP.
Ressaltamos que no segundo exemplo o tamanho da maior clique é quatro, (clique
{vs,v4,v5,06}), porém o Algoritmo CPP retorna uma poténcia de caminho com

0 =5.

Primeiro exemplo:

i

v.
2 Vs

V4

Figura 4.1: Exemplo 1 onde V(G) tem ordenagao dada por vy < vy < v3 < vy <

Vs < Vg < V7.
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Algoritmo:
Step 1: § —3—-1=2.
Step 2: P? = (uy,... Uo(7—1)+1) = (U1, .., Us3).
Step 3: uy < vy, Uy < Vg, U3 — V3.
Step 4: i <4—1=3.
Fori=1:1<7<3—-3=0. Done.
Fori=2:1<7<4-3=1.
For j = 1: ugyoy1 = us «— v311 = vy4.
lorderpz(v311) — orderpz(vor1)| = |5 — 3| # 2.
Fori=31<7<7—-4=3.
For j = 1: u3zjo41 = U <= Vaq1 = Us.
lorder p2(vg41) — orderpz(vsi1)| = |6 — 5| # 2.
For j = 2: ugyoy9 = Uy < V419 = vg.
lorderpz(vy19) — orderpz(vs,1)| = |7 — 5| # 2.
For j = 3: u3jo43 = ug < Vaq3 = V1.
lorderp2(v4y3) — orderpz(vsy1)| = |8 — 5| > 2.

SH[FT(P2 [Ul, Ug, ... ,U3+2+3]).

9 Up Uz U3z Ug Us Ug U7 U
P [Ul,UQ,...,Ug]:

vy vy v3 0 vy vy wvg vy

Begin[SHIFT (P? [uy, us, . . . , ug])]

Step 1: 0 — 2+ 1.
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Step 2: P? = (w1, ..., w37-1)11) = (w1, ..., wi).
Step 3: k=3, {t>1 : t=3mod3}, s =3.
Step 4: 1 < j < 3.

Wy — U, Wy — Uy, W3 < U3.
Step 5: 3+1<j57<3+1.

Ifj=(3+1) mod3

Then {4}

W32 = Ws < Uy

Else

Step 6: 3+2<75<8

Ws41 = We < Uz, We4+1 = W7 < Ug, W71 = W < U7, W41 =

W9 <— US.
Step 7: Return P3.

P3 wp Wy W3 W4 Wz Wg Wy Wg W9 W19 ... W2
vy, v wv3 0 0 v wvs wvg vy O ... 0

End[SHIFT (P? [uy, ug, . . ., us))].

Step 5: Return P? = (uy, ..., ug).

3
PZ{vlvgv300v4v5v6v7-
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Segundo exemplo:

Figura 4.2: Exemplo 2 onde V(G) tem ordenagao dada por vy < vy < v3 < vy <

o< 1o
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Algoritmo:
Step 1: 0 —3—1=2.
Step 2: P? = (uy, ..., us0-1)+1) = (U1, ..., Ug).
Step 3: uy < v1, Uy +— Vo, U3 — V3.
Step4: 1 <8—-1=T.
Fori=1.1<j57<4-3=1
For j = 1: u14941 = Uy < V341 = V4.
lorderpz(v3yq) — orderpz(vi41)| = |4 — 2| # 2.
Fori=21<j<6-—4=2
For j = 1: ugyoy1 = us < v411 = 5.
lorderp2(vyy1) — orderpz(var1)| = |5 — 3| # 2.
For j = 2: uai949 = U < Vaq2 = Vs.
lorderpz(v449) — orderp2(veiq)| = |6 — 3| > 2.

SH]FT(P2 [uy, ug, . .., Uzpoy2]).

Begin[SHIFT (P? [uy, us, . . . , ug))]

Step 1: 0 «— 2+ 1.
Step 2: P? = (w1, ..., w310-1)41) = (w1, . .., wag).
Step 3: k=2, min{t > 1:¢{=2 mod 3} =s=2.
Step 4: 1 < j <2

Wy — Uy, Wy < Us.
Step 5: 24+ 1< 7 <2+1.

Ifj=(2+1) mod3

Then {3}
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Wo42 = Wy < U3

Else

Step 6: 2+2< 5 <6

We41 = Wp < Ug, W541 = We < Us, We+1 = W7 < Usg.

Step 7: Return P3.

P3 wp Wy W3 W4 Wy Wg Wy W ... Wag

(% ) 0 V3 VUg VUs Vg 0 ... 0

End[SHIFT (P? [uy, ug, . . ., ug))].

For:=3:1<7<6—-6=0. Done.

Fori=4:1<7<6—-6=1. Done.

<

Fori=51<7<8-6=1.
For j = 1: ugysr1 = u1p <« 641 = 7.
lorder ps(vgy1) — orderps(vsy1)| = |10 — 7| # 3.
For j = 2! ugy342 = U1y < Vgy2 = Us.
|order ps (vg1o) — orderps(vey1)| = |11 — 7| > 3.

SHIFT (P? [uy, ug, . . . , tgy342])-

3 Up Uz Uz U4 Us Us U7 U U9 Uip Uil
P [Ul,UQ,. .. ,U14] =

V1 Vg 0 Vg Vg Vs Vg 0 0 U7 (o

Begin[SHIFT (P? [uy, us, . . ., u11))]
Step 1: 0 «— 3+ 1.

Step 2: P4 = (wl, c. ,’LU4(10,1)+1> = (wl, c. ,’U)37).

Step 3: k=6, min{t >1:t=6 mod 4} = s =2.
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Step 4: 1 < j < 2.
Wi < Up, Wy < Ug.
Step 5: 24+1<7<6+1.
If j=(2+41) mod 4
Then {3,7}
W42 = Wy < U3
Wr42 = Wy < U7
Else {4,5,6}
Wyy1 = Ws < Uy
Ws541 = We < Us
W41 = Wy < Ug-
Step 6: 64+2 <7 <11

W41 = W10 < U, Wipo+1 = W11 < U9, Wil4+1 = Wi2 < Ui,

Wi24+1 = W13 < U11-

Step 7: Return P*.

pt_ w; w2 W3 wWyg Ws; We Wy Wg W9 Wi Wil Wiz Wiz Wi4 ... W37

v, v2 0 0 w3 wge vs 0 wvg 0 O wv; wg 0 ... 0

End[SHIFT (P? [uy, ug, . . ., ug))].

Fori=6:1<7<8—-8=1. Done.
Fori=71<7<10—-8=2.
For j = 1: w4411 = w17 < vg41 = vy.
lorderpa(vsy1) — orderpa(vyyq)| = |17 — 13| # 4.
For j = 2: u124442 = U1g < Vg2 = V1o.
lorderpa(vsio) — orderps(vy4q)| = |18 — 13| > 4.

SH[FT(P4 [ul, Ug, ... ,U12+4+2D.
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4 _
P [Ul,UQ,...,Ulg]—
U U2 U3 Ug Us Ug U7 Ug U9 U U1 U2 U3 U4 Uiy Ue U7 U

V1 Vg 0 0 V3 Vg Vs 0 Vg 0 0 (%4 (%] 0 0 0 Vg V10

Begin[SHIFT (P* [uy, uy, . . ., u1g])]
Step 1: 0 «— 4+ 1.
Step 2: P° = (w1, ..., ws10-1)41) = (W1, - .. , Wae).
Step 3: k=12, min{ t > 1:¢t =12 mod 5} = s =2.
Step4: 1 <j < 1.
W < Uy, Wy < Ug.
Steph: 1+1< 5 <9+ 1.
If j=(241) mod5
Then {3,8,13}
W42 = Wy < U3
W42 = Wi < Ug
Wi442 = Wie < Uls.
Else {4,5,6,7,9,10,11,12}
W41 = W5 < Uy
Ws541 = We < Us
We41 = Wy < Ug
Wry1 = Wg <— Uy
Wip4+1 = W11 < Ug
Wi141 = Wi2 < U10
Wi2+1 = W13 < U1l
Wi3+1 = W14 < U12-
Step 6: 9+2< <14
Wie4+1 = W17 < U4, Wir4+1 = Wig < Uls, Wigy1l — Wig9 < Uie,
W194+1 = Wzp < U17, W2o4+1 = W21 < U18-

Step 7: Return P°.
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EHd[SH[FT(P4 [Ul, U, . .. ,ulg])].

Step 5: Return P® = (ug,us, ..., us1).

P5={v1v2000v3fu4v5001}600@701)8000@9@10.
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Capitulo 5

Conclusoes

Nesta tese desenvolvemos um algoritmo que gera, a partir de um grafo de
intervalo unitario G e uma ordenacao de V(G) dada por [3], a menor poténcia de

caminho Pge em relacao a 6 e ny, que contém G como subgrafo induzido.

A complexidade deste algoritmo é O(n?), onde n é o ntmero de vértices do

grafo de intervalo unitario da entrada.

Este algoritmo responde ao problema central (Questao de forma positiva
quando G é um grafo de intervalo unitario, ou seja, existem duas poténcias de

caminhos cuja intersecao contém G como subgrafo induzido.
Como proposta de trabalho futuro, pretendemos estudar outras classes de grafos

pois, por exemplo, quando o grafo G' é um C}, temos as duas poténcias de caminhos

apresentadas na Figura 5.1}
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T T2
U3 T4
Gs Gr
(8] Ug U3 Uy vg (2] vy U3
*——eo ——0o— *—— 9o — o9

Figura 5.1: Grafo G igual a (4 e suas respectivas poténcias de caminhos.
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