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LVDWIG
BOLTZMANN
1844 ~ 1906

"Wenn Sie mich nach meiner innersten Uberzeugung fragen ob
man unser (das 19.) Jahrhundert einmal das eiserne Jahrhundert
oder das Jahrhundert des Dampfes oder der FElektrizitat nennen
wird, so antworte a ich ohne Bedenken, das Jahrhundert der mecha-
nischen Naturauffassung, das Jahrhundert Darwins wird es heifsen”

[L. BOLTZMANN, Populiire Schriften, 1886]"

Se vocé perguntar sobre minha mais profunda convicgdo se nosso século (XIX) sera chamado
de o século do ferro ou o século do vapor ou o da eletricidade, responderei sem hesitacao: ele
serd chamado o século da visdo mecénica da natureza, o século de Darwin!
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Resumo

Transicoes de fase termodindamicas sao usualmente estudadas por meio do ensemble
candnico e estao associadas a sistemas macroscopicos. Entretanto, tem-se tornado cada
vez mais frequente e importante o estudo de sistemas fisicos “pequenos”, cujos alcances
caracteristicos das interagoes equivalem aos tamanhos dos sistemas. Nestes casos nao ha
sentido em falar de limite termodinamico. Assim, relagoes de escala de tamanho finito,
desenvolvidas para a obtencao de grandezas fisicas no limite termodinamico, nao podem
ser aplicadas. Encontramos intimeros exemplos destes sistemas em diversas areas da Fisica.
Na area de matéria condensada temos, por exemplo, o modelo Blume-Capel com interacoes
de alcance infinito. Neste modelo as solugoes canonica e microcandnica sao inequivalentes,
uma caracteristica comum a sistemas "pequenos”’. Este modelo é investigado nesta tese por
meio de um ensemble interpolante, conhecido como gaussiano estendido, como uma aplica-
¢ao teodrica preliminar. Adicionalmente, empregamos este arcabougo mecanico-estatistico
no estudo de certas biomoléculas com ampla importancia biol6gica: proteinas. Atualmente
o estudo do comportamento termodinamico destas moléculas tem ficado restrito quase que
exclusivamente a abordagem via ensemble canonico. Neste trabalho também analisamos,
via simulagoes microcanonicas, os aspectos fisicos de biomoléculas como os dominios Src
SH3 (pdb: 1INLO) e as Prions humanas (pdb: 1HJM). Caracterizarmos assim as transi¢oes
de fase de enovelamento e de agregacao. Os resultados obtidos sao interpretados a luz da
termoestatistica microcandnica, oferecendo um ponto de vista fenomenologico alternativo.



Abstract

Thermodynamic phase transitions are usualy studied by the canonical ensemble and
they are associated to macroscopic systems. However, it is becoming more frequent and
important the study of "small” physical systems: whose characteristic interaction-lengths
are equivalent to system sizes. In these cases it is meaningless to speak of the thermody-
namic limit. Thus, finite-size-scaling relations devised to obtain physical observables at
the thermodynamic limit can not be employed. There are inumerous examples of that
systems in various areas of physics. In the field of condensed matter there is for instance
the Blume Capel model with infinite-range interactions. The canonical and microcanonical
solutions of this model are inequivalent, a usual characteristic of “small” systems. That
model is investigated on this thesis through an interpolating ensemble, know as the ex-
tended gaussian, as a preliminar theoretical application. Additionally, we have employed
the statistic-mechanical framework to study some biomolecules of large biological interest:
proteins. Nowadays the study of the thermodynamic behavior of that molecules has been
restricted almost only to the canonical approach. However, in this work we have also analy-
sed, by microcanonical simulations, the physical aspects of biomolecules as the domain Src
SH3 (pdb: INLO) and the human Prions (pdb: 1HJM). Thus, we characterize their phase
transitions of folding and aggregation. The results obtained are interpretated under the
light of the microcanonical thermostatistics, offering an alternative phenomenological vi-
ewpoint.
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Capitulo 1

Introducao

What an organism feeds upon is negative entropy. Or to put it less pa-
radozically, the essential thing in metabolism is that the organism succeeds in
freeing itself from all the entropy it cannot help producing while alive ...

[E. SCHRODINGER, What is life?, 1944]

A mecénica estatistica microcanonica, como formulada por Ludwig Boltzmann [1, 2|,
constitui um dos principais pilares da moderna abordagem fisica para sistemas de muitos
corpos. Originalmente concebida com o intuito de alcancar uma explicagao microscopica,
ou cinética, da termodinamica dos gases, ela permitiu deduzir a existéncia de &tomos déca-
das antes da sua observacao experimental. Aqui, a entropia aparece como conceito chave
que conecta, via teoria dos ensembles, as configuracoes microscopicas de um sistema com
seu comportamento macroscopico. Por sua vez, o limite termodinamico que assegura a
existéncia desta conexao micro<macro, assenta-se sobre o conceito fundamental de exten-
sividade da energia e da entropia.

Contrario ao senso comum, o limite termodinamico [3| ndo é imprescindivel & defini¢ao
da mecénica estatistica microcanonica ou a descricdo de transicoes de fase [4, 5. Este
preconceito consolidou-se com o uso de ensembles derivados do microcanénico, como o
canonico e o grande canodnico, cujas formulacoes necessitam tacitamente do limite termo-
dinamico [5]. Como a abordagem microcanonica baseia-se na exata contagem de microesta-
dos, ela é ideal aos estudo de sistemas "pequenos” [2, 6, 7]. O termo "pequenos” designa aqui
sistemas que interagem via forcas de longo alcance e, ou tem poucos graus de liberdade.
Dentre os quais encontram-se os sistemas gravitacionais [8], de spin [9, 10, 11, 12, 13, 14, 15],
plasmas [16, 17, 18, 19, 20, 21| e biomoleculares como as proteinas.

Proteinas |22, 23| sdo heteropolimeros de elevada massa molecular, compostas por um
grande nimero de aminoécidos de até 20 diferentes tipos [23, 24|. Dentre as principais
funcoes protéicas, que apresentam alta especificidade em sistemas biolégicos vivos, estao
a estrutural e a metabolica. Essas caracteristicas devem-se em grande parte a estrutura
geométrica tridimensional, também chamada de terciaria, que caracteriza cada proteina e
confere-lhe utilidade biologica [23]. Ao processo que conforma espacialmente uma cadeia de

14



CAPITULO 1. INTRODUCAO 15

aminoacidos em sua estrutura nativa denomina-se enovelamento (no inglés, folding). Suas
origens fisicas estao nas complexas interacoes atomicas, que produzem perfis de energias
livres rugosos e afunilados [25]. Atualmente, potenciais interatomicos [26, 27, 28, 29| de ori-
gem elétromagnética [30] ja conseguem reproduzir certas estruturas nativas via simulagoes
ab initio.

Sabemos ainda que em determinados momentos da sintese protéica [22] podem ocorrer
defeitos conformacionais (misfoldings) que degradam funcionalmente as proteinas afetadas.
Esses casos isolados podem repetir-se originando agregados protéicos [31, 32, 33| ricos em
hélices beta-cruzadas. Este tipo de estrutura é conhecida por sua tenacidade e habilidade
em induzir doencas degenerativas. Dentre essas doencas estao as neurodegenerativas, um
termo que designa perda progressiva de estruturas e funcoes neuronais, levando a morte.

A neurodegeneracao pode acontecer em diferentes niveis neurais, variando dos niveis
molecular ao sistémico. Varios males, como o de Parkinson [34|, Alzheimer [35] e Hun-
tington [36], sdo proteinopatias relacionadas a agregagdo protéica em nivel subcelular.
Normalmente essas doencas nao sao transmissiveis por um vetor etiologico. Contudo, os
males da "vaca louca” e de Creutzfeldt-Jakob (DCJ) [37, 38| sao causados por proteinas
"infecciosas” e auto-replicantes chamadas Prions [39, 40|, que violam o dogma central da
biologia [41]. Do ponto de vista fisico, existem muitas similaridades no desenvolvimento
de diversas proteinopatias [31, 33]. Uma melhor compreensdo destes aspectos pode ser
alcancada por meio de simulagoes computacionais, aliadas & modelagem fisico-estatistica
[25, 42, 43, 44], as quais poderdo auxiliar no desenvolvimento de novas terapias.

A presente tese procura investigar o comportamento de algumas proteinas de grande
interesse biologico, como é o caso dos dominios Src SH3 [47] e das Prions humanas [39, 40].
Os métodos que utilizamos, como os ensembles generalizados [48, 49, 50, 51, 52, 53, 54,
55, 56, 57, 58, 59, 60, 61| e as simulagoes de Monte Carlo [62, 63|, permitem calcular
diretamente a entropia microcanonica. Deste modo, é possivel constatar profundas seme-
lhancas fisicas, de carater universal, entre proteinas e certos modelos de spin, classificados
como "pequenos”’. Este é o caso do modelo de spin de Blume-Capel de alcance infinito,
que estudamos nesta tese como laboratério teérico, por causa do seu peculiar comporta-
mento termodinamico. A abordagem microcanonica mostra-se valiosa nestas situacoes,
pois permite formalizar e descrever unificadamente transicoes de fase, especialmente no
caso biologico do enovelamento e da agregagao protéicos [42, 43, 44, 45, 46].

Visando minimizar as exigéncias de poder computacional adotamos potenciais interato-
micos simplificados, do tipo grao grosso (coarse-grained) [45, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70], ao
invés dos poderosos e complexos CHARM e AMBER [26]. Pela sua simplicidade, escolhe-
mos o chamado modelo AB [67, 68|, cuja literatura reporta apenas aplicagoes no estudo
de sequéncias artificiais, as Fibonacci [42, 43, 45].

No modelo AB as principais interacoes consideradas sao de carater efetivo, e descrevem
o comportamento hidrofobico-hidrofilico dos aminoécidos [71] envolvidos. As intera¢oes
sao modeladas por meio de pseudo-atomos, o que reduz notavelmente o niimero de graus
de liberdade do sistema, conferindo ao modelo grande leveza computacional. Por sua vez,
a interacao interprotéica, responsavel pela biologia da agregacao e dos diversos tipos de
misfoldings, € modelada por um termo hamiltoniano [45] que considera pares de aminoéci-
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dos. Nossos resultados mostraram-se promissores, revelando similaridades com observacoes
experimentais [33, 72, 73] e estudos teoricos prévios [47].

O texto é organizado como segue. No Capitulo 2 introduzimos a termoestatistica mi-
crocanodnica segundo a formulagao Boltzmanniana [1, 3| e apresentamos o formalismo ela-
borado por Gross [2]| e generalizado por Kastner |74, 75] para descrever transi¢oes de fase
microcanonicas. Note que o limite termodinamico nao é exigido por este formalismo. Por
fim, abordamos alguns ensembles generalizados como o multicanonico [60] e o gaussiano es-
tendido (EGE) [50, 55|, os quais fornecem robustas regularizag¢oes microcanonicas e formas
alternativas para estimar a entropia [61, 76].

No Capitulo 3 abordamos as simulacoes de Monte Carlo que em mecanica estatistica
sao importantes ferramentas numéricas. Revisamos os métodos de Monte Carlo estéaticos
e dindmicos, como o algoritmo de Metropolis [63], além de descrevermos como estimar
erros estocasticos via rigorosas estimativas da autocorrelagao [77]. Introduzimos em se-
guida o algoritmo multicanonico (MUCA) [60, 61] que determina observaveis canonicos via
repesagem [62] e microcanonicos via os proprios parametros multicanonicos.

Sendo esta uma tese interdisciplinar apresentamos no Capitulo 4 uma revisao sobre
proteinas no que se refere a sua constitui¢ao quimica [22], funcionalidade e taxonomia [23].
Revisitamos o conceito de proteinopatias enquanto doencas degenerativas resultantes do
mal enovelamento e agregacao protéicos subcelulares. Além disso, a modelagem teorica
desses sistemas biomoleculares é enfocada pela apresentacao do modelo AB, considerado o
mais propicio aos nossos propositos.

No Capitulo 5 utilizamos o ensemble gaussiano estendido para proceder a uma nova
resolucao analitica do modelo Blume-Capel de alcance infinito [13, 78, 79, 80, 81|. Este
modelo de spin 1 é semelhante ao de Ising, possuindo contudo interagoes competitivas
de alcance infinito. A literatura moderna reporta a inequivaléncia entre suas conhecidas
solugdes nos ensembles canonico e microcanonico [9]. Todavia, uma solu¢do em um ensem-
ble interpolante era até agora desconhecida. Nossa nova solugao [82] além de recuperar
os resultados anteriores como casos limite, também evidencia as metaestabilidades cando-
nicas. Efetuamos por fim um estudo dos pontos tricriticos do modelo BC para ilustrar
propriedades da abordagem EGE.

O capitulo 6 dedica-se as simulag¢oes microcanonicas de proteinas propriamente ditas.
Os exemplares que investigamos sdao cadeias de Fibonacci, o dominio Src SH3 (codigo
PDB: INLO) e a Prion humana (codigo PDB: 1HJM). As cadeias Fibonacci, que foram
artificialmente desenhadas [45], sdo simuladas para efeito de comparagao com proteinas
reais. Os peptideos INLO e 1THJM foram mapeados em sequéncias do tipo AB, com as
quais efetuamos extensas simulacoes para obter a sua termodinamica microcanonica pela
analise dos parametros multicanonicos. Nossos resultados numéricos mostram-se coerentes
e indicam a existéncia de um comportamento biol6gico universal. Além disso, constatamos
semelhancas mecanico-estatisticas tipicas de sistemas “pequenos” entre as transicoes de
enovelamento, de agregacao e as exibidas pelo modelo BC resolvido no EGE.

O Capitulo 7 conclui esta tese com discussoes finais e o delineamento de perspectivas
futuras. Apontamos aqui novas questoes surgidas neste estudo e vias para investigéi-las.
Certos topicos fisicos e mateméaticos sao discutidos a parte como apéndices em anexo.



Capitulo 2

Termoestatistica microcanonica

By the study of Boltzmann I have been unable to understand him. He
could not undestand me on account of my shortness, and his length was and is
an equal stumbling-block to me. Hence I am very inclined to join the glorious
company of supplanters and to put the whole business in about siz lines ...
[J.C. MAXWELL a P.G. Tait, agosto de 1873]

A mecanica estatistica permitiu uma compreensao da fenomenologia descrita pela ter-
modinamica a partir de abordagens microscopicas. Inicialmente concebida para explicar
fenomenos simples, como o comportamento de gases monoatdmicos, interagindo via po-
tenciais de curto alcance, essa area da fisica desenvolveu-se rapido e atualmente é crucial
para o entendimento de sistemas complexos. Entretanto, para assegurar sua ampla empre-
gabilidade é preciso garantir a existéncia do limite termodinamico, de modo que todas as
formulagoes mecénico-estatisticas, dadas pela teoria de ensembles, sejam equivalentes [3].

Por outro lado, nos casos em que o limite termodinamico nao se aplica, como ocorre
com sistemas ditos "pequenos” [2, 6], cujo alcance das interagoes equivale ao tamanho do
sistema, surge o fenomeno da inequivaléncia de ensembles. Nesta situacao as previsoes
fisicas efetuadas dependem do formalismo estatistico adotado. Dado tal grau de arbitra-
riedade, que é antes formal do que realmente fisico, resta entender qual das abordagens
mecanico-estatisticas é a relevante.

Neste capitulo revisamos a abordagem microcanonica usual a la Boltzmann [2, 3, 6], pois
dela se deduzem, via teoria das transformacoes de Laplace e Legendre, todas as demais’.
Este formalismo fornece ainda uma prescricao simples e direta para a caracterizacao das
transicoes de fase, sendo aplicdvel mesmo a sistemas "pequenos”. Por fim, introduzimos
nocoes sobre ensembles generalizados, como o gaussiano estendido e o multicandnico. Estes
ensembles sao universalmente equivalentes ao microcanonico e importantes para simulacoes
numeéricas.

'Nos casos em que ha inequivaléncia de ensembles as transformacoes de Laplace ndo sdo inversiveis,
pois ocorrem regides ndo concavas na entropia. Ainda assim os ensembles canonico e grande canonico sdo
dedutiveis a partir do microcanonico, mas nao o inverso!

17



CAPITULO 2. TERMOESTATISTICA MICROCANONICA 18

2.1 O ensemble microcanonico

A formulac¢ao microcanonica surgiu das investigacoes do fisico austriaco Ludwig Boltz-
mann [1] visando descrever o comportamento cinético dos gases a partir de um ponto de
vista microscopico. O conceito termodinamico de entropia é fundamental nessa abordagem
e a ele foi associado, em nivel microscopico, a idéia de desorganizacao estatistica de sistemas
fisicos isolados. O equilibrio termodinamico nesse contexto é realizado pela maximizacao
da entropia do sistema.

Define-se entropia microcanodnica S (E, N, V'), que para um sistema mecanico extensivo
dependera da energia E, do niimero de particulas N e do volume V', como

S(E,N,V) =kglnW (E,N,V), (2.1)

em que kp é a constante de Boltzmann e W é a funcgao de particao microcanonica?. Ou seja,
W representa o niimero de microestados acessiveis e compativeis com um dado macroestado
termodinamico, cuja ocupacao é equiprovavel microcanonicamente em sistemas ergbdicos.
Por causa da propriedade de equiprobabilidade dos estados a abordagem microcandnica
nao exibe barreiras de probabilidade nas vizinhancas de transicoes de fase.

O formalismo microcandnico incorpora naturalmente uma prescricao para o célculo de
W (E, N, V) através de um processo de particionamento do espago de fase. Como exemplo,
consideremos um sistema de N corpos cuja energia total é fixada em FE. Se sua dinamica
for regida pela hamiltoniana Hy, pode-se obter W calculando-se a integral vinculada,

33,1V
W=co [ | ] 9~ iy 0, 22)
em que as constantes ¢y e h (de Planck) tem dimensoes apropriadas.

De fato, como a abordagem microcandnica é mecanicamente bem definida, mesmo em
um nivel microscopico, os vinculos do sistema sao impostos a cada um dos membros do
ensemble, ou seja, a cada ponto no espacgo de fase. Por isso, a formulagao microcandnica,
tem sentido fisico mesmo para sistemas "pequenos”’, e independentemente da existéncia
do limite termodinamico. Este aspecto contrasta, por exemplo, com a abordagem grande
canonica. Esta abordagem se deduz da microcanonica via transformada dupla de Laplace
[2, 3] em que os mecanismos de troca de energia e particulas necessitam de acoplamentos
com banhos térmicos infinitos (i.e. reservatorios).

Fica claro que uma das principais virtudes da abordagem microcanonica é sua habili-
dade em descrever diretamente e de modo estatistico, o comportamento global de sistemas
de muitos-corpos empregando apenas alguns poucos parametros mecanicos de controle (e.g.
E,N,V). Ainda, a entropia definida por Boltzmann é, em nivel classico, uma fungao con-
tinua, multiplamente diferenciivel com relacio & energia e concava® globalmente?* no limite
termodinamico.

’Do alemio W ahrscheinlichkeit: probabilidade.

3Formalmente, uma funcio real f definida em um intervalo é dita concava, se para quaisquer dois pontos
x1 e 29 em seu dominio C, e para qualquer ¢ em [0, 1], cumpre-se f(tx1 + (1 —t)x2) > tf(x1) + (1 —1) f(z2).
Em adicdo, f(z) é concava em [a,b] se e somente se a funcdo —f(x) é convexa em |[a, b].

*Embora admita localmente os ditos intrusos convexos [2]
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Por sua vez, a conexao do formalismo microcandnico com a termodinamica é simples-
mente dada pela entropia, da qual operacionalmente basta calcular razoes entre taxas de
variacao. Como ilustracao, consideremos um sistema magnético descrito pela hamiltoni-
ana Hy(m), em que o numero de particulas N, a energia por particula e = Hy/N e a
magnetizac¢ao por particula m = M/N [2] sao utilizados para obter:

e Temperatura (7')

1 0
T(e) :ﬁ(e)zas(e,m), (2 3)
e Calor especifico (cy)
cy (e) = de _ S (2.4)

(2.5)

Fizemos uso na Eq. (2.5) da curvatura gaussiana. Esta curvatura corresponde ao determi-
nante da matriz hessiana da entropia d [s (e, m)], definida como

ds ey = e 25, (26)

Sme Smm

2.2 'Transicoes de fase microcanonicas

Transicoes de fase sao usualmente estudadas em mecanica estatistica pela abordagem
de Lee e Yang [4], em que os chamados zeros complexos da funcdo de particao grande
canonica sao analisados. Uma revisao detalhada dessa abordagem foge ao escopo desta
tese, mas é importante notar que nesse esquema inexistem transicoes de fase em sistemas
finitos®>. Entretanto, é crucial aos nossos propoésitos entender se na auséncia do limite
termodinamico inexistem de fato transicoes de fase, ou se este efeito é apenas um artefato
de um particular formalismo.

Consideramos que quando ha equivaléncia de ensembles a descricao fisica de transi¢oes
de fase é naturalmente independente do formalismo adotado. Mas nos casos em que ha
inequivaléncia de ensembles a formulacgao estatistica é determinante quanto a fenomenologia
observavel. No caso microcandnico, cuja conexao termodinamica se da via entropia de
Boltzmann, é o comportamento desta grandeza que discrimina a natureza das transicoes

de fase [2, 6, 7].

5Isso porque fora do limite termodinamico tem-se NN finito, e portanto a funcio de particio Z pode ser
escrita como uma soma finita e analitica de (z = e*/T)N termos. Para completar o raciocinio, devemos
lembrar que o grande potencial é % In Z e também é analitico se Z o for.
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Entropia S
Entropia S

Parametro de Ordem o Parametro de Ordem o

Figura 2.1: Esquerda: situacao que exemplifica uma entropia concava, i.e., fase tinica.
Direita: ilustracao de um intruso convexo na entropia, como o que ocorre nas transicoes de

primeira ordem; aqui os dois pontos-de-sela correspondem a duas fases distintas. Adaptado
da referéncia [2].

De forma geral, transicoes de fase microcandnicas sao definidas pelos: “pontos e regioes
de curvatura ndo negativa da hipersuperficie entrépica Sy (Py,- -+, P;), descrita no espago
de fase em funcao das quantidades mecanicas conservadas e extensivas {Py,---, P;} das
quais Sy depende, como a energia, massa, magnetiza¢ao, momentum angular, etc”[2, 6, 7.
Portanto, para uma rigorosa utilizacao destes conceitos define-se a curvatura, ou matriz
hessiana (Hg), da entropia Sy (P, -+, P;) como

Op,0p,S ... Op,0pS

Hspy py,...p) = (2.7)

Op,0p, S --- 0Op0pS

Para caracterizar devidamente as regioes de transicao de fase utilizam-se técnicas capa-
zes de extrair invariantes geométricos e algébricos da hipersuperficie Sy. Por exemplo, a
geometria diferencial [5] fornece-nos a curvatura gaussiana (dg), i.e. o determinante de Hg,
que é um importante invariante [2]. Podemos ainda expressa-la em termos dos autovalores
ordenados {Aq, -+, Ay} da curvatura entropica como

dS = det [HS(Ply“',Pi)} = )\1)\2 s )\N- (28)

Assim, todos os possiveis comportamentos fenomenologicos conhecidos nas abordagens
canonica ou grande canonica enquadram-se nos seguintes casos:

e Uma tnica fase estavel: é observada quando dg > 0 e A\; < 0. Nessa situacao Sy é
concava em todas as dire¢oes no limite termodinamico. Temos aqui um mapeamento

bi-univoco entre as grandezas termodinamicas computadas via quaisquer ensembles.
Vide Figura (2.1).
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e Transicao de fase de primeira ordem: nesse caso observa-se separacao de fases e
tensao interfacial e é caracterizada por dg < 0 e Ay > 0. Aqui Sy possui um intruso
convexo (curvatura "para cima”, Figura 2.1) na diregdo do autovetor vy, associado a
componente de maior curvatura ;. Existem aqui dois pontos-de-sela: naquele mais a
esquerda o sistema é totalmente "liquido” e no outro é "gasoso”. Toda a regiao convexa,
da entropia é mapeada em um tnico ponto no ensemble grande canonico; portanto,
se a curvatura de Sy for, por exemplo, igual a A; > 0 haverd inequivaléncia de
ensembles®. Surgem valores negativos das func¢oes resposta, como no calor especifico,
como se pode constatar através das defini¢oes nas Eqs. (2.4) e (2.5), Figura (2.1).

e Transicao de fase de segunda ordem ou continua: trata-se do tipo de transicao
de fase em que desaparece a tensao interfacial, ambas as fases vizinhas tornam-se
indistinguiveis. Neste caso as linhas criticas sao aquelas onde dg = 0 e ﬁAzo-ﬁdS =0,
em que U\—g é o autovetor de Hg associado ao autovalor A = 0 de maior curvatura.
Nessas situagoes podem ocorrer as conhecidas catéstrofes da transformada inversa de
Laplace” £ — T.

e Pontos multicriticos: ocorrem em regioes em que mais de duas fases tornam-se
indistinguiveis; estao associados a locais em que ocorrem divisoes das linhas de um
diagrama de fases. Matematicamente sao descritos por dg =0 e Vdg = 0.

2.3 Ensembles generalizados

Apresentaremos nas subsessoes seguintes dois ensembles generalizados, que sao extrema-
mente tlteis para a estimativa tanto analitica quanto numérica da entropia microcanonica
como definida na Eq. (2.2) [2, 6, 7].

6Sob outro aspecto, vale notar que a funcio de particio grande canénica é definida via dupla transfor-
mada de Laplace da densidade de estados microcanénica [i.e., de Q (e, n, V) = e*(¢™V)] como

2 oo oo

ST, V) = e tFury) 2 V2 /de/dneW[ewas(e,n,vn/T,

€
0 0

de onde pode-se mostrar [2] que assintoticamente

F(p,T Tln+/d 1
MaeunTs+%+O<n7v>.

Portanto, para ds > 0 a energia livre especifica tende ao limite termodindmico a seu valor tipico f —
e — un —T's. Entretanto, se dg = 0 ocorrem divergéncias em F, mesmo para sistemas finitos, e para dg < 0
inexiste uma definicdo da energia livre!

"Por exemplo, nessa situacio a transformada de Laplace que converte a densidade de estados 2 = Q (e)
na fun¢io de parti¢io canodnica: Z () = fOOO e~P¢Q () de néo ¢ inversivel para todo (3 pois a curva e x 3(e)
tem loops em formato de S. Logo, falha a descri¢do fenomenoldgica de transi¢oes de fase em termos de
variaveis intensivas, como T (e) que necessita de construgoes auxiliares como a de Maxwell sobre os loops
de Van der Walls.
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No primeiro caso temos o ensemble multicanonico, que surgiu sob inspiracao puramente
algoritmica para driblar a degradacao de desempenho que simulagoes numéricas enfrentam
ao redor de transi¢oes de fase [60, 61|. Nele, uma estimativa do tipo piecewise para a
entropia microcanonica é implementada através de parametros ditos multicandnicos.

O segundo ensemble por sua vez é conhecido como gaussiano estendido (EGE) [49, 50,
51, 53, 54, 55, 57| e comporta-se como um ensemble interpolante entre o microcanonico
e o canonico [55]. Esta situacdo interpolante descreve sistemas acoplados a banhos tér-
micos finitos. Recentemente, foi mostrado ainda que o EGE é equivalente aos ensembles
microcanonico e MUCA [16, 18, 19, 20, 21, 48, 56, 58, 59|.

2.3.1 O ensemble multicanénico

Um considerédvel avanco na determinacao microcanonica das densidades de estado data

a 1991 com a introdugdo do chamado ensemble multicanonico [60, 61|. Recordemos que

na abordagem canodnica tradicional o sistema permanece em contato com um reservatorio

com temperatura fixa T = 1/kg(3, e tem as energias Fj da configuragao k descritas pelo
peso de Boltzmann-Gibbs

wg (Ey) = e PP, (2.9)

Enquanto os estados com energia F sao distribuidos com probabilidade
Ps (E) = cawp (F) = csQ (E) e ¥, (2.10)

onde a constante de normalizacdo ¢z é introduzida para garantir que ) . Pp (E) = 1.
Como a densidade de estados € (E) é uma fun¢do que cresce rapidamente, enquanto o
fator de Boltzmann decai exponencialmente com F, temos que Pp (E) tem geralmente a
forma de uma gaussiana ou apresenta picos duplos [3]. No caso de uma transigao de fase
de primeira ordem, o ponto critico 3. (L) em um sistema de volume finito L? é definido
de forma que a distribuigdo de energia Pp (FE, L) apresente dois picos de alturas iguais
nas energias E! e E? . Pg(EL  L)= Pg(E?, ,L). Entre estes dois valores ocorre a

energia F,,;,, correspondendo ao minimo de Pg (E, L) [62].
Sabemos que as configuracoes em F,,;, sao exponencialmente suprimidas segundo

Prin = P (Emin) = cgLP exp (—f*A), (2.11)

onde f* & a tensao interfacial e A = 209! ¢ a area entre as duas fases para uma rede L.
Temos ainda as constantes cf e p (p =d — 1).

Entretanto, ainda que lidando com a mecanica estatistica candnica, o peso de Boltz-
mann nao é necessariamente uma prescricao computacionalmente adequada para todos os
casos. Numericamente, este peso nao seleciona configuracoes representativas da interface
em transi¢oes de primeira ordem [62].

Uma solugao é o uso do ensemble multicanonico [60, 61|, que foi inicialmente projetado
para calcular a tensao interfacial em simula¢des no ensemble canonico de Gibbs. Ele foi
desenvolvido empiricamente com a finalidade de produzir configuragoes representativas das
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fases do sistema e com a exigéncia de eficientemente ultrapassar as barreiras de energia
livre. Procurou-se entao amostrar, em um intervalo apropriado da energia, configuracoes
geradas com o seguinte peso

—b(Ey)Ex+a(Ey) (2_12)

Wmuca = € )

ao invés do tradicional peso de Boltzmann-Gibbs. O objetivo era obter uma nova distri-
buigao de probabilidades, com densidade de estados n (E£) multicanonica

Prvea (E) = crucant (E) Winyea (E) & constante, (2.13)

que nao fosse fortemente concentrada, como no caso usual da Eq. (2.10).

Essa nova distribuicao faz com que na regiao ao redor de P,,;, nao ocorra mais a supres-
sao de configuracoes, logo, o sistema passaria a visitar igualmente todas as configuracgoes
disponiveis nesse intervalo de energias. A nova funcdo b(E) é interpretada nesse esquema
como uma temperatura microcandnica na energia £ e a (E) passa a ser uma espécie de
fugacidade. A distribuigao canodnica original P (E) pode ser obtida [62] por meio de uma
repesagem, isto é

Pmuca (E) c e_ﬁE
CrmucaWmuca (E) 7 '
Esta relagio é rigorosa pois 0S pesos Wyueq (F) jd sdo conhecidos nesta etapa.

Percebeu-se posteriormente que os pesos procurados wWyueqa (Ex) correspondem a uma
boa aproximacao para os pesos microcanonicos wi o) (Ey) , isto é

1
Wmauca (Ek:) ~ wl/Q(E) (Ek) = 5=\ (215)

Q(Ey)
como consequéncia direta da Eq. (2.13). Ou seja, aqui a entropia microcanonica é direta-
mente estimada como uma fungao piecewise do tipo S (Ey) = by (Ex) Ex — a (Ek) .

Contudo, ha uma dificuldade inicial em aplicar o algoritmo multicanénico para estimar
a densidade de estados microcanonica visto que os pesos na Eq. (2.15) sao a priori des-
conhecidos. Portanto, para estimar adequadamente o conjunto de pesos {ay, by} é preciso
utilizar relacoes de recorréncia em simulacoes preliminares sucessivas®, que antecedem a
simulagdo produtiva propriamente dita. Uma vez fixados 08 Wpyeq (Ex), a simulagio é
efetuada segundo métodos usuais [63].

Por fim, o calculo de grandezas termodinamicas descritas pelo ensemble candnico pode
ser obtido do ensemble multicanonico via repesagem dos dados provindos de sua série
temporal. Por exemplo, a energia média canonica a uma temperatura 1/5 é calculada a
partir das medidas multicanonicas F;,

E (ﬁ) o Z?:l Eiw;"btca (EZ) eiﬁEi
D Wik (B) €7 PE

muca

P(E) =

(2.14)

(2.16)

8Geralmente utilizam-se relacoes de recorréncia entre os parametros b, e a,
an (B =€) = an (E) + [bn (E =€) = bn ()] E,
bt (B) = bo (E) + [In HI™™ (E + ) — In H" (B)] /e

provenientes das n—ésimas simulagoes sucessivas [60, 61]. Vide proximo capitulo.
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2.3.2 O ensemble gaussiano estendido

O ensemble gaussiano surgiu nos anos 80 com a finalidade de acelerar os métodos de
Monte Carlo usuais [49, 50, 51, 53, 57]. Posteriormente, este ensemble foi reinterpretado
como um esquema regularizador para o ensemble microcanonico [54]. Ele interpola por
meio de um parametro v, relacionado a capacidade calorifica de um banho térmico finito,
a fisica dos ensembles canonico e microcandnico [13, 82]. Uma generalizagao ulterior deste
esquema produziu o ensemble gaussiano estendido (EGE) [46, 55, 76]. Recentemente foi de-
monstrado [56] haver equivaléncias entre os ensembles microcanonico, gaussiano estendido,
multicanonico e de Tsallis em certos regimes termodinamicos.

Deduzimos aqui as propriedades do EGE [55, 82| utilizando métodos comumente en-
contrados na literatura para obter o ensemble canonico [3| a partir do microcanoénico, por
exemplo, como ¢é ilustrado no Apéndice E.

Inicialmente, consideremos um sistema a com energia E e entropia S, acoplado a um
banho térmico b com energia FEj, e entropia S, que troca energia com a. Logo, a energia
total do sistema isolado serd E; = E + Ej, e sua entropia total é S;. Neste caso o equilibrio
térmico é alcancado quando S; é maxima e a energia E do sistema a flutuar ao redor de
um valor médio U de equilibrio. Entao, a energia mais provavel é tal que uma expansao
da entropia do banho térmico S, ao redor do equilibrio F; — U, resulta em segunda ordem

B dSb 1 d25b 2
S (Eb) =5 (Et — U) + (d—E)) . (U — E) + 5 (W)Etlj (U — E) + ... (217)

Se considerarmos que estas derivadas dependem das propriedades fisicas do banho térmico,
é conveniente definirmos

dSb)
(), . 215
’ 1 [/ d?S
b
- o —— 2.1
2 (dEb2)Et—U 7 ( 9)

No caso de haver um banho térmico infinito, representado por um reservatorio, estariamos
trabalhando no ensemble canénico tradicional, ou seja @« = 3 = 1/ (kgT) e v = 0. No
limite oposto, em que ha um banho térmico infinitesimal, temos o caso microcanénico com
v—ooe E =U.

O método dos multiplicadores de Lagrange [3, 55| nos d4 o peso gaussiano estendido

wpep = e *FTIETUR, (2.20)

e a densidade de probabilidade para o EGE

p (E) e—ozE—’y(E—U)2
Z, (U, ) ’

com a qual define-se a funcao de particao deste ensemble,

P,,(E)= (2.21)

Z, (U a) = / p(E)e B E-U R, (2.22)
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Daqui, define-se o potencial termodinamico generalizado,
o, (U,a)=—InZ,(U,«). (2.23)

Enquanto o parametro U pode ser determinado autoconsistentemente pela seguinte
relacao

Ui(%%):/E&@@ME (2.24)

Se aplicarmos a transformacao de Legendre-Fenchel (LF) [3] ao potencial @, (U, ) encon-
traremos a entropia generalizada S, do EGE,
0P,
— | —,. 2.25
(07)a ! 229

(0,
SW(U) —Oz(a—a)7+’7

Vale notar também que, como ocorre no caso da termodinamica canonica, pode-se
definir um calor especifico generalizado para o sistema [50, 51|. Este calor especifico é
dependente de v,

ou E-U)?2
oo () -
a), 1=2y((E-U)?

Ressaltamos aqui que a positividade das flutuagoes ((E — U)?) ndo implica necessaria-
mente na positividade de C,.

(2.26)



Capitulo 3
Simulacoes

God does not care about our mathematical difficulties. He integrates empirically

[A. EINSTEIN a L. Infield, 1942].

A obtencao da entropia microcanonica partindo-se diretamente da defini¢do na Eq. (2.2)
é uma, tarefa nem sempre possivel analiticamente. O que reforca a necessidade de métodos
numéricos como as simulagoes de Monte Carlo (MC) [63] para esse tipo de calculo. Nes-
tas simulacoes utilizam-se dinamicas estocéasticas para evoluir temporalmente um sistema.
Neste caso produzimos uma cadeia markoviana de configuragoes na varidvel temporal nao
fisica 7 dita de Monte Carlo. O algoritmo empregado deverd amostrar configuracoes esta-
tisticamente distribuidas de acordo com um dado ensemble ao longo da evolugao temporal
da simulagdo. Assim, assumindo ergodicidade, substituem-se médias térmicas (...), de
ensemble por médias temporais (...)_ nas simulagao de MC.

Na iminéncia de uma transicao de fase, a producao de configuragoes independentes é
afetada fortemente pelo efeito do frenamento critico (do inglés, critical slowing down: CSD)
[62]. Este efeito esté associado & existéncia de comprimentos de correlacdo divergentes em
transicoes de fase de segunda ordem, e a presenca de enormes barreiras interfaciais na ener-
gia livre canonica em transicoes de primeira ordem. Isto produz divergéncias nos tempos
de autocorrelacao entre configuragoes sucessivas. Para contornar o problema, sofisticados
algoritmos de atualizacao globais devem ser empregados sempre que possivel.

Outra alternativa é a utilizacao de ensembles generalizados em que o peso candnico usual
de Boltzmann-Gibbs e ¥, tipico do ensemble canénico, é substituido por outros, com a
finalidade de diminuir a influéncia numérica das barreiras de energia livre [60, 61, 76].

Iniciamos o capitulo revisando brevemente alguns tipos de simulacoes, o conceito de
cadeias de Markov é entao introduzido e utilizado na formulacao do algoritmo de Metro-
polis. Discutimos em seguida como estimar erros numéricos e como o efeito do CSD pode
afeté-los. Estas observagoes orientaram historicamente o desenvolvimento de algoritmos
mais eficientes, chamados de microcanonicos, imunes ao efeito de CSD. Finalizamos este
capitulo mostrando como adaptar os métodos de Monte Carlo usuais, conjuntamente com
o ensemble multicanonico, para determinar densidades de estados.

26
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3.1 Meétodos de Monte Carlo markovianos

O célculo de integrais multidimensionais é o objetivo de elaboradas técnicas numéri-
cas. Uma abordagem bastante eficiente para estimé-las é o uso de algoritmos estatisticos,
chamados de métodos de Monte Carlo. Sua implementagao na presenca de medidas de
integracao simples e homogéneas como é caso do exemplo a seguir,

= [ 1@, (3.1)

b—a

se faz sorteando M valores aleatérios e independentes x; € [a, b, segundo a medida (peso)

a

dx
b—a

Nesta situagao, a integral serd bem aproximada pela média da fungao aleatoria f(x;)

(3.2)

w(r) =

—_

I

12

. \/ (1 (20— ) -

que tende a zero no limite M — oo. Este método é denominado Monte Carlo estatico pois
os sorteios ocorrem segundo a distribui¢ao na Eq. (3.2) sem a necessidade de obedecer a
qualquer mecanismo dinamico.

A estimativa de valores esperados de observaveis mecanico-estatisticos (O); implica no
calculo de expressoes como

=N
[ ljl d;qd;pe=PHN DO (p, )

<O>ﬁ = ) (3.5)

=N
=1

i=N
em que um sorteio segundo a medida de integragdo d¥ = [] d;gd;pe PN P9 torna-se
i=1
invidvel de acordo com os métodos estaticos. Para contornar este problema necessita-se de
um processo estocastico' cuja dinamica de equilibrio reproduza a distribuicio almejada.
Esta técnica chama-se método dinamico de Monte Carlo [62].
As dinamicas estocasticas empregadas nos métodos dinamicos de amostragem nao guar-

dam relagao com a dinamica fisica real do sistema investigado e por isso sao denominadas

!Denomina-se processo estocéstico uma sequéncia de varidveis aleatérias, ou série temporal, cujos
elementos sao indexéveis em determinado intervalo temporal ¢.
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stmulacoes. Nesse contexto a utilizacao de cadeias de Markov, evoluindo sob algoritmos
ergodicos?, constitui a principal classe de métodos de Monte Carlo markovianos® capazes
de implementar estimativas como na Eq. (3.5).

Cadeias de Markov, por sua vez, sao sequéncias X1, Xo, X3, ... de variaveis aleatoérias
em um espago de estados {X,,}, onde X,, é o estado deste processo estocastico no instante
de tempo n. Se a distribuicao de probabilidade condicional de X, nos estados passados
for uma funcao apenas de X,,, teremos

PI'(Xn_H = ZL‘|X0, Xl, XQ, ceey Xn) = PI‘(Xn_H = l‘|Xn), (36)

onde z & um estado do processo. Esta propriedade é dita markoviana* e permite que a cada
instante de tempo n caracterizemos a cadeia por uma matriz P que fornece probabilidades
(estacionarias) de transigao entre os estados i e 7,

Py =Pr(Xpp =7 | X, = ). (3.7)

Como veremos a seguir, desenhar eficientes algoritmos estocasticos que permitam cons-
truir a matriz na Eq. (3.7) para pesos de integracao especificos € uma arte computacional.

3.1.1 O algoritmo de Metropolis

O algoritmo que Metropolis e colaboradores desenvolveram [63] permite gerar distri-
buigoes de equilibrio canonicas. Neste caso, a probabilidade de ocorréncia P (F) de uma
energia E é dada por P (E) oc Q (E) e #¥, em que Q (E) & a densidade de estados do sistema
e 1/ é a temperatura do reservatorio térmico. A implementagao deste algoritmo necessita
de sorteios aleatorios (e ergodicos) de configuragbes microscopicas do sistema. Também
é preciso que se consiga avaliar as alteragoes energéticas surtidas por aquelas mudancas
configuracionais aleatoérias. O algoritmo garante entao que, partindo-se de quaisquer con-
digoes iniciais, haverd convergéncia da distribuicao de probabilidades para uma situacao
candnica de equilibrio, ou seja P (E) — P.,, (E) = Q(E) e PE.

Para ilustra-lo considere um sistema hamiltonio H = H ({s;}) dependente das confi-
guragoes {s;}. Implementamos o algoritmo de Metropolis para criar configuracoes {s;} de
equilibrio seguindo os passos:

1. Seja uma dada configuragao inicial {sq,--- , sy} . Selecionamos um destes componen-
tes, digamos s; e proponhamos uma alteracao aleatéria nesta configuracao. Ou seja,
tomemos por exemplo s; — s, e mantenhamos todos os demais elementos intactos.

2. Computemos a diferenca de energias associadas a altera¢ao na configuragao s; — s,
ou seja: AH = H (s}) — H (s;).

2Que permite a visitacao de todos os estados acessiveis ao sistema.

3Do inglés: Markovian Monte Carlo methods

4Referindo-se aos processos estocasticos cuja matriz de transicio, responsavel por sua evolucio tem-
poral (de MC), implicam dependéncia do futuro com o passado somente pelo passo presente [77].
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3. Calculemos a probabilidade de aceitacdo da nova configuracao s, utilizando a pro-
babilidade de transicao de Metropolis Pyserropotis (S; — ;) dada por

1 se AH <0

PMetropolis (Si - 5;) - (38)
e PAH se AH > 0.

4. Sorteamos um namero r a partir de uma distribuigao uniforme: r € [0,1].

5. Se 7 < Puretropolis (S; — ;) substituimos s; pela nova proposta s}, caso contrario,
mantemos a antiga configuracao s; inalterada.

O sistema evolui com a aplicacao dos 5 passos acima a cada um de seus componentes. Apos
certo numero de atualizagoes configuracionais necessarias para atingir o equilibrio, i.e.,
convergéncia para P, (E) = Q(E) e P, podemos calcular médias como descritas na Eq.
(3.5) com cada nova configuracao {s;}. Isto nos leva as médias estatisticas (O [{s;}]), ¢
de funcionais O ({s;}) que sdo obtidas com M configuracoes {s;} desta série temporal e
estimam as médias térmicas (O) 5

3.1.2 Erros numeéricos

Mencionamos na secao anterior que erros estatisticos em simulacoes de Monte Carlo
sao descritos pelo desvio padrao. Contudo, nao levamos em conta possiveis correlagoes
entre as sucessivas configuracoes mensuradas. Para fazé-lo teriamos de calcular o tempo de
autocorrelacao de Monte Carlo®, um parametro também associado a eficiéncia algoritmica.

A prescricao para este calculo considera a série temporal de medidas de um observével
fisico O num intervalo temporal ¢ e a autocorrela¢io normalizada ps(k) = g;—gkoi [62, 77].
A autocorrelacdo é escrita em termos das correlacoes Cr(k) e quantifica possiveis depen-
déncias estatisticas

prolk) = Cro(k) _ (Oi0in) — (O5) (3.9)
Cf0<0) <012> - <Oi>2
Tipicamente a fungdo de autocorrelagdo normalizada ps(t) decai exponencialmente
(ps(t) ~ e ltl/mezp0) para grandes valores de t. Isto nos leva a definir o tempo de auto-
correlagao exponencial para a série do observavel O como

(3.10)

t
wop. 0 = liMm sSUup ———.
Ter @ = ™ Zlog Ipro(t)]

Ou seja, Tezp0 € uma escala de relaxacao temporal correspondente ao modo mais lento de
decaimento da correlacao das amostras.

5Que ¢ o intervalo do tempo computacional durante a producdo de sucessivas amostras correlacionadas
ou estatisticamente dependentes.
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Por outro lado, é interessante calcular o tempo integrado de autocorrelagao, que recai
em Eq. (3.10) no limite 7 > 1

1 [oe)
Tint,0 = 5 + Z:Pfo(t)- (3.11)

Sokal demonstrou rigorosamente [77], sob a condicdo N > 7, que na presenga de
correlagoes a Eq. (3.4) converte-se em

T—S

Z‘H

3o
NZN ( B@) Ci(r — s) (3.12)

1
N
1
~ = (27iner) C(0).

=

Portanto, surge um termo de correcao multiplicativo v/27;,; no erro padrao.

Adicionalmente, os tempos de correlacdo permitem caracterizar o fenomeno do frena-
mento critico que desacelera as simulacoes de Monte Carlo ao redor de transicoes de fase.
Por exemplo, foi demonstrado 77| que para um sistema finito com extensao linear L, nas
vizinhangas de uma transicao de fase continua, o tempo integrado de autocorrelacao de O
comporta-se como

Tint,0 0 L*. (3.13)

Este expoente z (> 1) ¢ dito dinamico e quantifica o desempenho dos algoritmos de Monte
Carlo empregados. A procura por algoritmos mais eficientes, i.e. com menores valores de
z, impulsionou o desenvolvimento das simulacoes microcanonicas apresentadas a seguir.

3.2 Simulacoes microcandnicas

Uma solugao eficiente para contornar o efeito do CSD emprega ensembles generalizados
[49, 53, 55, 60, 61], que permitem suavizar as barreiras na energia livre canonicas. A
implementagao computacional destes métodos ¢ direta pois utilizam versoes do algoritmo
de Metropolis. Um subproduto desta abordagem é que ela pode produzir estimativas
diretas da entropia microcandnica Eq. (2.1). Isto porque a relacao Eq. (2.15) pode ser
aplicada, apos termos determinado os parametros multicanonicos,

Smiero (E) = In (W) 2 b(E)E — a(E). (3.14)

Podemos considerar as simulagoes multicanonicas consistindo de duas etapas distintas
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1. Determinacgao dos pesos multicandnicos: nesta etapa uma prescricao para calcular
os pesos multicandnicos é empregada, o que se faz geralmente por meio de relagoes
de recorréncia. Esta etapa serd apresentada em detalhes a seguir e constitui as
simulacoes microcanonicas propriamente ditas.

2. Simulacao multicandnica produtiva: nessa etapa uma longa cadeia de Markov é pro-
duzida por um algoritmo de Monte Carlo dinamico. Em geral, utiliza-se o algoritmo
de Metropolis com peso multicanonico apresentado na Eq. (2.12), pois ja teremos os
seus parametros determinados na etapa anterior. A evolucao de Metropolis ocorre
como descrevemos, exceto pelo fato de que a probabilidade de transicao dada pela
Eq. (3.15) é modificada pela substitui¢do Weansnica — Wimnuca, O que resulta

1 se AH <0

PMetropolisfMUCA <3velho - Snovo) = (315)
wmuca[H(snovo)] se AH Z O

Wmuca [H(svelho)]

3.2.1 Relacoes de recorréncia

A determinagao dos pesos multicandnicos b (F) e a (E) é normalmente feita por meio
de uma série de simulacoes consecutivas, andlogas a fase produtiva, em que controém-se
histogramas das energias visitadas. Estes resultados sao paulatinamente combinados via
relagoes de recorréncia, com as quais atualizam-se os pesos multicanonicos a cada simula-
cao. Este processo é repetido diversas vezes para que ao final tenhamos a convergéncia de
Winuea (F) — ﬁ Ou seja, a densidade de estados microcanonica seja computada com
alta precisao.

Construiremos a seguir estas relagoes de recorréncia. Consideremos por simplicidade
0s pesos iniciais
wl o (Ex) =1,  paratodo k. (3.16)

Esta condigao descreve um sistema fisico colocado a uma temperatura infinita pois 1/7" =
b(E) = 0. Em seguida, uma simulac¢do de Monte Carlo ¢ executada usando-se inicialmente
WY ea COMO peso estatistico na Eq. (3.15). Durante a evolugio computacional as energias
E}, sdo mensuradas e geramos o histograma H? (E).

Considerando que a entropia microcanonica é bem aproximada pelos parametros mul-
ticanonicos Eq. (3.14), empregamos a relagao Eq. (2.3), isto é § = (0S/0F) , para definir

_05(E)
- 9E

b(E) (3.17)

ou, aplicando diferencas finitas

FE —S(FE
p(p) = SE+I =S (E) (3.18)
€
Portanto, partindo da definicdo de S (E) apresentada na Eq.(3.14) podemos calcular a

diferenca

S(EY—S(E—¢)=b(E)E—[b(E—¢)]|(F—¢)—a(E)+a(F—e¢). (3.19)
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Este resultado é simplificado com a substitui¢ao da idéntidade S (E)—S (E —¢€) = eb (E —¢) ,
i.e., da Eq. (3.18) na expressao anterior originando uma relagao entre os parametros mul-
ticanonicos
a(E—¢€)=a(E)+[b(E—¢) —b(E)E, (3.20)
em que os a (E) e b(E) provém da mesma n — ésima simulacao.
Temos ainda que estabelecer uma relacao de recorréncia para os parametros multicano-
nicos b"*! (E) e b" (E) , originarios de simulagoes sucessivas. A implementagio mais inte-

ressante [60, 61| usa os estimadores H” . (E) para os histogramas de energias H" .. (F)

H"... (E) =max [ho, H" .. (E)]. (3.21)

muca muca

O uso da constante h, € (0,1) impede o aparecimento de entradas nulas.
Definimos entao

:lnuca (Ek)

Hr  (E)

muca

n+1 _ _—snti(p) . W
wmuca (Ek) =e€ ( ) =cC

: (3.22)

em que a constante ¢ é introduzida para que S™"!(E) seja um estimador da entropia

microcandnica
muca

S (E) = —In(c) + S"(E) + In [Hn (E)} . (3.23)

Finalmente, se substituirmos a Eq. (3.23) na equagdo Eq. (3.18), encontramos a relagao
de recorréncia para os b"™! (E) em termos dos b" (E) e dos histogramas das energias,

muca muca

U (E) = b (E) + [m A (E+e) — A" (E)} Je. (3.24)

3.2.2 Implementagao alternativa

Berg e colaboradores [60, 61] mostraram que monitorando-se o comportamento das
variancias o2 [b"™! (E)] dos parametros 0" (F) pode-se acelerar as simulagoes MUCA. Para
isso, ele introduziu um novo peso estatistico expresso como

gO (E) = 2 [hn+1 == ~ ) (325)
o OB Hyq (B + €) + Hye (E)
onde ¢ é uma constante arbitraria. A seguinte relacao de recorréncia é obedecida
gH(E) =g"(E) + g5 (E), ¢°(E)=0. (3.26)

. /! . ~ o1 . .
Mediante o emprego dos ¢ s nas simulagoes MUCA agiliza-se o aplainamento dos histogra-
mas H" . (E), o que acelera e garante uma eficiente convergéncia Syuca — Smicro- Para

implementé-lo, basta substituirmos a Eq. (3.24) pela seguinte relagao de recorréncia

muca muca

by (E) = 0" (E) + 0 |In A", (E+¢) — In A" (E)] Je,
onde os gy sao pesos normalizados,

L G (E)
9" (E) + g5 (E)

(3.27)



Capitulo 4

Proteinas e o modelo AB

We may, I believe, anticipate that the chemist of the future who is interested
in the structure of proteins, nucleic acids, polysaccharides, and other complex
substances with high molecular weight will come to rely upon a new structural
chemistry, involving precise geometrical relationships among the atoms in the
molecules and the rigorous application of the new structural principles, and that
great progress will be made, through this technique, in the attack, by chemical
methods, on the problems of biology and medicine ...
|L. PAULING, Nobel Lecture, 11/12/1954]

Apresentamos neste capitulo uma breve revisao da bioquimica de heteropolimeros nao
ramificados provindos da condensacao de aminoécidos, as proteinas [23]. Em seguida des-
crevemos sua composi¢ao quimica, estrutura geométrica e funcionalidades [22|. Abordamos
também o fenomeno de enovelamento protéico pelo qual proteinas adquirem sua confor-
macao espacial biologicamente funcional, dita nativa. Considerando que a formacao de
agregados protéicos é induzida geralmente por falhas no enovelamento protéico, o que oca-
siona proteinopatias como os males de Parkinson [34], Alzheimer [35], Huntington [36] e a
Diabetes II [83], revemos também esse topico.

Neste contexto, enfocamos as proteinas chamadas Prions (Proteinaceous and Infectious
Particle) [40] que, apesar de exercerem importantes fungdes biologicas, podem eventu-
almente deformarem-se em padroes patologicos autoreplicantes. Um fato notavel sobre
doencas prionicas, como os males de Creutzfeld-Jackob e a encefalopatia espongiforme
[37], é a habilidade de saltarem barreiras interespecificas sem sofrer mutagoes.

Por fim, apresentamos a metodologia in silico para o estudo protéico com a intencao
de contemplar a modelagem teorica de proteinas. Nao empregamos neste trabalho com-
plexos campos de forca interatomicos do tipo “all-atoms” [26] e sim suas versoes efetivas
ou “coarse-grained” [70]. Em particular, adotamos aqui o chamado modelo AB [67, 68| por
sua simplicidade, generalidade e eficicia computacional.

33
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R

Figura 4.1: Estrutura geral de um aminoécido, com o carbono alfa C,, destacado ao centro,
o grupo amina (N Hs) a esquerda, o carboxila (CO,H ) a direita e a cadeia lateral R abaixo.

Aminoacidos

Aminoacidos sao compostos de carbono, hidrogénio, oxigénio, nitrogénio e as vezes,
enxofre [22|. Sua estrutura, Figura (4.1), envolve um grupo amina (NH;) e um grupo
carboxila (COyH), ambos ligados a um carbono central, dito carbono alfa (C,). O carbono
alfa também esta ligado a um hidrogénio e a uma cadeia lateral, que é representada pela
letra R e identifica univocamente o aminoacido.

A formula molecular bidimensional esclarece parcialmente a estrutura dos aminoacidos,
uma vez que suas mais importantes propriedades sao naturalmente estereoquimicas ou tri-
dimensionais. Aminoacidos possuem atividade 6ptica caracteristica [22] e sdo encontrados
em organismos vivos apenas sua forma levogira [30, 24].

Atualmente, conhecemos centenas de tipos de aminoacidos artificiais, ditos "nao padrao”
[24]. Porém, a evolucao bioldgica selecionou apenas 20 destes, Figura (4.2), chamados de
primarios. Dentre eles, somente 8 sao ditos essenciais', ou seja, nao sao produzidos pelo
organismo humano. Podemos ainda classifica-los [23] em:

e Aminoéacidos apolares: exibem radicais de hidrocarbonetos apolares ou modificados,
excecao a glicina. Constituem radicais hidrofébicos: alanina, leucina, valina, iso-
leucina, prolina, fenilalanina, triptofano e metionina.

e Aminoacidos polares (neutros): tem radicais formadores de pontes de hidrogénio,
sao hidrodfilos. Sao eles glicina, serina, treonina, cisteina, tirosina, asparagina e
glutamina.

e Aminoacidos carregados: tem carater hidrédfilo, podem ser acidos com radicais car-
boxilicos, como os acidos aspartico e glutamico, ou basicos com radicais amina: ar-
ginina, lisina e histidina.

LA saber: fenilalanina, isoleucina, leucina, lisina, metionina, treonina, triptofano e valina
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Figura 4.2: Estrutura quimica, nomenclatura, abreviacao com codigo de 3 letras e classi-

ficacao quanto a hidrofobicidade dos 20 aminoacidos primarios.
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Peptideo 1 Peptideo 2

Agua

Dipeptideo

Figura 4.3: Formacao de um dimero (dipeptideo) pela condensac¢ao de aminoécidos.

4.1 Proteinas 1n vitro e 1n vivo: um panorama

Uma cadeia de aminoécidos é denominada peptideo. Em geral denominamos pelo termo
proteina [23| polipeptideos enovelados e com fun¢ao bioldgica definida, sendo compostas por
centenas ou mesmo milhares de aminoécidos. Proteinas tém complexa estrutura e elevada
massa molecular (de 5.000 a 1.000.000 u.m.a.). Elas podem ser sintetizadas por organismos
vivos, o que se da geralmente no citosol celular, pela condensacao de aminoacidos que
formam ligagoes peptidicas. FEstas ligacoes tem carater planar e estabelecem-se entre a
amina de um aminodacido e o grupo carboxila do aminoacido seguinte com a eliminacao de
uma molécula de agua, vide Figura (4.3). As proteinas sao do ponto de vista estrutural
[23] muito importantes em sistemas vivos [22]. Elas sdo classificadas em:

e Globulares: sao o tipo mais comum de proteinas. Compactas, soliveis e dotadas de
funcoes metabolicas, como a hemoglobina. Sao particularmente sensiveis a desnatu-
racao ou destruicao de sua estrutura terciaria.

e Fibrilares: sao geralmente cilindricas, longas e filamentosas, insoliiveis com tendéncia
a agregarem-se, sao robustas contra a desnaturacao e possuem funcao estrutural
somente em animais, como a queratina.

e Membranosas: sao geralmente encontradas compondo a membrana celular, da qual
somente separam-se por desnaturacao ou sob ataque quimico. Tém funcgoes variadas
como a de adesao celular, transportadoras, canais, receptoras e enzimaticas, como as
glicoproteinas.
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Figura 4.4: Hierarquia de estruturas em proteinas. (a) Priméaria: com abrevia¢oes de uma
letra. (b) Secundaria: (1) hélice alfa e (2) fita beta. (c) Terciaria: associacdo de motivos
enovelados, (d) Quaternaria: unido de cadeias peptidicas monomeéricas.

4.1.1 Estrutura

O bioquimico dinamarqués Kai Linderstrom-Lang cunhou [23| os termos: estrutura
priméria, secundéria e terciaria para enfatizar a hierarquia estrutural em proteinas, Figura
(4.4). Proteinas que tem somente uma cadeia sao chamadas monoméricas, mas um grande
numero de proteinas sao multimonomeéricas, com estruturas quaternarias como a hemoglo-
bina. Apresentamos esta hierarquia estrutural a seguir.

(1) Estrutura primdria, corresponde & seqiiéncia de aminoacidos ao longo da cadeia
polipeptidica. E o nivel estrutural mais simples e mais importante, pois dele deriva todo
o arranjo espacial da molécula. Sao especificas para cada proteina, sendo geralmente de-
terminadas geneticamente. A estrutura primaria da proteina resulta em uma longa cadeia
de aminoécidos, semelhante a um colar de contas, com extremidades amino terminal e
terminal carborilico. Esta estrutura descreve somente a seqiiéncia dos aminoacidos, ou
residuos, sem conexao com a orientacao espacial da molécula. Quando duas proteinas tém
suas estruturas primarias suficientemente semelhantes, elas sao ditas homologas.

(2) Estrutura secunddria, é dada pelo arranjo espacial de aminoacidos proximos entre
si na seqiliéncia primaria da proteina. Ocorre gracas a possibilidade de rotacao das liga-
coes entre os carbonos dos aminoécidos e seus grupamentos amina e carboxila. O arranjo
secundério de um polipeptideo pode ocorrer de forma regular quando os angulos das liga-
coes entre carbonos alfa e seus ligantes sao iguais e se repetem ao longo de um segmento
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Figura 4.5: Estrutura secundaria: arranjo espacial tipico de uma hélice alfa, note as cadeias
laterais externas ao eixo de simetria e a frequéncia espacial de 3,6 residuos por volta [22].

===

da molécula. Sao dois os tipos principais de arranjos secundarios regulares, os quais sao
classificados em:

e Hélice alfa: assemelha-se a uma escada em espiral, Figura (4.5). Essa é a mais tipica
estrutura secundaria e foi descrita pioneiramente por Linus Pauling na Caltech em
1951 |22, 23|. Nela o esqueleto polipeptidico (backbone) esta enrolado helicoidalmente
ao longo de um eixo de simetria da molécula. Ja as cadeias laterais (R) dos residuos
projetam-se para fora deste esqueleto. A estabilizacao se da pela presenca das ligagoes
de hidrogénio entre os grupamentos NH e CO da cadeia principal com uma frequéncia
média de 3,6 residuos por volta. O sentido de giro de uma hélice alfa pode ser para
a direita (hélice destrosa) ou para a esquerda (hélice sinistrosa). As hélices alfa
encontradas em proteinas sao destrosas [30]. Por causa da sua peculiar geometria as
hélices alfa sdo polares e propiciam um momento de dipolo induzido. E esse arranjo
que obriga a projecao das cadeias laterais para o exterior do backbone.

e Folha beta: € o segundo padrao estrutural mais comum em proteinas, Figura (4.6).
Esse padrao foi proposto inicialmente por William Astbury em 1930 e posteriormente
refinada por Linus Pauling e Robert Corey, 1951 |22, 23]. Nele as regioes vizinhas da
cadeia polipeptidica associam-se por meio de ligacoes de hidrogénio, entre os grupos
CO e NH, resultando em uma geometria achatada e rigida. Folhas beta sao clas-
sificadas como paralelas (comuns), antiparalelas (relativamente comuns) ou mistas
(incomuns), conforme as orientagoes relativas de sua cadeia principal (i.e., fita beta).
Assim, dependendo da orientacao relativa das fitas beta constituintes, podem sur-
gir momentos de dipolo induzido entre as terminagoes carboxilicas (C) e amina (N).
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Figura 4.6: Estrutura secundéria: conformacao usuais de folhas beta, notam-se as fitas
orientadas antiparalelas (superior) e paralelas (inferior), além das terminagoes N e C.

Por exemplo, a folha pregueada é uma estrutura mantida por pontes de hidrogénio
entre as unidades peptidicas. Neste caso, as ligacoes sao estabelecidas entre cadeias
polipeptidicas diferentes, distendidas e paralelas, ou entre segmentos distantes e dis-
tendidos em uma mesma cadeia. Vale notar ainda que existem associagoes de maior
complexidade entre folhas beta, algumas delas tém sido associadas a formacao de
agregados protéicos e fibrilas. Esses agregados, por sua vez, sao observados em diver-
sas doencas humanas ditas amiloidoses (como no mal de Alzheimer), como veremos
a seguir.

(3) Estrutura tercidria, resulta do enovelamento ou dobramento da estrutura secun-
daria, sendo estabilizada por pontes de hidrogénio e pontes dissulfeto. E esta estrutura
que confere atividade biologica as proteinas. A estrutura terciaria descreve a geometria
tridimensional de uma cadeia resultante da interacao de regioes, sejam elas estruturas re-
gulares ou nao. Neste nivel organizacional pode ainda haver interacoes nao-covalentes de
segmentos distantes quanto a estrutura primaria. Enquanto a estrutura secundéria é deter-
minada pelo relacionamento estrutural de curta distancia, a terciaria é caracterizada pelas
interacoes de longa distancia entre aminoacidos, denominadas interacoes hidrofobicas, e
pelas suas interagoes eletrostdticas [23].

Dominios e taxonomia de proteinas

A estrutura terciaria pode ser interpretada como uma série de dominios agrupados.
Nesse contexto definimos dominios como partes de um peptideo que podem enovelar-se
independentemente e sao completamente funcionais. Baseados em argumentos de arranjos
geométricos interconectados, M. Levitt e C. Chothia propuseram uma classificacao taxono-
mica de proteinas [23], em que considera-se a presenca majoritaria dos dominios

e Classes alfa: tem seus nucleos formados exclusivamente por hélices alfa.
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e (lasses beta: tem seus nicleos formados exclusivamente de folhas beta, geralmente
empacotadas umas contra as outras.

e Classes alfa/beta: apresentam combinagbes de motivos § — a — 3, tratando-se pre-
dominantemente de fitas beta paralelas circundadas por hélices alfa.

e Classes alfa+beta: sao um combinacao discreta de hélices alfa e folhas beta.

e Outros: sao geralmente dominios ricos em ligacoes dissulfidicas ou possuindo atomos
metdlicos. Assemelham-se a versoes distorcidas de outras proteinas mais regulares.

(4) Estrutura quaterndria, refere-se a composicao das proteinas no mais alto nivel de or-
ganizacao possivel decorrente do fato que algumas proteinas podem ter duas ou mais ca-
deias polipeptidicas. Elas sao guiadas e estabilizadas pelas mesmas interacoes presentes
na estrutura tercidria. Uma das principais respresentantes da estrutura quaternaria é a
hemoglobina, formada por quatro cadeias polipeptidicas, cujo mal agregacional ocasiona a
anemia falciforme [23].

4.1.2 Funcionalidades

Proteinas desempenham diversas fungoes nos organismos vivos, dentre elas estao:

1. Estrutural ou pldstica: dando rigidez, consisténcia e elasticidade ao tecido como o
colageno (das cartilagens) e a queratina (nos cabelos);

2. Hormonal: de acao especifica sobre certos 6rgaos de um organismo como a insulina
que retira a glicose em excesso do sangue;

3. Defesa: os anticorpos atuam no reconhecimento e neutralizacao de antigenos, en-
quanto peptideos como o fibrinogénio e a trombina atuam na coagulagao sanguinea.

4. FEnergética: fornecimento de energia a partir dos canais que compoem as proteinas;

5. Enzimdtica: catalisam reagoes bioquimicas especificas como as lipases que ajudam
na hidrélise dos lipideos;

6. Condutoras de gases: o transporte do oxigénio e parte do gas carbonico sao realizados
pela hemoglobina das hemécias.

4.1.3 Enovelamento protéico

O enovelamento protéico é um processo bioquimico fundamental, através dele a estru-
tura primaria de uma proteina assume a sua configuracao tridimensional biologicamente
funcional, dita nativa. O processo contrario a este chama-se desnaturacao, onde uma pro-
teina é forcada a perder a sua configuracao nativa, tornando-se uma cadeia de aminoécidos
amorfa e nao funcional. As proteinas desnaturadas podem perder a sua solubilidade e
precipitar, tornando-se solidos insolaveis.
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Figura 4.7: O perfil da energia livre (energy landscape) em formato de funil é um modelo
aceito para a descricao do enovelamento protéico. Os estados 11, 12, 13 sao intermediérios
enquanto "F” é a estrutura protéica nativa, ou de menor energia livre. As rotas preferenciais
sao representadas por setas.

A sequéncia especifica de aminoacidos de uma proteina, ou estrutura primaria, a con-
diciona a enovelar-se para adquirir sua configuracao nativa. Muitas proteinas fazem-no
espontaneamente durante, ou logo ap6s a sua sintese no interior das células. Apesar destas
macromoléculas aparentarem dobrar-se sozinhas, de fato seu enovelamento depende em
grande medida das caracteristicas da solucao que as rodeia. Incluem-se aqui o tipo de
solvente primario, que no interior das células sao dgua e lipidos, a concentracao dos sais, a
temperatura, PH e o tipo das moléculas que a rodeiam. Por outro lado, h& outras proteinas
que somente enovelam-se com o auxilio de outras proteinas, as chaperonas [22].

Em um nivel mais elementar, o enovelamento envolve inicialmente o estabelecimento de
uma estrutura secundéaria, particularmente hélices alfa e folhas beta, formando a estrutura
terciaria. A formacao de estruturas quaternarias aparenta envolver a montagem de subu-
nidades previamente enoveladas [23|. Ao contrario das estruturas primérias, secundérias
ou quaternérias, a estrutura terciaria pode também envolver ligagoes covalentes na forma
de pontes de dissulfito entre dois residuos de cisteina.

Um ponto essencial no enovelamento esta no fato de que a sequéncia primaria contém
toda a informacao necessaria para atingir seu estado nativo: o enovelamento é um processo
espontaneo (dogma de Anfinsen) [23]. A passagem ao estado enovelado é controlada por
forgas de Van der Waals [71] e por suas contribui¢oes entropicas a energia livre de Gibbs.
Este aumento na entropia é conseguido movendo-se as se¢oes hidrofobicas das proteinas
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para o interior e as hidrofilicas para o exterior, conferindo assim mais graus de liberdade as
moléculas de dgua circundantes. Durante o processo de enovelamento, o niimero total de
pontes de hidrogénio nao muda apreciavelmente, para cada ponte de hidrogénio formada
internamente a proteina outra com o meio aquoso é quebrada. Entretanto, o niicleo protéico
pode ainda incorporar em si algumas moléculas de agua.

Da tentativa de compreender o enovelamento protéico termodinamicamente surgiu o
célebre paradoxo de Levinthal. Este paradoxo provém de um experimento mental reali-
zado pelo fisico e bidlogo molecular C. Levinthal em 1961. Ele concluiu que o tempo de
enovelamento de proteinas, considerando o perfil de suas energias livres como altamente
frustradas (rugosas), seria varias ordens de magnitude superior ao observado [23]. Uma so-
lugao somente foi possivel com a teoria do Funil [25], que sugere que perfis de energias livres
protéicas sao rugosas, mas afuniladas, possuindo rotas preferenciais para o enovelamento,
Figura (4.7).

Observagoes experimentais evidenciam [31, 33| que peptideos com mais de 100 residuos
apresentam geralmente os chamados estados intermediarios durante o enovelamento, Figura
(4.7). Contudo, nao esta plenamente elucidado se eles atuariam como auxiliares no processo
ou se seriam antagonistas atuando como armadilhas locais. Embora nossa compreensao de
como a sequéncia de aminoécidos produz detalhes do perfil de energia livre seja incipiente,
suas caracteristicas termodinamicas estao certamente ligadas aos padroes primarios de
hidrofobicidade [25, 42, 43|.

Acredita-se portanto, que o mecanismo de enovelamento envolveria um nimero relativa-
mente pequeno de residuos para a formacao de um nicleo enovelante sobre o qual as demais
estruturas condensar-se-iam rapidamente. Assim, uma vez que a topologia dos dominios
envolvidos esteja corretamente estabelecida, a estrutura terciaria formar-se-ia invariavel-
mente [31]. No caso contrario, quando tais intera¢oes fundamentais nio se estabelecem,
uma espécie de controle de qualidade entraria em acao e a proteina nao poderia enovelar-se
para sua estrutura nativa, sendo descartada [31].

4.2 Agregacao protéica e proteinopatias

Certas doencas, conhecidas como proteinopatias, surgem na espécie humana como con-
sequéncia de falhas durante o processo de enovelamento de algumas proteinas. As mais
conhecidas sao os males de Parkinson (Alfa-sinucleina) [34], Alzheimer (associado & pro-
teina A3) [35], Huntington (Huntingtina) [36], Creutzfeld-Jackob (Prions) [37] e a Diabetes
do tipo IT (Amilina) (83|, Figura (4.8). Invariavelmente essas falhas levam, por mecanismos
ainda mal compreendidos?, & formacao de agregados fibrilares amildides, ricos em fitas beta,
altamente estruturados e resistentes a desnaturagao [33]. Tais agregados acumulam-se em
tecidos vivos, danificando-os e podendo levar o individuo & morte.

2 Acredita-se, embora sem um consenso, que a formacao de agregados amorfos apés o desenovelamento
parcial de proteinas tenha papel central neste processo. No caso das Prions, sabe-se que as estruturas em
hélices alfa desnaturam-se para tornarem-se folhas beta, capazes de infectar outras Prions [33].
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Figura 4.8: Proteinas envolvidas na formacao de agregados. Superior a esquerda: Alfa-
Sinucleina, associada ao mal de Parkinson. Superior a direita: Amilina, cuja formacao
de agregados ocorre na Diabetes do Tipo II. Inferior a esquerda: proteina precursora do
Amiloide-Beta(Af) , agregados de Af ocasionam o mal de Alzheimer. Inferior a direita:
dominio Src SH3, associado a transducao de sinais, nao patologica. Adaptado do protein
data bank (PDB).

Ainda no contexto da formacao de fibrilas protéicas, observa-se também que outros
peptideos, como os dominios Src SH3 [33, 47|, podem dar origem a agregados sem ocasionar
proteinopatias. Curiosamente, contrario ao caso das Prions que sao ricas em hélices alfa, os
dominios Src SH3 possuem majoritariamente estruturas secundarias do tipo folhas beta.
Essas constatagoes indicam que em certas condicoes ha potencialidade agregacional em
diversas proteinas, respeitadas as suas propensoes especificas.

Assim, a formacao de fibrilas amildides parece ser um mecanismo genérico de agregacao
em que proteinas desestabilizadas sao guiadas pelas interagoes hidrofobicas. Entretanto,
esse mecanismo requer algum ingrediente extra, necessario ao alinhamento ordenado de
folhas beta para formar estruturas beta cruzadas como na Figura (4.9). Na inativagao desse
hipotético mecanismo observariamos apenas agregados amorfos com elevado contetdo de
folhas beta mas sem a presenca de hélices beta [72].
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Figura 4.9: Modelo de fibrilas amiloides, ricas em formacoes de fitas beta como as hélices
beta-cruzadas, que possuem alta resisténcia a desnaturacao, [32].

Adicionalmente, a interconversao de agregados amorfos em fibrilas amildides estrutu-
radas [73] aponta para um mecanismo de rearranjo de fitas beta. Nesse caso, diversos
estagios de desnaturacoes parciais, em diferentes niveis de intensidade, tomariam parte no
processo. Ainda, a formacao de fibrilas poderia ocorrer como um lento processo de nucle-
acao, seguido de uma fase de montagem do agregado, em que a nucleagao desempenharia
papel essencial [32]. Ao contrario do que ocorre no processo de enovelamento, associado a
interacao terciaria entre cadeias laterais, o fendmeno de agregacao estaria ligado a interacao
entre as cadeias proteicas principais (backbones), enquanto as cadeias laterais atuariam de
forma antagonica (prevenindo a agregagao).

Existem também evidéncias crescentes |32, 33] de que cadeias desenoveladas nao sao
aleatoriamente estruturadas. Ao contrério, elas poderiam ser entendidas como sistemas re-
lativamente rigidos em razao das interacoes locais entre suas cadeias laterais e a principal.
Também a estrutura topologica destas cadeias parece estar codificada pelas propensoes es-
truturais de cada aminoacido na sequéncia priméaria. Por isto mesmo os estados altamente
desenovelados ainda possuiriam uma topologia residual simples e sua geometria seria defi-
nida pelo carater hidrofébico - hidrofilico dos grupos locais de residuos. Ainda que cadeias
desenoveladas sejam apenas estados transientes, seu comportamento é crucial para o eno-

velamento e a agregagao (como nucleadores) protéicos, conforme esquematizado na Figura
(4.10).
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Figura 4.10: Representacao esquematica dos possiveis estados conformacionais assumidos
por cadeias peptidicas e suas interconversoes usuais. Adaptado da Ref. [32].

Prions

A palavra prion vem do acronimo de PRoteindcio, Infeccioso e do afixo ON em
analogia ao termo virion. Prions sdo agregados supramoleculares acelulares [38, 39, 40|,
compostos por proteinas (PrP*¢) com capacidade de modificar outros individuos "sadios”
(PrP%), tornando-os copias de si. Nesse processo, por¢oes de estruturas do tipo hélice sio
reenoveladas em folhas beta, processo este que induz profundas mudancas fisico-quimicas
na proteina infectada [40].

Uma prion nao possui acido nucleico (DNA ou RNA), sendo o tnico tipo de protei-
nopatia conhecido capaz de contagiar diretamente outros organismos e saltar barreiras
interespecificas. Sao conhecidos treze tipos de prions, dos quais trés atacam fungos e dez
afetam mamiferos [39]; dentre estes, sete tém por alvo a nossa espécie. As prions sdo causa-
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Figura 4.11: Configuracoes assumidas por Prions: a forma usual PrP¢ representada por
(A); e a patogénica PrP® associada aos males de Creutzfeld-Jackob e & Encefalopaia
Espongiforme ilustrada em (B).

doras de varias doencas, como a encefalopatia espongiforme bovina, vulgarmente conhecida
como "doenca da vaca louca”, e a doenca de Creutzfeldt-Jakob (DCJ) [37].

Todas as doencas causadas por prions afetam a estrutura do cérebro ou dos tecidos
neurais, ndo possuem cura e sao sempre fatais. Normalmente as prions celulares PrP¢
protegem os neurdnios da morte e estao envolvidas no mecanismo de diferenciacao neuronal
[39]. Por isso inexistem defesas imunologicas naturais capazes de eliminar suas variantes
patogénicas.

Enfermidades prionicas, seja em animais ou em humanos, diferenciam-se notadamente
por suas variacoes no tempo de incubacao, distribuicao espacial das lesoes e potencial in-
feccioso. Invariavelmente elas causam aglomerados toxicos no cérebro, formando estruturas
denominadas placas amildides. Acredita-se que a compreensao da formacao destas estru-
turas possa identificar mecanismos operacionais universais. Se este for o caso, ampliar-se-4
inclusive o entendimento de outras amiloidoses neurodegenerativas como os males de Par-
kinson [34] e de Alzheimer [35]. O que podera abrir caminho a uma grande classe de novas
terapias.

No que concerne as peculiaridades das encefalopatias espongiformes prionicas, acredita-
se atualmente [32, 33, 39, 40| que, diferentemente das demais proteinopatias, as PrP*
permanecam infectantes mesmo quando parcialmente desnaturadas®. Esta visao encontra
suporte em estudos envolvendo mutagénese, os quais evidenciam que modificagoes na es-
tabilidade protéica das PrP*®¢ nao afetam diretamente sua tendéncia em produzir fibrilas
[33]. Embora em PHs fisiologicos as PrP® parecam desenovelar-se mediante mecanismos
de dois estagios, ou seja, sem a presenca de estados intermediarios, em PH &cido o mesmo
processo revela estados intermediarios ricos em estruturas beta. Conjectura-se que estes
estados intermediarios sejam os responsaveis termodinamicos pela formacao das PrP*¢
[33].

3Dai sua notavel habilidade de infectar humanos a partir da ingestao de carne animal mesmo se cozida.
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4.3 Proteinas tn stlico

Presenciamos um vertiginoso crescimento do poder computacional durante as tltimas
décadas. Este fendmeno tecnologico tem impulsionado o estudo numérico com técnicas ab
initio de diversos sistemas complexos. Por isto as simulacoes de alto desempenho, efetuadas
em supercomputadores [84], tem papel central e status de quase-experimentos em muitas
areas da fisica. Neste contexto o termo proteinas in silico aparece em contradistin¢cao aos
estudos bioquimicos tradicionais, baseados em experimentos in vitro.

Inicialmente, devemos considerar a mais conveniente modelagem fisica das proteinas.
Pode-se por exemplo partir de diferentes niveis de detalhamento estrutural, dependendo
da tarefa a ser executada. No caso mais fundamental estdao as descricoes efetuadas em
nivel atomico por meio de modelos conhecidos como all-atoms. Nessas abordagens poten-
ciais refinados [26, 27, 28, 29] sdo empregados para obter descri¢oes peptidicas detalhadas.
Entretanto, o alto custo computacional envolvido nesses estudos é um fator limitante, es-
pecialmente em se tratando de grandes proteinas. Uma alternativa para abrandar esta
dificuldade vem do uso de modelos minimos ou coarse-grained |66, 70]. Estes modelos nao
se baseiam em potenciais atomicos fundamentais, mas sim em interagoes efetivas estabele-
cidas entre representacoes das cadeias principais, laterais e do solvente.

E bem sabido que interacdes de longo alcance como as de carater hidrofobico-hidrofilico
entre aminoacidos, modeladas por potenciais a la Lennard-Jones [71], sdo indispensaveis
ao enovelamento e a formacao de agregados. Portanto, é natural que elas sejam incluidas
em quaisquer modelos minimos, com variados graus de sofisticagao.

Por outro lado, a correta formacgao de estruturas secundérias deve-se a interacoes lo-
cais (covalentes) estabilizadas por pontes de hidrogénio, um mecanismo cuja modelagem
é delicada, sendo geralmente aproximada por potenciais do tipo mola + tor¢ao ou tubo
flexivel |64, 65, 70].

Portanto, o poder preditivo e a compatibilidade bioquimica das descri¢coes implementa-
das por um ou outro modelo variam notavelmente, o que caracteriza a arte do modelamento
matemaético, ja que muitas vezes é preciso substituirmos a acuracia fisica de uma aborda-
gem pela simplicidade computacional de outra.
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4.3.1 O modelo AB coarse-grained

EEMTIEEN StvpLiriED

Things should be made as simple as possible, but not any simpler.
[A. EINSTEIN]

Para contornar obstaculos computacionais inerentes aos estudos de sistemas com-
plexos, adotamos um modelo minimalista de proteinas proposto em [67, 68| e posteri-
ormente generalizado para a aplicacdo em sistemas peptidicos (artificiais) interagentes
[42, 43, 45, 64, 65, 69]. Este modelo é conhecido por AB e é formulado em um espago
continuo (i.e., off-lattice). Nele interagoes de longo alcance entre aminoacidos sao simplifi-
cadas notavelmente, empregando-se apenas descri¢oes efetivas entre residuos centrados nos
carbonos alfa. Simplificam-se também as descricoes das cadeias laterais, que sao mapeadas
segundo seu carater hidrofébico ou hidrofilico respectivamente em mondmeros do tipo A
ou do tipo B.

Uma vez que somente os carbonos alfa de cada residuo sao utilizados, formando assim
uma cadeia principal ou backbone, sem cadeias laterais, a interagao entre os residuos fica
reduzida a soma de dois termos hamiltonianos. O primeiro termo é um potencial torcional
que tende a manter a cadeia distendida. Ao passo que o segundo termo corresponde
ao potencial de Lennard-Jones, que descreve apropriadamente as interacoes hidrofobicas
relativas entre os residuos [71].

Neste modelo a hamiltoniana de um sistema composto por uma tinica cadeia peptidica,
dotada de N aminoacidos, é dada por

Hyprot, = —Z(l—cos@k +4Z Z ( ™ —176“])) (4.1)

i=1 j=i+2 )

yp»a

onde 0 < 0, < 7 ¢ o angulo diedral entre sucessivas ligagoes, enquanto 7;; denota a distancia
entre 0s i — ésimo e j — ésimo residuos efetivos, vide esquema na Figura (4.12). O primeiro
termo na Eq.(4.1) tende a distender a cadeia peptidica. Enquanto o segundo termo, que
depende da distancia entre os residuos, introduz competicao no sistema. Os coeficientes
C (0;,0;) sao definidos segundo

—|—10 O'l',O'j = A
C(O’Z',O'j) == +O5 O'Z‘,O'j = B (42)
—0.5 g; 7é 0.
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W/

Figura 4.12: Representacao esquemaética de um tunico peptidio no modelo AB com N
residuos [45, 64, 86]. Note a representacao da cadeia principal dos carbonos alfa (esferas),
assim como seus 2N graus de liberdade de rotacao (i.e. angulos diedrais).

InteragOes mais complexas poderiam ser facilmente introduzidas nessa abordagem coarse-
grained, logicamente ao custo de maiores exigéncias computacionais. Por exemplo, pode-
riamos introduzir interagoes moleculares efetivas por pontes de hidrogénio utilizando mo-
delagens do tipo tubos flexiveis [43]. Ou mesmo, ainda seria possivel otimizar a acuracia
preditiva da formagao de estruturas secundarias em proteinas reais com modificacoes no
potencial torcional [66, 70|. Todas essas abordagens sdo desejaveis e vélidas, constituindo
entretanto objetivos a serem implementados apenas apoés exauridas as possibilidades in-
vestigativas do modelo AB original.

A simplicidade caracteristica deste modelo é util também para a anélise computacional
da formacao de agregados. Para fazé-lo, uma generalizacao imediata do potencial na Eq.
(4.1) é necesséaria de modo a permitir que um conjunto de polipeptideos possa interagir de
modo fisicamente plausivel [42, 43, 45]. Consideremos entdo uma hamiltoniana composta
pela soma das energias de cada uma das M proteinas individuais como na Eq. (4.1).
Acrescentemos agora a ela um termo de interacao intermolecular que envolva os pares de

residuos (i,, j,) situados em proteinas ”u” e v distintas

=M
H -y 4 L _Cloyoy) 4.3
M—prots. — Z 1—prot. + Z ri2 6 ’ ( ) )

p=1 Gu>iut1, i\ v v

O modelo resultante apresenta interacoes competitivas entre particulas distantes, uma
caracteristica importante dos sistemas "pequenos” ja observada em sistemas de spin [10].
Muitas vezes, a presenca deste tipo de interacao é sindnimo do aparecimento de quebra
de ergodicidade e inequivaléncia de ensembles, revelando uma fisica bastante envolvente.
Analises recentes com este modelo [42, 43, 45], mas empregando peptideos artificiais (Fi-
bonacci), relatam diversas peculiaridades da termodinamica microcanonica apresentadas
no Capitulo 2.



Capitulo 5

Resultados exatos: modelo de spin

Wir bauen and Dir mit zitternden Hdanden
und wir tirmen Atom auf Atom.

Aber wer kann Dich vollenden.

Du dom.!

[R. M. RILKE, Duino Elegies, 1923].

Como parte de nossos estudos desenvolvemos solucoes exatas no ensemble gaussiano
generalizado [82] para um sistema de spin com interagoes de longo alcance, o modelo
Blume-Capel (BC) de alcance infinito [9, 14, 15, 78, 79]. A termodinamica desse modelo é
envolvente pois, embora exista seu limite termodinamico, a fisica resultante é tipica de um
sistema "pequeno”’. Observamos aqui funcoes resposta, como calor especifico e susceptibili-
dade magnética assumindo valores negativos [9, 10, 11, 12, 13]. Como consequéncia temos
a inequivaléncia dos ensembles canénico e microcanédnico (13, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 58].

Também incorporamos neste capitulo conceitos apreendidos durante uma ampla revisao
bibliografica sobre ensembles generalizados [2, 6, 7, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 48, 49, 50, 51, 52,
53, 54, 55, 57, 59, 60, 61, 74, 75, 81|, pois suas interconexoes e aplicagbes numeéricas sao
essenciais a esta tese. Portanto, o estudo de solugbes exatas apresentadas na referéncia [82]
serve também de laboratoério e introducao as tecnicas da termoestatistica microcanonica,
eficazes na caracterizagao de transigoes de fase |2, 6, 7, 74, 75].

5.1 O modelo Blume-Capel no ensemble gaussiano
estendido

O modelo Blume-Capel (BC) com interagoes de alcance infinito apresenta solugoes
analiticas nos ensembles canonico e microcanonico. Logo, seus diagramas de fases sao

!Com as mios trémulas te construimos; Atomo sobre dtomo as tuas torres elevamos; Mas quem te
podera completar; O Catedral.

50
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conhecidos nas duas abordagens [9, 10, 78, 79, 80]. Este modelo é dotado de riqueza feno-
menologica evidenciada pela presenca de transicoes de fase de primeira e segunda ordem,
além de um ponto tricritico [9]. Também a termodindmica microcandnica do modelo exibe
peculiaridades adicionais como: quebra de ergodicidade, entropia localmente nao-concava,
calor especifico e susceptibilidade magnética negativos e descontinuidades na temperatura
como funcao da energia.

Propomos aqui uma resolugao exata do modelo BC utilizando o ensemble gaussiano es-
tendido, o qual interpola suavemente, de modo paramétrico (), as solugdes nos ensembles
canonico e microcanonico [82]. Tal abordagem permite-nos analisar o mecanismo gerador
desta inequivaléncia, mostrando como estados canonicamente metaestaveis ou instaveis,
embora microcanonicamente estiveis, sao paulatinamente acessados pelo EGE conforme
v — 00.

Em adic¢ao, introduzimos uma nova forma de estudar pontos tricriticos na presenca de
inequivaléncias de ensembles. O conceito chave vem de exigir estabilidade termodinamica
da solucao no EGE, impondo concavidade local & entropia generalizada (s,*y) , como funcao
do parametro v, o que permite quantificar esta inequivaléncia. Por outro lado, nossa pro-
posta tambem fornece um algoritmo para localizar pontos tricriticos, efetuando simulagoes
com uma variacao sisteméatica do parametro interpolante.

5.1.1 Um exemplo de sistemas ”pequenos”

O modelo Blume-Capel é andlogo ao modelo de Ising mas tendo spins S; = {0, +1}
e foi idealizado para descrever separacoes de fases em sistemas magnéticos [78]. Podemos
também considera-lo como um caso particular do modelo Blume-Emery-Griffiths [79], in-
troduzido para explicar a coexisténcia de misturas de He? — He*. A versao aqui estudada
é a de alcance infinito, cuja hamiltoniana é

H(S) = —% <Z SZ) + AZsf. (5.1)

Interagoes de alcance infinito geralmente induzem nao-extensividades que proibem a to-
mada do limite termodinamico [3]. Isto pode ser remediado introduzindo-se no acoplamento
J uma dependéncia com o niimero de particulas (i.e. J/2N), o que restaura a extensividade
mas nao a aditividade da energia. Como as interagoes na Eq. (5.1) sdo de alcance infinito
este sistema é considerado "pequeno”, independentemente de NV, e por isso tem peculiarida-
des termodinamicas. Por exemplo, diferem seus pontos tricriticos canonico localizado em

(A/J, T/J) = (0.46209812,1/3) e microcanonico: (A/J,T/J) = (0.46240788,0.33034383).
5.2 Solugao exata no ensemble gaussiano estendido

Para resolvermos o modelo Blume-Capel no ensemble gaussiano estendido substituimos
inicialmente a sua hamiltoniana, dada pela Eq. (5.1), na funcdo de parti¢do generalizada
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deste ensemble, encontrada em Eq. (2.22). Deste modo obtemos a seguinte expressao
formal

= Z eiQH(S)fV[H(S)*UP, (5.2)
{s}
com {S} denotando soma sobre as configuragoes do sistema.
Na exponencial acima aparecem termos quadraticos em H (S) que devem ser lineari-
zados para permitir uma integragdo anéloga ao caso canonico [78]. Podemos fazé-lo por
meio de uma transformacao de Hubbard-Stratonovich (HS)

e —bx?/2 __ dy efy2/2b7i:vy’ (53)

-7/

em que tomamos b = 2y e x = H(S) — U e obtemos explicitamente

o
=D /— e / dy e~ B EIL 81-U) (i) (/3 T $)? (5.4)
Ay
{s}
A expressao acima ainda nao pode ser somada diretamente. Para consegui-lo precisamos
aplicar outra vez uma transformacao de HS, mas escrita agora como

+oo
b
:\/;/dze—bz2+2baz’ (55)

e1e o J N .
em que utilizamos a = /5% >_,_; Si e b = iy + «, resultando em

2
Z,U,0) = et [y (222)" om0

—00

(5.6)
+oo
% f dz ef(iy+a)z2+2(iy+a)z A/ ﬁ Zfil Si.

Observamos que o resultado acima simplifica-se se somarmos sobre os spins S; =
{0, £1}. Entdo, efetuamos a soma em {S} e aplicamos uma fatoracdo, reconhecendo a
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presenca de uma dupla expansao binomial, como mostrado pelas identidades a seguir

S ()AL, Si+2(iyta)zy/ 3 2i Si
{s}

— [1 + ef(iy+a) ( 2(zy+oc)2\/ N +e 2(iy+a)z 4/ JI\r)]N (57)

N N_—-Ng

Z > NO.L —(iy+a)A(N=No) o —2(iy+a)z \/ 557 (N=No—N4) 62(iy+a)z\/%]v+'

NN 1 €
=0 N1 =0

Substituindo agora o resultado da Eq. (5.7) — que é a degenerescéncia dos estados do
sistema — na fun¢ao de parti¢do Eq. (5.6) obtemos

N N_—-Ng

Z,(U,a) = \/417T—W€_GU > >0 NO'N+'N'
No=0 N4=0
(5.8)
y f dy (i2)'? e i@y i)z 2(ivea) v/ Mz,
em que fizemos uso dos parametros de ordem do sistema ) = Zf\il S? = N, + N_,

M = vazl S; = N, — N_ e do vinculo sobre o nimero total de spins N = N, + N_ + Nj.
Aqui, N., N_e Ny denotam respectivamente o ntimero de spins +1, —1 e 0.
Finalmente, a Eq.(5.8) é integrada por meio de formulas gaussianas usuais e produz

N N-Np

—a(AQ— 55 M?)—7(AQ-U~— 55 M?)?
-3 5 o S 69

=0 N1=0

que simplifica-se ao escrevermos N, N_e Ny em funcao de M e (). Surge assim a solugao
exata:

N M=Q NI JM?) (AQ a2 vy
:QZOMZ—Q (N—QIE @+ M @— M N U2,

(5.10)

5.3 Limites termodinamicos: inequivaléncia de
ensembles

Sabemos que o EGE possui uma conexao termodinamica via potencial generalizado, dado
pela Eq. (2.23), que permite-lhe recuperar tanto solu¢oes candnicas quanto microcanonicas
conforme os valores assumidos pelo parametro . Nesta secao pretendemos entender como
a solucao obtida anteriormente, do modelo BC no EGE, comporta-se nos limites: candnico
(v = 0) e microcandnico (7 — o0) que sao inequivalentes neste modelo.
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Iniciamos esta analise partindo da Eq. (5.10) que uma vez substituida na Eq. (2.23)
permite expressar o seguinte potencial termodinamico generalizado

V 2—m? m m
Q. (e,a,m,q) = {q In (h) + 21n (ﬁ) +In(1 — q)}

qg—m

(5.11)
+7A?%(qg — Km? — ¢)* + aA(q — Km?).

Note que utilizamos acima as seguintes quantidades especificas ¢ = U/AN, ¢ = Q/N,
m = M/N, além de empregar aproximacoes de ponto de sela — i.e. Z(g,a) ~ e"Ne(Eam)
vide Apéndice A — e de Stirling [9, 14, 15| no limite termodinamico N — oo. Clara-
mente, o termo entre os colchetes na Eq. (5.11) é o negativo da entropia microcanonica
Smiero (€,m, q) obtida na referéncia [9].

Podemos calcular com a substitui¢do do potencial Eq. (5.11) na equagao Eq. (2.25) a
entropia (especifica) do EGE, o que resulta em s, = sy;cr0. A partir deste resultado e da

defini¢do na Eq. (2.18) encontramos a curva calorica do modelo BC neste ensemble

1 0s,
ale) = x5
em que « ¢ analoga ao inverso da temperatura fisica (7' = 1/0).
Contudo, a expressao acima foi deduzida a partir do potencial fora do equilibrio ®., sem
que impuséssemos quaisquer vinculos adicionais para garantir o equilibrio termodinamico.
Uma forma de estabelecer as regioes de equilibrio [55] é encontrarmos numericamente os
valores de {a, m, ¢} que satisfagam a equagao de autoconsisténcia Eq. (2.24)

(5.12)

0P

—1| =eA, (5.13)

oo

v
para valores de €A e « fixados. Depois, devemos selecionar no conjunto {«, m,q} destas
solugoes aquelas que minimizem ., (¢).
Pelo céalculo diferencial [5] sabemos que extremos de ®., sdo detectaveis pelo teste das

derivadas primeiras

% 0, (5.14)
677

0P,

= 0. 5.15

5 .. (5.15)

Em seguida, devemos verificar quais destes extremos sao minimos de @, (¢), ja que nesse
caso a positividade da curvatura da hessiana do potencial generalizado é exigida

> 0. (5.16)

a7m7q

0%®,  0%d4

_ om? Omdq

dg,(m,q) = det | 55 5.
dgOm 0q?
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Alternativamente, também deveriamos ser capazes de estabelecer critérios de equilibrio
termodindmico diretamente sobre a entropia. Pois sabemos que no (limite v — oo do)
ensemble microcanonico o equilibrio termodinamico implica a maximizacao da entropia
Smicro- Enquanto no (limite v — 0 do) ensemble candnico é necessario a transformacao de
Legendre (TL), F = U — TS, da energia livre de Helmholtz (F') que S seja concava |3].

Notemos que no EGE a entropia S, é definida pela Eq. (2.25) empregando-se uma
transformacao generalizada de Legendre do potencial ®,, em analogia ao caso canonico.
Portanto, se substituirmos a relagdo de autoconsisténcia [55] da Eq. (2.24) na entropia
EGE em Eq. (2.25), poderemos definir uma entropia EGE modificada s como

P
sh =8, =7 (%) =aU - 9,. (5.17)

Dessa forma, s7 é uma TL usual do potencial . calculado no equilibrio. Portanto, ¢ licito
exigir a concavidade de s? como fungiao de U. O que no caso da nossa solugao pode-se
escrever como

8252

Oe?

Por outro lado, se fixarmos um intervalo de energias € € (gn, € fina) 10 qual exigimos

a estabilidade termodinamica, dada pela condi¢ao de equilibrio Eq. (5.18), um valor mi-

nimo v do parametro v pode ser fixado univocamente. No caso especifico do modelo BC,
combinando as equagoes Eq. (2.25), (5.11), (5.12), (5.17) e (5.18), concluimos que

<0. (5.18)

—1

= W. (5.19)

>

Desta forma sempre que v > 7 podemos garantir a equivaléncia termodinamica dos

resultados microcanonicos e do EGE no intervalo € € (g;5;, € finat) [16, 17, 18, 19, 20, 21, 56].
O que permite-nos calcular o calor especifico ¢, () segundo a definigao

de Sy mm

em analogia ao caso microcanonico [2], e também a susceptibilidade magnética

S ee/ A2

e (5.21)

Xy(éi,m) =

Note que o determinante dg. (e,m) da hessiana da entropia generalizada S, ¢ escrito como

AQ Sfyme Sfymm

Assim, no limite v — 0o recuperamos a termodinamica microcanonica do modelo, vide
Figura (5.1), que para certos valores de (J, A, ¢e) tem diversas peculiaridades como: nao

ds. (e,m) = idet( Syee  Shem ) (5.22)
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Figura 5.1: Comportamento no limite microcanonico da solu¢ao do modelo BC via for-
malismo EGE, com acoplamento A/J = 0.462407, correspondendo a regiao de transi¢ao
de fase primeira ordem canonica e de segunda ordem microcanonica. (a) Temperatura
microcanonica como funcao da energia média . A linha tracejada horizontal corresponde
a temperatura critica canonica. (b) A entropia deslocada 3(g) = Spmicro(e) — (A + Be),
com A = 0.401447 e B = 1.398397. A subtracao é efetuada para uma melhor visualiza-
¢ao da nao concavidade da entropia em relagdo a fungao linear ligando s(e,) a s(gp), com
£, = 0.328959 e g, = 0.330646.(c) Calor especifico ¢(¢). Ele apresenta dois polos localizados
pelos zeros do determinante dg, .. (¢, m), onde m denota os valores da magnetizacao que
maximizam a entropia em dado . Esses polos também podem ser observados a partir do
comportamento de T'(¢) em (a). (d) Susceptibilidade magnética y(g). Ela apresenta dois
polos, novamente posicionados nos zeros do determinante dg . (¢,m) e torna-se negativa
entre eles. (e) Comportamento do determinante dg, ;. (s, m) como fungdo de . As linhas
tracejadas verticais mostram os zeros de dg, . (g, m).

micro

concavidades da entropia, calor especifico e susceptibilidade magnética negativos e saltos
— ou loops de van der Waals — na temperatura. Constatamos ainda haver regioes no
diagrama de fases microcanonico em que ocorrem quebras de ergodicidade, as quais nao
estao associadas a transigoes de fase fisicas, conforme apresentado na Figura (5.2).

Para valores intermediarios da parametrizacao 0 < 7 < oo, que fisicamente descre-
vem acoplamentos com banhos térmicos finitos, percebemos, Figura (5.3), como as curvas
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Figura 5.2: Entropia s(e,m) para alguns valores de € e m com A/J = 0.462407. Para
valores inferiores da energia ¢, alguns intervalos da magnetizacao sao inacessiveis; o que
demonstra quebra de ergodicidade neste modelo. Dominios magnéticos desconexos pare-
cem ser tipicos de sistemas com interacoes de longo alcance, exibindo transi¢oes de fase
(canonica) de primeira ordem.

caloricas T'(¢) x € comportam-se com paulatinas variagoes em ~. Utilizando a relacao
Eq. (5.19) calculamos para (J,A) fixos o menor valor de v que garante a equivaléncia
termodinamica® dos ensembles: canonico (7 = 0), EGE (0 < 5 < o0) e microcanonico
(¥ — o0) no intervalo € € (&ini, € finat), vide Figura (5.4). E interessante notar ainda que
regioes onde 7 < 0, discutidas em [56], sdo interpretadas como fortemente acopladas (ou
"super-acopladas”) ao banho térmico.

De forma geral a analise da Eq. (5.22) constitui um poderoso discriminante de regioes
onde pode haver equivaléncia de ensembles 3. Por exemplo, observamos que funcoes res-
posta microcanonicas negativas aparecem em regioes onde dg,_ . < 0, ou seja, sao regioes
microcanonicamente estaveis mas candonicamente metaestaveis ou instaveis. Sabe-se que
nesses casos a entropia microcandnica deixa de ser localmente concava e por isso as TL
usuais sao inaplicaveis. Portanto, o uso de ensembles generalizados, como o EGE, constitui
uma alternativa a abordagem microcanonica para descrever metaestabilidades canonicas
em situacoes de inequivaléncia, Figura (5.5).

20 que equivalentemente garante a concavidade local da entropia generalizada modificada s,

3Sempre que ha transicio de fase candnica de primeira pode ocorrer inequivaléncia de ensembles, desde
que nesse caso a descri¢do microcanodnica do fendmeno apresente fungdes resposta negativas. Por outro
lado, quando ha trasi¢es de fase de primeira ordem microcanonicas, i.e. com descontinuidades em (3 () x ¢,
a inequivaléncia de ensembles esta garantida.
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Figura 5.3: Curva caldrica T' (¢) x € computadas para diversos valores de 7 a partir da solu-
¢ao geral do modelo Blume-Capel no EGE. O acoplamento empregado é A/.J = 0.462407
e no limite de v — oo reobtemos a curva microcanonica (a) da Figura (5.1).

20

~

-20-

A0

e b b
0328 0.3285 0.329 0.3295

€

Figura 5.4: Valores minimos que o parametro 7, calculado segundo a Eq. (5.19), deve
assumir para que a termodinamica deduzida via EGE para o modelo Blume-Capel (com
A/J = 0.462407) seja equivalente & microcanonica.
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Figura 5.5: (A) Temperaturas EGE obtidas no limite canonico (y = 0) para alguns valores
de A/J. Para (A/J = 0.462098) temos simultaneamente transi¢oes de fase canonica e mi-
crocandnica de segunda ordem. Quando (A/J = 0.4622) e (A/J = 0.4623) as transi¢oes de
fase canonicas sdo de primeira ordem, mas as microcanonicas sao de segunda ordem. (B)
Temperaturas EGE no limite canonico (y = 0), todos os valores de A/J estao na regiao
de transi¢do de primeira ordem canonica e microcanonica. (C) Temperaturas computa-
das via EGE no limite microcanonico (y = 10'?) , para (A/J = 0.4622) e (A/J = 0.4623)
em que ocorrem transicoes de fase microcanonicas de segunda ordem e canodnicas de pri-
meira ordem. (D) Temperaturas EGE no limite microcanonico (y = 10'?) na regiao de
acoplamentos (A/J = 0.4625) e (A/J = 0.4627), cujas transicao de fase sdo de primeira
ordem.
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5.4 Pontos tricriticos

Como vimos na se¢ao anterior, o modelo BC apresenta em seu diagrama de fase A/ J x T,
dois pontos tricriticos distintos, um canodnico e outro microcanonico. Estudamos aqui um
sistema com forcas de longo alcance, o qual apresenta inequivaléncia da termoestatistica
de ensembles, ou seja, seus diagramas de fase diferem, vide Figuras (5.6). Por exemplo, a
transicao de fase canonica de primeira ordem? inicia-se na regiao em que A/.J = 0.46209812,
enquanto microcanonicamente, a transicao de primeira ordem® localiza-se verdadeiramente
em A/J = 0.46240788.

A nossa presente abordagem produziu uma nova solugao exata do modelo BC no en-
semble gaussiano estendido, conforme mostra a Eq. (5.11). Podemos utilizar a relacao
Eq. (5.19) para quantificar a supracitada inequivaléncia, expressando-a como fungao de ~.
Calculamos o valor minimo que ~ deve assumir, entre os dois pontos tricriticos, para que
a termodinamica do EGE seja equivalente a microcanonica vide na Figura (5.7).

Seria de esperar-se, segundo as expectativas teoricas mais conservadoras, que a solucao
canonica do modelo BC no ponto tricritico em A/J = 0.46209812 reproduziria a mesma
termodinamica computada microcanonicamente. Esta expectativa esta correta e é repro-
duzida por nossa nova solucao também para quaisquer valores assumidos pelo parametro
~. Contudo, como hé inequivaléncia de ensembles neste modelo, existe um segundo ponto
tricritico distinto do primeiro, e que é encontrado apenas microcanonicamente quando o
acoplamento é A/J = 0.46240788. Nesta segunda situagao, as solugdes candnica e micro-
canonica sao sabidamente inequivalentes, mas nossa solucao interpolante é termodinami-
camente equivalente & microcandnica se tomarmos v > 4950. Por fim, o limite v — oo
somente se faz obrigatorio se quisermos estudar a regiao de transicao de fase de primeira
ordem microcanonica, i.e., A/J > 0.46240788, utilizando o EGE.

Acreditamos que esta abordagem também possa ser ttil na determinagao numérica de
pontos tricriticos onde haja inequivaléncia de ensembles. Para tal, pesos de Boltzmann-
Gibbs poderiam ser substituidos por pesos gaussianos estendidos e variando-se v em su-
cessivas simulagoes de Monte Carlo. Os resultados assim obtidos permitiriam construir
diagramas de fase em diferentes ensembles para modelos sem solugoes exatas.

4Caracterizada pela presenca de calores latentes.
5(Caracterizada pela presenca de descontinuidades na temperatura
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Figura 5.6: Na figura maior, & esquerda temos linhas de transi¢ao de fase canonicas. A
linha critica (cinza pontilhado) termina no ponto tricritico canénico e, a partir do qual a
transigdo torna-se de primeira ordem (linha cheia). A figura menor é uma ampliacdo que
mostra a linha (cheia) da transi¢ao de fase de primeira ordem canénica e as linhas (ponto-
tracejadas) da transigao de fase de primeira ordem microcanonica. Na figura a direita temos
uma representacao esquemética do diagrama de fase do modelo Blume-Capel, ampliado ao
redor dos Pontos Tricritico Candnico (CTP) e Microcanonico (MTP). A linha de transigao
de fase de segunda ordem (comum a ambos ensembles) é pontilhada; a linha candnica de
primeira ordem é cheia e as linhas microcanonicas tracejadas sao de segunda ordem em
negrito e de primeira ordem em cinza. Adaptado da referéncia [10].
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Figura 5.7: Valor minimo do parametro interpolante v para que a solugao EGE seja
termodinamicamente equivalente a microcandnica entre os pontos tricriticos canonico
(A/J = 0.4621) e microcanonico (A/J = 0.4624).



Capitulo 6

Resultados numéricos: proteinas

Vos calculs sont corrects, mais votre physique est abominable
[A. EINSTEIN a G. Lemaitre, 1927].

Apresentamos neste capitulo os detalhes técnicos e os resultados da implementacao
de nossas simulagoes microcandnicas empregando o algoritmo multicanonico e o modelo
AB. Analisamos dois casos distintos: enovelamento de proteinas individuais e enovela-
mento/agregacao de duas proteinas interagentes. Foram estudados trés tipos de sequén-
cias: Fibonacci (artificiais, com 13 aminoéacidos), dominio Src SH3 (i.e., o peptideo INLO
com 56 residuos) e Prion humana (i.e., a proteina 1THJM, com 104 residuos).

Inspirados pela metodologia desenvolvida em [44, 45| monitoramos as curvas caléricas e
as funcgoes resposta microcanonicas dessas biomoléculas visando caracterizar o seu compor-
tamento termodinamico. Esta abordagem permite quantificar a propensao biologica para
o enovelamento [44] e agregagao [42]. As barras de erro apresentadas em nossos célculos
provém da propagacao de erro pelas formulas usuais. As curvas interpolantes mostradas
em nossos graficos foram obtidas usando filtros de média moével visando a redugao de ruidos
(vide Apéndice D).

A analise dos resultados obtidos para todo o conjunto de proteinas é analisado a luz da
fisica dos sistemas "pequenos” [2]. Tracamos ainda comparagoes entre a fisica proveniente
destes sistemas biologicos e a do modelo BC estudado no capitulo anterior. Deste modo, os
fenomenos bioquimicos de enovelamento e agregacao protéicos sao encarados como genuinas
transicoes de fase microcanonicas.

6.1 Implementacao computacional

Nos estudos que efetuamos do enovelamento e agregacao protéicos, uma questao crucial
foi como implementar eficientemente o processo de atualizacao das configuracdes mole-
culares. Isto porque, sistemas de proteinas apresentam barreiras nas suas energias livres
dificilmente transponiveis mesmo utilizando o algoritmo MUCA. Dai a importancia de

62
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X

Figura 6.1: Esquema da atualizacao de Monte Carlo empregada em nossos estudos. Uma

proteina posicionada a distancia )R) da origem com angulo polar "a” e equatorial 70" é

atualizada para outra posicao R—R: {|R'|,d,b'}. Por outro lado, simultaneamente a
posicao relativa de cada um dos (IV 4 1)-ésimos aminoédcidos — em relagao aos N-ésimos

aminoacidos — é alterada de modo que ¥ — 7' = ¥ + dr.

empregarmos eficientes algoritmos de atualizacao configuracional que sofram o minimo
possivel de aprisionamentos energéticos.

Para esse fim, aperfeicoamos o conhecido método de atualizacao das calotas esféricas
(spherical-cap, vide por exemplo [45]) introduzindo incrementos diminutos em ambos os
angulos diedrais. Em nossa versao, a qual permite simular diversas proteinas concomi-
tantemente, efetuamos atualizagoes do tipo pivot [85, 86] para cada aminoécido escolhido
aleatoriamente. A partir dai, a posicao relativa do centro de massa R de cada proteina
¢ modificada por meio de uma dilatagdo (ou contracao) seguida de rotagao do seu vetor
posicao, vide Figura (6.1). Sendo a distancia maxima permitida da proteina a origem

igual R| = 100 unidades. Iniciamos as simulacoes com todas as proteinas distendidas e

aleatoriamente posicionadas no espaco. Assim, o método de evolugao que desenvolvemos
é ergodico pois permite a visitacao de todas as possiveis configuracoes no espaco de fase.

Para a estimativa dos parametros MUCA de cada uma das proteinas descritas a seguir
empregamos 2 x N x 10% atualizacoes angulares por repeticio MUCA, considerando N
como o nimero de aminoacidos em cada peptideo. Cada uma das repeticoes MUCA com
esse esquema de atualizagao demorou de 0,5h (1 Fibonacci) a 72h (2 Prions), perfazendo
o tempo total simulacional de cerca de 250-dias-CPU em uma maquina Intel Core2 Quad
de 3GHz.

6.2 Enovelamento e agregacao
Esta secao é dedicada ao estudo do enovelamento e da agregacao protéicas de trés

espécies distintas de peptideos: uma sequéncia Fibonacci, artificialmente desenhada, com
13 aminoacidos [42, 43, 45], a sequéncia INLO do PDB correspondente ao dominio Src SH3
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[47] e a Prion humana, de codigo 1HJM no PDB [40]. Quando analisadas individualmente,
a unica transicao fisica averiguada é a de enovelamento; ao passo que analisando simulagoes
envolvendo interacao proteina-proteina constatamos também a presenca da transicao de
agregacao.

6.2.1 Sequéncias Fibonacci

As sequéncias do tipo Fibonacci foram idealizadas em [42, 43, 45]. Elas consistem de N
monodmeros com carater hidrofobico (A) ou hidrofilico (B), sendo geradas mediante o uso
de determinadas relagoes de recorréncia. Apesar de nao estarem relacionadas a quaisquer
proteinas naturais, as sequéncias Fibonacci sao boas enoveladoras e agregadoras. Esta
caracteristica é bastante importante para estudos de natureza exploratoria, pois nestes ca-
sos buscam-se exemplares cuja natureza permita entender qualitativamente os mecanismos
envolvidos nas reais transi¢oes bioquimicas.

Além disso, validamos nossos c6digos com um estudo exploratorio de pequenas sequén-
cias desta familia em dois casos complementares. No primeiro caso, empregamos cadeias
individuais de tamanho N = 13 aminoacidos, os quais tiveram apenas seus angulos di-
edrais atualizados, totalizando 26 x 10° passos de Monte Carlo por repeticaio MUCA. A
respectiva anélise microcanonica empregou os parametros multicandnicos obtidos nas 500
ultimas repeticoes MUCA, em um universo de 1000 repeticoes efetuadas. A discretizagao
da energia utilizada na construcao dos histogramas empregou AE = 0,1. O tempo total
consumido nesta fase das simulagoes foi de cerca de 22h. A estrutura nativa, a de energia
minima encontrada, pode ser observada na Figura (6.2).

Na Figura (6.3) podemos ainda encontrar os resultados termodinamicos computados
a partir de um conjunto de parametros multicanénicos, com 50 estimativas equidistantes,
determinadas no intervalo de repeticoes MUCA [500,1000]. As barras de erro exibidas
no grafico da curva calorica, ou seja de §(E) x E, correspondem ao desvio padrao deste
conjunto de dados. A esta curva calorica sobrepusemos curvas interpolantes, produzidas
pelo uso (k — vezes recursivo) de filtros de médias moveis para m pontos. Ou seja, as
curvas que na legenda da Figura (6.3) sdo denotadas por k xm (m, k € N*) significam: k —
filtragens sucessivas efetuadas recursivamente com filtros de tamanho m. Tal abordagem

. . . . A . dB(E < s .
foi necessaria para o devido computo das derivadas d5(E) que sao exibidas na mesma Figura

dE
(6.3).
O calculo de Cy(F) é feito empregando-se a defini¢io na Eq. (2.4), a qual escreve-

se equivalentemente como Cy = —f (E)ffzt/ <M> Aqui utilizamos diretamente a

dE
curva [y (E) que interpola os pontos em F(E) x E e a sua derivada dﬁ{;ig(m calculada

numericamente. Esta metodologia mostrou-se muito eficiente na reducao de ruidos, além de
indispensavel na estabilizagao do céalculo de Cy (E). Nos resultados apresentados na Figura
(6.3) visualiza-se claramente que h& uma transi¢do de fase continua que interpretamos
como enovelamento, embora nao seja biologicamente rigoroso assim denomina-la. Esta
transicao é caracterizada por um tnico pico positivo no calor especifico. A menor energia
encontrada para o estado fundamental é E,, s = —5, 75.
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Figura 6.2: Estrutura nativa de backbone de sequéncias Fibonacci. (Painel esquerdo)

configuragao com energia minima, F1ypip.. = —5, 75 e AE = 0, 1 para a sequéncia artificial
com 13 residuos Fibonacciys : "ABBABBABABBAB". (Painel direito) configuragao de energia
minima para a estrutura agregada Foypip.. = —29,15 ¢ AE = 0,1 de duas sequéncias

idénticas de F'ibonacciiz/ap.

No segundo caso analisamos um conjunto de duas sequéncias Fibonacci com N = 13
e aplicamos o potencial de interacao interprotéica da Eq. (4.3). Executamos também
nessa etapa 1000 repeticoes MUCA. Cada repeticio consistiu em 26 x 10® atualizacoes dos
angulos diedrais para cada sequéncia e 2 x 10° atualizacoes das suas posicoes de centro de
massa. O tempo total desta segunda parte das simulacoes foi de cerca de 168h.

A analise dos parametros MUCA obtidos revelou a termodinamica microcanonica deste
sistema de forma idéntica ao caso de apenas uma Fibonacci. Empregamos aqui também
50 estimativas equidistantes dos parametros MUCA, coletadas dentre as 500 ultimas re-
peticoes. Neste sistema observamos claramente uma transicao de fase de primeira ordem
(canonica), associada a agregagao, cuja impressao digital é a presenca de calores especificos
negativos microcanonicos', Figura (6.4).

Além desta primeira transicao, observada em energias maiores, notamos também indi-
cios picos positivos secundarios em CYy . A presenca de picos menores poderia estar associada
a formagao de dominios organizados do agregado, em estrita analogia aos verdadeiros pro-
cessos biologicos aqui aproximados. Os resultados que obtivemos sao compativeis com os
reportados nas referéncias [42, 43, 45].

6.2.2 Dominios Src SH3

Na primeira aplicagio biologica dos nossos codigos estudamos o dominio Src SH3 [47].
O dominio 3 de homologia Src, ou dominio SH3, é uma pequena proteina com 56 aminoa-

IMuito embora essa transicio seja canonicamente de primeira ordem, ela é microcanonicamente con-
tinua — i.e. de segunda ordem — haja vista que nao ha saltos em 3 (E) x E
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Figura 6.3: Termodindmica microcanonica para uma tnica sequéncia Fibonacci. (Painel
superior): curva calérica § (F) x FE, barras de erro correspondem ao desvio padrao de 50
conjuntos de parametros MUCA. As linhas continuas sao obtidas pela aplicacao recursiva,
de k filtragens do tipo média movel de 10 pontos. (Painel central): célculo da derivada

da curva interpolante (vermelha) de 5 (FE) x E, ou seja

dB(E)

dE

x E. (Painel inferior): calor

especifico microcanonico do sistema, nota-se que ocorre um pico positivo caracterizando

uma transicao de fase continua, ou de segunda ordem, associada ao "enovelamento”.
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Figura 6.4: Termodinamica microcandnica para duas sequéncias Fibonacci interagentes.
(Painel superior): curva calorica 3 (E) x E, barras de erro correspondem ao desvio padrao
de 50 conjuntos de parametros MUCA. As linhas continuas sao obtidas pela aplicacao
recursiva de k filtragens do tipo média movel de 10 pontos. (Painel central): calculo da
derivada da curva interpolante (vermelha) de 3 (F) x E, ou seja % x E. (Painel inferior):
calor especifico microcanonico do sistema, nota-se uma transicao de fase de primeira ordem
(de agregacao), com calores especificos negativos. Os pequenos picos positivos assinalam

"formacao de dominios” ou "enovelamento”.



CAPITULO 6. RESULTADOS NUMERICOS: PROTEINAS 68

cidos (codigo PDB: 1NLO) primariamente identificada como uma sequéncia conservada na
proteina adaptadora viral v-Crk. Esta encontra-se também em partes nao cataliticas de
enzimas como as fosfolipases e diversas tirosinas citoplasmicas como as Abl e Src.

O dominio Src SH3 tem uma estrutura do tipo barril beta [23| contendo de cinco a
seis fitas beta, apresentando um empacotamento denso de duas folhas beta antiparalelas.
A regiao de ligagao pode conter pequenas hélices. Cerca de 300 dominios SH3 sao codifi-
cados pelo genoma humano. Os dominios SH3 cléssicos [22, 23] também sao encontrados
em proteinas que interagem com outras proteinas e mediam a montagem de complexos
especificos. Em humanos, estes dominios sao restritos em geral a proteinas intracelulares.

Uma das mais interessantes caracteristicas tedricas relativas a esses dominios foi apon-
tada por recentes estudos empregando dinamica molecular [47]. Observou-se que os domi-
nios Src SH3 apesar de bons enoveladores formam agregados moleculares nao patogénicos.
Estes trabalhos especulam que a dinamica envolvida nessas agregagcoes mimetiza com alto
grau de fidelidade aquela presente na formacao de agregados mais complexos, como os de
natureza pridnica, servindo de excelente laboratorio para o seu estudo.

Em nossas simulacoes mapeamos a estrutura priméria do dominio Src SH3 em uma
sequéncia do tipo AB segundo o caréater hidrofobico dos seus aminoacidos (vide Capi-
tulo 4). A sequéncia resultante foi "BAABABBBBAABBBBAAABBABAABAABBBBABAAABBAABBAB-
BABABABBABBA". Em nossas simulagoes utilizamos duas diferentes discretizacoes das ener-
gias AE =0,5e AFE = 1,0 para efeitos de comparacao dos resultados MUCA. Encontra-
mos pequena dependéncia quanto a essa discretizacao que parece influir apenas levemente
na qualidade sinal/ruido dos parametros MUCA obtidos. Mostramos nas Figuras (6.5),
(6.6) e (6.7) as estruturas nativas para um tinico dominio Src SH3 e para seu estado dimeri-
zado. Destacamos aqui a semelhanca com as folhas beta vistas na Figura (4.8). Ilustramos
os resultados termodinamicos apenas para AFE = 1,0.

Para o computo dos parametros multicanonicos de uma sequéncia Src SH3 empregamos
3540 repeticoes MUCA. Cada repeticao consistiu de 2 x 56 x 10° atualizacoes dos angulos
diedrais. Dessas repeticoes utilizamos 54 conjuntos de parametros MUCA, distribuidos
equidistantemente no intervalo das 540 ultimas repeticoes, para a determinacao da termo-
dindmica microcanonica deste peptideo. Dessa forma, analisamos certamente apenas os
parametros produzidos apos o estado fundamental (com energia F1.gsys = —41,48) ja ter
sido alcancado. Esta etapa das simulacoes demandou 142 dias-CPU.

Visando implementar a andlise termodinamica, ainda no caso de um tinico dominio Src
SH3, foi necessario interpolar (recursivamente) entre os pontos da curva calorica calculada a
partir de 9, i.e. [ﬁ (E) = j—g] x E: vide Figura (6.6). Utilizamos para tal diversas aplicagoes
recursivas de um filtro de médias moveis de 5 pontos. Este tipo de anélise estabiliza o
calculo das derivadas numéricas de da entropia S e permite eliminar boa parte do ruido,
que dificulta a caracterizacao das transicoes de fase. No caso de uma tinica proteina,
observamos claramente a presenca de dois picos positivos no calor especifico microcandnico,
tipicos de transicoes de segunda ordem. Estes picos podem ser relacionados biologicamente
a formagao de estruturas (e.g. das fitas beta) e em seguida ao seu enovelamento (pico
menor), ocasionando a criagao da estrutura nativa propriamente dita.

Na simulacao da formacgao de agregados com dois dominios Src SH3 empregamos o
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potencial AB completo, dado na Eq. (4.3). Foram efetuadas 560 repetigoes MUCA, cada
uma. consistindo de 4 x 56 x 10° atualizacoes dos angulos diedrais e 2 x 10° atualiza-
coes das posicoes dos centros de massa. O tempo de processamento, para cada uma das
discretizacoes energéticas foi de 187 dias-CPU. A energia minima do estado fundamental
mostrou-se fracamente dependente da discretizacao energética. Encontramos como estado
fundamental Fyysys = —29,15 (AE =1,0).

As analises termodinamicas efetuadas empregaram 26 configuragoes equidistantes, men-
suradas a cada 10 no conjunto das repetigoes: [300,560]. Para a determinacao das barras
de erro usamos os desvios padrao simples. J4 a estabilidade do calculo das derivadas numé-
ricas de 3 (F) x E necessitou de diversas repeti¢oes recursivas de filtragens do tipo média
movel com 5 e 10 pontos. Estas curvas estao ilustradas na Figura (6.7) para mostrar o
grau de dependéncia com o nivel de filtragem empregado.

Ainda no caso da dimerizacao de Src SH3 observamos indicios de duas transi¢oes de
fase fisicamente distintas. A primeira delas é claramente uma transi¢ao de fase (canonica)
de primeira ordem? com calor especifico microcanonico negativo. Ela pode ser biologica-
mente interpretada como a transicao de agregacao (ou de dimerizagao) protéica e assinala
a formacao de estruturas fibrilares. Por sua vez, a localizacao e a caracterizacao da outra
transicao de fase sao menos claras, dada a dependéncia com os tipos e graus de filtragem
utilizados. Notamos certamente que ela é continua e mostra pequenos picos no calor es-
pecifico microcandnico. Estas propriedades podem ser indicios da formacao de estruturas
terciarias na Figura (6.5), isto é, mais complexas que um agregado protéico inicialmente
amorfo como esquematizado na Figura (4.10).

Os resultados aqui obtidos sao bastante promissores, haja vista que a formacao de
agregados de dominios Src SH3 foi inicialmente prevista por estudos emprengado dinamica
molecular [47] e potenciais interatomicos mais sofisticados que os nossos. Evidenciamos o
poder do algoritmo MUCA para a andlise de transi¢coes de fase microcanonicas em sistemas
biologicos "pequenos”. Além disso, o aparentemente simplificado modelo AB mostrou-se
hébil em estender satisfatoriamente [87], ainda que em nivel qualitativo, resultados teoricos
prévios [47] destas complexas manifestacoes biologicas.

6.2.3 Prions humanas

As proteinas 1HJM [39, 40| ou Prions humanas, podem ser mapeadas no modelo AB pela
seguinte estrutura primaria: "AAABAAAABAAABAABAAABBBBABBABBABABBB BABBABABBBABBB-
BAABBAABABABBBBABBBBBABBABBBBABAABAAABBAAABBBBABAR”. Estas proteinas por sua vez
sdo notavelmente dificeis de simular. Nao apenas por sua extensao molecular (104 residuos)
mas também por causa do seu potencial interatémico que produz um perfil altamente ru-
goso na energia livre. E esta estrutura energética peculiar que permite a essas proteinas
formarem, de modo tao simples, agregados letais [31, 40, 72, 73].

Para tentar contornar essas dificuldades empregamos o ja descrito algoritmo MUCA,
com diversas discretizagoes energéticas AF = {0.5,1,...,10} em simula¢oes exploratorias

2 Ao passo que como 3 (E) é continua, microcanénicamente esta transicio também o é.
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Figura 6.5: Estrutura nativa de backbone para dominios Src SH3 com 56 residuos e codigo
INLO no Protein Data Bank (PDB). Foi mapeada no modelo AB segundo sua natureza hi-
drofobica/polar, resultando na sequéncia SH3s6/4p : "BAABABBBBAABBBBAAABBABAABAABBB-
BABAAABBAABBABBABABABBABBA". (Painel esquerdo): configuracdo nativa, ou com energia
minima Eiysys = —41,48 e AE = 1,0 para a uma tunica sequéncia Src SH3. (Painel
direito): configuragdo de energia minima com FEs,sp3 = —29,15 ¢ AE = 1,0 da forma
agregada de dois peptideos SH 356,45 interagentes.

preliminares. O valor que permitiu mais rapida convergéncia para o estado fundamental e
minimo ruido foi AE = 1,0. Apds determinarmos este parametro computacional procede-
mos as simulac¢oes produtivas para uma e duas proteinas. O estado nativo da sequéncia AB
que representa a proteina 1HJM tem energia minima Ei.i1m5y = —8,35. Esta sequéncia
do tipo AB exibe uma forma enovelada, Figura (6.8), assemelhante a estrutura biologica
real rica em hélices alfa como na Figura (4.11). Enquanto as formagoes fibrilares presentes
em seus agregados tém energia minima Fsyigyy = 12,59 e podem ser vistos na Figura
(6.8).

No caso de uma tinica Prion, pudemos executar 770 repeticoes MUCA com 104 x 2 x 10°
atualizacoes angulares em cada repeticao. O tempo total desta simulacao produtiva foi de
257 dias. Os parametros multicanonicos empregados para as devidas anélises termodina-
micas provieram de 22 conjuntos, coletados a cada 10 repeti¢oes no intevalo [550,770]. A
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Figura 6.6: Termodinamica microcanonica para um tnico dominio Src SH3. (Painel su-
perior): curva calérica 3 (E) x E, barras de erro correspondem ao desvio padrao de 54
conjuntos de parametros MUCA. As linhas continuas sao obtidas por aplicacoes recursivas
de filtros de média movel de 5 pontos. (Painel central): calculo da derivada de 5 (E) x E,
ou seja % x E. (Painel inferior): calor especifico microcanonico do sistema, nota-se
que ocorrem dois picos positivos indicando transigoes de fase continuas (ou de segunda or-
dem). Biologicamente assinalariam o enovelamento (pico menor) e formagao de estruturas
secundarias (pico maior).
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Figura 6.7: Termodindmica microcandnica para dois dominios Src SH3 interagentes. (Pai-
nel Superior): curva calérica §(F) x F, barras vem do desvio padrao de 26 conjuntos de
parametros MUCA. Linhas azul/vermelho emergem de 1 a 7 filtragens recursivas de médias
moveis (de 5 pontos). (Painel Central): é a derivada da curva interpolante (vermelha) de
B (E) x E, ou seja % x E. (Painel Inferior): calor especifico microcanoénico do sistema
("filtro 7x5”). H4 uma transi¢do de primeira ordem (canonica, de agrega¢ao), com calores

especificos microcanonicos negativos, e uma de segunda ordem (de enovelamento).
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curva calorica 3 (E) x E resultante nao exibe saltos e tem como barras de erro os des-
vios padrao usuais, conforme mostrado na Figura (6.9). Foi preciso filtrar recursivamente
B(E) x E com o método de médias moveis de 5 pontos, isto garantiu bons niveis de si-
nal /ruido no céalculo de sua derivada. Assim, a partir das curvas interpolantes na Figura
(6.9) obtivemos a derivada L3 (E) x E com ela o calor especifico Cy (E) x E.

A anélise da curva calorica e do calor especifico de uma tnica Prion evidenciam a
presenca de uma so transicao de fase de segunda ordem. Este aspecto é importante pois
biologicamente é associado a um “enovelamento sem formacao de intermediarios”, como
observado experimentalmente |72, 73|. Tal resultado comprova a eficicia do uso conjunto
do algoritmo MUCA e do modelo AB pois capturaram, ainda que qualitativamente, carac-
teristicas biol6gicas como a forma nativa e mecanismos de enovelamento também para a
proteina 1HJM.

Por sua vez, no estudo da agregacao de duas proteinas 1HJM empregamos em cada
repetigio MUCA 2 x 208 x 108 atualizagoes angulares (diedrais) e 2 x 10° atualizagoes dos
centros de massa protéicos. Nesta simulacao efetuamos 80 repeticoes MUCA para as quais
necessitamos de 240 dias-CPU. Analisamos 10 configura¢oes multicanonicas no intervalo
[70,80] e calculamos as barras de erro de 3(E) x E como mosta a Figura (6.10). Nesta
curva calorica, aplicamos ainda até 10 filtragens recursivas de médias moveis de 5 pontos,
0 que permitiu o computo de diEﬁ (E) x E com uma boa relacao sinal /ruido.

Apesar do massivo esforco para encontrarmos o estado fundamental deste sistema nos
foi impossivel obté-lo com suficiente confiabilidade. Pois as menores energias encontradas
sao ainda positivas, nao caracterizando portanto estados energeticamente ligados. Iden-
tificamos contudo, de forma clara e robusta, uma transicao de fase de primeira ordem
(canonica)?®: a de agregagdo, vide Cy (E) x E na Figura (6.10). Nenhuma outra transicio
de fase associada a formagao de dominios (e.g. enovelamento) foi observada, uma consta-
tacao potencialmente relevante a biologia destas moléculas, mas cuja confirmacao futura
dependera de um maior poder computacional.

3Que a exemplo de todas as demais transi¢des de agregacio observadas neste estudo é microcanonica-
mente de segunda ordem, pois 3 (E) é continua também neste caso.
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Figura 6.8: Estrutura de backbone de prions humanas com 104 residuos e co-
digo 1HJM no Protein Data Bank (PDB). Foi mapeada no modelo AB se-
gundo sua natureza hidrofobica/polar, resultando na sequéncia Prionigs/ap
"AAABAAAABAAABAABAAA BBBBABBABBABABBBBABBABABBBABBBBAABBAABAB ABBBBABBBBBAB-
BABBBBABAABAAABBAAABBBBABAR”. (Painel esquerdo): configuragdo nativa, ou com energia
minima, £ = —8,35 e AE = 1,0 para a sequéncia Prionios ap. (Painel direito): con-
figuracao de energia minima, dita na forma agregada ou dimerizada, com F = 12,59 e
AFE = 1,0 para dois peptideos Prionio ap interagentes.
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Figura 6.9: Termodindmica microcanonica para uma proteina 1HJM, a Prion humana.
(Painel superior): curva calorica 3 (F) x E, barras de erro correspondem ao desvio padrao
de 22 conjuntos de parametros MUCA. As linhas continuas sao obtidas por filtragens re-
cursivas do tipo média movel de 5 pontos. (Painel central): céalculo da derivada de curvas
interpolantes de 3 (F) x E, ou seja % x E. (Painel inferior): calor especifico micro-
canonico do sistema, nota-se que ocorre um tnico pico positivo (estavel), caracterizando
uma transigao de fase continua (ou de segunda ordem), associada ao “enovelamento sem

formacao de intermediarios™ um fendmeno ja observado in vitro |72, 73].
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Figura 6.10: Termodinamica microcandnica para duas proteinas 1HJM, ou Prions huma-
nas. (Painel superior): curva calorica 3 (E) x E, barras de erro sao o desvio padrao de
10 conjuntos de parametros MUCA. Linhas em verde/vermelho emergem de 1 a 10 filtra-
gens recursivas de médias moveis (de 5 pontos). (Painel central): é a derivada da curva
interpolante (vermelha) de §(E) x E, ou seja % x E. (Painel inferior): calor especifico
microcanonico do sistema (“filtro 10x5”). Ha apenas uma transi¢ao de primeira ordem
(canonica, de agregagao), com calores especificos negativos. Nenhuma outra transi¢ao de

fase (e.g. continua) foi observada, apesar de grandes esforgos computacionais.



Capitulo 7

Consideracoes finais

Descubri el secreto del mar meditando sobre una gota de rocio
[A. MACHADO|.

Nesta tese apresentamos uma judiciosa revisao dos fundamentos da mecanica estatistica
microcanonica e tecemos consideragoes sobre como descrever e classificar transicoes de
fase pela analise da entropia. Para tal, avaliam-se os autovalores e autovetores da matriz
hessiana da entropia. Abordamos a formulac¢ao dos ensembles gaussiano estendido (EGE)
e multicanonico (MUCA). Observamos ainda que para sistemas fisicos "pequenos”; cujos
alcances caracteristicos das interacoes equivalem aos tamanhos dos sistemas, as formulagoes
da mecéanica estatistica sao inequivalentes. Surge assim a questao de qual abordagem é a
mais fundamental. Argumentamos em favor da microcanonica.

Neste contexto apresentamos nossa solu¢ao exata para o modelo Blume-Capel (BC)
de alcance infinito [82] empregando o ensemble gaussiano estendido. Uma das principais
caracteristicas desse ensemble, o qual regulariza a formulacao microcanonica, é que ele
interpola suavemente os ensembles canonico e microcanonico. Portanto, uma solucao no
EGE é altamente desejavel nos casos em que ha inequivaléncia entre as solucoes canonica
e microcanonica, como no modelo BC. Por fim, introduzimos uma nova metodologia ba-
seada no EGE em que o parametro interpolante v é monitorado para localizarmos pontos
tricriticos.

Mas, como a maioria dos sistemas fisicamente relevantes como as proteinas nao admitem
solucoes exatas, se faz necessario o uso de métodos numéricos para estuda-los. Discutimos
dentre estes métodos os algoritmos de Monte Carlo. O topico mais sutil aqui mencionado é
o fenomeno do frenamento critico, no qual os tempos de autocorrelacao integrados divergem
nas vizinhancas de transicoes de fase, tornando as simulagoes ineficientes. Para contornar
este problema o ensemble multicanonico oferece uma solucao bastante atraente: diminui o
frenamento critico ao passo que implementa simulagoes microcanonicas.

Nossas investigacoes numéricas focalizaram o estudo mecanico-estatistico de proteinas.
A modelagem tedrica empregada neste trabalho baseou-se em potenciais interatomicos sim-
plificados ditos de grao grosso. Por exemplo, no modelo AB adotado, apenas os potenciais

77



CAPITULO 7. CONSIDERACOES FINAIS 78

de torcao entre aminoacidos e seu carater hidrofobico-hidrofilico foram considerados. Se
por um lado ganhamos leveza computacional e habilidade em investigar a formacao de
agregados protéicos — e assim, os males degenerativos por eles causados — por outro,
limitamo-nos a aspectos majoritariamente qualitativos destas transicoes de fase bioquimi-
cas. Empreendemos entdo simulacoes de larga escala com recursos modestos', o que bastou
para esclarecer importantes aspectos das transicoes de fase de enovelamento e agregacao
em trés familias de cadeias peptidicas.

A primeira dessas familias engloba as chamadas cadeias Fibonacci, que nao encon-
tram paralelos na natureza. Até o momento, seu uso ficou restrito a estudos de cunho
puramente tebrico, cujos resultados permitiram depurar e otimizar nossos codigos. Para
assegurar os resultados termodinamicos foi necessario tratar cuidadosamente os parametros
multicanonicos produzidos por nossas simulagoes. A saber: filtragens dos sinais resultan-
tes visando melhorar a relagao sinal/ruido mostraram-se indispenséveis para a adequada
identificacao das regioes de transicao de fase. Ainda, o computo da curva calérica e das
fungdes resposta termodinamicas (Cy) evidenciaram o carater de continuidade da transi-
¢ao de enovelamento. Além disso, esta abordagem mostrou que a agregacao dessas cadeias
é um fenomeno associado as transigoes de primeira ordem (canonicas), onde microcanoni-
camente temos Cy < 0. Esta é uma assinatura tipica de sistemas "pequenos” em que ha
inequivaléncia de ensembles, exemplificados com o modelo BC.

Nossa primeira aplicacao do modelo AB em sistemas biologicos veio do mapeamento
do dominio Src SH3, cuja agregacao ja foi alvo de estudos prévios usando dindmica mo-
lecular. Em paralelo, evidenciamos a grande robustez desta proposta quanto as escalas
de hidrofobicidade adotadas®. Assim, para a anéalise de cadeias individuais 3540 conjun-
tos de parametros multicanonicos foram produzidos, dos quais estudamos os ultimos 540.
Enquanto para entender sua dimerizagao (i.e. 2 proteinas em intera¢do) computamos 560
conjuntos de parametros e analisamos o intervalo [300,560].

Observamos duas situagoes distintas com esta abordagem. Na primeira situacao temos
uma tnica proteina. A estrutura enovelada nativa, representada no modelo AB apenas
pelos carbonos alfa (ou backbone), torna-se qualitativamente bastante semelhante aquela
exibida no PDB. Neste caso, identificamos dois picos na curva do calor especifico em
funcao da energia, sinalizando transicoes de fase de segunda ordem. O primeiro pico
no Cy pode estar biologicamente associado & formacao de estruturas secundarias como
folhas beta majotariamente encontradas nesse peptideo. O segundo pico esta associado
ao enovelamento. Esses resultados sao numericamente estaveis e compativeis com estudos
prévios [47] que utilizaram outras metodologias, como a dinamica molecular e potenciais
Go.

Na segunda situagao, em que foram simuladas duas copias interagentes do dominio Src
SH3, a fisica é distinta. Observamos claramente uma transi¢ao de primeira ordem (cano-
nica) com calor especifico microcandnico negativo, biologicamente associada a formagao de

!Totalizando cerca de 8 meses-CPU em uma maquina quadri-processada, Intel Core 2 Quad (Q9400),
com codigos especialmente compilados para sua arquitetura (usando o Intel Fortran 11).

2 Anélise (preliminar) feita em conjunto com Matheus Mendonga, empregando o "Modelo de rede gaus-
siana ponderada”, apresentada na VI CONFIAM 2010 (UNESP, Botucatu).
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agregados. Uma segunda transi¢ao, continua e que ocorre em energias menores, pode ainda
ser localizada menos robustamente. Como C'y, > 0 nesta transicao, tendemos a associa-la a
formacao de dominios ou ao enovelamento. Lembremos que é esperado biologicamente que
a formacao dos agregados desordenados (ou protofibrilas) seja sucedida pelo aparecimento
de estruturas mais organizadas, como as hélices beta-cruzadas, esquematizadas na Figura
(4.10). Esta aspectativa esté de acordo com nossas simulagoes.

Estudamos também a formacao de estruturas enoveladas e agregadas a partir da pro-
teina humana 1HJM mapeada no modelo AB. Para tal, necessitamos de cerca de 8 meses
de simulagoes ininterruptas. Assim, a necessidade de computacao paralela em futuros es-
tudos ficou evidente. Para uma proteina isolada, das 770 configuracoes de parametros
MUCA obtidas, analisamos o intervalo [550, 770] que seguiu-se a determinagao do estado
fundamental. Curiosamente, se comparada as transicoes das sequéncias Fibonacci e Src
SH3, observamos no caso das Prions apenas um pico no calor especifico associado a uma
transicao continua: a de enovelamento protéico. Esta observacao estd de acordo com
evidéncias experimentais [72, 73| que sugerem que Prions enovelam-se sem exibir estados
intermediarios.

Simulamos também a dimerizagao de proteinas 1HJM, com a producao de 80 conjuntos
de parametros MUCA, totalizando 240 dias-CPU. Nao tivemos sinais criveis da obtencao
de um estado fundamental com energia minima ja estabilizada. Mesmo assim, procede-
mos & andlise termodinamica com os tltimos 10 conjuntos de parametros MUCA. Apesar
da evidente necessidade de filtragens para melhorar a relagao sinal/ruido, identificamos
claramente a transi¢ao de fase de agregacao como de primeira ordem (canodnica). Ainda,
diferentemente das demais proteinas aqui estudadas, notamos a auséncia de quaisquer ou-
tras transicoes de fase. Entretanto, nossos dados nao permitem excluir a existéncia de uma
transi¢do de fase (continua) adicional, que poderia ser biologicamente relevante. Simula-
¢oes futuras empregando maior poder computacional serao necessarias para esclarecer este
topico.

Por meio de nossas investigacoes numéricas concluimos que a formacao de estruturas
terciarias em proteinas estd associada a transi¢oes de segunda ordem. Por outro lado as
transi¢coes de agregacao associam-se a transi¢oes de fase microcanonicamente continuas
(com calores especificos negativos), mas canonicamente de primeira ordem, isto é, com
presenca de calor latente. Um exemplo claro de inequivaléncia de ensembles em sistemas
biomoleculares. A existéncia de mecanismos universais atuantes nos processos de enove-
lamento e agregacao protéicos, como ja sugerido por investigagoes prévias empregando
dindmica molecular [47|, ¢ uma hipotese coerente também com nossa anélise. Portanto, o
modelo minimalista AB que utilizamos nesta tese parece descrever corretamente caracte-
risticas biologicamente importantes a custos computacionais aceitaveis.

Por fim, uma futura adogao de potenciais de grao grosso mais realistas [70] e de al-
goritmos paralelos 88| permitira descrever com maior riqueza de detalhes outros sistemas
protéicos. Uma vez implementados, as perspectivas para estes estudos sao promissoras. Es-
pecialmente quando for possivel analisar a formacao de agregados na presenca de enzimas
antagonistas [90]|, uma aplicagao in silico desejavel ao desenvolvimento de novas terapias
contra proteinopatias degenerativas.



Apéndices

It remains that, from the same principles, I now demonstrate the frame of
the System of the World.
[SIR IsAAAC NEWTON, Principial.

Apresentamos estes apéndices para efeito de maior completude tedria desta tese. Nao
visamos o rigor mateméatico, mas sim, fornecer uma simples revisao seguindo de perto a
literatura [3, 5] sobre alguns topicos e técnicas tteis & compreensao do presente estudo.

Apendicé A

O método steepest-descent

Suponha que queiramos calcular uma integral de contorno da forma

I = /egdz,

Y

onde 7 é um contorno no plano complexo e g (z) é uma fun¢ao analitica complexa de z.
Um valor aproximado para I pode ser obtido como segue.

Admitimos que o modulo do integrando é méaximo em um ponto z; em que u(z) =
Re (g (z)) tem um pico. Nesse ponto Ou/0xr = Ou/dy = 0, onde z = z + iy. Pelas
condigbes de Cauchy-Riemann em zg, I'm (g) tambem tem derivadas nulas em relagdo a z e
y. Assim temos dg/gz = 0 em z,. Consequentemente, a expansao de g em série de Taylor
¢ dada por

9(2) =g (z) + %g” (2) (2 — 2)* + ...y

e podemos escrever g” (z,) = —2ae’® e z — z, = ee"¥/? onde a > 0 e €, ¢ e ¢ sio numeros
reais. Entao
g(2) = g(z) — a9

80
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Vamos agora deformar o contorno original de integracao v até que ele passe por z; ao longo
da linha ¢’ = ¢. A contribuicao para a integral I dos pontos proximos de z, podem agora
ser escritos como

I = e /293 / e~ de. (7.1)

€_pequeno

Embora a expansao em Taylor em que essa expressao se baseia seja valida somente
para valores de € pequenos, a natureza Gaussiana do integrando da Eq. (7.1) nos permite
estender os limites de integragao para +o0o sem erro apreciavel. Assim, da integral gaussiana
usual, podemos escrever

I~ e72e9) [ fa,

O método do steepest-descent consiste em equacionar I com a contribuicao de I’ a
partir das vizinhancas de z,, isto é

/egdz ~ tfe9(=) 2n ,
9" (25)]

v

onde § = —3 arg[—g"” (25)]. A versdo no dominio real deste método é chamada de método
do ponto de sela.

Apéndice B

A transformada de Laplace

A transformada de Laplace de uma funcao f(F), definida para todos os nimeros reais
E >0, é uma fungdo F(3) definida por

o
F3) = £UHE) = [ e P p(B)E
onde o parametro § é um numero complexo # = o + iw, com o e w reais.

O significado da integral depende do tipo das funcoes de interesse. Uma condicao
necessaria para a existéncia destas integrais é que f deve ser localmente integravel no
intervalo [0, o). Para fungoes localmente integraveis que decaem a zero apenas no infinito,
a integral pode ser entendida como uma integral propria de Lebesgue.

A transformada inversa de Laplace

Podemos calcular a transformada inversa de Laplace por meio de uma integral complexa
chamada de integral de Bromwich, Integral de Fourier-Mellin ou férmula inversa de Mellin

FB) = £ HF@) = o= Tim [ SR,

T T—o0 'y—iT
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em que vy é um nimero real tal que o caminho de integracao esta na regiao de convergéncia
de F((3), normalmente requerendo v > Re(3) para toda singularidade em F(/3). Se todas
as singularidades estdo no semiplano a esquerda, ou seja Re((3) < 0 para todo [3, entdo
~v pode ser tomado como zero e a féormula da integral inversa acima torna-se idéntica a
transformada inversa de Fourier.

Apéndice C

As transformacoes de Lengendre

Em matemaética, as transformagoes de Legendre (TL) sao operagoes que transformam uma
funcdo real de uma variavel em outra. A funcdo f(x) é transformada em f*(p) pela
definicao

J*(p) = max(px — f(2)).

Se f (z) é diferenciavel, entdao f* (p) pode ser interpretada como o negativo do intercepto
em y da reta tangente ao grafico de f (x), cuja inclinagio é p. Em especial, o valor de = que
produz um méaximo é f’(x) = p. Isto é, a derivada da fun¢do f () torna-se o argumento da
fungdo f* (p). No caso em que f (x) é convexa, f*(p) satisfaz f*[f'(z)] = zf'(z) — f(x).

A transformacao de Legendre é sua propria inversa, como ocorre com as transformadas
de Fourier. Mas, enquanto a transformada de Fourier consiste de uma integracao com
um nicleo, a transformacao de Legendre usa mazrimizacao. Esta transformacao é bem
comportada apenas se f (z) for convexa.

Em outras palavras, as TL sao uma aplicacao das relacoes de dualidade existentes
entre pontos e retas. Assim, as relacoes funcionais especificadas podem ser representadas
igualmente bem por um conjunto de pontos (z,y), ou por um conjunto de retas tangentes,
especificadas por suas inclinacoes e interceptos.

Ilustracao termodinamica

A estratégia das TL é transformar uma funcao em outra, que dependerda de uma nova
variavel correspondendo a derivada parcial da fungao original com relagao & variavel inde-
pendente.

Por exemplo, enquanto a energia interna U é uma funcao explicita de variaveis exten-
sivas como a entropia e o volume,

a entalpia H trata-se de uma transformada de Legendre de U com relagao a PV,

H=U+PV=H(SPI{NY}), P=-(%),,

a qual torna-se uma fungao da entropia e de uma quantidade intensiva (a pressao). Estas
sa0 as novas variaveis naturais uteis quando a pressao externa P é constante. As energias
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L]
20 40 60 4 ® 80 100

Figura 7.1: O grafico acima mostra um conjunto de dados (100 pontos, em preto) e suas
médias moveis com tamanhos diferentes [5]. Temos respectivamente as seguintes curvas:
2-pontos (vermelha), 4-pontos (amarela), 6-pontos (verde) e 8-pontos (azul). Note que
essas curvas atuam filtrando o ruido dos dados puros.

livres (de Helmholtz e Gibbs) sao também obtidas através de transformagoes de Legendre
sucessivas, subtraindo-se T'S a partir de U e de H, respectivamente.

Apéndice D

O filtro de média movel

- N TP o N—n+1 .
Dada uma sequéncia {a;};_, , uma n—média mével & uma sequéncia {s;}; ;""" definida a

partir de {a;} tomando-se a média das subsequéncias de n—termos [5], ou seja

1 i+n—1
S = — a;. 7.2
i= E , (7.2)
Jj=i
Assim, as sequéncias S,, dadas pelas n-médias moveis sao dadas, por exemplo, por
1
Sy =5 (a1 +az,az +as, ..., ap_1 +ay),
1
Ss =5 (ay +ag + as,az + az + ag, ..., Gy + Gy + ay) .

Os efeitos deste tipo de filtro podem ser vistos na Figura (7.1) para diferentes quanti-
dades de pontos empregados para tirar a média na Eq. (7.2).
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Apéndice E

O ensemble candnico

Apresentamos nesta secao duas possiveis formas de deduzir o ensemble candnico a partir
da maximizacao vinculada da entropia ou termodinamicamente a partir de um sistema
acoplado a um reservatorio térmico.

Deducao a partir da teoria de ensembles

Seja FE; a energia do microestado i, suponha que existam n; particulas ocupando este
estado. Assumimos também que o niimero de particulas no ensemble é N e sua energia é
&, ambos sao fixados de acordo com

N =3 n,
(7.3)

Uma vez que as particulas sdo indistinguiveis, para cada conjunto {n;} o nimero de
possiveis modos de embaralhar o sistema, que ainda assim especificam o mesmo estado
macroscopico do ensemble, é igual a

W({ni}) = N!/Hm! (7.4)

A distribui¢do mais provavel é aquela que maximiza a Eq. (7.4), mas respeitando os
vinculos da Eq. (7.3). Assim, a probabilidade para que as outras distribui¢bes ocorram
serd muito pequena ao tomarmos o limite termodinamico N — oo. Para determinarmos
a distribuigdo almejada com relacao aos n}s e considerando as Eq. (7.3) como vinculos,
utilizamos dois multiplicadores de Lagrange « e 3, e maximizamos o funcional

f(n1,na,...ny) =In(W) + a(N — an) + B(€ — anEz)

Note que esse procedimento é véalido ja que os maximos de W e de In(W) ocorrem para os
mesmos n;, mas In(1¥') é mais suave.
Tomando N — oo nesses calculos, podemos aplicar a aproximacao de Stirling, Inn! =

nlnn —n, o que resulta em
n; = e P, (7.5)

Essa distribuicao é chamada de candnica. Para determinar a e 3 é ftil introduzir a
funcao de particao candnica como uma soma sobre os estados microscopicos,

Z(B) = Z e P, (7.6)

Logo, a partir das Eqs. (7.6) e (7.5) substituidas na Eq. (7.3) determinamos e® = Z(3)/N.
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Figura 7.2: Esquema termodinamico utilizado na dedugao do ensemble canoénico. O sistema
1 estd acoplado energeticamente a um reservatorio térmico, dito sistema 2, ambos estao a
mesma temperatura de equilibrio 7" e sao isolados do resto do Universo.

Por fim, comparando os resultados aqui obtidos com formulas termodinamicas [3], pode-
se mostrar que 3 = 1/kgT e a energia livre de Helmholtz associa-se a funcao de parti¢ao
candnica por meio de

F=—z(8)/p.

Consequentemente, a energia média (£), . e o calor especifico (Cy),,,, no ensemble cano-
nico sao calculados através de

<E>can = % = —%an(ﬁ)
(7.7)

2 E2 _<E>2
<CV>can = <g_?> = ﬁaa—man(ﬁ) = %

Deducao a partir do acoplamento com reservatoério

Nesta se¢ao procedemos a deducao do ensemble canonico partindo de argumentos termo-

dinamicos. O sistema de interesse é conectado a um reservatorio térmico, como ilustrado

na Figura (7.1), ambos trocam energia, mas permanecem isolados do restante do universo.
Utilizamos entao a seguinte notagao:

e S : ¢é o sistema de interesse propriamente dito,

S’ : trata-se do reservatorio térmico em que S reside, S é pequeno comparado a S,
e S*: ¢é o sistema conjunto composto por S e S,

e m : é a variavel que indexa todos os estados de energia disponiveis para o sistema .S,
e [, : é a energia do estado que corresponde ao indice m no sistema S,

e F':¢é a energia associada ao banho térmico,
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e ['x: é a energia associada a 5™,

e (Y(FE) : denota o nimero de microestados disponiveis para uma energia particular £
no reservatorio térmico.

Assume-se que o sistem S e o reservatorio S’ estdo em equilibrio térmico a temperatura
T'. Nosso objetivo é calcular o conjunto de probabilidades p,, que caracteriza S no estado
termodinamico de energia F,,. Suponha para tal que S estd em um estado indexado por
m. Pelas defini¢oes acima a energia do sistema total S* é dada por

E*=FE + E,,. (7.8)

E* é constante, visto que S* é um sistema isolado.

E crucial notarmos que a probabilidade p,, de encontrarmos S em um estado com
energia F,, é proporcional ao niumero de microestados Q'(E’) disponiveis no reservatorio
S’. Portanto esta probabilidade é escrita como

pm = C'Q'(E), (7.9)

onde C’ & uma constante.
Logo, tomando logaritmos da Eq. (7.9) e reescrevendo-a, obtemos

np, =IC +InQ(E) = + QY (E* — Ey), (7.10)

como F,, é pequena se comparada a E*, uma expansao em série de Taylor pode ser exe-
cutada neste logaritmo ao redor de £*. Como uma boa aproximacao, manteremos apenas
os dois primeiros termos da expansao

18 n AN - (EI_E*)k dkan/(E*) ~ (o d (%
mQ(E)_% - T Y (E) — = n (B By, (7.11)
Nesta expansao definimos a constante § = d%, InQ(E*) = d%/ InY(E')|,_p., associada

termodinamicamente ao inverso da temperatura de equilibrio do sistema.
Por fim, substituimos o resultado da Eq. (7.11) na Eq. (7.10), e obtemos

Inp, ~InC"+ Q' (E*) — BE,,
ou
pm = C'Y(E*)e PEm, (7.12)
Esta idéntidade torna-se exata se assumirmos tacitamente a hipotese de que E,, é pequena

se comparada a E*. O fator que antecede a exponencial na Eq. (7.12) pode ser interpretado
como uma constante de normalizacdo C' = C'QY(E*), assim

P = Ce™ P, (7.13)

Impondo a condicao de normalizacao,

Z Z 3E, Z BE 1 1
= pry 1 — m é ; 7
m o 1 m c ¢ m ‘ ¢ Zm e~ Pbm 7 (ﬁ)’ ( 14)

obtemos Z () que é conhecida como fungio de partigdo canonica.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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