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Resumo da Dissertacao apresentada ao LNCC/MCT como parte dos requisitos

necessarios para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

ESTABILIZACAO ASSINTOTICA E CONTROLE NO PROBLEMA
DE CONEXOES EM SERIE DE VIGAS

Edgar Manuel Chipana Huamani
Novembro , 2010

Orientador: Jaime Edilberto Munoz Rivera, D.Sc

Co-orientador: Santina de Fatima Arantes, D.Sc.

Neste trabalho, estudamos a modelagem de um sistema de N vigas inter-
conectadas entre si, onde um de seus extremos esta engastado e o outro estd sub-
metido a um mecanismo dissipativo do tipo friccional. Mostramos a boa colocacao
do modelo, usando a teoria de semigrupos; e usando o método de energia, prova-
mos que o sistema é exponencialmente estavel. Finalmente, através dos métodos
numéricos, confirmamos estas propriedades para o correspondente modelo discreto.
Fazemos a modelagem numérica e obtemos graficos que mostram a evolucao da

solugao do modelo.
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Abstract of Dissertation presented to LNCC/MCT as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Sciences (M.Sc.)

ASYMPTOTIC STABILIZATION AND CONTROL IN THE
PROBLEM OF SERIALLY CONNECTED BEAMS

Edgar Manuel Chipana Huamani
November, 2010

Advisor: Jaime Edilberto Munoz Rivera, D.Sc

Co-advisor: Santina de Fatima Arantes, D.Sc.

In this work, we study the modell of a system of N beams interconnected
with each other, where one of its ends is clamped and the other is submitted to
a dissipative mechanism of frictional type. We show that model is well posed,
using the semigroup theory, and using energy method, we prove that the system is
exponentially stable. Finally, through numerical methods, we confirm these pro-
perties for the corresponding discrete model. We obtain the numerical modeling

and graphics showing the evolution of the modell solution.
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Capitulo 1

Introducao

Neste primeiro capitulo, apresentaremos algumas definicoes e resultados impor-
tantes a serem utilizados no decorrer do desenvolvimento deste trabalho. As
demonstragoes, embora sejam omitidas por se tratarem de conceitos bésicos, con-

tarao com as suas respectivas referéncias bibliograficas.

1.1 Notacao Basica de Alguns Espacos
Seja 2 um aberto limitado do R™, denotaremos por
(i) C(2) ={u:QCR"— R; ué continua}.

(ii) Suporte de uma fungao continua u :  — R, ao conjunto denotado por

Supp(u) e definido como

Supp (u) = {z € Q; u(z) # 0}.

(iii) Co () ={u e C(Q); u tem suporte compacto}.

ou

(iv) C1(Q) = {u € C(Q); u é diferencidvel e eC(Q), Vi, 1<i< n}

X

olely
T 0M10%23,...0% 1,

(v) Ck(Q) = {u € C(Q) €C(Q), |a| = éa la| < k}

(vi) C=(Q)= NCk(Q), keN.

k=1

(vil) O (Q) = C™ (Q) N Co ().



1.2 Espacos L”

Neste trabalho, as integrais realizadas sobre o conjunto aberto €2, sao no

sentido de Lebesgue, assim como a mensurabilidade das funcoes utilizadas.

Definicao 1.2.1 Sejam {2 C R™ um conjunto mensuravel e 1 < p < oco. Definire-

mos por L (2) o conjunto das fungdes mensuraveis u : 2 — K, tais que
Jull 1 < o0,

onde

ol = ([ P ar)” s 1<p<oo
Q

e L™ (Q), ao conjunto de fungoes mensurdveis limitadas, isto é

L>(Q) = {u : Q — K, u mensurdvel e sup|u(x)| < oo} :

e

onde

|ul| oo = sup|u(z)| =inf{c € R, |u(z)| < ¢ quase sempre} .
€N
Nota 1.2.1 K representa o corpo R ou C.

Nota 1.2.2 As funcoes ||.||;, : LP () — R*, 1 < p < o0, sao normas. Neste
caso, é importante destacar que o espago LP (€2) deve ser entendido como sendo
um conjunto de classes de equivaléncia de fungoes, onde duas fungoes estao na

mesma classe se elas sao iguais quase sempre em 2.

Nota 1.2.3 Os espagos L? (2), com 1 < p < oo, sdo espagos de Banach. Para o
caso do espaco L? (Q), ele é também um espago de Hilbert, com o produto interno

usual da integral dado por

(u,v)Lz(Q) :/Qu(x)v(x)da:,



onde

2 2
Jully: = [ Juo) e
Q
Além disso, o espago LP (Q2) é reflexivo para 1 < p < oc.
1.3 Espaco de Distribuicoes

Definigao 1.3.1 (Convergéncia em Cg° (€2)) Sejam {¢,}, .y uma sequéncia de

C3(Q) e p € CF° (). Diremos que ¢, converge para ¢, se:
(i) Existe K C 2, K compacto, tal que Supp(¢, —¢) C K, ¥Yn € N.

(ii) A sequeéncia {¢y}, . converge uniformemente para ¢ sobre K em €, assim

como as suas derivadas em todas as ordens.

Definicao 1.3.2 (Fungoes Testes) O espago vetorial C§° (§2) com a nogao de con-
vergéncia citada acima, é denominado de espaco das funcoes testes e é denotado

por D(£2).

Definigao 1.3.3 (Espaco de Distribui¢ées) Todo funcional linear e continuo em
D(Q2) é denominado uma distribui¢ao sobre Q. O conjunto de todas as distribuigoes
sobre 2 é um espaco vetorial denotado por D'(Q2) e é chamado de espaco das

distribuicoes sobre €2, isto é,
D'(Q)={T:D(Q) — K; T é linear e continuo} .

Se T € D'(2) e p € D(Q), denotaremos (T, ) o valor de T aplicado a .

Definigao 1.3.4 (Convergéncia em D'(2)) Diremos que 7,, — T em D'(Q2) se
(T,, @) — (T, @) para toda ¢ € D(Q).

Teorema 1.3.1 C§°(Q2) é denso em L (§2), 1 < p < oc.

Prova: Ver [Brézis (Madrid (1984)]. O



Definicao 1.3.5 Seja 2 C R™ um aberto e 1 < p < oco. Diz-se que uma funcao

f:Q — R pertence a L} (2) se f|xe LP () para todo compacto K C Q. O

p

e (£2) é chamado o espago das fungbes localmente integraveis.

conjunto L

O funcional T =T, : D (Q2) — K, com u € L (Q), definido por

loc

(T, ¢) = (Tu, ) = / updz,

define uma distribuicao sobre €.

Lema 1.3.1 (Du Bois Raymond) Seja u € L7 (). Entao T,, = 0 se, e somente

loc

se, u = 0 quase sempre em ).

1.4 Espacos de Sobolev

Seja um € C R”™, aberto e conexo, com fronteira regular 0€2. Definiremos o

espaco Sobolev de ordem m, como sendo
WmP(Q) ={ue LP(Q); Due LP(Q), V |a| <m},
onde D®u é o operador derivacao de ordem « no sentido distribucional, isto é
(Du, ) = (1) (u, D), Yo € D(Q).
Este espaco munido da norma

|wllfyms = Z | D%u(x)||", dx, quando 1<p < oo

0<|ar|<m

HUHW‘VVL,OO = OSIIRO?;(WL HDa’U,(l’)HLw ;

é um espaco de Banach.

No caso de p = 2, o espaco é também de Hilbert, cuja norma e produto



interno sao, respectivamente

(U, ) yme = Z /QDau(x)Dav(x)dx

0<|al<m

e
lulfyme = D ID%u(@)|7. da.
0<a|<m
Neste caso, usamos a notacao H™ (), no lugar de W™? (Q).
Para m = 0, H° (Q) ¢ identificado pelo conjunto L? ().
O fecho de D(2) em W™ () é denotado por W™ (2), que é um subespagco
de W™P ().

No caso de p = 2, usamos a notagdo H{" (2), no lugar de Wgn’z (Q).

Representamos por W=7 (Q) o dual topolégico de W™ (2) com 1 < p < oo

1 1
e —+— = 1. Para p = 2, o dual topolégico de HJ" (2) , sera denotado por H~™ (2).
p q

Identificando o espago L* (2) com seu dual, resulta que
D(Q) C HI(Q) € L*(Q) =~ (L* () ¢ H™(Q) C D'(Q),

com imersoes continuas e densas. Ver [Brézis (Madrid (1984)].
Nota 1.4.1 O espago H™ (2) é reflexivo e separdvel.

1.5 Desigualdades Importantes

Lema 1.5.1 (Desigualdade de Young) Sejam a,b > 0e 1 < p,q < co. Entao

1 1
ab < —aP + -b4.
p q

Prova: Ver [Brézis (Madrid (1984)]. O
Lema 1.5.2 (Desigualdade de Holder) Seja u € LP (2), v € L9(Q2) com

1 1
l<p,g<oco e —+-=1.
p q



Entao, uv € L' () e tem-se
[ tuvlde <l lolle s Vue 22@), voe @),
Q

Quando p = 2, a desigualdade de Holder é conhecida como desigualdade de

Cauchy-Schwarz.
Prova: Ver [Brézis (Madrid (1984)]. O

Lema 1.5.3 (Desigualdade de Poincaré) Seja € um dominio aberto limitado de

R™. Entao, existe uma constante positica C, tal que
17
Hu”LP(Q) <C HVUHLP(Q) , Vue WP (Q),

onde C é denominada a constante de Poincaré.

No caso em que p = 2, temos
lull 20y < ClIVUll 2y, Yu € Hy ().

Prova: Ver [Brézis (Madrid (1984)]. O

Teorema 1.5.1 (Representacao de Riesz) Seja H um espago de Hilbert. Dado

F € H* (F: H— R, linear e continuo), existe um tnico u € H, tal que
F(v) = (u,v), VveH.

Prova: Ver [Brézis (Madrid (1984)]. O

Teorema 1.5.2 (Lax-Milgram) Seja B(.,.) : Hx H — R uma forma bilinear, onde
H é um espaco de Hilbert com produto interno expresso por (.,.)y. Se existem o

e 3, tais que

1B (u,v)| < allully vy, Yu,veH (continuidade de B)



B (u,u) > Bul3, Yu,ve€ H (coercividade deB).

Entao, para todo F' € H*, existe um tnico v € H, tal que
B (u,v) = F(v), Yv e H.

Prova: Ver [Brézis (Madrid (1984)]. O

Teorema 1.5.3 [Regularidade Eliptica] Sejam L um operador diferencial eliptico
de ordem 2m, m € N, definido em um aberto Q2 C R" e u € D'(Q2), sendo D'(Q2) o
espaco das distribuicoes. Seja u solucao de Lu = f, no sentido distribucional, com

f € L*(Q). Entao, u € H*™(Q).

Prova: Ver [Brézis (Madrid (1984)]. O
1.6 Semigrupos

Definicao 1.6.1 Considere X um espaco de Banach. Uma familia de operadores

T(t): X — X, onde 0 <t < 400, é chamada de Semigrupo de Operadores se
i) T(0)=1
ii) T'(t+s) = T(t)T(s), para todo t e s, tal que 0 < ¢, s < 0.

Defini¢ao 1.6.2 Um semigrupo 7T'(t) em X, onde 0 < ¢t < oo, é dito Semigrupo

Fortemente Continuo, ou de Classe Cy, se

IimT(t)r =z, VreX.

t—0t
Definicao 1.6.3 O operador linear A, com dominio

D(A) = {x € X: lim LT

t—0t+

existe em X } ,



é denominado gerador infinitesimal de um semigrupo 7'(t), se

. THx—2x df

Definicao 1.6.4 Seja A, operador em X, um espaco de Banach. Denominaremos
o conjunto resolvente de A, o conjunto

p(A)={AeC; w A\ —A) " we LX)},
onde

L(X)={L:X — X; L élinear e continuo} .

Definicao 1.6.5 Denominaremos de espectro de A o conjunto

o(A) = C\ p(A).

Defini¢ao 1.6.6 Um semigrupo 7T'(t) em X, onde 0 < ¢ < oo, é dito Semigrupo
de Contragoes, se

1T <1, Yt>o0.

Definicao 1.6.7 Seja H um espago de Hilbert. Diremos que o operador A é
dissipativo, se

Re (Au,u),; <0, Yue H.

Teorema 1.6.1 (Hille-Yosida) Um operador linear A, sobre um espago de Banach

X, é um gerador infinitesimal de um semigrupo Cj de contracoes se, e somente se

(i) A é fechadoe D(A) = X.

(ii) O conjunto resolvente p(A) contém R* e para todo A > 0, temos

I = A)7]| <

> =

Prova: Ver [Pazy (New York (1983)]. O



Teorema 1.6.2 (Lumer Phillips) Seja X um espaco de Banach e A um operador

linear com dominio denso em X.

(i) Se A é dissipativo e existe um real Ay > 0, tal que Im(A\o/ —A) = X. Entao,

A é o gerador infinitesimal de um semigrupo Cj de contracoes sobre X.

(ii) Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contragdes sobre X.

Entao, Im(Al — A) = X para todo A > 0 e A é dissipativo.
Prova: Ver [Pazy (New York (1983)]. O

Teorema 1.6.3 Seja A é um operador linear dissipativo em X. Se D(A) = X

entao, A é fechado.
Prova: Ver [Pazy (New York (1983)]. O

Teorema 1.6.4 Seja A é um operador linear dissipativo, tal que Im(/ — A) = X.

Entao, se X é reflexivo, temos que D(A) = X.

Prova: Ver [Pazy (New York (1983)]. O

Teorema 1.6.5 Seja A um gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de con-

tracoes sobre um espaco de Banach X, onde

dU
— = AU 1.1
=AU (11)

U(0) = Up. (1.2)

Entao, para todo Uy, existe uma tnica solucao U (t) para o sistema (1.1)-(1.2),

tal que
(i) Se Uy € X, entao U(t) € C (0, 00; X).
(i) Se Uy € D(A), entao U(t) € C'(0,00; D(A)) N C* (0, 00; X).

Prova: Ver [Pazy (New York (1983)]. O



Teorema 1.6.6 Seja A um gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de con-

tragoes T'(t), no espago de Banach X. Se para algum p, 1 < p < o0
/OOO IT ()22 dt < o0, ¥z € X.
Entao, existem constantes M > 1 e p > 0, tais que
7)< Me™.

Prova: Ver [Pazy (New York (1983)]. O

Teorema 1.6.7 Seja S : X — X um operador linear e continuo com inversa

continua. Seja B € L(X), tal que

1
1Bl < w57
[S=]
entao S + B é linear continuo e inversivel.
Prova: Ver [Rivera (Rio de Janeiro (2007)]. O

Teorema 1.6.8 Seja X um espaco de Banach e A um operador linear dissipativo,
com dominio denso em X. Se 0 € p(A), entdo A é gerador infinitesimal de um

semigrupo Cy de contragoes.

Prova: Ver [Rivera (Rio de Janeiro (2007)]. O

1.7 Método da Energia

Este método consiste em construir um funcional £ equivalente a energia, isto

é, existem constantes positivas C e Cy, tais que

CLE(t) < L(t) < CE(1)

satisfazendo

L) +AL(r) < 0.

10



De onde, multiplicando por e, segue que

eM%at) +AeML(t) <0

d ¢
7 {eML(t)} <.

Passando integral, temos

eML(t) — e L(0) < 0.

Ou seja

L(t) < L(0)e ™.

Assim

C1E(t) < L(t) < L(0)e™ < CLE(0)e™™.

C

Isto é, existe uma constante C' = 52 > 0, tal que
1

E(t) < CE(0)e ™.

Resultado que nos leva a concluir, que a solugao decai exponencialmente a zero

quando tempo tende ao infinito.

Nota 1.7.1 Considerando A um gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de

contragoes 1'(t), onde
/OOO IT()]% dt < o0, Va € X,
com norma do espaco de fase X, sendo a norma da energia, isto é
U1 = E(t).
Entao, pelo Teorema 1.6.6, existem constantes M > 1 e u > 0, tais que

1T < Me™".

11



Logo, da desigualdade

IT(OTslIx < 1T 1] -

Teremos

E(t) 2 2 _—2ut
70) = [T < M7e™.

Em consequéncia disso, segue

E(t) < CE(0)e™, onde C=M*>0 e \=2u>0.

12



Capitulo 2

Modelagem Matematica da Equacao de

Vigas

2.1 Introducao

Embora desde a antiguidade, com os egipcios, os gregos e os romanos, a
humanidade sempre se mostrou interessada na pesquisa por diversos tipos de ma-
teriais, usados em estruturas de construgao, criando e utilizando principios estatis-
ticos, para o estudo de resisténcia dos materiais. Estes registros infelizmente foram
perdidos e destruidos na Idade Média, sendo recuperados apenas com a chegada
do Renascimento, com os estudos realizados por Leonardo da Vinci (1452-1519),
mas fatos histéricos relatam que os primeiros estudos sobre andlise estrutural e re-
sisténcia dos materiais, como ciéncia, correspondem a Galileu Galilei (1564-1642),
a quem lhe foi atribuido intimeros documentos de pesquisa nessa area, assim como,
a elaboracao das primeiras publicacoes sobre o problema de viga engastada, com
carga propria e adicional, embora com resultados incorretos, serviram como esti-
mulo para outras pesquisas na época. Robert Hooke (1635-1703) fez importantes
contribuigoes sobre o estudo da elasticidade dos materiais formulando a conhecida
lei que leva o seu nome. Edme Mariotte (1654-1684) fez estudos de elasticidade
sobre fibras de uma viga, observando dilatacao e compressao de alguns elementos
no momento da flexao, levantando o conceito da existéncia de uma linha neutra

que divide a zona comprimida da zona tracionada em uma viga. Outros estudos
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foram feitos sobre flexoes de vigas, destacando-se entre eles, as contribuicoes dadas
pela familia Bernoulli: Jacob (1654-1705) voltou a estudar o problema de Galileu,
fazendo a suposicao de que secoes planas numa viga continuam planas durante a sua
flexao, infelizmente sem muitos resultados significativos, devido a seu pouco inte-
resse nessa area. Ao contrério dele, o seu irmao Johann (1667-1748) aprofundou-se
mais no assunto, levando a enunciar o "Principio dos Deslocamentos Virtuais”, que
ainda hoje é usado no estudo de deflexdes elasticas em estruturas, Johann estimu-
lou outros estudiosos: como o seu discipulo Leonhard Euler (1707-1783) e seu filho
Daniel Bernoulli (1700-1782), os quais fizeram amplos estudos sobre a curvatura
elastica de barras, vigas e colunas flexionadas, que ainda usamos na atualidade.
Varios outros pesquisadores fizeram importantes contribuicoes nessa area como:
Charles Coulomb (1736-1806), Benoit Paula E. Clapeyron (1799-1864), Adhemar
J. C. de Barré de Saint-Venant (1797-1886), com publicagoes sobre Teoria de Elasti-
cidade, Agustin-Louis Cauchy (1789-1857), Otto Christian Mohr (1835-1918), que
desenvolveu um método grafico para representar o estado de tensdes em um ponto,
entre outros, que aperfeicoaram formulagoes aplicadas no estudo do problema de
vigas, como o célebre ucraniano Stephen Prokofievich Timoshenko (1878-1972),
que trouxe uma nova formulacao para este problema.

Neste capitulo, faremos um estudo dos dois principais modelos unidimensio-
nais usados na mecanica estrutural do estudo de comportamento de vigas. Faremos
um comentario sobre as principais vantagens e desvantagens técnicas pela escolha
de um dos modelos. Citaremos, também, como motivacao, alguns trabalhos exis-
tentes na literatura que investigam a estabilidade do sistema com agentes externos
de amortecimento, como por exemplo, a termoelasticidade, atuando sobre uma

viga e uma composicao da mesma.
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2.2 Modelos Matematicos Unidimensionais para o Problema de

Vigas

Dois modelos matematicos sao muito usados na atualidade, para o estudo de
deformagoes de uma viga unidimensional. Sao eles: o modelo de Euler-Bernoulli,
também chamada de Teoria Classica de Barras e o modelo de Timoshenko. O
primeiro deles, na sua modelagem, desconsidera a hipotese do efeito da inércia de
rotacao e a deformacao de cisalhamento da viga, que sao considerados no segundo
modelo. Embora existam estas diferencas, ambos os modelos apresentaram bons
resultados de aproximacao, com o problema real.

Antes de fazer o estudo destes modelos, faremos uma exposicao dedutiva
sobre a relacao elastica existente entre o momento fletor e a deflexao de uma viga
nas condi¢oes de Euler-Bernoulli. Sendo assim, consideremos uma viga engastada
AB, como mostra a Figura 2.1, onde para um melhor entendimento geométrico,
tomaremos apenas u X x e simplificaremos a notacao, usando u = u(x), como sendo

a funcao que descreve o deslocamento transversal da viga.

Y

Figura 2.1: Viga engastada.

Sabemos pela definicao da curvatura de flexao o, que

1
o = —, onde r é o raio de curvatura.
r
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Além disso, da analise infinitesimal do elemento P; P», podemos observar que

ds=rdf e dx~ds.

De onde, sob condicoes especiais, por se tratar de pequenas flexoes, teremos

de
o= —.
dx
Assim como
tgl = —u, onde 0 = tgfl para pequenos angulos.

dx

Logo, a curvatura de flexao sera dada por

d*u

o= —".
dx?

Finalmente, pela Lei de Hooke para materiais eldsticos, temos

onde M é o momento fletor e EI a rigidez de flexdao, composta pelo médulo de

Young F e o momento de inercia I da viga. Assim, segue a seguinte relacao elastica

d*u
M=F[—.
dx?

A seguir citaremos a interpretacao fisica de algumas expressoes matematicas

que serao utilizadas no decorrer deste trabalho.

2.2.1 Magnitudes Fisicas

No estudo da equacao de vigas, destacamos algumas expressoes mais usadas,

cuja interpretacao fisica é mostrada na tabela abaixo
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U Deflexao transversal

0
8—1: = Uy Velocidade transversal
ou N
= — = U, Rotacao
o0 "o
u
5% = 9i0s 022 Uy Velocidade angular
M = _Eifia_z = —F;Liug, Momento fletor (cortante)
x
oM o3
— == Z-Ii—u = —FE; Lt Taxa de variagao do momento
ot 5 otox?
= _Eijia_z = —FELiug., Cisalhamento
x
ov o
En = _EiIiWZS = —F;Lugpat Taxa de cisalhamento.

2.2.2 A Equacgao de Euler-Bernoulli

Para deduzir esta equacao, analisaremos primeiro as forcas e momentos, que
atuam sobre um elemento de viga, como esta representado na Figura 2.2, onde
secoes planas, inicialmente perpendiculares ao eixo do elemento, permanecerao
planas e perpendiculares apés a sua deformagao. Consideremos, também, M =
M(z,t) e V = V(z,t) como sendo, o momento fletor e a for¢a de cisalhamento,

respectivamente.

F
u

M V V+dV |M+dM

Ty

.
Ll

X

Figura 2.2: Forgas cortantes e momentos, no modelo Classico.

Fazendo uma anadlise infinitesimal de corpo livre, das forcas verticais sobre o

17



elemento, teremos

0*u

onde p é a densidade de massa e A é a area da secao transversal da viga. Além
disso, da equacao do momento resultante, em relacao a face direita do elemento,

deduzimos que

(M +dM) — Vdax — M = 0.

De onde, obtemos as seguintes equagoes

ov 0%u
— = —pA— 2.2
ox P o (22)
oM
— =V 2.3
e (2.3)
Finalmente, da relacao elastica
0%u
M =Fl—
Ox?’

substituida em (2.3) e posteriormente o resultado em (2.2), seguird a equagao

0*u oty
my +BIS S =0 en (0,1)x (0,7). (2.4)

que corresponde ao modelo classico de Euler-Bernoulli para uma viga, onde m

representa a massa por unidade de comprimento.

2.2.3 A Equagao de Timoshenko

Para deduzir esta equacao, consideraremos que a viga apresenta uma de-
formacao gerada pelo cisalhamento, onde a reta central do elemento da viga nao
coincide com a perpendicular a face da secao transversal do elemento, como é

mostrado na Figura 2.3, onde o angulo de inclinagao laminar « é igual a inclinacao
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T : ou .,
da curvatura ¢ menos a inclinagao do eixo central —, isto é,

ox

_Ou
ox’

o =

Neste caso, existem duas relagoes elasticas para esta viga, que sao

M+dM Perpehdiclliar 3 fase
o A houio de clsafthamenio
+—Tangente a reta central

f s oz viga

L

Figura 2.3: Forcas cortantes e momentos, no modelo Timoshenko.

ou V
Cor  kAG (2.5)
e
_ 00
M =EI, (2.6)

onde G e k sao, respectivamente, o médulo de rigidez e o fator de mudanga de
deformacao da segao transversal.

E importante destacar que a relagao eldstica dada pela equacao (2.1), repre-
senta um caso particular destas duas relagoes, onde o médulo da rigidez do material
¢é extremamente grande, tornando o angulo de inclinagao a praticamente nulo.

Completando, temos duas outras equacoes dinamicas, que sao

oM 0?
—V + % ]W (momento) (2 7)
ov 0*u
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Logo, substituindo (2.5) e (2.6) em (2.7) e (2.8), respectivamente, teremos o

seguinte sistema acoplado

8¢ ou] 0 [.06]
s, ou 0*u

que corresponde ao modelo de Timoshenko para uma viga, onde se descreve o
equilibrio do torque rotacional e o equilibrio das forcas transversais, por unidade
de comprimento.

Agora, se consideramos a barra uniforme e a sua se¢ao transversal perma-

cendo constante, eliminando ¢ nas duas equacgoes, podemos ter

=0.

0%u kplG 0% [0*u] p*I 0*u o
pAZS + 22 92| Trcom T ¥ ga

ot (E+ kG) 0t? | Ox kG ot Ox

Esta nova equacao apresenta, respectivamente, expressoes relacionadas ao
movimento transversal, a forca laminar, ao movimento rotacional e ao momento
de torcao. Ficando assim evidente, que a equacao de Euler-Bernoulli é um caso

especial desta equagao, onde os termos rotacional e laminar sao desconsiderados.

2.2.4 Principais Diferencas

Como foi observado, o modelo de Timoshenko é aparentemente mais com-
pleto do que o modelo classico de Euler-Bernoulli, pois considera as deformacoes
geradas pelo cisalhamento e a inércia de rotacao. Embora exista esta diferenca,
ambos modelos sao muito usados em pesquisas sobre vibragoes de estruturas, pois
apresentam bons resultados numéricos, nas aproximagoes que descrevem o com-
portamento de deformagao de uma viga.

O estudo das solugoes numéricas através do método de elementos finitos,
no modelo Thimoshenko é menos complexo, ja que podem ser usados elemen-

tos lineares, tanto no deslocamento como nas rotacoes, pois ambos podem ser
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tratados de forma independente. Por outro lado, elementos finitos para o modelo
Euler-Bernoulli, requer da utilizagao de polinomios ctibicos, pois a rotacao nao é
considerada independente.

Com estas consideracoes, podemos dizer que a equacao classica de Euler-
Bernoulli, que sera usada neste trabalho, apresenta evidentemente, menor com-
plexidade analitica no estudo de suas principais propriedades, mas acarretara uma

maior dificuldade, com relagao ao estudo numérico.

2.3 Problema Modelo 1 - Uma Viga

Para resolver o problema de vigas, usando o modelo clasico de Euler-Bernoulli

muy + Elugee, =0 em  (0,L) x (0,7),

é necessario incorporar quatro condigoes de contorno, pois existem derivadas espa-
ciais até a quarta ordem, assim como duas condigoes iniciais, devido as derivadas
temporais, que correspondem a configuracao inicial e a velocidade inicial da viga,
que sao

uw(z,0) = up(x), w(x,0) =uy(z) em (0,L).

As condicoes de contorno sao decorrentes do problema analisado. Para nosso
caso, estudaremos uma viga engastada na extremidade esquerda e livre na extre-

midade direita, de onde decorrem as seguintes condi¢oes de contorno

w(0,t) = up(0,t) = g (L,t) =0 em (0,7).

Além disso, consideraremos a existéncia de um estabilizador externo, atuando

na extremidade direita, proporcional a velocidade nesse extremo.

Upzr (L, 1) = yue(L,t)  em  (0,7).

Neste trabalho, mostraremos que com esta condicao, podemos obter uma
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forte estabilizagao exponencial uniforme, resultado que servirda como motivagao

para o problema mais complexo de N vigas.

Nota 2.3.1 Considerando S a area da segao transversal da viga, o nosso modelo

classico de Euler-Bernoulli, pode também ser dado por
Py + QUgyre =0 em  (0,L) x (0,7),

E .
onde p é a massa especifica e o = < é a rigidez de flexao por unidade de area.

2.4 Problema Modelo 2 - Conexao em Série de Vigas

Nesta subsecao, faremos uma exposicao do modelo mateméatico unidimen-
sional para uma composicao em série de vigas, que serd estudado neste trabalho,

cujo esbogo da sua representacao geométrica é dada pela seguinte figura

Viga 1 Viga 2 Viga 3 Viga N

Figura 2.4: Conexao em série de vigas.

Consideraremos que esta composicao pode ser definida como sendo uma

juncao de N segmentos
J; = [Ii_l,l’i] , onde z,_1<z; e 1<i<N.

Assumiremos que cada elemento é uniforme, com densidade linear de massa
m; e rigidez flexao FE;I; constantes, em cada segmento, onde cada viga satisfaz a

equagao diferencial parcial

miy + Eiljuggse =0 sobre (x;_i,x;), para t >0,
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com condicoes iniciais

w(z,0) = up(x), u(x,0)=wu(z), em 0<z<L,

e condigoes de contorno determinadas pelo tipo de acoplamento entre as vizinhancas
de seus elementos.

O equilibrio nas juncgoes lineares z;, dependera do modelo mecanico adotado,
nas conexoes, os quais definirao o comportamento de certas variaveis fisicas em x;
e z;. Em nosso caso, consideraremos apenas dois tipos de jungoes: o suporte rigido
e angulo guia, que se caracterizam por gerar descontinuidade em uma das variaveis
de estado u, 6, M ou V, deixando as outras trés continuas, como é mostrado na

tabela abaixo.

Tipo de Jungao Variaveis Descontinuas Variaveis Continuas
Suporte Rigido V u, 0, M
Angulo Guia M u, 0,V

Sendo assim, considerando que em x; haja um suporte rigido de juncao com

controle wy;(t), teremos as seguintes condigoes de contorno intermedidrias em z;

u(z; ,t) = u(xf, t)
ug(z; 1) = ug(z] 1)

—EZIZUJ;:C(ZE_ t) = —EZ‘+1IZ'+1U$$(IZ—-’—, t), isto é, M~ = M+

79

Elfzuxm(af t) — Ei+1fi+1umm(x;r,t) = ’UJOZ(t) para 1 S 1 S N —1.

7

Para o caso de jungao com angulo guia, teremos no lugar das duas ultimas
condigoes

— [Elllum(x_ t) — EZ-HL-H.um(a:T,t)] = wh(t)

70
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— + . . 7 - +. .
Ezlzuxm(acl ,t) - EZ‘+1I¢+1.U$$$<IZ~ ,t) = 0, 1sto e, M- =M i 1 S 7 S N — 1.

Em nosso trabalho, faremos um estudo do primeiro caso, correspondente
a juncao com suporte rigido, onde procuraremos condicoes para obter uma forma
forte de estabilizacao exponencial uniforme, com controladores em série, nas juncoes
e com apenas um estabilizador, formado pela velocidade resposta, considerado no

final desta série, no termo xn = L, dado por

ENINU$$I(L,75) = kZONUt(L,t) onde kON > 0.

Para o segundo caso, o estudo segue de forma analoga.

2.5 Alguns Modelos Dissipativos

A partir dos modelos bésicos apresentados, uma diversidade de modelos so-
bre estruturas elasticas e flexiveis foram ja estudados, destacando-se aqueles onde
existem decaimento da energia no sistema, estes tipos de modelos sao denomina-
dos dissipativos. A procura por mecanismos disipativos naturais tem despertado
grande interesse de pesquisadores na atualidade, com estudos sobre supressao de
vibragoes e ruidos em instrumentos sensiveis, usados na industria aeronautica e na
automotiva, dentre estes mecanismos dissipativos destacam-se: os efeitos provoca-
dos pela mudanca de temperatura no material, conhecido como termoelasticidade,
efeitos fisicos da memoria do sistema, viscolelasticidade e magnetoelasticidade,
amortecimentos por atrito e por contato, entre outros.

Existem na literatura diversos sistemas dissipativos do tipo Euler-Bernoulli,
onde o principal foco de estudo consiste em observar as propriedades assintéticas
da solucao do sistema, com a finalidade de obter um controle sobre os mesmos,
analisando o tipo de taxa de decaimento que pode ser obtido.

Descreveremos, por exemplo, a formulagao de um modelo termoelastico, onde
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a alta frequencia de vibracao da viga, gera uma quantidade consideravel de calor.

Neste caso, a tensao vertical da viga é dada por

El
O'(x, t) = _?uwm — Py,

onde ¢ é campo de temperatura da viga, ;> 0 é a constante de acoplamento, que
¢é proporcional ao coeficiente de expansao térmica. Podemos, também, observar a
existéncia do termo de variacao térmica pu¢, que aparece devido as altas frequéncias
de vibragoes da viga.

Além disso, o fluxo de calor é dado por

Q(x>t> = k(bm + MUy,

onde k é a condutividade térmica. Com isto, a equagao do movimento ficard
definida por
pPUtt — Oy = f(l’,t) em (Oa L) X (07T)

Que implica em
El
Pl + & Uzzzx + ,u¢xx = f(l’, t) €m (07 L) X (07 T)

S

Além disso, pela equagao da energia

C¢t - q.ﬂv(:c7t) = g<x7t)7

onde ¢ é o calor especifico e g a fonte externa de calor, segue
Oy — kpy — pigey = g(x,t) em (0,L) x (0,7).

Com estes resultados, podemos concluir que o modelo termoelastico béasico,
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para uma viga classica, serd definido por

El
pUtt + ?uxxxr + M¢mx - f(ZE, t) €m (07 L) X <07 T)7

C¢t - k(bmc — HUggt = g(l’,t) em (07 L) X (OaT)v

onde as condigoes inicias e de contorno serao decorrentes da natureza do problema
analisado.

Existem inumeras pesquisas que usam este modelo termoelastico basico,
citaremos alguns trabalhos, como por exemplo: [Arantes e Rivera (2008)], onde
se estuda o problema termoelastico, que descreve as vibragoes dinamicas de uma
viga engastada em um de seus extremos e livre no outro, onde existem dois obs-
taculos estacionarios g; e g, na parte inferior e superior, respectivamente. Este

problema ¢é definido pelas equagoes
AUy + Uggar + b¢wz = f €m (Oa ]-) X (07 —I—OO),

Gt — Puz — Clgey = g em  (0,1) x (0,4+00).

Com condicoes iniciais
u(z,0) = up(z), w(x,0) =wr(z), z,0)=go(z) em (0,1),
condicoes de contorno
u(0,t) = uy(0,t) = upe(1,¢) =0 em (0, +00),

o(1,t) = ¢,(0,t) =0 em (0,400)

e condicoes classicas de nao penetragao de Signorini, no extremo direito

g1 <u(l,t) <gy em (0,+00),

26



o(1,t) >0 se u(l,t) =g,
o(1,t) <0 se wu(l,t) = go,
o(1,t) =0 se g1 <u(l,t) < gs.

Os autores conseguem mostrar a existéncia da solucao e o decaimento expo-
nencial do mesmo.

Considerando o mesmo modelo termoelastico béasico temos, também, o tra-
balho desenvolvido por [Rivera et al. (2008)]. Eles investigaram o comportamento
dinamico unidimensional entre duas vigas termoelaticas engastadas, de compri-
mento Ly e L — Ly, em contato unilateral, com obstaculos dinamicos ¢, e go, na
parte superior e inferior, respectivamente, que estao fixos a viga do extremo direito.

Este modelo é representado pelas equacoes

Uge + klu:r;xmc + m1¢mc =0 em (Oa LO) X (Oa T)7

Cgbt - Tl¢l’$ — M Ugat = 0 €1m (O, LO) X (07 T)?
Vgt + k2vxzmx + m2¢zm =0 em (L07 L) X (07 T)?
COr — T2Pry — MoVUgat = 0 em (L(h L) X (07 T)

Com condicoes iniciais

u(z,0) = ug(x), u(z,0) =ui(x), ¢(z,0) = ¢o(x) em (0, Ly),

U(Qf,O) = UO(:U)7 Ut<x>0) = Ul(x)7 90(33’0) = 900(*17) €m (LO,L),

condicoes de contorno

w(0,t) = uy(0,t) = ¢,(0,¢) =0 em (0,7),

v(L,t) = v, (L, t) = p (L, t) =0 em (0,7,
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Uz (Lo, t) = (Lo, t) =0 em (0,7,
Vez (Lo, t) = (Lo, t) =0 em (0,7),

e condigoes de Signorini

v(Lo,t) — go < u(Lo,t) <v(Lo,t)+¢g1 em (0,7),

o(t) = o1(Lg,t) = 09(Lo,t), em (0,7),

onde

Ul(L(]yt) = _kluxxm<L07t) - m1¢x(L0at>7
01(Lo,t) = —kovgee (Lo, t) — mips (Lo, t),

isto é

U(t) >0 se U(‘L()vt) — g2 = u(LOJ t)7
o(t) <0 se u(Lg,t)=v(Lot)+ g1,

o(t)=0 se v(Lo,t) — g2 <u(Lo,t) <v(Lo,t)+ g1

Os autores, também, conseguem mostrar a existéncia e decaimento exponen-

cial da solucgao.

Em ambos exemplos, a prova da unicidade é ainda uma questao em aberto.

Finalizando, citaremos o trabalho de [Oquendo e Rivera (2002)]. Eles estu-

dam o comportamento dinamico de uma viga unidimensional composta por dois

materiais, um deles sensivel a diferencas térmicas, enquanto o outro é indiferente

a variacoes de temperatura, o primeiro de comprimento Ly e o outro L — Lg, res-

pectivamente. O modelo mateméatico que descreve o comportamento dessa viga é

definido pelas equagoes

P1Ut + ﬂluzzmm + 6¢:E:I) =0 em (07 LO) X (07 +OO>7
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p0¢t - B0¢xz — EUgat = 0 em (07 LO) X (Oa +OO)7
P2Vt + 62U$$zz =0 em (Lo, L) X (O, +OO)

Com condicoes de contorno

w(0,t) = ug(0,t) = v(L,t) = v.(L,t) = ¢(0,t) = ¢(Lg,t) =0 em (0,+00),

condicoes de transporte

u(Lo,t) —v(Lo,t) =0 em (0,+00),

Uz (Lo, t) — v (Lo, t) =0 em (0,400),
61“3@(-[/07 t) - 621)27(2(-[/07 t) =0 em <07 +OO)7
51ummz(L07 t) - 52%”([10, t) = _€¢I(LO7 t) €m <07 _'_00)7

e dados iniciais

U(I,O) - uO('I)? ut('I?O) = u1<1‘), (;5(5(3,0) - ¢0($) em (07L0)7

v(x,0) =vo(z), v(x,0) =v1(z) em (Lo, L).

Os autores provam a existéncia, unicidade e decaimento exponencial da
solucao do sistema, independente do comprimento Ly. Com isso, eles mostraram
que o material composto herda as propriedades assintéticas da parte termoeléstica,

indiferentemente do tamanho deste material na composicao.
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Capitulo 3

Existéncia, Unicidade e Decaimento

Exponencial para uma Viga

3.1 Introducao

Neste capitulo, faremos um estudo analitico sobre as principais propriedades,
do modelo Euler-Bernoulli, para uma viga engastada de comprimento L, que possui
um unico estabilizador, proporcional a velocidade, como comentado no capitulo 2,

cujo modelo completo é dado por

muy + ElUpppe = 0 em (0,L) x (0,+00)

u(0,t) =0 em (0,+00)

uz(0,t) =0 em (0,400) (3.1)
Uzz (L, 1) =0 em (0,400)

(L 1) = 71t (L, 1 em (0, +00)

u(z,0) = ug(x), u(z,0) =uy(z) em (0,L),

onde a densidade de massa m e a rigidez de flexao F'I do material sao considerados
constantes.
Mostraremos a existéncia e unicidade de solucao do sistema (3.1), assim como
a caracteristica dissipativa da energia e o decaimento exponencial da solugao.
Para provar a existéncia e unicidade, faremos uso do método de semigrupos

de operadores lineares, que consiste em transformar o sistema (3.1) no problema
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equivalente de Cauchy abstrato

aUu

Z —A
dt u
U(O) - UQ,

onde verificaremos as condi¢oes impostas no Teorema de Hille-Yosida, com relagao
ao operador A, encontrado neste sistema, de tal forma a considera-lo um gerador
infinitesimal de um semigrupo 7'(t), garantindo assim que U(t) = T'(t)U, represen-
tard a solucao da equacao de Cauchy.

Na demonstra¢ao do decaimento exponencial da solugao do sistema (3.1),
usaremos a técnica de multiplicadores, conhecida também como método da energia.

Provaremos que a energia do sistema, definida por

L

1

E(t) = / 3 [m |ut|2 + E[|um|2} dz,
0

decai exponencialmente, isto é, que existem constantes reais positivas C' e 7, tais
que

E(t) < CE(0)e .
3.2 Existéncia e Unicidade da Solugao

Como ja foi comentado, para mostrar a existéncia e unicidade da solugao
do sistema (3.1), faremos uso do Teorema de Hille-Yosida (Teorema 1.6.1) e do
Teorema 1.6.5, citados no Capitulo 1, onde verificaremos as condi¢oes necessarias
e suficientes, para que o operador linear associado ao problema, seja um gerador
infinitesimal de um semigrupo de contracoes, o que nos garante a existéncia e unici-
dade procurada. Com esse objetivo, primeiramente transformaremos nosso sistema
num problema de Cauchy abstrato, definiremos o operador associado, o espaco de
fase onde devera atuar o semigrupo, assim como o dominio deste operador. Poste-
riormente, estudaremos a natureza do resolvente p(A) e faremos uma andlise sobre

as condicgoes a serem verificadas no problema, resultados que classificaremos como
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Lemas da demonstragao principal.

3.2.1 Problema de Cauchy Abstrato

Com a finalidade de melhorar analiticamente o problema (3.1), tomaremos

El . -
— = a. Assim, teremos a equagao
m

Ut + QUggre = 07

com condicoes iniciais

u(z,0) =ug(x) e uz,0)=wuy(z) em (0,L).

De onde, considerando U = , segue
Uy

Uy 0 I U
Uty -« ()mzx:ﬁ 0 Uy

Portanto, podemos reescrever a primeira equagao do sistema (3.1), pelo seguinte

sistema diferencial de primeira ordem no tempo

dU
AU
dt
U,
voy=1{
Uy

A= . (3.2)
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3.2.2 Espacgo de Fase e Dominio do Operador

Pela definicao dada a energia do sistema, fica evidente a escolha do seguinte
espaco de fase

X:X1><X2:VXH,

onde

V={ueH*(0,L); u(0) =u,(0)=0} e H=L*(0L).

Assim, da definicao do dominio de um operador e das condi¢oes de nosso problema,

segue
U
D(A) =] U= €X; AU € X, uyp,(L) =~v(L), upe(L) =0

Como

AU = =

—a () ypew O v — O Upgre

Temos
DA)={ueV,ve H; veEV, Upppy € H, Upyr(L) =~yv(L), upe(L) =0}.
Logo, nosso dominio sera dado por

u
D(A) = € X:ue H! 0, L)NV, v €V, tpge(L) = y0(L), tge(L) =0

v

Com essas definigoes nao é dificil ver que D(A) é denso em X, assim como, o
operador A é fechado, pois todo operador diferencial é fechado no sentido das dis-
tribui¢oes. Embora na literatura, sejam considerados resultados relevantes, neste

trabalho confirmaremos estas afirmagoes.
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3.2.3 Equacao Resolvente

Usando a definicao dada ao conjunto resolvente de um operador, encon-

traremos a equacgao que define \.

Tomando
U=\ —-A)"'F,
temos
(M —A)U = F,
que implica em
AU — AU = F.
De onde, considerando
u f
U= €D(A) e F= € X,
v g
teremos as equacoes
Au—v=f (3.3)
AU+ Qe = . (3.4)

Eliminando v nas equagoes acima e usando as condig¢oes de contorno dadas em

(3.1), teremos o seguinte sistema

N+ Qe = g+ Af em  (0,L)

u(0) =0

u,(0) =0 (3.5)
Uz (L) =0

que corresponde a equagao resolvente do operador A.

Com isto, o processo de encontrar os valores para A, de tal forma a pertencer
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ao resolvente p(A), decorrerd da anédlise da boa colocacao deste sistema.
A seguir, citaremos um Lema que nos garante a existéncia e unicidade do
sistema 3.5, onde usaremos basicamente o Teorema de Lax-Milgram (Teorema

1.5.2) e o Teorema da Regularidade Eliptica ( Teorema 1.5.3).

Lema 3.2.1 Para todo A em R, com A > 0, existe uma tunica solucao para o

sistema (3.5), onde

ueV={ueH*(0,L); u(0) =u,(0)=0}, feV e geL*(0,L).

Prova: Faremos inicialmente a formulagao variacional do problema.
Multiplicando a primeira equagao do sistema (3.5) por w € V e integrando de 0 a

L, temos

L L L
/ Nuwdr + o uxmw|§ — a/ Uy Wy dT = / g+ \flwdz
0 0 0

L L L
/ Nuwdz + otigee (L)w(L) — a umw|£ + a/ Uy Wep T = / [g + \flwdz.
0 0 0

De onde, usando as condigoes iniciais, obtemos
L L L
/ Nuwdz + a/ Upg Wepdr + aydu(L)w(L) = / g + Af]wdz + ayf(L)w(L).
0 0 0
Logo, tomando o funcional B : V x V — R, definido por
L L
B(u,w) = / Nuwdz + a/ UpaWapdx + ayAu(L)w(L),
0 0

segue claramente, que B ¢ bilinear.

Considerando em V, o produto interno

L L
(u,w),, = / uwdz + / Uz Wazdx + u(L)w(L)
0 0
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e sua norma induzida
2 Loy L 2 2
Jully = [Tl ot [ sl o + (D)
0 0
para A > 0, teremos que

L L
|B (u,w)| < py / uwdz +/ UppWapdr + w(L)w(L)| = By |(uw, w)y |,
0 0

onde f#; = max{\? «, ayA} > 0. Assim, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

concluimos que B ¢é continuo, isto é
1B (w,w)] < i llully wlly, YuweV e b eR.
Além disso, tomando S5 = min {\?, «, ay\} >0, com A > 0, temos
L L
B(u,u) = / A2 Jul? do + a/ |ta|” dz 4 ay N [u(L) > > Ba ||ull?
0 0

isto é

B(u,u) > Bollull}, YueV e By eR.

De onde segue, a coercividade de B. Por outro lado, definindo F': V' — R, por

F(w) = / 9+ AfJwdr + aryf(Lyw(L),

temos imediatamente que F' é linear e continua.
Portanto, pelo Teorema de Lax-Milgram (Teorema 1.5.2), existe uma tnica u € V,
tal que

B(u,w) = F(w).

Em consequéncia disso, temos
L L L
/ Nuwdz + oz/ UppWezdx + ayAu(L)w(L) = / lg + AfJwdx + oy f(L)w(L).
0 0 0
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Logo, como Cg° (0, L) C V, em particular para todo w € Cg° (0, L), segue

L L L
/ Nuwdx + / Uy WepdT = / g+ \f]wdz,
0 0 0

que implica em
L L
/ [NU + U | w = / g+ Af]wdz, Yw e C° (0, L).
0 0
Assim, concluimos que existe uma tnica u € V, tal que

O

Nota 3.2.1 Fazendo uso do Teorema da Regularidade Eliptica (Teorema 1.5.3),
no operador eliptico [A? + (+)zzzz], concluimos também, que v € H?* (0, L), sendo
assim, u € VN H?* (0, L). Logo, como u satisfaz as condigoes de contorno em (3.5),

teremos

Portanto, para todo F' € X, existird um tnico U € D(A), tal que
AU —AU =F, YA>0.

Nota 3.2.2 Pelo Lema 3.2.1, observamos que o sistema (3.5) possui boa colocagao,

isto é, a equacao resolvente é valida para todo A > 0, assim concluimos que R™ C

p(A).

3.2.4 Natureza do Operador A e Densidade do Dominio

Analisaremos se o operador auténomo A, definido em (3.2) é dissipativo,
possui dominio denso e é fechado. Com este objetivo, apresentaremos os seguintes

Lemas.
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Lema 3.2.2 O operador linear A, definido em (3.2), é dissipativo.

Prova: Considerando o produto interno, no espaco de Hilbert X, como sendo

f u L L
(F, U)y = , :/ afmu_md:c—l—/ gudz.
g v 0 0
X
u
Para todo U = € D(A), segue
v
v U
(AU, U)X - )
—QUgggy v

que implica em
L L
(AU, U) = a/ Vg U AT — a/ Uy VAT
0 0
Além disso, como

L L
— L P
QO Upgza VAT = @ Uy U]y — @ | UggpUpda
0 0

L
= QUgue (L)T(L) — « umv_x|£ + a/ Uy Vg AT
0

L
= ay|v(L)]* + a/ Ugg Vg AT
0

Substituindo, na relacao acima, obtemos
L L
(AU, U)y = a/ Vi Ugp AT — a/ UpaUgadx — 7y ]U(L)|2 )
0 0
Logo, tomando a parte real, chegaremos em
Re [(AU, U)y] = —aJu(L)* < 0.
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O

Lema 3.2.3 O dominio do operador A, definido em (3.2), é denso no espago de

fase X.

Prova: Como D(A) C X, sabemos que
D(A)® D(A)* = X.

Basta provar que

D(A)* = {0},

onde 0 representa o elemento idénticamente nulo, no espaco X.

De fato, tomemos F' € X, tal que
(W,F)y =0, VIV e D(A).
Sabemos que, para todo A > 0 existe um tinico U € D(A), onde
AU — AU = F.

Entao, teremos

(W,AU — AU) =0, YW € D(A).

Logo, para W = U, segue
2
MUI - (U, AU = 0.
Considerando a parte real e usando o resultado de A ser dissipativo, obtemos

U =0, que implica em F = 0.
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Lema 3.2.4 O operador A, definido em (3.2), é fechado.

Prova: Usando os Lemas 3.2.2 e 3.2.3, o resultado segue como consequéncia da

aplicacao do Teorema 1.6.3. O
Nota 3.2.3 Usando o Lema 3.2.1, confirmamos também, a densidade do dominio
de nosso operador. Onde, tomando A\ = 1, obtemos que

VEeX, 31U e D(A); (I-AU=F.

Isto é, Im(/ — A) = X. Logo, do Teorema 1.6.4, segue o resultado.

3.2.5 Prova da Existéncia e Unicidade

Nesta subsecao, faremos o fechamento da prova da existéncia e unicidade
para o sistema (3.1). Além disso, comentaremos a mesma demonstragao, usando

o Teorema de Lumer-Phillips (1.6.2).

Teorema 3.2.1 Sejam (up,u;) € D(A) e T' > 0, entdo existe uma tnica solugao

para o sistema (3.1), satisfazendo

(u,1;) € C(0,00; D(A)NC(0,00; V x H),

onde

V={ue H* u0) =u,(0) =0}, H=L*(0,L), X=V xH e

u
D(A) = €X;u€ H* (0,L)NV, v €V, Uppe(L) = yv(L), tpe(L) =0
v

Prova: Sabemos, dos resultados ja encontrados, que o operador A é fechado e
seu dominio é denso em X. Além disso, pelo Lema 3.2.1, temos RT C p(A). Resta

apenas provar que para todo A > 0, teremos

IO =47} <

> =
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De fato, multiplicando a primeira equacdo do resolvente (3.3) por Atz ., e inte-

grando de 0 a L, chegamos a

L L L
/ ANy AT — / OVl ppga AT = / A flUppradr.
0 0 0

Logo, pela integracao por partes, segue

L L L
L —_ — L —_ L R
a)\uuwxm|o _/ Oé/\uxuzz:vdx_ avuzaxaz|0 +/ avxuzaxazdx = af“mac|0 _/ af;vuzwa:dx
0 0 0

Ou seja

L L
alu(L)v(L) — oz)\uxu_m|0L +/ O\ |Ugs|* dz — a Jo(L) [ + (wxu_m|0L - / OV U X
0 0

L
— 0 f(L)O(D) — af (0)umma(0) — afutizal” + / o futide.
0

Assim, teremos

L L
a)\u(L)v(L)+/ o |tgs|? dz — o [u(L))? —/ Oy U AT
0 0

- L
— af(L)o(L) — af (0)iea(0) — afotizs? + / o fouird,

que implica em

L L
&Au(L)v(L)+/ o |Ugs| dz — o [v(L))? —/ Oy U AT
0 0

= af(L)v(L) — af(0)tupzs(0) — @ fe(0)ug,(0) + /0 QO fprUgzde.

De onde, segue

a[ (L) —o(L) — f(L)] U(L)—l—/o o\ |tgy|? dx—/o OV Ugr A

=~ Ot 0= o Oaza0)+ [ fortizd (3.6)
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Como, Au — v = f, temos

Au(0) —v(0) = 0 -0 = f(0),

Logo, substituindo as igualdades acima em (3.6), obtemos

L L L
/ a\ \um]2 dr — / OVl dT = / O f 30 U AT (3.7)
0 0 0

Da mesma forma, multiplicando a segunda equagao do resolvente (3.4) por v e

integrando por partes de 0 a L, segue

L L
/ A+ QUggey] Tdr = / gvdz,
0 0

isto é
L . L L
2 _ _ _
/ Ao dr + g, 0|, —/ OUyy VAT :/ gudr,
0 0 0

que implica em

L L L
/ A |v|2 dr + g, (L)o(L) — ozummhf + / Oy U = / gudzx.
0 0 0

Consequentemente, encontramos

L L L
/ Mol dz + o |o(D)]? + / Uy U T = / gudz. (3.8)
0 0 0

Somando (3.7) e (3.8), chegaremos a

L L L L
/ a\ |uw|2 dx — / OV UprdT + / A |v|2 dr + « |U(L)|2 + / Uy Vg AT
0 0 0 0

L L
= / Q fraUppdr + / gudzx.
0 0
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Ou seja

L L L
A {/ o gy | da +/ |U|2d$:| +21Im (/ ozumv_mdx> i+ alv(L)]?
0 0 0

L L
0 0

Agora, da definicao dada para o produto interno em X

¥ w L L
(F7 U)X = ) :/ O foalzzdx +/ gudz,
0 0

X
com norma induzida

2

u L L
:/ a|um|dm+/ lv| dzx.
" 0 0

X

Tomando a parte real, obtemos

2

S
—
S|

A +alv(L)] =Re

<
s
<

X X

MUIE < Rel(F, U)] < I(F, D)l < IFIc 10l
1
Ul < 5 IF
1 1
| =7 Pl < S IF I

IO =47 <

>

(3.9)

Assim, pelo Teorema de Hille-Yosida (Teorema 1.6.1) e o Teorema 1.6.5, concluimos

o desejado.
Onde, para

Upe X, temos Ue(C(0,00; X).
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Isto é

(ug,uy) €V x H, temos u € C (0,00; V)N C*(0,00; H).

Enquanto que para
Up € D(A), temos U € C(0,00; D(A))NC'(0,00; X).
Ou seja,

(ug,uy) € D(A), temos

(u,1;) € C (0,00; D(A))NC*(0,00; V x H).

a

Nota 3.2.4 A existéncia e unicidade do problema, também pode ser provada usan-
do o Teorema de Lumer Phillips (Teorema 1.6.2), onde a condigao dissipativa de

A e a existéncia de \g > 0, tal que Im(N\g/ — A) = X, j& foram demonstradas.

3.3 Decrescimento da Energia Total

Definigao 3.3.1 Definiremos como energia total do sistema (3.1) a seguinte ex-
pressao
b1
E(t) = / 5 [m |w|” + BT |ug,|"] da. (3.10)
0

Teorema 3.3.1 O sistema (3.1) é dissipativo.
Prova: Consideremos regularidade suficiente para a solugao .
Multiplicando a primeira equacao do sistema (3.1) por u; e integrando de 0 a L,

obtemos

L L
m/ Ut dx + EI/ UgpapUedr = 0. (3.11)
0 0

Pela integracao por partes, segue

L L L
do = . dx = ; v d
Uggrs UtAT = ucca:a:ut|() - UgrrUrtAL = UggyUt 0o uxxuazt|0 + Uz Uzt AT,
0 0 0
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que implica em

L
/ umxwrutdaf - uxmm(Lv t)ut<L7 t) - urmm(oa t)”t(oa t) - umx(La t)uzt(L7 t)
0

1 [ d|ug, 2
+ Uy (0, )ugy (0, 1) + 5/0 |dt | dx.

De onde, obtemos

L 9 1 L d |Uxx|2
/ Ungzatpdz = 7 [uy (L, 1)] —uxm((),t)uzt((),t)+u$z(0,t)ucct(0,t)+§/ o dz.
0 0

Logo, pela condi¢ao u,(0,t) = 0, temos que u,(0,t) = 0, sendo assim

L 1 L 2
/ st = (L, O + / d“;—f'dx. (3.12)
0 0

Além disso, como

L 1 % d
/0 Uppdr = 5/0 |dtt| dx, (3.13)

substituindo (3.12) e (3.13) em (3.11), segue

m/L
2 Jy

d |Ut|2 2 1 L d |Uxx|2 B
7 dr + EI Qv [us(L,t)] —I——/O o dr » = 0.

2
Ou seja
d L 1 2 2 2
o | g [l + BT ug ] de = —EIy [u(L. 0]
0
Isto é
d
S E(t) = —EIy[u(L.t)". (3.14)

O que nos mostra claramente que o sistema ¢ dissipativo, isto é, a energia do

sistema ¢é decrescente com relacao ao tempo. O

3.4 Decaimento Exponencial da Energia

Aqui apresentaremos o resultado principal deste capitulo, para isto, usaremos

o método da energia que se baseia na construgao de um funcional de Lyapunov
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L equivalente a energia. Antes de atingir este objetivo, provaremos alguns Lemas

que serao usados na demonstragao do decaimento exponencial.

Lema 3.4.1 Seja o funcional F : (0,7) — R definido por

L
f(t):/ U U dT.
0

Entao, existe uma constante ¢ > 0, tal que

| F(t)] < cE(t), istoé, < cE(t).

L
/ TULULAT
0

Prova: De fato, pelas desigualdades de Holder e Poincaré, temos

L L L % L %
/ TUL U AT / U mdr| < L </ |ugg|2 dx) (/ |ut\2 d%)
0 0 0 0
L L % L %
/ ruzudr| < LC, </ ’umm|2 d$> (/ |U1t‘2 d“")
0 0 0

L c, L ) 3 Lo 3
Tuudr| < L m Uy | dx EI/ U dx) )
/0 t \/E[m( /0 s ) ( )

Aplicando a Desigualdade de Young, chegamos em

/L dz| < LCy {1{/L [t |” d +EI/L| |2d”
0 ' VEIm (2 /o 0 '

que implica

<L

L
LC
/ ruzupdr| < L_F(t). (3.15)
0 EIm
. LCP
Finalmente, tomando ¢ = , o resultado segue. O

vVEIm

Lema 3.4.2 Dado o funcional F, definido no Lema 3.4.1, temos

d_ L )
af(t) =3 lus(L, t)|" —

1
2

L EI 3EI [t
/ |ut|2dx__L/yux(Lat)ut(L7t)__/ |uzx|2 dx.
0 m 2m Jo
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Prova: Derivando F em relacdo ao tempo e usando (3.1), obtemos

d d L L
E]:(t) = E/o Tu udr = /0 T [Ugptty + Ugpty) d,

que implica em

d L EI L EI [*
—F(t) = / z [unut — —uxumm} dr = / TUpUpdx — — LUy U AT
dt 0 m 0 m 0

(3.16)

Agora, sabemos que

L 2
/ TULUdT = T ]
0 2

CLgt e L N
—5/ e d:p:§|ut(L,t)| —5/ |ug|” dx.  (3.17)
0 0 0

Além disso

L L
L
/ TUp Uz dT = TUgUggy|y — / [ty + TUgy] Ugpod
0 0

L L
= Lux(L,t)”yut(L,t)—/ uxuxmdx—/ Tl U AT,
0 0

de onde, segue

. : I e
/ TULU gz dr = Lryug (L, t)ut(L,t)—uxum|g+/ \um|2 do—r—=— ~|—/ —_dx,
0 0 2 o Vo 2
que decorre em
L 3 L
/ Pitesds = Lyt (L, (L, 1) + / iy |? d. (3.18)
0 0

Substituindo (3.17) e (3.18) em (3.16), finalmente obtemos

d L 1 [t EI 3EI [t
%}“(t) =5 lu (L, 7f)|2 ~3 /0 |ut|2 dx — ELVUz(La (L, t) — e /0 |um|2 dx.

|
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Lema 3.4.3 Dado o funcional de Lyapunov £ : (0,7) — R, definido por
L
L(t) =tE(t) + m/ TUL U T (3.19)
0

Temos

d
—L(t) <0, Vt>Ti.
dt()—a — 41

Prova: Derivando o funcional de Lyapunov, em relacdo ao tempo, usando (3.14)

e o Lema 3.4.2, teremos

d mL m [
5L = E(t) —tEIy [we(L, )] + T Jug(L, 1)]* — 5/ | da
0

EI [*
—EILyu, (L, t)u,(L,t) — 37/ || d,
0

que acarreta em

%E(t) = —tFEly |ut(L,t)|2+mTL \ug(L,t)|*—EILyuy (L, t)u, (L, t)—EI /OL || da.
(3.20)
Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que
L 2 L
Lo = | [ wmte] < [t 321

Sabemos, também, que

1
—tug (L, t)uy (L, t) < 8 |ug (L, 1) + o lug (L, t)|*

de onde, multiplicando esta expressao por EILvy e tomando § = 7. segue
Y

EIL%*y?

—ElLyug (L, t)uy(L, t) < —ET [ug (L, t)|* + Jug(L, 1)]*. (3.22)

Usando (3.21) e (3.22) em (3.20), teremos

48



d L
SL(t) < BTy [u( L0 + T (L) + BT (L, 1)

dt
EIL%*y?
= fudl L) = BT (L, 1),
que decorre em
Loy < epry — L BT
— — — — u .
at = T 4 e
Tomando
2mL + ETL*?
Tl = ’
AE T~

o resultado segue, isto é

d
—L(t) < t>T.
dtﬁ()_o, Vi>Ty

Teorema 3.4.1 Seja u a solugao do sistema (3.1) obtida no Teorema 3.2.1. Entao,
a energia total F(t) decai exponencialmente a zero, quando o tempo vai para o
infinito; isto é, existem constantes positivas C' e A, tais que a energia do sistema
satisfaz

E(t) < CE(0)e™, Vt>0.

Prova: Considerando o funcional de Lyapunov definido em (3.19) e o Lema 3.4.3,

temos que existe ¢; = ¢1(71) > 0, tal que

Além disso, do Lema 3.4.3, temos

tE(t) — meE(t) < L(t) < tE(t) + meE(t).

Logo, segue



Considerando Ty = max {7}, mc}, para algum ¢y = ¢(13) > 0, temos

CQE(O)

[t —mc]

E(t) < LVt > T

Assim, chegamos a

/TOOE (t)*dt < (c2)*E (0)° /Too L _1mcr dt < 0.

Finalmente, usando o fato da energia ser limitada, e a norma do sistema como
sendo a energia, pelo Teorema 1.6.6, concluimos que existem constantes positivas

C e ), tais que a energia do sistema satisfaz

E(t) <CE(0)e™, Vt>0.
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Capitulo 4

Resultados Numéricos para uma Viga

4.1 Problema Numeérico

Para a solug¢ao numérica do problema de vigas unidimensional de equacao

muy + Elugee, =0 em  (0,L) x (0,400), (4.1)

condicoes de contorno

u(0,t) =0 em (0,400)
uz(0,t) =0 em (0,400)
Uz (L, 1) =0 em (0,400)
Ugze (L, t) = yus(L,t) em (0, +00)

e condigoes iniciais dadas por

u(z,0) = ug(x) e u(z,0) = uy(x),

faremos uso do método de elementos finitos semidiscreto, que se caracteriza por
usar elementos finitos, na parte espacial e diferencas finitas, na parte temporal.
A seguir, encontraremos a formulacao variacional do problema e a sua res-

pectiva discretizacao.
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4.2 Formulagao Variacional

Consideremos o espago
V={ue H*(0,L) | uw(0) = u,(0) = 0}.
Multiplicando (4.1) por v € V' e integrando de 0 a L, temos
L L
m/ ugvdr + EI/ UpzarzVdx = 0.
0 0
Pela integracao por partes, segue

L L
m/ ugvdr + ET uxmv|0L — ET [/ umxvxdw} =0
0 0

L L
m/ ugvdr + Elug,,(L)v(L) — ET umvx|§ + FEI [/ umvmda}} =0
0 0
L L
m/ upvdr + Elug,,(L)v(L) + E1 [/ umvmdx} =0
0 0

L L
m/ ugvdr + Elyuy(L)v(L) + E1 {/ umvmdx} =0.
0 0

Assim, teremos
m (ug, v) + Elyuy(L)v(L) + ET (Ugy, Vg) =0, (4.2)

que corresponde a formulacao variacional de nosso problema.

4.3 Discretizagao do Problema

O método semidiscreto a ser usado tera a seguinte estrutura
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(i) Na discretizacao espacial consideramos o espaco de elementos finitos

Vi={w, eV; v, e PP(Q)} CV,

onde Q = (0, L), v§ a restri¢ao de vy, no elemento ”e” e P? () o conjunto
de polinomios ciibicos de Hermite definidos em €2°. Neste caso, considera-
mos a particao de Q em P subintervalos [;_1,x;] de comprimento h, onde

ro=0exp=L.

(ii) Para a parte temporal, usamos o método de Euler Implicito de diferencas

finitas, cuja aproximacao dos termos u; e uy sao dados por

U; — Ui—
Ut(l',t]) - ]Tt]lv
Uji1 — 25 + Uj
ug(,t5) =

At?
Neste caso, dividimos o intervalo [0,7] em subintervalos [t;_1,%;], onde

ti=j3At j=1,...,kcomty=0et,=T.

Sendo assim, discretizando o problema variacional (4.2), temos

Upyie] — 2Up i + Up i Upi — Upi_
( h,j+1 h,j h,j 1’ Uh) +ary (M) vVp+a ([um]h,j—i-l’ [vggz]h) = 0.

At? At
(4.3)
Além disso
) k) _ (y,), (0
up1 () = upo(x) + At (ur),, ()
up1(x) = (uo), (z) + At (u1), (x). (4.4)

Finalmente, de (4.3) e (4.4), chegamos a discretizagao completa de nosso problema,
como sendo
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m

m
Ags (Uhj+1, Un) + BT ([umﬁ]h,jJrl’ [U:cas]h> = g (2ung = unj-1, vn)

Com condicoes iniciais

uno(x) = (uo)y, (¥) e una(x) = (uo)y (x) + At (ur), ().

Nota 4.3.1 Como m representa a massa por unidade de comprimento, entao se
dividimos a nossa discretizacao completa, pela area da segao transversal S da viga,

teremos

p p
gz (U Un) +a <[u$$]h,j+17 [Um]h) = gz (2ung = unj-1, vn)

ary
—E (UPJ — UpJ_l) Up.

4.4 Resultados Computacionais

Nesta secao, apresentaremos e analisaremos varios resultados numéricos, os
quais confirmarao nossos resultados teéricos. Com este objetivo, dividiremos esta
apresentacao em tres situacoes. Nas duas primeiras, tomaremos valores arbitrarios
para a massa e o coeficiente de rigidez, no iltimo consideraremos valores usados
com muita frequéncia em simulagoes de estruturas flexiveis, como adotado nos

trabalhos de [Chen et al. (1987)]. Em todos os casos, tomaremos malhas de 90

elementos, comprimento de viga L = 1(m), At = 107°(s) e condigdes iniciais
dadas por
u(z,0) = 1L2x2 — le?’ + ix4 e u(x,0)=0
s 15 30 o '

(1) Consideremos inicialmente o coeficiente de amortecimento v = 0 e analise-
mos os graficos das oscilagoes de uma viga em wu(L,t), para 0 < t < 2
com valores arbitrarios para o coeficiente de rigidez EI, como mostram as

Figuras 4.1-4.4.
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uLy

uL
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-0 .06

1 L L L L L
o o2 a4 o8B a8 1.2 1.4 1.6 1.8 2

1
t (ElI=12.5)

Figura 4.1: Gréfico de u(L,t), para EI=125, v=0 e 0<t < 2.
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-0.08

-0.08
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1
t (El=25)

Figura 4.2: Gréfico de u(L,t), para EI=25 v =0 e 0<t < 2.
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-0.04 | .

-0.08 | -

-0.08 —

(8] 0.z 0.4 06 o8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
t (EI=50)

Figura 4.3: Gréafico de u(L,t), para EI=50, v =0 e 0 <t < 2.
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0.08

0.06 |-

004 | —

0.02 | —

uL

-0.02 |- —

-0.04 [ B

-0.06 |- —

-0.08 |- —

1 L L L L L L L
[u] 0.2 0.4 06 o8 2 1.4 1.6 1.8 2

t (EI=100)
Figura 4.4: Gréafico de u(L,t), para EI=100, y=0 e 0 <t < 2.

Observamos claramente que em todos os casos, nao ha nenhuma taxa de
decaimento da solucgao, isto se deve ao fato do coeficiente de amorteci-
mento ser nulo (v = 0). Este resultado se confirma independentemente do
tempo considerado, como pode ser visto nas Figuras 4.5 e 4.6, abaixo, que
correspondem aos graficos de u(L,t) com coeficientes de rigidez iguais a
3,125 e 25 em 0 <t < 8e 0 <t <4, respectivamente. Considerando que
o coeficiente de elasticidade é dado pela razao existente entre a rigidez de
flexao e a massa, podemos entao concluir que quanto maior ¢ a elasticidade

da viga, maior serd o seu numero de oscilagoes.

0.02 —

uLp

-0.02 |- —

-0.04 [ -

-0.06 | —

-0.08 |- —

L L L L 1 L L
o 1 2 3 4 5 =] i 8

t (EI=3,125)

Figura 4.5: Gréfico de u(L,t), para EI=3.125, y=0 e 0 <t <8.

o6



uLf)

0.08
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0.04 —

0.02 |- -

-0.02 -

-0.04 -

-0.06 -

-0.08 - —

[u] 05 1 15 2 25 3 35 4
t (EI=25)

Figura 4.6: Gréfico de u(L,t), para EI=25 v=0 e 0 <t <A4.

Além disso, comparando as Figuras 4.3 e 4.4 com 4.5 e 4.6 respectivamente,
podemos também confirmar que existe uma relagao entre o periodo de os-
cilagao da viga e sua elasticidade. Este é um fato esperado se comparamos
0 nosso problema, no seu extremo direito, com o movimento harmonico
simples de uma mola, onde a relagao entre o periodo de oscilacao T, a

massa m e o coeficiente de elasticidade k é dada por

m
T =om 2.
™k

Sendo assim, como o valor de m é o mesmo em todas as vigas, evidenciamos
uma relacao entre o periodo e o coeficiente de rigidez, entre duas vigas,

dada por
Tl\/ E1[1 - TQ\/ EQIQ.

No segundo caso, consideraremos trés vigas, com a mesma massa m =
1 e o mesmo coeficiente de amortecimento v = 0,005 em 0 < ¢t < 1.
Analisaremos os gréficos de u(L,t), para coeficientes de rigidez iguais a
25, 50 e 100, como é mostrado nas Figuras 4.7, 4.8 e 4.9, respectivamente.
Neste caso, podemos concluir que quanto maior é a elasticidade de uma
viga, a sua amplitude de oscilacao decaira mais rapidamente, se usamos o

mesmo coeficiente de amortecimento.
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Figura 4.7: Gréfico de u(L,t), para EI=25 v=10,005 ¢ 0 <t <1.
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Figura 4.8: Gréfico de u(L,t), para EI=50, v=10,005 e 0 <t <1.
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Figura 4.9: Gréfico de u(L,t), para EI=100, 7= 0,005 e 0 <t < 1.
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u(L.t

002

004

006+

(3) No terceiro e ultimo caso, tomaremos EI = 223,2, m = 3,58 e consi-
deraremos trés valores diferentes para o coeficiente de amortecimento 7,
em 0 <t <4. Apresentaremos os gréaficos de u(L,t), u(z,t) e da energia
E(t), para cada valor v, como mostram as Figuras 4.10-4.15, onde podemos
observar claramente a influéncia do amortecimento na estabilidade de uma
viga, fato que também se confirma ao observar o decaimento exponencial

da energia. Para v = 0,005, temos os seguintes graficos

0.08
008 2.5
0.04

0.02 H

0.5

0 05 1 1,‘5 2 2‘5 3 35 1 i 2I 3‘ 1‘1
t (E1=223,2 - Gamma=0.005)

Figura 4.10: (a) wu(L,t) (b) E(t)

0.1
0.05
ulx.t) B

-0.05+

Figura 4.11: Gréfico de u(z,t), para EI=223,2 ¢ v = 0,005 em 0 < ¢ < 4.
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u(L,b

Para v = 0,01, obtemos os graficos

2.5

0.51

Figura 4.12:
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0.04

0.02

ulx, b
-0.02

-0.04

-0.06

_0.08

0 [)‘5 1‘ 1‘5
t (E1=223,2- Gamma=0.01)

‘ ‘ ‘ ‘ : ; ; "
2 25 3 35 4 1 2 3 4

(a) u(L,t) (b)  E()

Figura 4.13: Gréfico de u(x,t), para EI=2232 e v = 0,01 em 0 <t < 4.
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u(L.b

Finalmente, para v = 0, 05, segue os graficos

04 0.84
0.6
% 04
0.29
0.08
01
o]
0 D.‘5 1‘ 1.‘5 2‘ 2.‘5 :; 3.‘5 4 i 2I 3‘
t (EI=2232- Gamma=0.05) :
Figura 4.14: (a) wu(L,t) (b) E(t)

0.1
0.084
0.06
0.04+

ux t
T 0.02+

-0.02 1
-0.04

Figura 4.15: Gréfico de u(z,t), para EI=2232 e v =0,05em 0 <t < 4.
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Capitulo 5

Estabilizacao Exponencial Uniforme de

Conexoes em Série de Vigas

5.1 Introducao

Neste capitulo, apresentaremos os principais resultados deste trabalho, que
correspondem ao estudo da existéncia e unicidade, assim como, a estabilidade
exponencial uniforme da soluc¢ao do problema de conexoes em série de vigas. A
estrutura a ser estudada apresenta N vigas fortemente ligadas, com controladores
nos noés intermedidrios, uma viga engastada e um unico estabilizador localizado no
extremo direito, do tultimo elemento. Mostraremos que este unico estabilizador é
suficiente para conseguir o controle de vibragoes para este tipo de estruturas, desde
que haja uma certa distribuicao decrescente na sequéncia dos elementos, segundo
as suas propriedades elasticas.

O modelo matematico para este problema unidimensional é representado por

um sistema acoplado, composto por N equacoes diferenciais parciais
mity + Eiljugpe, =0 sobre (z;_1,2;), com i=1,2..,N e t>0. (5.1)

Representaremos as N vigas unidimensionais pelo segmento J; = [z;_1, x;] e assu-
miremos que todos os elementos da composicao possuem densidade de massa m; e
rigidez flexao F;I; constantes em cada J;.

As condigoes iniciais, de continuidade, de contorno e de transporte sao definidas
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por

u(z,0) = ug(x), w(z,0) =u(x), 0<z<L (5.2)

u(zo,t) = ug(xo,t) = Uge(L,t) =0 (5.3)

u(x; , t) = u(x],t) (5.4)

ug (], 1) = ug(z] 1) (5.5)

— [Eiliuge (27 ,t) — B Liiug (o, 8)] = wi(t), 1<i<N-—1 (5.6)
Eilittge (1) — By LU (2], 8) = woi(t), 1<i< N —1, (5.7)

onde, apenas um dos controladores wy;(t) ou we;(t), devera ser usado. A condi¢ao
desta escolha dependera do tipo de controlador utilizado nas juncoes. Para o caso

da juncao com suporte rigido, temos

Assim como

no caso da juncao com controlador do tipo angulo guia.

Além disso

ENINumx(L, t) = kONUt(L,t) onde kON > 0, (510)

representa o unico estabilizador da estrutura, localizado no extremo direito do
ultimo elemento da composicao.

De forma geral, assumiremos que os controladores tém a seguinte composicao

woi(t) = kojug(x, t) — ciugy(z;,t), para 1 <i< N —1
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wi(t) = coug(xy, t) + kyjug(z;,t), para 1 <1< N —1.

Embora, nos limitemos ao estudo analitico, para
koi >0, ki =0 e ¢; =0, para 1<i< N —1,

isto é, para conexoes do tipo suporte rigido, os procedimentos e conclusoes servem
como modelo para o estudo de outras situagoes. Antes de provar a existéncia e

unicidade do sitema (5.1)-(5.7), faremos um estudo sobre a sua controlabilidade.

5.2 Controlabilidade do Sistema

Antes de comentar sobre a teoria de controle para o nosso problema de N
vigas, faremos primeiro um estudo analitico da sua formulagao variacional.

Para isto, consideremos as fungoes

M = M(x) =) mix;(z) e EI =EI(z) =Y El,(x),

i=1 =1

onde s, () representa a fungao caracteristica do sub-intervalo intervalo (x;_1, z;),

e tomemos

V= {ue H(0,L); u(0) = u,(0) =0}

Entao, podemos representar a nossa formulacao variacional do sistema, como sendo

L L
/ Muyvdx + / FElu,,,,vdx =0,
0 0

que implica em

N . N 2
Zmz/ ugvdr + ZEJZ/ UpgraVdr = 0.
i=1 1 Tio1

T
Fi— i=1

Logo, integrando por partes e levando em consideracao a descontinuidade em algu-
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mas variaveis, nas jungoes, obtemos

N @ N B N _ N T
Zmi/ uttvda)—l—ZEJ@' ummvﬁ; —ZE,-II» umvxﬁ; —i—ZEi],-/ Uy Vpwdr = 0.
=1 Jeia i=1 Rt Rt Ti-1
Usando (5.3)-(5.7), segue
T4 N Xq

ugvdr + ZEZI’L/ Uz Ve dx + wo1 (L) (1) + w1y () vy (1)
i—1 Ti—1

=1

+w02(t)1)(.7)2) + wlz(t)vx(l’g) 4+ ...+ U)()N(t)U(JIN> —|—’UJ1N<t)Um<LL’N) = 0,

que implica em
ugvdx + E Ei[i/ Uy Ve AL
i—1 Ti—1

i=1

Ti_

1 v(xy) ve(z) v(xe) ve(xe) -+ v(zy) ve(zn) wia(t

wON(t)
|t |
De onde, definindo o operador C', como sendo
v— Cv = (v(x1), ve(z1), v(x2), Vo(2), ..., v(TN), Ve(TN)),
isto é,
vC' =1 w(@r) va(r1) o(w) velwa) - v(an) velaw)
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chegamos a

N o N o
Zmi/ ugvdr + ZE’L/ UppVgzdr + vC W (1) = 0.
i=1 Ti-1 x

=1 i—1

Assim, concluimos que o termo
vC'W (1),

¢é responsavel pelo controle do sistema, de onde, assumindo

temos

i—

N . N o
Zmi/ ugvdr + ZEZ[Z/ U Vazdr + vC K Cuy(t) = 0,
i=1 Ti-1 i=1 Ti-1

isto é

L L
/ Muyvdx + / ETu,,v..dx + vC'KCuy(t) = 0,
0 0

que representa um sistema equivalente para o problema.

Nota 5.2.1 Em nosso trabalho, consideraremos a matriz K como sendo compostas

por N sub-matrizes K;, de ordem 2 x 2, com 1 < i < N, localizadas ao longo da
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diagonal, onde todas as outras entradas sao nulas, isto é

Ky ... 0
K

0 . Ky

O que equivale a dizer, que os nossos controladores nas jungoes apresentam apenas

respostas locais.

Além disso, assumiremos que as sub-matrizes K; sao da forma

K, = "1, k>0, k>0, ¢ EeR, 1<i <N,

de onde, usando a condigao

W(t) = KCuy(t),

implica em assumir que

Koiug (4, 1) — citte (74, 1) = woi(t), para 1 <i < N

ciug (T4, 1) + kit (T, t) = wy;(t), para 1l <i < N.
5.3 Existéncia e Unicidade

Para demonstrar a boa colocacao de nosso problema, usaremos métodos simi-
lares aos usados no capitulo 3, para uma viga. Apresentaremos, também, defini¢oes
e resultados importantes que antecedem a demonstragao principal. Utilizaremos
neste caso, o Teorema de Lumer Phillips (Teorema 1.6.2) ou os Teoremas 1.6.7 e

1.6.8.

Para comecar, definiremos o operador linear A, o espago de fase e o dominio
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onde ele deverd atuar.

5.3.1 Problema de Cauchy Abstrato

E
Substituindo —— = q; na equagao (5.1), segue
my

Ut + Qe = 0, em (2,1, 2;).

u' A
, onde u' = U |(g,_,2,), definiremos a representacao

Considerando U’ =
i
Uy

abstrata de Cauchy, em cada sub-intervalo (z;_1,z;), como sendo

diUi _ ul _ 0 I u
' ~0i (Ve 0 ) \

Portanto, o operador linear A; em cada sub-intervalo, serd definido por

0 1
—Q ()J:a:zx 0
Sendo assim, tomando
Ul
U? . u
U= , com U' = ,

Ut

UN

podemos obter a seguinte representacao abstrata de Cauchy, para o sistema com-

pleto
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Utl A 0 o - 0 U!
d p— _
dt~ B
UtN—l : . Ay_, O N-1
UtN 0O - -.. 0 Ay UN

Logo, fica evidente a definicao de nosso operado A, como sendo

A, 0 - .. 0
0 A
0 0
A=+ 0 - : , onde 0= : (5.12)
0 0
Ay O
0 0 Ay

5.3.2 Definicao do Espacgo de Fase e Dominio do Operador

Procedendo de forma analoga, ao caso de uma viga, consideremos

X' = {U' € H*(wimy,2;) x L (21, 2,)}

Ul
U? 4 u’ . .
U= , onde U'= s U= Uy ) € V=0 (@)
) o
UN
Logo, podemos definir o espaco de fase X, como sendo
N
X = {U e [[X% «'(0) = u(0) =0, w(z}) = u't' (z]),
i=1
uh(z;) =ult(zf), 1<i< N—1}. (5.13)
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Sendo assim, o dominio do operador, para o caso da conexao com suporte rigido,
serd definido por

D(A)={U € X; AU € X, u),,(L) =" (L), u},(L) =0,

Txrxr rx

rxrxr

(xl_) B EH‘l]i‘HuH_l (I’j_) = koivi(mi)v koi > 07

Trxr

ol (7)) = apult!(af), 1<i< N -1},

xrx K3

de onde, segue

D(A)={U e X; U' € H (w1, 2;) x H*(z;1, 1), u® (L) =™ (L), v} (L) =

rxrxr xrx

Bl (x;) — B Lulhy (x]) = ko' (2), Ky >0,

il (7)) = aipmult(af), 1<i<N-—1}. (5.14)

Tx K3

De forma similar ao Capitulo 3, para o caso de uma viga, nao é dificil ver, que A

é fechado e seu dominio D(.A) é denso no espago de fase X.

5.3.3 Natureza do Operador

Lema 5.3.1 O operador linear A, definido em (5.11)-(5.12), é dissipativo.

Prova: Consideremos o produto interno, no espago de Hilbert X, como sendo

N w1 Tig1
0 =3 [ [ g [ g
— z Tio1

=1 i—1

onde
F! Ut
F? U? . I . u'
F= , U= , com F'= e U'=
g i
FN N
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Para todo U € D(A), temos

vt ul
_alu;:xzx vt
v? u?
(AU’ U)X - _azuix’x:v ’ U2 ’
UN U/N
TONUpyza o

que implica em

(AU, U)y

Mz

Tit1 Ti+1
i l i
/ Uxxuxx d;U / zxx:): d.f(,’
i Ti—1

=1 -

de onde, aplicando integragao por partes, segue

N Tit1 N EzIz —

— . 7 _ ¢ 7
(AU, U)y = E a; Vi ui dx E UV
i=1 Ti—1 i=1 1 Tiq

z; N Tit1
’L — . (2

+ E o ul vt " E o / ul i dx| .
Ti—1 i=1 Ti—1

Logo, usando as condicoes de contorno, de transmissao e de continuidade

v(0) =0, aul(z;)=aiquitt (@) e v'(z)) = v (z}), paral <i < N -1,

T x (2

teremos

i—1 i—1

N Tig1 Tit1 N Bl e

_ ) i _ i _ Ll i
(AU, U)y = E o / ve ul o dx / ul vl dx E = Uy, V|
i=1 @ @ i i

Considerando a parte real, chegamos em

N
EiI
e(AU, U)y, = —Re Zm- (L

i=1
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Finalmente, tomando m = max {my, ma,...,my}, conseguimos

N

i=1 v

Z;

Re (AU, U)y = —Re

+
x

< —Re
1

que implica

Nen o e
Re (AU, U)y < _E; v ()] < 0.

5.3.4 Equacao Resolvente

Considerando
! U!
F? U?
F = eEX eU-= € D(A),
N UnN
com
’ fz 4 ut
F' = A eU'= A
g’l /Ul
Substituindo em
AU — AU = F,
teremos
)\ul _ Ul fl
)\Ul + aluzlcx:m: gl
2 — 02 f2
Av? + ou?, =1 ¢ |
)\UN o UN fN
N N

N
Av? — ONUgyry g
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que podemos representar, como

i — i = fi
1<i<N. (5.15)
M+l =g

Agora, eliminando v* e usando as condicoes de contorno, de continuidade e de

transporte, teremos

Nut + gl = g+ Aflem (wi_1,2;)
WO =ul0) = wl(L)=0
WD) = NI - (D)
u'(z;) = u i (z}), 1<i<N-—-1
W) = w), 1<i<N -1
Eility,(v;) — B linugha () = k' (z) — ()], 1 <1< N -1
Qi (z7) = caughi(a), 1<i<N -1,

(5.16)
que correspondem a forma geral das equagdes do resolvente para o operador A.
De forma similar ao problema de uma viga, estudaremos a boa colocagao
deste sistema, neste caso, apenas para A = 0. Usaremos, também, o Teorema
de Lax-Milgram (Teorema 1.5.2) e o Teorema da Regularidade Eliptica (Teorema
1.5.3).

A seguir, definiremos os espacos que serao usados no proximo Lema.

X = {uZ c H? (Iz’—hxi)} ;

), gl () = gl (o),

E,Lu

rxrxr

(z7) = B Ll (o) = koug(z;), 1<i <N -1},

Trxr
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onde

uN

Lema 5.3.2 Para A = 0, existe uma tnica soluc¢ao para o sistema (5.16), onde

ut f!
u? f? al
U= €X7 F = EH[H2 (xi717xi)i| )
. : i=1
ulv N
gl
2 N

gN

, 1<i<N
A
QiU ray g
Resta, verificar a existéncia de solucao para
oty =g, 1 <1< N,

munida das condigoes de contorno, continuidade e transmissao dadas em (5.16).
Faremos inicialmente a formulacao variacional do problema, com a finalidade de

definir adequadamente os funcionais a serem usados na demonstracao. De fato,
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multiplicando as equacoes por w®, onde

e integrando em 0 e L, teremos

Tit1l ) N Tit1
z 7 _ )
E / Uy, W' AT | = E / g'w'dz
Ti—1 i=1Y%Ti—1

=1

que implica

Mz

N - N
QG Uy W ot ) — a;
i=1 ‘ i=1

i+l . Ti+1 . .
7 7 _ 1.1
/ uy we dr| = E / g'w'dx,
Ti—1 i—1Y Ti—1

=1

de onde, segue

N ' ’ N v N rmn
1 7 T T v 7
_E a;kov () w' (z;) + E ozi/ ul w dr| = E / g'w'de,
i=1 i=1 Ti—1 i=1Y Ti—1

isto é

N Titl ) Tit1 N . .
Z [ / u;zw;wdx} Z/ g'w'dr + Zaikgif’(xi)w’(xi),
i=1

=1 -

onde, kON = ’)/ENIN-

Logo, tomando os seguintes funcionais
B:XxX—=R e F:X—R.
Definidos por

N Ti4+1
i
E [ / umwmdaﬂ} ,

=1

16}



N pwien N A A
F(W) = Z/ gw'dr + Zaikol-fz(:zi)wz(xi).
i=17%i

Fi-1 i=1

Com produto interno e norma no espaco X, como sendo

N i
. (A 1
(U, W)y = E / uy w. dr,
i=1 YT

N Tit1 )
Ly / [ d.
i=1"%i-1

Nao ¢ dificil ver que B é um funcional bilinear coercivo e continuo, assim como,
a linearidade e continuidade do funcional F. Portanto, pelo Teorema de Lax-

Milgram, existe uma unica U € X, tal que
B(U,W) =F(W), YW e X.
De onde, concluimos

JUeX; ayul,,, =g, coml<i<N.

Z.

Nota 5.3.1 Pela elipticidade dos operadores «; () temos também, que u' €

xxxrx’

H*(z;_1 z;). Portanto, passando para os espagos X e D(A), concluimos que
VF e X, AU € D(A), tal que — AU = F.

Nota 5.3.2 Pelo Lema 5.3.2 e a Nota 5.3.1, concluimos que 0 € p(A).

Nota 5.3.3 Do Lema 5.3.2 e a Nota 5.3.1, concluimos também, que A é sobreje-

tivo, portanto, é inversivel. Logo, tomando

M—-A=AMNAT-1T).

76



Pelo Teorema (1.6.7) e considerando

1
B=M"' S=-T¢c |\ <—,
A=

segue que (AA™! — I) é inversivel, assim temos

A — A é, também, inversivel.

Nota 5.3.4 Da observagao anterior, segue também, que D(A) é denso em X.

Basta usar o Lema 3.2.3, do capitulo 3.

A seguir enunciaremos o Teorema que garante a Existéncia e Unicidade do

problema de conexao em série de vigas, para conexoes do tipo suporte rigido.

Teorema 5.3.1 Sejam Uy € D(A) et > 0. Entao, existe uma unica solugao para

o sistema (5.1)-(5.7), satisfazendo

U(t) € C(0,00; D(A))NC*(0,00; X).

Prova: Como D(A) é denso e A é fechado, por se tratar de um operador
diferencial no espago das distribuigoes, assim como A é dissipativo e 0 € p(A)

(conjunto resolvente), o resultado segue da aplicacdo do Teorema 1.6.8. O

5.4 Decaimento Exponencial da Energia

Consideraremos a conexao entre as juncoes do tipo suporte rigido, e o meca-
nismo de controle, como sendo proporcional a velocidade no ponto da respectiva
juncao.

A continuagao, citaremos defini¢coes e Lemas importantes a serem utilizados

na demonstracao principal.

Definicao 5.4.1 Definiremos como energia total do sistema de N vigas acopladas,
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a seguinte expressao

N
B(t) = S E(1), (5.17)
=1
onde
Ei(t) = / 5 [mileaf® + il e ) (5.18)
Ti—1

L(t) = Li(t), (5.19)
onde
Li(t)=(1- 5)t/ 1 [m; w|? + BT |Um|2] dx + 2/ Z m;xu, de, (5.20)

com 0 < e < 1.

Lema 5.4.1 Dado o funcional £;, definido em (5.20), temos

%ﬁi(t) —_ / Q] d — / (R du, (5.21)

onde
Qi(x, y) = 2E;1;(1 — &)t [ugligpe — UggUss] — My |ut|2
2B ;v gty — 2B Lty Uyy — Ei L |um]2 (5.22)
e
Ri(x,t) = em; |w|” + Eil; (24 €) [uga|” . (5.23)

Prova: De fato, derivando (5.20) em relagdo ao tempo, teremos

d

+(1 — 5)75/ [2muuy + 2B Lty dx
Ti—1
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x; T
+2/ M TU UpdX + 2/ M LU U AT
Ti—1 Ti—1

De (5.1), segue que

My = —FEiliUypp,.
Substituindo a igualdade acima em (5.24), chegamos a

d

i1

Ti—1

T4 Zq
—2EZL-/ TUpgprUs AT + 2/ T LU Uy AT
Ti—1 Ti—1

Sabemos que ocorre

[uzxazut]x = UggagUt T Upze Uty

[uxmutx]a; = Uggg Uty T UzgUtza-

De onde, obtemos

[umcut:): - uxxxut]m = UgzgUtgr — UggzzUt-

Substituindo (5.26) em (5.25), teremos

d .
Eﬁi(t) =(1- 8)/ [mi ’Ut‘Q + Bl |Um‘2} dx

+2(1 — 6)tEZ~Ii/ (Ugg Uy — Uggpty], dx
i1

xi Zq
—2F;1; / LUz UgdT + 2 / LUz dT.
Ti—1 Ti—1

Sabemos, também, que

[« |Ut‘2]x = [ue]? + 2zupuss,
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isto é

1
TUUpy = 5 { I:I' |ut|2L& — |Ut|2} . (528)
Substituindo (5.28) em (5.27), temos

%‘Ci(t) :mi/ ]ut\2d:1:—|—EiIi/ ]um\de—smi/ ]ut\zdx

i— i— i—

—5E1~Ii/ |um|2 dx 4+ 2(1 — 6)tEZ-IZ-/ [Ugp Uty — Uggply], dT
xT; Ti—1

i—1 -

2 2
_2EZ~]Z~/ TUpgpr Up AT + mi/ [x | ]x dx — mi/ lug|” dex,
Ti—1 Ti—1 Ti—1

que implica em

%‘Ci(t) :Ei[i/ ]um\2dx—5mi/ ]ut\2dx—5EiIi/ ]um\de

+2(1 — 8)75Ei[7;/ (U Uty — UgzzUy], dT — QEZ-IZ-/ TUppp Uy AT
Ti—1 Ti—1

+m; /QCZ [m|ut|2}$dx.
Tio1

Agrupando de forma conveniente, teremos

d g Zq

i—1

—2(1 — 5)thIz / [U:pmcut - uxxut:r]x dz + ml/ [.73 ’ut|2] z dx
Ti—1 &

i— i—1

—2FE;1; / |um|2 dx — em; / |ut|2 dr — 5Ei]i/ |um|2 dzx,
XTi—1 Ti—1 Ti—1

isto é

d

dt Ti—1

— / {2(1 — et Bl (Ut — Ugptiyy] }, do + / [mix |ut|2]x dx
Ti—1 Ti—1
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_/ (2B, |uge? + e [uy? + e Bi 1 g} da (5.29)

Finalmente, sabendo que
2

2 2 -2
—2UgpUgy — |uxx| — 2XUgrUgry,

segue a relacao
[qumxux — Uy lly — T \um]2]z = 20 Uppralle — 3 \um]2 ) (5.30)
Logo, substituindo (5.30) em (5.29) e agrupando, chegaremos ao resultado desejado

%Ei(t) = —/ i {EiL; [220Up00te — 2Uppuy — @ \umﬂ
Ti—1

—m;T |w|2 +2(1 — )tE L [Ugpntly — Uy lss) }x dx

i—1

Lema 5.4.2 Seja L, o funcional de Lyapunov definido em (5.19)-(5.20), onde u é
solugao do sistema (5.1)-(5.7). Se

mipy >m; e Bl > Ejgliy, para 1=1,23..,(N—-1),

entao

d d &
%/J(t) = %;Ez(t) <0, para t>Tj,
isto é

N T T;
> {/ [Q.] dx +/ |R'] dl‘} >0 para t>T).
=1 Ti—1 Ti—1

Prova: Inicialmente trabalharemos com o termo R’. Sabemos pela definicao dada
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no Lema 5.4.1, que
Ri(z,t) = emy [ug|” + Ei; (2 + €) [uae|” -

Portanto

R'(x,t) > ¢ [mi |u,5|2 + E;1; \umlz} , (5.31)

que implica em

Resta agora, provar que

i{/ Q; df} Z{Q 2, t) — Q(zi1,1)} > 0. (5.32)

Para faciltar a notacao e a visualizagao da demonstracao, faremos um reagrupa-
mento adequado e definiremos de forma simplificada certos grupos de equacoes.

Sendo assim, da expressao

N
Z{QZ(.CE“t) _Qi(mi—lat)} = Ql(.Tl,t)—Q (an )+Q2(aj2> )_Q2<$17t)+Q3(373at)
p Hl,_/ —_—— ——— Y ——

0 2 1 3

N

—Q*(x2,t) + ... + QN Nan_1, ) QN 1(361\7 2, )+QN(96’N7 ) QN (xy_1,1).
—— N — Z
2 N1 N_2 N N-1

Reagrupando e denotando S;(t) como sendo

So(t) = —Q*(z0,t) = —Q*(0, 1), (5.33)
Si(t) = Q'(z4,t) — Q" (z4,t), onde 1<i< N —1, (5.34)
Sn(t) = QN (xn,t) = QN (L, 1). (5.35)
Obtemos N ~
D AQ @i t) = Qwin, D} = D _Silt). (5.36)



Além disso, da definicao dada no Lema 5.4.1 para Q°, onde

Q' (x,y) = 2E:Li(1 — )t [Ulpme — UptUina] — My [y

2

podemos fazer a seguinte reagrupacao
Q" (z,t) = 2E:I;(1 — &)t [Ugtipes — UgtUsy]

Q2(z,t) = — myx |uy|”
Q% (x,t) = 2B Li7ustana
QY (z,t) = — 2E; LUy,

QP (x,t) = — ELx [ug,|” .

Desta forma, teremos
5

Q'(r,y) = > _Q%(x,y).

J=1

Aproveitando esta notagao, podemos definir
SY% (1) = —QY(wg,t) = —QY(0,t), onde 1< j <5,
SU(t) = Q(ws,t) — QM (2;,t), onde 1<i<N—1e 1<j<5,
SNI(t) = QN (xy,t) = QNI(L,t), onde 1< j<5.

Ou seja

5
Si(t) = SY(t), onde 0<i<N,
j=1

83

(5.37)

(5.38)
(5.39)
(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)



que implica em

N

D {Qwit) = Qi )} =) ) _S(t). (5.46)

i=1 =0 j=1

No que segue, faremos um estudo analitico das expressoes Sy(t), S;(t) em 1 <

i < N —1, Sy(t) e observaremos as condigbes a serem impostas, para que elas

assumam sempre valores nao negativos.

(i)

Analisando a expressao Sy(t).

Como zy = 0, usando (5.22) e (5.33), temos

So(t) = =2E111(1 — &)t [ug (0, ) tppe (0, 1) — e (0, )tupy (0, 1)]

—|—2E1[1’U,x(0, t)um((], t)

Pelas condiges de contorno dadas em (5.3), segue

ut(O, t) = u$t(0,t) =0.

Em consequéncia disso, obtemos

So(t) = 0.

Analisando a expressao S;(t) para 1 <i < N — 1.
Neste caso, observaremos separadas as expressoes S, S G Gt e G5

De fato, usando (5.37) e (5.43), para S, teremos

Sil(t) — Qil(xi7t) . Qi+1’1(ZL‘Z‘, t),

que implica em

SE(t) = 2B, ;(1—e)t [Ustare — UptUae] —2Ei 11 L1 (1—6)t [UUppe — UptUsg)] -
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Agrupando e usando as defini¢goes dadas para os controladores em (5.6) e

(5.7), segue

Sil (t) = 2(1 — E)t Ut [Elfzumm(x;, t) — Ei+1ji+1uxmz(l'j, t)]

.

-~

wo; (t)

— Ugt [Ezjzumc(xz_a t) - Ei—&-lIi—l—luxx(x;"—a t)}

-

-—
—wi;(t)

Considerando um suporte rigido nas jungoes, com controlador de cisalha-

mento proporcional a velocidade na juncao, isto é, o controlador wy;(t) = 0

e supondo wy;(t) = ko;us, chegamos a

S(t) = 2(1 — &)kost |ug (s, )]* > 0. (5.47)

Para S, temos

SP(t) = Q% (wi, t) — Q" (i, ).

De onde, usando (5.38), segue

S2(t) = (=mi + mi1)wi |ug (@i, )]

Logo, concluimos que

512(t) Z 0, S€ M Z m;. (548)

Analisando S%, vemos que

Sig(t) — QB(l’z‘,t) _ Qi+1,3(xi’ t).
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Assim de (5.39), temos

SZ3<t) - 2xzux\|:Ez]zuxxr<xz_u t) - Ez—&—l]z—l—luxmm(Ij_; t)]/a

wo;(t)

de onde, segue

Este termo é absorvido por S™(t) e [7' [R']dx.

Ti—1

Para S, obtemos
SH(t) = Q" (wi, t) — Q7 (i, 1).
Considerando (5.40), chegamos a

SM(t) = 2u$\[—EiL~um($i—, t) + By L ug (2] t)l

wi4(t)

Considerando um suporte rigido nas juncoes, segue
SH(t) = 0. (5.50)
Finalmente, analisando S*, usando (5.41) e (5.44), concluimos que
SB(t) = Q¥ (ws, t) — Q5 (i, 1)

= [— E;l; ‘uacac(xi_7t)‘2 + Eit1lin ’Um(!l‘:r,t)ﬂ :

Da condigao do suporte rigido nas jungoes, temos

Eiliug,(z;,t) = B Lipiug, (2], 1),
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o que implica em

(Ei+1]i+1)2

t* =

70

Assim, substituindo esta expressao na equacao acima, segue

2
_Bialin)” |um(xz~+,t)}2 + Bl ‘“xx($j7t)‘2]

SP(t) = x;
(t) == B

Ei Iz ?
_ B li)” + Ei+1]i+1] |um(xj,t)}2.

Eil;

De onde, obtemos

; Eip;
SP(t) = i [~ Bl + Eilj (%) ’“m(%jﬁ)ﬁ

Logo, concluimos que

515(15) > 0, se Ez[z > Ei+1[i+1- (551)

(iii) Analisando a expressao Sy(t).

Como zy = L, de (5.22) e (5.35), segue
Sn(t) =2EnIn(1 — &)t [ue(L, €)tppa (L, t) — gt (L, t) e (L, )]

—mn L |ug(L, )| + 2EnIn Lug (L, ) tgee (L, )
—2E NIty (L, gy (L, t) — ENINL [ugo(L,t)|* .

Usando as condigoes (5.3) e (5.10), temos
Sn(t) = 2EnIn(1 — &)t [uy(L, ) konug (L, 1)) — my L jug (L, t)[?

+2ENINL'LLI(L, t)kONUt(L, t)
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= 2kONENIN(1 — E)t |Ut(L,t)|2 — mNL |U,t(L,t)|2

+2]€0NENINLU$(L, t)ut(L, t).

De onde, fazendo uso da relagao
1 2 1 2
- |u$(L,t)| |ut<L7t>| > _5 |u$(L7t)| - 5 |ut<L7t)| )
temos
SN(t) Z QkQNENIN(l — E)t |ut(L, t)|2 — mNL |ut(L,t)|2

—2kon ENINL |ug (L, t)| |uy (L, t)]
> 2kon EnIN(1 — &)t |us(L, t)\2 —myL |u (L, t)]2
hon EnInE [ua (D, ) + kon ExInL |us(L, 1]
= ko EnIn(1—e)t |ug(L, t)* + ko ExIn — mn] [us(L, 1))
+hon EnINL |uy(L, )]

Logo, existira um T}, suficientemente grande, tal que
Sy(t) >0, para t>T;. (5.52)

Portanto, de (5.46)-(5.52), concluimos que.

Se

mip1 = m; e Eily > Eig .

Entao

N 5
ZZSU(t) >0, para t>Tj.

i=0 j=1

O

Teorema 5.4.1 Considerando u solu¢ao do sistema (5.1)-(5.7), satisfazendo as
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condicoes do Teorema 5.3.1, assim como
miq Z m; ¢€ Ezlz Z Ei+1]i+17 com 1 S ) S N — 1.

Entao, existem p, A > 0, tais que a energia do sistema, tem decaimento exponencial

uniforme, isto é

lon [
i=1 Y ¥i-1

N X
L o
g;wkgggliﬂmﬂmF+Emu%%ﬂﬂm;Vtzu

Prova: Considerando o funcional de Lyapunov definido em (5.19)-(5.20) e o Lema

5.4.2, existe ¢; = ¢(T) > 0, tal que
Além disso, é facil mostrar que existe ¢y > 0, tal que

L
/ 2z (z, )ug (z, t)dr| < coE(t).
0

Logo, tomando M = max {my, ma, ..., my} e ¢ = coM, segue

201 —e)t—c E(t) <L(t) <[2(1 —e)t+c] E(t), para t > T,

que implica em

2(1 —e)t — ] E(t) < 1 E(0), para t>1T;.

Considerando T, = max {Tl, ﬁ}, para algum ¢y = ¢(T3) > 0, temos
—€
CQE(O)
Fi) < —————— t>T,.
W= ga_gi=qg P¥® 2

Como a energia F(t) é limitada em [0, T3] , a inequagao se estende para as condigoes
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iniciais. Entao, teremos

/;OE(t)?dtgcgE(o)z/: {m_;e)t_crdmoo.

2

De onde, aplicando o Teorema 1.6.6 e usando a norma da energia

2
N .
u 1 o 2 2
Uy i=1 v Ti-1
X
concluimos a existéncia de u, A > 0, tais que

E(t) < pue™™E(0), Vt>0.

ET
Nota 5.4.1 Considerando @ = —, como sendo o coeficiente de elasticidade de
m

uma viga, entao
mipr > m; e By > FEiliy, para 1<i<N-—1,

implicard em

Bl < E;I;
My My

I

isto é

a1 < para 1 <i< N -—1.

Conclusao 5.4.1 Os resultados encontrados fornecem uma importante interpre-
tacao fisica, com relagao a estabilidade em uma conexao de vigas em série. Se os
coeficientes de elasticidade das vigas ligadas em série, guardam uma relacao de-
crescente, desde seu extremo engastado até o seu extremos livre, entao a supressao
de vibragoes é conseguida com apenas um agente amortecedor externo, localizado

em seu extremo livre, e mecanismos de controle, usados nas juncoes.
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