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Nacional de Computação Cient́ıfica, 2010.

xi, 92 p. : il.; 29 cm
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Resumo da Dissertação apresentada ao LNCC/MCT como parte dos requisitos

necessários para a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.)

ESTABILIZAÇÃO ASSINTÓTICA E CONTROLE NO PROBLEMA

DE CONEXÕES EM SÉRIE DE VIGAS

Edgar Manuel Chipana Huamańı

Novembro , 2010

Orientador: Jaime Edilberto Muñoz Rivera, D.Sc

Co-orientador: Santina de Fátima Arantes, D.Sc.

Neste trabalho, estudamos a modelagem de um sistema de N vigas inter-

conectadas entre si, onde um de seus extremos está engastado e o outro está sub-

metido a um mecanismo dissipativo do tipo friccional. Mostramos a boa colocação

do modelo, usando a teoria de semigrupos; e usando o método de energia, prova-

mos que o sistema é exponencialmente estável. Finalmente, através dos métodos

numéricos, confirmamos estas propriedades para o correspondente modelo discreto.

Fazemos a modelagem numérica e obtemos gráficos que mostram a evolução da

solução do modelo.
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Abstract of Dissertation presented to LNCC/MCT as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Sciences (M.Sc.)

ASYMPTOTIC STABILIZATION AND CONTROL IN THE

PROBLEM OF SERIALLY CONNECTED BEAMS

Edgar Manuel Chipana Huamańı

November, 2010

Advisor: Jaime Edilberto Muñoz Rivera, D.Sc

Co-advisor: Santina de Fátima Arantes, D.Sc.

In this work, we study the modell of a system of N beams interconnected

with each other, where one of its ends is clamped and the other is submitted to

a dissipative mechanism of frictional type. We show that model is well posed,

using the semigroup theory, and using energy method, we prove that the system is

exponentially stable. Finally, through numerical methods, we confirm these pro-

perties for the corresponding discrete model. We obtain the numerical modeling

and graphics showing the evolution of the modell solution.
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4.4 Gráfico de u(L, t), para EI=100, γ = 0 e 0 ≤ t ≤ 2. . . . . . . . 56

4.5 Gráfico de u(L, t), para EI=3.125, γ = 0 e 0 ≤ t ≤ 8. . . . . . . . 56
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4.8 Gráfico de u(L, t), para EI=50, γ = 0, 005 e 0 ≤ t ≤ 1. . . . . . . 58
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Caṕıtulo 1

Introdução

Neste primeiro caṕıtulo, apresentaremos algumas definições e resultados impor-

tantes a serem utilizados no decorrer do desenvolvimento deste trabalho. As

demonstrações, embora sejam omitidas por se tratarem de conceitos básicos, con-

tarão com as suas respectivas referências bibliográficas.

1.1 Notação Básica de Alguns Espaços

Seja Ω um aberto limitado do Rn, denotaremos por

(i) C (Ω) = {u : Ω ⊂ Rn → R; u é cont́ınua}.

(ii) Suporte de uma função cont́ınua u : Ω → R, ao conjunto denotado por

Supp(u) e definido como

Supp (u) = {x ∈ Ω; u(x) 6= 0}.

(iii) C0 (Ω) = {u ∈ C (Ω) ; u tem suporte compacto}.

(iv) C1 (Ω) =

{
u ∈ C (Ω) ; u é diferenciável e

∂u

∂xi
∈ C (Ω) , ∀ i, 1 ≤ i ≤ n

}
.

(v) Ck (Ω) =

{
u ∈ C (Ω) ;

∂|α|u

∂α1x1∂α2x2...∂αnxn
∈ C (Ω) , |α| =

n∑
i=1

αi, |α| ≤ k

}
.

(vi) C∞ (Ω) =
∞
∩
k=1

Ck (Ω) , k ∈ N.

(vii) C∞0 (Ω) = C∞ (Ω) ∩ C0 (Ω).
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1.2 Espaços Lp

Neste trabalho, as integrais realizadas sobre o conjunto aberto Ω, são no

sentido de Lebesgue, assim como a mensurabilidade das funções utilizadas.

Definição 1.2.1 Sejam Ω ⊂ Rn um conjunto mensurável e 1 ≤ p ≤ ∞. Definire-

mos por Lp (Ω) o conjunto das funções mensuráveis u : Ω→ K, tais que

‖u‖Lp <∞,

onde

‖u‖Lp =

(∫
Ω

|u(x)|p dx
) 1

p

se 1 ≤ p <∞

e L∞ (Ω), ao conjunto de funções mensuráveis limitadas, isto é

L∞ (Ω) =

{
u : Ω→ K, u mensurável e sup

x∈Ω
|u(x)| <∞

}
,

onde

‖u‖L∞ = sup
x∈Ω
|u(x)| = inf {c ∈ R, |u(x)| ≤ c quase sempre} .

Nota 1.2.1 K representa o corpo R ou C.

Nota 1.2.2 As funções ‖.‖Lp : Lp (Ω) → R+, 1 ≤ p ≤ ∞, são normas. Neste

caso, é importante destacar que o espaço Lp (Ω) deve ser entendido como sendo

um conjunto de classes de equivalência de funções, onde duas funções estão na

mesma classe se elas são iguais quase sempre em Ω.

Nota 1.2.3 Os espaços Lp (Ω), com 1 ≤ p ≤ ∞, são espaços de Banach. Para o

caso do espaço L2 (Ω), ele é também um espaço de Hilbert, com o produto interno

usual da integral dado por

(u, v)L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx,

2



onde

‖u‖2
L2 =

∫
Ω

|u(x)|2 dx.

Além disso, o espaço Lp (Ω) é reflexivo para 1 < p <∞.

1.3 Espaço de Distribuições

Definição 1.3.1 (Convergência em C∞0 (Ω)) Sejam {ϕn}n∈N uma sequência de

C∞0 (Ω) e ϕ ∈ C∞0 (Ω). Diremos que ϕn converge para ϕ, se:

(i) Existe K ⊂ Ω, K compacto, tal que Supp(ϕn − ϕ) ⊂ K, ∀n ∈ N.

(ii) A sequência {ϕn}n∈N converge uniformemente para ϕ sobre K em Ω, assim

como as suas derivadas em todas as ordens.

Definição 1.3.2 (Funções Testes) O espaço vetorial C∞0 (Ω) com a noção de con-

vergência citada acima, é denominado de espaço das funções testes e é denotado

por D(Ω).

Definição 1.3.3 (Espaço de Distribuições) Todo funcional linear e cont́ınuo em

D(Ω) é denominado uma distribuição sobre Ω. O conjunto de todas as distribuições

sobre Ω é um espaço vetorial denotado por D′(Ω) e é chamado de espaço das

distribuições sobre Ω, isto é,

D′(Ω) = {T : D(Ω)→ K; T é linear e cont́ınuo} .

Se T ∈ D′(Ω) e ϕ ∈ D(Ω), denotaremos 〈T, ϕ〉 o valor de T aplicado a ϕ.

Definição 1.3.4 (Convergência em D′(Ω)) Diremos que Tn → T em D′(Ω) se

〈Tn, ϕ〉 → 〈T, ϕ〉 para toda ϕ ∈ D(Ω).

Teorema 1.3.1 C∞0 (Ω) é denso em Lp (Ω) , 1 ≤ p <∞.

Prova: Ver [Brézis (Madrid (1984)]. 2
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Definição 1.3.5 Seja Ω ⊂ Rn um aberto e 1 ≤ p < ∞. Diz-se que uma função

f : Ω → R pertence a Lploc (Ω) se f |K∈ Lp (Ω) para todo compacto K ⊂ Ω. O

conjunto Lploc (Ω) é chamado o espaço das funções localmente integráveis.

O funcional T ≡ Tu : D (Ω)→ K, com u ∈ Lploc (Ω), definido por

〈T, ϕ〉 = 〈Tu, ϕ〉 =

∫
Ω

uϕdx,

define uma distribuição sobre Ω.

Lema 1.3.1 (Du Bois Raymond) Seja u ∈ Lploc (Ω). Então Tu ≡ 0 se, e somente

se, u = 0 quase sempre em Ω.

1.4 Espaços de Sobolev

Seja um Ω ⊂ Rn, aberto e conexo, com fronteira regular ∂Ω. Definiremos o

espaço Sobolev de ordem m, como sendo

Wm,p (Ω) = {u ∈ Lp (Ω) ; Dαu ∈ Lp (Ω) , ∀ |α| ≤ m} ,

onde Dαu é o operador derivação de ordem α no sentido distribucional, isto é

〈Dαu, ϕ〉 = (−1)|α| 〈u,Dαϕ〉 , ∀ϕ ∈ D (Ω) .

Este espaço munido da norma

‖u‖pWm,p =
∑

0≤|α|≤m

‖Dαu(x)‖pLp dx, quando 1 ≤ p <∞

e

‖u‖Wm,∞ = max
0≤|α|≤m

‖Dαu(x)‖L∞ ,

é um espaço de Banach.

No caso de p = 2, o espaço é também de Hilbert, cuja norma e produto

4



interno são, respectivamente

(u, v)Wm,2 =
∑

0≤|α|≤m

∫
Ω

Dαu(x)Dαv(x)dx

e

‖u‖2
Wm,2 =

∑
0≤|α|≤m

‖Dαu(x)‖2
L2 dx.

Neste caso, usamos a notação Hm (Ω), no lugar de Wm,2 (Ω).

Para m = 0, H0 (Ω) é identificado pelo conjunto L2 (Ω).

O fecho de D(Ω) em Wm,p (Ω) é denotado por Wm,p
0 (Ω), que é um subespaço

de Wm,p (Ω).

No caso de p = 2, usamos a notação Hm
0 (Ω), no lugar de Wm,2

0 (Ω).

Representamos por W−m,q (Ω) o dual topológico de Wm,p
0 (Ω) com 1 ≤ p <∞

e
1

p
+

1

q
= 1. Para p = 2, o dual topológico de Hm

0 (Ω) , será denotado por H−m (Ω) .

Identificando o espaço L2 (Ω) com seu dual, resulta que

D(Ω) ⊂ Hm
0 (Ω) ⊂ L2 (Ω) ≈

(
L2 (Ω)

)′ ⊂ H−m (Ω) ⊂ D′(Ω),

com imersões cont́ınuas e densas. Ver [Brézis (Madrid (1984)].

Nota 1.4.1 O espaço Hm (Ω) é reflexivo e separável.

1.5 Desigualdades Importantes

Lema 1.5.1 (Desigualdade de Young) Sejam a, b ≥ 0 e 1 < p, q <∞. Então

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq.

Prova: Ver [Brézis (Madrid (1984)]. 2

Lema 1.5.2 (Desigualdade de Hölder) Seja u ∈ Lp (Ω), v ∈ Lq (Ω) com

1 < p, q <∞ e
1

p
+

1

q
= 1.

5



Então, uv ∈ L1 (Ω) e tem-se

∫
Ω

|uv| dx ≤ ‖u‖Lp ‖v‖Lq , ∀u ∈ Lp (Ω) , ∀ v ∈ Lq (Ω) .

Quando p = 2, a desigualdade de Hölder é conhecida como desigualdade de

Cauchy-Schwarz.

Prova: Ver [Brézis (Madrid (1984)]. 2

Lema 1.5.3 (Desigualdade de Poincaré) Seja Ω um domı́nio aberto limitado de

Rn. Então, existe uma constante positica C, tal que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C ‖∇u‖Lp(Ω) , ∀u ∈ W
1,p
0 (Ω) ,

onde C é denominada a constante de Poincaré.

No caso em que p = 2, temos

‖u‖L2(Ω) ≤ C ‖∇u‖L2(Ω) , ∀u ∈ H
1
0 (Ω) .

Prova: Ver [Brézis (Madrid (1984)]. 2

Teorema 1.5.1 (Representação de Riesz) Seja H um espaço de Hilbert. Dado

F ∈ H∗ (F : H → R, linear e cont́ınuo), existe um único u ∈ H, tal que

F (v) = 〈u, v〉 , ∀ v ∈ H.

Prova: Ver [Brézis (Madrid (1984)]. 2

Teorema 1.5.2 (Lax-Milgram) Seja B(., .) : H×H → R uma forma bilinear, onde

H é um espaço de Hilbert com produto interno expresso por (., .)H . Se existem α

e β, tais que

|B (u, v)| ≤ α ‖u‖H ‖v‖H , ∀ u, v ∈ H (continuidade de B)
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e

B (u, u) ≥ β ‖u‖2
H , ∀u, v ∈ H (coercividade deB).

Então, para todo F ∈ H∗, existe um único u ∈ H, tal que

B (u, v) = F (v), ∀ v ∈ H.

Prova: Ver [Brézis (Madrid (1984)]. 2

Teorema 1.5.3 [Regularidade Eĺıptica] Sejam L um operador diferencial eĺıptico

de ordem 2m, m ∈ N, definido em um aberto Ω ⊂ Rn e u ∈ D′(Ω), sendo D′(Ω) o

espaço das distribuições. Seja u solução de Lu = f, no sentido distribucional, com

f ∈ L2(Ω). Então, u ∈ H2m(Ω).

Prova: Ver [Brézis (Madrid (1984)]. 2

1.6 Semigrupos

Definição 1.6.1 Considere X um espaço de Banach. Uma famı́lia de operadores

T (t) : X → X, onde 0 ≤ t < +∞, é chamada de Semigrupo de Operadores se

i) T (0) = I

ii) T (t+ s) = T (t)T (s), para todo t e s, tal que 0 ≤ t, s <∞.

Definição 1.6.2 Um semigrupo T (t) em X, onde 0 ≤ t < ∞, é dito Semigrupo

Fortemente Cont́ınuo, ou de Classe C0, se

lim
t→0+

T (t)x = x, ∀x ∈ X.

Definição 1.6.3 O operador linear A, com domı́nio

D (A) =

{
x ∈ X; lim

t→0+

T (t)x− x
t

existe em X

}
,

7



é denominado gerador infinitesimal de um semigrupo T (t), se

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

=
d+

dt
T (t)x |t=0 , ∀x ∈ D(A).

Definição 1.6.4 Seja A, operador em X, um espaço de Banach. Denominaremos

o conjunto resolvente de A, o conjunto

ρ(A) =
{
λ ∈ C; w 7→ (λI − A)−1w ∈ L(X)

}
,

onde

L(X) = {L : X → X; L é linear e cont́ınuo} .

Definição 1.6.5 Denominaremos de espectro de A o conjunto

σ(A) = C \ ρ(A).

Definição 1.6.6 Um semigrupo T (t) em X, onde 0 ≤ t < ∞, é dito Semigrupo

de Contrações, se

‖T (t)‖ ≤ 1, ∀ t ≥ 0.

Definição 1.6.7 Seja H um espaço de Hilbert. Diremos que o operador A é

dissipativo, se

Re (Au, u)H ≤ 0, ∀u ∈ H.

Teorema 1.6.1 (Hille-Yosida) Um operador linear A, sobre um espaço de Banach

X, é um gerador infinitesimal de um semigrupo C0 de contrações se, e somente se

(i) A é fechado e D(A) = X.

(ii) O conjunto resolvente ρ(A) contém R+ e para todo λ > 0, temos

∥∥(λI − A)−1
∥∥ ≤ 1

λ
.

Prova: Ver [Pazy (New York (1983)]. 2
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Teorema 1.6.2 (Lumer Phillips) Seja X um espaço de Banach e A um operador

linear com domı́nio denso em X.

(i) Se A é dissipativo e existe um real λ0 > 0, tal que Im(λ0I−A) = X. Então,

A é o gerador infinitesimal de um semigrupo C0 de contrações sobre X.

(ii) Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo C0 de contrações sobre X.

Então, Im(λI − A) = X para todo λ > 0 e A é dissipativo.

Prova: Ver [Pazy (New York (1983)]. 2

Teorema 1.6.3 Seja A é um operador linear dissipativo em X. Se D(A) = X

então, A é fechado.

Prova: Ver [Pazy (New York (1983)]. 2

Teorema 1.6.4 Seja A é um operador linear dissipativo, tal que Im(I −A) = X.

Então, se X é reflexivo, temos que D(A) = X.

Prova: Ver [Pazy (New York (1983)]. 2

Teorema 1.6.5 Seja A um gerador infinitesimal de um semigrupo C0 de con-

trações sobre um espaço de Banach X, onde

dU

dt
= AU, (1.1)

U(0) = U0. (1.2)

Então, para todo U0, existe uma única solução U(t) para o sistema (1.1)-(1.2),

tal que

(i) Se U0 ∈ X, então U(t) ∈ C (0,∞;X).

(ii) Se U0 ∈ D(A), então U(t) ∈ C (0,∞;D(A)) ∩ C1 (0,∞;X).

Prova: Ver [Pazy (New York (1983)]. 2
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Teorema 1.6.6 Seja A um gerador infinitesimal de um semigrupo C0 de con-

trações T (t), no espaço de Banach X. Se para algum p, 1 ≤ p <∞

∫ ∞
0

‖T (t)x‖2
X dt <∞, ∀x ∈ X.

Então, existem constantes M ≥ 1 e µ > 0, tais que

‖T (t)‖ ≤Me−µt.

Prova: Ver [Pazy (New York (1983)]. 2

Teorema 1.6.7 Seja S : X → X um operador linear e cont́ınuo com inversa

cont́ınua. Seja B ∈ L(X), tal que

‖B‖ < 1

‖S−1‖
,

então S +B é linear cont́ınuo e inverśıvel.

Prova: Ver [Rivera (Rio de Janeiro (2007)]. 2

Teorema 1.6.8 Seja X um espaço de Banach e A um operador linear dissipativo,

com domı́nio denso em X. Se 0 ∈ ρ(A), então A é gerador infinitesimal de um

semigrupo C0 de contrações.

Prova: Ver [Rivera (Rio de Janeiro (2007)]. 2

1.7 Método da Energia

Este método consiste em construir um funcional L equivalente a energia, isto

é, existem constantes positivas C1 e C2, tais que

C1E(t) ≤ L(t) ≤ C2E(t)

satisfazendo

d

dt
L(t) + λL(t) ≤ 0.
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De onde, multiplicando por eλt, segue que

eλt
d

dt
L(t) + λeλtL(t) ≤ 0

d

dt

{
eλtL(t)

}
≤ 0.

Passando integral, temos

eλtL(t)− eλ0L(0) ≤ 0.

Ou seja

L(t) ≤ L(0)e−λt.

Assim

C1E(t) ≤ L(t) ≤ L(0)e−λt ≤ C2E(0)e−λt.

Isto é, existe uma constante C =
C2

C1

> 0, tal que

E(t) ≤ CE(0)e−λt.

Resultado que nos leva a concluir, que a solução decai exponencialmente a zero

quando tempo tende ao infinito.

Nota 1.7.1 Considerando A um gerador infinitesimal de um semigrupo C0 de

contrações T (t), onde

∫ ∞
0

‖T (t)x‖2
X dt <∞, ∀x ∈ X,

com norma do espaço de fase X, sendo a norma da energia, isto é

‖U‖2
X = E(t).

Então, pelo Teorema 1.6.6, existem constantes M ≥ 1 e µ > 0, tais que

‖T (t)‖ ≤Me−µt.
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Logo, da desigualdade

‖T (t)U0‖2
X ≤ ‖T (t)‖2 ‖U0‖2

X .

Teremos

E(t)

E(0)
≤ ‖T (t)‖2 ≤M2e−2µt.

Em consequência disso, segue

E(t) ≤ CE(0)e−λt, onde C = M2 > 0 e λ = 2µ > 0.
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Caṕıtulo 2

Modelagem Matemática da Equação de

Vigas

2.1 Introdução

Embora desde a antiguidade, com os eǵıpcios, os gregos e os romanos, a

humanidade sempre se mostrou interessada na pesquisa por diversos tipos de ma-

teriais, usados em estruturas de construção, criando e utilizando prinćıpios estat́ıs-

ticos, para o estudo de resistência dos materiais. Estes registros infelizmente foram

perdidos e destrúıdos na Idade Média, sendo recuperados apenas com a chegada

do Renascimento, com os estudos realizados por Leonardo da Vinci (1452-1519),

mas fatos históricos relatam que os primeiros estudos sobre análise estrutural e re-

sistência dos materiais, como ciência, correspondem a Galileu Galilei (1564-1642),

a quem lhe foi atribúıdo inúmeros documentos de pesquisa nessa área, assim como,

a elaboração das primeiras publicações sobre o problema de viga engastada, com

carga própria e adicional, embora com resultados incorretos, serviram como est́ı-

mulo para outras pesquisas na época. Robert Hooke (1635-1703) fez importantes

contribuições sobre o estudo da elasticidade dos materiais formulando a conhecida

lei que leva o seu nome. Edme Mariotte (1654-1684) fez estudos de elasticidade

sobre fibras de uma viga, observando dilatação e compressão de alguns elementos

no momento da flexão, levantando o conceito da existência de uma linha neutra

que divide a zona comprimida da zona tracionada em uma viga. Outros estudos
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foram feitos sobre flexões de vigas, destacando-se entre eles, as contribuições dadas

pela famı́lia Bernoulli: Jacob (1654-1705) voltou a estudar o problema de Galileu,

fazendo a suposição de que seções planas numa viga continuam planas durante a sua

flexão, infelizmente sem muitos resultados significativos, devido a seu pouco inte-

resse nessa área. Ao contrário dele, o seu irmão Johann (1667-1748) aprofundou-se

mais no assunto, levando a enunciar o ”Principio dos Deslocamentos Virtuais”, que

ainda hoje é usado no estudo de deflexões elásticas em estruturas, Johann estimu-

lou outros estudiosos: como o seu disćıpulo Leonhard Euler (1707-1783) e seu filho

Daniel Bernoulli (1700-1782), os quais fizeram amplos estudos sobre a curvatura

elástica de barras, vigas e colunas flexionadas, que ainda usamos na atualidade.

Vários outros pesquisadores fizeram importantes contribuições nessa área como:

Charles Coulomb (1736-1806), Benoit Paula E. Clapeyron (1799-1864), Adhemar

J. C. de Barré de Saint-Venant (1797-1886), com publicações sobre Teoria de Elasti-

cidade, Agust́ın-Louis Cauchy (1789-1857), Otto Christian Mohr (1835-1918), que

desenvolveu um método gráfico para representar o estado de tensões em um ponto,

entre outros, que aperfeiçoaram formulações aplicadas no estudo do problema de

vigas, como o célebre ucraniano Stephen Prokofievich Timoshenko (1878-1972),

que trouxe uma nova formulação para este problema.

Neste caṕıtulo, faremos um estudo dos dois principais modelos unidimensio-

nais usados na mecânica estrutural do estudo de comportamento de vigas. Faremos

um comentário sobre as principais vantagens e desvantagens técnicas pela escolha

de um dos modelos. Citaremos, também, como motivação, alguns trabalhos exis-

tentes na literatura que investigam a estabilidade do sistema com agentes externos

de amortecimento, como por exemplo, a termoelasticidade, atuando sobre uma

viga e uma composição da mesma.
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2.2 Modelos Matemáticos Unidimensionais para o Problema de

Vigas

Dois modelos matemáticos são muito usados na atualidade, para o estudo de

deformações de uma viga unidimensional. São eles: o modelo de Euler-Bernoulli,

também chamada de Teoria Clássica de Barras e o modelo de Timoshenko. O

primeiro deles, na sua modelagem, desconsidera a hipótese do efeito da inércia de

rotação e a deformação de cisalhamento da viga, que são considerados no segundo

modelo. Embora existam estas diferenças, ambos os modelos apresentaram bons

resultados de aproximação, com o problema real.

Antes de fazer o estudo destes modelos, faremos uma exposição dedutiva

sobre a relação elástica existente entre o momento fletor e a deflexão de uma viga

nas condições de Euler-Bernoulli. Sendo assim, consideremos uma viga engastada

AB, como mostra a Figura 2.1, onde para um melhor entendimento geométrico,

tomaremos apenas u×x e simplificaremos a notação, usando u = u(x), como sendo

a função que descreve o deslocamento transversal da viga.

Figura 2.1: Viga engastada.

Sabemos pela definição da curvatura de flexão σ, que

σ =
1

r
, onde r é o raio de curvatura.
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Além disso, da análise infinitesimal do elemento P1P2, podemos observar que

ds = rdθ e dx ≈ ds.

De onde, sob condições especiais, por se tratar de pequenas flexões, teremos

σ =
dθ

dx
.

Assim como

tgθ =
du

dx
, onde θ ≈ tgθ para pequenos ângulos.

Logo, a curvatura de flexão será dada por

σ =
d2u

dx2
.

Finalmente, pela Lei de Hooke para materiais elásticos, temos

σ =
1

r
=
M

EI
,

onde M é o momento fletor e EI a rigidez de flexão, composta pelo módulo de

Young E e o momento de inercia I da viga. Assim, segue a seguinte relação elástica

M = EI
d2u

dx2
. (2.1)

A seguir citaremos a interpretação f́ısica de algumas expressões matemáticas

que serão utilizadas no decorrer deste trabalho.

2.2.1 Magnitudes F́ısicas

No estudo da equação de vigas, destacamos algumas expressões mais usadas,

cuja interpretação f́ısica é mostrada na tabela abaixo
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u Deflexão transversal

∂u

∂t
= ut Velocidade transversal

θ =
∂u

∂x
= ux Rotação

∂θ

∂t
=

∂2u

∂t∂x
= uxt Velocidade angular

M = −EiIi
∂2u

∂x2
= −EiIiuxx Momento fletor (cortante)

∂M

∂t
= −EiIi

∂3u

∂t∂x2
= −EiIiuxxt Taxa de variação do momento

V = −EiIi
∂3u

∂x3
= −EiIiuxxx Cisalhamento

∂V

∂t
= −EiIi

∂4u

∂t∂x3
= −EiIiuxxxt Taxa de cisalhamento.

2.2.2 A Equação de Euler-Bernoulli

Para deduzir esta equação, analisaremos primeiro as forças e momentos, que

atuam sobre um elemento de viga, como está representado na Figura 2.2, onde

seções planas, inicialmente perpendiculares ao eixo do elemento, permanecerão

planas e perpendiculares após a sua deformação. Consideremos, também, M =

M(x, t) e V = V (x, t) como sendo, o momento fletor e a força de cisalhamento,

respectivamente.

Figura 2.2: Forças cortantes e momentos, no modelo Clássico.

Fazendo uma análise infinitesimal de corpo livre, das forças verticais sobre o
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elemento, teremos

− (V + dV ) + V = ρAdx
∂2u

∂t2
,

onde ρ é a densidade de massa e A é a área da seção transversal da viga. Além

disso, da equação do momento resultante, em relação à face direita do elemento,

deduzimos que

(M + dM)− V dx−M = 0.

De onde, obtemos as seguintes equações

∂V

∂x
= −ρA∂

2u

∂t2
(2.2)

∂M

∂x
= V. (2.3)

Finalmente, da relação elástica

M = EI
∂2u

∂x2
,

substitúıda em (2.3) e posteriormente o resultado em (2.2), seguirá a equação

m
∂2u

∂t2
+ EI

∂4u

∂x4
= 0 em (0, L)× (0, T ) , (2.4)

que corresponde ao modelo clássico de Euler-Bernoulli para uma viga, onde m

representa a massa por unidade de comprimento.

2.2.3 A Equação de Timoshenko

Para deduzir esta equação, consideraremos que a viga apresenta uma de-

formação gerada pelo cisalhamento, onde a reta central do elemento da viga não

coincide com a perpendicular à face da seção transversal do elemento, como é

mostrado na Figura 2.3, onde o ângulo de inclinação laminar α é igual à inclinação
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da curvatura φ menos a inclinação do eixo central
∂u

∂x
, isto é,

α = φ− ∂u

∂x
.

Neste caso, existem duas relações elásticas para esta viga, que são

Figura 2.3: Forças cortantes e momentos, no modelo Timoshenko.

φ− ∂u

∂x
=

V

kAG
(2.5)

e

M = EI
∂φ

∂x
, (2.6)

onde G e k são, respectivamente, o módulo de rigidez e o fator de mudança de

deformação da seção transversal.

É importante destacar que a relação elástica dada pela equação (2.1), repre-

senta um caso particular destas duas relações, onde o módulo da rigidez do material

é extremamente grande, tornando o ângulo de inclinação α praticamente nulo.

Completando, temos duas outras equações dinâmicas, que são

−V +
∂M

∂x
= ρI

∂2φ

∂t2
(momento) (2.7)

∂V

∂x
= −ρA∂

2u

∂t2
(força). (2.8)
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Logo, substituindo (2.5) e (2.6) em (2.7) e (2.8), respectivamente, teremos o

seguinte sistema acoplado

ρI
∂2φ

∂t2
+ kAG

[
φ− ∂u

∂x

]
− ∂

∂x

[
EI

∂φ

∂x

]
= 0 (2.9)

∂

∂x

[
kAG

(
φ− ∂u

∂x

)]
+ ρA

∂2u

∂t2
= 0, (2.10)

que corresponde ao modelo de Timoshenko para uma viga, onde se descreve o

equiĺıbrio do torque rotacional e o equiĺıbrio das forças transversais, por unidade

de comprimento.

Agora, se consideramos a barra uniforme e a sua seção transversal perma-

cendo constante, eliminando φ nas duas equações, podemos ter

ρA
∂2u

∂t2
+

kρIG

(E + kG)

∂2

∂t2

[
∂2u

∂x2

]
+
ρ2I

kG

∂4u

∂t4
+ EI

∂4u

∂x4
= 0.

Esta nova equação apresenta, respectivamente, expressões relacionadas ao

movimento transversal, a força laminar, ao movimento rotacional e ao momento

de torção. Ficando assim evidente, que a equação de Euler-Bernoulli é um caso

especial desta equação, onde os termos rotacional e laminar são desconsiderados.

2.2.4 Principais Diferenças

Como foi observado, o modelo de Timoshenko é aparentemente mais com-

pleto do que o modelo clássico de Euler-Bernoulli, pois considera as deformações

geradas pelo cisalhamento e a inércia de rotação. Embora exista esta diferença,

ambos modelos são muito usados em pesquisas sobre vibrações de estruturas, pois

apresentam bons resultados numéricos, nas aproximações que descrevem o com-

portamento de deformação de uma viga.

O estudo das soluções numéricas através do método de elementos finitos,

no modelo Thimoshenko é menos complexo, já que podem ser usados elemen-

tos lineares, tanto no deslocamento como nas rotações, pois ambos podem ser
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tratados de forma independente. Por outro lado, elementos finitos para o modelo

Euler-Bernoulli, requer da utilização de polinômios cúbicos, pois a rotação não é

considerada independente.

Com estas considerações, podemos dizer que a equação clássica de Euler-

Bernoulli, que será usada neste trabalho, apresenta evidentemente, menor com-

plexidade anaĺıtica no estudo de suas principais propriedades, mas acarretará uma

maior dificuldade, com relação ao estudo numérico.

2.3 Problema Modelo 1 - Uma Viga

Para resolver o problema de vigas, usando o modelo clásico de Euler-Bernoulli

mutt + EIuxxxx = 0 em (0, L)× (0, T ),

é necessário incorporar quatro condições de contorno, pois existem derivadas espa-

ciais até a quarta ordem, assim como duas condições iniciais, devido as derivadas

temporais, que correspondem a configuração inicial e à velocidade inicial da viga,

que são

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) em (0, L) .

As condições de contorno são decorrentes do problema analisado. Para nosso

caso, estudaremos uma viga engastada na extremidade esquerda e livre na extre-

midade direita, de onde decorrem as seguintes condições de contorno

u(0, t) = ux(0, t) = uxx(L, t) = 0 em (0, T ).

Além disso, consideraremos a existência de um estabilizador externo, atuando

na extremidade direita, proporcional a velocidade nesse extremo.

uxxx(L, t) = γut(L, t) em (0, T ).

Neste trabalho, mostraremos que com esta condição, podemos obter uma
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forte estabilização exponencial uniforme, resultado que servirá como motivação

para o problema mais complexo de N vigas.

Nota 2.3.1 Considerando S a área da seção transversal da viga, o nosso modelo

clássico de Euler-Bernoulli, pode também ser dado por

ρutt + αuxxxx = 0 em (0, L)× (0, T ),

onde ρ é a massa espećıfica e α =
EI

S
é a rigidez de flexão por unidade de área.

2.4 Problema Modelo 2 - Conexão em Série de Vigas

Nesta subseção, faremos uma exposição do modelo matemático unidimen-

sional para uma composição em série de vigas, que será estudado neste trabalho,

cujo esboço da sua representação geométrica é dada pela seguinte figura

Figura 2.4: Conexão em série de vigas.

Consideraremos que esta composição pode ser definida como sendo uma

junção de N segmentos

Ji = [xi−1, xi] , onde xi−1 < xi e 1 ≤ i ≤ N.

Assumiremos que cada elemento é uniforme, com densidade linear de massa

mi e rigidez flexão EiIi constantes, em cada segmento, onde cada viga satisfaz a

equação diferencial parcial

miutt + EiIiuxxxx = 0 sobre (xi−1, xi) , para t > 0,
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com condições iniciais

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), em 0 ≤ x ≤ L,

e condições de contorno determinadas pelo tipo de acoplamento entre as vizinhanças

de seus elementos.

O equiĺıbrio nas junções lineares xi, dependerá do modelo mecânico adotado,

nas conexões, os quais definirão o comportamento de certas variáveis f́ısicas em x−i

e x+
i . Em nosso caso, consideraremos apenas dois tipos de junções: o suporte ŕıgido

e ângulo guia, que se caracterizam por gerar descontinuidade em uma das variáveis

de estado u, θ, M ou V , deixando as outras três cont́ınuas, como é mostrado na

tabela abaixo.

Tipo de Junção Variáveis Descont́ınuas Variáveis Cont́ınuas

Suporte Rı́gido V u, θ, M

Ângulo Guia M u, θ, V

Sendo assim, considerando que em xi haja um suporte ŕıgido de junção com

controle w0i(t), teremos as seguintes condições de contorno intermediárias em xi

u(x−i , t) = u(x+
i , t)

ux(x
−
i , t) = ux(x

+
i , t)

−EiIiuxx(x−i , t) = −Ei+1Ii+1uxx(x
+
i , t), isto é, M− = M+

EiIiuxxx(x
−
i , t)− Ei+1Ii+1uxxx(x

+
i , t) = w0i(t) para 1 ≤ i ≤ N − 1.

Para o caso de junção com ângulo guia, teremos no lugar das duas últimas

condições

−
[
EiIi.uxx(x

−
i , t)− Ei+1Ii+1.uxx(x

+
i , t)

]
= w1i(t)

23



e

EiIi.uxxx(x
−
i , t)− Ei+1Ii+1.uxxx(x

+
i , t) = 0, isto é, M− = M+; 1 ≤ i ≤ N − 1.

Em nosso trabalho, faremos um estudo do primeiro caso, correspondente

a junção com suporte ŕıgido, onde procuraremos condições para obter uma forma

forte de estabilização exponencial uniforme, com controladores em série, nas junções

e com apenas um estabilizador, formado pela velocidade resposta, considerado no

final desta série, no termo xN = L, dado por

ENINuxxx(L, t) = k0Nut(L, t) onde k0N > 0.

Para o segundo caso, o estudo segue de forma análoga.

2.5 Alguns Modelos Dissipativos

A partir dos modelos básicos apresentados, uma diversidade de modelos so-

bre estruturas elásticas e flex́ıveis foram já estudados, destacando-se aqueles onde

existem decaimento da energia no sistema, estes tipos de modelos são denomina-

dos dissipativos. A procura por mecanismos disipativos naturais tem despertado

grande interesse de pesquisadores na atualidade, com estudos sobre supressão de

vibrações e rúıdos em instrumentos senśıveis, usados na indústria aeronáutica e na

automotiva, dentre estes mecanismos dissipativos destacam-se: os efeitos provoca-

dos pela mudança de temperatura no material, conhecido como termoelasticidade,

efeitos f́ısicos da memória do sistema, viscolelasticidade e magnetoelasticidade,

amortecimentos por atrito e por contato, entre outros.

Existem na literatura diversos sistemas dissipativos do tipo Euler-Bernoulli,

onde o principal foco de estudo consiste em observar as propriedades assintóticas

da solução do sistema, com a finalidade de obter um controle sobre os mesmos,

analisando o tipo de taxa de decaimento que pode ser obtido.

Descreveremos, por exemplo, a formulação de um modelo termoelástico, onde
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a alta frequência de vibração da viga, gera uma quantidade considerável de calor.

Neste caso, a tensão vertical da viga é dada por

σ(x, t) = −EI
S
uxxx − µφx,

onde φ é campo de temperatura da viga, µ > 0 é a constante de acoplamento, que

é proporcional ao coeficiente de expansão térmica. Podemos, também, observar a

existência do termo de variação térmica µφx que aparece devido as altas frequências

de vibrações da viga.

Além disso, o fluxo de calor é dado por

q(x, t) = kφx + µuxt,

onde k é a condutividade térmica. Com isto, a equação do movimento ficará

definida por

ρutt − σx = f(x, t) em (0, L)× (0, T ).

Que implica em

ρutt +
EI

S
uxxxx + µφxx = f(x, t) em (0, L)× (0, T ).

Além disso, pela equação da energia

cφt − qx(x, t) = g(x, t),

onde c é o calor espećıfico e g a fonte externa de calor, segue

cφt − kφxx − µuxxt = g(x, t) em (0, L)× (0, T ).

Com estes resultados, podemos concluir que o modelo termoelástico básico,
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para uma viga clássica, será definido por

ρutt +
EI

S
uxxxx + µφxx = f(x, t) em (0, L)× (0, T ),

cφt − kφxx − µuxxt = g(x, t) em (0, L)× (0, T ),

onde as condições inicias e de contorno serão decorrentes da natureza do problema

analisado.

Existem inúmeras pesquisas que usam este modelo termoelástico básico,

citaremos alguns trabalhos, como por exemplo: [Arantes e Rivera (2008)], onde

se estuda o problema termoelástico, que descreve as vibrações dinâmicas de uma

viga engastada em um de seus extremos e livre no outro, onde existem dois obs-

táculos estacionários g1 e g2, na parte inferior e superior, respectivamente. Este

problema é definido pelas equações

autt + uxxxx + bφxx = f em (0, 1)× (0,+∞),

φt − φxx − cuxxt = g em (0, 1)× (0,+∞).

Com condições iniciais

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), φ(x, 0) = φ0(x) em (0, 1) ,

condições de contorno

u(0, t) = ux(0, t) = uxx(1, t) = 0 em (0,+∞),

φ(1, t) = φx(0, t) = 0 em (0,+∞)

e condições clássicas de não penetração de Signorini, no extremo direito

g1 ≤ u(1, t) ≤ g2 em (0,+∞),
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σ(1, t) > 0 se u(1, t) = g1,

σ(1, t) < 0 se u(1, t) = g2,

σ(1, t) = 0 se g1 < u(1, t) < g2.

Os autores conseguem mostrar a existência da solução e o decaimento expo-

nencial do mesmo.

Considerando o mesmo modelo termoelástico básico temos, também, o tra-

balho desenvolvido por [Rivera et al. (2008)]. Eles investigaram o comportamento

dinâmico unidimensional entre duas vigas termoeláticas engastadas, de compri-

mento L0 e L − L0, em contato unilateral, com obstáculos dinâmicos g1 e g2, na

parte superior e inferior, respectivamente, que estão fixos a viga do extremo direito.

Este modelo é representado pelas equações

utt + k1uxxxx +m1φxx = 0 em (0, L0)× (0, T ),

cφt − τ1φxx −m1uxxt = 0 em (0, L0)× (0, T ),

vtt + k2vxxxx +m2φxx = 0 em (L0, L)× (0, T ),

cϕt − τ2ϕxx −m2vxxt = 0 em (L0, L)× (0, T ).

Com condições iniciais

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), φ(x, 0) = φ0(x) em (0, L0),

v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x), ϕ(x, 0) = ϕ0(x) em (L0, L),

condições de contorno

u(0, t) = ux(0, t) = φx(0, t) = 0 em (0, T ),

v(L, t) = vx(L, t) = ϕx(L, t) = 0 em (0, T ),
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uxx(L0, t) = φ(L0, t) = 0 em (0, T ),

vxx(L0, t) = ϕ(L0, t) = 0 em (0, T ),

e condições de Signorini

v(L0, t)− g2 ≤ u(L0, t) ≤ v(L0, t) + g1 em (0, T ),

σ(t) = σ1(L0, t) = σ2(L0, t), em (0, T ),

onde

σ1(L0, t) = −k1uxxx(L0, t)−m1φx(L0, t),

σ1(L0, t) = −k2vxxx(L0, t)−m1ϕx(L0, t),

isto é

σ(t) > 0 se v(L0, t)− g2 = u(L0, t),

σ(t) < 0 se u(L0, t) = v(L0, t) + g1,

σ(t) = 0 se v(L0, t)− g2 < u(L0, t) < v(L0, t) + g1.

Os autores, também, conseguem mostrar a existência e decaimento exponen-

cial da solução.

Em ambos exemplos, a prova da unicidade é ainda uma questão em aberto.

Finalizando, citaremos o trabalho de [Oquendo e Rivera (2002)]. Eles estu-

dam o comportamento dinâmico de uma viga unidimensional composta por dois

materiais, um deles senśıvel a diferenças térmicas, enquanto o outro é indiferente

a variações de temperatura, o primeiro de comprimento L0 e o outro L− L0, res-

pectivamente. O modelo matemático que descreve o comportamento dessa viga é

definido pelas equações

ρ1utt + β1uxxxx + εφxx = 0 em (0, L0)× (0,+∞),
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ρ0φt − β0φxx − εuxxt = 0 em (0, L0)× (0,+∞),

ρ2vtt + β2vxxxx = 0 em (L0, L)× (0,+∞).

Com condições de contorno

u(0, t) = ux(0, t) = v(L, t) = vx(L, t) = φ(0, t) = φ(L0, t) = 0 em (0,+∞),

condições de transporte

u(L0, t)− v(L0, t) = 0 em (0,+∞),

ux(L0, t)− vx(L0, t) = 0 em (0,+∞),

β1uxx(L0, t)− β2vxx(L0, t) = 0 em (0,+∞),

β1uxxx(L0, t)− β2vxxx(L0, t) = −εφx(L0, t) em (0,+∞),

e dados iniciais

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), φ(x, 0) = φ0(x) em (0, L0),

v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x) em (L0, L).

Os autores provam a existência, unicidade e decaimento exponencial da

solução do sistema, independente do comprimento L0. Com isso, eles mostraram

que o material composto herda as propriedades assintóticas da parte termoelástica,

indiferentemente do tamanho deste material na composição.
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Caṕıtulo 3

Existência, Unicidade e Decaimento

Exponencial para uma Viga

3.1 Introdução

Neste caṕıtulo, faremos um estudo anaĺıtico sobre as principais propriedades,

do modelo Euler-Bernoulli, para uma viga engastada de comprimento L, que possui

um único estabilizador, proporcional a velocidade, como comentado no caṕıtulo 2,

cujo modelo completo é dado por

mutt + EIuxxxx = 0 em (0, L)× (0,+∞)

u(0, t) = 0 em (0,+∞)

ux(0, t) = 0 em (0,+∞)

uxx(L, t) = 0 em (0,+∞)

uxxx(L, t) = γut(L, t) em (0,+∞)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) em (0, L) ,

(3.1)

onde a densidade de massa m e a rigidez de flexão EI do material são considerados

constantes.

Mostraremos a existência e unicidade de solução do sistema (3.1), assim como

a caracteŕıstica dissipativa da energia e o decaimento exponencial da solução.

Para provar a existência e unicidade, faremos uso do método de semigrupos

de operadores lineares, que consiste em transformar o sistema (3.1) no problema
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equivalente de Cauchy abstrato

dU

dt
= AU

U(0) = U0,

onde verificaremos as condições impostas no Teorema de Hille-Yosida, com relação

ao operador A, encontrado neste sistema, de tal forma a considerá-lo um gerador

infinitesimal de um semigrupo T (t), garantindo assim que U(t) = T (t)U0 represen-

tará a solução da equação de Cauchy.

Na demonstração do decaimento exponencial da solução do sistema (3.1),

usaremos a técnica de multiplicadores, conhecida também como método da energia.

Provaremos que a energia do sistema, definida por

E(t) =

∫ L

0

1

2

[
m |ut|2 + EI |uxx|2

]
dx,

decai exponencialmente, isto é, que existem constantes reais positivas C e γ, tais

que

E(t) ≤ CE(0)e−γt.

3.2 Existência e Unicidade da Solução

Como já foi comentado, para mostrar a existência e unicidade da solução

do sistema (3.1), faremos uso do Teorema de Hille-Yosida (Teorema 1.6.1) e do

Teorema 1.6.5, citados no Caṕıtulo 1, onde verificaremos as condições necessárias

e suficientes, para que o operador linear associado ao problema, seja um gerador

infinitesimal de um semigrupo de contrações, o que nos garante a existência e unici-

dade procurada. Com esse objetivo, primeiramente transformaremos nosso sistema

num problema de Cauchy abstrato, definiremos o operador associado, o espaço de

fase onde deverá atuar o semigrupo, assim como o domı́nio deste operador. Poste-

riormente, estudaremos a natureza do resolvente ρ(A) e faremos uma análise sobre

as condições a serem verificadas no problema, resultados que classificaremos como
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Lemas da demonstração principal.

3.2.1 Problema de Cauchy Abstrato

Com a finalidade de melhorar analiticamente o problema (3.1), tomaremos

EI

m
= α. Assim, teremos a equação

utt + αuxxxx = 0,

com condições iniciais

u(x, 0) = u0(x) e ut(x, 0) = u1(x) em (0, L) .

De onde, considerando U =

 u

ut

 , segue

d

dt
U =

 ut

utt

 =

 0 I

−α (.)xxxx 0


 u

ut

 .

Portanto, podemos reescrever a primeira equação do sistema (3.1), pelo seguinte

sistema diferencial de primeira ordem no tempo

dU

dt
= AU

U(0) =

 u0

u1

 .

Sendo assim, nosso operador linear A, associado ao problema será definido por

A =

 0 I

−α (.)xxxx 0

 . (3.2)
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3.2.2 Espaço de Fase e Domı́nio do Operador

Pela definição dada a energia do sistema, fica evidente a escolha do seguinte

espaço de fase

X = X1 ×X2 = V ×H,

onde

V =
{
u ∈ H2 (0, L) ; u(0) = ux(0) = 0

}
e H = L2 (0, L) .

Assim, da definição do domı́nio de um operador e das condições de nosso problema,

segue

D(A) =

U =

 u

v

 ∈ X; AU ∈ X, uxxx(L) = γv(L), uxx(L) = 0

 .

Como

AU =

 0 I

−α (.)xxxx 0


 u

v

 =

 v

−αuxxxx

 .

Temos

D(A) = {u ∈ V, v ∈ H; v ∈ V, uxxxx ∈ H, uxxx(L) = γv(L), uxx(L) = 0} .

Logo, nosso domı́nio será dado por

D(A) =


 u

v

 ∈ X; u ∈ H4 (0, L) ∩ V, v ∈ V, uxxx(L) = γv(L), uxx(L) = 0

 .

Com essas definições não é dif́ıcil ver que D(A) é denso em X, assim como, o

operador A é fechado, pois todo operador diferencial é fechado no sentido das dis-

tribuições. Embora na literatura, sejam considerados resultados relevantes, neste

trabalho confirmaremos estas afirmações.
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3.2.3 Equação Resolvente

Usando a definição dada ao conjunto resolvente de um operador, encon-

traremos a equação que define λ.

Tomando

U = (λI − A)−1 F,

temos

(λI − A)U = F,

que implica em

λU − AU = F.

De onde, considerando

U =

 u

v

 ∈ D(A) e F =

 f

g

 ∈ X,
teremos as equações

λu− v = f (3.3)

λv + αuxxxx = g. (3.4)

Eliminando v nas equações acima e usando as condições de contorno dadas em

(3.1), teremos o seguinte sistema

λ2u+ αuxxxx = g + λf em (0, L)

u(0) = 0

ux(0) = 0

uxx(L) = 0

uxxx(L) = γλu(L)− γf(L),

(3.5)

que corresponde a equação resolvente do operador A.

Com isto, o processo de encontrar os valores para λ, de tal forma a pertencer
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ao resolvente ρ(A), decorrerá da análise da boa colocação deste sistema.

A seguir, citaremos um Lema que nos garante a existência e unicidade do

sistema 3.5, onde usaremos basicamente o Teorema de Lax-Milgram (Teorema

1.5.2) e o Teorema da Regularidade Eĺıptica ( Teorema 1.5.3).

Lema 3.2.1 Para todo λ em R, com λ ≥ 0, existe uma única solução para o

sistema (3.5), onde

u ∈ V =
{
u ∈ H2 (0, L) ; u(0) = ux(0) = 0

}
, f ∈ V e g ∈ L2 (0, L) .

Prova: Faremos inicialmente a formulação variacional do problema.

Multiplicando a primeira equação do sistema (3.5) por w ∈ V e integrando de 0 a

L, temos

∫ L

0

λ2uwdx+ α uxxxw|L0 − α
∫ L

0

uxxxwxdx =

∫ L

0

[g + λf ]wdx

∫ L

0

λ2uwdx+ αuxxx(L)w(L)− α uxxw|L0 + α

∫ L

0

uxxwxxdx =

∫ L

0

[g + λf ]wdx.

De onde, usando as condições iniciais, obtemos

∫ L

0

λ2uwdx+ α

∫ L

0

uxxwxxdx+ αγλu(L)w(L) =

∫ L

0

[g + λf ]wdx+ αγf(L)w(L).

Logo, tomando o funcional B : V × V → R, definido por

B(u,w) =

∫ L

0

λ2uwdx+ α

∫ L

0

uxxwxxdx+ αγλu(L)w(L),

segue claramente, que B é bilinear.

Considerando em V, o produto interno

(u,w)V =

∫ L

0

uwdx+

∫ L

0

uxxwxxdx+ u(L)w(L)
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e sua norma induzida

‖u‖2
V =

∫ L

0

|u|2 dx+

∫ L

0

|uxx|2 dx+ |u(L)|2 ,

para λ ≥ 0, teremos que

|B (u,w)| ≤ β1

∣∣∣∣∫ L

0

uwdx+

∫ L

0

uxxwxxdx+ u(L)w(L)

∣∣∣∣ = β1 |(u,w)V | ,

onde β1 = max {λ2, α, αγλ} > 0. Assim, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

conclúımos que B é cont́ınuo, isto é

|B (u,w)| ≤ β1 ‖u‖V ‖w‖V , ∀ u,w ∈ V e β1 ∈ R.

Além disso, tomando β2 = min {λ2, α, αγλ} > 0, com λ ≥ 0, temos

B(u, u) =

∫ L

0

λ2 |u|2 dx+ α

∫ L

0

|uxx|2 dx+ αγλ |u(L)|2 ≥ β2 ‖u‖2
V ,

isto é

B(u, u) ≥ β2 ‖u‖2
V , ∀ u ∈ V e β2 ∈ R.

De onde segue, a coercividade de B. Por outro lado, definindo F : V → R, por

F (w) =

∫ L

0

[g + λf ]wdx+ αγf(L)w(L),

temos imediatamente que F é linear e cont́ınua.

Portanto, pelo Teorema de Lax-Milgram (Teorema 1.5.2), existe uma única u ∈ V,

tal que

B(u,w) = F (w).

Em consequência disso, temos

∫ L

0

λ2uwdx+ α

∫ L

0

uxxwxxdx+ αγλu(L)w(L) =

∫ L

0

[g + λf ]wdx+ αγf(L)w(L).
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Logo, como C∞0 (0, L) ⊂ V, em particular para todo w ∈ C∞0 (0, L) , segue

∫ L

0

λ2uwdx+

∫ L

0

uxxwxxdx =

∫ L

0

[g + λf ]wdx,

que implica em

∫ L

0

[
λ2u+ uxxxx

]
w =

∫ L

0

[g + λf ]wdx, ∀w ∈ C∞0 (0, L) .

Assim, conclúımos que existe uma única u ∈ V , tal que

λ2u+ uxxxx = g + λf, ∀λ ≥ 0.

2

Nota 3.2.1 Fazendo uso do Teorema da Regularidade Eĺıptica (Teorema 1.5.3),

no operador eĺıptico [λ2 + (·)xxxx], conclúımos também, que u ∈ H4 (0, L), sendo

assim, u ∈ V ∩H4 (0, L). Logo, como u satisfaz as condições de contorno em (3.5),

teremos

U =

 u

v

 ∈ D(A).

Portanto, para todo F ∈ X, existirá um único U ∈ D(A), tal que

λU − AU = F, ∀λ ≥ 0.

Nota 3.2.2 Pelo Lema 3.2.1, observamos que o sistema (3.5) possui boa colocação,

isto é, a equação resolvente é válida para todo λ ≥ 0, assim conclúımos que R+ ⊂

ρ(A).

3.2.4 Natureza do Operador A e Densidade do Domı́nio

Analisaremos se o operador autônomo A, definido em (3.2) é dissipativo,

possui domı́nio denso e é fechado. Com este objetivo, apresentaremos os seguintes

Lemas.
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Lema 3.2.2 O operador linear A, definido em (3.2), é dissipativo.

Prova: Considerando o produto interno, no espaço de Hilbert X, como sendo

(F, U)X =


 f

g

 ,

 u

v



X

=

∫ L

0

αfxxuxxdx+

∫ L

0

gvdx.

Para todo U =

 u

v

 ∈ D(A), segue

(AU, U)X =


 v

−αuxxxx

 ,

 u

v



X

que implica em

(AU, U)X = α

∫ L

0

vxxuxxdx− α
∫ L

0

uxxxxvdx.

Além disso, como

α

∫ L

0

uxxxxvdx = α uxxxv|L0 − α
∫ L

0

uxxxvxdx

= αuxxx(L)v(L)− α uxxvx|L0 + α

∫ L

0

uxxvxxdx

= αγ |v(L)|2 + α

∫ L

0

uxxvxxdx.

Substituindo, na relação acima, obtemos

(AU, U)X = α

∫ L

0

vxxuxxdx− α
∫ L

0

uxxvxxdx− αγ |v(L)|2 .

Logo, tomando a parte real, chegaremos em

Re [(AU, U)X ] = −αγ |v(L)|2 ≤ 0.
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2

Lema 3.2.3 O domı́nio do operador A, definido em (3.2), é denso no espaço de

fase X.

Prova: Como D(A) ⊂ X, sabemos que

D(A)⊕D(A)⊥ = X.

Basta provar que

D(A)⊥ = {0} ,

onde 0 representa o elemento idênticamente nulo, no espaço X.

De fato, tomemos F ∈ X, tal que

(W,F )X = 0, ∀W ∈ D(A).

Sabemos que, para todo λ > 0 existe um único U ∈ D(A), onde

λU − AU = F.

Então, teremos

(W,λU − AU)X = 0, ∀W ∈ D(A).

Logo, para W = U, segue

λ ‖U‖2
X − (U,AU)X = 0.

Considerando a parte real e usando o resultado de A ser dissipativo, obtemos

U = 0, que implica em F = 0.

2
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Lema 3.2.4 O operador A, definido em (3.2), é fechado.

Prova: Usando os Lemas 3.2.2 e 3.2.3, o resultado segue como consequência da

aplicação do Teorema 1.6.3. 2

Nota 3.2.3 Usando o Lema 3.2.1, confirmamos também, a densidade do domı́nio

de nosso operador. Onde, tomando λ = 1, obtemos que

∀F ∈ X, ∃ !U ∈ D(A); (I − A)U = F.

Isto é, Im(I − A) = X. Logo, do Teorema 1.6.4, segue o resultado.

3.2.5 Prova da Existência e Unicidade

Nesta subseção, faremos o fechamento da prova da existência e unicidade

para o sistema (3.1). Além disso, comentaremos a mesma demonstração, usando

o Teorema de Lumer-Phillips (1.6.2).

Teorema 3.2.1 Sejam (u0, u1) ∈ D(A) e T > 0, então existe uma única solução

para o sistema (3.1), satisfazendo

(u, ut) ∈ C (0,∞; D(A)) ∩ C1 (0,∞; V ×H) ,

onde

V =
{
u ∈ H2; u(0) = ux(0) = 0

}
, H = L2 (0, L) , X = V ×H e

D(A) =


 u

v

 ∈ X; u ∈ H4 (0, L) ∩ V, v ∈ V, uxxx(L) = γv(L), uxx(L) = 0

 .

Prova: Sabemos, dos resultados já encontrados, que o operador A é fechado e

seu domı́nio é denso em X. Além disso, pelo Lema 3.2.1, temos R+ ⊂ ρ(A). Resta

apenas provar que para todo λ > 0, teremos

∥∥(λI − A)−1
∥∥ ≤ 1

λ
.
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De fato, multiplicando a primeira equação do resolvente (3.3) por αuxxxx e inte-

grando de 0 a L, chegamos a

∫ L

0

αλuuxxxxdx−
∫ L

0

αvuxxxxdx =

∫ L

0

αfuxxxxdx.

Logo, pela integração por partes, segue

αλuuxxx|L0−
∫ L

0

αλuxuxxxdx−αvuxxx|L0 +

∫ L

0

αvxuxxxdx = αfuxxx|L0−
∫ L

0

αfxuxxxdx.

Ou seja

αλu(L)v(L)− αλuxuxx|L0 +

∫ L

0

αλ |uxx|2 dx−α |v(L)|2 + αvxuxx|L0 −
∫ L

0

αvxxuxxdx

= αf(L)v(L)− αf(0)uxxx(0)− αfxuxx|L0 +

∫ L

0

αfxxuxxdx.

Assim, teremos

αλu(L)v(L)+

∫ L

0

αλ |uxx|2 dx−α |v(L)|2−
∫ L

0

αvxxuxxdx

= αf(L)v(L)− αf(0)uxxx(0)− αfxuxx|L0 +

∫ L

0

αfxxuxxdx,

que implica em

αλu(L)v(L)+

∫ L

0

αλ |uxx|2 dx−α |v(L)|2−
∫ L

0

αvxxuxxdx

= αf(L)v(L)− αf(0)uxxx(0)− αfx(0)uxx(0) +

∫ L

0

αfxxuxxdx.

De onde, segue

α [λu(L)− v(L)− f(L)] v(L)+

∫ L

0

αλ |uxx|2 dx−
∫ L

0

αvxxuxxdx

= −αf(0)uxxx(0)−αfx(0)uxx(0)+

∫ L

0

αfxxuxxdx. (3.6)
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Como, λu− v = f, temos

λu(L)− v(L)− f(L) = 0,

λu(0)− v(0) = 0− 0 = f(0),

λux(0)− vx(0) = 0 = fx(0).

Logo, substituindo as igualdades acima em (3.6), obtemos

∫ L

0

αλ |uxx|2 dx−
∫ L

0

αvxxuxxdx =

∫ L

0

αfxxuxxdx. (3.7)

Da mesma forma, multiplicando a segunda equação do resolvente (3.4) por v e

integrando por partes de 0 a L, segue

∫ L

0

[λv + αuxxxx] vdx =

∫ L

0

gvdx,

isto é ∫ L

0

λ |v|2 dx+ αuxxxv|L0 −
∫ L

0

αuxxxvxdx =

∫ L

0

gvdx,

que implica em

∫ L

0

λ |v|2 dx+ αuxxx(L)v(L)− αuxxvx|L0 +

∫ L

0

αuxxvxxdx =

∫ L

0

gvdx.

Consequentemente, encontramos

∫ L

0

λ |v|2 dx+ α |v(L)|2 +

∫ L

0

αuxxvxxdx =

∫ L

0

gvdx. (3.8)

Somando (3.7) e (3.8), chegaremos a

∫ L

0

αλ |uxx|2 dx−
∫ L

0

αvxxuxxdx+

∫ L

0

λ |v|2 dx+ α |v(L)|2 +

∫ L

0

αuxxvxxdx

=

∫ L

0

αfxxuxxdx+

∫ L

0

gvdx.
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Ou seja

λ

[∫ L

0

α |uxx|2 dx+

∫ L

0

|v|2 dx
]

+ 2 Im

(∫ L

0

αuxxvxxdx

)
i+ α |v(L)|2

=

∫ L

0

αfxxuxxdx+

∫ L

0

gvdx. (3.9)

Agora, da definição dada para o produto interno em X

(F, U)X =


 f

g

 ,

 u

v



X

=

∫ L

0

αfxxuxxdx+

∫ L

0

gvdx,

com norma induzida

∥∥∥∥∥∥∥
 u

v


∥∥∥∥∥∥∥

2

X

=

∫ L

0

α |uxx| dx+

∫ L

0

|v| dx.

Tomando a parte real, obtemos

λ

∥∥∥∥∥∥∥
 u

v


∥∥∥∥∥∥∥

2

X

+ α |v(L)|2 = Re



 f

g

 ,

 u

v



X



λ ‖U‖2
X ≤ Re [(F, U)X ] ≤ |(F, U)X | ≤ ‖F‖X ‖U‖X

‖U‖X ≤
1

λ
‖F‖X∥∥(λI − A)−1 F

∥∥
X
≤ 1

λ
‖F‖X∥∥(λI − A)−1

∥∥ ≤ 1

λ
.

Assim, pelo Teorema de Hille-Yosida (Teorema 1.6.1) e o Teorema 1.6.5, conclúımos

o desejado.

Onde, para

U0 ∈ X, temos U ∈ C (0,∞; X) .
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Isto é

(u0, u1) ∈ V ×H, temos u ∈ C (0,∞; V ) ∩ C1 (0,∞; H) .

Enquanto que para

U0 ∈ D(A), temos U ∈ C (0,∞; D(A)) ∩ C1 (0,∞; X) .

Ou seja,

(u0, u1) ∈ D(A), temos

(u, ut) ∈ C (0,∞; D(A)) ∩ C1 (0,∞; V ×H) .

2

Nota 3.2.4 A existência e unicidade do problema, também pode ser provada usan-

do o Teorema de Lumer Phillips (Teorema 1.6.2), onde a condição dissipativa de

A e a existência de λ0 > 0, tal que Im(λ0I − A) = X, já foram demonstradas.

3.3 Decrescimento da Energia Total

Definição 3.3.1 Definiremos como energia total do sistema (3.1) a seguinte ex-

pressão

E(t) =

∫ L

0

1

2

[
m |ut|2 + EI |uxx|2

]
dx. (3.10)

Teorema 3.3.1 O sistema (3.1) é dissipativo.

Prova: Consideremos regularidade suficiente para a solução u.

Multiplicando a primeira equação do sistema (3.1) por ut e integrando de 0 a L,

obtemos

m

∫ L

0

uttutdx+ EI

∫ L

0

uxxxxutdx = 0. (3.11)

Pela integração por partes, segue

∫ L

0

uxxxxutdx = uxxxut|L0 −
∫ L

0

uxxxuxtdx = uxxxut|L0 − uxxuxt|L0 +

∫ L

0

uxxuxxtdx,
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que implica em

∫ L

0

uxxxxutdx = uxxx(L, t)ut(L, t)− uxxx(0, t)ut(0, t)− uxx(L, t)uxt(L, t)

+ uxx(0, t)uxt(0, t) +
1

2

∫ L

0

d |uxx|2

dt
dx.

De onde, obtemos

∫ L

0

uxxxxutdx = γ [ut(L, t)]
2−uxxx(0, t)uxt(0, t)+uxx(0, t)uxt(0, t)+

1

2

∫ L

0

d |uxx|2

dt
dx.

Logo, pela condição ux(0, t) = 0, temos que uxt(0, t) = 0, sendo assim

∫ L

0

uxxxxutdx = γ [ut(l, t)]
2 +

1

2

∫ L

0

d |uxx|2

dt
dx. (3.12)

Além disso, como ∫ L

0

uttutdx =
1

2

∫ L

0

d |ut|2

dt
dx, (3.13)

substituindo (3.12) e (3.13) em (3.11), segue

m

2

∫ L

0

d |ut|2

dt
dx+ EI

{
γ [ut(L, t)]

2 +
1

2

∫ L

0

d |uxx|2

dt
dx

}
= 0.

Ou seja

d

dt

∫ L

0

1

2

[
m |ut|2 + EI |uxx|2

]
dx = −EIγ [ut(L, t)]

2 .

Isto é

d

dt
E(t) = −EIγ [ut(L, t)]

2 . (3.14)

O que nos mostra claramente que o sistema é dissipativo, isto é, a energia do

sistema é decrescente com relação ao tempo. 2

3.4 Decaimento Exponencial da Energia

Aqui apresentaremos o resultado principal deste caṕıtulo, para isto, usaremos

o método da energia que se baseia na construção de um funcional de Lyapunov
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L equivalente a energia. Antes de atingir este objetivo, provaremos alguns Lemas

que serão usados na demonstração do decaimento exponencial.

Lema 3.4.1 Seja o funcional F : (0, T )→ R definido por

F(t) =

∫ L

0

xuxutdx.

Então, existe uma constante c > 0, tal que

|F(t)| ≤ cE(t), isto é,

∣∣∣∣∫ L

0

xuxutdx

∣∣∣∣ ≤ cE(t).

Prova: De fato, pelas desigualdades de Hölder e Poincaré, temos

∣∣∣∣∫ L

0

xuxutdx

∣∣∣∣ ≤ L

∣∣∣∣∫ L

0

uxutdx

∣∣∣∣ ≤ L

(∫ L

0

|ux|2 dx
) 1

2
(∫ L

0

|ut|2 dx
) 1

2

∣∣∣∣∫ L

0

xuxutdx

∣∣∣∣ ≤ LCp

(∫ L

0

|uxx|2 dx
) 1

2
(∫ L

0

|ut|2 dx
) 1

2

∣∣∣∣∫ L

0

xuxutdx

∣∣∣∣ ≤ L
Cp√
EIm

(
m

∫ L

0

|uxx|2 dx
) 1

2
(
EI

∫ L

0

|ut|2 dx
) 1

2

.

Aplicando a Desigualdade de Young, chegamos em

∣∣∣∣∫ L

0

xuxutdx

∣∣∣∣ ≤ LCp√
EIm

{
1

2

[∫ L

0

m |uxx|2 dx+ EI

∫ L

0

|ut|2 dx
]}

,

que implica

∣∣∣∣∫ L

0

xuxutdx

∣∣∣∣ ≤ LCp√
EIm

E(t). (3.15)

Finalmente, tomando c =
LCp√
EIm

, o resultado segue. 2

Lema 3.4.2 Dado o funcional F , definido no Lema 3.4.1, temos

d

dt
F(t) =

L

2
|ut(L, t)|2−

1

2

∫ L

0

|ut|2 dx−
EI

m
Lγux(L, t)ut(L, t)−

3EI

2m

∫ L

0

|uxx|2 dx.
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Prova: Derivando F em relação ao tempo e usando (3.1), obtemos

d

dt
F(t) =

d

dt

∫ L

0

xuxutdx =

∫ L

0

x [uxtut + uxutt] dx,

que implica em

d

dt
F(t) =

∫ L

0

x

[
uxtut −

EI

m
uxuxxxx

]
dx =

∫ L

0

xuxtutdx−
EI

m

∫ L

0

xuxuxxxxdx.

(3.16)

Agora, sabemos que

∫ L

0

xuxtutdx = x
|ut|2

2

∣∣∣∣∣
L

0

− 1

2

∫ L

0

|ut|2 dx =
L

2
|ut(L, t)|2 −

1

2

∫ L

0

|ut|2 dx. (3.17)

Além disso

∫ L

0

xuxuxxxxdx = xuxuxxx|L0 −
∫ L

0

[ux + xuxx]uxxxdx

= Lux(L, t)γut(L, t)−
∫ L

0

uxuxxxdx−
∫ L

0

xuxxuxxxdx,

de onde, segue

∫ L

0

xuxuxxxxdx = Lγux(L, t)ut(L, t)−uxuxx|L0 +

∫ L

0

|uxx|2 dx−x
|uxx|2

2

∣∣∣∣∣
L

0

+

∫ L

0

|uxx|2

2
dx,

que decorre em

∫ L

0

xuxuxxxxdx = Lγux(L, t)ut(L, t) +
3

2

∫ L

0

|uxx|2 dx. (3.18)

Substituindo (3.17) e (3.18) em (3.16), finalmente obtemos

d

dt
F(t) =

L

2
|ut(L, t)|2−

1

2

∫ L

0

|ut|2 dx−
EI

m
Lγux(L, t)ut(L, t)−

3EI

2m

∫ L

0

|uxx|2 dx.

2
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Lema 3.4.3 Dado o funcional de Lyapunov L : (0, T )→ R, definido por

L(t) = tE(t) +m

∫ L

0

xuxutdx. (3.19)

Temos

d

dt
L(t) ≤ 0, ∀ t ≥ T1.

Prova: Derivando o funcional de Lyapunov, em relação ao tempo, usando (3.14)

e o Lema 3.4.2, teremos

d

dt
L(t) = E(t)− tEIγ [ut(L, t)]

2 +
mL

2
|ut(L, t)|2 −

m

2

∫ L

0

|ut|2 dx

−EILγux(L, t)ut(L, t)−
3EI

2

∫ L

0

|uxx|2 dx,

que acarreta em

d

dt
L(t) = −tEIγ |ut(L, t)|2+

mL

2
|ut(L, t)|2−EILγux(L, t)ut(L, t)−EI

∫ L

0

|uxx|2 dx.

(3.20)

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

|ux(L, t)|2 =

[∫ L

0

uxxdx

]2

≤
∫ L

0

|uxx|2 dx. (3.21)

Sabemos, também, que

−ux(L, t)ut(L, t) ≤ δ |ux(L, t)|2 +
1

4δ
|ut(L, t)|2 ,

de onde, multiplicando esta expressão por EILγ e tomando δ =
1

Lγ
, segue

−EILγux(L, t)ut(L, t) ≤ −EI |ux(L, t)|2 +
EIL2γ2

4
|ut(L, t)|2 . (3.22)

Usando (3.21) e (3.22) em (3.20), teremos
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d

dt
L(t) ≤ −tEIγ |ut(L, t)|2 +

mL

2
|ut(L, t)|2 + EI |ux(L, t)|2

+
EIL2γ2

4
|ut(L, t)|2 − EI |ux(L, t)|2 ,

que decorre em

d

dt
L(t) ≤ −

[
tEIγ − mL

2
− EIL2γ2

4

]
|ut(L, t)|2 .

Tomando

T1 =
2mL+ EIL2γ2

4EIγ
,

o resultado segue, isto é

d

dt
L(t) ≤ 0, ∀ t ≥ T1.

2

Teorema 3.4.1 Seja u a solução do sistema (3.1) obtida no Teorema 3.2.1. Então,

a energia total E(t) decai exponencialmente a zero, quando o tempo vai para o

infinito; isto é, existem constantes positivas C e λ, tais que a energia do sistema

satisfaz

E(t) ≤ CE(0)e−λt, ∀ t ≥ 0.

Prova: Considerando o funcional de Lyapunov definido em (3.19) e o Lema 3.4.3,

temos que existe c1 = c1(T1) > 0, tal que

L(t) ≤ L(T1) ≤ c1E(0), ∀ t ≥ T1.

Além disso, do Lema 3.4.3, temos

tE(t)−mcE(t) ≤ L(t) ≤ tE(t) +mcE(t).

Logo, segue

[t−mc]E(t) ≤ L(t) ≤ c1E(0), ∀ t ≥ T1.
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Considerando T2 = max {T1,mc}, para algum c2 = c(T2) > 0, temos

E(t) ≤ c2E(0)

[t−mc]
, ∀ t > T2.

Assim, chegamos a

∫ ∞
T2

E (t)2 dt < (c2)2E (0)2

∫ ∞
T2

[
1

t−mc

]2

dt <∞.

Finalmente, usando o fato da energia ser limitada, e a norma do sistema como

sendo a energia, pelo Teorema 1.6.6, conclúımos que existem constantes positivas

C e λ, tais que a energia do sistema satisfaz

E(t) ≤ CE(0)e−λt, ∀ t ≥ 0.

2
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Caṕıtulo 4

Resultados Numéricos para uma Viga

4.1 Problema Numérico

Para a solução numérica do problema de vigas unidimensional de equação

mutt + EIuxxxx = 0 em (0, L)× (0,+∞), (4.1)

condições de contorno

u(0, t) = 0 em (0,+∞)

ux(0, t) = 0 em (0,+∞)

uxx(L, t) = 0 em (0,+∞)

uxxx(L, t) = γut(L, t) em (0,+∞)

e condições iniciais dadas por

u(x, 0) = u0(x) e ut(x, 0) = u1(x),

faremos uso do método de elementos finitos semidiscreto, que se caracteriza por

usar elementos finitos, na parte espacial e diferenças finitas, na parte temporal.

A seguir, encontraremos a formulação variacional do problema e a sua res-

pectiva discretização.
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4.2 Formulação Variacional

Consideremos o espaço

V =
{
u ∈ H2 (0, L) | u(0) = ux(0) = 0

}
.

Multiplicando (4.1) por v ∈ V e integrando de 0 a L, temos

m

∫ L

0

uttvdx+ EI

∫ L

0

uxxxxvdx = 0.

Pela integração por partes, segue

m

∫ L

0

uttvdx+ EI uxxxv|L0 − EI
[∫ L

0

uxxxvxdx

]
= 0

m

∫ L

0

uttvdx+ EIuxxx(L)v(L)− EI uxxvx|L0 + EI

[∫ L

0

uxxvxxdx

]
= 0

m

∫ L

0

uttvdx+ EIuxxx(L)v(L) + EI

[∫ L

0

uxxvxxdx

]
= 0

m

∫ L

0

uttvdx+ EIγut(L)v(L) + EI

[∫ L

0

uxxvxxdx

]
= 0.

Assim, teremos

m (utt, v) + EIγut(L)v(L) + EI (uxx, vxx) = 0, (4.2)

que corresponde a formulação variacional de nosso problema.

4.3 Discretização do Problema

O método semidiscreto a ser usado terá a seguinte estrutura
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(i) Na discretização espacial consideramos o espaço de elementos finitos

Vh =
{
vh ∈ V ; veh ∈ P 3 (Ωe)

}
⊂ V,

onde Ω = (0, L), veh a restrição de vh no elemento ”e” e P 3 (Ωe) o conjunto

de polinômios cúbicos de Hermite definidos em Ωe. Neste caso, considera-

mos a partição de Ω em P subintervalos [xi−1, xi] de comprimento h, onde

x0 = 0 e xP = L.

(ii) Para a parte temporal, usamos o método de Euler Impĺıcito de diferenças

finitas, cuja aproximação dos termos ut e utt são dados por

ut(x, tj) =
uj − uj−1

4t
,

utt(x, tj) =
uj+1 − 2uj + uj−1

4t2
.

Neste caso, dividimos o intervalo [0, T ] em subintervalos [tj−1, tj] , onde

tj = j 4 t, j = 1, ..., k com t0 = 0 e tk = T.

Sendo assim, discretizando o problema variacional (4.2), temos

(
uh,j+1 − 2uh,j + uh,j−1

4t2
, vh

)
+αγ

(
uP,j − uP,j−1

4t

)
vP+α

(
[uxx]h,j+1 , [vxx]h

)
= 0.

(4.3)

Além disso
uh,1(x)− uh,0(x)

4t
= (u1)h (x)

uh,1(x) = uh,0(x) +4t (u1)h (x)

uh,1(x) = (u0)h (x) +4t (u1)h (x). (4.4)

Finalmente, de (4.3) e (4.4), chegamos a discretização completa de nosso problema,

como sendo
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m

4t2
(uh,j+1, vh) + EI

(
[uxx]h,j+1 , [vxx]h

)
=

m

4t2
(2uh,j − uh,j−1, vh)

−EIγ
4t

(uP,j − uP,j−1) vP .

Com condições iniciais

uh,0(x) = (u0)h (x) e uh,1(x) = (u0)h (x) +4t (u1)h (x).

Nota 4.3.1 Como m representa a massa por unidade de comprimento, então se

dividimos a nossa discretização completa, pela área da seção transversal S da viga,

teremos

ρ

4t2
(uh,j+1, vh) + α

(
[uxx]h,j+1 , [vxx]h

)
=

ρ

4t2
(2uh,j − uh,j−1, vh)

−αγ
4t

(uP,j − uP,j−1) vP .

4.4 Resultados Computacionais

Nesta seção, apresentaremos e analisaremos vários resultados numéricos, os

quais confirmarão nossos resultados teóricos. Com este objetivo, dividiremos esta

apresentação em três situações. Nas duas primeiras, tomaremos valores arbitrários

para a massa e o coeficiente de rigidez, no último consideraremos valores usados

com muita frequência em simulações de estruturas flex́ıveis, como adotado nos

trabalhos de [Chen et al. (1987)]. Em todos os casos, tomaremos malhas de 90

elementos, comprimento de viga L = 1(m), ∆t = 10−5(s) e condições iniciais

dadas por

u(x, 0) =
1

5
L2x2 − 2

15
Lx3 +

1

30
x4 e ut(x, 0) = 0.

(1) Consideremos inicialmente o coeficiente de amortecimento γ = 0 e analise-

mos os gráficos das oscilações de uma viga em u(L, t), para 0 ≤ t ≤ 2,

com valores arbitrários para o coeficiente de rigidez EI, como mostram as

Figuras 4.1-4.4.

54



Figura 4.1: Gráfico de u(L, t), para EI=12.5, γ = 0 e 0 ≤ t ≤ 2.

Figura 4.2: Gráfico de u(L, t), para EI=25, γ = 0 e 0 ≤ t ≤ 2.

Figura 4.3: Gráfico de u(L, t), para EI=50, γ = 0 e 0 ≤ t ≤ 2.
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Figura 4.4: Gráfico de u(L, t), para EI=100, γ = 0 e 0 ≤ t ≤ 2.

Observamos claramente que em todos os casos, não há nenhuma taxa de

decaimento da solução, isto se deve ao fato do coeficiente de amorteci-

mento ser nulo (γ = 0). Este resultado se confirma independentemente do

tempo considerado, como pode ser visto nas Figuras 4.5 e 4.6, abaixo, que

correspondem aos gráficos de u(L, t) com coeficientes de rigidez iguais a

3,125 e 25 em 0 ≤ t ≤ 8 e 0 ≤ t ≤ 4, respectivamente. Considerando que

o coeficiente de elasticidade é dado pela razão existente entre a rigidez de

flexão e a massa, podemos então concluir que quanto maior é a elasticidade

da viga, maior será o seu número de oscilações.

Figura 4.5: Gráfico de u(L, t), para EI=3.125, γ = 0 e 0 ≤ t ≤ 8.
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Figura 4.6: Gráfico de u(L, t), para EI=25, γ = 0 e 0 ≤ t ≤ 4.

Além disso, comparando as Figuras 4.3 e 4.4 com 4.5 e 4.6 respectivamente,

podemos também confirmar que existe uma relação entre o peŕıodo de os-

cilação da viga e sua elasticidade. Este é um fato esperado se comparamos

o nosso problema, no seu extremo direito, com o movimento harmônico

simples de uma mola, onde a relação entre o peŕıodo de oscilação T, a

massa m e o coeficiente de elasticidade k é dada por

T = 2π

√
m

k
.

Sendo assim, como o valor de m é o mesmo em todas as vigas, evidenciamos

uma relação entre o peŕıodo e o coeficiente de rigidez, entre duas vigas,

dada por

T1

√
E1I1 = T2

√
E2I2.

(2) No segundo caso, consideraremos três vigas, com a mesma massa m =

1 e o mesmo coeficiente de amortecimento γ = 0, 005 em 0 ≤ t ≤ 1.

Analisaremos os gráficos de u(L, t), para coeficientes de rigidez iguais a

25, 50 e 100, como é mostrado nas Figuras 4.7, 4.8 e 4.9, respectivamente.

Neste caso, podemos concluir que quanto maior é a elasticidade de uma

viga, a sua amplitude de oscilação decairá mais rapidamente, se usamos o

mesmo coeficiente de amortecimento.
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Figura 4.7: Gráfico de u(L, t), para EI=25, γ = 0, 005 e 0 ≤ t ≤ 1.

Figura 4.8: Gráfico de u(L, t), para EI=50, γ = 0, 005 e 0 ≤ t ≤ 1.

Figura 4.9: Gráfico de u(L, t), para EI=100, γ = 0, 005 e 0 ≤ t ≤ 1.
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(3) No terceiro e último caso, tomaremos EI = 223, 2, m = 3, 58 e consi-

deraremos três valores diferentes para o coeficiente de amortecimento γ,

em 0 ≤ t ≤ 4. Apresentaremos os gráficos de u(L, t), u(x, t) e da energia

E(t), para cada valor γ, como mostram as Figuras 4.10-4.15, onde podemos

observar claramente a influência do amortecimento na estabilidade de uma

viga, fato que também se confirma ao observar o decaimento exponencial

da energia. Para γ = 0, 005, temos os seguintes gráficos

Figura 4.10: (a) u(L, t) (b) E(t)

Figura 4.11: Gráfico de u(x, t), para EI=223,2 e γ = 0, 005 em 0 ≤ t ≤ 4.
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Para γ = 0, 01, obtemos os gráficos

Figura 4.12: (a) u(L, t) (b) E(t)

Figura 4.13: Gráfico de u(x, t), para EI=223,2 e γ = 0, 01 em 0 ≤ t ≤ 4.

60



Finalmente, para γ = 0, 05, segue os gráficos

Figura 4.14: (a) u(L, t) (b) E(t)

Figura 4.15: Gráfico de u(x, t), para EI=223,2 e γ = 0, 05 em 0 ≤ t ≤ 4.

61



Caṕıtulo 5

Estabilização Exponencial Uniforme de

Conexões em Série de Vigas

5.1 Introdução

Neste caṕıtulo, apresentaremos os principais resultados deste trabalho, que

correspondem ao estudo da existência e unicidade, assim como, a estabilidade

exponencial uniforme da solução do problema de conexões em série de vigas. A

estrutura a ser estudada apresenta N vigas fortemente ligadas, com controladores

nos nós intermediários, uma viga engastada e um único estabilizador localizado no

extremo direito, do último elemento. Mostraremos que este único estabilizador é

suficiente para conseguir o controle de vibrações para este tipo de estruturas, desde

que haja uma certa distribuição decrescente na sequência dos elementos, segundo

as suas propriedades elásticas.

O modelo matemático para este problema unidimensional é representado por

um sistema acoplado, composto por N equações diferenciais parciais

miutt + EiIiuxxxx = 0 sobre (xi−1, xi) , com i = 1, 2, ..., N e t > 0. (5.1)

Representaremos as N vigas unidimensionais pelo segmento Ji = [xi−1, xi] e assu-

miremos que todos os elementos da composição possuem densidade de massa mi e

rigidez flexão EiIi constantes em cada Ji.

As condições iniciais, de continuidade, de contorno e de transporte são definidas
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por

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), 0 ≤ x ≤ L (5.2)

u(x0, t) = ux(x0, t) = uxx(L, t) = 0 (5.3)

u(x−i , t) = u(x+
i , t) (5.4)

ux(x
−
i , t) = ux(x

+
i , t) (5.5)

−
[
EiIiuxx(x

−
i , t)− Ei+1Ii+1uxx(x

+
i , t)

]
= w1i(t), 1 ≤ i ≤ N − 1 (5.6)

EiIiuxxx(x
−
i , t)− Ei+1Ii+1uxxx(x

+
i , t) = w0i(t), 1 ≤ i ≤ N − 1, (5.7)

onde, apenas um dos controladores w1i(t) ou w0i(t), deverá ser usado. A condição

desta escolha dependerá do tipo de controlador utilizado nas junções. Para o caso

da junção com suporte ŕıgido, temos

w1i(t) = 0 e w0i(t) 6= 0, 1 ≤ i ≤ N − 1. (5.8)

Assim como

w1i(t) 6= 0 e w0i(t) = 0, 1 ≤ i ≤ N − 1, (5.9)

no caso da junção com controlador do tipo ângulo guia.

Além disso

ENINuxxx(L, t) = k0Nut(L, t) onde k0N > 0, (5.10)

representa o único estabilizador da estrutura, localizado no extremo direito do

último elemento da composição.

De forma geral, assumiremos que os controladores têm a seguinte composição

w0i(t) = k0iut(xi, t)− ciuxt(xi, t), para 1 ≤ i ≤ N − 1
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e

w1i(t) = ciut(xi, t) + k1iuxt(xi, t), para 1 ≤ i ≤ N − 1.

Embora, nos limitemos ao estudo anaĺıtico, para

k0i ≥ 0, k1i = 0 e ci = 0, para 1 ≤ i ≤ N − 1,

isto é, para conexões do tipo suporte ŕıgido, os procedimentos e conclusões servem

como modelo para o estudo de outras situações. Antes de provar a existência e

unicidade do sitema (5.1)-(5.7), faremos um estudo sobre a sua controlabilidade.

5.2 Controlabilidade do Sistema

Antes de comentar sobre a teoria de controle para o nosso problema de N

vigas, faremos primeiro um estudo anaĺıtico da sua formulação variacional.

Para isto, consideremos as funções

M = M(x) =
N∑
i=1

miκJi(x) e EI = EI(x) =
N∑
i=1

EiIiκJi(x),

onde κJi(x) representa a função caracteŕıstica do sub-intervalo intervalo (xi−1, xi),

e tomemos

V =
{
u ∈ H2 (0, L) ; u(0) = ux(0) = 0

}
.

Então, podemos representar a nossa formulação variacional do sistema, como sendo

∫ L

0

Muttvdx+

∫ L

0

EIuxxxxvdx = 0,

que implica em

N∑
i=1

mi

∫ xi

xi−1

uttvdx+
N∑
i=1

EiIi

∫ xi

xi−1

uxxxxvdx = 0.

Logo, integrando por partes e levando em consideração a descontinuidade em algu-
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mas variáveis, nas junções, obtemos

N∑
i=1

mi

∫ xi

xi−1

uttvdx+
N∑
i=1

EiIi uxxxv|
x−i
x+i−1

−
N∑
i=1

EiIi uxxvx|
x−i
x+i−1

+
N∑
i=1

EiIi

∫ xi

xi−1

uxxvxxdx = 0.

Usando (5.3)-(5.7), segue

N∑
i=1

mi

∫ xi

xi−1

uttvdx+
N∑
i=1

EiIi

∫ xi

xi−1

uxxvxxdx+ w01(t)v(x1) + w11(t)vx(x1)

+w02(t)v(x2) +w12(t)vx(x2) + . . .+w0N(t)v(xN) +w1N(t)vx(xN) = 0,

que implica em
N∑
i=1

mi

∫ xi

xi−1

uttvdx+
N∑
i=1

EiIi

∫ xi

xi−1

uxxvxxdx

+

[
v(x1) vx(x1) v(x2) vx(x2) · · · v(xN) vx(xN)

]



w01(t)

w11(t)

w02(t)

w12(t)

...

w0N(t)

w1N(t)



= 0.

De onde, definindo o operador C, como sendo

v → Cv = (v(x1), vx(x1), v(x2), vx(x2), . . . , v(xN), vx(xN)) ,

isto é,

vCt =

[
v(x1) vx(x1) v(x2) vx(x2) · · · v(xN) vx(xN)

]
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e

W (t) =



w01(t)

w11(t)

w02(t)

w12(t)

...

w0N(t)

w1N(t)



,

chegamos a

N∑
i=1

mi

∫ xi

xi−1

uttvdx+
N∑
i=1

EiIi

∫ xi

xi−1

uxxvxxdx+ vCtW (t) = 0.

Assim, conclúımos que o termo

vCtW (t),

é responsável pelo controle do sistema, de onde, assumindo

W (t) = KCut(t),

temos

N∑
i=1

mi

∫ xi

xi−1

uttvdx+
N∑
i=1

EiIi

∫ xi

xi−1

uxxvxxdx+ vCtKCut(t) = 0,

isto é

∫ L

0

Muttvdx+

∫ L

0

EIuxxvxxdx+ vCtKCut(t) = 0,

que representa um sistema equivalente para o problema.

Nota 5.2.1 Em nosso trabalho, consideraremos a matrizK como sendo compostas

por N sub-matrizes Ki, de ordem 2 × 2, com 1 ≤ i ≤ N, localizadas ao longo da
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diagonal, onde todas as outras entradas são nulas, isto é

K =



K1 . . . 0

... K2 . . .

... K3 . . .

...
. . . . . .

0
... KN


.

O que equivale a dizer, que os nossos controladores nas junções apresentam apenas

respostas locais.

Além disso, assumiremos que as sub-matrizes Ki são da forma

Ki =

 k0i −ci

ci k1i

 , k0i ≥ 0, k1i ≥ 0, ci ∈ R, 1 ≤ i ≤ N,

de onde, usando a condição

W (t) = KCut(t),

implica em assumir que

k0iut(xi, t)− ciutx(xi, t) = w0i(t), para 1 ≤ i ≤ N

e

ciut(xi, t) + k1iutx(xi, t) = w1i(t), para 1 ≤ i ≤ N.

5.3 Existência e Unicidade

Para demonstrar a boa colocação de nosso problema, usaremos métodos simi-

lares aos usados no caṕıtulo 3, para uma viga. Apresentaremos, também, definições

e resultados importantes que antecedem a demonstração principal. Utilizaremos

neste caso, o Teorema de Lumer Phillips (Teorema 1.6.2) ou os Teoremas 1.6.7 e

1.6.8.

Para começar, definiremos o operador linear A, o espaço de fase e o domı́nio
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onde ele deverá atuar.

5.3.1 Problema de Cauchy Abstrato

Substituindo
EiIi
mi

= αi na equação (5.1), segue

utt + αiuxxxx = 0, em (xi−1, xi).

Considerando U i =

 ui

uit

 , onde ui = u |(xi−1,xi), definiremos a representação

abstrata de Cauchy, em cada sub-intervalo (xi−1, xi), como sendo

d

dt
U i =

 uit

uitt

 =

 0 I

−αi (·)xxxx 0


 ui

uit

 .

Portanto, o operador linear Ai em cada sub-intervalo, será definido por

Ai =

 0 I

−αi (·)xxxx 0

 . (5.11)

Sendo assim, tomando

U =



U1

U2

...

UN


, com U i =

 ui

uit

 ,

podemos obter a seguinte representação abstrata de Cauchy, para o sistema com-

pleto
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d

dt
U =



U1
t

U2
t

...

UN−1
t

UN
t


=



A1 0 · · · · · · 0

0 A2
. . .

...

...
. . . . . . . . .

...

...
. . . AN−1 0

0 · · · · · · 0 AN





U1

U2

...

UN−1

UN


.

Logo, fica evidente a definição de nosso operado A, como sendo

A =



A1 0 · · · · · · 0

0 A2
. . .

...

...
. . . . . . . . .

...

...
. . . AN−1 0

0 · · · · · · 0 AN


, onde 0 =

 0 0

0 0

 . (5.12)

5.3.2 Definição do Espaço de Fase e Domı́nio do Operador

Procedendo de forma análoga, ao caso de uma viga, consideremos

X i =
{
U i ∈ H2(xi−1, xi)× L2(xi−1, xi)

}
,

U =



U1

U2

...

UN


, onde U i =

 ui

vi

 , ui = u |(xi−1,xi) e vi = v |(xi−1,xi) .

Logo, podemos definir o espaço de fase X, como sendo

X =

{
U ∈

N∏
i=1

X i; u1(0) = u1
x(0) = 0, ui(x−i ) = ui+1(x+

i ),

uix(x
−
i ) = ui+1

x (x+
i ), 1 ≤ i ≤ N − 1

}
. (5.13)
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Sendo assim, o domı́nio do operador, para o caso da conexão com suporte ŕıgido,

será definido por

D(A) =
{
U ∈ X; AU ∈ X, uNxxx(L) = γvN(L), uNxx(L) = 0,

EiIiu
i
xxx(x

−
i )− Ei+1Ii+1u

i+1
xxx(x

+
i ) = k0iv

i(xi), k0i ≥ 0,

αiu
i
xx(x

−
i ) = αi+1u

i+1
xx (x+

i ), 1 ≤ i ≤ N − 1
}
,

de onde, segue

D(A) =
{
U ∈ X; U i ∈ H4(xi−1, xi)×H2(xi−1, xi), u

N
xxx(L) = γvN(L), uNxx(L) = 0,

EiIiu
i
xxx(x

−
i )− Ei+1Ii+1u

i+1
xxx(x

+
i ) = k0iv

i(xi), k0i ≥ 0,

αiu
i
xx(x

−
i ) = αi+1u

i+1
xx (x+

i ), 1 ≤ i ≤ N − 1
}
. (5.14)

De forma similar ao Caṕıtulo 3, para o caso de uma viga, não é dif́ıcil ver, que A

é fechado e seu domı́nio D(A) é denso no espaço de fase X.

5.3.3 Natureza do Operador

Lema 5.3.1 O operador linear A, definido em (5.11)-(5.12), é dissipativo.

Prova: Consideremos o produto interno, no espaço de Hilbert X, como sendo

(F, U)X =
N∑
i=1

[
αi

∫ xi+1

xi−1

f ixxu
i
xxdx+

∫ xi+1

xi−1

gividx

]
,

onde

F =



F 1

F 2

...

FN


, U =



U1

U2

...

UN


, com F i =

 f i

gi

 e U i =

 ui

vi

 .
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Para todo U ∈ D(A), temos

(AU, U)X =





v1

−α1u
1
xxxx

v2

−α2u
2
xxxx

...

vN

−αNuNxxxx



,



u1

v1

u2

v2

...

uN

vN





,

que implica em

(AU, U)X =
N∑
i=1

[
αi

∫ xi+1

xi−1

vixxu
i
xxdx− αi

∫ xi+1

xi−1

uixxxxv
idx

]

de onde, aplicando integração por partes, segue

(AU, U)X =
N∑
i=1

[
αi

∫ xi+1

xi−1

vixxu
i
xxdx

]
−

N∑
i=1

EiIi
mi

uixxxv
i

∣∣∣x−i
x+i−1

+
N∑
i=1

αi u
i
xxv

i
x

∣∣∣x−i
x+i−1

−
N∑
i=1

[
αi

∫ xi+1

xi−1

uixxv
i
xxdx

]
.

Logo, usando as condições de contorno, de transmissão e de continuidade

v1
x(0) = 0, αiu

i
xx(x

−
i ) = αi+1u

i+1
xx (x+

i ) e vi(x−i ) = vi+1(x+
i ), para 1 ≤ i ≤ N − 1,

teremos

(AU, U)X =
N∑
i=1

αi

[∫ xi+1

xi−1

vixxu
i
xxdx−

∫ xi+1

xi−1

uixxv
i
xxdx

]
−

N∑
i=1

EiIi
mi

uixxxv
i

∣∣∣x−i
x+i−1

.

Considerando a parte real, chegamos em

Re (AU, U)X = −Re

[
N∑
i=1

EiIi
mi

uixxxv
i

∣∣∣x−i
x+i−1

]
.
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Finalmente, tomando m = max {m1, m2, ...,mN} , conseguimos

Re (AU, U)X = −Re

[
N∑
i=1

EiIi
mi

uixxxv
i

∣∣∣x−i
x+i−1

]
≤ −Re

[
N

m

N∑
i=1

EiIi u
i
xxxv

i

∣∣∣x−i
x+i−1

]
,

que implica

Re (AU, U)X ≤ −
N

m

N∑
i=1

∣∣vi(xi)∣∣2 ≤ 0.

2

5.3.4 Equação Resolvente

Considerando

F =



F 1

F 2

...

FN


∈ X e U =



U1

U2

...

UN


∈ D(A),

com

F i =

 f i

gi

 e U i =

 ui

vi

 .

Substituindo em

λU −AU = F,

teremos 

λu1 − v1

λv1 + α1u
1
xxxx

λu2 − v2

λv2 + α2u
2
xxxx

...

λuN − vN

λvN − αNuNxxxx



=



f 1

g1

f 2

g2

...

fN

gN



,
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que podemos representar, como

 λui − vi = f i

λvi + αiu
i
xxxx = gi

, 1 ≤ i ≤ N. (5.15)

Agora, eliminando vi e usando as condições de contorno, de continuidade e de

transporte, teremos

λ2ui + αiu
i
xxxx = gi + λf i em (xi−1, xi)

u1(0) = u1
x(0) = uNxx(L) = 0

uNxxx(L) = γλuN(L)− γf N(L)

ui(x−i ) = ui+1(x+
i ), 1 ≤ i ≤ N − 1

uix(x
−
i ) = ui+1

x (x+
i ), 1 ≤ i ≤ N − 1

EiIiu
i
xxx(x

−
i )− Ei+1Ii+1u

i+1
xxx(x

+
i ) = k0i[λu

i(xi)− f i(xi)], 1 ≤ i ≤ N − 1

αiu
i
xx(x

−
i ) = αi+1u

i+1
xx (x+

i ), 1 ≤ i ≤ N − 1,

(5.16)

que correspondem a forma geral das equações do resolvente para o operador A.

De forma similar ao problema de uma viga, estudaremos a boa colocação

deste sistema, neste caso, apenas para λ = 0. Usaremos, também, o Teorema

de Lax-Milgram (Teorema 1.5.2) e o Teorema da Regularidade Eĺıptica (Teorema

1.5.3).

A seguir, definiremos os espaços que serão usados no próximo Lema.

Xi =
{
ui ∈ H2 (xi−1, xi)

}
,

X =

{
U ∈

N∏
i=1

Xi; u1(0) = u1
x(0) = 0, ui(x−i ) = ui+1(x+

i ),

uix(x
−
i ) = ui+1

x (x+
i ), αiu

i
xx(x

−
i ) = αi+1u

i+1
xx (x+

i ),

EiIiu
i
xxx(x

−
i )− Ei+1Ii+1u

i+1
xxx(x

+
i ) = k0iu

i
t(xi), 1 ≤ i ≤ N − 1

}
,
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onde

U =



u1

u2

...

uN


.

Lema 5.3.2 Para λ = 0, existe uma única solução para o sistema (5.16), onde

U =



u1

u2

...

uN


∈ X, F =



f 1

f 2

...

fN


∈

N∏
i=1

[
H2 (xi−1, xi)

]
,

G =



g1

g2

...

gN


∈

N∏
i=1

[
L2 (xi−1, xi)

]
.

Prova: Substituindo λ = 0, na equação (5.15), teremos

 −vi = f i

αiu
i
xxxx = gi

, 1 ≤ i ≤ N.

Resta, verificar a existência de solução para

αiu
i
xxxx = gi, 1 ≤ i ≤ N,

munida das condições de contorno, continuidade e transmissão dadas em (5.16).

Faremos inicialmente a formulação variacional do problema, com a finalidade de

definir adequadamente os funcionais a serem usados na demonstração. De fato,
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multiplicando as equações por wi, onde

W =



w1

w2

...

wN


∈ X

e integrando em 0 e L, teremos

N∑
i=1

[
αi

∫ xi+1

xi−1

uixxxxw
idx

]
=

N∑
i=1

∫ xi+1

xi−1

giwidx

que implica

N∑
i=1

αi u
i
xxxw

i
∣∣x−i
x+i−1

−
N∑
i=1

αi u
i
xxw

i
x

∣∣x−i
x+i−1

+
N∑
i=1

[
αi

∫ xi+1

xi−1

uixxw
i
xxdx

]
=

N∑
i=1

∫ xi+1

xi−1

giwidx,

de onde, segue

−
N∑

i=1

αik0iv
i(xi)w

i(xi) +
N∑
i=1

[
αi

∫ xi+1

xi−1

uixxw
i
xxdx

]
=

N∑
i=1

∫ xi+1

xi−1

giwidx,

isto é

N∑
i=1

[
αi

∫ xi+1

xi−1

uixxw
i
xxdx

]
=

N∑
i=1

∫ xi+1

xi−1

giwidx+
N∑
i=1

αik0if
i(xi)w

i(xi),

onde, k0N = γENIN .

Logo, tomando os seguintes funcionais

B : X× X→ R e F : X→ R.

Definidos por

B(U,W) =
N∑
i=1

[
αi

∫ xi+1

xi−1

uixxw
i
xxdx

]
,
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F (W) =
N∑
i=1

∫ xi+1

xi−1

giwidx+
N∑
i=1

αik0if
i(xi)w

i(xi).

Com produto interno e norma no espaço X, como sendo

(U,W)X =
N∑
i=1

∫ xi+1

xi−1

uixxw
i
xxdx,

‖U‖2
X =

N∑
i=1

∫ xi+1

xi−1

∣∣uixx∣∣2 dx.
Não é dif́ıcil ver que B é um funcional bilinear coercivo e cont́ınuo, assim como,

a linearidade e continuidade do funcional F. Portanto, pelo Teorema de Lax-

Milgram, existe uma única U ∈ X, tal que

B(U,W) = F (W), ∀W ∈ X.

De onde, conclúımos

∃! U ∈ X; αiu
i
xxxx = gi, com 1 ≤ i ≤ N.

2

Nota 5.3.1 Pela elipticidade dos operadores αi (·)xxxx , temos também, que ui ∈

H4(xi−1,xi). Portanto, passando para os espaços X e D(A), conclúımos que

∀F ∈ X, ∃!U ∈ D(A), tal que −AU = F.

Nota 5.3.2 Pelo Lema 5.3.2 e a Nota 5.3.1, conclúımos que 0 ∈ ρ(A).

Nota 5.3.3 Do Lema 5.3.2 e a Nota 5.3.1, conclúımos também, que A é sobreje-

tivo, portanto, é inverśıvel. Logo, tomando

λI −A = A
(
λA−1 − I

)
.
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Pelo Teorema (1.6.7) e considerando

B = λA−1, S = −I e |λ| < 1

‖A−1‖
,

segue que (λA−1 − I) é inverśıvel, assim temos

λI −A é, também, inverśıvel.

Nota 5.3.4 Da observação anterior, segue também, que D(A) é denso em X.

Basta usar o Lema 3.2.3, do caṕıtulo 3.

A seguir enunciaremos o Teorema que garante a Existência e Unicidade do

problema de conexão em série de vigas, para conexões do tipo suporte ŕıgido.

Teorema 5.3.1 Sejam U0 ∈ D(A) e t > 0. Então, existe uma única solução para

o sistema (5.1)-(5.7), satisfazendo

U(t) ∈ C (0,∞; D(A)) ∩ C1 (0,∞; X) .

Prova: Como D(A) é denso e A é fechado, por se tratar de um operador

diferencial no espaço das distribuições, assim como A é dissipativo e 0 ∈ ρ(A)

(conjunto resolvente), o resultado segue da aplicação do Teorema 1.6.8. 2

5.4 Decaimento Exponencial da Energia

Consideraremos a conexão entre as junções do tipo suporte ŕıgido, e o meca-

nismo de controle, como sendo proporcional a velocidade no ponto da respectiva

junção.

A continuação, citaremos definições e Lemas importantes a serem utilizados

na demonstração principal.

Definição 5.4.1 Definiremos como energia total do sistema de N vigas acopladas,
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a seguinte expressão

E(t) =
N∑
i=1

Ei(t), (5.17)

onde

Ei(t) =

∫ xi

xi−1

1

2

[
mi |ut|2 + EiIi |uxx|2

]
dx. (5.18)

Definição 5.4.2 Definiremos o funcional de Lyapunov L : (0, T )→ R por

L(t) =
N∑
i=1

Li(t), (5.19)

onde

Li(t) = (1− ε)t
∫ xi

xi−1

[
mi |ut|2 + EiIi |uxx|2

]
dx+ 2

∫ xi

xi−1

mixutuxdx, (5.20)

com 0 < ε < 1.

Lema 5.4.1 Dado o funcional Li, definido em (5.20), temos

d

dt
Li(t) = −

∫ xi

xi−1

[
Qi
x

]
dx−

∫ xi

xi−1

[
Ri
]
dx, (5.21)

onde

Qi(x, y) = 2EiIi(1− ε)t [utuxxx − uxtuxx]−mix |ut|2

+2EiIixuxuxxx − 2EiIiuxuxx − EiIix |uxx|2 (5.22)

e

Ri(x, t) = εmi |ut|2 + EiIi (2 + ε) |uxx|2 . (5.23)

Prova: De fato, derivando (5.20) em relação ao tempo, teremos

d

dt
Li(t) = (1− ε)

∫ xi

xi−1

[
mi |ut|2 + EiIi |uxx|2

]
dx

+(1− ε)t
∫ xi

xi−1

[2miututt + 2EiIiuxxuxxt] dx
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+2

∫ xi

xi−1

mixuttuxdx+ 2

∫ xi

xi−1

mixutuxtdx. (5.24)

De (5.1), segue que

miutt = −EiIiuxxxx.

Substituindo a igualdade acima em (5.24), chegamos a

d

dt
Li(t) = (1− ε)

∫ xi

xi−1

[
mi |ut|2 + EiIi |uxx|2

]
dx

+2(1− ε)tEiIi
∫ xi

xi−1

[−uxxxxut + uxxuxxt] dx

−2EiIi

∫ xi

xi−1

xuxxxxuxdx+ 2

∫ xi

xi−1

mixutuxtdx. (5.25)

Sabemos que ocorre

[uxxxut]x = uxxxxut + uxxxutx

e

[uxxutx]x = uxxxutx + uxxutxx.

De onde, obtemos

[uxxutx − uxxxut]x = uxxutxx − uxxxxut. (5.26)

Substituindo (5.26) em (5.25), teremos

d

dt
Li(t) = (1− ε)

∫ xi

xi−1

[
mi |ut|2 + EiIi |uxx|2

]
dx

+2(1− ε)tEiIi
∫ xi

xi−1

[uxxutx − uxxxut]x dx

−2EiIi

∫ xi

xi−1

xuxxxxuxdx+ 2mi

∫ xi

xi−1

xutuxtdx. (5.27)

Sabemos, também, que

[
x |ut|2

]
x

= |ut|2 + 2xututx,
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isto é

xututx =
1

2

{[
x |ut|2

]
x
− |ut|2

}
. (5.28)

Substituindo (5.28) em (5.27), temos

d

dt
Li(t) = mi

∫ xi

xi−1

|ut|2 dx+EiIi

∫ xi

xi−1

|uxx|2 dx− εmi

∫ xi

xi−1

|ut|2 dx

−εEiIi
∫ xi

xi−1

|uxx|2 dx+ 2(1− ε)tEiIi
∫ xi

xi−1

[uxxutx − uxxxut]x dx

−2EiIi

∫ xi

xi−1

xuxxxxuxdx+mi

∫ xi

xi−1

[
x |ut|2

]
x
dx−mi

∫ xi

xi−1

|ut|2 dx,

que implica em

d

dt
Li(t) = EiIi

∫ xi

xi−1

|uxx|2 dx−εmi

∫ xi

xi−1

|ut|2 dx−εEiIi
∫ xi

xi−1

|uxx|2 dx

+2(1− ε)tEiIi
∫ xi

xi−1

[uxxutx − uxxxut]x dx− 2EiIi

∫ xi

xi−1

xuxxxxuxdx

+mi

∫ xi

xi−1

[
x |ut|2

]
x
dx.

Agrupando de forma conveniente, teremos

d

dt
Li(t) = 3EiIi

∫ xi

xi−1

|uxx|2 dx−2EiIi

∫ xi

xi−1

xuxxxxuxdx

−2(1− ε)tEiIi
∫ xi

xi−1

[uxxxut − uxxutx]x dx+mi

∫ xi

xi−1

[
x |ut|2

]
x
dx

−2EiIi

∫ xi

xi−1

|uxx|2 dx− εmi

∫ xi

xi−1

|ut|2 dx− εEiIi
∫ xi

xi−1

|uxx|2 dx,

isto é

d

dt
Li(t) = −

∫ xi

xi−1

EiIi
[
2xuxxxxux − 3 |uxx|2

]
dx

−
∫ xi

xi−1

{2(1− ε)tEiIi [uxxxut − uxxutx]}x dx+

∫ xi

xi−1

[
mix |ut|2

]
x
dx
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−
∫ xi

xi−1

{
2EiIi |uxx|2 + εmi |ut|2 + εEiIi |uxx|2

}
dx. (5.29)

Finalmente, sabendo que

[
2xuxxxux − 2uxxux − x |uxx|2

]
x

= 2uxxxux+2xuxxxxux+2xuxxxuxx−2uxxxux

−2uxxuxx − |uxx|2 − 2xuxxuxxx,

segue a relação

[
2xuxxxux − 2uxxux − x |uxx|2

]
x

= 2xuxxxxux − 3 |uxx|2 . (5.30)

Logo, substituindo (5.30) em (5.29) e agrupando, chegaremos ao resultado desejado

d

dt
Li(t) = −

∫ xi

xi−1

{
EiIi

[
2xuxxxux − 2uxxux − x |uxx|2

]
−mix |ut|2 + 2(1− ε)tEiIi [uxxxut − uxxutx]

}
x
dx

−
∫ xi

xi−1

{
εmi |ut|2 + EiIi (2 + ε) |uxx|2

}
dx.

2

Lema 5.4.2 Seja L, o funcional de Lyapunov definido em (5.19)-(5.20), onde u é

solução do sistema (5.1)-(5.7). Se

mi+1 ≥ mi e EiIi ≥ Ei+1Ii+1, para i = 1, 2, 3.., (N − 1),

então

d

dt
L(t) =

d

dt

N∑
i=1

Li(t) ≤ 0, para t > T1,

isto é
N∑
i=1

{∫ xi

xi−1

[
Qi
x

]
dx+

∫ xi

xi−1

[
Ri
]
dx

}
≥ 0 para t > T1.

Prova: Inicialmente trabalharemos com o termo Ri. Sabemos pela definição dada
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no Lema 5.4.1, que

Ri(x, t) = εmi |ut|2 + EiIi (2 + ε) |uxx|2 .

Portanto

Ri(x, t) ≥ ε
[
mi |ut|2 + EiIi |uxx|2

]
, (5.31)

que implica em
N∑
i=1

{∫ xi

xi−1

[
Ri
]
dx

}
≥ 0.

Resta agora, provar que

N∑
i=1

{∫ xi

xi−1

[
Qi
x

]
dx

}
=

N∑
i=1

{
Qi(xi, t)−Qi(xi−1, t)

}
≥ 0. (5.32)

Para faciltar a notação e a visualização da demonstração, faremos um reagrupa-

mento adequado e definiremos de forma simplificada certos grupos de equações.

Sendo assim, da expressão

N∑
i=1

{
Qi(xi, t)−Qi(xi−1, t)

}
= Q1(x1, t)︸ ︷︷ ︸

1

−Q1(x0, t)︸ ︷︷ ︸
0

+Q2(x2, t)︸ ︷︷ ︸
2

−Q2(x1, t)︸ ︷︷ ︸
1

+Q3(x3, t)︸ ︷︷ ︸
3

−Q3(x2, t)︸ ︷︷ ︸
2

+ ......+QN−1(xN−1, t)︸ ︷︷ ︸
N−1

−QN−1(xN−2, t)︸ ︷︷ ︸
N−2

+QN(xN , t)︸ ︷︷ ︸
N

−QN(xN−1, t)︸ ︷︷ ︸
N−1

.

Reagrupando e denotando Si(t) como sendo

S0(t) = −Q1(x0, t) = −Q1(0, t), (5.33)

Si(t) = Qi(xi, t)−Qi+1(xi, t), onde 1 ≤ i ≤ N − 1, (5.34)

e

SN(t) = QN(xN , t) = QN(L, t). (5.35)

Obtemos
N∑
i=1

{
Qi(xi, t)−Qi(xi−1, t)

}
=

N∑
i=0

Si(t). (5.36)
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Além disso, da definição dada no Lema 5.4.1 para Qi, onde

Qi(x, y) = 2EiIi(1− ε)t [utuxxx − uxtuxx]︸ ︷︷ ︸− mix |ut|2︸ ︷︷ ︸
+2EiIixuxuxxx︸ ︷︷ ︸ −2EiIiuxuxx︸ ︷︷ ︸ − EiIix |uxx|2︸ ︷︷ ︸,

podemos fazer a seguinte reagrupação

Qi1(x, t) = 2EiIi(1− ε)t [utuxxx − uxtuxx] (5.37)

Qi2(x, t) = − mix |ut|2 (5.38)

Qi3(x, t) = 2EiIixuxuxxx (5.39)

Qi4(x, t) = − 2EiIiuxuxx (5.40)

Qi5(x, t) = − EiIix |uxx|2 . (5.41)

Desta forma, teremos

Qi(x, y) =
5∑
j=1

Qij(x, y).

Aproveitando esta notação, podemos definir

S0j(t) = −Q1j(x0, t) = −Q1j(0, t), onde 1 ≤ j ≤ 5, (5.42)

Sij(t) = Qij(xi, t)−Qi+1,j(xi, t), onde 1 ≤ i ≤ N − 1 e 1 ≤ j ≤ 5, (5.43)

e

SNj(t) = QNj(xN , t) = QNj(L, t), onde 1 ≤ j ≤ 5. (5.44)

Ou seja

Si(t) =
5∑
j=1

Sij(t), onde 0 ≤ i ≤ N, (5.45)
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que implica em

N∑
i=1

{
Qi(xi, t)−Qi(xi−1, t)

}
=

N∑
i=0

5∑
j=1

Sij(t). (5.46)

No que segue, faremos um estudo anaĺıtico das expressões S0(t), Si(t) em 1 ≤

i ≤ N − 1, SN(t) e observaremos as condições a serem impostas, para que elas

assumam sempre valores não negativos.

(i) Analisando a expressão S0(t).

Como x0 = 0, usando (5.22) e (5.33), temos

S0(t) = −2E1I1(1− ε)t [ut(0, t)uxxx(0, t)− uxt(0, t)uxx(0, t)]

+2E1I1ux(0, t)uxx(0, t).

Pelas condições de contorno dadas em (5.3), segue

ut(0, t) = uxt(0, t) = 0.

Em consequência disso, obtemos

S0(t) = 0.

(ii) Analisando a expressão Si(t) para 1 ≤ i ≤ N − 1.

Neste caso, observaremos separadas as expressões Si1, Si2, Si3, Si4 e Si5.

De fato, usando (5.37) e (5.43), para Si1, teremos

Si1(t) = Qi1(xi, t)−Qi+1,1(xi, t),

que implica em

Si1(t) = 2EiIi(1−ε)t [utuxxx − uxtuxx]−2Ei+1Ii+1(1−ε)t [utuxxx − uxtuxx] .
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Agrupando e usando as definições dadas para os controladores em (5.6) e

(5.7), segue

Si1(t) = 2(1− ε)t

ut[EiIiuxxx(x−i , t)− Ei+1Ii+1uxxx(x
+
i , t)

]︸ ︷︷ ︸
w0i(t)

− uxt
[
EiIiuxx(x

−
i , t)− Ei+1Ii+1uxx(x

+
i , t)

]︸ ︷︷ ︸
−w1i(t)

 .

Considerando um suporte ŕıgido nas junções, com controlador de cisalha-

mento proporcional a velocidade na junção, isto é, o controlador w1i(t) = 0

e supondo w0i(t) = k0iut, chegamos a

Si1(t) = 2(1− ε)k0it |ut(xi, t)|2 ≥ 0. (5.47)

Para Si2, temos

Si2(t) = Qi2(xi, t)−Qi+1,2(xi, t).

De onde, usando (5.38), segue

Si2(t) = (−mi +mi+1)xi |ut(xi, t)|2 .

Logo, conclúımos que

Si2(t) ≥ 0, se mi+1 ≥ mi. (5.48)

Analisando Si3, vemos que

Si3(t) = Qi3(xi, t)−Qi+1,3(xi, t).

85



Assim de (5.39), temos

Si3(t) = 2xiux
[
EiIiuxxx(x

−
i , t)− Ei+1Ii+1uxxx(x

+
i , t)

]︸ ︷︷ ︸
w0i(t)

,

de onde, segue

Si3(t) = 2k0ixiux(xi, t)ut(xi, t). (5.49)

Este termo é absorvido por Si1(t) e
∫ xi
xi−1

[Ri] dx.

Para Si4, obtemos

Si4(t) = Qi,4(xi, t)−Qi+1,4(xi, t).

Considerando (5.40), chegamos a

Si4(t) = 2ux
[
−EiIiuxx(x−i , t) + Ei+1Ii+1uxx(x

+
i , t)

]︸ ︷︷ ︸
w1i(t)

.

Considerando um suporte ŕıgido nas junções, segue

Si4(t) = 0. (5.50)

Finalmente, analisando Si5, usando (5.41) e (5.44), conclúımos que

Si5(t) = Qi,5(xi, t)−Qi+1,5(xi, t)

= xi

[
− EiIi

∣∣uxx(x−i , t)∣∣2 + Ei+1Ii+1

∣∣uxx(x+
i , t)

∣∣2] .
Da condição do suporte ŕıgido nas junções, temos

EiIiuxx(x
−
i , t) = Ei+1Ii+1uxx(x

+
i , t),
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o que implica em

EiIi
∣∣uxx(x−i , t)∣∣2 =

(Ei+1Ii+1)2

EiIi

∣∣uxx(x+
i , t)

∣∣2 .
Assim, substituindo esta expressão na equação acima, segue

Si5(t) = xi

[
−(Ei+1Ii+1)2

EiIi

∣∣uxx(x+
i , t)

∣∣2 + Ei+1Ii+1

∣∣uxx(x+
i , t)

∣∣2]

= xi

[
−(Ei+1Ii+1)2

EiIi
+ Ei+1Ii+1

] ∣∣uxx(x+
i , t)

∣∣2 .
De onde, obtemos

Si5(t) = xi [−Ei+1Ii+1 + EiIi]

(
Ei+1Ii+1

EiIi

) ∣∣uxx(x+
i , t)

∣∣2 .
Logo, conclúımos que

Si5(t) ≥ 0, se EiIi ≥ Ei+1Ii+1. (5.51)

(iii) Analisando a expressão SN(t).

Como xN = L, de (5.22) e (5.35), segue

SN(t) = 2ENIN(1− ε)t [ut(L, t)uxxx(L, t)− uxt(L, t)uxx(L, t)]

−mNL |ut(L, t)|2 + 2ENINLux(L, t)uxxx(L, t)

−2ENINux(L, t)uxx(L, t)− ENINL |uxx(L, t)|2 .

Usando as condições (5.3) e (5.10), temos

SN(t) = 2ENIN(1− ε)t [ut(L, t)k0Nut(L, t)]−mNL |ut(L, t)|2

+2ENINLux(L, t)k0Nut(L, t)
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= 2k0NENIN(1− ε)t |ut(L, t)|2 −mNL |ut(L, t)|2

+2k0NENINLux(L, t)ut(L, t).

De onde, fazendo uso da relação

− |ux(L, t)| |ut(L, t)| ≥ −
1

2
|ux(L, t)|2 −

1

2
|ut(L, t)|2 ,

temos

SN(t) ≥ 2k0NENIN(1− ε)t |ut(L, t)|2 −mNL |ut(L, t)|2

−2k0NENINL |ux(L, t)| |ut(L, t)|

≥ 2k0NENIN(1− ε)t |ut(L, t)|2 −mNL |ut(L, t)|2

+k0NENINL |ux(L, t)|2 + k0NENINL |ut(L, t)|2

= 2k0NENIN(1−ε)t |ut(L, t)|2 +[k0NENIN −mN ] |ut(L, t)|2

+k0NENINL |ut(L, t)|2 .

Logo, existirá um T1, suficientemente grande, tal que

SN(t) ≥ 0, para t > T1. (5.52)

Portanto, de (5.46)-(5.52), conclúımos que.

Se

mi+1 ≥ mi e EiIi ≥ Ei+1Ii+1.

Então
N∑
i=0

5∑
j=1

Sij(t) ≥ 0, para t > T1.

2

Teorema 5.4.1 Considerando u solução do sistema (5.1)-(5.7), satisfazendo as
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condições do Teorema 5.3.1, assim como

mi+1 ≥ mi e EiIi ≥ Ei+1Ii+1, com 1 ≤ i ≤ N − 1.

Então, existem µ, λ > 0, tais que a energia do sistema, tem decaimento exponencial

uniforme, isto é

1

2

N∑
i=1

∫ xi

xi−1

[
mi |ut|2 + EiIi |uxx|2

]
dx

≤ µe−λt
1

2

N∑
i=1

∫ xi

xi−1

[
mi |u1|2 + EiIi |(u0)xx|2

]
dx, ∀ t ≥ 0.

Prova: Considerando o funcional de Lyapunov definido em (5.19)-(5.20) e o Lema

5.4.2, existe c1 = c(T1) > 0, tal que

L(t) ≤ L(T1) ≤ c1E(0), ∀ t ≥ T1.

Além disso, é fácil mostrar que existe c2 > 0, tal que

∣∣∣∣∫ L

0

2xut(x, t)ux(x, t)dx

∣∣∣∣ ≤ c2E(t).

Logo, tomando M = max {m1, m2, ..., mN} e c = c2M, segue

[2(1− ε)t− c]E(t) ≤ L(t) ≤ [2(1− ε)t+ c]E(t), para t ≥ T1,

que implica em

[2(1− ε)t− c]E(t) ≤ c1E(0), para t ≥ T1.

Considerando T2 = max

{
T1,

c

2(1− ε)

}
, para algum c2 = c(T2) > 0, temos

E(t) ≤ c2E(0)

[2(1− ε)t− c]
, para t > T2.

Como a energia E(t) é limitada em [0, T2] , a inequação se estende para as condições
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iniciais. Então, teremos

∫ ∞
T2

E (t)2 dt ≤ c2
2E (0)2

∫ ∞
T2

[
1

2(1− ε)t− c

]2

dt <∞.

De onde, aplicando o Teorema 1.6.6 e usando a norma da energia

∥∥∥∥∥∥∥
 u

ut


∥∥∥∥∥∥∥

2

X

=
1

2

N∑
i=1

∫ xi

xi−1

[
mi |ut|2 + EiIi |uxx|2

]
dx,

conclúımos a existência de µ, λ > 0, tais que

E(t) ≤ µe−λtE(0), ∀ t ≥ 0.

2

Nota 5.4.1 Considerando α =
EI

m
, como sendo o coeficiente de elasticidade de

uma viga, então

mi+1 ≥ mi e EiIi ≥ Ei+1Ii+1, para 1 ≤ i ≤ N − 1,

implicará em

Ei+1Ii+1

mi+1

≤ EiIi
mi

,

isto é

αi+1 ≤ αi, para 1 ≤ i ≤ N − 1.

Conclusão 5.4.1 Os resultados encontrados fornecem uma importante interpre-

tação f́ısica, com relação a estabilidade em uma conexão de vigas em série. Se os

coeficientes de elasticidade das vigas ligadas em série, guardam uma relação de-

crescente, desde seu extremo engastado até o seu extremos livre, então a supressão

de vibrações é conseguida com apenas um agente amortecedor externo, localizado

em seu extremo livre, e mecanismos de controle, usados nas junções.
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R. A. Adams. Sobolev Spaces. Academic Press, New York (1975).

S. Arantes e J. E. M. Rivera. Exponential decay for a thermoelastic beam between

two stops. Journal of Thermal Stresses, 31:537–556, 2008.
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