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e.pi.gra.fe

When you can measure what you are
speaking about, and express it in numbers,
you know something about it; but when you
cannot measure it, when you cannot express
it in numbers, your knowledge is of a meagre
and unsatisfactory kind; it may be the
beginning of knowledge, but you have
scarcely in your thoughts advanced to the
state of Science, whatever the matter may
be.” (Fonte:Lord Kelvin - PLA, vol. 1, ”Electrical Units of
Measurement”1883-05-03)
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MODELAGEM DE DISPOSITIVOS ELETROMAGNETICOS
ATRAVES DE METODOS SEM MALHA

Eduardo Henrique da Rocha Coppoli
Outubro , 2010

Orientador: Renato Simoes Silva, D.Sc

Co-orientador: Renato Cardoso Mesquita, D.Sc.

Métodos sem malha constituem uma classe de métodos numéricos usual-
mente aplicados na solugao de equagoes diferenciais parciais (PDE). A principal
caracteristica destes métodos é que os mesmos nao necessitam de uma malha como
a usada nos métodos de elementos finitos. Esta caracteristica pode ser bastante ttil
quando se estda modelando estruturas moveis, situacao onde geralmente se necessita
de um processo de reconstrucao da malha.

Este trabalho apresenta solucoes para alguns dos principais aspectos encon-
trados na modelagem de dispositivos eletromagnéticos através do método sem ma-
lha denominado Element-Free Galerkin Method. Problemas como descontinuidade
de materiais, dominios periédicos, imposi¢cao de condi¢oes de contorno essenciais,
acoplamento entre as equacoes de campo e de circuito e modelagem de movimento
sao tratados nesta tese.

Problemas de eletromagnetismo com materiais descontinuos constituem uma
situagao muito comum e sao a causa de alguns problemas para os métodos sem
malha. Geralmente esta caracteristica leva a oscilacoes espurias nas curvas do
campo elétrico e magnético. Para se resolver este tipo de problema é proposta a
utilizacao de funcgoes de peso especiais na implementacao do método.

O uso de fungoes de peso especiais também permitird que a imposicao das

viil



condicoes de contorno essenciais seja feita de maneira similar ao Método de Elemen-
tos Finitos. Este tipo de funcao propiciarda também a simplificacao da formulagao
variacional e do cédigo computacional.

Uma nova abordagem para o tratamento de problemas com fronteiras perio-
dicas é proposta, fazendo uso de fungoes de peso especiais e na manipulacao do
sistema de equagoes.

Este trabalho também apresenta um método que permite o acoplamento
entre equacoes de circuito e do campo magnético no dominio do tempo para o
EFGM. Para tal, uma maquina de inducao trifasica é usada como exemplo, sendo
apresentadas suas equagoes acopladas entre campo magnético e circuito elétrico.
Como etapa final do trabalho uma abordagem de modelagem do movimento desta

maquina elétrica é proposta.
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Abstract of Thesis presented to LNCC/MCT as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Sciences (D.Sc.)

ELECTROMAGNETIC DEVICES MODELED BY MESHLESS
METHODS

Eduardo Henrique da Rocha Coppoli
October, 2010

Advisor: Renato Simoes Silva, D.Sc

Co-advisor: Renato Cardoso Mesquita, D.Sc.

Meshless Methods, also called Meshfree Methods ar a class of numerical
methods used to solve partial differential equations (PDE). The main characteristic
of these methds is that they do not need a mesh like the one used in the Finite
Element Method. In this sense meshless methods are very useful when modeling
moving structures where it is necessary to use a remesh process.

This work presents solutions for some important problems founded in mode-
ling electromagnetic devices with Element-Free Galerkin Method. Aspects such as
material discontinuities, periodic domains, imposition of essential boundary con-
ditions, field circuit coupling, eddy currents and movement modeling are treated.

Electromagnetic problems with material descontiuities is a very common si-
tuation and causes some problems to meshless methods. Very often this material
characteristic take to spurius oscillations in electric and magnetic field curves. As
shown in this work to solve problems like this it is necessary the use of some especial
weight functions in the method implementation.

The use of these special weight funcions also allows the imposition of essential
boundary conditions in the meshless method like it is done in the Finite Element
Method. This kind of treatment will simplify the problem formulation and the

computational code.



For problems with periodic boundaries, a situation where it is possible to
reduce the problem domain, a new approach is proposed based in the use of an
appropriate weight function and in the system manipulation.

This work also presents a method which enables coupling between equations
of electric circuits and a magnetic field for a time domain model making use of a
meshless method. A three-phase induction machine is used as example and its field-
circuit transient coupling equations are presented. Finaly, a movement modeling

approach is proposed for this machine.
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Capitulo 1

Introducao

A modelagem computacional de um fenomeno fisico usualmente passa pelo
levantamento das equagoes que descrevem seu comportamento, sendo a maioria
destes modelos baseados em equacoes diferenciais parciais ou EDPs.

Levantadas as equacoes, uma etapa natural deste processo constitui a solucao
destas EDPs através de um método numérico. A escolha correta deste método
passa a ser um fator decisivo em questoes relacionadas a precisao, estabilidade e
ao custo computacional envolvidos.

Dentre os diversos métodos comumente utilizados na solugao de modelos
matematicos destacam-se aqueles que fazem uso de malhas como o Método de
Elementos Finitos, as Diferencas Finitas e o Método dos Volumes Finitos.

Contudo, algumas caracteristicas verificadas em determinados tipos de pro-
blemas fizeram aparecer novas técnicas numéricas na tentativa de resolver tais
questoes. Considere, por exemplo, problemas onde as fronteiras sao alteradas com
o tempo, como uma maquina elétrica em movimento, ou quando trincas em uma
superficie aumentam continuamente. Outro exemplo seria uma estrutura que se
deforma a medida que o tempo evolui. Nestes casos, quando é aplicado um método
como o de elementos finitos, o que acontece normalmente é uma acentuada defor-
macao nos elementos gerando perda de precisao. Para contornar este tipo de situ-
acao, normalmente é construida uma nova malha a medida que estas fronteiras se

movem. Este processo além de nao ser trivial, pode ser computacionalmente caro,



principalmente quando se tratando de geometrias tridimensionais. Para problemas
desta natureza uma nova classe de método tem sido desenvolvida, os denominados
Métodos Sem Malha ou Meshless Methods.

Esta classe de métodos teve origem com o Smoothed Particle Hydrodynamics
(SPH) ou Método de Hidrodinamica de Particulas Suavizado que data de 1977.
Contudo, somente a partir de 1990 tais métodos experimentaram um forte desenvol-
vimento, propiciado principalmente pela evolucao da tecnologia de computadores
digitais. A partir desta data, surgiram diversos métodos sem malha tais como o
Diffuse Element Method (DEM), o Element-Free Galerkin Method (EFGM), o H-p
Cloud Method, o Reproducing Kernel Particle Method (RKPM), o Método Mesh-
less Local Petrov-Galerkin (MLPG), o Point Interpolation Method (PIM), o Local
Point Interpolation Method (LPIM) e o Partition of Unit Method (PUM), dentre
outros (Viana (2006)).

Inicialmente os métodos sem malha tiveram como principais aplicagoes pro-
blemas ligados a mecanica computacional, area ainda explorada intensamente.
Quanto a sua aplicacao em eletromagnetismo, apesar de haver registros de traba-
lhos em 1992, tendo Marechal como precursor, seu uso efetivo é bem mais recente,
datando de meados da década de 1990 (Viana (2006)). Atualmente estas aplicagoes
alcangaram ntumeros expressivos com publicacoes em diversos periddicos e anais
de congressos especializados.

A principal caracteristica que difere estes métodos de outros, como por
exemplo o Método de Elementos Finitos, consiste basicamente que nos métodos sem
malha é feita a distribuicao de uma quantidade de nés no dominio em estudo, sendo
que nenhuma conexao ou relagao é pré-estabelecida entre os mesmos. Estes nos
constituirao as incognitas a serem resolvidas. Como serd mostrado neste trabalho,
esta caracteristica facilitara a modelagem de estruturas moéveis.

Este trabalho foi motivado pelo desafio em se modelar uma estrutura mag-
nética em movimento. Como modelo proposto, considerou-se uma maquina elé-

trica, dispositivo que apesar de estar hd anos no mundo moderno estd sempre em



desenvolvimento, dada sua infinidade de aplicagoes. O dispositivo modelado con-
siste basicamente em uma estrutura eletromecanica, composta por enrolamentos
alimentados por correntes defasadas de 120°, localizados em uma regido estdtica
denominada estator. Esta regiao serd responsavel pelas correntes induzidas na
maquina. Na regiao central do equipamento esta o rotor, que é a parte movel do
mesmo. Nele serao induzidas correntes elétricas que originarao um fluxo magnético
responsavel pelo torque da maquina.

Modelar maquinas elétricas em movimento e resolver estes modelos através
de métodos como o de elementos finitos, geram métodos complexos e trabalhosos
que quase sempre aumentam o custo computacional. A complexidade do problema
reside na maneira em como se interligar as regioes estatica e girante da maquina,
as quais sao separadas por um ”airgap”’ou entreferro.

Dentre os métodos utilizados para tratar este problema estao:

1) Métodos com entreferros nao discretizados.

Nestes métodos, uma das abordagens utilizadas consiste em se modelar o
entreferro através de métodos integrais de contorno. Contudo este procedimento
nao se mostra eficiente quando esta regiao é muito estreita, como € o caso de varios
modelos de maquinas elétricas.

Outra abordagem consiste em utilizar uma solugao analitica dentro da re-
giao do entreferro para acoplar as partes fixa e movel da maquina. Neste caso
o entreferro torna-se uma regiao denominada de macro-elemento, uma vez que o
mesmo leva em conta todos os ndés ao seu entorno. Este procedimento também
apresenta problemas de eficiéncia, uma vez que a solucao analitica esta associada a
uma Série de Fourier cujo o calculo encarece computacionalmente o processo. Além
disto, uma vez que todos os nés do macro-elemento sao conectados, a largura de
banda da matriz de coeficientes do sistema de equacoes é aumentada aumentando
o tempo de processamento do resultado. A figura (1.1) mostra este método para
uma geometria reduzida de uma maquina elétrica em dois instantes. O primeiro

antes do giro da méaquina e o segundo apds o giro da mesma.
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Figura 1.1: Movimento da maquina elétrica através de Macro-elemento (Bastos et
al. (2003)).

2) Métodos com entreferros discretizados.

Nesta abordagem o acoplamento entre as partes mével e fixa é realizada por
elementos finitos localizados no entreferro, sendo que duas técnicas sao utilizadas:

A primeira consiste em uma faixa ’deslizante’de elementos localizada no
entreferro que move a medida que a maquina gira. Este procedimento, contudo se
torna demasiadamente complexo, uma vez que angulo de giro da maquina devera
garantir a conexao dos ndés do rotor e do estator com seus respectivos nés dos
elementos que "deslizaram”.

A segunda abordagem consiste em uma faixa mével de elementos, localizada
no entreferro. Conforme pode ser visto na figura (1.2) os elementos pertencentes
a esta faixa se deformam de modo a acompanhar os elementos do rotor. Apds
ultrapassado certo angulo de giro, pré-definido, a faixa modvel retorna a posicao
original. Vale ressaltar que devido a deformagao dos elementos da faixa moével,
este procedimento esta sujeito a perda de precisao dos resultados.

Como sera visto neste trabalho, através de métodos sem malha, os problemas
enumerados anteriormente relacionados ao movimento que vao desde a complexi-
dade de sua implementacao, ao aumento do custo computacional e perda de preci-
sao sao superados. Isto se deve basicamente ao fato de nao haver nenhuma relacao
pré-estabelecida entre os noés distibuidos no dominio da méquina, relacao esta que
no caso do Método de Elementos Finitos é estabelecida pelos péprios elementos. O
movimento constiuira uma tarefa de média complexidade e consistird basicamente

de uma rotacao dos nés do rotor da maquina.



Figura 1.2: Movimento da maquina elétrica através de faixa modvel (Bastos et al.
(2003)).

Contudo, conforme sera mostrado neste trabalho, existem questoes que de-
verao ser consideradas nos métodos sem malha as quais exigirao atencao e um
tratamento especial que sao a imposicao das condi¢oes de contorno essenciais, a
descontinuidade entre materiais e o maior custo computacional da fungao de forma,
quando comparada a do Método de Elementos Finitos.

Apresentada a motivacao, o objetivo deste trabalho consiste em se mo-
delar computacionalmente dispositivos eletromagnéticos e resolver estes modelos
utilizando métodos sem malha. Em particular, pretende-se modelar uma estru-
tura de maior complexidade como uma maquina elétrica com as particularidades
inerentes a mesma.

De imediato identificou-se uma série de questoes a serem definidas e supe-
radas, como a escolha do método sem malha mais adequado e a série de implicacoes
relacionadas ao modelo proposto e ao préoprio método. Dentre as implicacoes es-
tavam a nao uniformidade de materiais, o uso de simetria para simplificagdo do
problema e uma distribuicao adequada de nés no dominio. Outro aspecto tam-
bém merecia destaque e consistia do pré-processamento requerido pelo problema,
pois como a abordagem sem malha é relativamente recente poucas ferramentas
sao encontradas a disposicao. Como se verificou no andamento dos trabalhos mais
desafios foram surgindo e superados com maior ou menor dificuldade.

A abordagem utilizada na modelagem e solucao do problema se inicia pelo



levantamento das equagoes de campo e dos circuitos do dispositivo. Dando pros-
seguimento, ¢é realizado o desenvolvimento da formulagao variacional do problema
e a aplicagao do método sem malha denominado Element-Free Galerkin Method .

Este trabalho esta estruturado em seis capitulos, onde se procura abordar
desde a motivacao do uso dos métodos sem malha, o modelo matemético do feno-
meno eletromagnético, os principais métodos sem malha existentes, o método sem
malha utilizado na tese, até os resultados e as conclusoes.

A seguir serd feita uma breve apresentacao de cada capitulo:

Capitulo 2 - Modelagem Matematica do Problema: Tendo como
base as equagoes de Maxwell, o0 modelo da maquina é construido de maneira
gradual. Neste contexto, é apresentado um problema simples e magnetostatico
com uma geometria basica, porém com caracteristicas importantes a serem uti-
lizadas posteriormente. Dando seguimento, problemas mais complexos como o0s
magnetodinamicos sao tratados. Finalmente chega-se a modelagem da maquina
elétrica propriamente dita. Neste capitulo da-se destaque a modelagem das princi-
pais partes que compoem a maquina de indugao real que sao: as barras de rotor,os
enrolamentos de estator, o ferro do estator e o entreferro. A formulacao magnética
¢é entao acoplada as equagoes de circuito. Finalmente, é apresentada a formulagao
variacional do problema, juntamente com o sistema de equagoes a ser resolvido.

Capitulo 3 - Métodos sem Malha: Neste capitulo sao apresentados
alguns dos principais métodos sem malha, mostrando suas principais caracteristi-
cas e classificagoes. Em particular, sao avaliadas suas fungoes de forma, dando-se
énfase a uma caracteristica importante sobre as mesmas que consiste da proprie-
dade do delta de Kronecker. Esta caracteristica se mostrard fundamental para o
tratamento de descontinuidade de materiais, imposicao de condigoes de contorno
essenciais e tratamento de fronteiras periddicas. Outro objetivo deste capitulo, e
talvez o mais importante, é a escolha do método sem malha a ser usado na solugao
do problema da maquina elétrica.

Capitulo 4 - Interpolating Element-Free Galerkin Method: Inicial-



mente é apresentado o Mowving Least Squares (MLS), que constitui uma das formas
de aproximacao mais empregadas no FFGM. Dando seguimento, é introduzido o
Interpolating Moving Least Squares (IMLS), que foi a abordagem escolhida para
esta tese. E descrito, entao, o método sem malha definido para o trabalho, o
Element-Free Galerkin Method. Neste ponto sao destacadas as principais ca-
racteristicas de suas funcoes de forma. Finalmente sao mostrados resultados
comparativos entre as abordagens do EFGM empregando o MLS e o IMLS, sendo
que, nestas comparacoes uma breve analise de erros é mostrada tendo como base
um problema eletrostatico simples.

Capitulo 5 - Resultados: Neste capitulo sao apresentados inicialmente
os resultados que ajudaram a edificar a construcao do modelo da maquina de
inducao. Primeiramente sao mostrados os estudos relacionados a descontinuidade
de materiais, onde sao verificadas as reais vantagens em se utilizar o Interpolating
Mowving Least Squares ao invés do Moving Least Squares.

Dando continuidade ao trabalho, sao apresentados aspectos relacionados a
distribuicao dos nés no dominio e a real necessidade de ajustes para distribuicoes
nao uniformes de nos.

Neste capitulo sao mostrados, também, os esforcos para a diminuicao do
custo computacional através da utilizacao de estruturas de dados como a KD-
Tree. Posteriormente uma analise de resultados relativos a inducao de correntes é
realizada em um circuito magnético com uma geometria simples.

Finalmente sao mostrados os resultados para a maquina elétrica, comegando
com a implementacao das condigoes de contorno periddicas, resultados com a ma-
quina travada e finalmente é apresentada uma abordagem para a implementacao
do movimento.

Capitulo 6 - Conclusoes: As conclusoes do tabalho s@ao apresentadas,
dando-se énfase aos avancos e contribuicoes alcancados. Sao relacionadas as dificul-
dades encontradas no desenvolvimento da tese e finalmente sao sugeridas propostas

para a continuidade do trabalho.



Capitulo 2

Modelagem Matematica do Problema

O objetivo deste capitulo é apresentar o modelo matematico da maquina de
inducao, que consiste da formulagao eletromagnética e variacional da mesma. Para
tal, inicialmente foi necessario a implementacao de problemas mais simples, com o
propésito de resolver questoes inerentes a maquina, tais como: a descontinuidade
de materiais e a inducao de correntes. Neste contexto o capitulo se inicia com a
formulagao de um problema magnetostatico com uma geometria simples. Dando
seguimento, um problema magnetodinamico com correntes induzidas é formulado.
Finalmente chega-se ao modelo da maquina elétrica, propriamente dito, com sua

formulacao magnética e de circuito, apresentada em sua forma variacional.

2.1 Calculo de Campos Magnéticos através do Potencial Vetor

Magnético

Devido as condigoes de simetria, os problemas tratados neste trabalho sao

reduzidos a duas dimensoes, sendo toda a formulacao desenvolvida em 2D.

Considere o dominio bidimensional apresentado na figura (2.1), onde B ¢ a
indugao magnética dada em (Webber/metro®), A é o potencial vetor magnético
dado em (Webber/metro), Js é o vetor densidade de corrente imposto dado em
(Ampere/metro?), J. é o vetor densidade de corrente induzido dado também em

(Ampére/metro?), u é a permeabilidade do material dada em (Henry/metro) e



o é a condutividade do material dada em (Simens/metro). Nesta figura I';, e T’y

representam as fronteiras de Dirichlet e Neumann respectivamente.

Figura 2.1: Dominio bidimensional com suas fronteiras, materiais, fonte de corrente
e corrente induzida.

Considerando J; =J,+ J. a corrente total presente e sendo i, j e k os vetores
unitarios paralelos aos eixos x, y e z respectivamente. Uma vez que o J; e A sao
perpendiculares ao plano do dominio, tem-se que A = Ak, J = Jk.

Fazendo uso da equacao de Maxwell

e da relacao constitutiva

H=vB (2.2)

onde H é o campo magnético dado em (Ampére/metro), v é a relutividade

do material dada em (Ampéere x metro/Webber) (Macedo (1988)).

Aplicando o rotacional em (2.2) e sabendo que B=V x A, onde A é o

potencial vetor magnético tem-se:

VxvB =VxvV x A =1J, (2.3)



como B =V x A

v gk
- o o 8
B =det| 2 b (2.4)
0 0 A
ou
DA, 0A
B=B,i+B,j=—1i——j 2.5
1+ yJ 8y 1 8.1"] ( )
ouBm:%eBy:—%.
Substituindo (2.5) em (2.3) chega-se a:
0 0A 0 0A

—V— + —Vv— =
Oor Ox Oy Oy
onde (2.6) é a equacao de Poisson para o potencial vetor magnético em duas

dimensoes.

2.1.1 Calculo do Potencial Vetor Magnético Utilizando Discretiza-

cao Temporal

Para o cédlculo do potencial vetor magnético, utilizando discretizacao tempo-

ral, considere o dominio apresentado na figura (2.1):

Recorrendo a (2.3)

VxvVx A=J,+J. (2.7)

Sabe-se também que J. pode ser dado por:

J.=0E (2.8)

onde E é o campo elétrico induzido e dado em (volt/metro).
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Das equagoes de Maxwell tem-se que:

0
VxE——a(VxA) (2.9)
ou
0A
E+— ) =0. 2.1
Vx( + 615) 0 (2.10)
De (2.10), conclui-se que:
0A
E+—=-VV. 2.11
3 VV. (2.11)

Considerando que E é gerado somente pela variacao temporal de B tem-se

que VV =0 ow:
E = —% (2.12)
ou
J. = —aaa—?. (2.13)

Substituindo as equagoes (2.12) e (2.13) em (2.7)

VxvV x A—i—aaa—?—Js:O. (2.14)

Conforme visto na secao anterior, quando existe somente a componente ”z”
do potencial vetor magnético A, o mesmo pode ser tratado como um escalar. Desta
maneira (2.14) se torna:

0A

V'VVA—JE +J;=0 (2.15)

11



ou

0A
— — V-vVA = J(t).
U@t V-V Js(t)

Considerando as condigoes de contorno

A=A,em T,
e
0A ~
—Va—n:temft

onde n é um vetor unitario normal a fronteira I';.

(2.16)

(2.17)

(2.18)

Considerando as equagoes (2.16), (2.17) e (2.18)o problema fica definido em

sua forma forte.

O objetivo agora é obter a formulagao variacional do problema e aplicar o

Método de Galerkin.

Chamando % = A, deve-se determinar A, tal que:

/ (UA —V-wvVA - Js(t)) wdQ =0 Ywe H'.
0

Isto é:

/ <0A) wdS) — / V- (vVA)wd) — / J,(t)wdQ =0 Yw € H'.
Q 0 Q

Contudo, sabe-se que

V-(gv) = Vgv+gVv

ou

gVv =V-(gv) — Vgv.

Recorrendo a equagao (2.22)

12
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(2.20)

(2.21)

(2.22)



wV- (vVA) = V- (wvVA) —Vw (¥vVA) (2.23)

Logo, (2.20) pode ser dada como

/Q (oA) wdQ—/Q V- (wvVA)] dQ+/Q (vVwVA) dQ—/Q J,()wdQ =0 Yw e H.
(2.24)

Aplicando o teorema da divergéncia no segundo termo de (2.24)

/ <JA) wdQ—/ (wy%) dF—l—/ (vVwVA) dQ—/ J,(H)wdY =0 Yw € H*
Q r on Q Q

(2.25)

Tem-se que I' =1, UT'y e como w = 0 em I', e como —Vg—A:temFt, o)
n

problema em 2.25 fica em se determinar A € H!, tal que:

/ <UA> wdQ—i—/ (w%) dF+/ (vVwVA) dQ—/ J,(H)wdt =0VA € H eVw € H'.
0 I, 0 0
(2.26)

Para o problema aproximado tem-se: determinar A" € H L tal que:

. h .
/ <0A >wth+ / (w"t) dl+ / (vWu'"vA") d— / Ji(tw"dQ =0 Yw e H'
Q r Q Q

(2.27)

onde H' ¢ H!

e onde:
Al = ZAiqbi (2.28)
=1

13



A= S A, (2.29)
=1

=S (2.30)
=1

Levando as expressoes (2.28),(2.29) e (2.30) em (2.27)

_ /Q (Js(t);wigbi) 40 + /Q <a;Aj¢j;wi¢i) 9

+ /Q <yv;wi¢inAj¢j> dQ + /F t (;wigbﬂf\) dl' =0 (2.31)

Jj=1

Yw; Eﬁl

iwi{ y {/Q (Ajﬁbjff@) dQJr/Q(V%VV@AJ)dQJF/Ft (¢it) dF} —/QJS(t)qbidQ} =0

G

(2.32)

=1
Chamando: Nij = fQj ¢j0¢idQ, Kij = fQ VQBJVV@dQ e E = fQ Js(t)¢ld9—

f Ty (qbﬁ) dr

NA + KA = F. (2.34)

Para se discretizar a equagao (2.34) no tempo, utiliza-se o algoritmo ¢ (Bastos

et al. (2003)):
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X (t+AH) =X (1) + {(1 —0) X (1) + 0X (¢t + At)| At. (2.35)

ou

X (t+At) — X (1)

(1-6)X(t) +0X(t+ At)} = N (2.36)
Considerando o instante ¢ em (2.34) tem-se:
NA(t) + KA(t) = F(t) (2.37)
e para t+ At
NA(t+At) + KA(t+ At) = F(t + Ab). (2.38)
Multiplicando (2.37) por (1 — 0) e (2.38) por 6
(1-0)NA(t) + (1 -0 KA(t) = (1—0)F(1) (2.39)
ONA( L+ At) + OKA( L+ At) = 0F( ¢ + At). (2.40)

Somando (2.39) com (2.40)

N (1= 0)A(t) + 0A(t+ At)|+](1 — 0) KA(L) + OKA( ¢t + At)] = [(1 — 0) F(t) + OF( ¢t + At)].
(2.41)
Utilizando (2.36), o primeiro termo do lado esquerdo de(2.41) pode ser

escrito como:

A(t+At) —A(t)

N |(1-60)A®) +0A(t+At)| =N N

(2.42)
Substituindo (2.42) em (2.41)
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A(t+At)— A (t)

+(1-0)KA(t)+0KA(t+At) =(1—-0)F(t)+0F( t+At)

At
(2.43)
A(t+At)—A(t
N (t+ A?ﬁ ( )+K (1—0)A(t) +0A(t+ At)] = (1 —0)F(t)+0F( t+At).
(2.44)
Para 6 = 1 chega-se a aproximagao de Euler:
A(t+ At) — A(t
NAE Ai U KA+ A8 = F(t+ A (2.45)
e
(N+ KA A(t+ At) = NA(t) + AtF( t + At). (2.46)
N———— N -~ v
KK Forga
Sendo que o sistema final é dado por:
KK x A(t+ At) = Forca (2.47)
2.2 Modelagem da Maquina de Indugao

O modelo adotado neste trabalho consiste de uma maquina de indugao
trifasica de 2HP , quatro pdlos, com alimentacao em corrente e rotor do tipo gaiola

de esquilo e o ferro da maquina foi considerado um material com resposta linear.

A figura (2.2)representa a configuracao utilizada.

16



Figura 2.2: Geometria da méquina de inducao.

2.2.1 Regiao Fora do Rotor

Seguindo desenvolvimento similar ao da segao anterior, onde:

0A
e
0A
E+—=— 2.4
+ BT \% (2.49)
tem-se que:
J=0E =0 {—88—? - VV] : (2.50)

Fazendo uso da relacao constitutiva

B = H (2.51)

e substituindo (2.50) em V x H=J chega-se a:

ox [Lya] o[22 1] s

Dada sua geometria, a maquina elétrica pode ser representada adequada-

mente em duas dimensoes. Como feito na secao anterior, a indugao magnética
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pode ser reduzida as suas componentes "x’e "y 7, consequentemente o potencial

vetor magnético e a densidade de corrente possuirao somente componentes na di-
re¢gao "z”, ou seja, A = Ak e J = Jk. Vale observar, ainda, que para o modelo
de maquina apresentado o termo o V'V representa a corrente imposta no circuito e
serd substituido por J;.

Desta maneira (2.52) pode ser escrita como:
o f104] o froa)_ o4, -

oz
Observadas as condigoes de contorno de Dirichlet, Neumann e (anti) perio-

dica, que serd descrita posteriormente, (2.53) é resolvida da mesma maneira como

foi feito para (2.16).

2.2.2 Regiao do Rotor

Equacgoes dos Condutores
Usualmente dois tipos de condutores sao empregados em maquinas elétricas.

Eles poderao ser do tipo em barra ou condutores finos para serem enrolados.

O modelo de maquina elétrica utilizado neste trabalho consiste de uma estru-
tura alimentada em corrente e com um rotor constituido de barras de condutores.
Por este motivo serd apresentada somente a formulagao para condutores do tipo
barra.

A figura (2.2) representa este tipo de condutor onde ”S;” é a segdo do con-

dutor, ”{” seu comprimento e "¢” sua condutividade.

A diferenca de potencial nos terminais do condutor U; é dada por:
1
U, — / —(VV)d. (2.54)
0
De (2.54) pode-se adotar a seguinte aproximagao para o condutor em questao

18



e
_—

Figura 2.3: Condutor do tipo barra.

U,
VV = _Tt' (2.55)
Utilizando (2.50) chega-se a:
A
Iy = [ Jds=— aa—ds +/ aﬂds. (2.56)
S A @t A l

Sera introduzido agora o conceito de resisténcia d.c. de um condutor:

R = —. (2.57)

I = L/ / a%ds. (2.58)

Temos, entao, que as equagoes finais para os condutores do tipo barra serao

dadas por:

8[1814} 8{1&4} oA U,
+
dy

R kg Ty 2.
Ox | Ox i Oy 08t+gl 0 (2:59)

19



0A
Ut = Rt-[t + Rt/ o—ds. (260)
s, Ot

A equagao (2.60) mostra que a tensao sobre o condutor é constituida pela
queda de tensao devida a resisténcia d.c. , R;I;, e pela queda de tensao devida as

correntes induzidas R; f s, a%ds.

Realizando desenvolvimento similar ao empregado em (2.15) em (2.59), subs-

tituindo, contudo, J, por a% tem-se a forma fraca: Determinar A € H', tal que:

/ (JA) wdf) +/ (wt) dF—i—/ (vVwVA)dQ — / <a%> wdQ =0 Vw e H'.
0 I, Q Q

(2.61)

Para o problema aproximado tem-se: determinar A" € H L tal que:

. h R
/ <<7A )whdm / (w"t) dT+ / (vVu'"VA") dO— / (a%) wdQ =0 Yw e H'
Q r Q Q

(2.62)
onde H' C H e:
Al = ZA@Z‘ (2.63)
=1
. h no.
A =) A (2.64)
=1
[§
P (2.65)
=1

Levando as expressoes (2.63), (2.64) e (2.65)em (2.62)
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Ut - YOR - .A . - -D:
_/Q (07122;@01@) o +/Q (0;/1]%;%@) o

@ i=1 Tt \i=1

Jj=1

n n ) Ut i |
;w{ 1 [ /Q (quﬁjaqﬁi) s+ /Q (VojvVeA;z) dQ + /F t (¢it) dr] - /Q (07> ¢idQ} = 0 Yy

J/

G
(2.67)
> w,Gi =0 Vw; € H' = G; =0 (2.68)
i=1
Chamando: Nij = fQj ¢j0¢idQ7 Kij = fQ V¢]VV¢ZdQ s Pz = fQ (O’%) qbldQ
eT i = th ((bzt) dl’

Considerando-se um dominio com "n”condutores chega-se a:

KA+NA-PU,+T=0 (2.69)

onde K ¢é a matriz de rigidez associada as derivadas das fungoes de forma
e a relutividade do material "v”. N ¢é matriz associada as funcoes de forma e
condutividade do material "¢”, A é o potencial vetor magnético nos nés e U, é
vetor de tensoes nas barras do rotor.

Ou seja:
K(k,7) :/Wf,;uw)jd{z (2.70)
Q

21



N(k.J) = [ aoiod0 (2.71)

P(k,j) = /Q %aﬁkdﬁ. (2.72)

2 20

Obs. Se o né "k” estiver fora da regiao do condutor ”;” , P(k,7) = 0.
Aplicando (2.64) em (2.60) chega-se a:

U, = RJ, + R, / O'ZAi(ﬁidS (2.73)
St =1

Considerando-se "n”condutores chega-se a:

onde

que constitui a resisténcia "dc”’da barra

(¢

Q(k, ) :/QRtkUkQﬁde. (2.76)

Obs. Se 0 né ”j” nao pertencer a barra ”k” do rotor, Q(k,j) = 0.
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R 0 0 --- 0
0 R O 0
R=|0 0 R --- 0 |- (2.77)
0O 0 O R,
e _ _
T = /F (641) T, (2.78)

Rotor em Gaiola de Esquilo

O rotor em gaiola de esquilo é formado por barras de material condutor
conectadas em suas extremidades se aproximando de uma gaiola de esquilo. Neste
trabalho o modelo de maquina empregado utiliza este tipo de rotor.

A regiao do rotor é apresentada na figura 2.5 cujo dominio foi reduzido a

quatro barras.

Figura 2.4: Esquema reduzido de um rotor de uma maquina de indugao com quatro
barras.
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Pela lei das tensoes de Kirchoff, considerando uma regiao com "n”barras:

27’]1 — Uﬂ +fUtn :O

QTIQ—Ut2+Ut1:O

2rl; — Uy + U1 =0

2r[n - Utn + Utnfl =0

(2.79)
(2.80)

(2.81)

(2.82)

Tem-se que f=1 ou -1 para circuitos periédicos ou anti-peridédicos respectiva-

mente.

As equagbes (2.79) podem ser escritas como:

CQI + ClUt = O

onde:

-1 0 0 f
1 -1 0 0
C1 - 0 1 —1 O
0O 0 O —1

(2.83)

(2.84)

(2.85)

Obs. O fator ” f”podera ser 1 ou -1, dependendo se o dominio for periddico
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ou anti-periddico respectivamente.

2 0 0 - 0
0 2 0 --- 0

C:=]l0 0 20 --- 0 (2.86)
0 0 0 o

U=[Uy Uy Us - Uyl". (2.87)

A relacao entre I e I; é dada utilizando a Lei das correntes de Kirchoft:

I -1 1 0 --- 0 L
Iy 0o -1 1 0 I,
I3 0 0 -1 0 I (2.88)
Iy, f 0 0 —1 I,
cuja expressao também pode ser dada por:
I, =CJIL (2.89)

Multiplicando ( 2.89) por C¥ e considerando que Cy é uma matriz diagonal

e com termos iguais tem-se que:

C,CT1+CiC,U, =0.

Fazendo uso das equacgoes dos condutores do tipo barra e considerando as

equacoes anteriores chega-se a:

KA + NA - PU, =0 (2.90)

25



QA + C,U, + RIL, = 0 (2.91)

onde:
-1 0 O 0
0O -1 0 0
Cs=| 0 o0 =1 --- 0 |. (2.93)
0O 0 O -1

Equacoes Finais da Maquina de Indugao
Utilizando as equacoes das segoes 2.2.1 e 2.2.2, chega-se as seguintes equagoes

para a maquina de inducao.

KA + NA-PU, —~J+T=0 (2.94)
QA + C,U, +RI, =0 (2.95)
onde:
J= / J5(t)6sd€ (2.97)
Q

e Jr sao as densidades de corrente impostas no estator.
Resta agora aplicar o esquema de diferencas finitas no termo temporal.
Utilizando o algoritmo 6 em (2.94), de modo a chegar-se a aproximagao por

Euler, conforme realizado anteriormente tem-se
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NA(t)
At

<K+£) A(t+At)—PU, = + J(t+AL) + T (2.98)

At

Utilizando a seguinte aproximagao em (2.95)

L A(FAD—A(t)
A N (2.99)

esta equacao sera expressa por

%A(Hm) + C3Ug + RI, =

QA()

5 (2.100)

Fazendo uso de (2.98),(2.100) e (2.96) o sistema final de equagoes sera dado

por:

K+¥ P 0 A(t+At) NAWD L J(t+AH) + T
Q —_ QA1)
Q C; R U, = Al
o c7c, C, I, 0
(2.101)

Pode-se aumentar o grau de simetria da matriz de coeficientes de (2.101),

uma vez que P(k,j) = @Q(k,j), veja (2.72) e (2.76). Desta maneira, (2.101)

apos algumas operagoes elementares pode se transformar em:

K+ P 0 A(t+At) NAWD L J(t+AH) + T
A A _
-P —ﬁci), —ﬁR Uy - _ﬁ A(t)
0 crc, C, I, 0
(2.102)

Com o sistema anterior, o modelo eletro-magnético da maquina ¢é finalizado

estando assim preparado para a modelagem do movimento da mesma.
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Capitulo 3

Métodos sem Malha

Este capitulo se inicia realizando uma breve contextualizacao dos métodos
sem malha, dando-se énfase as suas aplicagbes em eletromagnetismo. A seguir,
alguns destes métodos sao apresentados de maneira mais detalhada, onde os prin-
cipais aspectos de sua formulacao sao colocados. Neste ponto sao mostradas as
principais caracteristicas, vantagens e limitagoes dos mesmos. Finalmente, é feita
uma analise dos métodos apresentados a fim de se definir aquele que se acredita
atender melhor a solucao do modelo de uma maquina elétrica em movimento.

Os Métodos sem Malha ou Meshless Methods foram introduzidos por volta
de 1977, quando Monaghan, Gingold e Lucy desenvolveram um método para re-
solverem problemas de astrofisica (Viana (2006)). Este método tinha como idéia
bésica a substituicao de um fluido por um conjunto de particulas. Contudo, so-
mente nos ultimos quinze anos esta categoria de método recebeu a real atengao da
comunidade cientifica, principalmente, em aplicagoes relacionadas a mecanica com-
putacional. Neste periodo diversos métodos sem malha foram desenvolvidos como o
Diffuse Element Method (DEM), o Element-Free Galerkin Method (EFGM), o H-p
Cloud Method, o Reproducing Kernel Particle Method (RKPM), o Meshless Local
Petrov-Galerkin Method (MLPG), o Point Interpolation Method (PIM), o Local
Point Interpolation Method (LPIM), o Partition of Unit Method (PUM) dentre
outros (Viana (2006)).

Quanto as suas aplicagdes em eletromagnetismo, pode se considerar que este
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¢ um fato ainda mais recente.

Atribui-se a Marechal et al. (1992) a introdugao dos métodos sem malha
em eletromagnetismo, quando o mesmo aplicou o Difuse Element Method para
simular um problema eletrostatico bidimensional. Neste artigo, o autor apresenta
as caracteristicas promissoras dos métodos sem malha, tais como a nao necessidade
de se construir malhas, obviamente, e um refinamento facilitado da solucao em
regices de interesse. Acredita-se que este trabalho fez a comunidade cientifica
despertar seu interesse neste tipo de método, aumentando significativamente o
niumero de trabalhos nos anos seguintes.

Conforme mencionado, apds o trabalho inicial de Marechal, os estudos dos
métodos sem malha em eletromagnetismo se expandiram bastante. Estes estudos
constituiram esforcos nos mais diversos sentidos, como a modelagem de dispositivos
eletromagnéticos como transformadores (Cingoski et al. (1998)), o aumento de
precisao para métodos como o FFGM (Viana e Mesquita (1999)), trabalhos sobre
indugao de correntes (Xuan et al. (2004)), (Xuan e Udpa (2004)) e (Bottauscio et al.
(2006)), a elaboracao de métodos hibridos (FEM/EFGM) (Cingoski et al. (2000)),
problemas de magnetohidrodinamica (Verardi et al. (2002)) além de diversas outras
aplicagoes.

Vale citar, ainda, alguns estudos que tiveram uma influéncia maior sobre
este trabalho de tese como por exemplo: 1) O uso de algoritmos eficientes basea-
dos em estruturas de dados do tipo KDTree conforme proposto por (Parreira et al.
(2006a)) e que possibilitaram uma diminui¢ao significativa do custo computaci-
onal do FFGM. 2) O Tratamento de problemas eletromagnéticos com materiais
descontinuos (Coppoli et al. (2008¢c)), onde os autores fazem uso de fungdes de
forma interpolantes no FFGM de modo a garantir melhores resultados quando se
tratando de campos elétricos que atravessam materiais diferentes. 3) A Implemen-
tagao de fronteiras periddicas e anti-periédicas através do uso do EFGM (Coppoli
et al. (2009)), onde se propoe uma nova abordagem para a implementagao deste

tipo de fronteira no EFGM.
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3.1 Métodos sem Malha

Antes de se apresentar a formulacao de alguns dos métodos sem malha exis-
tentes é importante a definicao de alguns conceitos utilizados nestes métodos, tais
como dominio de influéncia e dominio de suporte. E importante destacar também,
a importancia da escolha das fungoes de forma a serem utilizadas.

Quanto ao dominio de influéncia de um nd, o mesmo ¢é definido como a regiao
em que este né exerce influéncia no dominio do problema (Liu e Gu (2005)). Veja

a figura (3.1).

Figura 3.1: Dominios de influéncia retangulares.

Verificando a figura 3.1, para um ponto de interesse "[”, a dimensao do

dominio de influéncia pode ser dada por:

d] = Oé[dc (31)

onde «; é um valor adimensional relacionado ao dominio de influéncia e, d.
¢ a distancia nodal média proxima ao né de interesse. Pode se verificar que o
valor adimensional o controla o tamanho do dominio de influéncia. Por exemplo,
a; = 2,5 indica um dominio de influéncia cujo raio é 2,5 vezes o valor médio das
distancias entre os nés. Note que «a; deve ser escolhido antes do processamento

de modo a se chegar aos melhores resultados possiveis. Valores de a; entre 2.0 e
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4.0 geralmente levam a bons resultados ( Liu (2003)). Os dominios de influéncia
utilizados neste trabalho foram baseados no esquema apresentado na figura (3.1),
onde dominios quadrados foram escolhidos, ou seja: dj, = dr, = a;d..

Entende-se por dominio de suporte para um ponto 7 qualquer, dentro do
dominio do problema, como sendo a regiao formada pela intersecao de todos os
dominios de influéncia que atuam naquele ponto. A figura (3.2) apresenta de
maneira clara este conceito onde a regiao sombreada S(Z), representa o dominio

de suporte do ponto  (Viana (1998)).

Figura 3.2: Dominio de suporte para um ponto genérico = (Viana (1998)).

Segundo Liu (2003), a criacdo e escolha das funcoes de forma é um dos
aspectos mais importantes nos métodos sem malha. Liu ainda relaciona uma série
de critérios essenciais na construcao e escolha destas fungoes, que segundo o mesmo,
caso sejam satisfeitos garantirao uma implementacao "facil’dos referidos métodos,
bem como uma boa precisao nos resultados.

Seguem os critérios:

1 - O método e sua funcao de forma deverao suportar uma distribuicao nodal
arbitraria.

2 - A funcao de forma implementada devera satisfazer certa ordem de con-
sistencia.

3 - O dominio do campo de aproximacao/interpolagao (dominio de influéncia)

devera ser pequeno quando comparado ao dominio de todo o problema.
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4 - O algoritimo do método com sua funcao de forma devera ser eficiente
computacionalmente e, se possivel, devera ser da mesma ordem de complexidade
que o do Método de Elementos Finitos.

5 - Preferencialmente a funcao de forma devera possuir a propriedade do
delta de Kronecker.

6 - O algoritmo do método com sua devida fun¢ao de forma devera ser estavel.

Valem as seguintes observagoes: Quanto ao critério relativo a consisténcia,
entende-se aqui como consisténcia Cy, a capacidade que a aproximante da funcao
potencial possui de reproduzir solugoes exatas polinomiais de ordem k ou inferior.
Neste caso pode ser dito que o método possui consisténcia de ordem k. Quanto ao
quinto critério, relativo ao delta de Kronecker sera verificado posterioremente que
o mesmo facilitara a imposicao das condi¢oes de contorno essenciais e a implemen-
tagao de fronteiras periodicas.

7 - Preferencialmente, a aproximacao da funcao através das fungoes de forma
devera ser compativel ao longo de todo o dominio, ou seja esta aproximacao devera

ser continua. Esta caracteristica é conhecida compatibilidade (Liu (2005)).

Ainda segundo Liu (2003), o desafio presente nos Métodos sem Malha con-
siste no desenvolvimento de funcoes de forma estaveis, faceis de usar e sem depen-

dencias de distribuigdes nodais pré-definidas.

3.1.1 Smooth Particle Hydrodynamics

O Método SPH usa uma representacao integral para uma fungao A(x), que
por exemplo poderia ser a parte escalar do potencial vetor magnético e onde x é
um ponto qualquer, ou seja x = (z,y, 2).

Esta representacao integral pode ser dada por:

A = [ A —)ae (32)

o0

onde §(x) é a fungao delta de Dirac.

32



No SPH, A(x) é aproximada pela seguinte forma integral:

A (x) = / AW (x — €, h)de (3.3)

onde A(x)" representa a aproximante da fungao A(x), W(x—¢, h) é a fungao
peso ou funcao de suavizagao e h é denominado comprimento de suavizacao.

A integral anterior é normalmente aproximada pelo seguinte somatoério:

Alw) =Y W(x —x)AAV; (3.4)

ondeAV] representa o volume da particula 1.

Dentre as caracteristicas do SPH pode-se destacar: 1) O SPH, conforme
apresentado, possui funcao de forma que nao satisfaz o delta de Kronecker. 2)
Em geral o SPH nao possui consisténcia de ordem C; em regioes proximas as
fronteiras. Isto levou (Liu, 2003) a desenvolver um método que assegurava um
certo grau adicional de consisténcia e que foi denominado Reproducing Kernel
Particle Method - RKPM. 3) Uma das dificuldades do SPH quando aplicado em
alguns problemas de engenharia consiste em se calcular o volume da particula AV}

para um corpo arbitrario sem o uso de uma malha.

3.1.2 Element-Free Galerkin Method (EFGM)

O EFGM é um Método sem malha desenvolvido por Belytschko et al. (1994).
Neste método, uma aproximagao por Moving Least Squares (MLS) é empregada
para a construcao da funcao de forma, sendo que o Método de Galerkin é utilizado
no desenvolvimento do sistema discreto de equagoes. Neste método se faz necessario
um conjunto de células de integracao distribuidas pelo dominio a fim de garantir

as integrais que serao utilizadas na montagem do sistema matricial. Veja a figura

3.3:

Inicialmente sera mostrado o tipo usual de aproximacao utilizado neste mé-

todo que ¢ baseado em Minimos Quadrados Méveis ou Moving Least Squares.
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Células de integracio

7

ey

= [y B
.'?’T |

- ¥ 1 1 '
------- -=r---T-m--p---y
1oox C: w oo oA

1
X: Ponto de integracio

Figura 3.3: Dominio para problemas com formulagao fraca global (Liu (2003)).

Seja A(x) uma fungao potencial magnético, por exemplo, definida no dominio

Q. A aproximacido de A(x) em um ponto x denotada por A"(x) pode ser dada

por:
AMx) =) pi(x)a;(x) = p” (x)a(x) (3.5)
J
onde:
at (x) = {ag (x), a1 (X),...,a, (%)} (3.6)
e PT(z) para uma base polinomial linear pode ser dado por:
P (%) = {po(%), P1(X), o, P (X) } (3.7)
Seja um funcional representado por uma norma discreta ponderada em Lo
J = ZW(X — xy) [u"(x, x1) — u(xp)]* = Z/W (x—x;) [p" (xr)a(x) - uI}Q :
I I

(3.8)
Na aproximagao pelo MLS deseja-se determinar a(x) e, para tal minimiza-se

o funcional anterior de modo que:
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0J

E_O

o que resulta no seguinte sistema linear:

e B possui a forma:

B (X) = [Bl, BQ, . Bn]

com

B; = W; (x)p (x;)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

e A, é o vetor que apresenta os valores nodais da funcao potencial em todo

o dominio.

Resolvendo a equagcao 3.10 para a(x) obtém-se:

a(x) = A7 (x) B (x) A,

chegando-se a

(3.14)

(3.15)

(3.16)



Considere, agora, o problema a seguir, cujo dominio é baseado na figura (3.3):

—V-vVA=J,em () (3.17)

A=A,em T, (3.18)
A~

Vs = tem I'y (3.19)

Obs. Para o dominio apresentado na figura (3.3) I' engloba fronteiras do tipo

Fu (§] Ft.
A formulagao variacional pode ser obtida de maneira similar a realizada na

secao 2.1.1, ou seja determinar A tal que:

/ (vVWwVA)dQ+ / (wt) I — / JowdQ =0 Yw e H'. (3.20)
Q Iy Q

Aplicando-se o Método de Galerkin em (3.20), como realizado anteriormente,

também, na secao 2.1.1, chega-se ao sistema de equacoes matriciais do problema:

KA =F (3.21)

onde:

F, = /Q JohidQ) — /F t (¢it) dr. (3.23)

Note que a formulagao variacional do problema exige uma integracao em todo
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o dominio €2, necessitando assim de uma malha de integracao global, conforme
apresentado na figura (3.3).

Segundo Liu (2003), valem as seguintes observagoes sobre o EFGM:

1 - O EFGM se comporta bem tanto para problemas lineares quanto para
problemas nao lineares. Um «; variando de 1,5 a 2,5 produz bons reultados.
No EFGM, a solucao converge mais rapidamente que o equivalente em Elementos
Finitos.

2 - Muitas das técnicas numéricas empregadas em Elementos Finitos podem
ser utilizadas no EFGM para solucao de problemas nao lineares, realizando-se
poucas modificagoes. A maior diferenca esta na interpolagao da variavel potencial.

3 - A funcao de forma desenvolvida com o MLS nao atende ao delta de
Kronecker, de modo que a imposicao das condicoes de contorno essenciais devem
ser realizadas através multiplicadores de Lagrange, pelo Método das Penalidades,
através de modificagoes na formulacao variacional, dentre outros.

4 - Dentre os desafios a serem superados com o FFGM estao a remocao
das células de integracao e fazer com que a funcao de forma atenda ao delta de

Kronecker.

3.1.3 Meshless Local Petrov-Galerkin-MLPG Method

Conforme mencionado anteriormente o EFGM necessita de uma distribuicao
de células de integracao em todo o dominio. Surge a pergunta: Seria possivel nao
fazer uso da forma fraca? Segundo Liu (2003) a resposta é sim, métodos que fazem
uso da forma forte como o Finite Point Method (Liszka and Orkisz, 1980; Onate
et al., 1996; Cheng and Liu, G. R. 1999; Xu and Liu, G. R. 1999; Song et al.
1999) fizeram uso da Série de Taylor na solugdo destas equagoes. Contudo, estes
tipos de Métodos nao se mostraram estaveis, principalmente em uma distribuicao
arbitraria de nos.

Foi verificado que uma maneira de contornar este problema seria, utilizando

dominios locais individuais para cada né conforme proposto no MLPG.
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O MLPG foi originalmente proposto por Atluri e Zhu (1998), tendo como
idéia principal a implementacao da forma integral do Método de Residuos Pon-
derados confinada em um pequeno sub-dominio de um né, obtendo-se uma "forma
fraca local”. Isto significa que a forma fraca é satisfeita em cada sub-dominio do
problema. Logo, a forma fraca é integrada sobre um “dominio de quadratura lo-
cal” que é independente dos dominios dos outros nés. Isto é possivel pelo uso da
formulagao de Petrov-Galerkin onde se tem a liberdade em se escolher fungoes ad-
missiveis e fungoes teste independentemente. Neste método sao escolhidas fungoes
peso que se anulam nas fronteiras destes sub-dominios ou dominios de quadratura

local.

Nosi

Figura 3.4: Dominio para problemas com formulagao fraca local (Liu (2003)).

Na figura 3.4 pode-se verificar como o MLPG trata do dominio do problema.
Tem-se que €2 é o dominio em estudo com fronteiras de Dirichlet I', e Natural T'; .
O dominio de quadratura ¢é representado por {2y com suas respectivas fronteiras:
I'g; localizada inteiramente dentro do dominio €2, I'g,, que intercepta a fronteira

I'y, e I'ge, que intercepta a fronteira I'.

Conforme pode ser visto na figura (3.4), uma dificuldade do MLPG consiste

na integragao em regioes proximas as fronteiras do dominio do problema. Isto
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se da pelo fato de que, ocasionalmente os dominios de quadratura de cada noé
interceptam a fronteira do problema. Isto faz gerar dominios de quadratura locais
com geometria complexa.

Segundo Liu (2003) o MLPG se comporta bem tanto com problemas estéticos
quanto dinamicos.

Ainda, segundo Liu (2003) o MLPG nao é tao eficiente em termos de tempo
de processamento quanto o MFEF. Isto é explicado pelo fato das matrizes geradas
serem assimétricas e suas funcoes de forma obtidas pelo MLS serem mais complexas
que as equivalentes no MEF.

Dentre os principais desafios com o MLPG destacam-se: 1) Integracao mais
precisa. 2) Integracao em fronteiras complexas. 3) Geragao de matrizes simétricas.

4) Geragao de fungoes de forma que possuam a propriedade do delta de Kronecker.

3.14 Point Interpolation Method (PIM)

O Método PIM foi originalmente proposto por G. R. Liu e Gu em 1999
(Liu (2003)) como uma alternativa para o Moving Least Squares, para se obter a
interpolante da funcao desejada. O PIM é aplicado tanto em formulacoes do tipo
Galerkin quanto em formulagoes do tipo Petrov-Galerkin. Vale observar que este
método apresenta problemas para garantir a continuidade da funcao aproximada.
Isto de deve ao fato da compatibilidade de funcao de forma nao estar assegurada,
dada a maneira sibita como os nds entram ou saem do dominio de suporte (Liu
(2003)). Este problema foi abordado e resolvido através do uso de subdominios
locais conforme serd descrito neste capitulo.

O PIM interpola a fungao potencial A(x) utilizando os valores nodais do

dominio de suporte de um ponto de interesse z :

"z, 20) ZB x) a; (xq) (3.24)

onde B; (x) s@o as fungoes de base definidas no espaco de coordenadas car-
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tesianas X' = [z,¥, 2], n é o nimero de ndés no dominio de suporte de um ponto

xg € a; (Xg) € o coeficiente para a funcao de base B; (x).

3.1.4.1 PIM - Polinomial

Conforme o nome diz este é um método do tipo PIM, sendo baseado em uma
formulagao fraca global.

Para o PIM polinomial a funcao potencial é dada por :

(. 70) sz x) a; (xq) = p* (x) a (xq) (3.25)

onde p? é uma base polinomial.
O vetor A, que coleta os valores da funcao potencial nos nés do dominio do

suporte sera dado por:

A, =Pjoa (3.26)

onde Py é denominada Matriz de Momento e é dada por:

p’ (x1)

P, = P’ (x2) | (3.27)

p’ (xn)

Fazendo uso de (3.26) e assumindo que a matriz de momento possui inversa,

tem-se que:
a=PJ'A,. (3.28)

Substituindo (3.28) em (3.25) obtém-se:

= Z 0 A (x0) (3.29)
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ou na forma matricial

A'(x) = b(x)A, (3.30)

onde a funcao de forma é dada por:

o(x) =P (x)P,". (3.31)

Pode acontecer que ngl nao exista em algumas situagoes, o que pode colocar
em duvida a eficacia do método. Porém, algumas técnicas foram desenvolvidas para
resolver este problema:

1 - Mover os nés do dominio de suporte a uma pequena distancia de sua
posicao original de forma aleatéria.

2 - Fazer uso de funcoes de base do tipo radiais na construgao das fungoes
de forma, conforme sera apresentado posteriormente.

3 - Fazer uso de fungoes de base radiais com termos polinomiais, conforme
também serd apresentado posteriormente.

4 - Realizar a triangularizacao da matriz. Este processo consiste em garantir
a nao singularidade da matriz de momento, através de um processo de triangula-
rizacao. Em linhas gerais, neste processo determina-se qual né e qual monoémio
estd provocando a singularidade sendo que o né é, entao, retirado do dominio do
suporte e o monomio é retirado da base.

Segundo Liu (2003), este processo pode ser automatizado com pouco aumento
no custo computacional.

Sobre o PIM Polinomial vale destacar: 1) Se a base polinomial for completa

9.9

de grau "n”a fungao de forma terd consisténcia de grau "n”. 2) A fungao de forma
satisfaz o delta de Kronecker. 3) A fungao de forma possui suporte compacto
o que leva a matriz do sistema a ser do tipo banda e esparsa. 4) O PIM faz

aproximagoes diferentes, com coeficientes diferentes em cada regiao. Quando se

muda de regido de aproximagao veja (3.25), muda-se os coeficientes e had uma
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Tabela 3.1: Funcoes de base radiais

com parametros da funcao de forma adimen-

sionais.
Item Nome Expressao Parametro da F. | Relagcao de Para-
Forma metros
1 Multiquédricas Ri(z,y) = (r? + | a. > 0,q a.=Clde,qg=q
(MQ) (ach)2)q
2 Gaussiana (EXP) | R;(z,y) = | ac o = cd,
exp [—ozc (ri/dc)2
3 Thin Plate Spline | R;(x,y) = r? n n=mn
(TPS)
4 RBF Logaritmica | R;(r;) =, logr; 7 n=n

descontinuidade nas fungoes de forma. Isto faz gerar descontinuidade na funcao
potencial, caracterizando a incompatibilidade do PIM. Vale observar que no MLS

isso nao ocorre porque a variacao dos coeficientes é feita de maneira continua.

3.1.4.2 PIM Radial - RPIM

O PIM Radial baseia-se também na formulacao fraca global do problema,

sendo que a funcao potencial é dada por:

Ah(x,xq) = Z R; (x)a; (xg) = RT (x)a(xq) (3.32)

onde a é o mesmo da equagao 3.28, e R; é uma funcgao base radial que pode
ser por exemplo, do tipo multiquadrica, gaussiana, thin plate, spline ou logaritmica.

Sobre o PIM Radial vale destacar: 1) A matriz de momento R ¢é simétrica
e possui inversa. 2) As fungoes de forma do PIM Radial nao sao consistentes pelo
critério aqui estipulado e definido na se¢ao 3.1. 3)Pelo fato de ser um Método
PIM a fungao de forma satisfaz o delta de Kronecker, 4) Nao ha evidéncias sobre
vantagens do RPIM fazendo uso de func¢oes multiquadricas sobre as exponenciais
(veja a tabela 3.1), 5)A eficiéncia computacional do RPIM é compardvel com a

do Método de Elementos Finitos, quando o mesmo nimero de nés é utilizado.

3.1.4.3 PIM Radial com Reproducgao Polinomial
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O PIM Radial com Reproducao Polinomial tem como base a forma fraca
global do problema, sendo necessaria uma malha de integracao ao longo de todo o
dominio, conforme mostrado na figura (3.3).

O Método RPIM com funcgoes radiais puras, conforme descrito nao, é con-
sistente, sendo que o objetivo de acrescentar polinomios nas funcgoes de base é
garantir esta consisténcia.

Sua fungao potencial é dada por:

Ao = SRt Y py (x)b = R ()a+p (b (3:33)

onde p; (x) é uma base polinomial e b é o vetor de coeficientes desta base.

Vale observar que segundo (Liu (2003)), a inclusdo de termos polinomiais na
aproximacao auxilia de duas maneiras: A primeira é no aumento de precisao e a
segunda é a diminuicao da sensibilidade dos resultados frente aos parametros das

fungoes de forma radiais.

3.1.5 Local Point Interpolation Method

O Método LPIM, originalmente proposto por G. R. Liu e Gu (2001a) usa a
formulagao fraca do tipo Petrov-Galerkin integrada em um sub-dominio local, ou
dominio de quadratura. Este método faz uso das funcoes de forma do tipo PIM
para a interpolacao da variavel potencial, sendo o dominio do problema semelhante
ao apresentado na figura (3.4). Este tipo de abordagem permitiu resolver o pro-
blema de compatibilidade da funcao de forma dos métodos PIM que faziam uso
da formulacao fraca global. Isto se deve ao fato de que cada sub-dominio refere-se
a um unico nd, de modo que a aproximacao da funcao potencial é continua em
qualquer parte do mesmo (Liu (2005).

Segundo Liu (2003), quanto maior a dimensao do dominio de quadratura
melhores sao os resultados, porém dominios muito extensos apresentam, dentre
outros problemas, custo computacional elevado. Foi verificado que dominios de

influéncia com aj entre 1,6 e 2,5 levaram a resultados satisfatérios. Um dominio
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de influéncia com a; < 1,5 conduz a grandes erros por nao carregar nos suficientes
para a realizacao da interpolacao da variavel potencial. Também grandes erros sao
verificados quando um dominio de influéncia possui grandes dimensoes, como por

exemplo a; > 2,5 Liu (2003).

O Método LPIM fazendo uso de fungoes base radiais como, por exemplo,
multiquadricas, exponencias ou TPS foi designado Local Radial Point Interpola-
tion Method (LRPIM). Foi verificado que este método apresenta boa convergéncia,
quando comparado aos demais métodos sem malha. Porém resultados melhores
foram alcancados quando foram incluidos termos polinomiais na base radial Liu

(2003).
Segundo Liu (2003) valem as seguintes observagoes sobre o LRPIM:

1 - Uma das caracteristicas mais atraentes no LRPIM é que suas funcoes de
forma se comportam como o delta de Kronecker.

2 - A inclusao de termos polinomiais nas fungoes de base radiais aumentam
a precisao dos resultado. Recomenda-se incluir termos lineares.

3 - Nos estudos realizados para casos estaciondrios, as fungoes radiais ex-
ponenciais, multiquadricas ou TPS se mostraram estaveis para uma distribuigao
irregular de nos.

4- Um dos problemas com o LRPIM é seu custo computacional que é relati-

vamente mais elevado quando comparado aos demais métodos sem malha.

Segundo Liu (2003), os principais pontos positivos nos métodos do tipo PIM
sao a alta precisao no ajuste de curvas e o fato das fungoes de forma se comportarem
como delta de Kronecker, o que implica em uma imposicao facilitada das condi¢oes
de contorno essenciais. Dentre os desafios dos métodos PIM, pode se destacar a
distribuicao dos nés no dominio de modo que o método fique estavel.

Vale, ainda, uma comparacao entre os Métodos PIM e o EFGM. A constru-
cao das fungdes de forma no EFGM /MLS é mais complexa do que com o PIM.

Além disto, o EFGM/MLS exige um esforco adicional para escolher e computar
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Tabela 3.2: Comparacao entre fungoes de forma.

Funcao de Forma

Consisténcia

Compatibilidade

Atende ao Delta
de Kronecker

SPH Nao na fronteira e | Sim para a forma | NAO
sim no Interior do | continua do SPH
Dominio

RKPM SIM Nao esta claro NAO

MLS SIM SIM NAO

PIM Polinomial SIM NAO SIM

PIM Radial NAO NAO SIM

PIM Radial com | SIM NAO SIM

base Polinomial

estas fungoes de forma. Em contrapartida neste tltimo, a aproximagao da variavel

potencial é continua em todo o dominio, enquanto no PIM é continua por partes.

3.1.6 Escolha do Método sem Malha

Baseado nas informagoes sobre os métodos apresentados, a escolha sobre qual
método utilizar na simulacao do problema da maquina elétrica passa pelas carac-
teristicas do problema e dos métodos em si. Dentre as principais caracteristicas do
modelo da maquina podem-se listar:

1) Existem fronteiras moéveis de geometria relativamente complexa. 2) Ha
diversos tipos de materiais na estrutura. 3) O problema é de natureza dinamica.
4) Existem fronteiras peridédicas no modelo. 5) Dado o grau de complexidade do
problema, métodos comprovadamente estaveis sao necessarios.

Frente aos problemas enumerados anteriormente e aos métodos apresentados,
pode-se fazer a seguinte anélise:

Para o primeiro item listado, ou seja, fronteiras moveis de geometria rela-
tivamente complexa, o problema se enquadra preferencialmente na categoria dos
métodos que tratam da forma fraca de maneira global. Isto é explicado, pelo fato
destes métodos evitarem uma série de implicagoes encontradas naqueles que fazem
uso de dominio local e que sao:

1 — Nestes métodos é exigida uma superposicao entre os sub-dominios, para

que seja garantida a solucao do problema em todo o dominio. Isto consiste em
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tarefa nao trivial quando se considera uma distribuicao nao uniforme de nos.

2 — Devido ao fato de se necessitar desta superposi¢ao, muitas vezes os sub-
dominios interceptam regioes ou fronteiras que nao deveriam, havendo necessidade
de se truncar tais subdominios.

3 — Para métodos como o MLPG, quando se modelam estruturas moveis,
além da translagao dos nds propriamente ditos é necessario o deslocamento dos
pontos de integragao de Gauss (Viana (2006)), condi¢ao desnecessaria em métodos
como o FFGM.

Em relagao a descontinuidade de materiais, necessita-se de um método que
garanta um bom comportamento da funcao potencial e de suas derivadas nestas
condicoes. Descontinuidade de materiais, normalmente é um problema nos méto-
dos sem malha que utilizam funcoes peso de classe C! ou superior, fazendo com que
as fungoes de forma do método herdem comportamento semelhante. Esta carac-
teristica se mostra prejudicial nestas situagoes. Nestes casos utilizam-se técnicas
como por exemplo o critério da visibilidade, fungoes peso especiais, ou a associacao
das duas (Coppoli et al. (2007)).

Quanto a natureza dinamica do problema, nenhum dos métodos apresentados
mostra, segundo Liu (2003), restrigao a esta caracteristica, se comportando de
maneira adequada a variagoes temporais de suas variaveis. Neste ponto vale fazer
referéncia a inducao de correntes, fenomeno que esta direntamente relacionada a
variagao temporal do fluxo magnético. Para este fenomeno vale citar uma referéncia
relacionada ao EFGM (Bottauscio et al. (2006)).

Para o tratamento das fronteiras periddicas do problema, sera mostrado pos-
teriormente, que os métodos cujas fungoes de forma se comportam como o delta
de Kronecker serao os mais indicados. Isto é explicado pelo procedimento adotado
nesta situacao, que passa dentre outros aspectos pela imposi¢ao de valores nos nos
da fronteira. Esta imposicao se assemelha, em parte, a realizada pelo Método de
Elementos Finitos quando este impoe suas condi¢oes de contorno de Dirichlet.

Quanto ao aspecto estabilidade e precisao, seria dificil concluir algo a res-
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peito, pois em geral, os métodos estudados apresentam boas respostas aos pro-
oblemas tratados. Desta maneira, esta decisao foi influenciada basicamente em
experiéncia propria e pela bibliografia recolhida.

Com o exposto até agora, a escolha do método para o tratamento do problema
em questao, uma maquina de indugao, deveria recair sobre aqueles que utilizam
formas fracas globais, dada as dificuldades impostas em métodos que utilizam o
outro tipo de formulagao, conforme citado anteriormete. Outro quesito importante
seria aquele relacionado as func¢oes de forma, ou seja o método deveria atender a
propriedade do delta de Kronecker. Além disto, na escolha do método deveria ser
levado em conta o legado de confibilidade, confirmado por vasta bibliografia.

Relacionados os pontos importantes a serem considerados na escolha do mé-
todo, surge o questionamento. Caso o EFFGM incorporasse em suas funcoes de
forma a propriedade do delta de Kronecker seria este um método apropriado para
o problema, uma vez que 0 mesmo possui um amplo e positivo histérico no tra-
tamento de problemas de eletromagnetismo? Conforme apresentado no préoximo
capitulo o problema relativo ao delta de Kronecker serd resolvido atravé do uso de
funcoes de peso especiais. Isto propiciara dentre outros aspectos positivos o trata-
mento adequado de problemas com materiais descontinuos, a imposicao facilitada
das condigoes de contorno essenciais e a implementacao de fronteiras periddicas.
Neste contexto, pelos aspectos relacionados anteriormente e pela experiéncia pre-

gressa do autor, optou-se pelo Element-Free Galerkin Method neste trabalho.

47



Capitulo 4

Interpolating Element-Free Galerkin
Method

O Element-Free Galerkin Method é um dos métodos sem malha mais utili-
zados na solugao de problemas eletromagnéticos (Bottauscio et al. (2006),Cingoski
et al. (1998), Parreira et al. (2006a), Parreira et al. (2006), Xuan et al. (2004) and
Xuan e Udpa (2004)).

Conforme ja relatado no capitulo 3, este método é considerado sem malha
porque, para se obter uma solugao aproximada de um problema de valor de con-
torno, o FFGM necessita somente da definicao da geometria do problema. Ou
seja, o método precisa apenas da distribuicao do material no dominio, das frontei-
ras existentes, das condi¢oes de contorno, de um conjunto de nés e de células de
integracao distribuidos ao longo de todo o dominio.

Apesar das facilidades apresentadas por um método sem malha em aplica-
¢oes como estruturas em movimento, o EFGM apresenta algumas desvantagens
em relagao ao Método de Elementos Finitos para problemas estaticos, tais como:
1) O mesmo é computacionalmente mais lento que o MEF para a mesmo grau de
precisao da solugao (Cingoski et al. (2000)). 2) O método necessita de técnicas es-
peciais para o tratamento de descontinuidade de materiais, conforme serd mostrado
neste capitulo. 3) A imposigao das condigoes de contorno essenciais usualmente

apresenta dificuldades na sua implementagao (Cingoski et al. (2000) and Coppoli
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et al. (2008a)).

Normalmente, o EFGM emprega aproximacao por minimos quadrados mé-
veis ou "moving least squares” de forma a aproximar u(x) com u"(z). Esta
aproximacao € construida a partir de trés componentes: uma fungao peso com
suporte compacto, uma base usualmente polinomial e um conjunto de coeficientes
que dependem da posicao.

Sera visto neste capitulo, que o uso de fung¢oes peso com singularidades trans-
formara a aproximante em interpolante, abordagem conhecida como Interpolating
Moving Least Squares (IMLS) (Lancaster e Salkauskas (1981)). Conforme serd
mostrado, isto propiciarda uma melhoria nos resultados de problemas que possuam
descontinuidade de materiais. Além disto, serd possivel a imposicao das condi-
¢oes de contorno essenciais de maneira direta, da mesma forma como é feita pelo

Método de Elementos Finitos.

4.1 Interpolating Moving Least Squares

Antes de descrever o Interpolating Moving Least Squares, é conveniente apre-
sentar o Moving Least Squares. Sera seguido a abordagem realizada por Maisuradze
e Thompson (2003), assim como por Liu e Gu (2005) no que se refere aos aspectos
bésicos desta aproximagao.

Uma funcao de aproximacgao pode ser dada por:

W (@)=Y p @ (@)= (Laypa (@) )4 (4.

pT

onde a;(x) (j=1, 2, ...,m) s@o os coeficientes a serem determinados, p é o

vetor das fungoes de base e x’(z,y) é o vetor posi¢do. Considerando-se todos os
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nos, chega-se a seguinte equacao:

onde P,, é denominada Matriz de Momento:

I 21 y1 g1 -+ pm(21)
1z yo oy -+ Dm(22)
Po=11 23 y3 a3ys - pm(23) : (4.3)
B d (nxm)

Note que P,, nao é uma matriz quadrada pois n > m.
Na aproximagao por Moving Least Squares, os parametros a(x) sdo determi-

nados minimizando a norma discreta em Lo dada por:

J = Zwi [uh(:v,) — ui]Q (4.4)

onde w; = w(x —x;), (=1, 2, ..., n) é a fungao peso associada ao i-ésimo no.
Posteriormente, serd mostrado que esta funcao peso possui suporte compacto para
o MLS. Sera mostrado também, que para o IMLS w;— > oo quando x— > x;, e
que w; aproxima-se de zero assintoticamente quando x se afasta de x;.

Para a condigao estacionaria J :

0J

=0, j=1,2, - 45
aa] 7] ) ) 7m ( )

que leva a seguinte relacao entre a e U;
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P'WP, a=P! WU, (4.6)

onde W ¢ a matriz diagonal construida a partir das fungoes peso, ou seja:

Winxn) = [wy we---wy] . (4.7)

Chamando
P'WP, = A (4.8)
P'W =B (4.9)

é possivel reescrever (4.6) como:

Aa=BU,. (4.10)

Se a matriz A nao for singular, a pode ser dada por:

a=A"'BUj. (4.11)

Substituindo (4.11) em (4.1) chega-se a:

u"(x) = pTA'BUq (4.12)
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ou

u(x) = Z ¢i(z)u; = T (z) Ug (4.13)

onde:

o' (x) =p’A"'B (4.14)

é o vetor de funcoes de forma. Uma importante caracteristica destas fungoes
de forma é que as mesmas possuem suporte compacto.
Para se encontrar as derivadas de u;, ¢ necessario se obter as derivadas das

fungoes de forma. Para tal, (4.14) é reescrita como:

' =+"B (4.15)

onde

7T =pTATL (4.16)

Desde que A seja simétrica, v (x) pode ser obtido de (4.16)

Fazendo

Ay=p (4.17)

a derivada parcial de v pode ser obtida a partir da seguinte equacao:

Ay e =Pk — Ay (4.18)
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onde k representa as coordenadas x ou y, e a virgula indica a derivada parcial
com respeito a estas coordenadas. Fazendo uso de (4.18), a derivada parcial da

funcao de forma ® é dada por:

o7, =7 B++"B . (4.19)

O principio do Interpolating Moving Least Squares consiste em tornar w;
infinito nos pontos considerados x; (i=1, 2, ..., n) caso seja necessario interpolar
nestes pontos (Lancaster e Salkauskas (1981)).

Considere, por exemplo, w; = (x_;xl)nE facil de se verificar que para n>0,
existe uma singularidade na funcao peso w;. Conforme Maisuradze e Thompson
(2003), dentre as maneiras possiveis para se resolver esta questdo, vale destacar
duas. A primeira seria, utilizando (x —x;)?*"+¢ ao invés de (x —x;)" no denomindor
da funcao peso. Neste caso € seria escolhido como um niimero positivo pequeno,
na ordem de 1071% por exemplo, de modo a retirar a singularidade da funcao. A

n

segunda maneira seria dividir ambos os lados de (4.6) porZwi.
i=1
Pela segunda alternativa (4.6) é levada a:

P! VP, a=Pl VU, (4.20)

onde V é uma matriz diagonal construida a partir das fungoes peso norma-

lizadas, ou seja:

A,

Segundo Coppoli et al. (2008c), dentre as propriedades de V estdo seu com-
portamento como delta de Kronecker (\Afl(xj) = 0;; para i, j=1,2 ..n).
Neste trabalho, as fungoes peso utilizadas no MLS foram do tipo spline ctibica

(4.21), comum neste tipo de aproximagao.
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% — 47?2 4+ 493, para r < %
|z —z]\ _ _ ) 4 2 _ 4,3 1 4.21
w Y =w(r) = 3 —4r+4r° —3r° para 5 <r <1 (4.21)
0, parar > 1
onde r = md_—fi' e d; constitui o dominio de influéncia de cada nd e estd

diretamente relacionado a regiao em que este no atuard efetivamente.
No caso do IMLS foram utilizadas fungoes como a apresentada em (4.22).
Nesta equagao pode se verificar que para regioes situadas a distancias superiores a

dy, a fungao peso w sera nula.

(4.22)

Nesta expressao , n é um numero inteiro positivo e € consiste de um nimero
real positivo pequeno, conforme mencionado anteriormente. As figuras (4.1) e (4.2)
mostram o comportamento destas fungoes.

Uma caracteristica importante relacionada a este ultimo tipo de funcao peso é
o modo como a mesma age sobre a esparsidade da matriz. Apesar desta possuir um
comportamento assintético, as funcoes de forma associadas a elas possuem suporte
compacto, uma vez que os dominios de influéncia de cada né sao limitados. Isto

faz garantir a esparsidade do sistema final.

4.2 Interpolating Element-Free Galerkin Method

O Interpolating Element-Free Galerkin Method consiste basicamente em se
utilizar as fungoes peso do tipo (4.22) para compor suas fungoes de forma, ou seja

utilizar o Interpolating Moving Least Squares.
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Figura 4.1: Funcao peso do tipo spline.

Posicio

Figura 4.2: Funcao peso utilizada no IMLS.
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Para uma avaliacao inicial da aplicacao do Interpolating Element Free Galer-
kin Method foi realizada a simulacao do potencial elétrico e do campo elétrico em
um capacitor hipotético de dois materiais, conforme mostrado na figura (4.3). Nes-
tas simulagoes foram comparados os resultados utilizando o MLS com os obtidos

através do IMLS.

0 1%

Figura 4.3: Capacitor de dois materiais.

Os efeitos do uso do IMLS sao evidenciados nos resultados seguintes das
figuras (4.4) e (4.5). Nestas simulagoes foram utilizados como parametros de (4.22)

n=5 e e=1071%, além de uma distribuicao nodal uniforme.

A titulo de comparacao entre os dois tipos de fungao peso, sao apresentados
nas tabelas I e II os erros nas normasL? e H! para o potencial elétrico ao longo do

capacitor.

Vale destacar a reducao do erro na norma L? que foi da ordem de 10 vezes

quando se utilizou o IMLS.

Este capitulo apresentou a formulacao bésica utilizada no Interpolating
EFGM e relacionou alguns aspectos importantes do IMLS tais como o compor-
tamento de sua funcao peso e sua caracteristica interpolante. Foi evidenciado
também o grau de precisao obtido através do uso do IMLS quando comparado ao

MLS.
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Figura 4.4: Potencial elétrico ao longo do capacitor de dois materiais - funcao peso
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Figura 4.5: Potencial elétrico ao longo do capacitor de dois materiais- IMLS.
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Tabela 4.1: Erros nas normas L? e H! para o potencial elétrico utilizando a funcao

peso spline e espacamento entre nés h.

Tabela 4.2: Erros nas normas L? e H! para o potencial elétrico utilizando a funcao
peso w;(r) =

Norma do erro
em L2 do Po-
tencial Elétrico

Norma do erro
em H' do Po-
tencial Elétrico

0.1000000000
0.0500000000
0.0333333333
0.0250000000

0.0033847161
0.0011961009
0.0006509714
0.0004227843

0.1200565124
0.0848619102
0.0692841090
0.0599999921

—1— e spacamento entre nés h.

r2n4e

h Norma do erro | Norma do erro
em L? do Po- | em H' do Po-
tencial Elétrico | tencial Elétrico

0.1000000000 0.0003681628 0.0499969313
0.0500000000 0.0001251166 0.0354162721
0.0333333333 0.0000683589 0.0289347644

0.0250000000

0.0000434477

0.0250623452
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Uma segunda caracteristica do IMLS que merece destaque consiste do mesmo
facilitar a imposicao das condigoes de contorno essenciais no FFGM | realizada
de maneira similar ao Método de Elementos Finitos. Isto pode ser explicado,
basicamente, pelo fato da funcao de forma associada ao método se comportar
como o delta de Kronecker, realizando assim a interpolacao da funcao potencial
elétrico

Outra caracteristica importante do Interpolating EFGM ¢é a maneira como
sao tratados problemas com fronteiras periddicas. Este tépico serda abordado no

préximo capitulo.
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Capitulo 5

Resultados

Neste capitulo sera apresentada a sequéncia de resultados obtidos que pos-
sibilitaram a simulacao de uma méaquina de inducao através de um método sem
malha e que poderao auxiliar na modelagem de outros dispositivos eletromagnéti-
cos através desta classe de método.

Primeiramente serao mostradas as técnicas que além de constituirem a base
do trabalho, foram fundamentais na viabilizacao do mesmo e que sao: o pré-
processamento, o ganho de desempenho do cédigo e o tratamento da distribuicao
de nés. Posteriormente, aspectos essenciais ao modelo da maquina elétrica sao
simulados como a inducao de correntes, a implementacao de fronteiras periodicas,
simulagoes com a maquina travada e finalmente sera apresentada a estrutura se

movimentando.

5.1 Pré-processamento

No tratamento de problemas com métodos sem malha é necessario que se
tenha acesso a uma distribuicao de nés no dominio estudado. Sobre estes nos
deve-se conhecer suas coordenadas e o material onde o mesmo se localiza. Além
destas informacgoes, é importante saber se o né estd situado em uma interface
entre materiais, ou em fronteiras como a de Dirichlet, Neumann, periédica ou

anti-periddica.
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Para se obter estas informacoes, fez-se uso de um software para calculo de
campos eletromagnéticos utilizado em elementos finitos. Vale ressaltar que isto
foi necessario dado a escassez de recursos de pré-processamento disponiveis para
métodos sem malha. Este software de uso livre denominado Femm (Meeker (2009))
que faz uso de um gerador de malha também de uso livre denominado Triangle
(Shewchuk (2009)), permitiu a descrigao da geometria do motor em estudo, bem
como as informagoes listadas anteriormente sobre os nds. A seguir é apresentada

na figura (5.1) uma das geometrias geradas pelo Femm e utilizada neste trabalho.

Stal rWindimg
) o

Figura 5.1: Geometria de uma maquina elétrica gerada pelo Femm.

5.2 Tratamento de Distribuicoes Nao Uniformes de Nés

Uma questao importante a ser tratada tanto no FFGM quanto em outros
métodos sem malha consiste da distribuicao dos nés no dominio. Isto é impor-
tante, especialmente quando se esta solucionando problemas com geometrias mais
complexas. Nestas situagoes exige-se que a distribuicao dos nos seja feita de ma-
neira nao uniforme, aumentando-se, por exemplo, sua concentracao em regioes
onde ocorre a maior variacao na solugao. Contudo esta distribuicao de nos rea-

lizada de maneira nao uniforme acarreta problemas para os métodos sem malha,
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necessitando da aplicacao de técnicas especificas baseadas no calculo da distancia
média entre nos.

Neste trabalho utilizou-se uma sistematica para tratamento dos problemas
oriundos da distribuicao nao uniforme de nods, baseada em um procedimento de
determinacao do dominio de influéncia de cada né. Este procedimento tem como
principio a distancia média dos nés vizinhos em relagao a um né especifico.

Primeiramente, é necessaria a determinacao dos nds vizinhos em relacao a
um no especifico, sendo que para isto faz-se uso de um algoritmo de busca baseado
em uma estrutura de dados denominada K-D Tree. Esta estrutura de dados ou a
K dimensional tree constitui de uma arvore bindria de pesquisa que permite um
processamento eficiente de buscas geométricas multidimensionais (Kennel (2004) e
Coppoli et al. (2008b)).

O método para determinar a distancia média entre os nés em relagao a um
ponto especifico é baseado em Liu e Gu (2005) e serd apresentado a seguir.

Confome ja mencionado em capitulos anteriores a dimensao do dominio de

influéncia dy, normalmente é dada por:

d] == Oédc (51)

onde o é um valor adimensional relacionado ao dominio de influéncia que
normalmente varia de 2 a 4, e d. é a distancia nodal média préxima ao né de
interesse.

Em duas dimensoes, uma das maneiras de se obter a distancia média d,. seria

utilizando a seguinte expressao:

d, = Y21 (5.2)

onde A; é a area do dominio de influéncia calculado a partir de valores
estimados de d; (Veja a figura 3.1) e ng, ¢ o nimero de nds envolvidos pela area

deste dominio de influéncia. Vale observar que este valor estimado de d; devera
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ser experimentado até que o resultado final de d. produza resultados satisfatorios.

Em suma, o algoritmo para o calculo do dominio de influéncia de cada no é

o seguinte:
1. Estima-se d; para um ndé especifico, determinando-se entao a area Aj.
2. Faz-se a contagem de nds que estao na area A;. Para isto utiliza-se

algum mecanismo de busca, que no caso teve como base uma estrutura de dados
do tipo K-D Tree.

3. Utiliza-se a equagao (5.2) para se calcular d..

4. Calcula-se d; utilizando-se (5.1).

A figura 5.2 mostra um circuito magnético usual em forma de ferradura que
foi utilizado para se verificar a importancia dada a distribuicao de nés em métodos
sem malha.

A distribuicao dos nos utilizada neste circuito é mostrada na figura (5.3).

o Felro

Condutor
10° A/m?

6 cn

o Ferro

| 6 cn

Figura 5.2: Circuito magnético estatico composto por uma regiao de alta per-
meabilidade magnética separada por um entreferro e excitado por uma fonte de
corrente.

Para se ter uma idéia da importancia da correcao das distancias médias

nodais a figura (5.4) mostra a indugdo magnética calculada neste circuito sem
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Figura 5.3: Distribui¢ao nodal utilizada no circuito magnético.

nenhuma técnica de correcao.

A figura (5.5) mostra os resultados para a indu¢do magnética utilizando-se

o algoritmo de correcao apresentado anteriormente.

Nos resultados apresentados para o circuito magnético foi utilizada uma dis-
tribuigao nodal de 470 pontos, conforme mostrada na figura (5.3). Foram estimados
como dimensoes dos dominios de influéncia d;, = dr, = 0,81. Quanto aos para-
metros do IMLS utilizados nestas simulacoes, foram usados n=5 e ¢ = 1071°. Vale
observar que em ambas as simulagoes foi empregado o Método da Visibilidade que

serd descrito a seguir.

5.3 Tratamento de descontinuidade de materiais

No Element Free Galerkin Method (EFGM), assim como nos demais méto-
dos sem malha, se faz necessario a aplicacao de correcoes quando problemas com
materiais descontinuos sao tratados.

Problemas com este tipo de descontinuidade sao evidenciados quando se esta
avaliando a derivada do potencial, como por exemplo o campo elétrico e o campo

magnético. Algumas das técnicas mais empregadas para se resolver esses problemas

sdo o “Método da Visibilidade” (Coppoli et al. (2007) e Liu (2003)), o “Método das
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Figura 5.4: Inducao magnética utilizando d;,=0.81cm e d7,=0.81cm e sem a cor-
recao das distancias médias entre os noés.
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Figura 5.5: Indugao magnética utilizando d;,=0.81cm e d;,=0.81cm e com a cor-
recao das distancias médias entre os nos.
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Penalidades” (Liu e Gu (2005)) e a alteragao da formulagao variacional (Cordes e
Moran (1996)).

Verifica-se, contudo, que a aplicacao das técnicas citadas anteriormente nao
sao suficientes para resolver o problema de oscilagoes espirias verificadas princi-
palmente na derivada da solucao. Isto pode ser verificado em detalhes no capitulo
4, quando se mostrou o uso do Interpolating Moving Least Squares ao invés do

Moving Least Square (MLS), comumente utilizado no EFGM.

O Método da Visibilidade, utilizado em todas as simulagoes que envolviam
mais de um material serd descrito a seguir.

Neste método os dominios de influéncia de cada né sao truncados na fronteira
entre os materiais. Caso estes estejam localizados sobre a mesma, deverao exercer

influéncia nos dois lados desta fronteira. Veja a figura (5.6).

- - *
. *
Mlaterizl 1 \5_) haterial 2 L ]
. .
'.' \

Figura 5.6: Critério da visibilidade onde as circunferéncias representam a abran-
gencia dos dominios de influéncia dos nos.

&

$

Quanto ao uso do IMLS para o tratamento da descontinuidade de materiais,
vamos recorrer ao exemplo do capacitor de dois materiais mostrado no capitulo
4, onde sao apresentados os resultados do campo elétrico sobre uma secao deste

capacitor.
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Como se pode verificar na figura (5.7), o IMLS se mostrou eficaz na retirada
das oscilagoes do campo elétrico. Vale observar que ambas as simulagoes também

utilizaram o critério da visibilidade.
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Figura 5.7: Campo elétrico na secao do capacitor de dois materias utilizando a
funcao peso Spline e o IMLS - a =3

A explicacao para a retirada das oscilagoes estd no fato de tanto o Método
da Visibilidade, quanto o IMLS introduzirem descontinuidades na funcao peso e
na funcao de forma associada. Esta situacao, contudo, nao é verificada, quando se
esta utilizando a spline cubica, como funcao peso, pois a mesma é uma fungao de

classe CZ2.

5.4 Inducao de Correntes

Neste item serao verificados os efeitos das correntes induzidas em uma barra
de material ferromagnético quando a mesma é submetida a um campo magnético
variavel no tempo. A figura (5.8) mostra o circuito magnético simulado no qual
serd possivel avaliar também o comportamento transiente do FFGM , sendo que
alguns dos resultados serao comparados com sotwares existentes como o FEMM e

CST (Computer Simulation Technology).

O circuito magnético é constituido de uma regiao com alta permeabilidade

magnética com p, =1000, onde se espera que o fluxo se concentre, uma barra
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condutora logo abaixo com condutividade o = 105(S/m), onde serao induzidas as
conrrentes e uma fonte de corrente que induzira o campo magnético na estrutura.
Este circuito é apresentado na figura (5.8). Esta fonte foi propositalmente definida
pelo fato do fluxo seguir o comportamento da corrente, de modo que se verifique
a indugao de correntes na barra quando houver a vari¢ao de fluxo e extingao das

mesmas quando este se tornar constante.

6#0 P Je

Figura 5.8: Circuito magnético formado por material com alta permeabilidade
magnética separado por um entreferro de uma regiao P com elevada condutividade
e onde serao induzidas correntes.

Para verificar o comportamento do circuito sao apresentadas as distribuigoes
de fluxo em trés instantes: em 2.5 ms (figura(5.10)), em 5 ms (figura(5.11)) e em
130 ms (figura(5.12)). Conforme pode ser verificado nas duas primeiras figuras
ha apenas uma penetracao parcial do fluxo na barra inferior do circuito. Isto se
explica pelo fato das correntes induzidas neste local contrariarem a causa que lhe

deram origem, gerando fluxo em sentido contrario, conforme estabelece a Lei de

Lenz (Macedo (1988)).

Ja na figura (5.12) pode-se ver que hd uma penetragao maior do fluxo na
barra inferior do circuito, pois j4 nao ha variacdo do mesmo, o que aproxima esta

situacao de uma condicao estaciondria.
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Figura 5.9: Corrente de excitagao utilizada no circuito magnético da figura 5.8.
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Figura 5.10: Distribuicao de fluxo no circuito magnético em 0,0025 segundos.
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Distancia (m)

Figura 5.11: Distribuicao de fluxo no circuito magnético em 0,005 segundos.

Figura 5.12: Distribuicao de fluxo no circuito magnético em 0,130 segundos.
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A titulo de validacao, primeiramente, foi comparado o potencial magnético
ao longo da se¢ao no meio da barra condutora gerado pelo FFGM em 130 ms e
pelo Método de Elementos Finitos através do software FEMM. Como o FEMM
nao opera no dominio do tempo foi tomado o tempo na simulacao do EFGM no
momento em que o campo ja estd estabilizado. A figura (5.13) apresenta estes

resultados.

= Potencial

. 1 1 1 1 1
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012
Comptimento (m)

Figura 5.13: Potencial no meio da barra condutora em 0,130 segundos - EFGM-
FEMM.

Para se verificar o comportamento do circuito ao longo do tempo, foi avaliado
o médulo do campo magnético no meio da barra a 1,25 mm de altura conforme
mostrado na figura (5.14) e a 10,625 mm de altura conforme apresentado na figura
(5.15). Nestas duas simulagoes, realizadas tanto com o EFGM como com o CST

pode-se avaliar o tempo de resposta do circuito.

As pequenas diferencas observadas entre as simulagoes utilizando o EFGM

e o CST podem ser explicadas nao somente pelos diferentes métodos numéricos

utilizados nos dois programas, mas também pelo fato do CST utilizar fontes de
corrente individuais. Devido a esta caracteristica do CST, para se compor a den-
sidade de corrente apresentada na figura 5.9 foram distribuidas o maior niimero
possivel de fontes de corrente na regiao do circuito magnético relativa a fonte (fi-

gura 5.8) de modo a se obter uma distribuigdo mais uniforme possivel da corrente.
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Figura 5.14: Moédulo do campo magnético no
de altura - EFGM-CST.
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Figura 5.15: Modulo do campo magnético no meio da barra condutora a 10,625

mm de altura - EFGM-CS'T.
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Mesmo com este elevado niimero de fontes de corrente nao se pode afirmar que as
regioes de fonte nos dois métodos sejam idénticas.

Quanto a comparacao entre o FEM e o EFGM conforme mostrado na figura
5.13 a diferenca entre os métodos numéricos utizados nos dois programas explica

a pequena discrepacia entre as curvas.

5.5 Maquina de Inducgao

A seguir serao apresentados os resultados obtidos para o modelo da maquina
de inducao. Uma série de desafios tiveram que ser superados para a simulacao
deste modelo, sendo alguns ja apresentados anteriormente, tais como o tratamento
de materiais nao uniformes e a distribuicao irregular de nés. Contudo, uma questao
adicional necessita ser resolvida e refere-se a reducao do dominio de estudo, uma

vez que a maquina de indugao possui uma simetria que pode ser explorada.

5.5.1 Fronteiras Periodicas

Para ilustrar a periodicidade de uma estrutura, tome como exemplo a figura
(5.16), onde a anélise pode ser resumida ao dominio englobado pelas linhas A, B,
C e D. Neste caso tem-se uma estrutura periddica caracterizada pela replicagao do
dominio S. Para o caso de haver enrolamentos ou imas permanentes orientados na

mesma dire¢ao, os potenciais na linha C sao idénticos aos da linha D.

Para entender como o sistema matricial € montado para uma estrutura pe-
riddica, veja a figura (5.17). Considere os nos i’ e i denominados aqui como pares
periddicos. As contribuicoes para o né i’ referentes aos nés dentro do dominio
de influéncia deste né deverao ser repassadas ao né i. Entao, quando o sistema
KU=F ¢ resolvido, impoe-se Ui=Ui’, fazendo-se Ki'i’ =1, Ki’i = -1, Fi’=0. E
importante, contudo salientar que antes de fixar Ki'i’ =1, este termo é montado

em Kii (Coppoli et al. (2009)). A figura (5.18) mostra este processo.
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Figura 5.16: Estrutura Periédica. O dominio definido pelas linhas A,B,C,D é
repetido e consiste da unica parte da estrutura que precisa ser analisado Bastos
et al. (2003).

Figura 5.17: Fronteira periddica onde os nés i e i’ constituem um par periédico e
os circulos ao redor dos mesmos representam seus dominios de influéncia.

1 1
- i _ _: _ _; _
P [[oexx )1 e xex -1 xxx \ Us F;
- __ 1 o | — !
i— | YK v Ki ¥ ‘ U F,
: | ! : I|
[ : : [ [

Periddica>K;;=1,K;=-1, F,=0 e F, =F,

Anti—periddica =Ky = 1, Kii= 1, Fr=0 ¢ F, =-F

Figura 5.18: Montagem do sistema utilizada na imposicao das condigoes de fron-
teiras periddicas ou anti-periddicas.

74



Para que o processo anteriormente descrito esteja completo é necessario que
se considere os nés além da fronteira e que estarao eventualmente no dominio de
suporte de um ponto de Gauss proximo a fronteira.

Para auxiliar o tratamento dado a estes nés foram denominados de nés vir-
tuais aqueles que estao além da fronteira periddica e que na realidade sao os nés
do dominio apés uma translagao. A figura (5.19) mostra esta representagao.

A seguir é apresentado um algoritmo para identificacao e computo destes

1 — Verificar os dominios de influéncia de todos os nds que ultrapassam as
fronteiras periddicas.

2 - Para os nés cujos dominios de influéncia ultrapassam as fronteiras gerar
os nos virtuais na fronteira oposta. Obs. Este procedimento vai representar a
periodicidade do dominio.

3 — Na montagem da matriz de rigidez e do vetor forca verificar se o dominio
de suporte do ponto de Gauss corrente engloba os nés virtuais. Caso seja afirmativo
computar a contribuicao destes nods, considerando contudo, a numeracao original
dos nés que geraram os nos virtuais.

Um observacao importante é que nao ha criacao de nés adicionais neste
processo.

Uma estrutura anti-periddica se assemelha a uma periédica, contudo, as fon-

tes possuem alternancia de polaridade, conforme mostrado na figura (5.20). E im-

portante ressaltar que para uma estrutura anti-periédica, as contribuicoes passadas
do no i’ para o no i devem ter seus sinais trocados, incluindo os sinais dos termos
fonte, ou seja Fi=-Fi. Isto é devido as contribuicoes do no i’ que sao passadas ao
no i estarem em um sub-dominio cuja fonte possui sinal oposto.

Como exemplo inicial, considere a estrutura mostrada na figura (5.21), onde

os circulos sao condutores de aluminio envolvidos por material ferromagnético.

Na figura (5.22) é mostrada a distribuigao de fluxo gerado por uma densidade

de corrente de 1MA /m? fluindo em cada condutor na mesma diregao. Observa-se
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origem aos nos virtuais na
fronteira oposta

Figura 5.19: Fronteira periddica completa considerando os nés além da borda.

B

Figura 5.20: Estrutura Anti-periddica. O dominio definido pelas linhas A,B,C,D

¢é repetido e consiste da unica parte da estrutura que precisa ser analisado Bastos
et al. (2003).
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Figura 5.21: Estrutura periédica ou anti-periddica.
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que as condicoes de contorno essenciais foram impostas nas fronteiras do topo e da

base e as condicoes periddicas definidas nas fronteiras da esquerda e da direita.

Figura 5.22: Fluxo resultante em uma estrutura periédica — EFGM/IMLS com
1498 nos.

Para uma estrutura anti-periédica a distribuicao de fluxo é mostrada na
figura (5.23), onde foram impostas correntes com sentidos alternados com 1MA /m?
e 0 mesmo numero de nos.

Para se verificar a coeréncia dos resultados, estes foram comparados com
outros obtidos utilizando o Método de Elementos Finitos através do software Femm
(Meeker (2009)). Nesta comparagao o potencial magnético é avaliado nas fronteiras
periddicas e em uma linha ortogonal a estas fronteiras, conforme mostrado na figura

(5.24

As figuras (5.25) e (5.26) mostram a distribuigdo do potencial nestas segoes.
Pode-se ver a proximidade entre os resultados utilzando o EFGM e o FEM, sendo
que a pequena diferenca entre os mesmos pode ser explicado pela diferenca entre
os métodos e também pelo ajuste de curva utilizado pelo software FEMM.

Dando continuidade ao trabalho, serao avaliadas as fronteiras do modelo da
maquina de inducao proposto, o qual devido as condig¢oes de simetria foi necessario
a utilizacao de apenas 1—11 do seu dominio total (Veja a figura 5.1). No modelo
utilizado as fronteiras a esquerda e abaixo sao anti-periddicas, dada a forma como
foram distribuidos os enrolamentos do estator da maquina. Estes enrolamentos

possuem a seguinte sequéncia (B, —C, A), (—=B,C,—A), (B,—C,A) e (—B,C,—A),

onde B(t) = Bpaxsen(wt — 120Y), C' = Chasen(wt + 120°) e A = A,acsen(wt)
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Figura 5.23: Fluxo resultante em uma estrutura anti-periédica — EFGM/IMLS
com 1498 nos.

]511;_1'_& .
O
Fluxo— .

Figura 5.24: Regioes para comparacao do potencial magnético: FEM e EFGM
IMLS.
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Figura 5.25: Distribuicao do potencial ao longo da fronteira periédica FEM e

EFGM.
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Figura 5.26: Distribuicao do potencial ao longo da linha ortogonal a fronteira
anti-periodica
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sendo que cada ranhura do estator é percorrida por 44 Amperes/espiras e w=27f
com f=50Hz.

Duas simulagoes serao apresentadas, a primeira utilizando o software Femm e
a segunda utilizando o Element Free Galerkin Method com o Interpolating Moving
Least Squares. A figura (5.27) mostra a distribuigao do fluxo magnético utilizando

o Método de Elementos Finitos com 12202 elementos.

Figura 5.27: Distribuicao de fluxo magnético na maquina de indugao utilizando o
Método de Elementos Finitos.

A figura (5.28) mostra a distribuicdo do fluxo magnético na maquina de
inducao utilizando EFGM com o IMLS. Nesta simulacao foram utilzados 6295
nés e 4225 células de integracao. Na fungao peso do IMLS w; (r)=1/(r*"+e),
foram utilizados n=5 e e=10"1". Nesta figura é possivel se identificar também a
distribuicao dos nés no dominio.

Ainda a titulo de comparacao é mostrada na figura 5.29 a distribuicao do
potencial magnético ao longo da fronteira anti-periédica utilizando ambos os méto-

dos. Pode-se perceber uma pequena discrepancia entre as curvas, causada pela dife-

rencga entre os métodos utilizados na simulacao, como também pelo ajuste de curva
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Figura 5.28: Distribuicao de fluxo magnético na méaquina de indugao utilizando
EFGM com o IMLS.
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feito pelo software FEMM. Apesar desta pequena discrepancia entre as curvas, as
distribuicoes de fluxo com os dois métodos sao praticamente idénticas conforme ve-
rificado nas figuras 5.27 e 5.28, mostrando assim um bom grau de precisao obtido

com a técnica proposta com o EFGM para tratamento este tipo de fronteira.

5 Potencial

— EFGM

--- FEM

Wh/m

Comprimento (mim)

Figura 5.29: Potencial magnético ao longo da fronteira anti-periédica da maquina
de indugao.

5.5.2 Variacao do Fluxo Magnético no Interior da Maquina

Fazendo uso das técnicas desenvolvidas até este ponto do trabalho, bem como
do modelo da maquina elétrica descrito no capitulo 2, sao apresentados a seguir o
fluxo magnético dentro da maquina de inducao para dois instantes de tempo. Vale
observar que nestas simulagoes a maquina estd com rotor travado (Coppoli et al.
(2010)).

Com estes resultados é possivel se verificar a variacao temporal do fluxo
no interior da maquina verificando regioes onde o mesmo possui maior e menor
concentracao. Vale observar que nestas duas simulagoes a maquina ainda esté sendo

magnetizada, pois conforme sera mostrado nas figuras 5.32 e 5.33 este processo
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se estende até aproximadamente 80 ms, ou 160 At , uma vez que foi utilizado

At = 0,0005s.

Disténcia (m)

Distancia (m)

Figura 5.30: Fluxo magnético no interior da maquina em 10 At.

Outro resultado importante consiste da variacao temporal do potencial vetor
magnético em pontos fixos do rotor e do estator, conforme mostrado nas figuras
(5.32) e (5.33). Nestas figuras, o potencial vetor magnético é avaliado nas coorde-
nadas x=49.9 cm e y=36,7 cm do estator e x=15,5 cm e y=18,9 cm do rotor. Com
estes resultados pode-se verificar o ciclo de magnetizagao da maquina representado
pela regiao do grafico que possui uma componente continua ou d.c., sendo que
esta componente esta diretamente relacionada as condigoes iniciais das fontes de
corrente constituidas pelos enrolamentos do estator (Coppoli et al. (2010)).

Nas figuras (5.34) e (5.35) sao mostradas as corrente induzidas na terceira
e sexta barras do rotor e sendo feita a comparagao com o resultados obtidos pelo
FEMM (Coppoli et al. (2010)).

Na figura (5.36) sdo mostradas as tensoes induzidas na terceira e sexta barras
do rotor, onde um valor baixo era esperado dado a pequena resisténcia das barras
do rotor (Coppoli et al. (2010)).

E importante observar que todas as simulacoes utilzaram 6416 nés e fo-
ram utilizadas fronteiras anti-periédicas conforme modelo original proposto (Mee-
ker(2009)).

Os resultados relativos ao acoplamento entre circuito e campo apresentam
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Figura 5.31: Fluxo magnético no interior da méquina em 20 At.

whbim

0 005 0.1 0.15
Segundos

Figura 5.32: Variagao temporal do potencial vetor magnético no ponto x=15,5cm
e y=18,9cm do interior do rotor.

Wb/m

o 0.05 0.1 0.15
Segundos

Figura 5.33: Variacao temporal do potencial vetor magnético no ponto x=49,9cm
e y=36,7 cm do interior do estator.
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Figura 5.34: Corrente induzida na terceira barra do rotor - FEM/EFGM.
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Figura 5.35: Corrente induzida na sexta barra do rotor - FEM/EFGM.
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Figura 5.36: Tensoes induzidas na terceira e sexta barras do rotor - EFGM.
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coeréncia com o que era esperado e isto pode ser verificado nas simulagoes apresen-
tadas. Pode-se observar esta coeréncia nas comparagoes entre o FEM e o EFGM
onde elevados niveis de corrente foram obtidos, o que era de se esperar para uma
maquina travada. Outro aspecto importante observado foi o periodo de magne-
tizacao da maquina conforme mostrado nas figuras 5.32 e 5.33 traduzido através
componente dc do potencial, situacao ocorrida em méaquinas sendo energizadas. Os
resultados para o fluxo magnético também apresentam uma distribuicao coerente
para as diversas regioes da maquina, valendo lembrar que estao sendo utilizadas

fronteiras anti-periddicas.

5.5.3 Movimento da Maquina de Indugao

Devido a técnica sem malha utilizada, a implementacao do movimento da
maquina elétrica nao consiste de uma tarefa demasiadamente complexa. Este
teve como idéia principal a rotacao dos nés do rotor em um determinado angulo,

levando-se em conta os principios fisicos envolvidos, conforme explicado a seguir.

Pa(x2,¥2)

=
AN
& D1ELYD

07

0

Figura 5.37: Esquema de rotagao dos nés utilizado no movimento da maquina
elétrica.
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Veja a figura (5.37), onde o né N é girado da posicao P; com coordenadas
T1, Y1 para a posicao P, com coordenadas xs, s, perfazendo um angulo Af.

A posicao P; é de conhecimento prévio desde o pré-processamento. Deseja-se
calcular a posicao P, obtida apds um tempo At.

Fazendo uso da equacgao de escorregamento da maquina de inducao:

ny—n

(5.3)

»
Il

ni
onde: ”s” é o escorregamento e constitui uma fracao da velocidade do campo
magnético girante produzido pelo estator (velocidade sincrona). Aqui a velocidade
sincrona é designada por n; e n é a velocidade do rotor, sendo ambas dadas em
rotagoes por minuto (rpm) (Toro (2009)).

A velocidade sincrona n; também pode ser dada por:

120 f
p

(5.4)

n1
onde, 7 f 7 ¢ a frequéncia da corrente de alimentacao e "p” o numero de

polos da méquina (Toro (2009)).
De (5.3)

n=mn(l—s). (5.5)

De (5.4) e (5.5) chega-se a:

n= 120 </ (1—3s) (rpm) (5.6)
p
120 % f o
n= T(l—s)%(rad/s). (5.7)

Fazendo uso de (5.7) Af poderd ser dado por:
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A@zﬂ(l—s)At
p

Como mostrado na figura (5.37)
92 == 91 + AG

Tem-se que:

0y = tan"*(y;/x1) + A (1—s)At
p

de modo que

(x2,y2) = (rcosby, T senbs)

onde:

r=/z?+ yi.

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)

Quanto ao giro do rotor sao necessarias algumas infomagoes adicionais refe-

rentes a implementacao das fronteiras periddicas ou anti-peridédicas. Apds um giro

de A6 esta fronteira é alterada, conforme mostrado na figura (5.38). Neste mo-

mento é preciso o acréscimo de novos de modo a se formarem os pares peridédicos

com aqueles que giraram e que fazem fronteira com o entreferro.

Nas figuras (5.39), (5.40) e (5.41) ¢é possivel visualizar este procedimento,

sendo que na ultima figura citada é feita uma ampliacao da regiao onde foram

acrescentados os nds adicionais.

Um importante aspecto a ser considerado é que os nos adicionais deverao

estar simetricamente opostos a seus pares da outra fonteira. Como exemplo con-

sidere um né na posicao (-0,005;0,039) o seu par adicional devera estar localizado

em (0,039; 0,005).

Este procedimento ¢ adotado a cada At até que o rotor atinja 90° de rotacao,

sendo que apos este angulo é feita uma translagao do rotor até sua posicao original.
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A seguir sdo apresentadas as as distribui¢oes do fluxo magnético em seu
interior. Foi considerado o instante inicial como sendo 0,00825s (5.42), sendo que
até este momento a maquina ainda estava travada. O instante inicial do movimento
foi tomado neste momento para que se pudesse atingir um grau de magnetizacao
que se aproximasse mais de uma méquina em regime. Nas figura (5.43), (5.44) e
(5.45) o rotor foi girado para as trés posigoes apresentadas nestas figuras sendo
que estas posigoes representam deslocamentos simulando um escorregamento de
10 %, valor usualmente encontrado na pratica. Pode se ver nestas figuras que o
fluxo apresentou o comportamento esperado, com predominancia do mesmo nas
regioes do ferro do estator e do rotor onde a permeabilidade é sete mil vezes maior
quando comparada a das barras do rotor e dos enrolamentos do estator. Nestas
figuras ainda se pode verificar que o fluxo se distorce um pouco em algumas regioes
proximas ao entreferro, uma vez que o caminho deste fluxo é alterado. Contudo na
figura subsequente, apés mais um deslocamento um caminho de menor relutividade

¢é estabelecido e esta distorcao é corrigida.

0.08}
0.05}
%0.04- /o=
5003 s\
= 002 /%/‘; ‘ \ N |
0.01| @?j \\
0 = ! !

0 0.02 0.0
Disténcia (m)

Figura 5.42: Distribui¢ao do fluxo magnético com a maquina ainda travada em 15
At.

Uma observagao importante consiste da necessidade de se recalcular os do-
minios de influéncia na maioria das vezes que ha alteracao da posicao do rotor da
maquina. Isto é explicado pelo fato de haver uma alteracao nas posicoes dos nés do

rotor e consequentemente da distancia média entre os mesmos a cada At . Neste
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Figura 5.45: Distribuicao do fluxo magnético na maquina em 18 At.
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sentido, para as simulagoes do movimento foi necessario recalcular os dominios de
influéncia para os instantes 17At e 18At. Para as figuras (5.42),(5.43), (5.44) e
(5.45) foram utilizados a = 2.0, @ = 2.0, @ = 2.1 e a = 2.5 respectivamente (Veja
a equacao 5.1), valores estes, que apresentaram os melhores resultados finais.

Neste capitulo procurou-se mostrar a evolugao dos resultados que levaram a
simulacao de um dispositivo eletromagnético em movimento. As etapas apresenta-
das, foram de grande importancia nao sé para alcangar a simulacao do modelo da
maquina proposto, mas principalmente para procurar abordar algumas das prin-
cipais questoes envolvidas na modelagem de dispositivos eletromagnéticos como
descontinuidade de materiais, inducao de correntes, fronteiras periédicas e movi-
mento de estruturas magnéticas. Estas etapas serviram também para o acimulo
de experiéncia, tanto no método numérico quanto no modelo fisico. Além disto as
mesmas resultaram na aplicacao de correcoes necessarias ao método sem malha,
como foi o caso do método da visibilidade e nos problemas gerados na descontinui-
dade de materiais.

Vale destacar o tratamento dado as fronteiras peridédicas que possibilitou a
reducao do dominio de estudo e consequentemente do custo computacional en-
volvido. Este assunto foi abordado inicialmente através de um exemplo simples,
com o exemplo da fita de material ferromagnético apresentado na secao 5.5.1 e
que culminou em sua aplicacao no modelo da maquina de inducao, sendo que os
resultados obtidos com EFGM foram confrontados com o FEM.

Quanto a implementacao do movimento de estruturas magnéticas, é neste
momento que o EFGM mostra sua versatilidade, quando basicamente através de
uma simples alteracao de coordenadas dos nos é possivel simular o movimento da
estrutura. Vale contudo uma observacgao, conforme descrito na se¢ao 5.5.3, ha uma
necessidade de se recalcular os dominios de influéncias dos nés a cada alteragao dos
mesmos. Porém este processo nao constitui tarefa complexa e pode ser resumido
a regiao do dominio onde ocorreu esta alteracao de posicao.

Quanto ao movimento da maquina de inducao propriamente dito, este pro-
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cedimento exige um esforco adicional, pois existem dois aspectos que deverao ser
levados em conta. O primeiro consiste da necessidade de se criar nés adicionais,
conforme descrito também na secao 5.5.3. O segundo aspecto refere-se ao momento
em que se esta sendo realizada a simulacao. Se este momento for considerado no
periodo em que a maquina se encontra em processo de magnetizacao, pode-se dizer
que a mesma esta partindo, o que envolveria outros aspectos transitorios nao tra-
tados neste trabalho. Para se simular uma condicao de regime permanente seria
necessario que a maquina ja tivesse realizado varias revolugoes. Neste trabalho
procurou-se atingir um certo nivel de magnetizacao da maquina e a partir dai al-
terar a posicao do rotor. Este procedimento consiste de uma aproximacao, sendo
que no momento esta se trabalhando na condicao de regime permanente descrita
anteriormente e sera tema abordado nos trabalhos futuros.

Finalmente vale destacar que em todas as simulacoes utilizou-se o solver
UMFPACK (Davis (2009)), que se mostrou eficiente para o tamanho do problema

tratado, bem como para o grau de condicionamento das matrizes envolvidas.
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Capitulo 6

Capitulo 6 — Conclusoes

Neste capitulo serao apresentadas as principais conclusoes deste trabalho e
a continuidade que se pretende dar ao mesmo.

Como mencionado em capitulos anteriores, pode-se dizer que os métodos sem
malha encontram-se em um estagio inicial no que se refere as suas aplicagoes em
eletromagnetismo. Normalmente um grande esfor¢co é necessario para se atingir
resultados que aparentemente sao de facil obtencao em outros métodos como o de
elementos finitos. Pelo fato destes métodos se encontrarem em franco desenvolvi-
mento, acredita-se que foi possivel colaborar neste processo através das técnicas
aqui apresentadas para modelagem de dispositivos eletromagnéticos. Procurou-
se também extrair aquilo que se entende como uma das potencialidades destes

métodos, que consiste de sua aplicacao em modelos de estruturas em movimento.

6.1 Visao Geral do Trabaho

Este trabalho teve como objetivo a modelagem e simulacao de dispositivos
eletromagnéticos com métodos sem malha. Neste sentido, inicialmente foi desen-
volvida a formulacao matemaética que representasse o modelo de uma maquina de
inducao.

Com o objetivo de se escolher o método sem malha apropriado para a solu-
¢ao do modelo proposto, foram apresentados alguns dos métodos mais difundidos,

mostrando suas principais caracteristicas, que incluiam vantagens e desvantagens
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dos mesmos.

A escolha do método sem malha para a solucao do modelo da maquina recaiu
sobre o Element-Free Galerkin Method.

Ressalta-se que alguns autores nao o considerarem um "truly meshless method”,
dada a necessidade do mesmo fazer uso de um conjunto de células de integracao
que cobrem todo o dominio de estudo. Quanto a este aspecto vale um destaque.
Quando alguns tratam alguns métodos como verdadeiramente sem malha e outros
nao, vale realizar o seguinte questionamento. O que realmente se espera de um
método numérico? Acredita-se que sua funcionalidade sobreponha esta questao da
terminologia "truly meshless method”. Pretende-se que questoes sem uma solugao
adequada, ou que sejam de dificil implementacao por outros métodos, sejam re-
solvidas por uma nova abordagem do problema. Como exemplo, pode-se citar o
problema do “remesh”, necessario em alguns problemas de elementos finitos que
tratam de estruturas moveis. Quanto aos métodos sem malha que exigem um
conjunto de células de integracao ao longo de todo o dominio, este “remesh” é
desnecessario, dado que as células de integracao sao criadas somente uma vez no
pré-processamento com um custo computacional minimo.

Voltemos entao ao método sem malha escolhido ou seja o Element-Free Ga-
lerkin Method. Este método conforme descrito, faz uso da forma fraca global,
evitando uma série de implicagoes encontradas em métodos que fazem uso de do-
minio local. Dentre estas implica¢oes podemos citar: 1 — Nestes métodos € exigida
uma superposicao entre os subdominios para que seja garantida a solu¢ao do pro-
blema no dominio inteiro. Isto consiste em tarefa nao trivial quando se considera
uma distribuicao de nés nao uniforme. 2 — Devido ao fato de exigirem esta super-
posicao de subdominios, muitas vezes os mesmos interceptam regices ou fronteiras
que nao deveriam, havendo necessidade de se truncar tais subdominios, 3 — Para
métodos como o MLPG, quando se modelam estruturas moveis, além da translacao
dos nés propriamente ditos, é necessario o deslocamento dos pontos de integracao

de Gauss (Viana (2006)), condi¢ao desnecessaria no EFGM.
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Dando seguimento ao trabalho, foram verificados os principais obstaculos
para a simulagao de dispositivos eletromagnéticos utilizando-se o EFGM, dentre os
quais estavam: o tratamento de distribuicao nao uniformes de nés, a descontinui-
dade de materiais e implementacao de fronteiras periédicas. Grande parte destes
obstaculos foram superados com o uso de funcoes de peso apropriadas, além de
uma montagem adequada do sistema de equagoes.

No tratamento de distribui¢oes nao uniformes de nés foi verificada a impor-
tancia dada ao célculo dos dominios de influéncia dos nds, sendo que para isto foi
utilizado um algoritmo para o calculo da distancia média entre eles. O exemplo
dado com o circuito magnético em formato de ferradura mostrado no capitulo 5
e cujos resultados para a inducao magnética sao ilustrados nas figuras 5.4 e 5.5
representa bem este aspecto. Vale ressaltar, ainda, que o céalculo destes dominios
constitui um fator essencial no movimento da maquina, uma vez que a cada posi¢ao
da mesma este cédlculo deve ser refeito.

Para as questoes relacionadas a descontinuidade de materiais, questao pre-
sente na maioria dos problemas de eletromagnetismo, pode-se ver através de um
exemplo simples que constituiu de capacitor de dois materiais apresentado no ca-
pitulo 5, secao 5.3 que problemas gerados por esta caracteristica foram adequada-
mente solucinados, resolvendo oscilagoes presentes principalmente no campo elé-
trico e na inducao magnética.

Correntes induzidas estao presentes em muitas estruturas magnéticas, tais
como transfomadores, maquinas de inducao, etc. Para tratar este aspecto foi rea-
lizada a simulacao de uma estrutura magnética simples onde poderiam ser verifi-
cadas estas correntes induzidas. Isto foi feito através de um circuito magnético em
ferradura (Veja no capitulo 5, secdo 5.4), onde parte da estrutura era composta
de um material condutor e onde estas correntes estavam presentes. Neste exemplo
foi possivel avaliar a evolugao no tempo do potencial e do campo magnético no

material condutor e foi possivel comparar os resultados com os softwares FEMM

e CST.
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Para a implementacao de fronteiras periédicas utilizando-se o EFGM foi
apresentado incialmente um exemplo simples que constituia de uma fita metalica
com fontes de corrente distribuidas ao longo da mesma (Veja no capitulo 5, segao
5.5.1). Neste exemplo foi possivel verificar a precisdao da abordagem proposta
quando os resultados puderam ser comparados com o Método de Elementos Finitos,
através do software FEMM.

Finalmente, foi simulado o modelo de uma maquina de indugao trifdsica de
quatro pélos, estrutura onde todas as caracteristicas anteriormente descritas estao
presentes. Nesta etapa, inicialmente, foi simulada a maquina de inducao travada,
onde foram avaliados a distribuicao do fluxo magnético no interior da méaquina
e a evolucao temporal deste fluxo em pontos especificos do rotor e do estator.
Ainda com a maquina travada foram avaliadas as correntes e tensoes induzidas nas
barras do rotor da maquina, sendo que parte destas simulagoes foram confrontadas
com as obtidas com o FEMM. Posteriormente foi proposta uma abordagem para
a simulagao do movimento da méaquina de inducao e apresentados a mesma em

algumas posigoes consecutivas.

6.2 Contribuicoes deste Trabalho

Pretende-se que este trabalho auxilie tanto estudiosos em métodos sem malha
aplicados a engenharia elétrica, quanto desenvolvedores de softwares voltados a esta
finalidade.

Acredita-se que sejam as principais contribuicoes deste trabalho:

1 — O tratamento de descontinuidade de materiais através do IMLS: Este
procedimento adotado ao longo de todo o trabalho se mostrou necessario nas es-
truturas que apresentavam mais de um tipo de material, em especial para o campo
elétrico e a indugao magnética.

2 — A Tmplementagao de fronteiras periédicas e anti-peridédicas no EFGM:
conforme visto no capitulo 5, esta implementacao se tornou possivel também pelo

uso do IMLS e pela montagem adequada do sistema de equagoes.
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3 — Modelagem de uma maquina de indugao através de um método em malha,
considerando a maioria de seus componentes e caracteristicas fisicas.

4 - Quanto ao movimento da maquina, vale destacar que foi proposta uma
abordagem onde se procurou tirar proveito da principal caracteristica encontrada
nesta classe de métodos e que consiste em nao haver uma relacao pré existente
entre os nés do dominio. Esta caracteristica no caso do Método de Elementos
Finitos consiste da malha. Isto permitiu que o movimento fosse implementado

basicamente através de uma operacao de translacao dos nés do dominio.

6.3 Trabalhos futuros e consideracoes finais

Como trabalhos futuros pretende-se aperfeicoar o modelo da méaquina elé-
trica, implementar outros tipos de dispositivos eletromagnéticos, testar outros meé-
todos sem malha e melhorar o desempenho do cédigo computacional.

Para o modelo da maquina propoe-se: simular a maquina em regime per-
manente, incluir materiais nao lineares, considerar a interacao entre as forcas ele-
tromagnéticas e mecanicas presentes. Pretende-se, ainda, simular uma maquina
partindo, levando em conta as questoes elétricas e mecanicas envolvidas.

Além da maquina de inducao, outras estruturas magnéticas méveis poderao
ser testados, tais como motores de passo, freios magnéticos, etc..

No que se refere ao cdédigo computacional sera trabalhada a otimizagao e a
paralelizagao do mesmo, de modo a se obter o maximo desempenho possivel.

Quanto ao método sem malha, pretende-se implementar e testar outros mé-
todos sem malha, com por exemplo, aqueles baseados em formas fracas locais e
que dispensam a malha de integracao. Pretende-se analisar os possiveis ganhos na
utilizacao desta classe de métodos para a simulacao de dispositivos eletromagnéti-

COS.
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Apeéendice A

Fundamentos de Eletromagnetismo

Neste apéndice ¢é realizada uma breve revisao dos conceitos fundamentais da

teoria eletromagnética e as equagoes que unificaram esta teoria e que sao denomi-

nadas as Equacoes de Maxwell.

A.l A Lei de Coulomb

Através do experimento com uma balanga de torcao, Coulmb estabeleceu

que a forga entre duas estruras carregadas era diretamente proporcional ao valor

das cargas destas estruturas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia

entre as mesmas.

_Q1Q2312

= Newton).
Irel?, (Newton)

2

Q a, R, Q F,

Origem

Figura A.1: Lei de Coulomb.
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A.2 Intensidade de Campo Elétrico

A intensidade de campo elétrico é definida como o vetor forca sobre uma

unidade de carga de prova positiva.

B=j (A.2)

ou pela figura (A.1,) considerando a carga ); como sendo a fonte de campo

elétrico e a carga ()2 como a carga de prova positiva, chega-se a:

Q1aiy
E= Vv : A3
g VIm) (A.3)
A.3 Diferenca de Potencial Elétrico

Sabe-se que o a forca exercida por um campo elétrico em uma carga elétrica

@ positiva é dada por

F = QE. (A.4)

Pode-se entao dizer que a forga externa necessaria para deslocar esta carga,

no sentido contrario ao campo sera dada por:

F = —QE. (A.5)

Logo, o trabalho para mover esta carga em um intervalo dl sera

dw =F - dl, (A.6)

sendo que o trabalho realizado para deslocar a carga em um intervalo finito,

de um ponto inicial a um ponto final, dentro do campo elétrico sera:

final
w=—0Q E - dl (Joules) (A.7)

inicial
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A diferenga de potencial entre dois pontos é definida como sendo o trabalho
para se deslocar uma carga de prova unitaria positiva de um ponto a outro de um

campo elétrico ou seja:

A
VAB:VA—VB:%:—/B E-dl(V) (A.8)

A4 Intensidade de Campo Magnético H

Suponha que a carga Q ou um arranjo de cargas esteja em movimento.
Sabe-se que corrente elétrica é carga em movimento e carga em movimento
¢é fonte de campo magnético. A figura a seguir mostra o campo gerado por uma

carga elétrica em movimento.

Q ¥
H
H /
Figura A.2: Campo magnético gerado por uma carga em movimento.

A5 Densidade de Fluxo Magnético B e Permeabilidade Magnética

Uma vez que B é uma grandeza vetorial, pode se definir o fluxo magnético

que atravessa uma superficie S como:

o = /B - ds.(Webber) (A.9)
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A permeabilidade magnética 1 de um material expressa a suceptibilidade
deste material a passagem do fluxo magnético.

A relacao entre B e H é feita pela seguinte equacao constitutiva:

B = uH. (A.10)

Vale observar que para materiais nao lineares a permeabilidade p é depen-
dente da intensidade de campo magnético e a expressao anterior nao mais repre-

senta uma reta.

A.6 Densidade de Fluxo Elétrico D e Permissividade Elétrica e

Realizando um paralelo com a densidade de fluxo magnético B, existe uma
grandeza denominada densidade de fluxo elétrico D.

Considere uma estrutura carregada. Sabe-se que carga é fonte de fluxo elé-
trico. Desta maneira, se for considerado uma superficie que envolve esta etrutura
carregada pode se entender a grandeza vetoria D como sendo a densidade de fluxo
elétrico que atravessa esta superficie.

A relagao entre D e E é feita pela equagao constitutiva

D =¢E. (A.11)

A7 Densidade de Corrente e Condutividade

Considere a figura (A.3) onde u é um vetor unitario normal & se¢ao do
condutor. O valor médio de densidade de corrente que atravessa a area S é dado

por:

J= (A.12)

1
S
onde [ é a corrente que percorre o condutor.
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&) —0)

Figura A.3: Condutor sendo percorrido por uma corrente I.

Assumindo que a superficie S seja pequena, a densidade de corrente J pode
ser considerada constante nesta superficie.

O vetor densidade de corrente J é expresso, entao por

J=uJ (A.13)

Logo, a corrente que percorre o condutor pode ser dada por:

I:Lth (A.14)

Normalmente os materiais sao classificados em materiais dielétricos, semi-
condutores e condutores.

A capacidade de um material condutor em conduzir corrente elétrica esta
associada a condutividade do material o dada em Siemens/metro.

A densidade de corrente J é proporcional a E, sendo a constante de propor-

cionalidade o, ou seja

J=0E. (A.15)
A.8 Equacgoes de Maxwell
oD
H=J+— A.16
v X += (A.16)
v:-B=0 (A.17)



VXE=—— (A.18)

v D =p (A.19)
Obs. p refere-se a densidade volumétrica de carga.
Sera realizada agora uma breve andlise em cada uma das equagoes de Maxwell.

A equagao (A.16), também conhecida conhecida com Lei de Maxwell Ampere
expressa a maneira pela qual o campo magnético estd associado as correntes que

o originaram as quais podem ter natureza condutiva, associada a J, ou de deslo-

camento, associada a %—?.

Esta lei pode ser compreendida tomando inicialmente a Lei Circuital de
Ampere, que estabelece que a integral de linha do campo magnético H em qualquer

percurso fechado é exatamente igual a corrente enlacada pelo percurso, ou seja:

%H dl=1 (A.20)

A figura a seguir expressa adequadamente o significado desta lei.

——= =K

Figura A.4: Lei circuital de Ampere.

Considerando uma corrente volumar, (A.20) pode ser expressa como:

J([Hdl—/SJ-ds. (A.21)

Aplicando o Teorema de Stokes
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H-dl= [ (VxH)-ds (A.22)
prea- |

Comparando (A.21) com (A.22) chega-se a:

VxH=1J (A.23)

Maxwell, contudo verificou que esta equacao estava incompleta, pois para
circuitos com inclusao de dispositivos como capacitores, que sao compostos por
materiais dielétricos (isolantes), ainda havia a presenca de corrente elétrica.

Aplicando o divergente em ambos os lados de (A.23)

V- (VxH)=V-J=0 (A.24)

pois divergente do rotacional é igual a zero.

Mas

dp

Vel ==5

(A.25)

Que é a equagao da continuidade. De modo que (A.24) é verdadeira somente

se p for igual a zero o que nem sempre é verdade.

Maxwell, entao acrescentou um termo em (A.23)

VxH=J+G. (A.26)

Tomando a divergéncia, novamente em ambos os lados de (A.26)

V- (VxH)=V-J+V- -G (A.27)
Tem-se que
dp
G =—. A2
V-G=7 (A.28)
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Substituindo p por V - D (A.19).

Logo
oD
G =30 (A.30)

Entao (A.27) fica 5y x H = J—i—%—lt) que é a equagao (A.16).
A equacgao (A.17) diz que o fluxo magnético é solenoidal e que ndo ha mono-

polos magnéticos. Veja a figura a seguir.

Figura A.5: Linhas de fluxo magnético.

Como as linhas de fluxo magnético sao fechadas

/ B-ds=0. (A.31)
s

Aplicando o teorema da divergéncia na equacao anterior

/B-ds:/V~de:O (A.32)
s 1%

Logo V - B = 0 que é a equacao (A.17), também conhecida com Lei de Gauss

do Magnetismo.
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No que se refere a equagao (A.18) a mesma, de uma maneira indireta, mostra

que a variacao de fluxo magnético induz campo elétrico.

Considere um fluxo magnético variavel no tempo incidindo sobre uma espira,

conforme mostrado na figura a seguir.

v
—

s | ;

Figura A.6: Fluxo magnético varidvel.

O fluxo magnético que atravessa a espira é dado por:

P = / B - ds. (A.33)
5
A forca eletromotriz, responsavel pela corrente ”i’é dada por
fem = /E -dl(V) (A.34)
ou por:
)
fem = —aa—t. (A.35)
Combinando (A.34) com (A.35) chega-se a:
0
E-dl+— [ B:-ds=0 (A.36)
c ot S

Aplicando o Teorema de Stokes no primeiro termo de (A.36) e ajustando a

mesma chega-se a:

/S(VXE)-ds:—%/SB-dS. (A.37)
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chegando a V x E = — 2B (A.18).

onde o termo fem refere-se a forca eletromotriz induzida em um material.

A equagao (A.19) afirma que o fluxo elétrico néo é conservativo e é conhecida
também como a Lei de Gauss Elétrica. Isto pode ser visualizado na figura (A.7)
onde uma carga (), localizada no centro de uma esfera imaginaria gera fluxo radial

para fora desta esfera.

.
L

Figura A.7: Fluxo elétrico devido a uma carga positiva Q).

Para um pequeno volume AV pode-se dizer que:

/D -ds :/ pdv (A.38)
s AV

Aplicando o Teorema da Divergéncia em (A.38) chega-se a:

/ V-dez/ pdv (A.39)
AV AV

ou

/ (V- D—p)dv = 0 (A.40)

o que se conclui que V- D =p (A.19).
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