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Resumo

Existem vários métodos para calcular a temperatura de um buraco negro. O ob-

jetivo desta tese é estudar e aplicar estes métodos para os buracos negros da teoria

Einstein-Maxwell-dilaton (EMD), mais particularmente para os casos assintoticamente

plano e não plano das soluções dilatônicas lineares, incluindo a solução não assintoti-

camente plana com rotação.

Como resultado mostramos que a expressão que relaciona a gravidade superficial

com a temperatura (Tbn = κ/2π) não é válida para todo caso não assintoticamente plano

da teoria EMD. Para o caso dilatônico linear com rotação surge uma dúvida com relação

à definição usual de temperatura a partir da gravidade superficial, podendo a mesma

ser re-obtida ao considerarmos um sinal negativo no auto-valor da energia. Isso parece

estar relacionado com a interpretação da energia no ato da criação do par de partícula

e anti-partícula na ergosfera, onde em princício não podemos definir a noção de vácuo.

Finalmente estudamos os buracos negros topologicamente massivos (BNTM) com

rotação a 1+2 dimensões, onde todas as peculiaridades que acontecem na interpretação

da temperatura para o caso dilatônico linear com rotação persistem.
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Abstract

There are several methods to calculate the temperature of a black hole. The aim of

this thesis is to study and to apply these methods to calculate the temperature for black

holes of the Einstein-Maxwell-Dilaton (EMD) theory. We will treat more specifically the

cases of the linear dilaton, both for asymptotically flat and non asymptotically flat

solutions. This includes the non asymptotically flat solution with rotation, the linear

dilaton with rotation. We confirm some temperatures already known, calculated by the

traditional formula that relates the surface gravity κ with the temperature through the

expression Tbh = κ/2π. But it is shown that this relation connecting surface gravity and

the temperature can not be used directly in all situations.

One question in obtaining the temperature of a black hole appears in the case of

the linear dilaton with rotation, where everything seems to indicate, in order to recover

that relation, a negative sign must be considered.

Finally, we study the black holes of topologically massive gravity (TMG) with rota-

tion, in 1+2 dimensions. All the peculiarities that occur in the interpretation of tempe-

rature, in the case of linear dilaton with rotation also appear for these black holes.
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Capítulo 1

Introdução Geral

A teoria da relatividade geral (RG), criada por Einstein, conduziu a uma visão ge-

ométrica do espaço-tempo onde a matéria determinaria a geometria. A teoria da RG é

regida pelas equações de Einstein que permitem soluções que contém buracos negros.

Os buracos negros são corpos com um campo gravitacional tão intenso que nada pode

escapar deles, nem mesmo a luz. Em um buraco negro, existe uma superfície que deli-

mita a região onde pode haver escape e a região onde o escape para o infinito espacial

não pode ocorrer. Esta superfície é chamada de horizonte de eventos

Tais objetos que contêm uma região de limite de escape, o horizonte de eventos, são

extremamente interessantes. Um observador que ultrapasse esta região está comple-

tamente desconectado causalmente do universo exterior ao horizonte de eventos. Os

buracos negros contêm uma singularidade escondida no interior do horizonte de even-

tos. O termo "escondido" se deve ao fato que um observador na região externa jamais

receberá um sinal vindo da região singular. Em certos casos, os buracos negros podem

conter uma região na qual é impossível um observador se manter estático. Por possuir

esta região, chamada de ergosfera, o buraco negro pode perder energia pelo chamado

processo de Penrose.

Se já não bastassem estas peculiaridades existe, ainda uma belíssima analogia en-

tre as leis da mecânica dos buracos negros e os princípios da termodinâmica estatística.

Enquanto as propriedades anteriores surgem no contexto puramente clássico da teoria,

a termodinâmica é resultado da conjunção da teoria clássica e da teoria quântica de

campos.

De fato, quando se considera campos quânticos na proximidade dos buracos ne-

gros, efeitos novos, em relação à teoria quântica usual, formulada no espaço-tempo de

Minkowski, podem ser encontrados. Estes novos efeitos contrastam fortemente com as

noções clássicas que estes objetos nos apresentam. Pois imagine um objeto que possa

sugar tudo que esteja na sua vizinhança, devido ao seu campo gravitacional extrema-

3



4

mente forte. Agora, considere que este mesmo objeto crie partículas (ou melhor um par

de partícula e anti-partícula) nas proximidades do seu horizonte de eventos. Por ter

este efeito quântico, um objeto que só faria "engordar", sugando tudo que ultrapasse

o horizonte de eventos, é agora obrigado entrar numa "‘dieta fatal", podendo evapo-

rar, devido ao processo de criação de partículas, até desaparecer por completo. Este

processo é chamado evaporação de buracos negros, e surge do fato de se considerar

campos quânticos no espaço-tempo (clássico) gerado por um buraco negro. Porém, é

preciso ainda uma teoria quântica da gravitação mais completa e precisa para se tentar

confirmar e resolver alguns problemas causados por este efeito, a evaporação completa

do buraco negro, como o paradoxo da perda de informação [1].

Este efeitos quânticos transformam o que era uma simples analogia em uma relação

extremamente íntima entre os buracos negros e os princípios termodinâmicos. Nós

descreveremos isto mais em detalhes posteriormente.

Várias soluções das equações de Einstein contendo buracos negros já foram en-

contradas. Elas podem ser assintoticamente planas, ou seja, a região localizada a

uma distância muito grande do buraco negro é descrita pela métrica de Minkowski,

ou ainda assintoticamente anti-deSitter (AdS), isto é, soluções das equações de Eins-

tein com constante cosmológica (negativa), onde o limite assintótico espaço-temporal

é descrito pela métrica AdS, uma região com curvatura constante. Várias outras situ-

ações já foram encontradas na literatura. Estas diferentes possibilidades surgem de

acoplamentos específicos entre a gravitação a outros campos.

Trabalharemos nesta tese com soluções da teoria Einstein-Maxwell dilatônica

(EMD) sendo a gravitação acoplada a um campo escalar e a um campo eletromagnético.

Em princípio, o campo eletromagnético poderá também se acoplar não trivialmente ao

campo escalar, o chamado dilaton. Esta teoria permite soluções assintoticamente pla-

nas, mas também soluções que não são nem assintoticamente planas e nem assintoti-

camente AdS. Tal configuração apresenta um interesse particular devido a sua conexão

com teorias fundamentais, em particular com as teorias de cordas.

O objetivo desta tese é estudar as propriedades termodinâmicas das soluções da

teoria EMD. Mais especificamente, nos dedicaremos ao cálculo da temperatura dos

buracos negros que resultam desta teoria. Vários métodos de cálculo da temperatura

de um buraco negro serão abordados e comparados. Verificaremos que, se por um lado

em várias situações a temperatura obtida através da gravidade superficial é confirmada

por um cálculo mais rigoroso, por outro existem vários casos onde isto não ocorre:

diferentes métodos de cálculo de temperatura conduzem a diferentes resultados.

Nesta tese nós vamos mostrar, em primeiro lugar, que a temperatura para um caso

especial dos buracos negros dilatônicos lineares não assintoticamente planos é nula,

apesar de sua gravidade superficial não o ser. Da mesma forma, nos casos de buracos
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negros com rotação estudados nesta tese, para que a temperatura obtida através de

um cálculo quântico mais rigoroso esteja de acordo com a temperatura via gravidade

superficial é preciso uma interpretação intuitiva do sinal da energia. Faremos a análise

da temperatura dos buracos negros da teoria EMD, assintoticamentes planos e não

planos, aplicando vários métodos de cálculo de temperatura, ainda não empregados

na literatura para estes buracos negros. Confirmamos os valores de temperatura para

alguns casos; para outros casos, mostramos que é preciso fazer uma análise quân-

tica mais detalhada antes de levar em consideração a relação gravidade superficial e

temperatura, relação que não pode ser aplicada diretamente.

Esta tese está dividida da maneira descrita a seguir.

O capítulo 2 será dedicado a uma breve introdução histórica sobre as soluções de

buracos negros seguida da seção sobre a termodinâmica de tais objetos.

No capítulo 3 serão exibidos os métodos utilizados para se encontrar a tempera-

tura dos buracos negros. Os métodos aí descritos serão utilizados posteriormente no

decorrer desta tese.

No capítulo 4 nós descreveremos a solução assintoticamente plana da teoria EMD e

acharemos a temperatura destes buracos negros. Aplicaremos o modelo de colapso de

uma casca esférica fina, calculando os coeficientes de Bogoliubov. Faremos também a

análise dos casos extremos destas soluções.

O capítulo 5 será dedicado à análise termodinâmica das soluções estáticas nem

assintoticamente planas e nem assintoticamente AdS da teoria EMD onde o parâmetro

de massa da solução é feito igual a zero. Do ponto de vista clássico, tal caso perma-

nece não trivial e admite uma temperatura não nula quando é feita análise utilizando

a gravidade superficial. Porém quando é feita a análise empregando campos quânticos

chega-se a conclusão de que não há criação de partículas e portanto não há um es-

pectro de temperatura, que deve portanto ser nula. Estes efeitos são consequências da

geometria desta solução. Um aspecto interessante deste estudo é que podemos ser con-

clusivos devido ao fato da equação de Klein-Gordon admitir uma solução exata em todo

espaço, contrariamente ao que ocorre usualmente em estudos quânticos envolvendo

buracos negros assintoticamente planos.

No capítulo 6 estudaremos o caso dilatônico linear com rotação. A presença da

ergosfera requer uma interpretação mais cuidadosa para a obtenção da temperatura:

temos que levar em conta os efeitos quânticos dentro da ergosfera para poder chegar à

temperatura habitual encontrada pela gravidade superficial. Porém, existem possíveis

ambigüidades, pois não se pode ter um vetor de Killing estático e assim definir um

estado de vácuo. Isto impede uma análise mais rigorosa do valor da temperatura, e

temos que nos restringir a uma análise mais intuitiva do cálculo desta temperatura.

O capítulo 7 é constituído do cálculo da temperatura para outro buraco negro com
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rotação. Este buraco negro provém do termo de Chern-Simons acoplado à gravitação,

em um espaço tridimensional. As soluções não são nem assintoticamente planas e nem

assintoticamene AdS a 1+2 dimensões. As mesmas dificuldades que aparecem na caso

dilatônico linear a 1+3 dimensões persistem neste caso.

No capítulo 8, apresentamos nossas conclusões e perspectivas futuras.



Capítulo 2

Buracos Negros

Neste capítulo faremos uma pequena introdução sobre a noção de buracos negros e

uma breve exposição das conexões entre os buracos negros e as leis da termodinâmica.

2.1 Introdução

Em 25 de novembro de 1915, Einstein apresentou à Academia Prussiana (PAW) a versão

final das equações de campo da gravitação [2]. Elas se escrevem

Gµν = Rµν − 1

2
gµνR = K Tµν , (2.1)

onde Gµν é o tensor de Einstein da gravitação, K = 8πG/c4 é a constante de Einstein da

gravitação, G é a constante de Newton da gravitação e c é a velocidade da luz no vácuo.

Essas equações mostram que a distribuição de matéria, Tµν, determina a geometria do

espaço-tempo, Gµν.

A partir de agora iremos trabalhar no sistema de unidades naturais, h̄ = c = G = 1,

K = 8π.

Pouco tempo depois, em janeiro de 1916, o alemão Karl Schwarzschild, que na

época se encontrava no exército alemão na frente russa na 1◦ guerra mundial, obteve

a primeira solução exata da teoria da relatividade geral para um corpo com simetria

esférico. Essa solução, hoje conhecida como solução de Schwarzschild, conduz ao

seguinte formato para a métrica quadri-dimensional:

ds2 =

(

1 − 2M

r

)

dt2 −
(

1 − 2M

r

)−1

dr2 − r2dΩ2 , (2.2)

sendo dΩ2 = dθ2 +sin2 θdϕ2 é a parte angular da métrica e M é a massa de uma partícula

pontual. Surge assim o famoso raio de Schwarzschild rs = 2M , que discutiremos com

mais detalhes posteriormente.

Esta é a única solução com simetria esférica das equações de Einstein sem fonte

(teorema de Bhikorff [3], 1923).
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Durante muito tempo a região 0 < r < 2M foi desprezada, considerada não física,

pois a superfície definida por r = 2M era considerada uma verdadeira singularidade.

Além do mais, r = 2M se situa no interior do raio de uma estrela ordinária, re, sendo a

solução de Schwarzschild uma solução de campo exterior. A extensão analítica máxima

da métrica (2.2), como a primeira transformação de coordenadas feita por Lemaître [4]

em 1933, e a obtida por Kruskal [5] e Szekeres [6], de maneira independente em 1960,

mostra que r = 2M não é uma verdadeira singularidade mas sim uma singularidade de

coordenadas.

Em trabalhos independentes, Reissner [7] em 1916 e Nordström [8] em 1918 encon-

traram a solução exata da gravitação acoplada a uma fonte eletromagnética, conhecida

como equações de Einstein-Maxwell. Esta solução ficou conhecida como solução de

Reissner-Nordström. Ela descreve um corpo esférico carregado de carga Q e massa M .

A métrica quadri-dimensional se escreve, neste caso, como

ds2 =

(

1 − 2M

r
+
Q2

r2

)

dt2 −
(

1 − 2M

r
+
Q2

r2

)−1

dr2 − r2dΩ2 . (2.3)

Observa-se que esta métrica possui duas singularidades de coordenadas em r± = M ±
√

M2 −Q2.

Esta é a única solução estática das equações de Einstein com fonte [9].

Na década de 30 vários autores estudaram a possibilidade de estrelas colapsarem,

como os autores das referências [10–12], e formarem um "buraco negro". O que cha-

mamos aqui de "buraco negro" corresponde à situação onde o raio de Schwarzschild

possuiria valor maior que o raio da estrela.

Em 1958 David Finkelstein [14] introduziu o conceito de horizonte de eventos,

nome dado pelo físico Wolfgang Rindler, apresentando as coordenadas de Eddington-

Finkelstein, baseado no trabalho de Eddington [13]. Ele mostrou que r = 2M na métrica

(2.2) não é uma verdadeira singularidade mas sim uma fronteira sem volta entre a re-

gião exterior r > 2M e a região interior 0 < r < 2M . Ou seja, toda a informação que um

observador no exterior pode receber foi criada em r > 2M e toda a informação na região

0 < r < 2M é desconectada causalmente para um observador na região exterior.

Em 1963 Kerr estende o trabalho de Finkelstein encontrando a solução das equa-

ções de Einstein sem fonte com rotação [15],

ds2 =

(

1 − rsr

ρ2

)

dt2 +
2rsra

ρ2
sin2 θdt2dϕ2 − ρ2

∆
dr2

− ρ2dθ2 −
[(

r2 + a2
)2

− ∆a2 sin2 θ

]
sin2 θ

ρ2
dϕ2 , (2.4)

onde rs = 2M é o raio de Schwarzschild, a = J/M é o momento angular por unidade de

massa, ρ2 = r2 + a2 cos2 θ e ∆ = r2 − 2Mr + a2.
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Carter [16] e Robinson [17] mostraram que todo buraco negro estacionário e axis-

simétrico, sem fonte, é caracterizado somente por dois parâmetros: sua massa e seu

momento angular. Sua métrica é dada pela solução de Kerr.

Observa-se que há uma singularidade em ∆ = 0, o que nos fornece

r± = M ±
√

M2 − a2 . (2.5)

Novamente, tal condição corresponde a singularidades de coordenadas e r±, como no

caso da métrica (2.3), são os horizontes externo e interno determinados pela extensão

analítica.

Pelo invariante de Riemann RαβµσRαβµσ a única singularidade intrínseca está em

ρ = 0 que acontece em r = cos θ = 0. Em coordenadas cartesianas isto significa

x2 + y2 = a2 , z = 0 .

Temos, portanto, um anel de singularidade com raio a que se situa no plano equatorial

z = 0. De fato, isto pode ser visto a partir da métrica (2.4) impondo a condição r = 0,

θ = π
2 . Para uma híper-superfície a tempo constante, isto implica, considerando o termo

dominante, que

ds2 ∼ −2M

r
a2dϕ2 . (2.6)

Logo, todo anel de raio igual a a diverge quando r → 0. Nesta região, os invariantes de

curvatura também divergem, revelando uma verdadeira singularidade.

Buracos negros com rotação contém algumas propriedades interessantes sobre as

quais vamos nos deter um pouco mais. Uma delas está no fato que, diferente dos casos

de Schwarzschild e Reissner-Nordström, gtt = 0 não fornece os horizontes de eventos

antes determinados. Ao contrário, esta condição define a ergosfera. De fato,

gtt = 0

1 − rsr

ρ2
= 0

r±(e) = M ±
√

M2 − a2 cos2 θ , (2.7)

onde o sinal + representa uma superfície limite de um espaço-tempo estacionário e

a região r+ < r < r+(e) é denominada ergosfera, uma região na qual o espaço-tempo

rotaciona, inclusive a luz, no sentido da rotação do buraco negro. Note que gtt = 0

coincide com o horizonte de eventos somente nos pólos θ = 0 e θ = π.

Um buraco negro é entendido normalmente como sendo uma região do espaço-

tempo onde a gravidade é tão forte que nada pode escapar, nem mesmo a luz. Mas

em 1969 Roger Penrose [18] notou que se pode extrair energia de buracos negros com

rotação, ou seja, com ergosfera. O processo originalmente concebido por Penrose para

ilustrar a maneira pela qual a energia pode ser extraída do buraco negro de Kerr é o
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seguinte: uma partícula que chega na ergosfera por uma geodésica tipo tempo decai

em dois fótons, um dos quais entra numa trajetória de energia negativa e atravessa

o horizonte de eventos, enquanto o outro escapa para o infinito carregando parte da

energia de rotação do buraco negro. O máximo de energia que poderia ser extraída por

este processo seria

∆E =
1

2

(
M

Mirr
− 1

)

, (2.8)

onde

Mirr =

√
√
√
√M2

2
+

√

M4

4
− J2

4
(2.9)

é a massa irredutível do buraco negro.

O impotante aqui é enfatizar que este mecanismo é puramente clássico e que não

prevê qualquer extração de energia de buracos negros sem rotação como pode ser visto

imediatamente fazendo J = 0 na equação acima.

Para uma revisão mais detalhada sobre estas propriedades é recomendável a leitura

das referências [27–29].

Sendo a métrica de Kerr uma extensão da métrica de Schwarzschild, em 1965 Ezra

Newman e colaboradores [19] fazem a extensão da métrica de Reissner-Nordström e

produzem a métrica,

ds2 =
∆(e)

ρ2
dt2 +

2a(2Mr −Q2)

ρ2
sin2 θdt2dϕ2 − ρ2

∆
dr2

− ρ2dθ2 −
[(

r2 + a2
)2

− ∆a2 sin2 θ

]
sin2 θ

ρ2
dϕ2 , (2.10)

uma solução carregada de carga Q, com momento angular J e massa M . Temos as

definições,

∆ = (r − r+)(r − r−) = r2 − 2Mr + a2 +Q2 ,

r± = M ±
√

M2 −Q2 − a2 ,

∆(e) = (r − r
(e)
+ )(r − r

(e)
− ) = r2 − 2Mr +Q2 + a2 cos2 θ ,

r
(e)
± = M ±

√

M2 −Q2 − a2 cos2 θ .

Essa solução tem propriedades análogas à da métrica de Kerr. Ela é conhecida como a

métrica de Kerr-Newman.

A solução de Kerr-Newman é a única solução de buraco negro estacionário e axis-

simétrico com fonte [20].

Em dezembro de 1967 John Wheeler cunha a expressão "buraco negro".

Tais buracos negros são caracterizados pelo teorema do "No Hair" , nome originado

de um comentário feito pelo mesmo John Wheeler, que disse que "os buracos negros

não têm nenhum cabelo" [21]. Isto quer dizer, por um postulado da astrofísica, que
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todas as soluções de buracos negros das equações de Einstein-Maxwell da gravitação e

do eletromagnetismo na relatividade geral podem ser completamente caracterizados por

somente três parâmetros clássicos observados por um observador na região exterior do

buraco negro (r > rH ): massa, carga elétrica e momentum angular. Toda informação

restante sobre a matéria que deu origem ao buraco negro está contida dentro dele e

"desaparece" atrás do horizonte de eventos do buraco negro e, consequentemente, é

inacessível aos observadores externos. A carga magnética, se detectada como predita

por algumas teorias, daria forma ao quarto parâmetro possuído por um buraco negro

clássico.

Logo pode-se sumarizar estas quatro soluções na seguinte tabela:

sem rotação (J = 0) com rotação (J 6= 0)
sem carga (Q = 0) Schwarzschild Kerr
com carga (Q 6= 0) Reissner-Nordström Kerr-Newman

Lembramos que estas quatro soluções clássicas são assintoticamente planas. Isto

quer dizer que no infinito espacial todas estas métricas se reduzem à métrica de Min-

kowski.

Porém, existem soluções com o comportamento assintótico diferente, como por

exemplo as soluções de deSitter(dS) e anti deSitter(AdS) que provém das equações de

Einstein com constante cosmológica Λ,

Rµν − 1

2
gµνR− gµνΛ = κTµν , (2.11)

sendo dS(AdS) para Λ > 0(Λ < 0). O comportamento assintótico para tais soluções é

ds2 =
Λr2

3
dt2 − 3

Λr2
dr2 − r2dΩ2 , (2.12)

que não são assintoticamente planas mas sim dS ou AdS. Como por exemplo a métrica

de Schwarzschild deSitter

ds2 =

(

1 − 2M

r
+

Λr2

3

)

dt2 −
(

1 − 2M

r
+

Λr2

3

)−1

dr2 − r2dΩ2 . (2.13)

Uma questão importante, e ainda hoje um problema em aberto em relatividade

geral, é a existência de uma definição satisfatória de energia. Muitos trabalhos já fo-

ram feitos em relação a este problema que consiste, essencialmente, em definir um

equivalente gravitacional da densidade de energia-momento Tµν da matéria. Porém,

as quantidades obtidas são pseudotensores e estes dependem de uma escolha de re-

ferencial. Por isso, tais quantidades não são consideradas satisfatórias. Parece ser

impossível obter uma definição local de energia em relatividade geral: pelo princípio

de equivalência, nós podemos sempre escolher, em um ponto qualquer, um referencial

localmente inercial no qual o campo gravitacional é nulo.
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Existem, porém, definições que permitem calcular a massa e o momento angular

no infinito. Nos casos onde o espaço-tempo é assintoticamente plano, a definição mais

utilizada é a de Arnowitt, Deser e Misner (ADM) [22]. Para espaços-tempos assintotica-

mente AdS, mencionamos a definição de Abott e Deser [23] que adapta o método ADM

a esta situação.

Porém ao longo desta tese vamos trabalhar com soluções provenientes da teoria

Einstein-Maxwell-Dilaton(EMD) que além das soluções assintoticamente planas per-

mite soluções que não são assintoticamente planas e, além do mais, diferem naquele

limite assintótico dos casos dS ou AdS.

A impossibilidade de poder definir uma energia local, levou ao conceito de energia

quasi-local, que é energia associada a uma superfície bidimensional do tipo-espaço.

Isto permite definir a energia e o momento angular destes tipos de espaço-tempo que

não são nem assintoticamente planos e nem assintoticamente AdS (sendo Penrose o

primeiro a introduzir o conceito de energia quasi-local [24]).

Para um estudo mais aprofundado sobre este assunto é fortemente recomendável

as referências [25,26] e as referências alí contidas.

Um buraco negro é entendido normalmente como sendo uma região do espaço-

tempo onde a gravidade é tão forte que nada pode escapar, nem mesmo a luz. Lembra-

mos que a definição de buraco negro não provém da noção de singularidade mas sim

da noção de horizonte de eventos.

A noção de singularidade em relatividade geral é entendida como a divergência de

curvatura do espaço-tempo. Porém uma definição mais geral de singularidade é quando

o espaço-tempo possui ao menos uma geodésica que não possa ser prolongada até um

valor finito do parâmetro afim desta geodésica (existe uma singularidade no final desta

geodésica). Ou seja, o espaço-tempo é geodesicamente incompleto.

2.2 Termodinâmica de buracos negros

No início dos anos 70, para analisar a perda de informação na formação de um buraco

negro, Bekenstein [30, 31] formulou uma termodinâmica clássica de buracos negros.

Utilizando a métrica de Kerr-Newman, ele obteve

dM = τHdA+ ΩHdJ + ΦHdQ , (2.14)

onde τH , ΩH e ΦH denotam a tensão superficial, a velocidade angular e o potencial

elétrico sobre o horizonte de eventos, respectivamente. Além disto, M , A, J e Q são a

massa, a área, o momento angular e a carga do buraco negro.

Pouco tempo depois Smarr [33] obteve a fórmula exata como sendo

M = 2τHA+ 2ΩHJ + ΦHQ , (2.15)
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mostrando a analogia entre as leis da mecânica dos buracos negros e as relações usuais

da termodinâmica.

Vamos rever agora a obtenção da fórmula de Smarr.

Komar [34], utilizando a relação entre leis de conservação e as propriedades de in-

variância das leis físicas sob certos grupos de transformações de simetria, estabeleceu

o fluxo generalizado de energia dado por

Eµ = 2 (ξν;µ − ξµ;ν);ν , (2.16)

onde (;) é a derivada covariante relacionada a uma métrica gµν qualquer e ξ é o gerador

de uma certa translação infinitesimal do sistema de coordenada, x′µ = xµ − ξµ(x). O

termo entre parênteses é anti-simétrico, em relação aos indices µ e ν, o que garante a

conservação covariante do fluxo,

∇µE
µ = 0 .

Na forma integral, a lei de conservação do fluxo permite definir a energia total [34],

E(ξ) =
1

2K

∫

EµdSµ

=
1

4π

∫

Σ
dSµ∇ν∇µξν , (2.17)

onde K é a constante da gravitação de Einstein e dSµ é o elemento de volume, covari-

ante, de uma dada híper-supefície Σ, tipo espaço.

Pode-se escrever, utilizando a lei de Gauss, a integral (2.17) como sendo

E(ξ) =
1

8π

∮

∂Σ
dSµν∇µξν , (2.18)

onde dSµν é o elemento de área, covariante, da superficie fechada ∂Σ.

Sabe-se que na relatividade geral o vetor responsável pela variação infinitesimal de

um sistema de coordenadas, e que matém a métrica invariante por tais transformações

infinitesimais, é o vetor de Killing. Ele é tal que δgµν → ∇µξν + ∇νξµ = 0.

Todo vetor que satisfaz a chamada equação de Killing,

∇µξν + ∇νξµ = 0 , (2.19)

é denominado de vetor de Killing. O vetor de Killing é o gerador de isometrias (ou do

"grupo de movimento") da variedade, ou seja, ele expressa a invarância do sistema por

uma dada translação infinitesimal espacial ou temporal, ou ainda por rotação, sobre a

variedade.

Para um buraco negro com rotação o campo de Killing é dado por

χµ = ξµ + ΩHmµ , (2.20)
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onde ξµ e mµ são os vetores de Killing relacionados a invariância sobre uma translação

temporal e a simetria axial do buraco negro.

Logo a equação do fluxo (2.16) pode ser escrita como

Eµ = 4ξν;µ
;ν = 4ξαRµ

α , (2.21)

onde foi usado o lema relativo ao vetor de Killing

∇ρ∇µξ
ν = Rν

µρσξ
σ , (2.22)

∇ρ∇µξν = Rνµ
ρσξ

σ , (2.23)

sendo Rν
µρσ o tensor de Riemann e Rµ

α o tensor de Ricci.

Assim, se ξµ for um vetor de Killing, Eµ é identicamente nulo em pontos onde não

há matéria, pois pelas equações de Einstein Rµ
α = 0, ou seja, nos espaços que são

assintoticamentes planos no infinito espacial (r → ∞) não há fluxo de energia, como se

deveria esperar.

Pode-se, de forma similar ao que foi feito para o caso da energia, encontrar o mo-

mento angular trocando o vetor de Killing ξ pelo vetor de Killing m, e aplicar a integral

de Komar, onde encontra-se

J = − 1

8π

∫

Σ
dSµ∇ν∇µmν , (2.24)

sendo J o momento angular total do espaço-tempo.

Porém, para um buraco negro, tem-se um termo adicional de integral de superfície,

no qual a superfície fechada (H) é o contorno do horizonte de eventos. Para um buraco

negro a energia total(M ) é a massa do buraco negro, dada por

M =
1

4π

∫

Σ
dSµ∇ν∇µξν +

1

8π

∮

H
dSµν∇µξν , (2.25)

onde Σ é a hipersuperfície do espaço-tempo.

Utilizando o lema relativo ao vetor de Killing (2.23), na primeira integral, e o vetor

de Killing para um buraco negro com rotação (2.20), na segunda integral, encontra-se

M =
1

4π

∫

Σ
dSµR

µ
νξ

ν +
1

8π

∮

H
dSµν∇µ (χν − ΩHm

ν) .

Empregamos a forma alternativa das equações de Einstein,

Rµ
ν = 8π

(

Tµ
ν − δµ

ν

2
T

)

,

e particularizamos para o caso em que o tensor do campo de matéria é o tensor

momento-energia do campo eletromagnético, a quatro dimensões T = 0. Esta situa-

ção particular se deve ao fato de estarmos interessados na situação em que o buraco

negro é carregado.
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Portanto

M = 2

∫

Σ
dSµT

µ
νξ

ν +
1

8π

∮

H
dSµν∇µ (χν − ΩHm

ν) .

Para um buraco negro, onde se tem o termo adicional do horizonte de eventos,

tem-se a seguinte equação para o momento angular

J = − 1

8π

∫

Σ
dSµ∇ν∇µmν − 1

16π

∮

H
dSµν∇µmν

= − 1

8π

∫

Σ
dSµR

µ
νm

ν − JH

= − 1

8π

∫

Σ
dSµT

µ
νm

ν − JH , (2.26)

onde

JH =
1

16π

∮

H
dSµν∇µmν

é o momento angular do buraco negro.

Logo, retornando à equação para a massa, temos

M = 2

∫

Σ
dSµT

µ
νξ

ν − 2ΩHJH +
1

8π

∮

H
dSµν∇µχν

= 2

∫

Σ
dSµT

µ
ν (ξν + ΩHm

ν) + 2ΩHJ +
1

8π

∮

H
dSµν∇µχν

= 2

∫

Σ
dSµT

µ
νχ

ν + 2ΩHJ +
1

8π

∮

H
dSµν∇µχν ,

sendo

2

∫

Σ
dSµT

µ
νχ

ν = ΦHQ , (2.27)

1

8π

∮

H
dSµν∇µχν =

κ

4π
A , (2.28)

onde κ é denominada de gravidade superficial, A a área do horizonte de eventos, ΦH

o potencial que co-rotaciona em cima do horizonte de eventos e Q a carga do buraco

negro.

Portanto,

M =
κ

4π
A+ ΦHQ+ 2ΩHJ

= 2
κ

8π
A+ ΦHQ+ 2ΩHJ

= 2τHA+ ΦHQ+ 2ΩHJ c.q.d. , (2.29)

onde τH = κ/8π.

Acima M é uma função homogênea de grau 1/2 em (A, J,Q2), sendo τH , ΩH e ΦH

constantes definidas sobre o horizonte.
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2.3 As leis da termodinâmica dos buracos negros

Em 1971 Hawking [35] demonstrou um teorema que diz que a área de um buraco negro

não diminui jamais,

δA ≥ 0 . (2.30)

Este teorema lembra a segunda lei da termodinâmica, onde por nenhum processo físico

a entropia pode diminuir, δS ≥ 0.

Em 1973 Carter, Bardeen e Hawking [36] generalizaram os resultados obtidos por

Bekenstein (2.14) e Smarr (2.15) e formularam a mecânica dos buracos negros fazendo

assim uma analogia com os princípios da termodinâmica.

A mecânica dos buracos negros está contida em quatro leis, sendo estas:

1. Lei Zero: A gravidade superficial é constante em cima do horizonte. Faz-se as-

sim a comparação com o princípio zero da termodinâmica onde a temperatura é

constante para um corpo em equilíbrio térmico.

2. Primeira Lei:

dM =
κ

8π
dA+ ΩHdJ + ΦHdQ , (2.31)

onde faz-se a comparação com o primeiro princípio da termodinâmica E = TdS −
pdV , sendo ΩdJ e ΦdQ os termos de trabalho.

3. Segunda Lei:

δA ≥ 0 (para todo processo físico) , (2.32)

o que pode ser comparado com o segundo princípio da termodinâmica que esta-

belece δS ≥ 0 para todo processo físico.

4. Terceira Lei: A gravidade superficial κ não pode chegar a zero por nenhum pro-

cesso físico. Compara-se com o terceiro princípio da termodinâmica segundo o

qual T → 0 não pode ocorrer via nenhum processo físico.

Há, assim, uma notável correlação entre as leis da mecânica dos buracos negros e

os princípios termodinâmicos. Mais interessante ainda é a relação entre a temperatura

e a gravidade superficial e a relação da entropia com a área do buraco negro. Porém,

classicamente, como o próprio nome já diz, um buraco negro não faz nada mais além de

absorver matéria; portanto a temperatura para um buraco negro clássico será sempre

zero, mas sua entropia será diferente de zero. Logo as relações entre as leis da mecânica

dos buracos negros e os princípios termodinâmicos não seriam nada mais do que uma

analogia sem nenhum interesse físico.
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Quando utiliza-se o termo "clássico" para um buraco negro, quer dizer que são

analisados apenas os efeitos geométricos da relatividade geral. Estas relações são pu-

ramente clássicas; a mecânica quântica não intervém a este nível.

Hawking [37] em 1975, relacionando efeitos quânticos com a relatividade geral,

descobriu que buracos negros emitem uma radiação, de forma idêntica ao espectro de

radiação de um corpo negro, sendo a temperatura dada pela relação

TH =
κ

2π
, (2.33)

onde TH é a chamada temperatura Hawking, e κ a gravidade superficial que é dada pela

seguinte fórmula

κ2 = − 1

2
∇µχν∇µχν

∣
∣
∣
∣
r=rH

, (2.34)

sendo χµ o vetor de Killing de um espaço-tempo estacionário (2.20). Similarmente, a

entropia se relaciona com a área do buraco negro pela seguinte expressão:

S =
A

4
. (2.35)

Estes resultados indicam que há muito mais que uma simples analogia entre as

leis da mecânica dos buracos negros e a termodinâmica estatística, pois a segunda lei

pode ser escrita como

dM =
κ

2π
d(
A

4
) + termos de trabalho,

dE = THdS + termos de trabalho . (2.36)

Lembramos que a energia de um buraco negro é dada pela sua massa. Agora existe

uma relação direta entre a entropia da física estatística e entropia dos buracos negros.

Entretanto, uma das consequências da radiação Hawking é que um buraco negro pode

evaporar até sua área chegar a zero, violando assim a segunda lei da mecânica dos bu-

racos negros que nos diz que δA ≥ 0 e consequentemente, por comparação, a segunda

lei da termodinâmica estatística. Porém, pode-se utilizar a generalização da segunda

lei para os buracos negros [31,32] incluindo a entropia total do universo, de modo que

ST = Sbn + SE ≥ 0 , (2.37)

onde Sbn é a entropia do buraco negro, SE a entropia do resto de matéria do universo,

contida no exterior do buraco negro, e ST a entropia total do universo. Neste caso

a entropia do buraco negro diminui mas a entropia do resto do universo, no exterior

do buraco negro, aumenta de tal forma que a segunda lei da termodinâmica continua

sendo válida. A radiação Hawking e todas as suas consequências são efeitos puramente

quânticos não tendo análogos clássicos.
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Pode-se escrever a primeira e a segunda lei dos buracos negros, via processos quân-

ticos, na forma

dM = THdSbn + termos de trabalho , (2.38)

δSbn → 0 mas δST ≥ 0 . (2.39)

Existem vários métodos para se calcular a radiação Hawking. Nós vamos mostrar

no próximo capítulo estes métodos de obtenção da temperatura de Hawking. Estes

métodos serão utilizados no decorrer desta tese.



Capítulo 3

Métodos de Cálculo da Temperatura

Após a descoberta de Hawking [37] que buracos negros podem, perto do horizonte,

criar partículas que são irradiadas para o infinito com um espectro planckiano de um

corpo negro, vários outros métodos, no decorrer dos anos, foram desenvolvidos para se

calcular a radiação Hawking. Estes métodos estão em sua maioria em concordância

com a gravidade superficial. Nós vamos mostrar a seguir os métodos de obtenção da

temperatura de Hawking a serem utilizados durante esta tese.

3.1 Coeficientes de Bogoliubov

Definiremos em primeiro lugar os coeficientes de Bogoliubov. Para isto analisaremos

algumas propriedades da teoria quântica de campos de um campo escalar livre.

Seja Φ(x) um campo escalar real não massivo e livre, num espaço-tempo plano, que

satisfaz a equação de Klein-Gordon

∇µ∂µΦ(x) = 0 . (3.1)

A solução desta equação é dada por,

Φ(x) =

∫

d3k
[

fk(x)ak + fk(x)
∗a†k
]

, (3.2)

uma solução de ondas planas.

As funções f(x) obedecem as seguintes relações:

(fk(x), fk′(x)) = − (fk(x)
∗, fk′(x)∗) = δ3(k − k′) , (3.3)

(fk(x), fk′(x)∗) = (fk(x)
∗, fk′(x)) = 0 , (3.4)

onde

(f1 , f2) = i

∫ √

| g(Σ) |
(

f∗2
↔
∂µ f1

)

dΣµ (3.5)

é a relação de produto interno definida pela teoria usada.
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Acima dΣµ = dΣnµ, sendo dΣ o elemento de volume da hipersuperfície Σ tipo es-

paço, | g(Σ) | o módulo do determinante da métrica em relação à hipersuperfície e nµ é

um vetor unitário tipo tempo normal a esta hipersuperfície. A propriedade crucial do

produto interno é que ele independe da escolha da hipersuperfície. Portanto para uma

região plana temos

(f1 , f2) = i

∫ (

f∗2
↔
∂t f1

)

d3x⇒ A
↔
∂ B = A∂B − (∂A)B . (3.6)

Na expressão (3.2), {ak} são operadores em um espaço de Hilbert H com os seus

hermitianos conjugados {a†k} satisfazendo as relações de comutações

[

ak, a
†
k′

]

= δ3(~k − ~k′) ,

[ak, ak′ ] =
[

a†k, a
†
k′

]

= 0 .

Podemos fazer o espaço de Hilbert (H) ser um espaço de Fock construindo um

estado de vácuo |0 > satisfazendo as propriedades

ak|0 > = 0 ∀ k ,

< 0|0 > = 1 ,

de modo que H tem como base

{

|0 >, a†k|0 >, a
†
k′a

†
k|0 >, ...

}

,

onde < | > é o produto interno positivo-definido deste espaço. Portanto, {a†k} e {ak}
são os operadores de criação e destruição, respectivamente. Pode-se então definir o

operador número de partículas NK = a†kak que satifaz a relação

Nk|0 >= 0 . (3.7)

Esta base de H é determinada pela escolha dos vácuos |0 >. Entretanto, esta

escolha depende da definição das bases complexas fk(x), soluções da equação de KG

que satisfazem as relações (3.3) e (3.4).

Imaginemos a evolução da hipersuperfície em Σ → Σ0 → Σ1, tal que Σ1 não seja

uma simples deformação de Σ0 (portanto equivalente por difeomorfismo) e tomemos o

operador de campo Φ(x), solução da equação de KG na hipersuperfície Σ1:

Φ(x) =

∫

d3k
[

Fk(x)bk + Fk(x)
∗b†k
]

, (3.8)

As funções Fk(x) e os operadores bk e N1
k obedecem as mesmas propriedades vistas

anteriormente, e |0 >1 é o vácuo na hipersuperfície Σ1.
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Podemos então expandir o operador de campo tanto nas bases antigas como nas

novas:

Φ(x) =

∫

d3k
[

fk(x)ak + fk(x)
∗a†k
]

=

∫

d3k′
[

Fk′(x)bk′ + Fk′(x)∗b†k′

]

.

Utilizando o fato de que o produto interno independe da escolha da hipersuperfície

e a definição do operador destruição

ak = (Φ(x), fk(x)) = i

∫ (

f∗k (x)
↔
∂µ Φ(x)

)

dΣµ , (3.9)

pode-se relacionar o operador destruição da hipersuperfície Σ com os operadores de

criação e destruição da hipersuperfície Σ1 sendo

ak =

∫ (

αk′kbk′ + β∗k′kb
†
k′

)

dk′ , (3.10)

onde

αk′k
.
= (Fk′(x), fk(x)) , (3.11)

β∗k′k
.
= (F ∗

k′(x), fk(x)) . (3.12)

Pode-se ainda encontrar que

a†k = − (Φ(x), fk(x)
∗) =

∫ (

βk′kbk′ + α∗
k′kb

†
k′

)

dk′ , (3.13)

bk′ = (Φ(x), Fk′(x)) =

∫ (

α∗
k′kak − β∗k′ka

†
k

)

dk , (3.14)

b†k′ = − (Φ(x), Fk′(x)∗) =

∫ (

αk′ka
†
k − βk′kak

)

dk , (3.15)

sendo

α∗
k′k

.
= − (Fk′(x)∗, fk(x)

∗) , (3.16)

βk′k
.
= − (Fk′(x), fk(x)

∗) . (3.17)

Os coeficientes α e β obedecem as seguintes relações de normalização
∫

(αk′kα
∗
k′k′′ − βk′kβ

∗
k′k′′) dk′ = δ(k − k′′) ,

∫ ∫

(αk′kα
∗
k′k′′ − βk′kβ

∗
k′k′′) dk′dk′′ = 1 . (3.18)

De posse das relações encontradas, das regras de comutação e das propriedades

dos operadores de criação e destruição pode-se encontrar a seguinte relação:

< 0|N1
k |0 > = < 0|b†kbk|0 >

= < 0|
∫

|βkk′ |2dk′|0 > ,

N1
k =

∫

|βkk′ |2dk′ =

∫ ∫

βkk′β∗k′′k′dk′dk′′ . (3.19)
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Esta relação nos mostra que algo acontece na evolução Σ0 → Σ1: o que é um vácuo

para um observador em Σ0 não o é mais para um observador em Σ1. Daremos um

exemplo deste efeito na gravitação onde utilizaremos o modelo de colapso de uma casca

esférica fina [42].

3.2 A temperatura do buraco negro via os coeficientes de Bo-

goliubov

Utilizando a equação de KG não massiva para a métrica de Schwarzschild temos a

seguinte equação diferencial:

∇µ∇µΦ(x) =
1

√

|g|
∂µ

(√

|g|gµν∂νΦ(x)

)

= 0

(

1 − 2M

r

)−1

ω2f(r) +

(

1 − 2M

r

)
d2f(r)

dr2
+

2M

r2
df(r)

dr

−
[

l(l + 1) +
2M

r

]
f(r)

r2
= 0 .

Acima utilizou-se separação de variáveis

Φ(x) =
f(r)

r
Y m

l (θ, φ)e−iωt , (3.20)

sendo Y m
l (θ, φ) os harmônicos esféricos.

Usando

dr∗ =

(

1 − 2M

r

)−1

dr ,

teremos
d2f(r)

dr∗2
+
(

ω2 − Veff

)

f(r) = 0 , (3.21)

onde

Veff =

(

1 − 2M

r

)[
l(l + 1)

r2
+

2M

r3

]

(3.22)

é o potencial efetivo.

Notemos que assintoticamente (r → ∞) (3.21) se reduz a

d2f(r)

dr∗2
+ ω2 f(r) = 0 , (3.23)

que tem como solução

f(r) = Aeiωr∗ +Be−iωr∗ . (3.24)

Deste modo a equação (3.20) torna-se

Φ(x) =
Y m

l (θ, φ)

r

(

Ae−iω(t−r∗) +Be−iω(t+r∗)
)

=
Y m

l (θ, φ)

r
(gω + fω) ,
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onde

fω = B e−iωv , (3.25)

gω = Ae−iωu . (3.26)

Acima u = t − r∗ e v = t + r∗ são os chamados modos emergentes e incidentes,

respectivamente.

Pela normalização do campo Φ(x),

(Φω,l,m,Φω′,l′,m′) = i

∫

d3x
√

|g|gttΦ∗
ω′,l′,m′

↔
∂0 Φω,l,m , (3.27)

encontram-se as constantes A = B = 1/
√

4πω.

Empregaremos o modelo da casca esférica fina, figura(3.1), e o teorema de Birkhoff,

que garante que a solução exterior não varia enquanto a casca colapsa. Enquanto

a casca fina colapsa, consideraremos um modo incidente v que atravessa a casca,

passando pelo seu centro, tornando-se depois um modo emergente u. No inicio, o

modo incidente vem do infinito espacial, sendo portanto definido em um espaço-tempo

de Minkowski. No final, após atravessar novamente a casca, tornando-se um modo

emergente, ele atingirá novamente o infinito espacial, sendo novamente definido em um

espaço-tempo de Minkowski. Mas, o vácuo definido no final do processo não coincide

necessariamente com o vácuo no início do processo. Disto resulta que um estado

incialmente de vácuo, sem partícula, pode se tornar no final um estado de muitas

partículas. O processo de colapso gera portanto uma criação de partículas, resultando

em uma temperatura para o buraco negro.

Podemos usar a técnica descrita na seção anterior. Para isto, temos que determinar

o modo emergente final u como função do modo incidente inicial v, isto é, u = u(v). Isto

é feito considerando a continuidade do modo quântico quando atravessa pela primeira

vez a casca, quando passa pelo centro do colapso, e quando atravessa pela segunda vez

a casca. Sendo o espaço-tempo dentro da casca plano e fora curvo podemos começar

pela segunda colagem da métrica (para uma análise mais completa veja [42]), onde

ds2r<R2

∣
∣
∣
∣
∣ r=R(t)

= ds2r> R2

∣
∣
∣
∣
∣ r=R(t)

,

dT 2 − dR2 −R2dΩ2 =

(

1 − 2M

R

)

dt2 −
(

1 − 2M

R

)−1

dR2 −R2dΩ2 ,

1 −
(
dR

dT

)2

=

(

1 − 2M

R

)(
dt

dT

)2

−
(

1 − 2M

R

)−1 (dR

dT

)2

,

(

1 − 2M

R

)(
dt

dT

)2

= 1 +
2M

R− 2M

(
dR

dT

)2

,
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Figura 3.1: Uma onda esférica vem de I− com frente de onda satisfazendo v =
constante, e depois de espalhada pela estrela, dirige-se a I+ com u = constante .

onde R(t) é o raio da casca esférica e T o tempo medido pelo observador dentro da

casca.

Assumimos que a saída do raio rumo a I+ se dá próximo à formação do horizonte,

r = 2M + C(T0 − T ) , (3.28)

sendo T ≈ T0, onde T0 é o instante em que o horizonte se forma.

Logo,

(R− 2M)

R

(
dt

dT

)2

= 1 +
2MC

(T0 − T )
≈ 2MC

(T0 − T )
,

(
dt

dT

)2

≈ 4M2

(T0 − T )2
,

dt

dT
= ± 2M

T0 − T
,

t = ∓2M ln

(
T0 − T

D

)

,

sendo D uma constante de integração.

Perto do horizonte,

R∗ = r∗ = r + 2M ln(r − 2M) , (3.29)

R∗ ≈ 2M lnC(T0 − T ) .

Portanto o termo de coordenada nula u = t − r∗ se torna

u = ∓2M ln

(
T0 − T

D

)

− 2M ln (C(T0 − T )) .
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Considerando o sinal (−) de t, a expressão final para o modo u assume a forma

u = −2M ln

(

C(T0 − T )2

D

)

= −4M ln

(
T0 − T

E

)

,

sendo que D/C = E2. O sinal (+) de t torna u um termo constante (u ∼ ln(AD)) que não

nos interessa.

No centro da casca U(V (v)) ≈ v:

U = T − R

= T − r+ − A(T0 − T )

= (1 + A)T − r+ − AT0 ,

T =
r+ + CT0 + v

1 + C
.

Portanto,

u(v) = −4M ln

(
v0 − v

F

)

= −1

κ
ln

(
v0 − v

F

)

, (3.30)

onde v0 = T0 − 2M , F = E(1 + C) e κ é a gravidade superficial .

Decorre que as funções (3.25) e (3.26) são

fω =
e−iωv

√
4πω

, (3.31)

gω =
e−iωu(v)

√
4πω

. (3.32)

Assim os coeficientes de Bogoliubov (3.11) e (3.17) são encontrados :

αωω′ = (gω, fω′) = i

∫ v0

−∞
f∗ω′

↔
∂v gω

=
ω

2κπ
√
ωω′ Γ(iω/κ)eωπ/2κei[ω

′v0−ω(ln F−ln ω′)/κ] ,

βωω′ = − (gω, f
∗
ω′) = − ω

2κπ
√
ωω′ Γ(iω/κ) e−ωπ/2κe−i[ω′v0+ω(ln F+ln ω′)/κ].

Portanto,

∫ ∞

0

∫ ∞

0
dω′dω′′αωω′α∗

ω′′ω′ =
1

2

eπω/κ

sinh(πω/κ)
,

∫ ∞

0

∫ ∞

0
dω′dω′′βωω′β∗ω′′ω′ =

1

2

e−πω/κ

sinh(πω/κ)
,

ficando evidente que a condição de normalização (3.18) é satisfeita.
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O operador número de partícula (3.19) é dado por

Nω =
1

e2πω/κ − 1
. (3.33)

Isto é característico de um espectro planckiano com temperatura TH = κ/2π. Para o

caso tratado neste exemplo, a temperatura de Hawking é dada por

TH =
1

8πM
. (3.34)

3.3 Temperatura via euclideanização da métrica

Nas referências [38–41] o problema do cômputo da temperatura do buraco negro foi

focalizado empregando o método de euclideanização da métrica.

O método da euclideanização da métrica pode ser aplicado quando temos uma sin-

gularidade cônica ao passar para o tempo imaginário. Neste caso, a métrica se torna

euclideana, e possui uma singularidade cônica em r = 0. Desconsiderando os termos

angulares, a métrica euclideanizada tem a forma

ds 2 = dr2 + r2dθ2 . (3.35)

Ela representa a métrica euclideana em coordenadas polares que descreve distâncias

na superfície de um cone. O cone tem uma singularidade em r = 0, menos no caso

quando se dobra o cone feito um funil. Nesta situação, tem-se uma periodicidade de 2π.

Assim, pode-se evitar a singularidade cônica fazendo da variável temporal imaginária

uma variável angular com este período.

Exemplificaremos o método usando a métrica de Schwarzschild. Neste caso, a

métrica se torna singular sobre o horizonte de eventos, r = rH . Passaremos o tempo

da métrica para um tempo imaginário efetuando uma continuação analítica, t → it,

chamada de rotação de Wick, e escreveremos a métrica para uma superfície com θ e φ

constantes. Assim tem-se que

ds 2 =

(

1 − 2M

r

)

dt2 +

(

1 − 2M

r

)−1

dr2. (3.36)

Por simplicidade foi utilizada a assinatura da métrica (2.2) como sendo (−,+,+,+).

Para se eliminar a singularidade cônica que ocorre, em r = rH , transforma-se a

métrica para uma métrica conforme, tal que

ds2 =

(

1 − 2M

r

)

dt2 +

(

1 − 2M

r

)−1

dr2

= Ω(ρ)
(

dρ2 + ρ2dτ2
)

,

onde τ = αt, sendo α uma constante que faz o fator conforme Ω(ρ) ser finito e não nulo

no horizonte.
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Portanto, comparando os termos, obtém-se

Ω(ρ)ρ2dτ2 =

(

1 − 2M

r

)

dt2 ,

Ω(ρ) =
r − 2M

rρ2α2
. (3.37)

Comparando os termos, relacionados as coordenadas espaciais, temos

Ω(ρ)dρ2 =

(

1 − 2M

r

)−1

dr2

dρ

ρα
= dr∗

ρ = eαr∗ . (3.38)

Na expressão acima,

dr∗ =

(

1 − 2M

r

)−1

dr ,

r∗ = r + 2M ln(r − 2M) + c ,

sendo c uma constante de integração.

Perto do horizonte o termo dominante de r∗ será

r∗ ≈ 2M ln(r − 2M)

=
1

2κ
ln(r − 2M) ,

sendo κ = 1/4M a gravidade superficial.

Logo,

ρ ≈ (r − 2M)α/2κ . (3.39)

Substituindo (3.39) em (3.37), obtém-se

Ω(ρ) =
r − 2M

rα2(r − 2M)α/κ
. (3.40)

Como Ω(ρ) é um fator finito no horizonte, a única maneira de evitar a singularidade em

r = rH = 2M é assumindo

α = κ .

Agora, para evitar a singularidade cônica, é preciso impor uma periodicidade de

2π para τ , isto é, uma periodicidade para t dada por 2π/α. Isto corresponde a uma

temperatura

T =
α

2π
=

κ

2π
. (3.41)

Para o caso tratado neste exemplo

T =
1

8πM
. (3.42)

Esta é a mesma temperatura encontrada por Hawking.
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3.4 Temperatura via coeficiente de reflexão

O processo de cálculo dos coeficientes de transmissão e reflexão nada mais é do que

um processo de espalhamento, uma onda que chega do infinito passado, ao buraco

negro, tem parte da onda absorvida pelo buraco negro e parte refletida para o infinito

futuro, pelo potencial efetivo do buraco negro. Os modos de propagação desta onda

estão relacionados aos modos incidentes (v = t + r∗) e emergentes (u = t − r∗), como

veremos a seguir.

Observa-se pela equação (3.29) que r∗ → ∞ quando r → ∞ e r∗ → −∞ quando

r → 2M , então r∗ cobre todo espaço no exterior do buraco negro. O potencial efetivo

(3.22) tende a zero tanto no infinito quanto em cima do horizonte, de modo que (3.21)

tem agora como soluções assintóticas

f(r) ∝ e±iωr∗ ,

em conformidade com (3.24).

Pode-se assim relacionar as constantes desta solução com os modos incidentes e

emergentes, onde os modos incidentes são aqueles em que a onda vai em direção ao

buraco negro e os modos emergentes são aqueles que podemos entender como a parte

refletida da equação de onda que é mandada de volta ao infinito futuro:

f(r) × e−iωt ∝
(

Aeiωr∗ +Be−iωr∗
)

× e−iωt ,

f(r) × e−iωt ∝ aeme
−iωu + aine

−iωv ,

sendo aem e ain as constantes relacionadas aos modos emergentes e incidentes. Em

acordo com (3.20) estas constantes estão relacionadas a ω e l. Elas ainda satisfazem a

relação

1 + |aem|2 = |ain|2 . (3.43)

Pode-se assim definir os coeficientes de transmissão e reflexão como sendo

T =
1

ain
e R =

aem

ain
,

de modo que

|T |2 + |R|2 = 1 , (3.44)

satisfaz a condição de normalização.

Valores para o coeficiente de transmissão (o que corresponde a uma onda pro-

pagando na direção do buraco negro) e do coeficiente de reflexão (correspondente à

radiação espalhada para o infinito) podem ser encontrados por cálculo numérico, ou

aproximadamente, em casos especiais como pode ser visto nas referências [54–57].
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Para freqüências muito altas o termo de ω2 na equação (3.21) é muito maior do que

o potencial efetivo Veff na vizinhança de r = 2M . Assim, a barreira de potencial pode ser

negligenciada e as ondas são pouco influenciadas pelo buraco negro. Para freqüências

muito baixas as ondas são quase que inteiramente barradas pela barreira de potencial

não podendo assim chegar ao infinito.

Porém, do ponto de vista quântico os coeficientes de reflexão e transmissão podem

ser tratados como o processo de efeito túnel da mecânica quântica [58] onde o fluxo de

probabilidade é dado por

Fµ =
2π

i

√−ggµνΦ∗ ↔
∂ν Φ . (3.45)

Os coeficientes de transmissão e reflexão são definidos como

|T | =

∣
∣
∣
∣
∣

Fr in
∞

Fr in
rH

∣
∣
∣
∣
∣

, (3.46)

|R| =

∣
∣
∣
∣
∣

Fr em
rH

Fr in
rH

∣
∣
∣
∣
∣

, (3.47)

onde Fr in
rH

está relacionado com os modos incidentes da solução da equação de onda

perto do horizonte, Fr in
∞ está relacionado com os modos incidentes da solução da equa-

ção de onda no limite assintótico, e Fr em
rH

está relacionado com os modos emergentes da

solução da equação de onda perto do horizonte. Utiliza-se, neste caso, a condição de

contorno de que no infinito a constante relacionada ao modo emergente da solução da

equação de onda no limite assintótico é nula, o que enfatiza que há ambos os modos,

incidentes e emergentes, na região próxima ao horizonte.

Uma vez que os coeficientes (3.46) e (3.47) obedecem à condição (3.44), os coefici-

entes (3.11) e (3.17) obedecem à relação (3.18). Tais relações decorrem da quantização

do campo escalar. Define-se

α =
1

T , β =
R
T .

Utilizando a definição do operador número de partícula (3.19) e o espectro de tem-

peratura encontrado pelo processo de Hawking (3.33), obtém-se

N = β =
R
T ,

1

eω/TH − 1
=

R
1 −R ;

TH = − ω

lnR . (3.48)

Tal técnica é utilizada para buracos negros que têm uma solução da equação de onda

exata em todo o espaço [59–62], podendo assim relacionar as constantes da solução na

região perto do horizonte com as constantes da solução no limite assintótico, relacio-

nando o coeficiente de reflexão R à temperatura TH .
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3.5 Temperatura via anomalias

A fim de determinar a dinâmica de um campo de um determinado sistema fisico utiliza-

se o príncipio da ação miníma. Segundo este princípio, a ação permanece invariante

com relação a pequenas variações do campo, δϕ = 0. O teorema de Noether estabe-

lece que existe uma importante relação entre simetrias e leis de conservação. Classica-

mente, este teorema se aplica diretamente. Como exemplo, pode-se proceder a variação

da ação de Einstein-Hilbert (SEH ) acrescida de um campo de matéria (SM ),

δS = δ(SEH + SM ) = 0

=
1

2κ

∫

dDxδ

[√

|g|(R+ 2κLM )

]

= 0

=
1

2κ

∫

dDx
√

|g|
[

Rµν − 1

2
gµνR− κTµν

]

δgµν + δ(matéria) = 0 ,

obtendo-se as equações de Einstein com matéria

Rµν − 1

2
gµνR = κTµν ,

sendo

Tµν =
2

√

|g|
δSM

δgµν
. (3.49)

Estas equações estão diretamente relacionadas às propriedades,

Tµν = T νµ , ∇µT
µν = 0 , (3.50)

do tensor momento-energia, que expressam as simetrias do campo de matéria e a lei

de conservação que ele deve obedecer.

Porém, do ponto de vista quântico a variação da ação efetiva pode provocar anoma-

lias. Entende-se por anomalias no processo de quantização de um sistema, simetrias

clássicas que não são preservadas a nível quântico.

Anomalias, no sentido acima, ocorrem não apenas nas teorias quânticas de campo

definidas no espaço-tempo de Minkowski, como também em sistemas gravitacionais,

onde o espaço-tempo é clássico, e nele são definidos campos quânticos. No caso da

gravitação tem-se as seguintes anomalias causadas pela variação da ação efetiva:

• Anomalia de Lorentz, equivalente à existência de uma parte anti-simétrica do ten-

sor momento-energia,

〈Tµν〉 = −〈T νµ〉 . (3.51)

• Anomalia de Weyl, na qual o traço do tensor momento-energia não é nulo,

〈

Tµ
µ

〉

6= 0 . (3.52)

(Conhecida também como a anomalia do traço)
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• Anomalia de Einstein, onde o tensor momento-energia não se conserva covarian-

temente,

∇µ 〈Tµν〉 6= 0 , (3.53)

sendo 〈Tµν〉 o valor esperado no vácuo do tensor momento energia. A partir de agora

vamos carregar, por simplicidade, a notação 〈Tµν〉 = Tµν.

A princípio a anomalia de Einstein depende diretamente da anomalia de Lorentz,

porém, os autores da referência [44] demonstraram que pode-se ter a anomalia de

Einstein pura, ou seja, a anomalia de Lorentz não ocorre mas a de Einstein sim e

vice-versa.

Para uma revisão mais detalhada sobre anomalias é recomendável ver as referên-

cias [52,53].

Vamos ilustrar o aparecimento de anomalias em sistemas gravitacionais, e sua im-

portância no cômputo da temperatura de Hawking para o buraco negro, considerando

um campo escalar livre, não massivo, que esta imerso na geometria de Schwarzschild.

Considere a decomposição da equação de ondas parciais de um campo escalar em

um espaço-tempo estático esfericamente simétrico, solução das equações de Einstein

D-dimensional. O elemento de linha pode ser escrito como

dS2 = f(r)dt2 − f(r)−1dr2 − r2dΩ2
(D−2) , (3.54)

onde f(r) admite um horizonte em f(r = rH) = 0. A gravidade superficial é dada por

κ =
1

2
∂rf(r) |r=rH

. (3.55)

Seja a ação de um campo escalar sem massa

S[ϕ] =
1

2

∫

dDx
√−gϕ∇2ϕ

=
1

2

∫

dDx rD−2√γ

× ϕ

[
1

f
∂2

t ϕ− 1

rD−2
∂r

(

rD−2f∂rϕ
)

− 1

r2
ϕ∇Ωϕ

]

, (3.56)

onde γ é o determinante da parte angular dΩ2 e ∇Ω é a coleção de derivadas angulares.

Fazendo o limite r → rH e levando em consideração somente os termos dominantes a

ação se escreve como

S[ϕ] =
rD−2
H

2

∫

dDx
√
γϕ

[
1

f
∂2

t ϕ− ∂r (f∂rϕ)

]

=
∑

n

rD−2
H

2

∫

dtdr ϕn

[
1

f
∂2

t ϕn − ∂r (f∂rϕn)

]

, (3.57)

sendo que na segunda linha o campo ϕ foi expandido em função dos harmônicos esfé-

ricos em D − 2 dimensões, ou seja, perto do horizonte o campo pode ser efetivamente
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descrito por uma coleção infinita de campos em (1+1) dimensões no espaço (t, r), onde

r é a direção espacial na métrica

dS2 = f(r)dt2 − f(r)−1dr2 . (3.58)

Assim pode-se reduzir uma teoria quântica de campos em um espaço-tempo de um

buraco negro D-dimensional em um espaço-tempo bidimensional perto do horizonte.

A anomalia gravitacional tratada aqui será a da não conservação do tensor-

momento energia em 2D, anomalia de Einstein. Na região rH < r ≤ rH + δ a anomalia

se dá na forma abaixo [45,50,51]:

∇µT
µ
ν (rH) ≡ Ξν(r) ≡

1√−g ∂µN
µ
ν , (3.59)

onde

Nµ
ν =

1

96π
ǫβµ∂αΓα

νβ . (3.60)

A anomalia surge quando os modos definidos após o horizonte, assim como os que inci-

dem sobre o horizonte, são feitos nulos. Neste caso, obtém-se uma ação bi-dimensional,

que representa uma teoria efetiva quiral perto do horizonte, que está conectada com

uma teoria não quiral fora do horizonte, que contém tanto os modos incidentes quanto

emergentes. Teorias bi-dimensionais quirais exibem anomalia gravitacional.

Para uma métrica do tipo (3.58) é fácil de se verificar a existência de uma anomalia

do tipo tempo,

Ξt(r) =
1

96π
ǫβµ∂µ∂αΓα

tβ

=
1

96π
ǫtr∂r∂rΓ

r
tt

= ∂rN
r
t ,

sendo

N r
t =

1

192π

(

f ′2 + f ′′f
)

. (3.61)

Se ressalta que trata-se de um cenário estático e trabalha-se somente com os modos

emergentes, modos estes que chegam para um observador no infinito futuro.

Deve-se resolver a equação (3.59) em duas regiões, rH < r ≤ rH + δ, onde ocorrem

as anomalias, e r > rH + δ, onde não há anomalias. Para a métrica (3.58) com ν = t

temos que

∇µT
µ
t = ∂µT

µ
t − Γσ

µtT
µ
σ +

=0
︷︸︸︷

Γµ
µσ T

σ
t

= ∂rT
r
t − Γr

ttT
t
r − Γt

rtT
r
t

= ∂rT
r
t − 1

2
ff ′grrT

tr − 1

2

f ′

f
gttT

rt

= ∂rT
r
t .
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• Para r > rH + δ,

∂rT
r
t (∞) = 0

T r
t (∞) = a0 . (3.62)

• Para rH < r ≤ rH + δ,

∂rT
r
t (rH) = Ξt

T r
t (rH) = aH +

∫ r

rH

dN r
t (r)

T r
t (rH) = aH +N r

t (r) −N r
t (rH) . (3.63)

Acima a0 e aH são constantes de integração.

Combina-se o tensor momento-energia nas duas regiões de interesse, de modo que,

Tµ
ν = Tµ

ν (∞)ΘH(r) + Tµ
ν (rH)H(r) , (3.64)

sendo ΘH(r) = ΘH(r − rH − δ) e H(r) = 1 − ΘH(r). ΘH(r) é a função degrau de Heaviside

que é 1 na região rH < r ≤ rH + δ e zero nas outras regiões .

Lembramos que no sentido das distribuições as funções degraus têm a propriedade

∂rΘ(r) = δ(r − rH) , (3.65)

sendo δ(r − rH) a função delta de Dirac.

Por meio de um difeomorfismo, x′ = x− ξ → δgµν = ∇µξν +∇νξµ, a parte anômala da

ação efetiva é dada por
∫

d2x
√

−g(2)ξt∇µT
µ
t =

∫

d2x ξt∂rT
r
t

=

∫

d2x ξt∂r

[

T r
t (∞)ΘH(r) + T r

t (rH)H(r)

]

=

∫

d2x ξt
{

∂r

[

N r
t (r)H(r)

]

+

(

T r
t (∞) − T r

t (rH) +N r
t (r)

)

δ(r − rH)

}

=

∫

d2x ξt
{

∂r

[

N r
t (r)H(r)

]

+

(

a0 − aH +N r
t (rH)

)

δ(r − rH)

}

.

O primeiro termo é eliminado classicamente pelo princípio variacional, porém para

eliminar o termo da delta se requer que

a0 = aH −N r
t (rH) . (3.66)
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Uma consequência da equação (3.59) é que ela não se transforma covariantemente,

e para que isto ocorra é preciso definir um novo tensor momento-energia [52] dado por

T̃µ
ν = Tµ

ν + Ñµ
ν , (3.67)

onde

Ñ r
t =

1

192π

(

ff ′′ − 2(f ′)2
)

. (3.68)

O valor da constante aH é encontrado pela imposição de que o tensor momento-

energia, covariante, seja nulo em cima do horizonte (T̃ r
t (rH) = 0). Assim pode-se deter-

minar o valor da constante aH :

T̃ r
t (rH) = T r

t (rH) + Ñ r
t (rH)

0 = aH − 1

96π

(

f ′ |r=rH
)2

aH =
1

96π

(
f ′|r=rH

)2
. (3.69)

Observa-se que Ñ r
t (rH) = −2N r

t (rH), pois f(rH) = 0. A equação (3.66) pode então ser

escrita como

a0 = aH −N r
t (rH)

= N r
t (rH)

=
1

192π

(
f ′|r=rH

)2

=
1

48π
κ2 ,

onde κ é a gravidade superficial. A substituição da relação clássica da temperatura de

buracos negros,

TH =
κ

2π
, (3.70)

permite expressar o fluxo total do tensor momento-energia como

a0 =
π

12
T 2

H . (3.71)

Para o caso tratado aqui, buraco negro de Schawrzschild, temos que

a0 =
π

12

(
1

8πM

)2

. (3.72)

Observa-se que a temperatura, no limite assintótico, do buraco negro é indispensá-

vel para eliminar a anomalia gravitacional que ocorre na região próxima ao horizonte.

A extensão para buracos negros carregados e com rotação é feita nas referências

[46–48].



Capítulo 4

Termodinâmica dos Buracos Negros
Dilatônicos assintoticamente
Planos

Neste capítulo faz-se uma breve apresentação da teoria Einstein-Maxwell-dilaton

(EMD). Como a teoria EMD apresenta um campo dilatônico acoplado ao campo de

Maxwell, a mesma pode ser levada, via uma transformação conforme, aos modelos da

teoria de cordas como mostram as referências [63–65]. Esta é uma das razões que faz

com que a teoria (EMD) seja de grande interesse.

Na primeira seção deste capítulo faremos um breve comentário das soluções esfe-

ricamente simétricas e assintoticamente planas da teoria EMD. Nas seções seguintes

serão feitas as análises dos campos quânticos, junto com o cálculo da temperatura,

para os casos não extremo e extremo da teoria.

4.1 Solução simetricamente esférica da teoria EMD

A teoria Einstein-Mawxell-dilaton (EMD) dada pela ação

S =
1

16π

∫

d4x
√−g

(

R− 2∂µφ∂
µφ− e−2αφFµνF

µν
)

, (4.1)

contém um campo escalar, o dilaton φ, assim como um vetor A abeliano, que são

acoplados à gravidade, sendo Fµν = ∂µAν − ∂νAµ o tensor eletromagnético. A força de

acoplamento entre o dilaton e o campo eletromagnético é medida por α, a chamada

constante de acoplamento do dilaton. A ação está no referencial de Einstein.

Um dos casos mais interessantes da teoria EMD, e o caso que vamos nos deter

durante esta tese, é o caso α = 1 que trata do limite de baixas energias (compactificação

de dimensões em um toro) da teoria de cordas heteróticas. Também pode ser observada

como a truncação do setor bosônico da supergravidade D = 4, N = 4, sendo D o número

de dimensões do espaço-tempo e N o gerador da supersimetria entre bósons e férmions.
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Variando a ação (4.1) com respeito a gµν, Aµ e φ, respectivamente obtém-se as

seguintes equações de movimento:

Rµν = 2∂µφ∂νφ+ 2e−2αφ
(

FµβFν
β − 1

4
gµνF

2
)

(4.2)

∇ν(e
−2αφFµν) = 0 (4.3)

∇µ∇µφ(x) = −α
2
e−2αφF 2 . (4.4)

No artigo [66], os autores demonstraram que as soluções obtidas por Gibbons e Ma-

eda [67,68], são as únicas soluções assintoticamente planas, com horizonte de eventos

não degenerado, descrevendo buracos negros regulares eletrostáticos e magnetostáti-

cos da teoria EMD, sendo que o elemento de linha para a solução eletrostática é dado

por

ds2 =
(r − r+)(r − r−)γ

rγ+1
dt2 − rγ+1

(r − r+)(r − r−)γ
dr2

− r1+γ(r − r−)1−γdΩ2 , (4.5)

onde

γ =
1 − α2

1 + α2
. (4.6)

Como α é a constante de acoplamento do dilaton com o campo eletromagnético, e

pode assumir valores de −∞ a ∞, γ será definido no intervalo −1 < γ ≤ 1.

O campo dilatônico φ(r) e o campo elétrico são dados por

e2α(φ(r)−φ(∞)) =

(

1 − r−
r

)α/(1+α2)

(4.7)

F tr =
Q

r2
e2αφ(∞) , (4.8)

onde φ(∞) é o valor de φ no limite assintótico.

Analisa-se a seguir a solução de buracos negros (4.5) com respeito a área do hori-

zonte de eventos.

A área dos horizontes de eventos é dada pela equação

A =

∫

r=rH

√
gθθgϕϕ dθdϕ . (4.9)

Para o horizonte externo, r = r+, de modo que

A = 4πR2(r+)

= 4πrγ+1
+ (r+ − r−)1−γ .

Para o horizonte interno, r = r−, e portanto

A = 4πR2(r−)

= 0 ⇒ para γ ≤ 0 e 0 ≤ γ < 1 ;

A = 4πr2− ⇒ γ = 1 (RN) .
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O horizonte interno parece ser uma singularidade.

Utilizando as equações (4.2) e (4.7) determina-se o escalar de curvatura R,

R = gµνRµν

= 2gµν∂µφ∂νφ+ 2e−2αφgµν
(

FµβFν
β − 1

4
gµνF

2
)

= − 2r2−
rγ+3

(
1 − γ

2α

)2 (r − r+)

(r − r−)2−γ
, (4.10)

onde pode-se observar que há uma divergência em r = r− e em r = 0.

A massa e a carga, dadas pela teoria ADM, são

M =
r+ + γr−

2
, Q = e−αφ∞

√

(1 + γ)r+r−
2

. (4.11)

Logo, os horizontes de eventos serão dados por

r± =

(

1 + α2

1 ± α2

)[

M ±
√

M2 − (1 − α2)e2αφ∞Q2

]

. (4.12)

4.2 Solução da equação de Klein-Gordon para os buracos ne-

gros dilatônicos assintoticamente planos

A equação de Klein-Gordon (KG) não massiva para a métrica da equação (4.5) é dada

por:

1
√

|g|
∂µg

µν
√

|g|∂νΦ(r) = 0 ;

(

1 − r+
r

)

∂2
rΦ(r) +

{

r+
r2

+

(

1 − r+
r

)[(

1 − r−
r

)−1 r−
r2

+
2

r

]}

∂rΦ(r)

+
1

r2

(

1 − r−
r

)−1 (

∂2
θΦ(r) +

cos θ

sin θ
∂θΦ(r) +

1

sin2 θ
∂2

ϕΦ(r)

)

−
(

1 − r+
r

)−1 (

1 − r−
r

)−2γ

∂2
t Φ(r) = 0 .

Faz-se a separação de variáveis

Φ(r) =
f(r)

r
Y m

l (θ, ϕ) e−iωt ,

sendo Y m
l (θ, ϕ) a função dos harmônicos esféricos.

A equação de KG torna-se, então,

d2f(r)

dr2
+

[(

1 − r+
r

)−1 r+
r2

+

(

1 − r−
r

)−1 γr−
r2

]

df(r)

dr

+

(

1 − r+
r

)−2 (

1 − r−
r

)−2γ{

ω2 −
(

1 − r+
r

)(

1 − r−
r

)2γ−1

×
[
l(l + 1)

r2
+
r+
r3

(

1 − r−
r

)

+

(

1 − r+
r

)
r−
r3

]}

f(r) = 0 .
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Porém das geodésicas radiais nulas ds2 = dθ2 = dϕ2 = 0, de modo que

dt = ±
(

1 − r+
r

)−1 (

1 − r−
r

)−γ

dr ,

dr∗ =

(

1 − r+
r

)−1 (

1 − r−
r

)−γ

dr .

A partir disto, encontramos

d 2f(r)

dr∗ 2
+

(

1 − r+
r

)(

1 − r−
r

)γ−1 (1 − γ)r−
r2

df(r)

dr∗

+
(

ω2 − Veff

)

f(r) = 0 , (4.13)

onde Veff é o potencial efetivo dado por

Veff =

(

1 − r+
r

)(

1 − r−
r

)2γ−1 [ l(l + 1)

r2

+

(

1 − r−
r

)
r+
r3

+

(

1 − r+
r

)
r−
r3

]

. (4.14)

Observa-se que sendo r− = 0 e r+ = 2M , tudo se passa como no caso de Schwarzschild e

γ = 1 como no caso de Reissner-Nordström. Note que ao fazermos o limite assimptótico

(r → ∞), e sendo f(r) uma função que não cresça com r nas suas derivadas, temos

d 2f(r)

dr∗ 2
+ ω2f(r) = 0 , (4.15)

cujas soluções são

fω = B e− iωv ,

gω = Ae− iωu .

onde u = t − r∗ e v = t + r∗ são as coordenadas radiais nulas emergentes e inciden-

tes, respectivamente. Sendo Φ(r) formado por bases ortonormais, fazendo o produto

interno, encontra-se as constantes A = B = 1/
√

4πω.

4.2.1 Cálculo da temperatura

Como para métrica (4.5) não tem uma solução exata da equação de KG em todo o

espaço e representa uma solução assintoticamente plana, não pode-se utilizar o método

de cálculo da temperatura via o coeficiente de reflexão, para qualquer valor de γ. Assim

sendo, aplica-se o método de cálculo da temperatura via o modelo de colapso de uma

casca esférica fina fazendo a analogia com os coeficientes de Bogoliubov. Neste caso,

como é possível a radiação monopolar do campo escalar, o teorema de Birkhoff pode não

ser, em princípio, válido na teoria EMD. O único ponto delicado devido a isto poderia
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vir do primeiro cruzamento, quando a condição de espaço-tempo estático seria talvez

violada. Isto ocorre quando todo espaço-tempo é praticamente Minkowski. Porém, no

segundo cruzamento da métrica quando o buraco negro já está quase formado, ou seja,

quando o espaço-tempo já é quase estático, tal problema não compromete os passos

principais do cálculo.

Procederemos então o cálculo de temperatura a partir do segundo cruzamento da

métrica. Decorre da segunda colagem da métrica que

ds2r<R2

∣
∣
∣
∣
∣ r=R(t)

= ds2r>R2

∣
∣
∣
∣
∣ r=R(t)

dT 2 − dR2 −R2dΩ2 =
(R− r+)(R− r−)γ

Rγ+1
dt2

− Rγ+1

(R− r+)(R− r−)γ
dR2

− Rγ+1(R− r−)1−γdΩ2

(R− r+)(R− r−)γ

Rγ+1

(
dt

dT

)2

= 1 +

[

Rγ+1

(R− r+)(R− r−)γ
− 1

](
dR

dT

)2

.

Tem-se trabalhado num espaço-tempo sem rotação, dΩ/dT = 0.

Assumindo que o ponto de saída do raio que vai para o infinito futuro ocorra pró-

ximo à formação do horizonte, T ≈ T0,

R = r+ + C(T0 − T ) ,

temos que

(
dt

dT

)2

≈ r
2(γ+1)
+

(r+ − r−)2γ

1

(T0 − T )2

t = ± rγ+1
+

(r+ − r−)γ
ln

[
(T0 − T )

E

]

,

onde E é uma constante de integração.

Tendo a expressão para a coordenada radial nula u e fazendo a análise do raio na

passagem pelo centro da casca, encontra-se

u = t− r∗ = t−R∗ ,

onde o termo r∗ é dado por

dr∗ =
rγ+1

(r − r+)(r − r−)γ
dr .

A integral em r pode ser resolvida apenas próximo ao horizonte, r = r+ + δ → δ ≪ 1,

implicando

dr∗ ≈
∫
rγ+1
+

δDγ
dδ ,

r∗ =
rγ+1
+

(r+ − r−)γ
ln δ =

rγ+1
+

(r+ − r−)γ
lnC(T0 − T ) . (4.16)
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Adotando o sinal negativo em t, obtém-se

u = − rγ+1
+

(r+ − r−)γ
ln
C

E
(T0 − T )2

= − 2rγ+1
+

(r+ − r−)γ
ln

(T0 − T )

F
,

onde F 2 = E/C .

No centro da casca tem-se

U = T −R = T − r+ − C(T − T0) ≈ v ,

T =
v + r+ + CT0

1 + C
.

Logo,

u = − 2rγ+1
+

(r+ − r−)γ
ln

(v0 − v)

G

= − 1

κ
ln

(v0 − v)

G
, (4.17)

onde G = F (1 + C), v0 = T0 − r+ e κ é a gravidade superficial.

Fica evidente, por analogia ao caso de Schwarzschild tratado na seção 3.2 e ao caso

de RN [69], que os coeficientes α e β obedecem a condição de normalização (3.18). A

temperatura para estes buracos negros é dada por

T =
(r+ − r−)γ

4πrγ+1
+

. (4.18)

Sendo o termo dominante na região próxima ao horizonte, em (4.16) um termo

logarítmico na forma

r∗ ≈ 1

2κ
ln(r − r+)

fica claro que o cálculo da temperatura via euclidianização da métrica, feita na seção

3.3, fornece o mesmo resultado da equação (4.18), encontrada via os coeficientes de

Bogoliubov. O cálculo da temperatura via anomalias foi feito em [70].

Têm-se as seguintes caracteristicas para o caso extremo r+ = r−:

para γ > 0 ⇒ T = 0 ,

para γ = 0 ⇒ T =
1

4πr+
,

para γ < 0 ⇒ T = ∞ ,

caso este que será tratado mais adiante.
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4.2.2 Geometria perto do horizonte

A métrica (4.5) no limite perto do horizonte, definido por r = r+ + ρ→ ρ≪ 1, torna-se

ds2 ≈ (r+ − r−)γρ

rγ+1
+

dt2 − rγ+1
+

(r+ − r−)γρ
dρ2

− rγ+1
+ (r+ − r−)1−γ

{

1 + [2r+ − (1 + γ)r−]
ρ

(r+ − r−)r+

}

dΩ2 .

Redefinindo ρ ′ =
rγ+1

+
ρ

(r+−r−)γ , t ′ = (r+−r−)γt

rγ+1

+

e levando em conta apenas os termos dominan-

tes obtém-se

ds2 ≈ ρ ′dt′ 2 − 1

ρ ′dρ
′ 2 − rγ+1

+ (r+ − r−)1−γdΩ2 . (4.19)

A equação de KG sem massa para métrica (4.19), se escreve como

∇µ∇µΦ(ρ′) = 0 ,
{

1

ρ′
∂2

t′ − ρ′∂2
ρ′ − ∂ρ′ −

1

rγ+1
+ (r+ − r−)1−γ

(

∂2
θ +

cos θ

sin θ
∂θ + ∂2

ϕ

)}

Φ(ρ′) = 0 .

Consideremos a separação de variáveis

Φ(x) = F (ρ′)Y m
l (θ, ϕ) eiωt′ ,

sendo que Y m
l (θ, ϕ) são os harmônicos esféricos.

Tem-se então

ω2

ρ′
F (ρ′) + ρ′∂2

ρ′F (ρ′) + ∂ρ′F (ρ′) − l(l + 1)F (ρ′)

rγ+1
+ (r+ − r−)1−γ

= 0 .

Fazendo uma mudança de variável, y = ρ′P , temos que

F̈ (ρ′) +
Ḟ (ρ′)
ρ′P

−
[

l(l + 1)

AP 2ρ′ 2P−2
− ω2

P 2ρ′2P

]

F (ρ′) = 0 ,

F̈ (ρ′) +
Ḟ (ρ′)
y

−
[

l(l + 1)

AP 2ρ′ 2P−2
− ω2

P 2y2

]

F (ρ′) = 0 ,

sendo A = rγ+1
+ (r+ − r−)1−γ e Ḟ (ρ′) = ∂yF (ρ′). Uma vez que P = 1/2,

F̈ (ρ′) +
Ḟ (ρ′)
y

−
[

4l(l + 1)

A
− 4ω2

y2

]

F (ρ′) = 0 .

Redefinindo a variável y → 2
√

l(l+1)
A y e n2 = −4ω2, obtém-se

y2F̈ (ρ′) + yḞ (ρ′) −
[

y2 + n2
]

F (ρ′) = 0 . (4.20)
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A equação (4.20) representa a equação diferencial de Bessel modificada, cuja a

solução será dada por

F (ρ′) = C1Kn(y) + C2In(y) ,

= C1K2iω



2

√
√
√
√

l(l + 1)ρ′

rγ+1
+ (r+ − r−)1−γ





+ C2I2iω



2

√
√
√
√

l(l + 1)ρ′

rγ+1
+ (r+ − r−)1−γ



 ,

onde C1 e C2 são constantes arbitrárias, porém sendo a função In(x) uma função diver-

gente na normalização dos modos de campo Φ a constante C2 é necessariamente zero.

Portanto,

Φ(x) = C1K2iω



2

√
√
√
√

l(l + 1)ρ′

rγ+1
+ (r+ − r−)1−γ



 Y m
l (θ, ϕ) eiωt′ , (4.21)

onde γ = 1 recai exatamente na mesma solução obtida para RN a qual implica que o

campo Φ é uma função ortonormal [71].

4.3 Caso extremo r+ = r−

A métrica para o caso extremo é dada por

ds2 =
(r − r+)γ+1

rγ+1
dt2 − rγ+1

(r − r+)γ+1
dr2 − r1+γ(r − r+)1−γdΩ2 , (4.22)

onde, para γ = 1 e r+ = M , a métrica torna-se idêntica a Reissner-Nordström extremo,

com as seguintes características para a área do horizonte:

A = 4πR2(r+) =

{

0 para −1 < γ < 1 ,
4πr2+ para γ = 1 (RN extremo) ,

pois

R2 = r1+γ(r − r+)1−γ .

A carga máxima para o caso extremo é Qmax =
√

1 + α2e−αφ∞M , onde os horizontes

de eventos serão

r+ = r− = (1 + α2)M . (4.23)

A equação de Klein-Gordon não massiva para a métrica (4.22) será

(

1 − r+
r

)γ+1
{

∂2
r +

(

1 − r+
r

)−1 2

r
∂r −

(

1 − r+
r

)−2(1+γ)

∂2
t

+
1

r2

(

1 − r+
r

)−2 (

∂2
θ +

cos θ

sin θ
∂θ + ∂2

ϕ

)}

Φ = 0 .
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Fazendo uma separação de variáveis, temos

Φ(x) =
f(r)

r
Y m

l (θ, ϕ) e−iωt .

Assim, obtemos

d2f(r)

dr2
+

(

1 − r+
r

)−1 2r+
r2

df(r)

dr
+

(

1 − r+
r

)−2(1+γ) [

ω2

− l(l + 1)

r2

(

1 − r+
r

)2γ

−
(

1 − r+
r

)1+2γ 2r+
r3

]

f(r) = 0 .

Introduzindo a coordenada

dr∗ =

(

1 − r+
r

)−1−γ

dr , (4.24)

proveniente das geodésicas radiais nulas, encontra-se a seguinte equação diferencial:

d2f(r)

dr∗ 2
+

(

1 − r+
r

)γ (1 − γ)r+
r2

df(r)

dr∗
+
(

ω2 − Veff

)

f(r) = 0 , (4.25)

onde Veff é o potencial efetivo dado por

Veff =

(

1 − r+
r

)2γ [ l(l + 1)

r2
+

(

1 − r+
r

)
2r+
r3

]

. (4.26)

Observa-se que sendo r+ = M e γ = 1, tudo se passa como Reissner-Nordström ex-

tremo.

Pelas mesmas razões do caso não extremo, no limite assintótico (r → ∞), tem-se

d2f(r)

dr∗ 2
+ ω2f(r) = 0 , (4.27)

cujas soluções são

fω = B e− iωv ,

gω = Ae− iωu ,

sendo u = t − r∗ e v = t + r∗ as coordenadas radiais nulas. Considerando que Φ seja

formado por bases ortonormais, fazendo o produto interno, encontra-se as constantes

A = B = 1/
√

4πω.

4.3.1 Cálculo da temperatura

Pelos mesmos argumentos do caso não extremo vamos utilizar o modelo de colapso de

uma casca esférica fina e podemos assim proceder a partir do segundo cruzamento da

métrica.
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Passamos então à segunda colagem da métrica, onde

ds 2
r < R2

∣
∣
∣
∣
∣ r = R(t)

= ds 2
r > R2

∣
∣
∣
∣
∣ r = R(t)

(R − r+)γ+1

Rγ+1

(
dt

dT

)2

= 1 +

[

Rγ+1

(R − r+)γ+1
− 1

] (
dR

dT

)2

.

Para o segundo cruzamento da casca, pouco antes da formação do horizonte, o

colapso da casca é acelerado e o raio da casca pode ser aproximado por

R = r+ + C(T0 − T ) ; T ≈ T0 .

Assim, obtemos

[

δγ+1

rγ+1
+

− (γ + 1)
δγ+2

rγ+2
+

](
dt

dT

)2

= 1 +

[

rγ+1
+ + (γ + 1)rγ

+δ − δγ+1
]

C2

δγ+1

(
dt

dT

)2

≈ rγ
+ [r+ + (γ + 1)δ]

δγ+1

+
[

rγ+1
+ + rγ

+(γ + 1)δ − δγ+1
]

× C2rγ
+ [r+ + (γ + 1)δ]

δ2(γ+1)
. (4.28)

onde δ = C(T0 − T ).

A equação do lado direito de (4.28) parece não ter uma solução exata para todos

os valores de γ assim como a equação (4.24). Devemos então fazer os diferentes casos

γ 6= 0 e γ = 0 separadamente.

4.3.2 Coordenadas radiais nulas

As coordenadas radiais nulas provêm das geodésicas radiais nulas,

ds2 = g00dt
2 − g11dr

2 = 0 ,

dt = ±
√
g11
g00

dr ,

dr∗ =

√
g11
g00

dr .

A integral em (4.24) pode ser resolvida apenas próximo ao horizonte:

r = r+ + δ δ2 ≪ δ ≪ 1 ,

e

dr∗ =
(r+ + δ)γ+1

δγ+1
dδ

≈
[

rγ+1
+

δγ+1
+ (γ + 1)

rγ
+

δγ

]

dδ . (4.29)
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Para γ = 0

r∗ = r+ ln δ + δ . (4.30)

Para γ 6= 0 , 1

r∗ = − rγ+1
+

γ
δ−γ − (γ + 1)

(γ − 1)
rγ
+δ

1−γ . (4.31)

Para γ = 1

r∗ = 2r+ ln δ − r2+
δ

⇒ caso idêntico a RN extremo . (4.32)

4.3.3 Caso γ = 0

Para γ = 0 o termo dominante na equação (4.28) será
(
dt

dT

)2

≈ C2r2+
δ2

,

(
dt

dT

)

= ± Cr+
δ

= ± r+
(T0 − T )

,

t = ±r+ ln
(T0 − T )

D
,

onde D é uma constante de integração.

O termo dominante na equação (4.30) é

r∗ ≈ r+ ln δ = r+ lnC(T0 − T ) . (4.33)

A coordenada emergente será,

u = −2r+ ln
(T0 − T )

E
,

onde E2 = D/C.

No centro da casca temos

U = T −R = T − r+ − C(T − T0) ≈ v ,

T =
v + r+ + CT0

1 + C
.

Portanto,

u = −2r+ ln
(v0 − v)

F

= −1

κ
ln

(v0 − v)

F
(4.34)

onde F = E(1 + C) e v0 = T0 − r+.

Utilizando a analogia com o caso de RN [69] encontra-se a temperatura do buraco

negro:

T =
1

4πr+
=

1

8πM
, (4.35)

que é a mesma temperatura obtida no caso de Schwarzschild feita no capítulo 3.
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4.3.4 Caso γ > 0 e γ 6= 1

Para γ > 0 o termo dominante na equação (4.30) será
(
dt

dT

)2

≈ C2r
2(γ+1)
+

δ2(γ+1)
,

(
dt

dT

)

= ± Crγ+1
+

δγ+1
,

t = ∓ rγ+1
+

γCγ(T0 − T )γ
.

O termo dominante da equação (4.31) é

r∗ ≈ − rγ+1
+

γCγ(T0 − T )γ
.

A coordenada emergente será

u = t− r∗

=
2rγ+1

+

γCγ(T0 − T )γ

=
D

(v0 − v)γ
,

onde D = 2rγ+1
+ (1 + C)γ/Cγγ.

A relação entre os modos u e v aparece agora sobre a forma de uma lei de potência.

A comparação com os casos conhecidos (Schwarzschild, RN e RN extremo) [69] sugere

que não é possível extrair uma noção de temperatura neste caso. Não podemos assim

fazer uma correlação com a primeira lei da termodinâmica, levando a crer que não há

interpretação física para este caso.

Caso γ = 1

Tudo se passa como RN extremo [69] onde os coeficientes de Bogoliubov α e β não obe-

decem a condição de normalização. A análise via euclidianização da métrica é também

problemática. Logo não há uma definição de partícula.

4.3.5 Caso γ < 0

Para γ < 0 o termo dominante na equação (4.30) será
(
dt

dT

)2

≈ C2r
2(γ+1)
+

δ2(γ+1)
,

(
dt

dT

)

= ± Crγ+1
+

δγ+1
,

t = ∓ rγ+1
+

γCγ(T0 − T )γ

= ±r
γ+1
+

|γ| C |γ|(T0 − T )|γ| ,
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sendo o termo dominante da equação (4.31) dado por

r∗ =
rγ+1
+

|γ| C |γ|(T0 − T )|γ| .

Portanto, a coordenada emergente será

u = t− r∗

= −2rγ+1
+

|γ| C |γ|(T0 − T )|γ|

= D(v0 − v)|γ| ,

onde D = 2rγ+1
+ C |γ|/|γ|(1 + c)|γ|.

Seguindo a analogia com o caso RN extremo, parece não haver uma definição de

temperatura.

4.3.6 Geometria perto do horizonte

A métrica (4.22) perto do horizonte, r = r+ + ρ→ ρ≪ 1, torna-se

ds2 ≈
(
ρ

r+

)γ+1

dt2 −
(
r+
ρ

)γ+1

dρ2 − rγ+1
+ ρ1−γdΩ2 .

Redefinindo a coordenada ρ′ = ρ/rγ+1
+ , obtém-se

ds2 ≈ rγ2+γ
+ ρ′ γ+1dt2 − rγ+2−γ2

+

ρ′ γ+1
dρ′ 2 − rγ+2−γ2

+ ρ′ 1−γdΩ2 . (4.36)

A equação de KG sem massa se escreve sob a forma
[

r
−(γ2+γ)
+ ρ ′ −(γ+1)∂2

t − rγ2−γ−2
+ ρ ′ γ+1∂2

ρ′ − 2rγ2−γ−2
+ ρ′ γ∂ρ′

−rγ2−γ−2
+ ρ′ γ−1

(

∂2
θ +

cos θ

sin θ
∂θψ + ∂2

ϕ

)]

Φ(x) = 0 .

Fazendo uma separação de variáveis

Φ(x) = F (ρ′)Y m
l (θ, ϕ) e−iωt ,

temos

ρ′ γ+1∂2
ρ′F (ρ′) + 2ρ′ γ∂ρ′F (ρ′) +




r2−γ2−γ
+ ω2

ρ′ γ+1
− l(l + 1)

ρ′ 1−γ



F (ρ′) = 0 .

Mudando de variável, x = ρ′ −P , encontra-se

F̈ (ρ′) +
(P 2 − P )

P 2

Ḟ (ρ′)
ρ′ −P

+




r2−γ2−γ
+ ω2

P 2ρ′ 2γ−2P
− l(l + 1)

P 2ρ′ −2P



F (ρ′) = 0 ,

sendo Ḟ (ρ′) = ∂xF (ρ′).

A equação tem que ser resolvida separadamente para γ 6= 0 e γ = 0. Porém, vamos

nos concentrar somente no caso γ = 0, sendo este o caso que nos fornece uma definição

de temperatura e assim uma correlação com as leis da termodinâmica.
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Caso γ = 0

A equação torna-se

F̈ (ρ′) +
(P 2 − P )

P 2

Ḟ (ρ′)
x

+

[

r2+ω
2

P 2x2
− l(l + 1)

P 2x2

]

F (ρ′) = 0 .

Fazendo P = −1, tem-se

F̈ (ρ′) + 2
Ḟ (ρ′)
x

+
[

r2+ω
2 − l(l + 1)

] F (ρ′)
x2

= 0 ,

sendo F (ρ′) = xq, obtém-se

q(q − 1)xq−2 + 2qxq−2 +
[

r2+ω
2 − l(l + 1)

]

xq−2 = 0 ,

q± = − 1

2
± iν ,

onde

ν =

√

r2+ω
2 −

(

l +
1

2

)2

.

Portanto,

F = C1 ρ
′ q+

+ C2 ρ
′ q

−

,

Φ =
(

C1 ρ
′ q+

+ C2 ρ
′ q

−

)

Y m
l (θ, ϕ) e−iωt . (4.37)

Vamos verificar se os diferentes modos do campo Φ(x) são ortonormais e assim

encontrar as constantes C1,2.

Observa-se que toda análise feita será válida somente para o caso

ω >>
1

r+

(

l +
1

2

)

. (4.38)

Para simplificar a notação chamaremos as constantes simplesmente por c. Assim,

os diferentes modos se escrevem,

Φω,l,m = c ρ′−
1

2 ρ′±iνe−iωtY m
l (θ, φ) . (4.39)

Calculemos o produto interno entre dois modos diferentes, caracterizados por diferen-

tes valores de ω, l e m:

(Φω,l,m,Φω′,l′,m′) = i

∫

d3x
√−ggttΦ∗

ω′,l′,m′

↔
∂0 Φω,l,m . (4.40)

Para o caso que nós estamos estudando,

√−g = r3+ρ
′ sin θ , gtt =

1

ρ′
. (4.41)
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Assim, o produto interno se torna,

(Φω,l,m,Φω′,l′,m′) = i

∫

dρ′dθdϕ r3+ sin θΦ∗
ω′,l′,m′

↔
∂0 Φω,l,m

= r3+c
2(ω + ω′)

∫
dρ′

ρ′
ρ′±i(ν−ν′)e−i(ω−ω′)t

× dθdϕ sin θY m
l (θ, ϕ)Y m′

l′ (θ, ϕ)

= r3+c
2(ω + ω′)δl,l′δm,m′

∫ ∞

0

dρ′

ρ′
exp[±i(ν − ν ′) ln ρ′]

× exp[−i(ω − ω′)t] ,

fazendo a mudança de variável x = ln ρ′, encontra-se

(Φω,l,m,Φω′,l′,m′) = r3+c
2(ω + ω′) exp[−i(ω − ω′)t]δl,l′δm,m′

×
∫ ∞

−∞
dx exp[±i(ν − ν ′)x] ,

∫

(Φω,l,m,Φω′,l′,m′)dω′ = 4πr2+c
2ωδl,l′δm,m′ . (4.42)

Determina-se então as constantes c:

c =
1

r+
√

4πω
. (4.43)

Desta maneira, os modos se escrevem como

Φ = ρ′−
1

2
1

r+
√

4πω

{

ρ′iν + ρ′−iν
}

e−iωtY m
l (θ, φ)

=

(
ρ

r+

)− 1

2 1

r+
√

4πω

{(
ρ

r+

)iν

+

(
ρ

r+

)−iν }

e−iωtY m
l (θ, φ)

= ρ−
1

2
1√

4πωr+

{(
ρ

r+

)iν

+

(
ρ

r+

)−iν }

e−iωtY m
l (θ, φ)

= (r − r+)−
1

2
1√
4πω

{

ǫ1(r − r+)iν + ǫ2(r − r+)−iν
}

e−iωtY m
l (θ, φ) ,

onde

ǫ1 = r
q−
+ ,

ǫ2 = r
q+

+ .

Para ωr+ >> l + 1
2 , ν → ωr+, Φ se reduz a

Φ = (r − r+)−
1

2
1√
4πω

{

ǫ1 exp[−iω(t− r+ ln(r − r+))]

+ ǫ2 exp[−iω(t+ r+ ln(r − r+))]

}

Y m
l (θ, φ)

= (r − r+)−
1

2
1√
4πω

(

ǫ1 e
−iωu + ǫ2 e

−iωv
)

Y m
l (θ, φ) , (4.44)

pois como estamos perto do horizonte r∗ ≈ r+ ln(r − r+). A aproximação está de acordo

com a aproximação da óptica geométrica.
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O cálculo da temperatura para estes buracos negros, extremos e não extremos, já foi

feito nas referências [67,68] sempre via a gravidade superficial. A gravidade superficial

para a métrica (4.5) é dada por

κ =
(r+ − r−)γ

2rγ+1
+

.

Porém, o cálculo feito aqui é um cálculo mais consistente, do ponto de vista de uma

teoria quântica de campos. As condições de normalização para campo Φ(x) são satis-

feitas tanto no limite assintótico como na região próxima ao horizonte para ambos os

casos.



Capítulo 5

Termodinâmica dos Buracos Negros
Dilatônicos não assintoticamente
Planos

Neste capítulo trabalharemos com as soluções não assintoticamente planas da ação

EMD. Estas soluções podem ser obtidas utilizando o limite proxímo ao horizonte da

métrica assintoticamente plana da teoria EMD estudada no capítulo anterior. Estuda-

remos estas soluções visando obter a temperatura dos buracos negros que elas repre-

sentam. Daremos maior ênfase ao caso dilatônico linear, α = 1 [62], que corresponde

a γ = 0. Mostraremos que a temperatura obtida utilizando a gravidade superficial só

concorda com a que é obtida usando outros métodos, particularmente os que empre-

gam os coeficientes de transmissão e reflexão e o método de anomalias, quando b 6= 0.

No caso b = γ = 0, a gravidade superficial é finita, mas a temperatura de fato é nula.

5.1 Solução não assintoticamente plana para a ação de

Einstein-Maxwell-Dilaton

A partir das soluções assintoticamente planas descritas no capítulo anterior, é possível

gerar soluções que não são assintoticamente planas. Nos basearemos, para tanto, no

artigo [72] onde os autores fazem um limite perto do horizonte e quase extremo na

métrica (4.5). Primeiramente, introduzimos um parâmetro auxiliar ǫ, e escrevemos

r+ = r− + ǫb e r = r− + ǫr̄ , (5.1)

Considerando ǫ2 << ǫ << 1, a métrica (4.5) é expressa como

ds2 =
ǫγ+1(r̄ − b)r̄γ

(r− + ǫr̄)γ+1
dt2 − (r− + ǫr̄)γ+1

ǫγ−1(r̄ − b)r̄γ
dr̄2 − (ǫr̄)1−γ(r− + ǫr̄)1+γdΩ2 .

Os campos, elétrico (4.8) e escalar (4.7) são

F tr =
Q

(r− + ǫr̄)2
e2αφ(∞) ,
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e2α(φ(r)−φ(∞)) =

(
ǫr̄

r− + ǫr̄

)1−γ

.

Para empregar o limite ǫ → 0 troca-se a constante r−, a variável t e fixa-se o valor do

campo escalar no limite assintótico como se segue:

r− = ǫ−α2

r0 , t = ǫ−1t̄ e φ(∞) = −α ln ǫ. (5.2)

A métrica e os campos são modificados da seguinte forma:

ds2 =
(r̄ − b)r̄γ

(r0 + ǫ1+α2 r̄)γ+1
dt̄2 − (r0 + ǫ1+α2

r̄)γ+1

(r̄ − b)r̄γ
dr̄2

− r̄1−γ(r0 + ǫ1+α2

r̄)1+γdΩ2 ,

F tr =
Q

(r0 + ǫ1+α2 r̄)2
,

e2αφ(r) =

(
r̄

r0 + ǫ1+α2 r̄

)1−γ

.

No limite ǫ→ 0, obtém-se

ds2 =
(r̄ − b)r̄γ

rγ+1
0

dt̄2 − rγ+1
0

(r̄ − b)r̄γ
dr̄2 − r̄1−γr1+γ

0 dΩ2 , (5.3)

F tr =
Q

r20
, (5.4)

e2αφ(r) =

(
r̄

r0

)1−γ

, (5.5)

M =
(1 − γ)

4
b , (5.6)

Q =

√

1 + γ

2
r0 . (5.7)

Acima b e r0 estão relacionados a massa e a carga deste buraco negro. Visto, M e Q que

são a massa e a carga, dadas por (4.11), depois das transformações feitas.

Fazendo algumas redefinições, como

t̄ → t ,

r̄ → r , r → r

r0
,

b → b

r0
,

obtém-se

ds2 = (r − b)rγdt2 − r20
(r − b)rγ

dr2 − r1−γr20dΩ
2 , (5.8)

e2αφ(r) = r1−γ , (5.9)

onde esta métrica representa soluções de buracos negros nem assintoticamente planos

nem assintoticamente anti-de Sitter (adS).
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O escalar de curvatura, com as mudanças feitas, é dado por

R =
(1 − γ2)

2
rγ−2r−γ−1

0 (r − b) . (5.10)

A gravidade superficial é dada por

κ =
bγ

2r0
. (5.11)

Observe-se que quando γ = b = 0, a gravidade superficial tem o valor finito

κ =
1

2r0
, (5.12)

como pode ser verificado impondo primeiro aquelas condições na métrica (5.3).

5.1.1 Coordenadas radiais nulas

Das geodésicas radiais nulas, tem-se que

dt = ± r0
(r − b)rγ

dr ,

dr∗ =
r0

(r − b)rγ
dr .

Esta relação deve ser resolvida para cada valor de γ e b:

Caso γ = 0 ∀ b 6= 0

dr∗ =
r0

(r − b)
dr

r∗ = r0 ln (r − b) + c . (5.13)

Caso b = 0 ∀ γ 6= 0

dr∗ =
r0
rγ+1

dr ,

r∗ = − r0
γ
r−γ + c . (5.14)

Caso γ = b = 0

dr∗ =
r0
r
dr ,

r∗ = r0 ln r + c . (5.15)
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Caso γ, b 6= 0

Para esta situação, deve-se resolver a integral na região próxima ao horizonte de even-

tos, r = b+ ρ→ ρ << 1. Portanto,

dr∗ =
r0

(r − b)rγ
dr ,

dr∗ =
r0

ρ(ρ+ b)γ
dρ ,

dr∗ ≈ r0
ρbγ

dρ ,

r∗ =
r0
bγ

ln (r − b) + c . (5.16)

Lembramos que as coordenadas incidentes (in) e emergentes (em) respectivamente,

são dadas por v = t+ r∗ e u = t− r∗.

5.2 Equação de Klein-Gordon não massiva para os buracos

negros não assintoticamente planos

Para obter a temperatura dos buracos negros não assintoticamente planos utilizando o

método devido aos coeficientes de reflexão e transmissão, precisamos analisar a solução

exata da equação de Klein-Gordon, assim como as soluções aproximadas próxima ao

horizonte e no infinito espacial.

A equação de Klein-Gordon não massiva para a métrica (5.8) é dada por

∇µ∇µΦ(x) = 0 ,
{

r20
(r − b)2r2γ

∂2
t − ∂2

r − (2r − b)

(r − b)r
∂r −

1

r(r − b)

(

∂2
θ +

cos θ

sin θ
∂θ + ∂2

ϕ

)}

Φ(x) = 0 .

Fazendo a separação de variáveis

Φ(x) = F (r)Y m
l (θ, ϕ)e−iωt ,

onde Y m
l (θ, ϕ) é a função dos harmônicos esféricos, obtêm-se

∂2
rF (r) +

(2r − b)

(r − b)r
∂rF (r) +

[

r20ω
2

r2γ(r − b)2
− l(l + 1)

r(r − b)

]

F (r) = 0 .

Parece não ser possível resolver esta equação de maneira exata para qualquer valor

de γ e b. Logo deve-se estudar casos particulares para cada valor de γ e b. Vamos

tratar porém o caso dilatônico linear γ = 0 onde se tem a relação de temperatura muito

bem definida se nós utilizamos a gravidade superficial. Daremos ênfase ao caso b = 0

onde, a partir da gravidade superficial, parece haver um produção de partícula, muito

embora o buraco negro tenha massa nula. Mostraremos, na verdade, que trata-se de

um efeito da geometria da métrica [62].
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5.2.1 Caso γ = 0 ∀ b 6= 0

A equação de KG se reduz a

∂2
rF (r) +

(2r − b)

(r − b)r
∂rF (r) +

[

r20ω
2

(r − b)2
− l(l + 1)

r(r − b)

]

F (r) = 0 .

Fazendo a mudança de variável, x = r/b, encontra-se

∂2
xF (r) +

(2x− 1)

(x− 1)x
∂xF (r) +

[

r20ω
2

(x− 1)2
− l(l + 1)

x(x− 1)

]

F (r) = 0 .

Redefinindo, y = 1 − x, obtém-se

(1 − y)y∂2
yF (r) + (1 − 2y)∂yF (r) +

[

E2

y
− λ2 − 1

4

]

F (r) = 0 ,

sendo que

E2 = r20ω
2 , (5.17)

l(l + 1) − r20ω
2 = −λ2 − 1

4
⇒ λ2 = r20ω

2 −
(

l +
1

2

)2

. (5.18)

Definimos F (r) = yiEΛ, o que reduz a equação de KG a

(1 − y)y ∂2
yΛ + [1 + 2iE − (2iE + 2)y] ∂yΛ +

[

E2 − iE − λ2 − 1

4

]

Λ = 0 ,

chamamos

c = 2iE + 1 ,

a = i(E + λ) +
1

2
,

b = i(E − λ) +
1

2
.

Assim,

(1 − y)y ∂2
yΛ + [c− (a+ b+ 1)y] ∂yΛ − abΛ = 0 ,

que é a equação diferencial hipergeométrica cuja a solução é

Λ = C1 F (a, b, c; y) + C2y
1−cF (a− c+ 1, b− c+ 1, 2 − c; y) ,

F (r) = C1y
iEF (a, b, c; y) + C2y

−iEF (a− c+ 1, b− c+ 1, 2 − c; y) ,

Φ(x) =

[

C1

(
b− r

b

)iE

F

(

α+
1

2
, β +

1

2
, 1 + 2iE;

b− r

b

)

+ C2

(
b− r

b

)−iE

F

(
1

2
− β,

1

2
− α, 1 − 2iE;

b− r

b

)]

Y m
l (θ, ϕ)e−iωt ,

(5.19)
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com

α = i(E + λ) , β = i(E − λ) . (5.20)

Solução perto do horizonte (r = b+ ρ→ ρ << 1):

A equação de KG se reduz a

∂2
ρF (r) +

1

ρ
∂ρF (r) +

r20ω
2

ρ2
F (r) = 0 ,

sendo F (r) = ρp, econtra-se

p(p− 1)ρp−2 + pρp−2 + r20ω
2ρp−2 = 0

p = ±ir0ω .

Portanto,

F (r) = A1ρ
ir0ω +A2ρ

−ir0ω ,

Φ(x) =
[

A1(r − b)iωr0 +A2(r − b)−iωr0

]

Y m
l (θ, ϕ)e−iωt

=
[

Aeme
−iωu +Aine

−iωv
]

Y m
l (θ, ϕ) , (5.21)

onde foi usada (5.13).

Solução exata (5.19) perto do horizonte:

Para geometria perto do horizonte, r − b ≈ 0, temos que (5.19) se reduz a

Φ(x) ≈
[

C1

(
b− r

b

)iE

+ C2

(
b− r

b

)−iE
]

Y m
l (θ, ϕ)e−iωt

=

[

C1

(−1

b

)iE

e−iωu + C2

(−1

b

)−iE

e−iωv

]

Y m
l (θ, ϕ), (5.22)

onde foi utilizado o fato de F (a, b, c; 0) = 1.

Portanto comparando as equações (5.21) e (5.22), tem-se que

Aem =

(−1

b

)iE

C1 , Ain =

(−1

b

)−iE

C2 . (5.23)

Limite assintótico (r → ∞):

A equação de KG se reduz, neste caso, a

∂2
rF (r) +

2

r
∂rF (r) +

[

r20ω
2 − l(l + 1)

] F (r)

r2
= 0 ,

sendo F (r) = rq, encontra-se

q2 + q + r20ω
2 − l(l + 1) = 0

q± = −1

2
± iλ .
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Logo,

F (r) = B1r
q+ +B2ρ

q− ,

Φ(x) = [B1r
q+ +B2r

q− ]Y m
l (θ, ϕ)e−iωt

=
1√
r

[

Beme
−iωu +Bine

−iωv
]

Y m
l (θ, ϕ) . (5.24)

Solução exata (5.19) no limite assintótico (r → ∞):

Neste limite assintótico tem-se que usar a formula de transformação das funções

hipergeométricas

F (a, b, c; y) =
Γ(c)Γ(b− a)

Γ(b)Γ(c− a)
(−1)ay−aF (a, a+ 1 − c, a+ 1 − b; 1/y)

+
Γ(c)Γ(a− b)

Γ(a)Γ(c− b)
(−1)by−bF (b, b+ 1 − c, b+ 1 − a; 1/y) .

Para as funções hipergeométricas da equação (5.19), tem-se que

F

(

α+
1

2
, β +

1

2
, 1 + 2iE;

b− r

b

)

≈ Γ(1 + 2iE)Γ(−2iλ)

Γ(β + 1/2)Γ(β + 1/2)
(−1)α+1/2

×
(−r
b

)−(α+1/2)

+
Γ(1 + 2iE)Γ(2iλ)

Γ(α+ 1/2)Γ(α+ 1/2)
(−1)β+1/2

×
(−r
b

)−(β+1/2)

,

F

(
1

2
− β,

1

2
− α, 1 − 2iE;

b− r

b

)

≈ Γ(1 − 2iE)Γ(−2iλ)

Γ(1/2 − α)Γ(1/2 − α)
(−1)1/2−β

×
(−r
b

)β−1/2

+
Γ(1 − 2iE)Γ(2iλ)

Γ(1/2 − β)Γ(1/2 − β)
(−1)1/2−α

×
(−r
b

)α−1/2

,

pois, no limite assintótico (r >> b),

1

y
=

b

b− r
≈ 0 ⇒ F (a, b, c, ; 1/y) ≈ 1 ,

b− r

b
≈ −r

b
.

A equação (5.19) se torna

Φ(x) =
1√
r

{

Γ(2iλ) b1/2−iλ

[

Γ(1 + 2iE)

Γ(α+ 1/2)Γ(α+ 1/2)
(−1)iE C1

+
Γ(1 − 2iE)

Γ(1/2 − β)Γ(1/2 − β)
(−1)−iE C2

]

e−iωu

+ Γ(−2iλ) b1/2+iλ

[

Γ(1 + 2iE)

Γ(β + 1/2)Γ(β + 1/2)
(−1)iE C1

+
Γ(1 − 2iE)

Γ(1/2 − α)Γ(1/2 − α)
(−1)−iE C2

]

e−iωv

}

Y m
l (θ, ϕ) . (5.25)
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Comparando a equação (5.24) com (5.25) e utilizando as relações (5.23) temos que,

Bem = Γ(2iλ)

[

Γ(1 + 2iE)

Γ(α+ 1/2)Γ(α+ 1/2)
b1/2+β Aem

+
Γ(1 − 2iE)

Γ(1/2 − β)Γ(1/2 − β)
b1/2−αAin

]

, (5.26)

Bin = Γ(−2iλ)

[

Γ(1 + 2iE)

Γ(β + 1/2)Γ(β + 1/2)
b1/2+αAem

+
Γ(1 − 2iE)

Γ(1/2 − α)Γ(1/2 − α)
b1/2−β Ain

]

. (5.27)

Esta análise no limite assintótico é válida somente para o caso em que

r0ω >> l +
1

2
,

na equação (5.18), onde foi utilizado também que, no limite assintótico, r∗ = r0 ln(r−b) ≈
r0 ln r.

5.2.2 Caso γ = b = 0

A equação de KG se reduz a

∂2
rF (r) +

2

r
∂rF (r) +

[

r20ω
2

r2
− l(l + 1)

r2

]

F (r) = 0 . (5.28)

A equação diferencial acima foi resolvida para o caso γ = 0 ∀ b 6= 0 no limite assimptótico,

cuja solução é a equação (5.24) no limite em que

r0ω >> l +
1

2
.

5.3 Temperatura de buracos negros não assintoticamente

planos

5.3.1 Caso γ = 0 ∀ b 6= 0

Por ter uma solução exata bem comportada, podendo-se assim relacionar as constantes

da solução na região perto do horizonte com as constantes da solução no limite assimp-

tótico, usaremos a técnica de relacionar o coeficiente de reflexão R à temperatura T .

A fórmula covariante do fluxo dada pela equação (3.45) é resolvida para métrica

(5.8) com γ = 0 onde g = −r60r2 é o determinante da métrica. Os coeficientes de trans-

missão e reflexão são dados pelas equações (3.46) e (3.47). Estes coeficientes obedecem

à condição de normalização (3.44). Temos, então, que calcular os fluxos incidentes

(in) e emergentes (em), na região próxima ao horizonte de eventos (r = rh) e no limite

assintótico (∞).
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Usaremos a condição de contorno na qual no limite assintótico, r → ∞, a cons-

tante Bem é nula, e na região onde calculamos os fluxos emergentes as constantes in’s

são nulas e vice-versa, quando caculamos os fluxos incidentes as constantes em’s são

nulas.

Calculemos agora os fluxos.

• Para Fr em
rH

onde Ain = 0,

Fr em
rH

=
2π

i

√
−grH

grr
rH

(F em
δ )∗

↔
∂r F

em
δ ,

onde δ = r − b.

Portanto utilizando a solução (5.21), temos

∂rF
em
δ = ∂rAem(r − b)iE

= iAemE(r − b)iE−1 ,

∂r (F em
δ )∗ = ∂rA

∗
em(r − b)−iE

= −iA∗
emE(r − b)−(iE+1) .

Logo

Fr em
rH

=
2π

i

√
−grH

grr
rH

(

F em
rH

)∗ ↔
∂r F

em
rH

≈ −r20b(r − b) [(F em
δ )∗ ∂rF

em
δ − F em

δ ∂r (F em
δ )∗]

= −4πr20EbAemA
∗
em . (5.29)

• Para Fr in
∞ sendo agora Bem = 0

Fr in
∞ =

2π

i

√−g∞grr
∞
(

F in
∞
)∗ ↔
∂r F

in
∞ .

Utilizando a solução (5.24),

∂rF
in
∞ = ∂rBinr

−(iλ+1/2)

= −Bin

(

iλ+
1

2

)

r−(iλ+3/2) ,

∂r

(

F in
∞
)∗

= ∂rB
∗
inr

iλ−1/2

= B∗
in

(

iλ− 1

2

)

riλ−3/2 .

Logo,

Fr in
∞ ≈ − 2π

i
r2r20

[(

F in
∞
)∗
∂rF

in
∞ − F in

∞∂r

(

F in
∞
)∗]

= 4πr20λBinB
∗
in . (5.30)
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• Para Fr in
rH

onde Aem = 0

Fr in
rH

=
2π

i

√
−grH

grr
rH

(

F in
δ

)∗ ↔
∂r F

in
δ ,

onde δ = r − b.

Utilizando a solução (5.21),

∂rF
in
δ = ∂rAin(r − b)−iE

= −iAinE(r − b)−(iE+1) ,

∂r

(

F in
δ

)∗
= ∂rA

∗
in(r − b)iE

= iA∗
inE(r − b)iE−1 .

Logo,

Fr in
rH

≈ − 2π

i
r20b(r − b)

[(

F in
δ

)∗
∂rF

in
δ − F in

δ ∂r

(

F in
δ

)∗]

= 4πr20EbAinA
∗
in . (5.31)

Portanto, os coeficientes de reflexão e transmissão serão

R =
AemA

∗
em

AinA∗
in

, (5.32)

T =
λ

Eb

BinB
∗
in

AinA∗
in

. (5.33)

Pelas equações (5.26) e (5.27) e empregando a condição de contorno Bem = 0 e das

definições (5.20), encontra-se

AemA
∗
em =

[

|Γ(1/2 + i(E + λ))|2

|Γ(1/2 + i(E − λ))|2

]2

AinA
∗
in ,

BinB
∗
in =

|Γ(2iλ)|2 |Γ(1 + 2iE)|2
[

|Γ(1/2 + i(E + λ))|2
]2






1 −

[

|Γ(1/2 + i(E + λ))|2

|Γ(1/2 + i(E − λ))|2

]2






2

× bAinA
∗
in .

Utilizando as seguintes relações da função gamma

|Γ(iy)|2 =
π

y sinh[πy]
,

∣
∣
∣
∣
∣
Γ

(
1

2
+ iy

)
∣
∣
∣
∣
∣

2

=
π

cosh[πy]
,

|Γ(1 + iy)|2 =
πy

sinh[πy]
, (5.34)

onde y é real, encontra-se

AemA
∗
em =

cosh2[π(E − λ)]

cosh2[π(E + λ)]
AinA

∗
in ,

BinB
∗
in =

Eb

λ

sinh[2πE] sinh[2πλ]

cosh2[π(E + λ)]
AinA

∗
in .
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Portanto

R =
AemA

∗
em

AinA∗
in

=
cosh2[π(E − λ)]

cosh2[π(E + λ)]
, (5.35)

T =
λ

Eb

BinB
∗
in

AinA∗
in

=
sinh[2πE] sinh[2πλ]

cosh2[π(E + λ)]
. (5.36)

A condição de normalização é,

T + R =
sinh[2πE] sinh[2πλ]

cosh2[π(E + λ)]
+

cosh2[π(E − λ)]

cosh2[π(E + λ)]
.

Utilizando as seguintes relações,

cosh2(x) =
1

2
[cosh(2x) + 1] ,

cosh(x± y) = cosh(x) cosh(y) ± sinh(x) sinh(y) ,

encontra-se,

T + R =
1

cosh2[π(E + λ)]

{

sinh[2πE] sinh[2πλ] +
cosh[2π(E − λ)] + 1

2

}

=
1

cosh2[π(E + λ)]

{
cosh[2π(E + λ)] + 1

2

}

=
cosh2[π(E + λ)]

cosh2[π(E + λ)]

= 1 c.q.d. .

No limite de altas frequências, ω → ∞,

λ =

√

ω2r20 −
(

l − 1

2

)2

≈ ωr0

= E .

Logo

R =
1

cosh2[2πE]
,

T =
sinh2[2πE]

cosh2[2πE]
.

Portanto, no limite de altas freqüências,

cosh[2πE] =
e2πE + e−2πE

2

≈ e2πE

2
,

R ≈ 4

e4πE
.
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Da relação de temperatura (3.48), obtemos

TH = − ω

ln (4e−4πE)

≈ ω

ln e4πE

=
1

4πr0
, (5.37)

o que confirma a temperatura obtida pela gravidade superficial.

• Temperatura via anomalias

Como foi visto na seção 3.5 o elemento de linha pode ser reduzido a um elemento

de linha em 2D, que pode ser usado na análise das anomalias perto do horizonte,

ds2 =
(r − b)

r0
dt2 − r0

(r − b)
dr2 . (5.38)

Por se tratar de um buraco negro carregado deve-se tratar a anomalia de calibre, dada

por [46]

∇µJ
µ = ± e2

4π
√−g ǫ

µν∂µAν , (5.39)

onde Jµ é a corrente não conservada, Aν o potencial elétrico e ǫ01 = ǫtr = 1, sendo que

+(-) corresponde às coordenadas incidentes(emergentes). Como no caso gravitacional

estaremos interessados em tratar dos modos emergentes.

Em duas dimensões (t, r) a equação (5.39) pode ser escrita como

∇µJ
µ = ∂µJ

µ + Γµ
µλJ

λ

=
1√−g ∂µ(

√−gJµ)

= ∂µJ
µ ,

não esquecendo que trata-se de uma solução estática, de modo que Jµ = Jµ(r) e Aµ =

Aµ(r).

Então deve-se resolver a equação (5.39) nas duas regiões de interesse:

• r > rH + δ, onde todas as leis de conservação são satisfeitas,

∇µJ
µ(∞) = ∂µJ

µ(∞) = ∂rJ
r(∞) = 0 ,

Jr(∞) = c0 . (5.40)

• rH < r ≤ rH + δ, onde ocorrem as anomalias,

∂rJ
r(rH) = − e2

4π
ǫrt∂rAt ,

Jr(rH) = cH +
e2

4π
(At(r) −At(rH)) , (5.41)

sendo c0 e cH constantes de integração.
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Sob uma transformação infinitesimal de calibre, a variação da ação efetiva (omi-

tindo os modos incidentes perto do horizonte) é dada por

−δW =

∫

d2x
√

−g(2)λ∇µJ
µ
(2) ,

onde λ é um parâmetro de calibre. Como no caso da anomalia gravitacional a corrente

é escrita como a soma da corrente nas duas regiões

Jµ = Jµ(∞)ΘH(r) + Jµ(rH)H(r) , (5.42)

onde ΘH(r) = ΘH(r − rH − δ) e H(r) = 1 − ΘH(r).

Utilizando as equações (5.40) e (5.41), encontra-se
∫

d2x
√

−g(2)λ∇µJ
µ
(2) =

∫

d2xλ

{

∂r(J
r
oΘH(r)) + ∂r[J

r
H(1 − ΘH(r))]

}

=

∫

d2xλ

{

∂r

(

e2

4π
At(r)H(r)

)

+

(

c0 − cH +
e2

4π
At(rH)

)

δ(r − rH)

}

.

Acima, o primeiro termo é zero classicamente, pois trata-se de uma derivada total.

Porém, para zerar o segundo termo tem-se que

c0 = cH − e2

4π
At(rH) . (5.43)

Novamente como na anomalia da conservação do tensor momento energia a equa-

ção (5.39) não se transforma covariantemente, tendo-se que definir uma nova cor-

rente [49], como sendo

J̃µ = Jµ ∓ e2

4π
√−g ǫ

λµAλ , (5.44)

onde o sinal positivo representa os modos emergentes.

Para determinar o valor da constante cH , impõe-se que a corrente (5.44) seja nula

em cima do horizonte, logo,

J̃r(rH) = Jr
H(rH) +

e2

4π
At(rH) = 0 ;

cH = − e2

4π
At(rH) . (5.45)

A substituição de cH na equação (5.43) determina o fluxo de carga

c0 = − e2

2π
At(rH) . (5.46)

O potencial fornecido pelas equações (5.4) e (5.7), é dado por

F tr =
1√
2 r0

∂rAt(r) =
1√
2 r0

At(rH) =
rH√
2 r0

, (5.47)
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lembrando que o raio do horizonte de eventos é rH = b. O fluxo de carga será

c0 = − e2

2π

b√
2 r0

. (5.48)

Na presença de uma corrente, mesmo classicamente, o tensor momento-energia

não é conservado:

∇µT
µ

ν = FµνJ
µ . (5.49)

Logo, levando em conta todos os campos presentes na ação e fazendo a variação

dos mesmos em S[gµν , Aµ, ϕ], utiliza-se a seguinte equação para a variação do tensor

momento-energia [46]

∇µT
µ
ν = FµνJ

µ +Aν∇µJ
µ + Ξν . (5.50)

Se ressalta que trata-se de um cenário estático e trabalha-se somente com os modos

emergentes.

Resolvendo a equação (5.50) nas regiões de interesse, para ν = t

• em r > rH + δ,

∂rT
r
t (∞) = FrtJ

r(∞)

∂rT
r
t (∞) = c0∂rAt(r)

T r
t (∞) = a0 + c0At(r) . (5.51)

• Em rH < r ≤ rH + δ,

∂rT
r
t (rH) = FrtJ

r(rH) +At(r)∂rJ
r(rH) + Ξt

= Jr(rH)∂rAt(r) +
e2

4π
At(r)∂rAt(r) + ∂rN

r
t .

Utilizando as equações (5.41), (5.45) e (5.46) decorre que

∂rT
r
t (rH) =

[

cH +
e2

4π
(At(r) −At(rH))

]

∂rAt(r)

+
e2

4π
At(r)∂rAt(r) + ∂rN

r
t

T r
t (rH) = aH +

∫ r

r+

d

(

c0At(r) +
e2

4π
A2

t (r) +N r
t (r)

)

. (5.52)

Acima a0 e aH são constantes de integração.

Combinando o tensor momento-energia nas duas regiões de interesse, Tµ
ν =

Tµ
ν (∞)ΘH(r) + Tµ

ν (rH)H(r), a parte anômala da ação efetiva é dada por
∫

d2x
√

−g(2)ξt∇µT
µ

t =

∫

d2x ξt∂r (T r
t (∞)ΘH(r) + T r

t (rH)H(r))



65

=

∫

d2x ξt
{

c0∂rAt(r) + ∂r

[(

e2

4π
A2

t (r) +N r
t (r)

)

× H(r)

]

+

(

a0 − aH − e2

4π
A2

t (rH) +N r
t (rH)

)

× δ(r − rH)

}

.

Os dois primeiros termos são eliminados classicamente pelo princípio variacional,

porém, para eliminar o termo da delta requer-se

a0 = aH +
e2

4π
A2

t (rH) −N r
t (rH) , (5.53)

de forma análoga ao caso tratado na seção 3.5, onde impõe-se que o tensor momento-

energia (3.67) seja nulo em cima do horizonte, enontra-se o valor da constante aH , como

sendo (3.69). Assim, pode-se encontrar o valor do fluxo do tensor momento energia

(5.53), como sendo

a0 =
e2

4π
A2

t (rH) +
π

12
T 2

H

=
e2b2

8πr20
+

π

12

(
1

4πr0

)2

, (5.54)

confirmando a temperatura (5.37).

O cálculo da temperatura é bem definido mesmo sendo um pouco estranho que a

temperatura não dependa do parâmetro de massa b. Mas, fazendo o cálculo da gravi-

dade superficial para a métrica (5.3) e utilizando a relação de temperatura (2.33), temos

que

TH =
bγ

4πr0
, (5.55)

onde pode-se observar que o fato da temperatura, para caso γ = 0, não depender da

massa é uma propriedade causada pela geometria do problema, sendo válida a relação

de temperatura para o caso estudado.

5.3.2 Caso γ = b = 0

Este caso representa o vácuo dilatônico |0, r0 > que é dado pela métrica

ds2 =
r

r0
dt2 − r0

r
dr2 − rr0dΩ

2 , (5.56)

que descreve também a geometria no limite assintótico (r → ∞) no caso dilatônico li-

near γ = 0 e b 6= 0. Note-se que neste caso, o horizonte coincide com a singularidade.

Entretanto, uma vez que a singularidade é do tipo luz, temos ainda assim um verda-

deiro buraco negro, visto que sinais emergindo da singularidade serão recebidos por

um observador externo em um tempo infinito. Logo, temos efetivamente uma estrutura

de buraco negro e não uma singularidade nua.
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Utilizando o cálculo da temperatura via a gravidade superficial para a métrica

(5.56), teríamos que

TH =
1

4πr0
.

É muito estranho que uma métrica que representa o vácuo da teoria possa exibir cria-

ção de partículas sem uma fonte gravitacional massiva. Porém, pode-se observar que a

equação de Klein-Gordon (5.28) é a mesma tanto no limite assintótico como na região

próxima ao "horizonte" rH = b = 0, como era de se esperar no caso de vácuo.

Esta análise fica mais clara fazendo as seguintes mudanças de variáveis:

x = ln

(
r

r0

)

, τ =
t

r0
,

colocando a métrica na forma

ds2 = Σ2
(

dτ2 − dx2 − dΩ2
)

, (5.57)

onde Σ = r0e
x/2 = rr0. O vácuo no caso dilaton linear representa uma métrica conforme

ao produto M2XS2, um espaço de Minkowski bi-dimensional com uma bi-esfera de raio

unitário.

Redefinindo o campo escalar,

Φ = Σ−1Ψ , (5.58)

a equação de KG torna-se uma equação de campos livres,

∇µ∇µΦ =
1√−g ∂µ

√−g gµν∂νΣ
−1Ψ = 0 ,

Σ−3
(

∂2
τ − ∂2

x −∇2
Ω +

1

4

)

Ψ = 0 ,

onde ∇2
Ω é o operador diferencial da bi-esfera.

Separando Ψ em função dos harmônicos esféricos, a equação de KG reduz-se para

∇2
2Ψ +

(

l +
1

2

)2

Ψ = 0 , (5.59)

onde ∇2
2 é o laplaciano em M2. A equação (5.59) representa uma equação de ondas

planas onde a norma da equação de KG em 4 dimensões se reduz à norma em M2:

‖Φ‖2 =
1

2i

∫

d3x
√−gg0µΦ∗ ↔

∂µ Φ =
2π

i

∫

dxΨ∗ ↔
∂τ Ψ . (5.60)

Claramente isto reproduz uma equação de campos livres onde não há produção de

partículas.
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• Temperatura via anomalias

Seja a ação

S =

∫

d4x
√−gψ∗∇2ψ .

Redefinindo o campo ψ = Σ−1Ψ, a ação para métrica (5.57) se escreve como

S =

∫

d4x
√−gΣ−1Ψ∗∇2(Σ−1Ψ)

=

∫

d4x sin θΨ∗
(

∂2
τ − ∂2

x −∇2
Ω +

1

4

)

Ψ.

Claramente isto representa uma equação de campos livres, como mostra [62], onde não

há anomalias para serem tratadas. Esta relação é compatível com a análise anterior do

campo de KG.

É, assim, muito importante analisar o aspecto da teoria quântica de campos para

se saber como é dada a relação da temperatura com a gravidade superficial ao invés de

simplesmente usar a relação tradicional.



Capítulo 6

Buracos Negros Dilatônicos
Lineares com Rotação

Neste capítulo trataremos da teoria dilatônica linear [73], γ = 0 → α = 1, visto a

equação (4.6). Neste caso a teoria EMD é reduzida à teoria de cordas heteróticas em

4D [76]. No caso dilatônico linear a teoria EMD está contida dentro de uma teoria mais

ampla: teoria Einstein-Maxwell-dilatônica-axiônica (EMDA). Esta teoria, com α = 1,

admite uma aplicação do modelo σ, podendo gerar uma métrica com rotação que será

a generalização da métrica estática estudada no capítulo anterior para o caso α = 1.

Será estudada neste capítulo a termodinâmica dos buracos negros que podem ser

determinados nesta teoria. Consideraremos agora uma solução com rotação [73], onde

a interpretação da energia para uma partícula criada dentro da ergoregião torna-se

complicada pela ausência de uma definição clara de vácuo nesta região.

6.1 Dilaton linear com rotação

A ação da teoria EMDA é descrita por

S =
1

16π

∫

d4x
√−g

(

R− 2∂µφ∂
µφ− e−2φFµνF

µν

− e4φ

2
∂µϑ∂

µϑ− ϑFµν
˜Fµν

)

, (6.1)

que além do dilaton φ e do vetor A, já presentes na teoria EMD, contém um campo

pseudo-escalar, o axion ϑ, e onde ˜Fµν é o dual do tensor eletromagnético dado por

˜Fµν =
1

2
√

|g|
ǫµνρσFρσ , (6.2)

sendo ǫµνρσ o tensor completamente anti-simétrico.

A métrica [73],

ds2 =
∆(e)

r0r
dt2 + 2a sin2 θdtdϕ− r0r

∆
dr2 − r0rdΩ

2 , (6.3)

68
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representa a geometria do caso dilatônico linear com rotação, da teoria EMDA. Em

(6.3), temos que

∆(e) = (r − r
(e)
+ )(r − r

(e)
− ) = r2 − 2Mr + a2 cos2 θ ,

r
(e)
± = M ±

√

M2 − a2 cos2 θ ,

∆ = (r − r+)(r − r−) = r2 − 2Mr + a2 ,

r± = M ±
√

M2 − a2 ,

e de (6.3), tem-se

g = −(r0r sin θ)2 ,

Ωh =
gtϕ

gϕϕ
|r=r+

=
a

r0r+
,

A =
1√
2

[

ρ2

rr0
dt+ a sin2 θdϕ

]

,

ρ2 = r2 + a cos2 θ ,

κ =
r+ − r−
2r0r+

,

sendo g o determinante da métrica, Ωh a velocidade angular em cima do horizonte, r±

os horizontes externo e interno, r(e)+ o limite da região estacionária, M = b/2 a massa da

teoria, obtida pelo formalismo quasi-local, A o quadri-potencial da teoria e κ a gravidade

superficial da métrica (6.3). A métrica (6.3) e todas as identidades acima estão definidas

na referência [73].

Utilizando a relação

gµνg
µα = δα

ν , (6.4)

encontramos as componentes contravariantes da métrica:

gtt =
gϕϕ

gttgϕϕ − (gtϕ)2
=
rr0
∆

,

gϕϕ =
gtt

gttgϕϕ − (gtϕ)2
= − 1

rr0 sin2 θ

∆(e)

∆
,

gtϕ = − gtϕ

gϕϕ
gtt =

a

∆
,

grr =
1

grr
= − ∆

r0r
,

gθθ =
1

gθθ
= − 1

r0r
. (6.5)

Antes de prosseguirmos com o cálculo dos campos quânticos vamos dar uma breve

passagem pelas geodésicas no espaço-tempo deste buraco negro.
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6.2 Cálculo das Geodésicas

Podemos definir a lagrangiana da métrica (6.3) da seguinte forma:

2L =
∆(e)

r0r
ṫ2 + 2a sin2 θṫϕ̇− r0r

∆
ṙ2 − r0r(θ̇

2 + sin2 θϕ̇2) , (6.6)

onde adotou-se Ḟ = dF/ds. A hamiltoniana do sistema será, então,

H = Pµẋ
µ − L , (6.7)

onde xµ = (t, r, θ, ϕ) e Pµ é o momento conjugado dado por

Pµ =
∂L
∂ẋµ

. (6.8)

Temos as seguintes componentes dos momentos conjugados para métrica (6.3):

Pt =
∂L
∂ṫ

=
∆(e)

r0r
ṫ+ a sin2 θϕ̇ = E , (6.9)

Pϕ =
∂L
∂ϕ̇

= sin2 θ
(
aṫ− r0rϕ̇

)
= L , (6.10)

Pr =
∂L
∂ṙ

= −r0r
∆

ṙ , (6.11)

Pθ =
∂L
∂θ̇

= −r0rθ̇ . (6.12)

Como a métrica não depende nem de t nem de ϕ temos as constantes de movimento E

e L. Assim sendo, a equação (6.7) torna-se

2H = Eṫ+ Lϕ̇− r0r

(

ṙ2

∆
+ θ̇2

)

.

Combinando as equações (6.9) e (6.10) tem-se que,

ṫ =
1

∆
(rr0E + aL) , (6.13)

ϕ̇ =
1

rr0∆

(

rr0aE − ∆(e)

sin2 θ
L

)

. (6.14)

Como H independe de t pode-se deduzir que 2H = δ1 onde, sem perda de generali-

dade, se tem

δ1 =

{

1 para geodésicas tipo tempo ,
0 para geodésicas tipo luz .

Encontra-se

δ1 =
rr0
∆

(

E +
aL

rr0

)2

− L2

rr0 sin2 θ
− r0r

(

ṙ2

∆
+ θ̇2

)

.

Para simplificar os cálculos vamos trabalhar com as geodésicas tipo luz no plano

equatorial θ = π/2, onde temos que

ṙ2 = E2 − L2

r20
+

2

r

(

L

r0
aE +

L2

r20
M

)

.
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Ao contrário das equações da geodésica para métrica de Kerr, onde pode-se fazer uma

simples relação entre as constantes L e E, como sendo L = −aE, aqui parece não

ser possível fazer isto. A melhor escolha para que possamos resolver as equações

diferenciais é fazermos L = 0. Assim, encontra-se

ṙ = ±E ,

ṫ = ∓rr0
∆
ṙ

dt = ∓rr0
∆
dr ,

ϕ̇ = ∓ a

∆
ṙ

dϕ = ∓ a

∆
dr ,

e resolve-se as equações (6.15) e (6.15) nas regiões próximas ao horizonte e no limite

assintótico.

Perto do horizonte (r = r+ + δ → δ << 1):

dt ≈ ∓r+r0
∆

dr = ∓ r+r0
(r+ − r−)δ

dδ

t ≈ ∓ r+r0
(r+ − r−)

ln(r − r+)

r∗ =
r+r0

(r+ − r−)
ln(r − r+) , (6.15)

ϕ̇ = ∓ a

∆
ṙ ≈ ∓ a

(r+ − r−)δ
dδ

ϕ ≈ ∓ a

(r+ − r−)
ln(r − r+)

ϕ∗ =
a

(r+ − r−)
ln(r − r+) . (6.16)

Limite assintótico (r → ∞):

dt = ∓rr0
∆
dr ≈ ∓r0

r
dr

t ≈ ∓r0 ln r

r∗ = r0 ln r , (6.17)

ϕ̇ = ∓ a

∆
ṙ ≈ ∓ a

r2
dr

ϕ ≈ ±a
r
≈ 0

ϕ∗ =
a

r
≈ 0 . (6.18)

Podemos ver ainda que estes resultados estão de acordo com a geometria estudada.

Note que
ϕ̇

ṫ
=
dϕ

dt
=
gtϕ

gϕϕ
=

a

rr0
, (6.19)

representa a velocidade angular para métrica (6.3) do caso dilatônico linear com rota-

ção.
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6.2.1 Solução da equação de KG

A equação de KG para métrica (6.3) é:

1√−g ∂µ
√−ggµν∂νΦ = 0 ,

∆∂2
rΦ(x) + 2(r −M)∂rΦ(x) + ∂2

θΦ(x) +
cos θ

sin θ
∂θΦ(x)

+
∆(e)

∆ sin2 θ
∂2

ϕΦ(x) − (r0r)
2

∆
∂2

t Φ(x) − 2ar0r

∆
∂t∂ϕΦ(x) = 0 .

Fazendo a separação de variáveis

Φ(x) = R(r)S(θ)ei(mϕ−ωt) , (6.20)

encontra-se
[

∆∂2
rR(r) + 2(r −M)∂rR(r) +

1

∆
(ω̄r − am)2R(r)

]

S(θ)

+

[

∂2
θS(θ) +

cos θ

sin θ
∂θS(θ) − m2

sin2 θ
S(θ)

]

R(r) = 0 ,

onde ω̄ = ωr0. Introduzindo uma constante de separação:

∆∂2
rR(r) + 2(r −M)∂rR(r) +

1

∆
(ω̄r − am)2R(r) = K2R(r) , (6.21)

∂2
θS(θ) +

cos θ

sin θ
∂θS(θ) − m2

sin2 θ
S(θ) = −K2S(θ) . (6.22)

A equação angular (6.22) representa uma equação das funções associadas de Le-

gendre, onde a constante de separação é

K2 = l(l + 1) , l ≥ |m| , l = 1, 2, ... . (6.23)

Buscar-se-á a solução da equação radial (6.21) para o caso M > a, o qual representa

um buraco negro.

Fazendo uma mudança de variável, r = M + cx ; c = −
√
M2 − a2, a equação (6.21)

torna-se

−(1 − x2)∂2
xR+ 2x∂xR−

[

(ω̄x+ ω′)2

1 − x2
+ l(l + 1)

]

R = 0 ,

sendo ω′ = (ω̄M − am)/c.

Fazendo outra mudança de variável, x = (ζ + 1)/(ζ − 1), obtém-se

ζ2(ζ − 1)2∂2
ζR+ ζ(ζ − 1)2∂ζR+

{

W 2
+

4
ζ2 +

[
W+W−

2
− l(l + 1)

]

ζ +
W 2

−
4

}

R = 0 ,

sendo W± = ω̄ ± ω′.
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Definindo as seguintes constantes

A2
± =

W 2
±

4
, (6.24)

B2 + y =
(W+ +W−)2

4
− l(l + 1) = ω̄2 − l(l + 1) , (6.25)

pode-se escrever a equação de KG da seguinte forma:

ζ(1 − ζ)∂2
ζR+ (1 − ζ)∂ζR+

(

A2
−
ζ

+
B2 + y

1 − ζ
−A2

+

)

R = 0 .

Definindo,

R ≡ ζiA−(1 − ζ)iBΛ(ζ) ,

∂ζR = ζiA−(1 − ζ)iB
[

Λ̇ + i

(
A−
ζ

− B

1 − ζ

)

Λ

]

,

∂2
ζR = ζiA−(1 − ζ)iB

{

Λ̈ + 2i

(
A−
ζ

− B

1 − ζ

)

Λ̇

+

[
2BA−
ζ(1 − ζ)

+
iA−(iA− − 1)

ζ2
+
iB(iB − 1)

(1 − ζ)2

]

Λ

}

,

onde adotou-se Λ̇ = ∂ζΛ. Assim, decorre que,

ζ(1 − ζ)Λ̈ + {1 + 2iA− − [2i(A− +B) + 1]ζ}Λ̇ +
[

A2
− + 2BA−

+
(1 − ζ)B2 + y − iB

1 − ζ
−A2

+

]

Λ = 0 ,

sendo y = iB. Escrevendo de outro modo,

ζ(1 − ζ)Λ̈ + [d− (a+ b+ 1)ζ]Λ̇ − abΛ = 0 ,

onde

d = 1 + 2iA− ,

a = i(A− +B +A+) ,

b = i(A− +B −A+) ,

B2 + iB = ω̄2 − l(l + 1)

iB± =
1

2
± iλ ,

λ =

√

ω̄2 −
(

l +
1

2

)2

.

A equação diferencial é do tipo hipergeométrica cuja a solução será

Λ = C1F (a, b, d; ζ) + C2ζ
1−dF (a− d− 1, b− d+ 1, 2 − d; ζ) ,



74

e, portanto,

R =

(
r+ − r−
r − r−

)iB+

[(
r − r+
r − r−

)iA−

C1F (a+, b−, d+; (r − r+)/(r − r−))

+

(
r − r+
r − r−

)−iA−

C2F (a−, b+, d−; (r − r+)/(r − r−))

]

, (6.26)

sendo que

a± =
1

2
± i(ω̄ ± λ) ,

b± =
1

2
± i(ω′ ± λ) ,

d± = 1 ± 2iA− = 1 ± i(ω̄ − ω′) .

Acima usou-se B+, porém utilizando B− os resultados seriam os mesmos.

Solução aproximada perto do horizonte (r = r+ + δ → δ << 1):

A equação radial (6.21) torna-se,

δ2∂2
δR+ δ∂δR+

Υ2

(r+ − r−)2
R = 0 ,

onde Υ = ω̄r+ − am. Escolhendo a função R = δq, tem-se

q2 = − Υ2

(r+ − r−)2

q± = ±i (ω̄r+ − am)

r+ − r−

= ±iW−
2

.

A solução geral será

R = A1e
iW−/2 ln(r−r+) +A2e

−iW−/2 ln(r−r+) . (6.27)

onde A1 e A2 são constantes de integração. Porém, utilizando as equações (6.15) e

(6.16), tem-se que

Φ(x) = S(θ)R(r)ei(mϕ−ωt)

= S(θ)
(

Aeme
−iωueimU +Aine

−iωveimV
)

, (6.28)

onde U = ϕ− ϕ∗ e V = ϕ+ ϕ∗.
Solução exata (6.26) perto do horizonte (r = r+ + δ → δ << 1):

Escrevemos

r − r+
r − r−

≈ δ

r+ − r−
,

r+ − r−
r − r−

=
r+ − r−

r+ − r− + δ
≈ 1 .
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A equação (6.26) torna-se

R ≈
(

1

r+ − r−

)iW−/2

C1e
iW−/2 ln(r−r+) +

(
1

r+ − r−

)−iW−/2

C2e
−iW−/2 ln(r−r+), (6.29)

pois F (a, b, d; δ/(r+ − r−)) ≈ F (a, b, d; 0) = 1.

Comparando as equações (6.27) e (6.29), obtemos,

Aem =

(
1

r+ − r−

)iW−/2

C1 ,

Ain =

(
1

r+ − r−

)−iW−/2

C2 .

(6.30)

Solução aproximada no limite assintótico (r → ∞):

A equação radial (6.21) torna-se,

r2∂2
rR+ 2r∂rR+ [ω̄2 − l(l + 1)

︸ ︷︷ ︸

=Θ

]R = 0 ,

sendo R = rp, econtra-se

p2 + P + Θ = 0

p± = −iB∓ .

A solução geral, utilizando (6.17), será

R = B1r
−iB+ +B2r

−iB− ,

Φ(x) =
S(θ)√
r

(

Bine
−iωv +Beme

−iωu
)

, (6.31)

onde Bem e Bin são constantes de integração.

Solução exata (6.26) no limite assintótico r → ∞:

A equação (6.26) torna-se

R ≈
(
r+ − r−

r

)iB+

[C1F (a+, b+, d+; 1)

+C2F (a−, b−, d−; 1)] .

Pode-se usar a seguinte fórmula de transformação das funções hipergeométricas

F (a, b, d; y) =
Γ(d)Γ(d− a− b)

Γ(d− b)Γ(d− a)
F (a, b, d; 1 − y)

+
Γ(d)Γ(a+ b− d)

Γ(b)Γ(a)
(1 − y)d−a−bF (a, b, d; 1 − y) (6.32)

sendo |arg(1 − y)| < π.
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Portanto,

d± − b± − a± = −2iλ ,

d± − a± =
1

2
∓ i(ω′ ± λ) =

1

2
∓ iα± ,

d± − b± =
1

2
± i(ω̄ ∓ λ) =

1

2
± iβ∓ .

Segue que

R =




Γ(1 + iW−)C1

Γ
(

1
2 − iα+

)

Γ
(

1
2 + iβ−

) +
Γ(1 − iW−)C2

Γ
(

1
2 + iα−

)

Γ
(

1
2 − iβ+

)





× Γ(−2iλ)

(
r

r+ − r−

)−iB+

+




Γ(1 + iW−)C1

Γ
(

1
2 − iα−

)

Γ
(

1
2 + iβ+

) +
Γ(1 − iW−)C2

Γ
(

1
2 + iα+

)

Γ
(

1
2 − iβ−

)





× Γ(2iλ)

(
r

r+ − r−

)−iB−

. (6.33)

Comparando as equações (6.31) e (6.33), e utilizando (6.30), encontramos que

Bin =




Γ(1 + iW−) (r+ − r−)i(B++W−/2)

Γ
(

1
2 − iα+

)

Γ
(

1
2 + iβ−

) Aem

+
Γ(1 − iW−) (r+ − r−)i(B+−W−/2)

Γ
(

1
2 + iα−

)

Γ
(

1
2 − iβ+

) Ain



Γ(−2iλ) ,

Bem =




Γ(1 + iW−) (r+ − r−)i(B−+W−/2)

Γ
(

1
2 − iα−

)

Γ
(

1
2 + iβ+

) Aem

+
Γ(1 − iW−) (r+ − r−)i(B−−W−/2)

Γ
(

1
2 + iα+

)

Γ
(

1
2 − iβ−

) Ain



Γ(2iλ) . (6.34)

A análise foi feita para

ω̄ >>

(

l +
1

2

)

,

em todos passos para o limite assintótico.

6.3 Cálculo da Temperatura

Já que temos uma solução exata bem comportada utilizaremos o método de cálculo da

temperatura via o coeficiente de reflexão. Empregaremos aqui as mesmas condições de

contorno utilizadas no capítulo 5 para o caso sem rotação.

Cálculo dos fluxos:

• Para Fr em
rH

(Ain = 0):
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Fr em
rH

=
2π

i

√−ggrr
rH

(Rem
δ )∗

↔
∂r R

em
δ ,

onde δ = r − r+.

Utilizando a solução (6.27), obtemos

∂rR
em
δ = ∂rAin(r − r+)iW−/2

= i
AinW−

2
(r − r+)iW−/2−1 ,

∂r (R em
δ )∗ = ∂rA

∗
in(r − r+)−iW−/2

= −i A
∗
inW−
2

(r − r+)−(iW−/2+1) .

Logo,

Fr em
rH

= −2πW− sin θ(r+ − r−)AemA
∗
em . (6.35)

• Para Fr in
∞ (Bem = 0):

Fr in
∞ =

2π

i

√−ggrr
∞
(

Rin
∞
)∗ ↔
∂r R

in
∞ .

Utilizando a solução (6.31), encontramos

∂rR
in
∞ = ∂rBinr

−(iλ+1/2)

= −Bin

(

iλ+
1

2

)

r−(iλ+3/2) ,

∂r

(

Rin
∞
)∗

= ∂rB
∗
inr

iλ−1/2

= B∗
in

(

iλ− 1

2

)

riλ−3/2 .

Logo,

Fr in
∞ = 4π sin θλBinB

∗
in . (6.36)

• Para Fr in
rH

(Aem = 0):

Fr in
rH

=
2π

i

√−ggrr
rH

(

Rin
δ

)∗ ↔
∂r R

in
δ ,

onde δ = r − r+.

Utilizando a solução (6.27), encontramos

∂rR
in
δ = ∂rAin(r − r+)−iW−/2

= −i AinW−
2

(r − r+)−(iW−/2+1) ,

∂r

(

R in
δ

)∗
= ∂rA

∗
in(r − r+)iW−/2

= i
A∗

inW−
2

(r − r+)iW−/2−1 .
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Então,

Fr in
rH

= 2πW− sin θ(r+ − r−)AinA
∗
in . (6.37)

Os coeficientes de reflexão e transmissão serão os seguintes:

R =
AemA

∗
em

AinA∗
in

,

T =
2λ

W−(r+ − r−)

BinB
∗
in

AinA∗
in

,

utilizando a condição Bem = 0, tem-se

AemA
∗
em =

|Γ
(

1
2 + iα−

)

|2|Γ
(

1
2 + iβ+

)

|2

|Γ
(

1
2 + iα+

)

|2|Γ
(

1
2 + iβ−

)

|2
AinA

∗
in ,

BinB
∗
in =

|Γ(1 + iW−)|2|Γ(2iλ)|2

|Γ
(

1
2 + iα−

)

|2|Γ
(

1
2 + iβ+

)

|2

×






1 −

|Γ
(

1
2 + iα−

)

|2|Γ
(

1
2 + iβ+

)

|2

|Γ
(

1
2 + iα+

)

|2|Γ
(

1
2 + iβ−

)

|2







2

(r+ − r−)AinA
∗
in .

Utilizando as relações da função Γ, (5.34), encontra-se

AemA
∗
em =

coshπβ− coshπα+

coshπβ+ coshπα−
AinA

∗
in ,

BinB
∗
in =

W−(r+ − r−)

2λ

sinhπW− sinh 2πλ

coshπβ+ coshπα−
AinA

∗
in .

Portanto,

R =
coshπβ− coshπα+

coshπβ+ coshπα−
=

coshπ(ω̄ − λ) coshπ(ω′ + λ)

coshπ(ω̄ + λ) coshπ(ω′ − λ)
, (6.38)

T =
sinhπW− sinh 2πλ

coshπβ+ coshπα−
=

sinhπ(ω̄ − ω′) sinh 2πλ

coshπ(ω̄ + λ) coshπ(ω′ − λ)
. (6.39)

Utilizando as seguintes relações trigonométricas,

sinh 2x = 2 sinhx coshx ,

sinh(x± y) = sinhx cosh y ± coshx sinh y ,

cosh(x± y) = coshx cosh y ± sinhx sinh y , (6.40)

encontra-se que a condição de normalização (3.44) é satisfeita.

No limite de altas frequências, ω → ∞, tem-se

λ ≈ ω̄ = r0ω ,

ω′ ≈ ω̄M

c
,

ω′ − λ =
ω̄M

c
− ω̄ = − 2r+ω̄

r+ − r−
,

ω′ + λ =
ω̄M

c
+ ω̄ = − 2r−ω̄

r+ − r−
,

R ≈ coshπ(ω′ + λ)

coshπ(2ω̄) coshπ(ω′ − ω̄)
. (6.41)
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Buracos negros com rotação parecem precisar de uma análise mais cuidadosa para

a interpretação de energia, devido à presença da ergosfera. A definição do vácuo na

ergosfera é ambígua, de forma similar ao problema da definição do vácuo para observa-

dores acelerados em rotação no espaço-tempo de Minkowski [74,75]. Faremos a análise

para os possíveis sinais, onde supomos estarem relacionados à energia, e veremos os

resultados de temperatura obtidos.

1. Energia positiva e negativa: Esta é uma tentativa de se obter a mesma tempera-

tura obtida pela gravidade superficial. Porém, esta interpretação parece depender

da escolha do sinal da energia de uma partícula criada dentro da ergosfera. Pelo

processo de Penrose, lembrando de que este é um processo clássico, um observa-

dor no infinito futuro pode ver uma partícula se cindir em um par de partícula e

anti-partícula, com energia negativa, dentro da ergoregião [18, 27]. Esta análise,

porém, é mais complicada para a criação deste par de partícula e anti-partícula

via um processo quântico pois não se pode, em princípio, definir um campo de

Killing global tipo tempo nesta região.

Faremos então a seguinte suposição para o termo coshπ(ω′ +λ) na equação (6.41).

Supondo que o momento de criação do par de partícula e anti-partícula esteja rela-

cionado a um estado de energia negativa (ω < 0), relacionado ao termo coshπ(ω′+λ),

teríamos que

coshπ(ω′ + λ) =
e−2r−πω̄/(r+−r−) + e2r−πω̄/(r+−r−)

2

≈ e−2r−πω̄/(r+−r−)

2
.

Neste caso, o termo coshπ(2ω̄) coshπ(ω′−λ) está relacionado à uma função de onda

com energia positiva (ω > 0), ou seja,

coshπ(2ω̄) coshπ(ω′ − λ) ≈ e2π(2r+−r−)ω̄/(r+−r−)

4
.

No limite de altas frequências,

R ≈ 2e−4πr+ω̄/(r+−r−) .

Utilizando a relação de temperatura (3.48), encontra-se

TH = − ω

ln 2e−4πr+ω̄/(r+−r−)

≈ ω

4πr+ω̄/(r+ − r−)
.

Lembrando que ω̄ = r0ω, temos

TH =
r+ − r−
4πr0r+

, (6.42)

o que confirma a temperatura obtida pela gravidade superficial.
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2. Energias positivas: Pela aparente falta de possibilidade de se ter uma definição

de vácuo dentro da ergosfera poderíamos proceder com os cálculos habituais uti-

lizando ambas as funções Fr em
rH

e Fr in
rH

com os seu modos de energias positivas.

Isto nos fornece, no limite altas frequências,

cosh(ω′ + λ) ≈ e2r−πω̄/(r+−r−)

2
,

coshπ(2ω̄) coshπ(ω′ − λ) ≈ e2π(2r+−r−)ω̄/(r+−r−)

4
.

Portanto,

R ≈ 2e−4πω̄

⇓

TH =
1

4πr0
, (6.43)

que é diferente da temperatura obtida via a gravidade superficial.

Pode-se observar que embora este buraco negro tenha dois horizontes de eventos,

(6.43) parece nos indicar que o caso extremo não tem temperatura nula.

6.3.1 Temperatura via euclidianização da métrica

Neste método a variável θ tem uma periodicidade de 2π, de modo que a métrica (6.3) se

reduz a

ds2 = − ∆

r0r
dt2 +

r0r

∆
dr2 . (6.44)

Trocamos a assinatura da métrica para tornar a métrica euclidiana 2D, fazendo-a

(+,+).

Seguindo os mesmos passos dos cálculos feitos no capítulo 3, e fazendo a rotação

de Wick, temos que

ds2 =
∆

r0r
dt2 +

r0r

∆
dr2

= Ω(ρ)
(

dρ2 + ρ2dτ2
)

,

onde τ = αt, sendo α uma constante que faz o fator conforme Ω(ρ) ser finito e não nulo

sobre o horizonte.

Comparando os termos equivalentes, encontra-se

Ω(ρ) =
(r − r+)(r − r−)

rr0ρ2α2
, (6.45)

dρ

ρα
=

rr0
∆
dr = dr∗

ρ = eαr∗ .
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Perto do horizonte, utilizando a equação (6.15), temos que

ρ ≈ (r − r+)αr+r0/(r+−r−) = (r − r+)α/2κ . (6.46)

Portanto,

Ω(ρ) =
(r − r+)(r − r−)

rr0(r − r+)α/κα2
. (6.47)

Para mantermos as propriedades do fator conforme sobre o horizonte, temos que

α = κ =
r+ − r−
2r+r0

.

A temperatura será então

T =
α

2π
=
r+ − r−
4πr+r0

, (6.48)

o que confirma (6.42) e não (6.43).

6.3.2 Temperatura via anomalias

Buracos negros com rotação apresentam uma carga representada pelo número quân-

tico azimutal m [47] onde pode-se trabalhar como no caso de buracos negros carrega-

dos.

Vamos considerar um campo de matéria onde o espaço de fundo deste campo é a

métrica (6.3). A ação de um campo escalar carregado será

S =

∫

d4x
√

|g|φ∗∇2φ ,

onde

∇2φ = gµνDµDνφ = gµν(∇µ − ieAµ)(∇ν − ieAν)φ

=
1

√

|g|
∂µ

(√

|g|gµν∂νφ

)

− 2iegµνAµ∂νφ− e2gµνAµAνφ− ie∇µ (Aµφ) .

Fazendo uma expansão em harmônicos esféricos, utilizando as relações (6.4) e (6.5),

e estando na região próxima ao horizonte, r = r+ + δ, encontra-se

S ≈
∫

d2xr+r0 sin θφ∗lm

{

−∂r

(
∆

r+r0
∂rφlm

)

+
r+r0
∆

{

∂2
t φlm

+
2i

r+r0

[

am− e
(r2 + a2)√

2

]

∂tφlm

−
[

a2m2

(r+r0)2
+ 2em

a√
2

(r2 + a2)

(r+r0)2
− e2

2

(r2 + a2)

(r+r0)2

]

φlm

}}

≈
∫

d2x r+r0 sin θφ∗lm

{

−∂r

(
∆

r0r+
∂rφlm

)

+
r0r+
∆

{

∂tφlm

+

[

iam

r0r+
− ie

r+r0

(r2 + a2)√
2

]

φlm

}2






r = r+ + δ ⇒ r ≈ r+ .
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Da teoria quântica de um campo escalar carregado temos que

gtt = −g−1
rr = f(r) ,

f(r) =
∆

r0r
,

At(r) =
e

rr0

(r2 + a2)√
2

− ma

r0r
= eA

(1)
t +mA

(2)
t ,

onde m faz o papel de uma carga na topologia U(1) para o campo bidimensional φlm.

Como ocorre na métrica de Kerr-Newman [47] temos um potencial que é a soma de

dois termos: O primeiro termo é originado da carga elétrica r0, do campo elétrico do

buraco negro, e o segundo termo é um potencial de calibre induzido pela métrica, que

está associado a assimetria da métrica de fundo (6.3).

O procedimento para calcular o fluxo de Hawking via anomalias é agora idêntico ao

caso de um buraco negro carregado, como foi feito no capítulo anterior.

Temos a corrente conservada

∂rJ
r(∞) = 0 , Jr(∞) = c0 .

Para a parte anômala faz-se o cálculo para os dois potenciais.

Primeiro determina-se o fluxo de corrente U(1). Em d = 4 o fluxo U(1) corresponde

ao fluxo do momento angular obtido para a radiação de Hawking para um buraco negro

com rotação.

Para a parte anômala, temos

∂rJ
(2)r(rH) =

m2

4π
∂rA

(2)
t

J (2)r(rH) = c
(2)
H +

m2

4π
(A

(2)
t (r) −A

(2)
t (rH)) .

Logo,

A
(2)
t (rH) = − a

r0rH
. (6.49)

Para a parte anômala vinda do campo elétrico gerado pela métrica (6.3), tem-se

∂rJ
(1)r(rH) =

e2

4π
∂rA

(1)
t

J (1)r(rH) = c
(1)
H +

e2

4π
(A

(1)
t (r) −A

(1)
t (rH)) .

Então,

A
(1)
t (rH) =

(r2H + a2)

rHr0
√

2
. (6.50)

Da equação (5.46), o fluxo de carga, gerado pela carga r0, será

c
(1)
0 = − e

2π
At(rH) =

e

2π

[

mΩH − e

r+r0

(r2+ + a2)√
2

]

, (6.51)
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lembrando que ΩH é a velocidade angular em cima do horizonte.

De forma análoga, o fluxo do momento angular será

c
(2)
0 = −m

2π
At(rH) =

m

2π

[

mΩH − e

r+r0

(r2+ + a2)√
2

]

. (6.52)

Finalmente a equação das anomalias dada por (5.50) para o tensor momento-

energia na região r ∈ [r+, r+ + δ], próximo ao horizonte, é dada por

∂rT
r
t = FrtJ r + At∂rJ r + Ξt , (6.53)

onde Frt = ∂rAt. J r como definido antes satifaz ∂rJ r = 1
4π∂rAt. Aplicando o mesmo

método do caso estático, o fluxo do tensor momento-energia é determinado como

a0 =
A2

t (rH)

4π
+

π

12
T 2

H

=
1

4π

[

mΩH − e

r+r0

(r2+ + a2)√
2

]2

+
π

12

(
r+ − r−
4πr0r+

)2

, (6.54)

sendo que a temperatura está em acordo com (6.42).

Pode-se observar que se fizermos a = 0, as equações dos fluxos de carga (6.52) e

do tensor momento energia (6.54) recaem nas equações (5.48) para o fluxo de carga, e

(5.54) para o fluxo do tensor momento-energia para o caso estático estudado no capítulo

anterior.

Tudo parece confirmar a temperatura (6.42). Porém como ter realmente certeza que

uma partícula criada por um processo quântico pode ser vista com energia negativa

numa região, ergosfera, onde não se pode definir um estado de vácuo?

Fica então a dúvida de qual temperatura podemos eleger como verdadeira.



Capítulo 7

Buracos Negros Topologicamente
Massivos

Neste capítulo trataremos dos buracos negros topologicamente massivos em (1+2)-

dimensões. Acopla-se um termo de Chern-Simon à gravitação em 1+2 dimensões na

ação da relatividade geral em 3D, termo este presente na ação da supergravidade. O

interesse de se estudar uma teoria em 3D, quando tudo leva a crer que precisamos de

dimensões extras para se quantizar a gravitação, reside no emprego da mesma como

laboratório para teorias mais complexas. Uma novidade que aparece nesta solução que

vamos estudar, é que a ergoregião não tem limites, ou seja, ela se estende até o infinito.

Encontra-se uma solução exata, em todo o espaço, para a equação de Klein-Gordon na

geometria determinada por estes buracos negros. Em função disto, empregaremos a

técnica de relacionar a temperatura ao coeficiente de reflexão. As mesmas característi-

cas que aparecem no caso dilatônico linear com rotação, estudado no capítulo anterior,

aparecem aqui. Aplicamos depois a técnica do cálculo da temperatura via anomalias,

que nos conduz à mesma temperatura encontrada pela gravidade superficial.

7.1 Buracos Negros Topologicamene Massivos

Em 1982, Deser, Jackiw e Templeton [77] introduziram a Gravitação Topologicamente

Massiva (GTM) que nada mais é do que a generalização da relatividade geral em 3D

acoplada a um termo de Chern-Simons. A ação desta teoria é

S =
1

16πG

∫

d3x

[√−g R+
1

µ
ǫλνσΓβ

λυ

(

∂νΓ
υ
βσ +

2

3
Γυ

ντΓ
τ
σβ

)]

, (7.1)

onde R é o escalar de curvatura, Γ o símbolo de Christoffel, G a constante de Newton

da gravitação e µ a constante de acoplamento do termo de Chern-Simons. O termo

de Chern-Simons é também chamado de termo topológico, pois ele não depende expli-

citamente da métrica. Por outro lado, este termo faz aparecer um grau de liberdade

dinâmico: uma partícula de spin 2 e massa µ. Por isto a expressão topologicamente

84
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massivo.

Variando a ação em relação à gµν encontra-se a seguinte equação de movimento:

Gµ
ν − 1

µ
Cµ

ν = 0 , (7.2)

onde

Cµ
ν =

1
√

|g|
ǫµαβ∇α

(

Rνβ − 1

4
gνβR

)

(7.3)

é o tensor de Cotton, cujo traço Cµ
µ é nulo.

Uma possível solução é a métrica de Clément, Moussa e Leygnac [78] que é dada

na forma

ds2 = 3dt2 − (4ρ+ 6ω)dtdϕ+
dρ2

ρ2 − ρ2
0

+ r2dϕ2 , (7.4)

onde r2 = ρ2 +4ωρ+3ω2 + ρ2
0/3, ρ± = ±ρ0 são os horizontes de eventos externo e interno,

ΩH = 3/(2ρ0 + 3ω) a velocidade angular sobre o horizonte, g = −1 é o determinante da

métrica e ω é uma constante de integração da teoria.

A gravidade superficial é dada por

κ =

√
3ρ0

2ρ0 + 3ω
. (7.5)

7.1.1 Solução da equação de KG

A equação de KG para a métrica (7.4) é dada por

1√−g ∂µ
√−ggµν∂νΦ(x) = 0 ,

{

(ρ2 − ρ2
0)∂

2
ρ + 2ρ∂ρ −

1

ρ2 − ρ2
0

[

3∂2
ϕ + r2∂2

t + (4ρ+ 6ω)∂t∂ϕ

]}

Φ(x) = 0 .

Fazendo a separação de variáveis

Φ(x) = R(ρ)ei(mϕ−Et) , (7.6)

a equação de KG se escreve como

(ρ2 − ρ2
0)∂

2
ρR+ 2ρ∂ρR+

1

ρ2 − ρ2
0

[

3m2 + r2E2 − (4ρ+ 6ω)Em
]

R = 0 . (7.7)

Utilizando a seguinte mudança de variável,

ζ =
ρ− ρ0

ρ+ ρ0
→ ρ

ρ0
=

1 + ζ

1 − ζ
,

∂ρR =
2ρ0

(ρ+ ρ0)2
∂ζR ,

∂2
ρR =

4ρ0

(ρ+ ρ0)3

[
ρ0

(ρ+ ρ0)
∂2

ζ − ∂ζ

]

R ,
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temos que a equação de KG se escreve como

ζ2(1 − ζ)2∂2
ζR+ ζ(1 − ζ)2∂ζR

+

{[(

1

3
− ω

ρ0
+

3

4

ω2

ρ2
0

)

E2 +

(
m

ρ0
− 3

2

mω

ρ2
0

)

E +
3

4

m2

ρ2
0

]

ζ2

+

[(

1

3
− 3

2

ω2

ρ2
0

)

E2 + 3
mω

ρ2
0

E − 3

2

m2

ρ2
0

]

ζ

+

(

1

3
+
ω

ρ0
+

3

4

ω2

ρ2
0

)

E2 −
(
m

ρ0
+

3

2

mω

ρ2
0

)

E +
3

4

m2

ρ2
0

}

R = 0 .

Definindo as seguintes constantes

A2
± =

{√
3

2

[(
2

3
± ω

ρ0

)

E ∓ m

ρ0

]}2

, (7.8)

B2 + y = E2 , (7.9)

encontra-se

ζ(1 − ζ)∂2
ζR+ (1 − ζ)∂ζR+

(

A2
+

ζ
+
B2 + y

1 − ζ
−A2

−

)

R = 0 .

Definindo,

R = ζiA+(1 − ζ)iBΛ(ζ) ,

∂ζR = ζiA+(1 − ζ)iB
[

Λ̇ + i

(
A+

ζ
− B

1 − ζ

)

Λ

]

,

∂2
ζR = ζiA+(1 − ζ)iB

{

Λ̈ + 2i

(
A+

ζ
− B

1 − ζ

)

Λ̇

+

[
2BA+

ζ(1 − ζ)
+
iA+(iA+ − 1)

ζ2
+
iB(iB − 1)

(1 − ζ)2

]

Λ

}

,

onde adotou-se Λ̇ = ∂ζΛ.

Segue que

ζ(1 − ζ)Λ̈ + {1 + 2iA+ − [2i(A+ +B) + 1]ζ}Λ̇

+

[

A2
+ + 2BA+ +

(1 − ζ)B2 + y − iB

1 − ζ
−A2

−

]

Λ = 0 .

Sendo y = iB, temos que

ζ(1 − ζ)Λ̈ + [d− (a+ b+ 1)ζ]Λ̇ − abΛ = 0 ,

onde

d = 1 + 2iA+ ,

a = i(A+ +B +A−) ,

b = i(A+ +B −A−) ,

B2 + iB = E2

iB± =
1

2
± iλ→ λ =

√

E2 − 1/4 .



87

Temos uma vez mais a equação diferencial hipergeométrica cuja a solução é dada

por,

Λ = C1F (a, b, d; ζ) + C2ζ
1−dF (a− d− 1, b− d+ 1, 2 − d; ζ) ,

R =

(
2ρ0

ρ+ ρ0

)iB+

[(
ρ− ρ0

ρ+ ρ0

)iA+

C1F (a+, b+, d+; (ρ− ρ0)/(ρ+ ρ0))

+

(
ρ− ρ0

ρ+ ρ0

)−iA+

C2F (a−, b−, d−; (ρ− ρ0)/(ρ+ ρ0))

]

, (7.10)

onde

a± =
1

2
+ i

(

λ± 2√
3
E

)

=
1

2
+ i (λ± χ) ,

b± =
1

2
+ i

[

λ±
√

3

ρ0
(ωE −m)

]

=
1

2
+ i (λ± η) ,

d± = 1 ± 2iA+ = 1 ± i(χ+ η) .

Nestas expressões, foi usado B+ e C1,2 são constantes de integração.

Solução aproximada perto do horizonte (ρ = ρ0 + δ → δ << 1):

A equação (7.7) se escreve como,

δ2∂2
δR+ δ∂δR+A2

+R = 0 .

Definindo R = δq, encontra-se

q2 +A2
+ = 0

q± = ±iA+ .

A função R será

R = A1e
iA+ ln(ρ−ρ0) +A2e

−iA+ ln(ρ−ρ0) , (7.11)

onde A1 e A2 são constantes de integração.

Solução exata perto do horizonte:

A equação (7.10) se escreve como

R ≈
(

1

2ρ0

)iA+

C1e
iA+ ln(ρ−ρ0) +

(
1

2ρ0

)−iA+

C2e
−iA+ ln(ρ−ρ0) , (7.12)

pois F (a, b, d; δ/2ρ0) ≈ F (a, b, d; 0) = 1.

Comparando as equações (7.11) e (7.12), deduzimos que

A1 =

(
1

2ρ0

)iA+

C1 ,

A2 =

(
1

2ρ0

)−iA+

C2 . (7.13)

Solução aproximada no limite assintótico (ρ→ ∞):
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A equação (7.7), r2 ≈ ρ2, se escreve como,

ρ2∂2
ρR+ 2ρ∂ρR+ E2R = 0 ,

sendo R = ρp, obtém-se

p2 + P + E2 = 0

p± = −iB∓ ,

e

R = B1ρ
−iB+ +B2ρ

−iB− , (7.14)

onde B1 e B2 são constantes de integração.

Solução exata no limite assintótico (ρ→ ∞):

A equação (7.10) se escreve como

R ≈
(

2ρ0

ρ

)iB+

[C1F (a+, b+, d+; 1)

+C2F (a−, b−, d−; 1)] .

Utilizando a fórmula de transformação das funções hipergeométricas (6.32), tem-se

que

d± − b± − a± = −2iλ ,

d± − a± =
1

2
− i(λ∓ η) =

1

2
− iα∓ ,

d± − b± =
1

2
− i(λ∓ χ)) =

1

2
− iβ∓ .

Logo,

R =




Γ(1 + 2iA+)C1

Γ
(

1
2 − iα−

)

Γ
(

1
2 − iβ−

) +
Γ(1 − 2iA+)C2

Γ
(

1
2 − iα+

)

Γ
(

1
2 − iβ+

)





× Γ(−2iλ)

(
ρ

2ρ0

)−iB+

+




Γ(1 + 2iA+)C1

Γ
(

1
2 + iα+

)

Γ
(

1
2 + iβ+

) +
Γ(1 − 2iA+)C2

Γ
(

1
2 + iα−

)

Γ
(

1
2 + iβ−

)





× Γ(2iλ)

(
ρ

2ρ0

)−iB−

. (7.15)

Comparando as equações (7.14) e (7.15), e utilizando (7.13), temos que

B1 =




Γ(1 + 2iA+) (2ρ0)

i(B++A+)

Γ
(

1
2 − iα−

)

Γ
(

1
2 − iβ−

) A1 +
Γ(1 − 2iA+) (2ρ0)

i(B+−A+)

Γ
(

1
2 − iα+

)

Γ
(

1
2 − iβ+

) A2





× Γ(−2iλ) ,

B2 =




Γ(1 + 2iA+) (2ρ0)

i(B−+A+)

Γ
(

1
2 + iα+

)

Γ
(

1
2 + iβ+

) A1 +
Γ(1 − 2iA+) (2ρ0)

i(B−−A+)

Γ
(

1
2 + iα−

)

Γ
(

1
2 + iβ−

) A2





× Γ(2iλ) . (7.16)
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Temos que A1 → Aem , A2 → Ain , B2 → Bem , B1 → Bin.

7.2 Cálculo da temperatura

Por apresentar uma solução exata bem comportada em todo o espaço, podemos utilizar

o procedimento de calcular a temperatura via o coeficiente de reflexão. As funções

definidas na geometria determinada por estes buracos negros obedecem as condições

de contorno já expostas em casos anteriores.

Cálculo dos fluxos:

• Para Fρ em
rH

:

Fρ em
rH

=
2π

i
gρρ
rH

(Rem
δ )∗

↔
∂ρ R

em
δ ,

onde δ = ρ− ρ0.

Utilizando a solução (7.11), temos

∂ρR
em
δ = ∂ρAem(ρ− ρ0)

iA+

= iAemA+(ρ− ρ0)
iA+−1 ,

∂ρ (R em
δ )∗ = ∂ρA

∗
em(ρ− ρ0)

−iA+

= −iA∗
emA+(ρ− ρ0)

−(iA++1) .

Logo,

Fρ em
rH

≈ 2π

i
2 ρ0δ (R em

δ )∗
↔
∂ρ R

em
δ

= 4π(χ+ η)ρ0AemA
∗
em . (7.17)

• Para Fρ in
∞ :

F ρ in
∞ =

2π

i
gρρ
∞
(

R in
∞
)∗ ↔
∂ρ R

in
∞ .

Utilizando a solução (7.14), temos

∂ρR
in
∞ = ∂ρBinρ

−(iλ+1/2)

= −Bin

(

iλ+
1

2

)

ρ−(iλ+3/2) ,

∂ρ

(

R in
∞
)∗

= ∂ρB
∗
inρ

iλ−1/2

= B∗
in

(

iλ− 1

2

)

ρiλ−3/2 .

Portanto,

F ρ in
∞ = −4πλBinB

∗
in . (7.18)
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• Para Fρ in
rH

:

F ρ in
rH

=
2π

i
gρρ
rH

(

R in
δ

)∗ ↔
∂ρ R

in
δ ,

onde δ = ρ− ρ0.

Utilizando a solução (7.11), temos

∂ρR
in
δ = ∂ρAin(ρ− ρ0)

−iA+

= −iAinA+(ρ− ρ0)
−(iA++1) ,

∂ρ

(

R in
δ

)∗
= ∂ρA

∗
in(ρ− ρ0)

iA+

= iA∗
inA+(ρ− ρ0)

iA+−1 .

Logo,

Fρ in
rH

≈ 2π

i
2 ρ0δ

(

R in
δ

)∗ ↔
∂ρ R

in
δ

= −4π(χ+ η)ρ0AinA
∗
in . (7.19)

Os coeficientes de reflexão e transmissão serão dados por

R =
AemA

∗
em

AinA∗
in

,

T =
λ

(χ+ η)ρ0

BinB
∗
in

AinA∗
in

,

onde

AemA
∗
em =

|Γ
(

1
2 + iα+

)

|2|Γ
(

1
2 + iβ+

)

|2

|Γ
(

1
2 + iα−

)

|2|Γ
(

1
2 + iβ−

)

|2
AinA

∗
in ,

BinB
∗
in =

|Γ(1 + 2iA+)|2|Γ(2iλ)|2

|Γ
(

1
2 + iα+

)

|2|Γ
(

1
2 + iβ+

)

|2






1 −

|Γ
(

1
2 + iα+

)

|2|Γ
(

1
2 + iβ+

)

|2

|Γ
(

1
2 + iα−

)

|2|Γ
(

1
2 + iβ−

)

|2







2

× 2ρ0AinA
∗
in .

Utilizando as relações da função Γ (5.34), encontra-se

AemA
∗
em =

coshπβ− coshπα−
coshπβ+ coshπα+

AinA
∗
in ,

BinB
∗
in =

ρ0(χ+ η)

λ

sinh 2πA+ sinh 2πλ

coshπβ+ coshπα+
AinA

∗
in .

Assim sendo,

R =
coshπβ− coshπα−
coshπβ+ coshπα+

=
coshπ(λ− χ) coshπ(λ− η)

coshπ(λ+ χ) coshπ(λ+ η)
, (7.20)

T =
sinh 2πA+ sinh 2πλ

coshπβ+ coshπα+
=

sinhπ(χ+ η) sinh 2πλ

coshπ(λ+ χ) coshπ(λ+ η)
. (7.21)



91

Utilizando as relações trigonométricas (6.40) encontra-se que,

R + T =
coshπ(λ− χ) coshπ(λ− η) + sinhπ(χ+ η) sinh 2πλ

coshπ(λ+ χ) coshπ(λ+ η)

=
sinhπ(χ+ η) coshπλ sinhπλ+ coshπ(χ+ η) sinh2 πλ

coshπ(λ+ χ) coshπ(λ+ η)

+
coshπχ coshπη

coshπ(λ+ χ) coshπ(λ+ η)

=
coshπ(λ+ χ) coshπ(λ+ η)

coshπ(λ+ χ) coshπ(λ+ η)
= 1 ,

i.e., a condição de normalização (3.44) é satisfeita.

No limite de altas frequências, E → ∞,

λ =
√

E2 − 1/4 ≈ E ,

η =

√
3

ρ0
(ωE −m) ≈

√
3
ω

ρ0
E ,

χ =
2√
3
E ,

χ± λ =
2√
3
E ± E > 0 ,

η − λ =
√

3
ω

ρ0
E − E :

para ω >
ρ0√
3
→ η − λ > 0 ,

para ω <
ρ0√
3
→ η − λ < 0 e η + λ







> 0 para ω > −ρ0/
√

3 ,

= 0 para ω = −ρ0/
√

3 ,

< 0 para ω < −ρ0/
√

3 ,

para ω =
ρ0√
3
→ η − λ = 0 .

Por se tratar de um buraco negro com rotação precisamos fazer as mesmas análises

do caso estudado para o buraco negro dilatônico linear com rotação. Este caso é um

pouco mais delicado: como pode ser observado na métrica (7.4) este buraco negro não

tem um limite para ergosfera sendo então deduzido que a ergosfera se estende até o

infinito não podendo ter um observador estático na região r > rH , mas somente um

observador estacionário.

1. Energia positiva e negativa: Procedendo como no caso do dilaton linear com

rotação, temos que

cosh(χ± λ) ≈ e±π(2±
√

3)E/
√

3

2
,

cosh(η ± λ) ≈ e±π(
√

3ω±ρ0)E/ρ0

2
,

onde o sinal +(−) esta relacionada com a função Fρ in
∞ (Fρ em

rH
) com E > 0(E < 0).
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• Para ω ≥ ρ0/
√

3:

R =
coshπ(χ− λ) coshπ(η − λ)

coshπ(χ+ λ) coshπ(η + λ)

≈ e−2π(3ω+2ρ0)E/
√

3ρ0 .

Utilizando a relação de temperatura (3.48), encontra-se

TH = − E

lnR

=

√
3ρ0

2π(3ω + 2ρ0)
, (7.22)

que é a temperatura encontrada via gravidade superficial.

• Para −ρ0/
√

3 ≤ ω ≤ ρ0/
√

3:

R =
coshπ(χ− λ) coshπ(η − λ)

coshπ(χ+ λ) coshπ(η + λ)

≈ e−2π(2+
√

3)E/
√

3 ,

TH =

√
3

2π(2 +
√

3)
, (7.23)

que não é a temperatura dada pela gravidade superficial mas está de acordo

com ω = ρ0/
√

3 em (7.22).

• Para ω ≤ −ρ0/
√

3:

R =
coshπ(χ− λ) coshπ(η − λ)

coshπ(χ+ λ) coshπ(η + λ)

≈ e−2π(2ρ0−3ω)E/
√

3ρ0 ,

TH =

√
3ρ0

2π(2ρ0 − 3ω)
, (7.24)

que não é a temperatura dada pela gravidade superficial.

Na referência [78] mostra-se que todo caso para ω < 0 é provido de curvas tipo

tempo fechadas situadas no exterior do buraco negro, ρ > ρH , podendo ser detec-

tada por um observador nesta região, quebrando assim a causalidade. As situa-

ções aceitáveis são aquelas com ω > 0, cujos espectros de temperaturas são dados

por (7.22), para ω ≥ ρ0/
√

3, e (7.23), para 0 ≤ ω ≤ ρ0/
√

3, que estão de acordo com

a temperatura dada pela gravidade superficial para os limites ω → 0 e ω → ρ0/
√

3.

2. Energias positivas: Mantendo o conceito de que não podemos ter uma definição

de vácuo dentro da ergosfera, neste caso em todo o espaço pois a ergosfera pa-

rece se estender até o infinito, vamos seguir com o procedimento feito no capítulo

anterior.
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• Para ω ≥ ρ0/
√

3:

R =
coshπ(χ− λ) coshπ(η − λ)

coshπ(χ+ λ) coshπ(η + λ)

≈ e−4πE ,

TH =
1

4π
, (7.25)

que não é a temperatura obtida pela gravidade superficial.

• Para −ρ0/
√

3 < ω ≤ ρ0/
√

3:

R =
coshπ(χ− λ) coshπ(η − λ)

coshπ(χ+ λ) coshπ(η + λ)

≈ e−2π(ρ0+
√

3ω)E/ρ0 ,

TH =
ρ0

2π(ρ0 +
√

3ω)
, (7.26)

que não está de acordo com a gravidade superficial mas esta de acordo com

o caso ω = ρ0/
√

3.

• Para ω ≤ −ρ0/
√

3:

R =
coshπ(χ− λ) coshπ(η − λ)

coshπ(χ+ λ) coshπ(η + λ)

= e0 ,

TH → ∞ , (7.27)

que parece ser um caso de super-radiância.

Porém, como já foi dito antes, casos com ω < 0 não são fisicamente aceitáveis.

Mesmo que o fossem, estes casos não fariam sentido algum pois, pelo coeficiente

(7.20), para se ter R → 1 seria necessário E → 0, o que realmente não faz sentido.

7.2.1 Temperatura via anomalias

Como já foi discutido antes, trabalharemos com a ação de um campo escalar carregado

onde

S =

∫

d3x
√−gφ∗∇2φ

=

∫

d3xφ∗
{

−∂ρ

[

(ρ2 − ρ2
0)∂ρφ

]

+
1

ρ2 − ρ2
0

[

3∂2
ϕφ+ r2∂2

t φ+ (4ρ+ 6ω)∂t∂ϕφ
]}

.

Fazendo uma expansão no número quântico azimutal m na região próxima ao horizonte

(ρ→ ρ0), temos que

S =

∫

d2xφ∗m
{

−∂ρ

[

(ρ2 − ρ2
0)∂ρφm

]
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+
1

ρ2 − ρ2
0

[

−3m2φm + r2∂2
t φm + i(4ρ+ 6ω)m∂tφm

]}

≈
∫

d2x
(2ρ0 + 3ω)√

3
φ∗m

{

−∂ρ

[(

ρ2 − ρ2
0

2ρ0 + 3ω

)√
3∂ρφm

]

+
1√
3

(
2ρ0 + 3ω

ρ2 − ρ2
0

)[

∂tφm + im
3φm

(2ρ0 + 3ω)

]2
}

. (7.28)

Teremos

gtt = −g−1
ρρ = f(ρ) ,

f(ρ) =

(

ρ2 − ρ2
0

2ρ0 + 3ω

)√
3 ,

At(ρ) = − 3

(2ρ+ 3ω)
.

Seguindo os passos anteriores para um buraco negro com rotação, onde agora o

único fluxo de carga é representado pelo número quântico azimutal m, teremos o fluxo

de carga e do tensor momento-energia como sendo

a0 =
m2

4π
A2

t (ρH) +
π

12
T 2

H

=
m2Ω2

H

4π
+

π

12

( √
3ρ0

2π(3ω + 2ρ0)

)2

. (7.29)

Como em todos os casos estudados anteriormente, o fluxo de carga representa um po-

tencial químico quando se fala de física estatística, o que está perfeitamente de acordo

com a termodinâmica de buracos negros. A radiação Hawking é dada por uma dis-

tribuição de Planck, de um corpo negro, com os potenciais químicos para o momento

angular azimutal, m, e para a carga elétrica, e, dos campos irradiados pelo buraco

negro. Para uma distribuição bosônica o espectro é dado por

Ne,m =
1

eβ(ω−eΦH−mΩH) − 1
, (7.30)

onde ΩH é a velocidade angular em cima do horizonte, Φ é o potencial elétrico, que aqui

é zero, e β é o inverso da temperatura.

A termodinâmica de buracos negros a 3D, como os buracos negros BTZ, também

foram estudados via anomalias como mostra [79].

A equação (7.29) parece confirmar a equação (7.22), que nos fornece o valor da

temperatura obtida pela gravidade superficial. Isto, a princípio, nos leva a crer que de-

vemos considerar o sinal negativo para E, nos modos das funções de ondas emergentes

(Fρ em
∞ ), dentro da ergosfera, para buracos negros com rotação. Porém é preciso uma

análise quântica mais detelhada para se entender a escolha deste sinal negativo para

estes tipos de buracos negros com rotação estudados nesta tese.



Capítulo 8

Conclusão Geral

Ao longo desta tese procurou-se estudar e confirmar a relação da temperatura dos

buracos negros com a gravidade superficial, Tbn = κ/2π, para os buracos negros aqui

estudados. Fizemos primeiro uma revisão histórica das propriedades das soluções

clássicas de buracos negros obtidos no âmbito da relatividade geral. Estudamos depois

as leis da termodinâmica dos buracos negros, fazendo uma revisão um pouco mais

detalhada dos métodos de cálculo da temperatura dos mesmos. Utilizamos todos estes

métodos ao longo desta tese.

No capítulo 4 trabalhamos com as soluções assintoticamente planas da teoria EMD.

Confirmamos resultados encontrados pela gravidade superficial, para o caso da tem-

peratura, empregando os coeficientes de Bogoliubov para testar a primeira lei da ter-

modinâmica dos buracos negros. Foi feita uma análise mais quantitativa para o caso

extremo com γ = 0, o qual recai na ação das cordas heteróticas. Este é um caso inte-

ressante merecendo, assim, um estudo mais detalhado. Porém estas soluções assinto-

ticamente planas já estavam, de certo modo, bem estudadas [67, 68]: fizemos apenas

a confirmação destes resultados utilizando outro método ainda não empregado para

o cálculo da temperatura destes buracos negros, sendo utilizado o modelo de colapso

de uma casca esférica fina. Este capítulo serviu como uma prévia para a análise das

soluções não assimptoticamente planas derivadas nos capítulos seguintes.

No capítulo 5 começamos a trabalhar com as soluções estáticas que não são nem

assimptoticamente planas e nem assintoticamente AdS da teoria EMD. Como no caso

das soluções assintoticamente planas, os casos mais interessantes estão concentrados

na teoria dilatônica linear, γ = 0, que fornecem os espectros de temperatura mais

coerentes. Porém como estes buracos negros apresentam propriedades assintóticas

que não estamos habituados a trabalhar, isto gera dificuldade na interpretação dos

resultados, como no caso do vácuo dilatônico onde há a presença de uma carga escalar,

r0, e, também, por se tratar de um efeito da própria geometria não pode-se tirar uma
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interpretação mais clara do potencial elétrico. Vimos isso quando aplicamos o processo

de anomalias para o cálculo da temperatura para o caso γ = 0∀b 6= 0. Porém o caso γ =

b = 0 nos dá um bom exemplo de que não podemos simplesmente calcular a gravidade

superficial e empregá-la na definição de temperatura: devemos fazer o cálculo mais

detalhado das propriedades do campo quântico para saber se esta relação é válida ou

não. Foi mostrado neste caso que a relação da temperatura com a gravidade superfical

não é valida. Isso é um efeito da geometria do espaço-tempo estudado e não um efeito

termodinâmico, criação de partículas, como foi mostrado.

No capítulo 6 trabalhamos com o caso dilatônico linear com rotação, onde devemos

fazer uma analogia com o processo de Penrose para um partícula clássica que entra

na ergosfera com uma energia e sai com outra, muito embora o processo de criação

de partículas seja quântico. Supusemos que a partícula criada dentro da ergosfera

seja vista, por um observador no infinito futuro, com energia negativa. Supusemos a

energia negativa, para se ter ω < 0, para poder justificar o resultado da equação (6.42)

que coincide com o resultado obtido pela gravidade superficial. Devido aos resultados

encontrados, via o método de euclidianização da métrica, e via o método de anomalias,

tudo nos leva a crer que devemos aceitar este sinal negativo, em princípio para ω, e

fazer uma interpretação quântica mais detalhada para entender a razão deste sinal.

No capítulo 7 fizemos o estudo termodinâmico dos buracos negros topologicamente

massivos onde agora a ergoregião se estende até o infinito. Fica bem claro que a tem-

peratura via a gravidade superficial é a que faz sentido para este tipo de buraco negro

com rotação, ou seja, temos que levar em conta o sinal negativo para ω, neste caso para

E que representa os autovalores de energia, para os modos emergentes Fρem
∞ .

Entretanto, fica como uma futura proposta de trabalho fazer uma análise quântica

mais detalhada para estes buracos negros com rotação para podermos compreender

melhor esta escolha de sinal.

Finalmente, a maior contribuição que esta tese deixa é o de se entender como a

gravidade superficial se relaciona com a temperatura. O procedimento direto de cálculo

da temperatura utilizando a gravidade superficial pode conduzir a erros.
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