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Resumo

Existem varios métodos para calcular a temperatura de um buraco negro. O ob-
jetivo desta tese € estudar e aplicar estes métodos para os buracos negros da teoria
Einstein-Maxwell-dilaton (EMD), mais particularmente para os casos assintoticamente
plano e nao plano das solugdes dilaténicas lineares, incluindo a solugdo nao assintoti-
camente plana com rotacao.

Como resultado mostramos que a expressao que relaciona a gravidade superficial
com a temperatura (7, = x/27) nao € valida para todo caso nao assintoticamente plano
da teoria EMD. Para o caso dilatoénico linear com rotacao surge uma duvida com relacao
a definicao usual de temperatura a partir da gravidade superficial, podendo a mesma
ser re-obtida ao considerarmos um sinal negativo no auto-valor da energia. Isso parece
estar relacionado com a interpretacao da energia no ato da criacao do par de particula
e anti-particula na ergosfera, onde em princicio ndo podemos definir a nocao de vacuo.

Finalmente estudamos os buracos negros topologicamente massivos (BNTM) com
rotacao a 1+2 dimensoes, onde todas as peculiaridades que acontecem na interpretacao

da temperatura para o caso dilaténico linear com rotacdo persistem.
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Abstract

There are several methods to calculate the temperature of a black hole. The aim of
this thesis is to study and to apply these methods to calculate the temperature for black
holes of the Einstein-Maxwell-Dilaton (EMD) theory. We will treat more specifically the
cases of the linear dilaton, both for asymptotically flat and non asymptotically flat
solutions. This includes the non asymptotically flat solution with rotation, the linear
dilaton with rotation. We confirm some temperatures already known, calculated by the
traditional formula that relates the surface gravity « with the temperature through the
expression Ty, = x/2m. But it is shown that this relation connecting surface gravity and
the temperature can not be used directly in all situations.

One question in obtaining the temperature of a black hole appears in the case of
the linear dilaton with rotation, where everything seems to indicate, in order to recover
that relation, a negative sign must be considered.

Finally, we study the black holes of topologically massive gravity (TMG) with rota-
tion, in 1+2 dimensions. All the peculiarities that occur in the interpretation of tempe-

rature, in the case of linear dilaton with rotation also appear for these black holes.
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Capitulo 1

Introducao Geral

A teoria da relatividade geral (RG), criada por Einstein, conduziu a uma visao ge-
omeétrica do espaco-tempo onde a matéria determinaria a geometria. A teoria da RG é
regida pelas equacoes de Einstein que permitem solucdes que contém buracos negros.
Os buracos negros sao corpos com um campo gravitacional tao intenso que nada pode
escapar deles, nem mesmo a luz. Em um buraco negro, existe uma superficie que deli-
mita a regido onde pode haver escape e a regiao onde o escape para o infinito espacial
nao pode ocorrer. Esta superficie € chamada de horizonte de eventos

Tais objetos que contém uma regiao de limite de escape, o horizonte de eventos, sao
extremamente interessantes. Um observador que ultrapasse esta regidao esta comple-
tamente desconectado causalmente do universo exterior ao horizonte de eventos. Os
buracos negros contém uma singularidade escondida no interior do horizonte de even-
tos. O termo "escondido" se deve ao fato que um observador na regiao externa jamais
recebera um sinal vindo da regiao singular. Em certos casos, os buracos negros podem
conter uma regiao na qual € impossivel um observador se manter estatico. Por possuir
esta regido, chamada de ergosfera, o buraco negro pode perder energia pelo chamado
processo de Penrose.

Se ja nao bastassem estas peculiaridades existe, ainda uma belissima analogia en-
tre as leis da mecanica dos buracos negros e os principios da termodinamica estatistica.
Enquanto as propriedades anteriores surgem no contexto puramente classico da teoria,
a termodinamica € resultado da conjuncao da teoria classica e da teoria quantica de
campos.

De fato, quando se considera campos quanticos na proximidade dos buracos ne-
gros, efeitos novos, em relacdo a teoria quantica usual, formulada no espaco-tempo de
Minkowski, podem ser encontrados. Estes novos efeitos contrastam fortemente com as
nocoes classicas que estes objetos nos apresentam. Pois imagine um objeto que possa

sugar tudo que esteja na sua vizinhanca, devido ao seu campo gravitacional extrema-



mente forte. Agora, considere que este mesmo objeto crie particulas (ou melhor um par
de particula e anti-particula) nas proximidades do seu horizonte de eventos. Por ter
este efeito quantico, um objeto que s6 faria "engordar”, sugando tudo que ultrapasse
o horizonte de eventos, € agora obrigado entrar numa "dieta fatal", podendo evapo-
rar, devido ao processo de criacdao de particulas, até desaparecer por completo. Este
processo € chamado evaporacao de buracos negros, e surge do fato de se considerar
campos quanticos no espaco-tempo (classico) gerado por um buraco negro. Porém, €
preciso ainda uma teoria quantica da gravitacao mais completa e precisa para se tentar
confirmar e resolver alguns problemas causados por este efeito, a evaporacao completa
do buraco negro, como o paradoxo da perda de informacao [1].

Este efeitos quanticos transformam o que era uma simples analogia em uma relacao
extremamente intima entre os buracos negros e os principios termodinamicos. Nos
descreveremos isto mais em detalhes posteriormente.

Varias solucoes das equacoes de Einstein contendo buracos negros ja foram en-
contradas. Elas podem ser assintoticamente planas, ou seja, a regiao localizada a
uma distancia muito grande do buraco negro € descrita pela métrica de Minkowski,
ou ainda assintoticamente anti-deSitter (AdS), isto €, solucdes das equacdes de Eins-
tein com constante cosmologica (negativa), onde o limite assintético espaco-temporal
€ descrito pela métrica AdS, uma regiao com curvatura constante. Varias outras situ-
acoes ja foram encontradas na literatura. Estas diferentes possibilidades surgem de
acoplamentos especificos entre a gravitacao a outros campos.

Trabalharemos nesta tese com solucgdées da teoria Einstein-Maxwell dilaténica
(EMD) sendo a gravitacao acoplada a um campo escalar e a um campo eletromagnético.
Em principio, o campo eletromagnético podera também se acoplar nao trivialmente ao
campo escalar, o chamado dilaton. Esta teoria permite solucdes assintoticamente pla-
nas, mas também solucdes que nao sio nem assintoticamente planas e nem assintoti-
camente AdS. Tal configuracao apresenta um interesse particular devido a sua conexao
com teorias fundamentais, em particular com as teorias de cordas.

O objetivo desta tese € estudar as propriedades termodinamicas das solucoes da
teoria EMD. Mais especificamente, nos dedicaremos ao calculo da temperatura dos
buracos negros que resultam desta teoria. Varios métodos de calculo da temperatura
de um buraco negro serao abordados e comparados. Verificaremos que, se por um lado
em varias situacoes a temperatura obtida através da gravidade superficial € confirmada
por um calculo mais rigoroso, por outro existem varios casos onde isto nao ocorre:
diferentes métodos de calculo de temperatura conduzem a diferentes resultados.

Nesta tese nos vamos mostrar, em primeiro lugar, que a temperatura para um caso
especial dos buracos negros dilatonicos lineares nao assintoticamente planos € nula,

apesar de sua gravidade superficial nao o ser. Da mesma forma, nos casos de buracos



negros com rotacao estudados nesta tese, para que a temperatura obtida através de
um calculo quantico mais rigoroso esteja de acordo com a temperatura via gravidade
superficial € preciso uma interpretacao intuitiva do sinal da energia. Faremos a analise
da temperatura dos buracos negros da teoria EMD, assintoticamentes planos e nao
planos, aplicando varios métodos de calculo de temperatura, ainda nao empregados
na literatura para estes buracos negros. Confirmamos os valores de temperatura para
alguns casos; para outros casos, mostramos que € preciso fazer uma analise quan-
tica mais detalhada antes de levar em consideracao a relacao gravidade superficial e
temperatura, relacdo que nao pode ser aplicada diretamente.

Esta tese esta dividida da maneira descrita a seguir.

O capitulo 2 sera dedicado a uma breve introducao histérica sobre as solucoes de
buracos negros seguida da secao sobre a termodinamica de tais objetos.

No capitulo 3 serao exibidos os métodos utilizados para se encontrar a tempera-
tura dos buracos negros. Os métodos ai descritos serao utilizados posteriormente no
decorrer desta tese.

No capitulo 4 nos descreveremos a solucao assintoticamente plana da teoria EMD e
acharemos a temperatura destes buracos negros. Aplicaremos o modelo de colapso de
uma casca esférica fina, calculando os coeficientes de Bogoliubov. Faremos também a
analise dos casos extremos destas solucoées.

O capitulo 5 sera dedicado a analise termodinamica das solucdes estaticas nem
assintoticamente planas e nem assintoticamente AdS da teoria EMD onde o parametro
de massa da solucao é feito igual a zero. Do ponto de vista classico, tal caso perma-
nece nao trivial e admite uma temperatura nao nula quando € feita analise utilizando
a gravidade superficial. Porém quando € feita a analise empregando campos quanticos
chega-se a conclusao de que nao ha criacao de particulas e portanto nao ha um es-
pectro de temperatura, que deve portanto ser nula. Estes efeitos sdo consequéncias da
geometria desta solucao. Um aspecto interessante deste estudo € que podemos ser con-
clusivos devido ao fato da equacao de Klein-Gordon admitir uma solucao exata em todo
espaco, contrariamente ao que ocorre usualmente em estudos quanticos envolvendo
buracos negros assintoticamente planos.

No capitulo 6 estudaremos o caso dilatonico linear com rotacao. A presenca da
ergosfera requer uma interpretacao mais cuidadosa para a obtencao da temperatura:
temos que levar em conta os efeitos quanticos dentro da ergosfera para poder chegar a
temperatura habitual encontrada pela gravidade superficial. Porém, existem possiveis
ambiguidades, pois nao se pode ter um vetor de Killing estatico e assim definir um
estado de vacuo. Isto impede uma analise mais rigorosa do valor da temperatura, e
temos que nos restringir a uma analise mais intuitiva do calculo desta temperatura.

O capitulo 7 € constituido do calculo da temperatura para outro buraco negro com



rotacao. Este buraco negro provém do termo de Chern-Simons acoplado a gravitacao,
em um espaco tridimensional. As solu¢oes nao sao nem assintoticamente planas e nem
assintoticamene AdS a 1+2 dimensédes. As mesmas dificuldades que aparecem na caso
dilaténico linear a 1+3 dimensodes persistem neste caso.

No capitulo 8, apresentamos nossas conclusoes e perspectivas futuras.



Capitulo 2

Buracos Negros

Neste capitulo faremos uma pequena introducao sobre a nocao de buracos negros e

uma breve exposicao das conexoes entre os buracos negros e as leis da termodinamica.

2.1 Introducao

Em 25 de novembro de 1915, Einstein apresentou a Academia Prussiana (PAW) a versao

final das equacdes de campo da gravitacao [2]. Elas se escrevem
1
G* = RM — 5 g“R = KTH | (2.1)

onde G* é o tensor de Einstein da gravitacdo, K = 87G/c* é a constante de Einstein da
gravitacao, G € a constante de Newton da gravitacao e c € a velocidade da luz no vacuo.
Essas equacoes mostram que a distribuicao de matéria, 7*”, determina a geometria do
espaco-tempo, G*”.

A partir de agora iremos trabalhar no sistema de unidades naturais, h =c=G =1,
K =38m.

Pouco tempo depois, em janeiro de 1916, o alemao Karl Schwarzschild, que na
época se encontrava no exército alemao na frente russa na 1° guerra mundial, obteve
a primeira solucao exata da teoria da relatividade geral para um corpo com simetria
esférico. Essa solucdo, hoje conhecida como solucdo de Schwarzschild, conduz ao

seguinte formato para a métrica quadri-dimensional:
2M 2M\ !
ds? = <1 — ) dt? — <1 — ) dr? — r2d0? | (2.2)
T T

sendo dQ? = df?+sin? fdy? € a parte angular da métrica e M é a massa de uma particula
pontual. Surge assim o famoso raio de Schwarzschild r; = 2M, que discutiremos com
mais detalhes posteriormente.

Esta € a unica solucao com simetria esférica das equacdes de Einstein sem fonte
(teorema de Bhikorff [3], 1923).



Durante muito tempo a regiao 0 < r < 2M foi desprezada, considerada nao fisica,
pois a superficie definida por » = 2M era considerada uma verdadeira singularidade.
Além do mais, r = 2M se situa no interior do raio de uma estrela ordinaria, r., sendo a
solucao de Schwarzschild uma solucao de campo exterior. A extensao analitica maxima
da métrica (2.2), como a primeira transformacao de coordenadas feita por Lemaitre [4]
em 1933, e a obtida por Kruskal [5] e Szekeres [6], de maneira independente em 1960,
mostra que r = 2M nao € uma verdadeira singularidade mas sim uma singularidade de
coordenadas.

Em trabalhos independentes, Reissner [7] em 1916 e Nordstrém [8] em 1918 encon-
traram a solucao exata da gravitacao acoplada a uma fonte eletromagnética, conhecida
como equacoes de Einstein-Maxwell. Esta solucao ficou conhecida como solucao de
Reissner-Nordstrom. Ela descreve um corpo esférico carregado de carga ) e massa M.

A métrica quadri-dimensional se escreve, neste caso, como
2 oM 2
ds* G——+Q?>ﬁ2—< 44,+§L dQ—TMQQ. (2.3)

Observa-se que esta métrica possui duas singularidades de coordenadas em r+ = M +
M? — Q2.

Esta € a unica solucao estatica das equacoes de Einstein com fonte [9].

Na década de 30 varios autores estudaram a possibilidade de estrelas colapsarem,
como os autores das referéncias [10-12], e formarem um "buraco negro". O que cha-
mamos aqui de "buraco negro" corresponde a situacao onde o raio de Schwarzschild
possuiria valor maior que o raio da estrela.

Em 1958 David Finkelstein [14] introduziu o conceito de horizonte de eventos,
nome dado pelo fisico Wolfgang Rindler, apresentando as coordenadas de Eddington-
Finkelstein, baseado no trabalho de Eddington [13]. Ele mostrou que » = 2M na métrica
(2.2) nao € uma verdadeira singularidade mas sim uma fronteira sem volta entre a re-
gido exterior r > 2M e a regido interior 0 < r < 2M. Ou seja, toda a informa¢ao que um
observador no exterior pode receber foi criada em r > 2M e toda a informacao na regiao
0 < r < 2M é desconectada causalmente para um observador na regiao exterior.

Em 1963 Kerr estende o trabalho de Finkelstein encontrando a solucao das equa-

c¢oes de Einstein sem fonte com rotacao [15],

s 2
w2:<h>ﬁ = sin® 0dedy? — T dr?
p? p
2 29
p2d02 — [(7"2 + a2> — Ad?sin® 0} sin ——dyp 2 , (2.4)

onde r; = 2M € o raio de Schwarzschild, a = J/M € o momento angular por unidade de

massa, p> =12 +a’cos’f e A =12 —2Mr + a’.



Carter [16] e Robinson [17] mostraram que todo buraco negro estacionario e axis-
simétrico, sem fonte, é caracterizado somente por dois parametros: sua massa e seu
momento angular. Sua métrica € dada pela solucao de Kerr.

Observa-se que ha uma singularidade em A = 0, o que nos fornece
re =M+ VM2 —a? . (2.5)

Novamente, tal condicao corresponde a singularidades de coordenadas e ri, como no
caso da meétrica (2.3), sao os horizontes externo e interno determinados pela extensao
analitica.

Pelo invariante de Riemann R"‘ﬁl“’RaﬁW a Unica singularidade intrinseca esta em

p =0 que acontece em r = cos = 0. Em coordenadas cartesianas isto significa

Temos, portanto, um anel de singularidade com raio a que se situa no plano equatorial
z = 0. De fato, isto pode ser visto a partir da métrica (2.4) impondo a condicao r = 0,
¢ = 5. Para uma hiper-superficie a tempo constante, isto implica, considerando o termo
dominante, que

ds® ~ —2Ta2dg02 . (2.6)

Logo, todo anel de raio igual a a diverge quando » — 0. Nesta regiao, os invariantes de
curvatura também divergem, revelando uma verdadeira singularidade.

Buracos negros com rotacao contém algumas propriedades interessantes sobre as
quais vamos nos deter um pouco mais. Uma delas esta no fato que, diferente dos casos
de Schwarzschild e Reissner-Nordstrém, g, = 0 nao fornece os horizontes de eventos

antes determinados. Ao contrario, esta condicao define a ergosfera. De fato,

gt = 0
rsT
1-—= =0
2
re(e) = ME+VM?—a?cos?6 2.7)

onde o sinal + representa uma superficie limite de um espaco-tempo estacionario e
a regiao vy < r < ry(e) € denominada ergosfera, uma regiao na qual o espaco-tempo
rotaciona, inclusive a luz, no sentido da rotacao do buraco negro. Note que g4 = 0
coincide com o horizonte de eventos somente nos poélos § =0 e 6 = .

Um buraco negro € entendido normalmente como sendo uma regiao do espaco-
tempo onde a gravidade é tao forte que nada pode escapar, nem mesmo a luz. Mas
em 1969 Roger Penrose [18] notou que se pode extrair energia de buracos negros com
rotacao, ou seja, com ergosfera. O processo originalmente concebido por Penrose para

ilustrar a maneira pela qual a energia pode ser extraida do buraco negro de Kerr € o
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seguinte: uma particula que chega na ergosfera por uma geodésica tipo tempo decai
em dois fétons, um dos quais entra numa trajetéria de energia negativa e atravessa
o horizonte de eventos, enquanto o outro escapa para o infinito carregando parte da
energia de rotacao do buraco negro. O maximo de energia que poderia ser extraida por

este processo seria

1/ M
AE = = -1 2.
2 (Mirr ) ’ ( 8)
onde
M? MLy g2
My = A| — - — .
\l 2 + 4 4 @9

€ a massa irredutivel do buraco negro.

O impotante aqui € enfatizar que este mecanismo € puramente classico e que nao
prevé qualquer extracao de energia de buracos negros sem rotacao como pode ser visto
imediatamente fazendo J = 0 na equacao acima.

Para uma revisao mais detalhada sobre estas propriedades € recomendavel a leitura
das referéncias [27-29].

Sendo a métrica de Kerr uma extensao da métrica de Schwarzschild, em 1965 Ezra
Newman e colaboradores [19] fazem a extensdao da meétrica de Reissner-Nordstrom e

produzem a métrica,

A 2a(2Mr — Q? 2
ds? (26> dt* + —a( 7; @) sin? 0dt?dyp? — P ar?
p p A
2 192 2 2\? 2. 2] s0%0
— p°db® — {(r +a ) — Aa” sin 0} > dy* | (2.10)

uma solucao carregada de carga (), com momento angular J e massa M. Temos as

definicoes,
A = (r—r+)(r—7“_):r2—2Mr+a2+Q2 ,
Y v
Ale) = (T—TSf))(T—T(f)):r2—2Mr+Q2+a200529 ,
rgf) = M:l:\/MQ—QQ—QQCOSQH

Essa solucao tem propriedades analogas a da métrica de Kerr. Ela é conhecida como a
métrica de Kerr-Newman.

A solucao de Kerr-Newman € a unica solucao de buraco negro estacionario e axis-
simétrico com fonte [20].

Em dezembro de 1967 John Wheeler cunha a expressao "buraco negro".

Tais buracos negros sao caracterizados pelo teorema do "No Hair" , nome originado
de um comentario feito pelo mesmo John Wheeler, que disse que "os buracos negros

nao tém nenhum cabelo" [21]. Isto quer dizer, por um postulado da astrofisica, que
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todas as solucoes de buracos negros das equacoes de Einstein-Maxwell da gravitacao e
do eletromagnetismo na relatividade geral podem ser completamente caracterizados por
somente trés parametros classicos observados por um observador na regiao exterior do
buraco negro (r > ry): massa, carga elétrica e momentum angular. Toda informacéao
restante sobre a matéria que deu origem ao buraco negro esta contida dentro dele e
"desaparece" atras do horizonte de eventos do buraco negro e, consequentemente, €
inacessivel aos observadores externos. A carga magnética, se detectada como predita
por algumas teorias, daria forma ao quarto parametro possuido por um buraco negro
classico.

Logo pode-se sumarizar estas quatro solucoes na seguinte tabela:

sem rotacao (J = 0) | com rotacao (J # 0)
sem carga (@ = 0) Schwarzschild Kerr
com carga (@ # 0) | Reissner-Nordstrom Kerr-Newman

Lembramos que estas quatro solucoes classicas sao assintoticamente planas. Isto
quer dizer que no infinito espacial todas estas métricas se reduzem a métrica de Min-
kowski.

Porém, existem solucdées com o comportamento assintético diferente, como por
exemplo as solucdes de deSitter(dS) e anti deSitter(AdS) que provém das equacoes de
Einstein com constante cosmologica A,

1
5 guuR - g[,LVA = HTMV ) (2.11)

R,, — 5

sendo dS(AdS) para A > 0(A < 0). O comportamento assintético para tais solucoes €

Ar

ds? = — dt*> — - dr?* — r2dQ* (2.12)

que nao sao assintoticamente planas mas sim dS ou AdS. Como por exemplo a métrica
de Schwarzschild deSitter

oM A oM Ar2\ !
ds? — (1 A g ) a2 — (1 2y ;) dr? — r2d0% (2.13)
T

Uma questao importante, e ainda hoje um problema em aberto em relatividade
geral, € a existéncia de uma definicao satisfatoria de energia. Muitos trabalhos ja fo-
ram feitos em relacdo a este problema que consiste, essencialmente, em definir um
equivalente gravitacional da densidade de energia-momento 7#” da matéria. Porém,
as quantidades obtidas sdao pseudotensores e estes dependem de uma escolha de re-
ferencial. Por isso, tais quantidades nao sao consideradas satisfatérias. Parece ser
impossivel obter uma definicao local de energia em relatividade geral: pelo principio
de equivaléncia, n6és podemos sempre escolher, em um ponto qualquer, um referencial

localmente inercial no qual o campo gravitacional € nulo.
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Existem, porém, definicées que permitem calcular a massa € o momento angular
no infinito. Nos casos onde o espaco-tempo € assintoticamente plano, a definicao mais
utilizada é a de Arnowitt, Deser e Misner (ADM) [22]. Para espacos-tempos assintotica-
mente AdS, mencionamos a definicao de Abott e Deser [23] que adapta o método ADM
a esta situacao.

Porém ao longo desta tese vamos trabalhar com soluc¢oes provenientes da teoria
Einstein-Maxwell-Dilaton(EMD) que além das solucdes assintoticamente planas per-
mite solucdes que nao sao assintoticamente planas e, além do mais, diferem naquele
limite assintoético dos casos dS ou AdS.

A impossibilidade de poder definir uma energia local, levou ao conceito de energia
quasi-local, que é energia associada a uma superficie bidimensional do tipo-espaco.
Isto permite definir a energia e o momento angular destes tipos de espaco-tempo que
nao sao nem assintoticamente planos e nem assintoticamente AdS (sendo Penrose o
primeiro a introduzir o conceito de energia quasi-local [24]).

Para um estudo mais aprofundado sobre este assunto é fortemente recomendavel
as referéncias [25, 26] e as referéncias ali contidas.

Um buraco negro € entendido normalmente como sendo uma regiao do espaco-
tempo onde a gravidade ¢é tao forte que nada pode escapar, nem mesmo a luz. Lembra-
mos que a definicao de buraco negro nao provém da nocao de singularidade mas sim
da nocao de horizonte de eventos.

A nocao de singularidade em relatividade geral é entendida como a divergéncia de
curvatura do espaco-tempo. Porém uma definicado mais geral de singularidade é quando
0 espaco-tempo possui ao menos uma geodésica que nao possa ser prolongada até um
valor finito do parametro afim desta geodésica (existe uma singularidade no final desta

geodésica). Ou seja, o espaco-tempo € geodesicamente incompleto.

2.2 Termodinamica de buracos negros

No inicio dos anos 70, para analisar a perda de informacao na formacao de um buraco
negro, Bekenstein [30, 31] formulou uma termodinamica classica de buracos negros.

Utilizando a métrica de Kerr-Newman, ele obteve
dM = tgdA + QgdJ + ®xdQ (2.14)

onde 7y, Qg e &y denotam a tensao superficial, a velocidade angular e o potencial
elétrico sobre o horizonte de eventos, respectivamente. Além disto, M, A, J e ) sao a
massa, a area, o momento angular e a carga do buraco negro.

Pouco tempo depois Smarr [33] obteve a formula exata como sendo

MZQTHA+QQHJ+<I)HQ , (2.15)
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mostrando a analogia entre as leis da mecanica dos buracos negros e as relacoes usuais
da termodinamica.

Vamos rever agora a obtencao da formula de Smarr.

Komar [34], utilizando a relacao entre leis de conservacao e as propriedades de in-
variancia das leis fisicas sob certos grupos de transformacoes de simetria, estabeleceu

o fluxo generalizado de energia dado por
EF =287 -, (2.16)

onde (;) € a derivada covariante relacionada a uma métrica g,,, qualquer e £ € o gerador
de uma certa translacao infinitesimal do sistema de coordenada, z'* = z# — {#(z). O
termo entre parénteses € anti-simétrico, em relacao aos indices i € v, 0 que garante a
conservacao covariante do fluxo,

V.E' =0

Na forma integral, a lei de conservacao do fluxo permite definir a energia total [34],

1
BO) = 5 / E"dS,
1
S Ve 2.17
SCAGCE 21

onde K € a constante da gravitacao de Einstein e dS, € o elemento de volume, covari-
ante, de uma dada hiper-supeficie ¥, tipo espaco.

Pode-se escrever, utilizando a lei de Gauss, a integral (2.17) como sendo

1 14
E(€) = 87]22 dSuVHE (2.18)

onde dS,, € o elemento de area, covariante, da superficie fechada 0X.

Sabe-se que na relatividade geral o vetor responsavel pela variacao infinitesimal de
um sistema de coordenadas, e que matém a métrica invariante por tais transformacoes
infinitesimais, € o vetor de Killing. Ele € tal que dg,, — V,§ + V,§, = 0.

Todo vetor que satisfaz a chamada equacéao de Killing,
V& + Vo€ =0 (2.19)

¢ denominado de vetor de Killing. O vetor de Killing € o gerador de isometrias (ou do
"grupo de movimento") da variedade, ou seja, ele expressa a invarancia do sistema por
uma dada translacao infinitesimal espacial ou temporal, ou ainda por rotacao, sobre a
variedade.

Para um buraco negro com rotacao o campo de Killing € dado por

Xp =&+ Qumy, (2.20)
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onde ¢, e m, sao os vetores de Killing relacionados a invariancia sobre uma translacao
temporal e a simetria axial do buraco negro.

Logo a equacao do fluxo (2.16) pode ser escrita como
EM = 41 = 4€°RE (2.21)
onde foi usado o lema relativo ao vetor de Killing

V,Vui§ = RY 087 (2.22)
V,VE = R 567, (2.23)

sendo R” ,,, 0 tensor de Riemann e R o tensor de Ricci.

Assim, se {* for um vetor de Killing, F* € identicamente nulo em pontos onde nao
ha matéria, pois pelas equacoes de Einstein R: = 0, ou seja, nos espacos que sao
assintoticamentes planos no infinito espacial (r — oc) ndao ha fluxo de energia, como se
deveria esperar.

Pode-se, de forma similar ao que foi feito para o caso da energia, encontrar o mo-
mento angular trocando o vetor de Killing ¢ pelo vetor de Killing m, e aplicar a integral

de Komar, onde encontra-se
1
J=—— / 45, V,Vim? 2.24)
81 Jx

sendo J o momento angular total do espaco-tempo.
Porém, para um buraco negro, tem-se um termo adicional de integral de superficie,
no qual a superficie fechada (H) € o contorno do horizonte de eventos. Para um buraco

negro a energia total()M) € a massa do buraco negro, dada por

1 1
- v rey v Hey ’ .
M 1 /dS“V VHE +8 j{ IS AYARS (2.25)

onde ¥ é a hipersuperficie do espaco-tempo.
Utilizando o lema relativo ao vetor de Killing (2.23), na primeira integral, e o vetor

de Killing para um buraco negro com rotacao (2.20), na segunda integral, encontra-se
1 1
M= — [ dS,R" ¢ —de B (X — Qm?
47T/2 m v +87l’ o uuv (X HM )
Empregamos a forma alternativa das equacoes de Einstein,
SH
R!, =8 <T#—2”T> )

e particularizamos para o caso em que o tensor do campo de matéria € o tensor
momento-energia do campo eletromagnético, a quatro dimensoes 7' = 0. Esta situa-
¢ao particular se deve ao fato de estarmos interessados na situacdo em que o buraco

negro € carregado.



Portanto
1
M=2 / dS,T" ,&" + —— f dS,, V¥ (x* — Qpm®)
b 8T JH
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Para um buraco negro, onde se tem o termo adicional do horizonte de eventos,

tem-se a seguinte equacao para o momento angular
J = —l/dS \Y V“m”—lf dS,, vVt m”

8m )y MY 16m Jg "
1

- —— |4 bomY —
877/2 SMR m JH
1 v

= —g/EdSuT“,,m —JH s

onde
1

- PV
16”}1{{d5’wv m

€ o momento angular do buraco negro.

Ju

Logo, retornando a equacao para a massa, temos

M

1
2 / 48, T" & — 2Ty + — f{ A4S, V"
M 87 JH
1
_ / dS, T, (6" + Qum") + 205 T + — f 45, VI
) 8T JH
|
~ 9 / S, TV )\ + 2057 + — j{ S, V" |
M 8T Ju
sendo

2/dSuT“,,XV = oyQ ,
by

1 K
— dS,.,Viy¥ = —A
87r£{ w VX 4

(2.26)

(2.27)

(2.28)

onde « € denominada de gravidade superficial, A a area do horizonte de eventos, ¢y

o potencial que co-rotaciona em cima do horizonte de eventos e ) a carga do buraco

negro.
Portanto,

M = fA—I—‘i’HQ—FQQHJ
T

= 20 A4 80+ 204
8

= 21gA+ PyQ +2QyJ c.q.d.,

onde 7y = K/87.

(2.29)

Acima M é uma func¢do homogénea de grau 1/2 em (4, J,Q?), sendo 7, QO € &y

constantes definidas sobre o horizonte.
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2.3 As leis da termodinamica dos buracos negros

Em 1971 Hawking [35] demonstrou um teorema que diz que a area de um buraco negro
nao diminui jamais,
A >0 . (2.30)

Este teorema lembra a segunda lei da termodinamica, onde por nenhum processo fisico
a entropia pode diminuir, 4S5 > 0.

Em 1973 Carter, Bardeen e Hawking [36] generalizaram os resultados obtidos por
Bekenstein (2.14) e Smarr (2.15) e formularam a mecanica dos buracos negros fazendo
assim uma analogia com os principios da termodinamica.

A mecanica dos buracos negros esta contida em quatro leis, sendo estas:

1. Lei Zero: A gravidade superficial € constante em cima do horizonte. Faz-se as-
sim a comparacao com o principio zero da termodinamica onde a temperatura ¢é

constante para um corpo em equilibrio térmico.

2. Primeira Lei:
AM = 8i dA + QudJ + ®5dQ | (2.31)
T

onde faz-se a comparacao com o primeiro principio da termodinamica F = TdS —
pdV, sendo QdJ e ®d(Q os termos de trabalho.

3. Segunda Lei:

0A >0 (para todo processo fisico), (2.32)

0 que pode ser comparado com o segundo principio da termodinamica que esta-

belece 45 > 0 para todo processo fisico.

4. Terceira Lei: A gravidade superficial x nao pode chegar a zero por nenhum pro-
cesso fisico. Compara-se com o terceiro principio da termodinamica segundo o

qual 7' — 0 nao pode ocorrer via nenhum processo fisico.

Ha, assim, uma notavel correlacao entre as leis da mecanica dos buracos negros e
os principios termodinamicos. Mais interessante ainda € a relacao entre a temperatura
e a gravidade superficial e a relacdao da entropia com a area do buraco negro. Porém,
classicamente, como o proprio nome ja diz, um buraco negro nao faz nada mais além de
absorver matéria; portanto a temperatura para um buraco negro classico sera sempre
zero, mas sua entropia sera diferente de zero. Logo as relacoes entre as leis da mecanica
dos buracos negros e os principios termodinamicos nao seriam nada mais do que uma

analogia sem nenhum interesse fisico.
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Quando utiliza-se o termo "classico" para um buraco negro, quer dizer que sao
analisados apenas os efeitos geométricos da relatividade geral. Estas relacoes sao pu-
ramente classicas; a mecanica quantica nao intervém a este nivel.

Hawking [37] em 1975, relacionando efeitos quanticos com a relatividade geral,
descobriu que buracos negros emitem uma radiacao, de forma idéntica ao espectro de

radiacao de um corpo negro, sendo a temperatura dada pela relacao
Ty =— |, (2.33)

onde Ty € a chamada temperatura Hawking, e x a gravidade superficial que € dada pela
seguinte formula
1
K= — 3 VEXYV uxw , (2.34)

r=ryg
sendo x* o vetor de Killing de um espaco-tempo estacionario (2.20). Similarmente, a
entropia se relaciona com a area do buraco negro pela seguinte expressao:

S = 1 (2.35)

Estes resultados indicam que ha muito mais que uma simples analogia entre as
leis da mecanica dos buracos negros e a termodinamica estatistica, pois a segunda lei

pode ser escrita como

dM = 2£ d(%) + termos de trabalho,
T
dE = TgdS + termos de trabalho . (2.36)

Lembramos que a energia de um buraco negro ¢ dada pela sua massa. Agora existe
uma relacao direta entre a entropia da fisica estatistica e entropia dos buracos negros.
Entretanto, uma das consequéncias da radiacao Hawking € que um buraco negro pode
evaporar até sua area chegar a zero, violando assim a segunda lei da mecanica dos bu-
racos negros que nos diz que JA > 0 e consequentemente, por comparacao, a segunda
lei da termodinamica estatistica. Porém, pode-se utilizar a generalizacdo da segunda

lei para os buracos negros [31, 32] incluindo a entropia total do universo, de modo que
St =Sy, +Sg >0 (2.37)

onde S, € a entropia do buraco negro, Sg a entropia do resto de matéria do universo,
contida no exterior do buraco negro, e Sy a entropia total do universo. Neste caso
a entropia do buraco negro diminui mas a entropia do resto do universo, no exterior
do buraco negro, aumenta de tal forma que a segunda lei da termodinamica continua
sendo valida. A radiacdao Hawking e todas as suas consequéncias sao efeitos puramente

quanticos nao tendo analogos classicos.
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Pode-se escrever a primeira e a segunda lei dos buracos negros, via processos quan-

ticos, na forma

dM = TydSy, + termos de trabalho , (2.38)
65y, — 0 mas 650 >0 . (2.39)

Existem varios métodos para se calcular a radiacao Hawking. NoOs vamos mostrar
no proximo capitulo estes métodos de obtencao da temperatura de Hawking. Estes

meétodos serao utilizados no decorrer desta tese.



Capitulo 3

Métodos de Calculo da Temperatura

Apos a descoberta de Hawking [37] que buracos negros podem, perto do horizonte,
criar particulas que sao irradiadas para o infinito com um espectro planckiano de um
corpo negro, varios outros métodos, no decorrer dos anos, foram desenvolvidos para se
calcular a radiacao Hawking. Estes métodos estdo em sua maioria em concordancia
com a gravidade superficial. N6s vamos mostrar a seguir os métodos de obtencao da

temperatura de Hawking a serem utilizados durante esta tese.

3.1 Coeficientes de Bogoliubov

Definiremos em primeiro lugar os coeficientes de Bogoliubov. Para isto analisaremos
algumas propriedades da teoria quantica de campos de um campo escalar livre.
Seja ®(z) um campo escalar real ndo massivo e livre, num espaco-tempo plano, que

satisfaz a equacao de Klein-Gordon
VHEO,®(z) =0 . (8.1
A solucao desta equacao € dada por,
o) = [ @k [fel)ar + fula)al] . (3.2)

uma solucao de ondas planas.

As funcodes f(z) obedecem as seguintes relacoes:

(fr(@), fwr(@) = —(fu@)" fw(@)) =8k &) | (3.3)
(fe(x), fir(@)*) = (fe(x)", fwr(z)) =0 (3.4)

onde

(ot =i [ VIo® (8 5. 11) az 8.5

€ a relacao de produto interno definida pela teoria usada.

19
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Acima d¥* = dXn*, sendo d¥ o elemento de volume da hipersuperficie ¥ tipo es-
paco,

um vetor unitario tipo tempo normal a esta hipersuperficie. A propriedade crucial do

g(2) | o médulo do determinante da métrica em relacdo a hipersuperficie e n* é

produto interno é que ele independe da escolha da hipersuperficie. Portanto para uma

regiao plana temos
(fl,fg):i/<f§5tf1>d3x:>A§B:A@B(aA)B . (3.6)

Na expressao (3.2), {ax} sdo operadores em um espaco de Hilbert H com os seus

hermitianos conjugados {alt} satisfazendo as relacdes de comutacoes
|:a'k7aL’i| = 53(]; - k_'/) )
[ak, ak/] = [CLL, CL};/} =0

Podemos fazer o espaco de Hilbert (H) ser um espaco de Fock construindo um

estado de vacuo |0 > satisfazendo as propriedades

ak|0> = 0 Vk ,
<00> =1,

de modo que ‘H tem como base
{|0 >, az\O >, a};,a};\o >, } ,

onde < | > € o produto interno positivo-definido deste espago. Portanto, {aZ} e {ar}
sdo os operadores de criacao e destruicdo, respectivamente. Pode-se entao definir o

operador numero de particulas Nx = a,tak que satifaz a relacao
N[0 >=0 . (3.7)

Esta base de H € determinada pela escolha dos vacuos |0 >. Entretanto, esta
escolha depende da definicdo das bases complexas fi(z), solucoes da equacdo de KG
que satisfazem as relacoes (3.3) e (3.4).

Imaginemos a evolucdo da hipersuperficie em ¥ — ¥; — ¥, tal que ¥; nao seja
uma simples deformacao de ¥ (portanto equivalente por difeomorfismo) e tomemos o

operador de campo ®(z), solucdo da equacao de KG na hipersuperficie ¥;:
o) = [ [+ B@)D] 3.9

As fungdes Fj(z) e os operadores b, e N! obedecem as mesmas propriedades vistas

anteriormente, e |0 >; € o vacuo na hipersuperficie ¥;.
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Podemos entao expandir o operador de campo tanto nas bases antigas como nas

novas:
@) = [ d%[fu@ar+ file)al]
— [ @ [Fo@be + Fola)8]]

Utilizando o fato de que o produto interno independe da escolha da hipersuperficie

e a definicao do operador destruicao

o = (@) o) =1 [ (i) 3, 0)) dzr 8.9)

pode-se relacionar o operador destruicdo da hipersuperficie ¥ com os operadores de

criacao e destruicao da hipersuperficie ¥; sendo

ap = / (omnbes + Bably ) dk’ (3.10)

onde
apr = (Fp(x), fr(z)) (3.11)
B = (F(x), fu(z)) - (3.12)

Pode-se ainda encontrar que

af = —(@(x),fk(x)*)=/(ﬁk,kbk/+a,’;%b;)dk’ , (3.13)
b = (D(x), Fu(z)) = / (fwar — Bigal) di (3.14)
b, = —(B(a), Fy(x)) = / (ownal — Brar) dk . (3.15)
sendo
o = — Fw (@), fe(x)’) (3.16)
Bk = —(Fe(z), fe(z)) - (3.17)

Os coeficientes « e 5 obedecem as seguintes relacées de normalizacao
/(Oék/kOZZ/k// — ,Bk/kﬂZ/k//) dk/ = 5(]{3 — k/,) s
//(Oék/ka]t/k// — ,Bk/kﬁZ/k//) dk,dk’” = 1 . (3 18)

De posse das relacoes encontradas, das regras de comutacao e das propriedades

dos operadores de criacao e destruicao pode-se encontrar a seguinte relacao:

<m@mM>
- <0\/|ﬁkk/|2dk’]0> ,

Nkl; = /|ﬂkk’|2dk’://ﬂkk/ﬁZ//k/dk/dk’” . (319)

< 0[N0 >
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Esta relacao nos mostra que algo acontece na evolucao ¥y — ¥;: o que € um vacuo

para um observador em 3y nao o € mais para um observador em ;. Daremos um

exemplo deste efeito na gravitacdao onde utilizaremos o modelo de colapso de uma casca

esférica fina [42].

3.2 A temperatura do buraco negro via os coeficientes de Bo-

goliubov

Utilizando a equacdao de KG nao massiva para a métrica de Schwarzschild temos a

seguinte equacao diferencial:

VIV, @(z) = \/1’?’ Oy <\/Eg””8,,<1>(x)> =0

dr? r2  dr
- [+ 2] 0 _q

Acima utilizou-se separacao de variaveis

@) = 1 v, gt

r

sendo Y, (6, ¢) os harmoénicos esféricos.

Usando .
dr*:(l—zj\/j) dr
T
teremos ) ( )
d“ f(r
= +(w2—Veff)f(7“)=0 ,
onde ( )
2MN Tl +1 2M
—[(1=-2= o
Vets ( r)[?‘" +7“3]

€ o potencial efetivo.

Notemos que assintoticamente (r — oo) (3.21) se reduz a

d*f(r)

dr*2

+w? f(r)=0,
que tem como solucao
f(?“) _ Aeiwr* +B€—iwr*
Deste modo a equacéo (3.20) torna-se
Ym ; * 3 *
(b(l’) _ l (07¢) (A e—zw(t—r ) + Be—zw(t—l—r ))

r
(o
= M(Qw""fw)a

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)
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onde

fo = Be ™ | (3.25)
go = AeTv. (3.26)

Acima v =t —1r* e v = t +r* sao os chamados modos emergentes e incidentes,
respectivamente.

Pela normalizacdo do campo &(x),
(@t By ) = / &\ /1916 @ s o i (3.27)

encontram-se as constantes A = B = 1/\/47w.

Empregaremos o modelo da casca esférica fina, figura(3.1), e o teorema de Birkhoff,
que garante que a solucao exterior nao varia enquanto a casca colapsa. Enquanto
a casca fina colapsa, consideraremos um modo incidente v que atravessa a casca,
passando pelo seu centro, tornando-se depois um modo emergente u. No inicio, o
modo incidente vem do infinito espacial, sendo portanto definido em um espaco-tempo
de Minkowski. No final, apds atravessar novamente a casca, tornando-se um modo
emergente, ele atingira novamente o infinito espacial, sendo novamente definido em um
espaco-tempo de Minkowski. Mas, o vacuo definido no final do processo nao coincide
necessariamente com o vacuo no inicio do processo. Disto resulta que um estado
incialmente de vacuo, sem particula, pode se tornar no final um estado de muitas
particulas. O processo de colapso gera portanto uma criacao de particulas, resultando
em uma temperatura para o buraco negro.

Podemos usar a técnica descrita na sec¢ao anterior. Para isto, temos que determinar
o modo emergente final © como funcdo do modo incidente inicial v, isto €, u = u(v). Isto
é feito considerando a continuidade do modo quantico quando atravessa pela primeira
vez a casca, quando passa pelo centro do colapso, e quando atravessa pela segunda vez
a casca. Sendo o espaco-tempo dentro da casca plano e fora curvo podemos comecar

pela segunda colagem da métrica (para uma analise mais completa veja [42]), onde

2 2
d8T<R2 - ds’r‘> Ro

)

r=R(t)

2M 2MN\ 1
dT? — dR? — R*d0? = (1 — R) dt? — (1 — R) dR? — R%2dO?,

(@) - () @) 0% (7))

(%) (@) - 1 2 ()
R dT N R —2M \dT ’

r=R(t)
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Figura 3.1: Uma onda esférica vem de 7~ com frente de onda satisfazendo v =
constante, e depois de espalhada pela estrela, dirige-se a Z+ com v = constante .

onde R(t) € o raio da casca esférica e 7' o tempo medido pelo observador dentro da
casca.

Assumimos que a saida do raio rumo a Z+ se da proximo a formacao do horizonte,
P2 O -T) (3.28)

sendo T ~ Ty, onde T; € o instante em que o horizonte se forma.

Logo,

(R—2M) ( dt >2 2MC 2MC

- — 1 ~
R \ar oD Y -1

@) ~ e
ar) = (Ty—T)2’
dt 2M

= = 4=
dT To—T'

To—-T
t = :FQMIn(O ) ,

L

sendo D uma constante de integracao.

Perto do horizonte,

R =r"=r+4+2MIn(r — 2M), (3.29)
R ~2MWnC(Ty — T)

Portanto o termo de coordenada nula v =¢ — r* se torna

W= F2M In (TOZ; T) — oMW (C(Ty — T))



Considerando o sinal (—) de ¢, a expressao final para o modo u assume a forma

u = —9MIn <C(TO_T)2>

D
T0T>
E )

= —4Mln<
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sendo que D/C = E2. O sinal (+) de ¢ torna « um termo constante (u ~ In(AD)) que nao

nos interessa.

No centro da casca U(V (v)) = v:

U = T-R
= T —ry — ATy - T)

= (1+A)T—T+—ATO,
ry +CTy+v
1+C

Portanto,

F

11 (vo—v>
= ——1In
K F ’

onde vy =Ty — 2M, F = E(1+ C) e s € a gravidade superficial .

u(v) = 4Mln<vo_v>

Decorre que as funcoes (3.25) e (3.26) sao

—iwv
e

fw = Tﬂ'w )
efiwu(v)
o = Viarw
Assim os coeficientes de Bogoliubov (3.11) e (3.17) sao encontrados :
) V0 «—
Q! = (ngfw’) :Z/ f::/ av Jw
—0o0
w Tt ’
_ T(iw/k ewﬂ*/Qliez[w vo—w(ln F—Inw’) /K| ’
2KV ww! (/)
w 17 ’
, = ’ *)— Tliw/k e—uﬂr/2n€—z[w vo+w(In F+Inw )/n]
ﬁww (gw fw) 2/{7{_\/@ ( / )
Portanto,
00 oo . 1 emu/n
d d !/ *// / ~ . 1 7 7 ~
/0 /0 WO Qs Kot 2 sinh(nw/k)
o OOd /d 1 * 1 eiﬂ.W/H
/0 /0 W B B 2 sinh(mw/kK)

ficando evidente que a condicao de normalizacao (3.18) € satisfeita.

(3.30)

(3.31)

(3.32)
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O operador numero de particula (3.19) € dado por

1

No = e2rw/r _ 1

(3.33)

Isto é caracteristico de um espectro planckiano com temperatura 7Ty = «/27. Para o

caso tratado neste exemplo, a temperatura de Hawking € dada por

1

Ty = ——
H= Qe

(3.34)

3.3 Temperatura via euclideanizacao da métrica

Nas referéncias [38-41] o problema do computo da temperatura do buraco negro foi
focalizado empregando o método de euclideanizacao da métrica.

O método da euclideanizacao da métrica pode ser aplicado quando temos uma sin-
gularidade conica ao passar para o tempo imaginario. Neste caso, a métrica se torna
euclideana, e possui uma singularidade conica em r = 0. Desconsiderando os termos

angulares, a métrica euclideanizada tem a forma
ds® = dr® + r*do* . (3.35)

Ela representa a métrica euclideana em coordenadas polares que descreve distancias
na superficie de um cone. O cone tem uma singularidade em r = 0, menos no caso
quando se dobra o cone feito um funil. Nesta situacao, tem-se uma periodicidade de 2.
Assim, pode-se evitar a singularidade conica fazendo da variavel temporal imaginaria
uma variavel angular com este periodo.

Exemplificaremos o método usando a métrica de Schwarzschild. Neste caso, a
métrica se torna singular sobre o horizonte de eventos, » = ry. Passaremos o tempo
da meétrica para um tempo imaginario efetuando uma continuacao analitica, t — it,
chamada de rotacao de Wick, e escreveremos a métrica para uma superficie com 6§ e ¢
constantes. Assim tem-se que

1
gs? — (1 _ 2M) a2 4+ (1 _ 2M> dr?. (3.36)

r r
Por simplicidade foi utilizada a assinatura da métrica (2.2) como sendo (—,+, +, +).

Para se eliminar a singularidade conica que ocorre, em r = rp, transforma-se a
métrica para uma métrica conforme, tal que

oM oM\ !
ds® = <1 —> dt® + <1 —) dr?
T T

= Qp) (dp? + pPdr?)

onde 7 = ot, sendo a uma constante que faz o fator conforme (p) ser finito e ndo nulo

no horizonte.
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Portanto, comparando os termos, obtém-se

2M
Q(p)p*dr* = (1 — 'r’) dt?
r—2M

Comparando os termos, relacionados as coordenadas espaciais, temos

oM\ !
Qp)dp* = (1—) dr?
T
dap = dr*
po
p = e . (3.38)

Na expressao acima,

2MN\ 1
dr* = <1> dr,
T

r* = r+2Mn(r—-2M)+c ,

sendo ¢ uma constante de integracao.

Perto do horizonte o termo dominante de r* sera

r* ~ 2MIn(r —2M)
1
= ﬂln(r—QM) ,

sendo « = 1/4M a gravidade superficial.
Logo,
pr (r—2M)~? (3.39)

Substituindo (3.39) em (3.37), obtém-se

r—2M

3.40
ra2(r — 2M)e/s ( )

Q(p) =

Como (p) € um fator finito no horizonte, a inica maneira de evitar a singularidade em
r=rg = 2M é assumindo

o =K

Agora, para evitar a singularidade conica, € preciso impor uma periodicidade de
27 para 7, isto é, uma periodicidade para ¢ dada por 27 /«a. Isto corresponde a uma

temperatura

[0 K
T=—=_— . 41
27 2m (3.41)

Para o caso tratado neste exemplo

1

= 3.42
8t M ( )

Esta € a mesma temperatura encontrada por Hawking.
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3.4 Temperatura via coeficiente de reflexao

O processo de calculo dos coeficientes de transmissao e reflexdao nada mais € do que
um processo de espalhamento, uma onda que chega do infinito passado, ao buraco
negro, tem parte da onda absorvida pelo buraco negro e parte refletida para o infinito
futuro, pelo potencial efetivo do buraco negro. Os modos de propagacao desta onda
estao relacionados aos modos incidentes (v = t + r*) e emergentes (v = t — r*), como
VEremos a seguir.

Observa-se pela equacao (3.29) que r* — oo quando r — o € r* — —oo quando
r — 2M, entao r* cobre todo espaco no exterior do buraco negro. O potencial efetivo
(3.22) tende a zero tanto no infinito quanto em cima do horizonte, de modo que (3.21)

tem agora como solucoes assintoticas
f(T) o eﬂ:iwr 7

em conformidade com (3.24).

Pode-se assim relacionar as constantes desta solucio com os modos incidentes e
emergentes, onde os modos incidentes sao aqueles em que a onda vai em direcao ao
buraco negro e os modos emergentes sao aqueles que podemos entender como a parte

refletida da equacao de onda que € mandada de volta ao infinito futuro:

f(?“) > efiwt o (Aeiwr* + Befiwr*) % efiwt’

—iwv

—lwu
+ a;ne )

f(r)y x e ™ agne
sendo a.,, € a;, as constantes relacionadas aos modos emergentes e incidentes. Em
acordo com (3.20) estas constantes estao relacionadas a w e [. Elas ainda satisfazem a
relacao

2 2
1+ |aem|” = |am|” - (3.43)

Pode-se assim definir os coeficientes de transmissao e reflexdo como sendo

1
T—— e R="2em
Qin Qin
de modo que
TP+ RF=1 | (3.44)

satisfaz a condi¢cdo de normalizacéo.

Valores para o coeficiente de transmissido (0o que corresponde a uma onda pro-
pagando na direcao do buraco negro) e do coeficiente de reflexdo (correspondente a
radiacao espalhada para o infinito) podem ser encontrados por calculo numérico, ou

aproximadamente, em casos especiais como pode ser visto nas referéncias [54-57].
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Para freqiiéncias muito altas o termo de w? na equacio (3.21) é muito maior do que
o potencial efetivo V., na vizinhanca de r = 2)/. Assim, a barreira de potencial pode ser
negligenciada e as ondas sao pouco influenciadas pelo buraco negro. Para frequiiéncias
muito baixas as ondas sdo quase que inteiramente barradas pela barreira de potencial
nao podendo assim chegar ao infinito.

Porém, do ponto de vista quantico os coeficientes de reflexao e transmissao podem
ser tratados como o processo de efeito tinel da mecanica quantica [58] onde o fluxo de

probabilidade é dado por

2 —
Fh = 7” V=gg"e* 9, d . (3.45)
Os coeficientes de transmissao e reflexao sao definidos como
7| = ‘f‘;"m : (3.46)
Frt
f?" em
IR| = ‘ 'H , (3.47)
Frin

onde ]—";Ij” esta relacionado com os modos incidentes da solucdo da equacao de onda
perto do horizonte, F~i" esta relacionado com os modos incidentes da solucéao da equa-
¢ao de onda no limite assintdtico, e 7, " esta relacionado com os modos emergentes da
solucao da equacao de onda perto do horizonte. Utiliza-se, neste caso, a condicdo de
contorno de que no infinito a constante relacionada ao modo emergente da solucao da
equacao de onda no limite assintético € nula, o que enfatiza que ha ambos os modos,
incidentes e emergentes, na regiao proxima ao horizonte.

Uma vez que os coeficientes (3.46) e (3.47) obedecem a condicao (3.44), os coefici-
entes (3.11) e (3.17) obedecem a relacao (3.18). Tais relacoes decorrem da quantizacao

do campo escalar. Define-se
1 R

=7 077
Utilizando a definicao do operador numero de particula (3.19) e o espectro de tem-

peratura encontrado pelo processo de Hawking (3.33), obtém-se

R
N — = —
/8 T’
o _ R
ew/Th —1  1-TR’
w
Ty = ——— . 3.48
H R ( )

Tal técnica € utilizada para buracos negros que tém uma solucao da equacao de onda
exata em todo o espaco [59-62], podendo assim relacionar as constantes da solucao na
regiao perto do horizonte com as constantes da solucao no limite assintoético, relacio-

nando o coeficiente de reflexao R a temperatura Ty.
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3.5 Temperatura via anomalias

A fim de determinar a dinamica de um campo de um determinado sistema fisico utiliza-
se o principio da acao minima. Segundo este principio, a acdo permanece invariante
com relacdao a pequenas variagoes do campo, dp = 0. O teorema de Noether estabe-
lece que existe uma importante relagao entre simetrias e leis de conservacao. Classica-
mente, este teorema se aplica diretamente. Como exemplo, pode-se proceder a variacao

da acao de Einstein-Hilbert (Sgg) acrescida de um campo de matéria (Sy),

0SS = SEH+SM>—O
_ /d%é{ R+2I££M)} —0

1
= / dD {R‘“’ 5 —g"R— /-;T’“’] 09w + 0(matéria) = 0,
obtendo-se as equacodes de Einstein com matéria

S Y

2
sendo
2 0Sm
W= ——— (3.49)
V19l 09y
Estas equacodes estdo diretamente relacionadas as propriedades,
T =T""  V,T" =0, (3.50)

do tensor momento-energia, que expressam as simetrias do campo de matéria e a lei
de conservacao que ele deve obedecer.

Porém, do ponto de vista quantico a variacdo da acao efetiva pode provocar anoma-
lias. Entende-se por anomalias no processo de quantizacao de um sistema, simetrias
classicas que nao sao preservadas a nivel quantico.

Anomalias, no sentido acima, ocorrem nao apenas nas teorias quanticas de campo
definidas no espaco-tempo de Minkowski, como também em sistemas gravitacionais,
onde o espaco-tempo € classico, e nele sao definidos campos quanticos. No caso da

gravitacao tem-se as seguintes anomalias causadas pela variacao da acao efetiva:

e Anomalia de Lorentz, equivalente a existéncia de uma parte anti-simétrica do ten-
sor momento-energia,
(THY) = —(T"") . (3.51)

e Anomalia de Weyl, na qual o traco do tensor momento-energia nao € nulo,

(1) #0 . (3.52)

(Conhecida também como a anomalia do traco)
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e Anomalia de Einstein, onde o tensor momento-energia nao se conserva covarian-
temente,
Vi (TH) #0 (3.53)

sendo (T*”) o valor esperado no vacuo do tensor momento energia. A partir de agora
vamos carregar, por simplicidade, a notacao (T+") = TH".

A principio a anomalia de Einstein depende diretamente da anomalia de Lorentz,
porém, os autores da referéncia [44] demonstraram que pode-se ter a anomalia de
Einstein pura, ou seja, a anomalia de Lorentz nao ocorre mas a de Einstein sim e
vice-versa.

Para uma revisao mais detalhada sobre anomalias € recomendavel ver as referén-
cias [52, 53].

Vamos ilustrar o aparecimento de anomalias em sistemas gravitacionais, e sua im-
portancia no computo da temperatura de Hawking para o buraco negro, considerando
um campo escalar livre, ndo massivo, que esta imerso na geometria de Schwarzschild.

Considere a decomposicdao da equacao de ondas parciais de um campo escalar em
um espaco-tempo estatico esfericamente simétrico, solucdao das equacoes de Einstein

D-dimensional. O elemento de linha pode ser escrito como
dS? = f(r)dt* — f(r)~'dr? —r?dQ7, o) (3.54)
onde f(r) admite um horizonte em f(r = rgz) = 0. A gravidade superficial € dada por
1
k=g O f(r) lr=ry - (3.55)
Seja a acao de um campo escalar sem massa
1
Slel = §/dD93\/—g<pV290
= ;/dD:L' rD_Z\ﬁ
l 1

_ 1
X (’D[f 8?80—7@7,2@ (TD Qfar@) —r290VQ§0] ) (3.56)

onde v € o determinante da parte angular d)? e Vg, € a colecao de derivadas angulares.
Fazendo o limite » — ry e levando em consideracao somente os termos dominantes a

acao se escreve como

D—2 1
Slel = " [aPeyie | ;o -0, (f0.0)]
D—2 1
_ Zn: ’”HQ /dtdr on Lp 02 — 0, (f&n(pn)] , (3.57)

sendo que na segunda linha o campo ¢ foi expandido em fun¢ao dos harmonicos esfé-

ricos em D — 2 dimensoées, ou seja, perto do horizonte o campo pode ser efetivamente
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descrito por uma colecao infinita de campos em (1+1) dimensées no espaco (t,r), onde

r € a direcao espacial na métrica
ds? = f(r)dt* — f(r)"tdr* . (3.58)

Assim pode-se reduzir uma teoria quantica de campos em um espaco-tempo de um
buraco negro D-dimensional em um espaco-tempo bidimensional perto do horizonte.

A anomalia gravitacional tratada aqui sera a da nao conservacao do tensor-
momento energia em 2D, anomalia de Einstein. Na regiao ry < r < rg + § a anomalia

se da na forma abaixo [45, 50, 51]:

1
V. TH(rg)=2,(r) = — 0, NI (3.59)
M (H) ( ) /jg (7
onde
1
(- B o
NJ 96 et l'ys (3.60)

A anomalia surge quando os modos definidos apés o horizonte, assim como os que inci-
dem sobre o horizonte, sao feitos nulos. Neste caso, obtém-se uma acao bi-dimensional,
que representa uma teoria efetiva quiral perto do horizonte, que esta conectada com
uma teoria nao quiral fora do horizonte, que contém tanto os modos incidentes quanto
emergentes. Teorias bi-dimensionais quirais exibem anomalia gravitacional.

Para uma métrica do tipo (3.58) é facil de se verificar a existéncia de uma anomalia
do tipo tempo,

— 1
Ei(r) = %eﬁ“@/ﬁaffﬂ

1

= 9677]' Etr 87» 87”]‘_‘;

— arNtT )

sendo
ro__ 1 2 1" )
Ny = To2= (f +ff) - (3.61)

Se ressalta que trata-se de um cenario estatico e trabalha-se somente com os modos
emergentes, modos estes que chegam para um observador no infinito futuro.

Deve-se resolver a equacao (3.59) em duas regioes, ry < r < ry + §, onde ocorrem
as anomalias, e » > rg + 0, onde nao ha anomalias. Para a métrica (3.58) com v = ¢
temos que

=0
—~
v.T{ = 9,1} -T7, Tk +Th, T7
= 0T —TLT; - T},T}

1f

1
= athT - 5 fflgrthr - 5? QttTrt

= 0,17 .
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e Parar >rg+96,

Tl (c0) = 0
T/ (0) = ap . (3.62)
e Parary <r <ry+9,
oT(rg) = E;
Trri) = am+ / dNT (r)
TH
Ty (ru) = am+ Ny (r)— Ny (ra) - (3.63)

Acima q¢ € ay sao constantes de integracao.
Combina-se o tensor momento-energia nas duas regioes de interesse, de modo que,
Th =TH(0)Ou(r)+ TH(rug)H(r) (3.64)

sendo Oy (r) =Op(r—rg—6) e H(r) =1—-0pg(r). Ou(r) € a funcao degrau de Heaviside
que € 1 na regiao ry < r < rg + d € zero nas outras regioes .

Lembramos que no sentido das distribuicoes as funcoes degraus tém a propriedade
O(r)=906(r—rg) , (3.65)

sendo §(r — ry) a funcao delta de Dirac.
Por meio de um difeomorfismo, =’ =z — £ — dg,, = V& + V€, a parte anomala da

acao efetiva € dada por

/ d*x\ /=g 'V, T = / d?z €10, T

= [agn, [T*( )0u(r) + T () H(r)

- Joselolm]
i

+ (160 = 7 rm) + N7 () )3 — i)

[ #=eqalic

+ (ao —ag + N[(TH))é(r - rH)}

O primeiro termo € eliminado classicamente pelo principio variacional, porém para

eliminar o termo da delta se requer que

ag = ag — NtT(TH) . (366)
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Uma consequéncia da equacéao (3.59) € que ela nao se transforma covariantemente,

e para que isto ocorra € preciso definir um novo tensor momento-energia [52] dado por

[H=TH+ NF | (3.67)
onde
T L I/ "2
N7 = 1on (#7207 (3.68)

O valor da constante ay € encontrado pela imposicao de que o tensor momento-
energia, covariante, seja nulo em cima do horizonte (I} (rg) = 0). Assim pode-se deter-

minar o valor da constante ay:

T/ (ru) = T{(ru)+ N/ (ru)
_ 1 ! 2
0 = “H = 96n (f lr=rs)
J— 1 / 2
an = oo (M=) (3.69)

Observa-se que N/ (ry) = —2N/ (rg), pois f(ry) = 0. A equacdo (3.66) pode entdo ser

escrita como

ap = apg— N{(rg)

= N{(rm)

_ 1 / 2

1927 (Flr=rs)
1 2

agr "
onde x € a gravidade superficial. A substituicao da relacao classica da temperatura de

buracos negros,
K

= % s

permite expressar o fluxo total do tensor momento-energia como

Ty (8.70)

s

Para o caso tratado aqui, buraco negro de Schawrzschild, temos que

7 1 2

Observa-se que a temperatura, no limite assintético, do buraco negro € indispensa-
vel para eliminar a anomalia gravitacional que ocorre na regiao proxima ao horizonte.

A extensao para buracos negros carregados e com rotacao € feita nas referéncias
[46-48].



Capitulo 4

Termodinamica dos Buracos Negros
Dilatonicos assintoticamente
Planos

Neste capitulo faz-se uma breve apresentaciao da teoria Einstein-Maxwell-dilaton
(EMD). Como a teoria EMD apresenta um campo dilatéonico acoplado ao campo de
Maxwell, a mesma pode ser levada, via uma transformacao conforme, aos modelos da
teoria de cordas como mostram as referéncias [63-65]. Esta € uma das razdes que faz
com que a teoria (EMD) seja de grande interesse.

Na primeira secdo deste capitulo faremos um breve comentario das solucoes esfe-
ricamente simétricas e assintoticamente planas da teoria EMD. Nas secoes seguintes
serao feitas as analises dos campos quanticos, junto com o calculo da temperatura,

para os casos nao extremo e extremo da teoria.

4.1 Solucao simetricamente esférica da teoria EMD

A teoria Einstein-Mawxell-dilaton (EMD) dada pela acao
1
S= / d*0y/=g (R~ 20,00"¢ — 0 F,, ") @.1)
T

contém um campo escalar, o dilaton ¢, assim como um vetor A abeliano, que sao
acoplados a gravidade, sendo F,, = d,A, — 0,A, o tensor eletromagnético. A forca de
acoplamento entre o dilaton e o campo eletromagnético € medida por «, a chamada
constante de acoplamento do dilaton. A acao esta no referencial de Einstein.

Um dos casos mais interessantes da teoria EMD, e o caso que vamos nos deter
durante esta tese, € o caso a = 1 que trata do limite de baixas energias (compactificacao
de dimensoes em um toro) da teoria de cordas heteréticas. Também pode ser observada
como a truncacao do setor bosonico da supergravidade D = 4, N = 4, sendo D o numero

de dimensoes do espaco-tempo e N o gerador da supersimetria entre bosons e férmions.

35
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Variando a acao (4.1) com respeito a ¢g"”, A, e ¢, respectivamente obtém-se as

seguintes equacoes de movimento:

1
Ry = 20,00,¢ + 2e 2 (FMﬁFyﬁ—4guUF2) (4.2)

V(e 2*Fmy = 0 (4.3)
V. Vip(z) = —%e_2a¢F2 . (4.4)

No artigo [66], os autores demonstraram que as solucoes obtidas por Gibbons e Ma-
eda [67,68], sdo as unicas solucoes assintoticamente planas, com horizonte de eventos
nao degenerado, descrevendo buracos negros regulares eletrostaticos e magnetostati-

cos da teoria EMD, sendo que o elemento de linha para a solucao eletrostatica é dado

por
_ _ Y v+1
d82 — (’I" T+)(T T*) dt2 . r dT2
ry+l (r—ry)(r—r_)Y

rl‘w(r — r,)1_7d92 , 4.5)

onde )

l—«o
_ 4.

TT a2 (4.6)

Como « € a constante de acoplamento do dilaton com o campo eletromagnético, e
pode assumir valores de —oco a oo, v sera definido no intervalo —1 < v < 1.

O campo dilaténico ¢(r) e o campo elétrico sdo dados por

a/(1+a?)
20((r)—6(00))  _ (1_7“—> 4.7)
T
Ftr_ %ezm(m) , (4.8)
T

onde ¢(co) € o valor de ¢ no limite assintético.
Analisa-se a seguir a solucao de buracos negros (4.5) com respeito a area do hori-
zonte de eventos.

A area dos horizontes de eventos € dada pela equacao

A= / i dbd. 4.9)
Para o horizonte externo, r = r,, de modo que
A = 4mwR*(ry)
= darl Ty —r )Y
Para o horizonte interno, » = r_, e portanto
A = 4nR*(r.)
= O=paray<0e0<vy<1;
A = 47Trz:>7:1 (RN) .
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O horizonte interno parece ser uma singularidade.

Utilizando as equacoes (4.2) e (4.7) determina-se o escalar de curvatura R,
R = ¢"R,
1
= 2g"0,00,¢ + 2e” 20 gl (FﬂﬁFy B 4g,WF2)

_ 22 (17)2((rr+) (4.10)

r 3\ 2« r—r_)2

onde pode-se observar que ha uma divergéncia em r = r_ e em r = 0.

A massa e a carga, dadas pela teoria ADM, sao

Y + yr— Q= ot (L+~)ryr_ @.11)
2 2
Logo, os horizontes de eventos serao dados por
e = (L o [M + /M2 - (1 a2)e2a¢ooQ2] . (4.12)
1+ a?

4.2 Solucao da equacao de Klein-Gordon para os buracos ne-
gros dilatonicos assintoticamente planos

A equacao de Klein-Gordon (KG) nao massiva para a métrica da equacao (4.5) € dada

por:

1 v
N 9ug"\/ 1910, @ (1) = 0 ;

(1—?)83(1)(7’)4—{:;4— (1—?) l(1—rr‘>_1:g+i

1 r\"1/ cos 6 1
+7'72 (1 — 7’) (86@(7’) + Sin0 89(1)(7”) =+ SanQa@@(T))

_ <1 _ 7":>1 <1 - 7;>2783<1>(r) —0.

Faz-se a separacao de variaveis

} Or®(r)

sendo Y;"(4, ¢) a fun¢do dos harmoénicos esféricos.

A equacao de KG torna-se, entao,

[ 0T () Fpo=e
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Porém das geodésicas radiais nulas ds? = df? = dyp? = 0, de modo que

1 —y
dt = i(l—”) (1—“) dr
T T
-1 —
dr* = (1—”) (1—r> dr
T T

A partir disto, encontramos

d>f(r) n (1 B T+> (1 B T)'H (1 —~)r— df(r)

dr*? r r r2 dr*

+(W2—Veff) flr)=0, (4.13)

onde Vs € o potencial efetivo dado por

AN\ +1
= (1-72) (- ) [
-5 ()

Observa-se que sendo r— = 0 e ry = 2M, tudo se passa como no caso de Schwarzschild e

~ =1 como no caso de Reissner-Nordstrém. Note que ao fazermos o limite assimptético

(r — o0), e sendo f(r) uma funcao que nao cresca com r nas suas derivadas, temos

d*f(r) 2
T2 +wf(r)=0 |, (4.15)
cujas solucoes sao
fu) = Be v )
o = Ae™ Wy )

onde u =t —r* e v =1+ 1r* sdo as coordenadas radiais nulas emergentes e inciden-
tes, respectivamente. Sendo ®(r) formado por bases ortonormais, fazendo o produto

interno, encontra-se as constantes A = B = 1/v/47w.

4.2.1 Calculo da temperatura

Como para métrica (4.5) nao tem uma solucao exata da equacao de KG em todo o
espaco e representa uma solucao assintoticamente plana, nao pode-se utilizar o método
de calculo da temperatura via o coeficiente de reflexao, para qualquer valor de 7. Assim
sendo, aplica-se o método de calculo da temperatura via o modelo de colapso de uma
casca esférica fina fazendo a analogia com os coeficientes de Bogoliubov. Neste caso,
como € possivel a radiacao monopolar do campo escalar, o teorema de Birkhoff pode nao

ser, em principio, valido na teoria EMD. O tnico ponto delicado devido a isto poderia
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vir do primeiro cruzamento, quando a condicao de espaco-tempo estatico seria talvez
violada. Isto ocorre quando todo espaco-tempo € praticamente Minkowski. Porém, no
segundo cruzamento da métrica quando o buraco negro ja esta quase formado, ou seja,
quando o espaco-tempo ja € quase estatico, tal problema nao compromete os passos
principais do calculo.

Procederemos entao o calculo de temperatura a partir do segundo cruzamento da

meétrica. Decorre da segunda colagem da métrica que

ds? = ds?
7‘<R2 T"ZR(t) 7‘>R2 TZR(t)
2 2 2102 _ (R—ry)(R=7_)" o
dT* — dR* — R“dQ)* = fras! dt
RYt1

F=rE=—r ) "

- RYR -7 )177d0?
R+ dR\?
m—mXR—rw‘l(ﬂJ'

Tem-se trabalhado num espaco-tempo sem rotacao, dQ2/dT" = 0.

= 1+

(R — r})jﬁ— r_)Y (;i;)?

Assumindo que o ponto de saida do raio que vai para o infinito futuro ocorra pro-

ximo a formacao do horizonte, T ~ Tj,
R:T++C(TO_T) 5

temos que

dt \? ri('yﬂ) 1
<dT> T )P (T - T
v+1 T T
t = =+ T+ In {( 0 )} )
(ry —r_)y E
onde E € uma constante de integracao.

Tendo a expressao para a coordenada radial nula u e fazendo a analise do raio na

passagem pelo centro da casca, encontra-se
u=t—r*=t—R* |,

onde o termo r* € dado por

dr* = dr
CEFN R

A integral em r pode ser resolvida apenas proximo ao horizonte, r =r. +9J — § < 1,

implicando
v+1
* L s
d'f’ ~ 5D'Y d5 s
T7+1 7,7-&-1
= —F  —Inf=—F——InC(TH-T) . (4.16)
(ry —r-)7 (ry —r)7
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Adotando o sinal negativo em ¢, obtém-se

y+1
Ty C 2
= —————hh=(Th-T
“ (ry —r_)” nE(O )

_ 27 (T —T)
(ry —r-)7 F ’

onde F? = E/C .

No centro da casca tem-se

U =T-R=T—-r; . -CT-Tp)=v ,
v+ry 4+ CTh
1+C

Logo,
u - 27“rr1 I (vo — v)
(rg —ro)? G
_ 1 n (v —v)

K G ’

(4.17)

onde G = F(1+C), vo =Ty — r+ € k € a gravidade superficial.

Fica evidente, por analogia ao caso de Schwarzschild tratado na se¢ao 3.2 e ao caso
de RN [69], que os coeficientes a e § obedecem a condicao de normalizacao (3.18). A
temperatura para estes buracos negros € dada por

(rp —r)?

v+
dmry

T = (4.18)
Sendo o termo dominante na regiao préoxima ao horizonte, em (4.16) um termo
logaritmico na forma

1
TR In(r —ry)

fica claro que o calculo da temperatura via euclidianizacdo da métrica, feita na secao
3.3, fornece o mesmo resultado da equacao (4.18), encontrada via os coeficientes de
Bogoliubov. O calculo da temperatura via anomalias foi feito em [70].

Tém-se as seguintes caracteristicas para o caso extremo r, = r_:

paray>0 = T=0 |,
1
drry
paray<0 = T =00 ,

paray=0 = T =

caso este que sera tratado mais adiante.
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4.2.2 Geometria perto do horizonte

A métrica (4.5) no limite perto do horizonte, definido por » =r; + p — p < 1, torna-se

o % 'Y+1
ds? =~ wdﬁ _ r+7dp2
] (ry —r-)7p
I oy —r ) {1 + [2ry — (1 4+v)r_] S — } do?
i (ry —r)ry
y+1
Redefinindo p’ = (Tf_r p)v, t' = (’"+T;:‘lm e levando em conta apenas os termos dominan-
B +
tes obtém-se
1
ds® ~ p'dt'* — —dp'? — rrrl(nr —r_)'7a0? . (4.19)
)

A equacao de KG sem massa para métrica (4.19), se escreve como
VMV’@(/)’) =0,

1 o 0 _ 1 (2 cos 0 2) no_
{pl 3t/ pap/ Op/ r1+1(7~+ _Ti)lf'y 89 + sinH 69—1—890 CD(IO) —0

Consideremos a separacao de variaveis
(I)(x) = F(p/) Em(eﬂ <P) ewt/ )

sendo que Y, (6, ¢) sao os harmoénicos esféricos.

Tem-se entao

9 '
w- / /2 / N I(I+1DF(p)
p/ F(p ) +p ap’F(p ) + 8p/F(p) T1+1(T+ _ ,ri)lffy

=0.

Fazendo uma mudanca de variavel, y = o', temos que

. F) [ 1+1) W2

F(pl) + p/P B Ap2p/2P—2 B p2p/2P F(p,) =0,
. F(p) I(1+1) w?

F(p/) + y - APQp/QP_Q - ngg F(pl) =0 ,

sendo A = 7“1+1(7"+ —r_ )7 e F(p') = 8,F(p'). Uma vez que P = 1/2,

A0 +1)  dw? ,
- |F =0.
I )2 ] (r)=0

Redefinindo a variavel y — 24/ @y e n? = —4w?, obtém-se

v E(p) +yB(p) - [y +0?| F(p) =0 . (4.20)
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A equacao (4.20) representa a equacao diferencial de Bessel modificada, cuja a

solucao sera dada por

F(p') = CiKn(y)+ Caln(y)

(L+1)p
= 1Ko, |2 +1( + 1o
ry (e —r )t

(l+1)p
+ Coloiw |2, ]| =57 tt1)p )
i (ry — o)t

onde C; e C sao constantes arbitrarias, porém sendo a funcao I,,(z) uma func¢ao diver-

gente na normalizacdo dos modos de campo ¢ a constante C; € necessariamente zero.

Portanto,

I+ 1) -

() = C1Koiw | 2,| =77 R/, 1 Ym0, ) e, (4.21)
i (rge —ro)ty

onde v = 1 recai exatamente na mesma solucao obtida para RN a qual implica que o

campo ¢ é uma funcao ortonormal [71].

4.3 Caso extremo r, =71_

A métrica para o caso extremo é dada por

o v+1 y+1
(Gl L. S A S P (=) T2 (4.22)

ds? =
5 L (r — )+

onde, para v =1 e r; = M, a métrica torna-se idéntica a Reissner-Nordstrém extremo,

com as seguintes caracteristicas para a area do horizonte:

Opara -1 <y <1 ,

_ 2 _
A=47R*(ry) = { 4772 para y = 1 (RN extremo) |,

pois
R? =1 (p —p )77

A carga maxima para o caso extremo é Qmax = V1 + a2e~“> M, onde os horizontes
de eventos serao
rp=r_=1+a*)M . (4.23)

A equacio de Klein-Gordon nao massiva para a métrica (4.22) sera

y+1 -1 —2(14)
(1—”) {83+ (1—”) 2o, - (1—”) 8?
T r T T
—2
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Fazendo uma separacao de variaveis, temos

Assim, obtemos

¢f(r) (1 r+)12r+ df(r) (1 r+>2<”7>

dr? o r2 dr o v
LD (1) (1) 2 o
Introduzindo a coordenada
dr — (1 _ T:)_M dr (4.24)

proveniente das geodésicas radiais nulas, encontra-se a seguinte equacéao diferencial:

42 f(r) N <1 - M)V (1 —~)ry df(r) n (wz _ Veff> fry=0 | (4.25)

dr*?2 r r2 dr*

onde V., € o potencial efetivo dado por

Veff:(1_r+>2w[l(l+1)+(1_r+)27a+

4.2
r 7r2 r ) rs (4.26)

Observa-se que sendo v = M e v = 1, tudo se passa como Reissner-Nordstréom ex-
tremo.

Pelas mesmas razoes do caso nao extremo, no limite assintético (r — o), tem-se

d*f(r) 2
R +w*f(r)=0 , (4.27)
cujas solucoes sao
fw = Be~ v )
go = Ae o )

sendo u =t —r* e v =t + r* as coordenadas radiais nulas. Considerando que ® seja

formado por bases ortonormais, fazendo o produto interno, encontra-se as constantes

A=B=1/Vinrw.

4.3.1 Calculo da temperatura

Pelos mesmos argumentos do caso nao extremo vamos utilizar o modelo de colapso de
uma casca esférica fina e podemos assim proceder a partir do segundo cruzamento da

meétrica.
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Passamos entao a segunda colagem da meétrica, onde

ds? = ds?
r < Ra = R(t) > Ro = R(t)
(R _ T+)’y+1 (dt>2 . R’\/Jrl _1 (d}%>2
R+l ar) (R — ry)rtt ar) -

Para o segundo cruzamento da casca, pouco antes da formacao do horizonte, o

colapso da casca € acelerado e o raio da casca pode ser aproximado por
R:’I"++C(T0—T) ;o T=Ty

Assim, obtemos

s1+1 521 7 di 2 {rl“ + (y+1)rlé — 57“} C?
T e TR () 2
T1+1 Tl+2 dT S+

dt\? ][y + (v +1)9]

dT ~ s+

+ [ i+ e — o]

C2rl[ry + (v + 1)J]

S0 (4.28)

X

onde 6 = C(Tp —T).
A equacao do lado direito de (4.28) parece nao ter uma solucao exata para todos

os valores de v assim como a equacao (4.24). Devemos entao fazer os diferentes casos

v # 0 e v = 0 separadamente.

4.3.2 Coordenadas radiais nulas

As coordenadas radiais nulas provém das geodésicas radiais nulas,

d82 = goodt2 — g11d7"2 =0 N
at = + /g,
goo
dr* = g dr
goo

A integral em (4.24) pode ser resolvida apenas proximo ao horizonte:

r=r,4+6 P<Ki<l

* (’I"+ + 5)’Y+1
dT = T d5

N
~ lw +(vy+1) 57] do . (4.29)



45

Paravy=0
r*=rylnd+0 . (4.30)
Paray+#0, 1
y+1
1
o T g 0D (4.31)
gt (v=1)
Paray =1
2
r*=2ryInd — %r = caso idéntico a RN extremo . (4.32)

4.3.3 Caso =0

Para v = 0 o termo dominante na equacao (4.28) sera

(dt)2 - C?r2

dT 52
dt CT’+ T4+
- = 4+ 2+ _ 4
(dT> 5 (Ty—T)’
_ (To —T)
t = +£riln D )

onde D € uma constante de integracao.

O termo dominante na equacao (4.30) é
r*~rylnd=r nC(Ty—-T) . (4.33)

A coordenada emergente sera,

(To = T)

=—-2r 1
U r4ln—— )

onde E? = D/C.

No centro da casca temos

U =T-R=T—-r; -CT-Tp)~v,

U+ [ + CTD
T = —M———
1+C
Portanto,
u = —2riln (vo —v)
1. (vo—v)

= ——1 4.34
K " F ( )

Ol’ldCFZE(l—FC) evg=1p—ry.
Utilizando a analogia com o caso de RN [69] encontra-se a temperatura do buraco
negro:

1 1
T = = 4.35
drry  87TM ( )

que € a mesma temperatura obtida no caso de Schwarzschild feita no capitulo 3.



4.3.4 Casoy>0ey#1

Para v > 0 o termo dominante na equacao (4.30) sera

2(7+1
(dt)2 5 C2r+(7 )

dT 52(v+1)

ay oy ot

dT g+l 7
t = i

:F’)/CA/(TO — T)'Y

O termo dominante da equacao (4.31) é

rv—l—l
-+
YOV (To = T)7

*
T

A coordenada emergente sera

’}/C’Y(TO - T)’V
D
(vo —v)7

onde D = 2717 (1 +C)7/Cy.
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A relacao entre os modos u € v aparece agora sobre a forma de uma lei de poténcia.

A comparacao com os casos conhecidos (Schwarzschild, RN e RN extremo) [69] sugere

que nao € possivel extrair uma nocao de temperatura neste caso. Nao podemos assim

fazer uma correlacao com a primeira lei da termodinamica, levando a crer que nao ha

interpretacao fisica para este caso.

Caso v =1

Tudo se passa como RN extremo [69] onde os coeficientes de Bogoliubov « e 3 nao obe-

decem a condicao de normalizacao. A analise via euclidianizacdo da métrica é também

problematica. Logo nao ha uma definicao de particula.

4.3.5 Caso <0

Para 7 < 0 o termo dominante na equacao (4.30) sera

(dt)2 B 027&(%1)

dT 52(v+1)
+1
ﬂ _ 4 C’rl
dT g+l 7
+1
YOV (To = T)"
v+

- 4+ C|’Y|<T0_T)|'Y|

vl

I
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sendo o termo dominante da equacao (4.31) dado por

r’y+1
= ﬁ chlry — M

Portanto, a coordenada emergente sera

u = t—r*
y+1
= I o, —myh
7]
= D(UO - U)h/' )

1
onde D = 2r7' N /|y|(1 + ¢)hl.
Seguindo a analogia com o caso RN extremo, parece nao haver uma definicdo de

temperatura.

4.3.6 Geometria perto do horizonte

A métrica (4.22) perto do horizonte, r =r, + p — p < 1, torna-se
v+1 v+1
ds® ~ <p> dt? — (7"+> dp? — rlﬂpl_”d(ﬂ .
T+ p
Redefinindo a coordenada p' = p/ rf“l, obtém-se
v+2—72

2 r
1+’7p17+1dt2 s

_~2 _
pEE dp'? — P A0 (4.36)

ds®> ~r
A equacao de KG sem massa se escreve sob a forma
=) =) g2 _ P12 1yt 52 V=r=2 1
[r+ p (v )at—r+ p 0y —2ry p 0y

cos

—Tf*’}’*Qp’“/_l (83 + 807/) + 8?0)] (I)(gg) =0

sin 6

Fazendo uma separacao de variaveis

temos ,
2—y"—y, 2
r w® Il +1)
pw+18§/F(pl> +20770, F(p') + +pw+1 AR F(p) =0
Mudando de variavel, z = p' %, encontra-se
2 YN, 2—y2—y 9
! (P —P)F(p) T4 w l(l+1) A
F(p') + P2 o P P2,/ 27—2P o P2y —2P F(p) =0,

sendo F(p/) = 0,F(p').
A equacao tem que ser resolvida separadamente para v # 0 € v = 0. Porém, vamos
nos concentrar somente no caso vy = 0, sendo este o caso que nos fornece uma definicao

de temperatura e assim uma correlacao com as leis da termodinamica.
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Caso 7 =0

A equacao torna-se

. P2—P)F(y) [r2w? 1(141)
F(p (  _ F(p)=0.
Fazendo P = —1, tem-se
: F(p) F(p)
/ 2 2 —
B(p) 42—+ 12w — 1 +1)] 5o =0,
sendo F(p') = x%, obtém-se
q(qg — 1)z77? 4+ 2qz772 + [riuﬂ 11+ 1)} 72 = 0,
1
q+ = — 5 + v )
onde
1 2
v={|riw? — <l+2) )
Portanto,

= O p "+
O = (Cip" ") YO, )T (4.37)

Vamos verificar se os diferentes modos do campo ®(z) sdo ortonormais e assim
encontrar as constantes Cf ».
Observa-se que toda analise feita sera valida somente para o caso
1 1
w>>—(1+=) . (4.38)
T4+ 2
Para simplificar a notacao chamaremos as constantes simplesmente por c. Assim,

os diferentes modos se escrevem,

1

Dy pm = cp 2 pEe Y0, 9) . (4.39)

Calculemos o produto interno entre dois modos diferentes, caracterizados por diferen-

tes valores de w, [ € m:

(@t B ) = / B =gg" O s o i - (4.40)

Para o caso que noés estamos estudando,

1
V=g = rip'sin& , gt = b (4.41)
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Assim, o produto interno se torna,

(Po iy Pt irmy) = i/dp'd@d(p ri sin 007, s o Py im
/
_ ?”3_02((.4} +w/) Cfop/pl:l:i(z/—l/)e—i(w—w’)t
X dfde sin 0Y;™(0, 9)Yi™ (6, )
o0 dp/
= 13w+ W)y bmm / ra exp[Zi(v — /) Inp’]
0
X expl—i(w — ],
fazendo a mudanca de variavel x = In p/, encontra-se
(Po s P v mt) = Tic2(w + W) exp[—i(w — w/)t]éuzémm/
oo
X / drexp|+i(v — V)z] ,
—00
/((I)w,l,m7q)w’,l’,m’)dwl = 47T7“_2~_02w517l/5m’m1 . (4.42)

Determina-se entio as constantes c:

1
c= ——r— 4.43
rovanw ( )
Desta maneira, os modos se escrevem como
d = pl—% 1 {pliu+pliy}eiwtym(0 (25)
revaTw AT
1 . .
P T2 1 {(p>w (p)—zu} —iwtym
= —_— — — + - € Y 67
(&) vst) 0. 9)
1 1 p w p >—il/} it
et [ — - A W Ym 9
P 2\/47W7“+{<?”+> +(7“+ ‘ (6,9)
11 . i) i
= (r—ry) 22— r—r ) +e(r—ry)" " e Y0, ,
(r=re el =) el =) [ H(0,0)
onde
€ = 7’3__ R
€y = 7’?:
Para wry >>1+ 1, v —wry, ® sereduz a
11
® = (r—ry) 2———=~<¢€ exp|—iw(t—roIn(r —r
(r=ra) b { e explint = i n(r 1)
+ e expliwlt 4y In(r - 1) Y0,
= (r—r )*% L (e e e e*i“”’) Y, (0, ¢) (4.44)
* Varw ! ? L 7 '

pois como estamos perto do horizonte r* ~ r In(r — r;). A aproximacao esta de acordo

com a aproximacao da optica geométrica.
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O calculo da temperatura para estes buracos negros, extremos e nao extremos, ja foi
feito nas referéncias [67,68] sempre via a gravidade superficial. A gravidade superficial

para a métrica (4.5) é dada por

(ry —r-)7
R=g
2ry

Porém, o calculo feito aqui € um calculo mais consistente, do ponto de vista de uma
teoria quantica de campos. As condi¢coes de normalizacdo para campo ®(z) sdo satis-
feitas tanto no limite assintotico como na regidao proxima ao horizonte para ambos os

casos.



Capitulo 5

Termodinamica dos Buracos Negros
Dilatonicos nao assintoticamente
Planos

Neste capitulo trabalharemos com as solucdes nao assintoticamente planas da acao
EMD. Estas solucdées podem ser obtidas utilizando o limite proximo ao horizonte da
métrica assintoticamente plana da teoria EMD estudada no capitulo anterior. Estuda-
remos estas solucoes visando obter a temperatura dos buracos negros que elas repre-
sentam. Daremos maior énfase ao caso dilaténico linear, « = 1 [62], que corresponde
a 7 = 0. Mostraremos que a temperatura obtida utilizando a gravidade superficial s6
concorda com a que € obtida usando outros métodos, particularmente os que empre-
gam os coeficientes de transmissao e reflexao e o método de anomalias, quando b # 0.

No caso b = v = 0, a gravidade superficial € finita, mas a temperatura de fato € nula.

5.1 Solucao nao assintoticamente plana para a acao de
Einstein-Maxwell-Dilaton

A partir das solucgodes assintoticamente planas descritas no capitulo anterior, € possivel
gerar solucdoes que nao sao assintoticamente planas. Nos basearemos, para tanto, no
artigo [72] onde os autores fazem um limite perto do horizonte e quase extremo na

métrica (4.5). Primeiramente, introduzimos um parametro auxiliar ¢, e escrevemos
rr=r_+€eb e r=r_+e , (5.1)

Considerando €2 << e << 1, a métrica (4.5) é expressa como
T b 5 (r- et
(r— 4 er)tt =Hr —b)r

Os campos, elétrico (4.8) e escalar (4.7) sao

ds® = di? — (7)) (r_ + eF)1T7d0? .

r Q 2a¢(oco
P o= et

)
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20(6(r)—d(00))  _ ( er

r_ +er

.
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Para empregar o limite ¢ — 0 troca-se a constante r_, a variavel ¢ e fixa-se o valor do

campo escalar no limite assintotico como se segue:

—

r_=e%ry , t=c 't e ¢(c0)=—alne

A métrica e os campos sao modificados da seguinte forma:

(r —b)r”

o (rg+ i)t

ds* = - dF
i (ro + eltap)rtl (7 — b)™ "
— P (g + €T F) 902
FtT‘ — Q
(ro + elte?F)2 7
€2a¢(7") _ < r )17
ro + elt’F
No limite ¢ — 0, obtém-se
_ _ +1
2 _ (F=b)r7 2 3 ) 1=y, 1+7 102
ds® = 7“3“ dt o b)WdT T ey QY
v Q
= 2
0
_ 11—
(200()  _ 7‘) T
7o
(1—7)
M = b
4 )
1
QR = ; T rg

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)

Acima b e 1y estao relacionados a massa e a carga deste buraco negro. Visto, M e Q que

sdo a massa e a carga, dadas por (4.11), depois das transformacoées feitas.

Fazendo algumas redefini¢coes, como

obtém-se

ds* = (r—>b)rdt* —

e2ad(r)  —  pl=v

(5.8)

(5.9)

onde esta métrica representa solucoes de buracos negros nem assintoticamente planos

nem assintoticamente anti-de Sitter (adsS).
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O escalar de curvatura, com as mudancas feitas, € dado por

2
rU 27 )21 gy (5.10)

A gravidade superficial € dada por

b
K= — . (5.11)
27"0

Observe-se que quando v = b = 0, a gravidade superficial tem o valor finito
K= — (5.12)

como pode ser verificado impondo primeiro aquelas condi¢cées na métrica (5.3).

5.1.1 Coordenadas radiais nulas

Das geodésicas radiais nulas, tem-se que

T
(r—0b)ry
o

dr* = ———d
" (r—b)ry "

dt = =+ dr

Esta relacdo deve ser resolvida para cada valor de v e b:

Casoy=0Vb#0

)
dr* = d
r ) r
r* = roln(r—>b)+c . (5.13)
Caso b=0Vy#0
* To
dr* = MJrlalr,
P (5.14)
y
Caso y=0=0
dr* = T—Odr,
r

r = rolnr+c . (5.15)
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Caso v, b# 0

Para esta situacao, deve-se resolver a integral na regidao proxima ao horizonte de even-

tos, r =b+ p — p << 1. Portanto,

To
dr* = ————d
" (r —b)rv "

70
dr* = P,

p(p+ b)Y

« 70
dr* = pmdp,
= 0y b 5.16
rfb—q/n(r—)—i-c. (5.16)

Lembramos que as coordenadas incidentes (in) e emergentes (em) respectivamente,

saodadas porv=t+r*eu=1t—r*.

5.2 Equacao de Klein-Gordon nao massiva para os buracos
negros nao assintoticamente planos

Para obter a temperatura dos buracos negros nao assintoticamente planos utilizando o
método devido aos coeficientes de reflexao e transmissao, precisamos analisar a solucao
exata da equacao de Klein-Gordon, assim como as solucoes aproximadas proxima ao
horizonte e no infinito espacial.

A equacio de Klein-Gordon nao massiva para a métrica (5.8) € dada por

2
T8 0 e (@2r=b) 1 <2 cos f) 2) B
{(T_b)QTQA’at G (T—b)rar r(r —b) %+ Gng %0 ) 0@ =0.

Fazendo a separacao de variaveis
O(z) = F(r)Y"(0,9)e™"
onde Y, (0, ) € a funcao dos harmonicos esféricos, obtém-se

(2r —b) rdw? I(1+1)
(r —b)r O F(r) + 7~27(2 — b2 r(r—b)

Parece nao ser possivel resolver esta equacao de maneira exata para qualquer valor

GfF(r) +

F(r)y=0.

de v e b. Logo deve-se estudar casos particulares para cada valor de v e b. Vamos
tratar porém o caso dilatonico linear v = 0 onde se tem a relacao de temperatura muito
bem definida se nés utilizamos a gravidade superficial. Daremos énfase ao caso b = 0
onde, a partir da gravidade superficial, parece haver um producao de particula, muito
embora o buraco negro tenha massa nula. Mostraremos, na verdade, que trata-se de

um efeito da geometria da métrica [62].
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5.2.1 Casoy=0Vb#0

A equacao de KG se reduz a

2r —b) raw? I(1+1)
O2F ( O F = — F(r)=0
B0y O F O e T =gy | T
Fazendo a mudanca de variavel, x = r/b, encontra-se
2x — 1) rgw? I(141) ]
2py + 2D g 0 F(r) =
OsF(r) + (az—l)xa (r)+ @-12  a(@—1)] (r)y=20
Redefinindo, y = 1 — =, obtém-se
2 B2, 1]
(1 =y)yo, F(r) + (1 - 2y)0, F(r) + ?—)\ ~1 F(r)y=0
sendo que
E? = 2% (5.17)
2 2 2 1 2 _,2 2 1\?
(l+1) —rgw = _A_1:>/\ =row’ — l—|—§ . (5.18)
Definimos F(r) = y*¥A, o que reduz a equacao de KG a
1
(1—wy%A+¢L+%E—(%E+2MM%A+[E%4E—A2—4]A:o,
chamamos
c = 2%E+1
1
a = (E4+ X+ 3
1
b= i(E-N+;
Assim,

1—y)yd2A+[c—(a+b+1)y] GA—abA=0 |,

que € a equacao diferencial hipergeométrica cuja a solucao €

A = C1F(a,bc;y) +Coy* “Fla—c+1,b—c+1,2—cy) ,

F(r) = ClyiEF(a,b,c;y)—i—ng*"EF(a—c—i-1,b—c—|—1,2—c;y) ,
b—r\"¥ 1 1 o b—r
O(x) = lC’l( 2 ) F(a+2,ﬁ+2,1+2zE,b)
b—r\ F 1 1 L b—r m iwt
+ Cg( 2 ) F(Q—ﬂ,Q—oe,l—ZzE7 5 )] (0, p)e ,

(5.19)
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com
a=i(E+)\), B=iE—-\) . (5.20)

Solucao perto do horizonte (r=0+p — p << 1):

A equacido de KG se reduz a

T%u)2
2

83F(r) + ;(%F(r) + F(r)y=0

sendo F'(r) = pP, econtra-se

p(p — 1)pP 2 +ppP 2+ rfw?pP? = 0

p = =Lirgw
Portanto,
F(?“) — Alpirow+A2p—irow ,
CI’(x) — {Al(r _ b)z’wro + Ag(?‘ _ b)—iwro} Yzm(e’ (p)e_m
= [Aeme™™" 4 A Y0, 0) (5.21)

onde foi usada (5.13).
Solucao exata (5.19) perto do horizonte:

Para geometria perto do horizonte, » — b =~ 0, temos que (5.19) se reduz a

_ NIE N\ —iE A
[Cl (b b r) Lo (b b r) ]Ylm(e’@e_m

_ lcl () () e—wv] Vi (0, 9), (5.22)

®(z)

Q

b

onde foi utilizado o fato de F(a,b,c;0) = 1.

Portanto comparando as equacodes (5.21) e (5.22), tem-se que

-1 iE -1 —iE
Aemz(b) a AmZ(b> Cy . (5.23)

Limite assintético (r — oo):

A equacido de KG se reduz, neste caso, a

2
2 2 2 —
FRF(r) + = OF(r) + [’ — UL+ 1)] =32 =0,
sendo F'(r) = r¢, encontra-se
CHqgrril—Ill+1) = 0
1
® = -5 £ A
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Logo,
F(r) = Bir® + Byp"™ |
®(z) = [Bir® + Bor? 1Y, (6, p)e "
1 —twu . —twu m
_ W[Beme + Bine | Y0, 9) (5.24)

Solucao exata (5.19) no limite assintético (r — ~0):

Neste limite assintético tem-se que usar a formula de transformacao das funcoées

hipergeomeétricas
L(e)l'(b—
F(a,b,c;y) = FEZ?FEC — Z; (D)%% *F(a,a+1—c,a+1—-01/y)
I'(e)l'(a —b)

+ —1)P% P F(bb+1—c,b+1—a;1/y) .

Para as func¢odes hipergeométricas da equacao (5.19), tem-se que

1,1 b=r\ DA UEN(=20N) a1
F(“*z’“g’l”m’ b ) ~ T@riaTGr2) Y
o\ (et 1/2)
< (7)
L _TOH2ETEN s
MNa+1/2)(a+1/2)
—pr\ —(B+1/2)
< (7)o
1.1 b\ T-2E)(=20) g
F(z fig ma =2k =y ) N Taz=ar0—a) Y
e\ B1/2
< (7)
(1 — 2iE)[(2i)) 1/2ma
1
* raz-praa-g Y
—r a—1/2
<(7)
pois, no limite assintético (r >> b),
1 b b—r —r
azbieriF(a,b,c,;l/y)%l, 5 %T
A equacao (5.19) se torna
_ \ 1/2—iA I'(1+2F) _qViE
oz) = \/F{F(m)b Tat12larig W O
F(l B QZE) —iE —iwu
T rae-araz-5 Y 0216
oy 21/24iA (1 +2iE) yE
TN s G i YO

N I'(1-2iE) (1)~ 02] e—iwv}y'lm(g, ©) . (5.25)

T(1/2 — )0(1/2 — )
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Comparando a equacao (5.24) com (5.25) e utilizando as relacoes (5.23) temos que,

T'(1+ 2iF)

bl/?"rﬂ Aem
T(a+ 1/2)0(a +1/2)

Bem = T(2i\)

(1 —2E) oo s
i r'a1/2-p)ra/2-p) b Am] ’ (5.26)
N Y I'(1+2iF) e
Bin = T(-2i}) F(ﬁ+1/2)F(ﬂ+1/2)b A
(1 —2E) .
T TA2-ari2—a) b Am] ' (5.27)

Esta analise no limite assintoético € valida somente para o caso em que

1
r0w>>l+§ ,

na equacao (5.18), onde foi utilizado também que, no limite assintético, r* = roIn(r—b) ~

rolnr.

5.2.2 Casoy=0=0
A equacao de KG se reduz a

rdw? I+ 1)

OXF(r) + %&F(r) + F(r)y=0 . (5.28)

r2 2
A equacao diferencial acima foi resolvida para o caso v = 0 Vb # 0 no limite assimptotico,
cuja solucao € a equacao (5.24) no limite em que
1
row >> [+ 5

5.3 Temperatura de buracos negros nao assintoticamente
planos

5.3.1 Casoy=0Vb#0

Por ter uma solucdo exata bem comportada, podendo-se assim relacionar as constantes
da solucao na regiao perto do horizonte com as constantes da solu¢ao no limite assimp-
totico, usaremos a técnica de relacionar o coeficiente de reflexdo R a temperatura 7'.

A férmula covariante do fluxo dada pela equacao (3.45) € resolvida para métrica
(5.8) com v = 0 onde g = —r8r2 é o determinante da métrica. Os coeficientes de trans-
missao e reflexdo sao dados pelas equacoes (3.46) e (3.47). Estes coeficientes obedecem
a condicao de normalizacao (3.44). Temos, entao, que calcular os fluxos incidentes
(in) e emergentes (em), na regiao proxima ao horizonte de eventos (r = r;) € no limite

assintotico (o0).
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Usaremos a condicao de contorno na qual no limite assintético, r — oo, a cons-
tante B.,, € nula, e na regiao onde calculamos os fluxos emergentes as constantes in’s
sdo nulas e vice-versa, quando caculamos os fluxos incidentes as constantes em’s sao

nulas.

Calculemos agora os fluxos.

e Para 7] °" onde A;, =0,

T eEmM 27T rr em\ * P em
fT'H = 7 V _gT‘H.ng (F5 ) 87‘ F(S )
onde 6 =r —b.
Portanto utilizando a solucao (5.21), temos
O F™ = Oy Aem(r — )

= (A E(r — b)iE_1 ,

By (F5™)" = 0, ALy(r—b)7F
= —iA%, E(r—b)~(FD

Logo
em 27-‘— rr em 5 em
Fm = gl (Bem)” o, Fep
R —rgb(r = b) [(F5™)" 0, F5™ — F§™ 0, (F5™)")

= —Amr2EbAcn AL, . (5.29)

e Para 7" sendo agora B, =0

in 27 rr in PN in
fgo = 7 V —90090 (Foo> 87" Foo
Utilizando a solucao (5.24),
O FE = 0,Bur M1/
= —Bi (M + 1) p(IA+3/2)
2
o (F)" = orBri /2
1\ .
= B’:(TL <Z)\ — 2> T‘Z>\_3/2
Logo,

=g |(Fin) o Fl - Fio, (R

= 4mri\Bi, B}, . (5.30)

TN
Foo

Q
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e Para 7] '™ onde A¢p, =0

. 2 RN .
Fiat = =gl (B") 0 F"
onde § = r — b.

Utilizando a solucao (5.21),
OFm = 0 Ap(r—b)~F
= —iApE(r — b))~
0. (F")" = oAl —b)"
= A} E(r— b)iE-L
Logo,
TN 2m in)* in in in) ™
FLt o~ = =rgb(r =) (") 0.5y = Fro, (B
= 4nriEbA AL, . (5.31)

Portanto, os coeficientes de reflexao e transmissao serao

Aem A}
_ em-+tem .32
R AAr A (5.32)
A By, B,

Pelas equacoes (5.26) e (5.27) e empregando a condicao de contorno B, = 0 e das

definicoes (5.20), encontra-se

~ . 2 2
A, = |LQR2EAELET L
LP(A/2+4(E = A))|

pog -~ ITENECQ+ 2B _[rmvzwww»ﬁr 2
" /2 +i(E + )P D(1/2+i(E = X))
x bAmAL .

Utilizando as seguintes rela¢oes da funcao gamma

iy = —
TGyl y sinh[my]
2
1 T
r(=+i S
‘ (2+2y> cosh[my]
r+iy))? = —4 34
PP - (5.34

onde y € real, encontra-se

2 J—
A AL = cosh2[7r(E A AT
cosh?[m(E + \)]
Eb sinh[2m B sinh[27 )]

A cosh?[m(E + \)]
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Portanto
* 2 _
» Aem A%, _ coshQ[w(E A)] ’ (5.35)
AinAj,  cosh?[m(E + N)]
_ A BB},  sinh[2rE]sinh[27)] (5.36)
 EbA AL cosh®[n(E + )] .

A condicao de normalizacao &€,

_ sinh[27 E]sinh[27)]  cosh?[r(E — \)]

TrR cosh?[(E + \)] * cosh?[(E + \)]

Utilizando as seguintes relacoes,

cosh®(z) = % [cosh(2z) + 1] ,
cosh(z £y) = cosh(z)cosh(y) =+ sinh(x) sinh(y) ,

encontra-se,

T+R =

{sinh[27rE} sinh[27 )] + cosh[2m(E — M) + 1}

2

1
cosh?[m(E + \)]

1 cosh2m(E + \)] + 1
cosh?[m(E + \)] { 2 }
cosh?[(E + \)]
cosh?[(E + \)]
= 1 c.q.d.

No limite de altas frequéncias, w — oo,

~ Wro
= B
Logo
1

R = — 5
cosh”[2m E]

I - sinhZ[ZwE]‘
cosh”[2m E]

Portanto, no limite de altas freqtiéncias,

627rE + e—27rE

cosh[2E] = 5

627rE

Q

2
4
e47rE
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Da relacao de temperatura (3.48), obtemos

w

In (4e—47E)
w

In 647TE

1
= (5.37)

Ty =

Q

o que confirma a temperatura obtida pela gravidade superficial.
e Temperatura via anomalias

Como foi visto na sec¢ao 3.5 o elemento de linha pode ser reduzido a um elemento

de linha em 2D, que pode ser usado na analise das anomalias perto do horizonte,

(r =)

d? = a2 - 0 _ g2 (5.38)
70 (r—"0)
Por se tratar de um buraco negro carregado deve-se tratar a anomalia de calibre, dada
por [46]
VuJh ==+ 47rf/279 oA, (5.39)
onde J* é a corrente nao conservada, A, o potencial elétrico e ! = ¢/" = 1, sendo que

+(-) corresponde as coordenadas incidentes(emergentes). Como no caso gravitacional
estaremos interessados em tratar dos modos emergentes.

Em duas dimensoées (¢,r) a equacao (5.39) pode ser escrita como

VI = 9"+ T T

o
1
= —— 3, (V=gJ"
\/jg H( g )
= g

nao esquecendo que trata-se de uma solucao estatica, de modo que J* = J¥(r) e A* =
AR(r).

Entao deve-se resolver a equacao (5.39) nas duas regioes de interesse:
e r > ry + 4§, onde todas as leis de conservacao sao satisfeitas,

VyuJH(oo) = 0yJ"(00) = 0,J" (00) =0,
J(0) = ¢ . (5.40)

o 71y <1 <rg-+ 4, onde ocorrem as anomalias,
2

8" (ryy) = —%erfarAt,
2
T(rw) = e+ (Adr) = Alrm) (5.41)

sendo ¢y € cy constantes de integracao.
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Sob uma transformacéao infinitesimal de calibre, a variacao da acao efetiva (omi-

tindo os modos incidentes perto do horizonte) € dada por

2
—6W:/d x —g(g))\VMJ(”Q) ,

onde A\ € um parametro de calibre. Como no caso da anomalia gravitacional a corrente

€ escrita como a soma da corrente nas duas regioes
JH = JH(c0)Op(r) + JH(rg)H(r) (5.42)

onde Oy (r) =O(r—rg—9d)e Hir)=1—-0g(r).

Utilizando as equacoes (5.40) e (5.41), encontra-se

[ Vadty = [@e{oene) + om0 - eut]

2
_ / d?;,;A{a,. (; At(r)H(r)>
62
+ <C() —CH + E At(TH)> 5(7’ — T’H)} .

Acima, o primeiro termo € zero classicamente, pois trata-se de uma derivada total.

Porém, para zerar o segundo termo tem-se que

2
(&
Co=¢Ccy — fAt(’I“H) . (543)
47
Novamente como na anomalia da conservacao do tensor momento energia a equa-
¢ao (5.39) nao se transforma covariantemente, tendo-se que definir uma nova cor-

rente [49], como sendo

62

Jh=JtF ———=MA
:F47T _96 A

onde o sinal positivo representa os modos emergentes.

(5.44)

Para determinar o valor da constante ¢y, impde-se que a corrente (5.44) seja nula

em cima do horizonte, logo,
J'ru) = Ju(ra) + — Arm) = 0;
CH = — ? At(TH) . (545)

A substituicao de cy na equacéao (5.43) determina o fluxo de carga

e

co = — ? At(TH) . (546)
™
O potencial fornecido pelas equacoes (5.4) e (5.7), € dado por
1
Ft?“ —
V27
1
oA =
RN
Alry) = 22—, (5.47)

V27
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lembrando que o raio do horizonte de eventos € r; = b. O fluxo de carga sera

& b
21 V21

Na presenca de uma corrente, mesmo classicamente, o tensor momento-energia

(5.48)

co =

nao é conservado:
v, T, =F,J" . (5.49)

Logo, levando em conta todos os campos presentes na acao e fazendo a variacao
dos mesmos em S|g,., A,, |, utiliza-se a seguinte equacio para a variacao do tensor
momento-energia [46]

VTl =F,J'+ AV, J' 42, . (5.50)

Se ressalta que trata-se de um cenario estatico e trabalha-se somente com os modos
emergentes.

Resolvendo a equacao (5.50) nas regides de interesse, para v =t
eem7r >7ryg+0,

0T} (0) = FuJ (00)
O T] (0) = ¢co0pAs(r)
T/ (o00) = ap+codi(r) . (5.51)

e Emry <r<rg+9§6,

T (rg) = FuJ (rag)+ Alr)o.J (rg) + E

2
= JT(TH)arAt(T) + 4677]' At(T‘)arAt(T’) + 8TN2"

Utilizando as equacgdes (5.41), (5.45) e (5.46) decorre que

2

Tl (rug) = |ceuw+ Z%r (As(r) — At(TH))l Or As(r)

2
€ T
+ E At(T)arAt(’l“) + GTNt
r 2
T/ (rg) = apg —i—/ d(C()At(T) + %T AZ(r) + N[(r)) . (5.52)
T4
Acima a¢ € ay sao constantes de integracao.

Combinando o tensor momento-energia nas duas regioes de interesse, 7+, =

TH(c0)Op(r)+TH(rp)H(r), a parte anomala da agao efetiva é dada por

[ gaviars = [d@ago, (17 00n) + T ru)H)
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= /d2:1: ft{coarAt(T) + Oy <i AZ(r) + Nf@“))
1)+ (a0 0 = - A8 4 N0
X 6(r— rH)} :

Os dois primeiros termos sao eliminados classicamente pelo principio variacional,
porém, para eliminar o termo da delta requer-se

62

= A ) = N{(ra) (5.53)

ap =ag +

de forma analoga ao caso tratado na secao 3.5, onde impde-se que o tensor momento-
energia (3.67) seja nulo em cima do horizonte, enontra-se o valor da constante ay, como
sendo (3.69). Assim, pode-se encontrar o valor do fluxo do tensor momento energia
(5.53), como sendo

62 s

ag = EA?(TH)-FET%

e?b? 7 1 \?
= 224 5.54
swrg T 12 (47r7“0> ’ (5.54)

confirmando a temperatura (5.37).

O calculo da temperatura € bem definido mesmo sendo um pouco estranho que a
temperatura nao dependa do parametro de massa b. Mas, fazendo o calculo da gravi-
dade superficial para a métrica (5.3) e utilizando a relacdo de temperatura (2.33), temos

que
by

T =
H 4rro

(5.55)

onde pode-se observar que o fato da temperatura, para caso v = 0, ndao depender da
massa € uma propriedade causada pela geometria do problema, sendo valida a relacao

de temperatura para o caso estudado.

5.3.2 Casoy=0=0
Este caso representa o vacuo dilaténico |0,79 > que € dado pela métrica

ds® = —dt* = 2 dr® —rrgdQ? (5.56)

To r

que descreve também a geometria no limite assintético (r — oo) no caso dilatonico li-
near v = 0 e b # 0. Note-se que neste caso, o horizonte coincide com a singularidade.
Entretanto, uma vez que a singularidade € do tipo luz, temos ainda assim um verda-
deiro buraco negro, visto que sinais emergindo da singularidade serao recebidos por
um observador externo em um tempo infinito. Logo, temos efetivamente uma estrutura

de buraco negro e ndo uma singularidade nua.
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Utilizando o calculo da temperatura via a gravidade superficial para a métrica

(5.56), teriamos que

1
Ty =
47T’I”0

E muito estranho que uma métrica que representa o vacuo da teoria possa exibir cria-
cao de particulas sem uma fonte gravitacional massiva. Porém, pode-se observar que a
equacao de Klein-Gordon (5.28) € a mesma tanto no limite assintotico como na regiao
proxima ao "horizonte" ry = b = 0, como era de se esperar no caso de vacuo.

Esta analise fica mais clara fazendo as seguintes mudancas de variaveis:

&) - =x
r=In{— , T=—
To To

ds? = 2 (dT2 —da? — dfz?) : (5.57)

colocando a métrica na forma

onde ¥ = rye®/? = rry. O vacuo no caso dilaton linear representa uma métrica conforme
ao produto M>X S, um espaco de Minkowski bi-dimensional com uma bi-esfera de raio
unitario.
Redefinindo o campo escalar,
d=x"1v | (5.58)

a equacao de KG torna-se uma equacao de campos livres,

1
VAV, @ = ﬁaﬂxﬁ—ggwayz—qu = 0,
2—3(83—ag—vg+i)\y =0 ,

onde V3 é o operador diferencial da bi-esfera.

Separando ¥ em funcao dos harmonicos esféricos, a equacao de KG reduz-se para
1 2
Vi + (z + 2) =0 , (5.59)

onde V3 é o laplaciano em M,. A equacao (5.59) representa uma equaciao de ondas

planas onde a norma da equacao de KG em 4 dimensodes se reduz a norma em Mo:
2 1 3 Oug* 2m % n
|®||* = oY &x\/—ggH®* 0, = — [ dz¥* O, U . (5.60)
1 1

Claramente isto reproduz uma equacao de campos livres onde nao ha producao de

particulas.
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e Temperatura via anomalias

Seja a acao
5= [ dtoy=g .

Redefinindo o campo ¢ = ¥~ 1V, a acdo para métrica (5.57) se escreve como
S = /d4x\/—g > v (sThy)

_ /d4xsin0\ll* (aﬁ RV i) .

Claramente isto representa uma equacao de campos livres, como mostra [62], onde nao
ha anomalias para serem tratadas. Esta relacdo € compativel com a analise anterior do
campo de KG.

E, assim, muito importante analisar o aspecto da teoria quantica de campos para
se saber como € dada a relacdo da temperatura com a gravidade superficial ao invés de

simplesmente usar a relacao tradicional.



Capitulo 6

Buracos Negros Dilatonicos
Lineares com Rotacao

Neste capitulo trataremos da teoria dilaténica linear [73], v = 0 — « = 1, visto a
equacao (4.6). Neste caso a teoria EMD € reduzida a teoria de cordas heterdticas em
4D [76]. No caso dilaténico linear a teoria EMD esta contida dentro de uma teoria mais
ampla: teoria Einstein-Maxwell-dilaténica-axionica (EMDA). Esta teoria, com o = 1,
admite uma aplicacao do modelo o, podendo gerar uma meétrica com rotacao que sera
a generalizacao da métrica estatica estudada no capitulo anterior para o caso o = 1.

Sera estudada neste capitulo a termodinamica dos buracos negros que podem ser
determinados nesta teoria. Consideraremos agora uma solucao com rotacao [73], onde
a interpretacao da energia para uma particula criada dentro da ergoregiao torna-se

complicada pela auséncia de uma definicao clara de vacuo nesta regiao.

6.1 Dilaton linear com rotacao

A acao da teoria EMDA € descrita por

S = g [ dev=a(R 20,0000 - e E P
s

et

0 -
— o - z?FWFW> , 6.1)

que além do dilaton ¢ e do vetor A, ja presentes na teoria EMD, contém um campo
pseudo-escalar, o axion ¥, e onde Fiv é o dual do tensor eletromagnético dado por
1

2/Jg]

sendo P o tensor completamente anti-simétrico.
A meétrica [73],

W —

L (6.2)

A
ds® = r(f’) dt? + 2a sin® Odtdyp — % dr? —rordQ? | (6.3)
0

68
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representa a geometria do caso dilatonico linear com rotacao, da teoria EMDA. Em

(6.3), temos que

Ae) = (r—r(f))(r—r@):r2—2MT+a2cos20 ,
rgf) = M+VM?—a2cos26
A = (r—r))r—r_)=r*=2Mr+d® |,

rg = M+EVM?2—-a?2 |

e de (6.3), tem-se

g = —(rorsinf)?® |
a
Qp = gti’r:mr:
Gop ror4
1| p? .2
A = — |—dt+asin“6d ,
V2 lrro 4,0]
p° = r*4acos?d
Ty —T—
o =
2ror4

sendo g o determinante da métrica, ();, a velocidade angular em cima do horizonte, r4
os horizontes externo e interno, r(f) o limite da regiao estaciondria, M = b/2 a massa da
teoria, obtida pelo formalismo quasi-local, A o quadri-potencial da teoria e k a gravidade
superficial da métrica (6.3). A métrica (6.3) e todas as identidades acima estao definidas
na referéncia [73].

Utilizando a relacao

guwg"* =6, (6.4)

encontramos as componentes contravariantes da métrica:

gt = —ee __TN0
919pe — (91p)? A7
geP = gt _ 1 Ale)
Gtt9pp — (Gip)? rrosin?f A ’
tp Jto 1 _ a
g = ——9 == )
e A
oo LA
Grr ror ’
1 1
00
= =T 6.5
I 966 ror (6.5)

Antes de prosseguirmos com o calculo dos campos quanticos vamos dar uma breve

passagem pelas geodésicas no espaco-tempo deste buraco negro.
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6.2 Calculo das Geodésicas

Podemos definir a lagrangiana da métrica (6.3) da seguinte forma:

A . . .
2L — ﬁ 2 4+ 24 sin? Oty — % 72— rgr(02 + sin? 0gb2) , (6.6)
Tor

onde adotou-se [ = dF/ds. A hamiltoniana do sistema serd, entao,
H=PFPa"'-L (6.7)

onde z* = (t,r,0,¢) e P, € o momento conjugado dado por

oL
P,U, — @ . (6'8)

Temos as seguintes componentes dos momentos conjugados para métrica (6.3):

P = %:%t‘—I—asinQ%:E , (6.9)
ot ror

P, = gfb:siDQH(ai—rorgb):L , (6.10)
oL roT

p o= == 11
r A" (6.11)
oL .

Py = —=—rgrf . 6.12

() Y 0 ( )

Como a métrica ndo depende nem de t nem de ¢ temos as constantes de movimento E

e L. Assim sendo, a equacao (6.7) torna-se

.2 .
2H = Ef + L — ror <TA+92>

Combinando as equacoes (6.9) e (6.10) tem-se que,

t = %(T’FQE +al) (6.13)
. 1 Ale)
Y= rroA (WOCLE  sinZh L) ' (6.14)

Como H independe de t pode-se deduzir que 2H = §; onde, sem perda de generali-

dade, se tem

5 = 1 para geodésicas tipo tempo,
v 0 para geodésicas tipo luz.
Encontra-se

A 70 r7osin? @ A

Para simplificar os calculos vamos trabalhar com as geodésicas tipo luz no plano

L 2 L2 2 .
51:%(E+a> ——ror<r+92>

equatorial § = 7/2, onde temos que
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Ao contrario das equacédes da geodésica para métrica de Kerr, onde pode-se fazer uma
simples relacao entre as constantes L e FE, como sendo L = —aF, aqui parece nao
ser possivel fazer isto. A melhor escolha para que possamos resolver as equacgées

diferenciais € fazermos L = 0. Assim, encontra-se

r = K |

t = %T

dt = :F%dr ,
_ e

p = Fii

dp = :F%dr :

e resolve-se as equacoes (6.15) e (6.15) nas regioes proximas ao horizonte e no limite
assintotico.

Perto do horizonte(r =r, +§ — § << 1):

dt =~ ;’”Xodr:;ﬁdd
t =~ :F% In(r —ry)

rt = % In(r—ry) (6.15)
Sy e

p =~ (hriir,) In(r —ry)

o* = (m_%ar_) In(r—ry) . (6.16)

Limite assintético (r — oo):

it = :F%dr'fv$%odr

t ~ Frolnr

r* = rolnr | (6.17)
a .

Qo = :FET%IF—zdr

Y = :I:g%()
r

o = Yx0 . (6.18)

Podemos ver ainda que estes resultados estao de acordo com a geometria estudada.

Note que
b d
P e O , (6.19)

t dt  ge TT0
representa a velocidade angular para métrica (6.3) do caso dilatonico linear com rota-

cao.
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6.2.1 Solucao da equacao de KG

A equacao de KG para métrica (6.3) €:
b

V=9

AD2D(x) 4 2(r — M)0,®(x) + 02 ®(z) +

A©) s o)

Asin?6 % (@) - A

Ouv/—99"" 0,2 =0,

cos
sin 6

2aror 00,0 () =

9p® ()

OXd(z) —

Fazendo a separacao de variaveis
®(x) = R(r)S(0)elme—t) (6.20)
encontra-se

[ABER(T) +2(r — M)O,R(r) + — (wr — am)QR(r)] S(6)

cosf m

sin 0 %S(6) -

+ 10325(0) +

sin? 6
onde @ = wry. Introduzindo uma constante de separacao:

AO?R(r) + 2(r — M), R(r) + % (@r —am)*R(r) = K*R(r)

cosf m?

DpS(0) — —5 S(0) = —-K25(0) . (6.22)

, 6.21)

95 5(0
05(0) + sin 0

A equacao angular (6.22) representa uma equacao das funcoes associadas de Le-
gendre, onde a constante de separacao ¢é

K =1(1+1) , I>m| , 1=12,.. . (6.23)

Buscar-se-a a solucao da equacao radial (6.21) para o caso M > a, o qual representa
um buraco negro.

Fazendo uma mudanca de variavel, r = M + cx; ¢ = —/M? — a2, a equacao (6.21)

torna-se
(wz + W')?

—(1—2*)92R 4 220, R — 3 +I1(l+1)|R=0,

sendo w' = (WM — am)/c.

Fazendo outra mudanca de variavel, z = (( +1)/(¢ — 1), obtém-se

2 2
(¢ = 1)?0fR+((C—1)*0R + {W?ch {WBW‘ —l(z+1)} C+VZ_}R:0,

sendo Wiy =+ '
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Definindo as seguintes constantes

W2
A2 = Ti , (6.24)

(Wi +W_)?2

I —(l+1)=c*-1(1+1), (6.25)

B? + Y
pode-se escrever a equacao de KG da seguinte forma:

2 2
- - gans (£ 202

— Ai) R=0.
Definindo,

R = {*(1-0"M0)
IR = ¢-(1-¢)F {A—H’ (A — B> A} ,

¢ 1-¢
) . . A .
2R = (-(1-¢)P {A +2i (< — &) A
2BA_  iA_(iA_—1) iB(iB—1)
A
+ [<<1—c>+ T Ta-¢p } } !

onde adotou-se A = O¢A. Assim, decorre que,
CA—OR+{1+2A —[2i(A_+ B) + 1JC}A + [A2 +2BA_

(1-¢)B?>+y—iB
1-¢

sendo y = iB. Escrevendo de outro modo,

—Ai]Azo )

CL=OA+[d—(a+b+1)¢JA—abA =0
onde

d = 1+2A_

(A_+B+Ay)
b = i(A_+B-Ay)
B 4+iB = @ —1(l+1)

iB+ = %ii)\ ,

12
N o= Joz— (142
“ <+2>

A equacao diferencial é do tipo hipergeométrica cuja a solucao sera

a = 1

A=C1F(a,b,d;¢)+Co¢t Fla—d—1,b—d+1,2—d; ¢)
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e, portanto,

Ro= ()T [(T”)ZA01F<a+,b_7d+;<r—r+>/<r—r_>>

r—r_— rT—r_—
r— o\ A
+ () aRabeds - )| 6.26
sendo que
T
ay = §:tz(w:|:)\) ,
1
by = §ii(w’i)\) ,
de = 1+£2iA_=14i(0—)

Acima usou-se B, porém utilizando B_ os resultados seriam 0s mesmos.
Solucao aproximada perto do horizonte(r =r, + 6 — 6 << 1):
A equacao radial (6.21) torna-se,
T2
§20¢R+ 60sR+ ———R=0 |,
(ry —r-)?

onde Y = wry — am. Escolhendo a funcao R = ¢9, tem-se

2 T
a9 = —7T— 3
(ry —r)
o = +i (wry —am)
ry —T—
W_
= +i—
"
A solugao geral sera
R= AleiW,/Q In(r—ry) + A26—iW,/2 In(r—r4) ) (6.27)

onde A; e Az sao constantes de integracao. Porém, utilizando as equacoes (6.15) e
(6.16), tem-se que
®(z) = S(O)R(r)elme—wt
= S(0) (Aeme_i“’“eimu + Ame_i“”eimv> , (6.28)

ondeU = o — px eV = ¢+ p*.
Solucao exata (6.26) perto do horizonte (r=r, +0 — § << 1):

Escrevemos
r—ry 1)
r—r_ re —r_
T‘+ —r_ 7”+ —Tr_

r—r_ ry—r_+90
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A equacao (6.26) torna-se

1 iW_/2 ) 1 —iW_/2 )
R~ ( ) ClezW_/Z In(r—ry) + < > 0267zW_/2 ln(rfr_,_), (6.29)

7“+ — r_ T+ — r_
pois F(a,b,d;0/(ry —r_)) =~ F(a,b,d;0) = 1.
Comparando as equacées (6.27) e (6.29), obtemos,

1 iW_/2
Aem = ( ) Cl )

Ty —T—

1 —iW_/2
Ain = ( ) 02

Ty —T—

(6.30)

Solucao aproximada no limite assintético (r — oo):

A equacao radial (6.21) torna-se,

r20?R+2ro,R+ [@* —I(I+1)]R=0,
=0

sendo R = rP, econtra-se
P+P+0O = 0

A solucao geral, utilizando (6.17), sera

R = BlTiiB"'—FBQT‘iiB_ ,

®(x) Sﬁ) (Bme‘i“’” + Beme‘“’“) , (6.31)

onde B, € B;, sao constantes de integracao.

Solucao exata (6.26) no limite assintético r — oco:

A equacao (6.26) torna-se

_ iBy
R =~ (” ’”‘) [CyF(ay, by, dis 1)

r

+CyF(a_, b, d_; 1)] .

Pode-se usar a seguinte formula de transformacao das func¢oes hipergeométricas

F(a,b,d;y) = 11:22)5(51:(;:23 F(a,b,d;1 —y)
4+ F(d>rl—\((;>;_(2)_ d) (1 . y)d—a—bF(C% b, d; 1— y) (632)

sendo |arg(l —y)| < .
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Portanto,
de — by —ay = —2i)\
1 1
dy —ay = 3 Fi(Ww £)N) = §:Flai ,
1 1
Segue que

T(1 4+ iW_)Cy P(1 - iW_)Ch }

o L(g_wf(w—)+r<s+ia—>F<%—iﬁ+>

x T(=2i)) <r+ . — ) o
n F(l + Z'Wf)Cl n F(l — Z'Wf)CQ
r(i—ia )r(3+i8) T (+io)T(3-i8)
r —iB_
< T(2i)) <r+ —) (6.33)

Comparando as equacédes (6.31) e (6.33), e utilizando (6.30), encontramos que

m= e ey
N (I_EW+)Z((1) ?&)i;v)vﬂ) Ain | T(=2i))

o = S )
T

A analise foi feita para

0 >> (l+1>
w 2 s

em todos passos para o limite assintotico.

6.3 Calculo da Temperatura

Ja que temos uma solucao exata bem comportada utilizaremos o método de calculo da

temperatura via o coeficiente de reflexao. Empregaremos aqui as mesmas condicoes de

contorno utilizadas no capitulo 5 para o caso sem rotacao.

Calculo dos fluxos:

e Para F[ "™ (A, = 0):
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2w « &
Frg == V=99 (RE")" O RE™
onded =1r—ry.

Utilizando a solucao (6.27), obtemos

ORE™ = OpAin(r —ry) W/

= A e
O (RE™)* = O, AL (r—ry) W=/
L Afn2W— (5 — )~ W=/24D)
Logo,
f;;m = 27W_sinf(ry —r_)AemAL, . (6.35)

e Para FI'"(B,, = 0):

Frin = =gq (RZ)" 0, R
Utilizando a solucao (6.31), encontramos

angé — arBin'I"_(iAJrl/Z)
_ _B, (M + ;) P (h3/2)

o (R2)" = 0,Bjr 12

= B! (M - 1) pA=3/2
m 2

FIm = ArsinOABi, B, . (6.36)

Logo,

e Para F]!"(Aeym = 0):

=, (RE) o R
onde§ =1 —r4.

Utilizando a solucao (6.27), encontramos

ORI = O Ap(r—ry)"W-/2
_ AmQW— (1 — 1y ) OW=/24D)
o (Ri")" = 0, AL(r—ry) ™/

AL W .
i +) W_/2—-1
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Entao,
.7:;:[” = 27W_sinf(ry —r_)And4;, . (6.37)
Os coeficientes de reflexao e transmissao serao os seguintes:
T - 2\ Bin B},

W_(ry —r-) AmAy, 7
utilizando a condicao B,,, = 0, tem-se

s \F(l—l—ia_) yr( +zﬁ+) PA A
|F( +zoz+) PF(%—FM ) |2
e IT(1+9W_)]ID(2i\)]?
Pl = R (F e ) PIr (3 v s ) P
e 0 (% +ia ) [P0 (3+iB) 2 2(T+T)A p
|F(§—|—za+) mr(%ﬂﬂ,) 12 "

Utilizando as relacées da funcao I', (5.34), encontra-se

coshm(_ coshmay

AemA* AznA* )
em cosh w34 cosh mar— m
BB, W_(ry —r_) sinh 7W_ sinh 2w\ A AT
2\ cosh (3 coshma_
Portanto,

R = cosh wf3_ cosh may _ cosh W(LEJ — A)coshm(w + ) ’ (6.38)
coshmf; coshma_  coshm(w + A) coshm(w' — )

T sinh 7W_ sinh 27 A __ sinh 7_r(cTJ — w') sinh 2w\ ' 6.39)
coshmf; coshma_  coshm(w + A) coshm(w' — )

Utilizando as seguintes relacoes trigonomeétricas,

sinh2x = 2sinhxcoshz
sinh(r +y) = sinhxcoshy+ coshxsinhy
cosh(z £y) = coshzcoshy £sinhzsinhy (6.40)
encontra-se que a condicao de normalizacao (3.44) é satisfeita.
No limite de altas frequéncias, w — oo, tem-se
AR w=Trow
, oM
W —
c
’ wM _ 27’+u_)
Ww—-A = ——w=——,
c Ty —T_
M o o
VAN = Ty Y
c Ty —T_
h(w + A
R~ coshm(w' + \) 6.41)

cosh 7(2w) cosh (W' — @)
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Buracos negros com rotacao parecem precisar de uma analise mais cuidadosa para
a interpretacao de energia, devido a presenca da ergosfera. A definicao do vacuo na
ergosfera é ambigua, de forma similar ao problema da definicao do vacuo para observa-
dores acelerados em rotacao no espaco-tempo de Minkowski [74,75]. Faremos a analise
para os possiveis sinais, onde supomos estarem relacionados a energia, e veremos os

resultados de temperatura obtidos.

1. Energia positiva e negativa: Esta ¢ uma tentativa de se obter a mesma tempera-
tura obtida pela gravidade superficial. Porém, esta interpretacao parece depender
da escolha do sinal da energia de uma particula criada dentro da ergosfera. Pelo
processo de Penrose, lembrando de que este € um processo classico, um observa-
dor no infinito futuro pode ver uma particula se cindir em um par de particula e
anti-particula, com energia negativa, dentro da ergoregiao [18, 27]. Esta analise,
porém, € mais complicada para a criagcao deste par de particula e anti-particula
via um processo quantico pois nao se pode, em principio, definir um campo de

Killing global tipo tempo nesta regiao.

Faremos entao a seguinte suposicao para o termo cosh 7(w’ + \) na equacao (6.41).
Supondo que o momento de criacao do par de particula e anti-particula esteja rela-
cionado a um estado de energia negativa (v < 0), relacionado ao termo cosh 7(w'+\),
teriamos que
o= 2r-m@/(ry—r_) 4 2r_me/(ry—r-)

2

6—27“,71'@/(7"+—r,)
2
Neste caso, o termo cosh 7(2) cosh (v’ — \) esta relacionado a uma fungao de onda

coshm(w' + ) =

%

com energia positiva (w > 0), ou se¢ja,
e2m(2ry—r )/ (ry—r-)

4

cosh 7(2@) cosh m(w' — \) =

No limite de altas frequéncias,

R ~ 26747rr+a2/(r+7r_)

Utilizando a relacao de temperatura (3.48), encontra-se

w

o In 2e—4nr+®/(ry—r-)
w

Ty =

drryw/(ry —ro)
Lembrando que & = row, temos

Ty =" +""= (6.42)

 darery

o que confirma a temperatura obtida pela gravidade superficial.
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2. Energias positivas: Pela aparente falta de possibilidade de se ter uma definicao
de vacuo dentro da ergosfera poderiamos proceder com os calculos habituais uti-
lizando ambas as fungées F°™ e .7-";”;" com os seu modos de energias positivas.

Isto nos fornece, no limite altas frequéncias,

€2r_7r¢2)/(r+ —r_)

cosh(w' +\) =~ 2 )
e2m(2ry—r )/ (ry—r-)
cosh7(2@) coshm(w' — \) =~ 1
Portanto,
R ~ 2e %
4
1
Ty = 1 , (6.43)
Tro

que € diferente da temperatura obtida via a gravidade superficial.

Pode-se observar que embora este buraco negro tenha dois horizontes de eventos,

(6.43) parece nos indicar que o caso extremo nao tem temperatura nula.

6.3.1 Temperatura via euclidianizacao da métrica

Neste método a variavel § tem uma periodicidade de 27, de modo que a métrica (6.3) se
reduz a
a ror

ds? = —— dt*
s ror + A

ar? . (6.44)
Trocamos a assinatura da métrica para tornar a métrica euclidiana 2D, fazendo-a
(++)-

Seguindo os mesmos passos dos calculos feitos no capitulo 3, e fazendo a rotacao

de Wick, temos que

A
ds? = a2+ g2
ror A

= Qp) (dp2+p2d72) ,

onde T = at, sendo o uma constante que faz o fator conforme €)(p) ser finito e nao nulo
sobre o horizonte.

Comparando os termos equivalentes, encontra-se

(r = r)(r —r-)

Q = 6.45
(p) rropta? : (6.45)
dp - rro .

o T A dr = dr

ar*

p = e
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Perto do horizonte, utilizando a equacao (6.15), temos que
p~(r— 7,+)a7“+7“0/(7“+—7‘—) =(r— m_)a/z” ) (6.46)

Portanto,

oy r=rr =)

6.47
rro(r — ry)®/ka?2 ( )

Para mantermos as propriedades do fator conforme sobre o horizonte, temos que

Ty —T—
o= K=
2rirg
A temperatura sera entao
=& _ T (6.48)

o que confirma (6.42) e nao (6.43).

6.3.2 Temperatura via anomalias

Buracos negros com rotacao apresentam uma carga representada pelo numero quan-
tico azimutal m [47] onde pode-se trabalhar como no caso de buracos negros carrega-
dos.

Vamos considerar um campo de matéria onde o espaco de fundo deste campo € a

meétrica (6.3). A acao de um campo escalar carregado sera

sz/d”txm(b*v?qﬁ ,

onde

Vi = g"DuDy¢ = g"(V, —ieA,)(Vy —ieA,)¢

1 . v v :
= mau (ﬁg“”aygb) — 2ieg"” A, 0,0 — 2" A Ay — eV, (AFP)

Fazendo uma expansao em harmonicos esféricos, utilizando as relacées (6.4) e (6.5),

e estando na regiao proxima ao horizonte, r = r + §, encontra-se

A
s~ [darisingsiy {0, (=500 ) + K oo
T4+T0 A

2i (r? + a?)
+ 7o [Gm - 67 O Dim
a’m? a (r*+a® e (r?+a?)
|2 L 9em— _ = -
meﬁ+em¢szw2 2 (e |

%

/d2m ryrosinfe;, {—& (A&«qﬁlm) + m{8t¢lm
ror+

A
iam ie (r?+a?) ?
+ - lem
rory  T4ro V2

r=ry+o=>r~rg
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Da teoria quantica de um campo escalar carregado temos que

G = —g =fr) ,
A
f(r) = 7"07
e (7“2 + a2) ma (1) (2)
At(r) = %T — 7'077’ = eAt + mAt y

onde m faz o papel de uma carga na topologia U(1) para o campo bidimensional ¢;,,,.
Como ocorre na métrica de Kerr-Newman [47] temos um potencial que € a soma de
dois termos: O primeiro termo € originado da carga elétrica ry, do campo elétrico do
buraco negro, e o segundo termo € um potencial de calibre induzido pela métrica, que
esta associado a assimetria da métrica de fundo (6.3).

O procedimento para calcular o fluxo de Hawking via anomalias € agora idéntico ao
caso de um buraco negro carregado, como foi feito no capitulo anterior.

Temos a corrente conservada
OrJ"(00) =0, J"(c0) = co

Para a parte anémala faz-se o calculo para os dois potenciais.

Primeiro determina-se o fluxo de corrente U(1). Em d = 4 o fluxo U(1) corresponde
ao fluxo do momento angular obtido para a radiacao de Hawking para um buraco negro
com rotacao.

Para a parte anémala, temos

2

T m 2

0 (ryr) = -0, A

2

m
T ) = e + (A7)~ A7 ()

Logo,
AP (ry) = — — (6.49)
ToTH

Para a parte anémala vinda do campo elétrico gerado pela métrica (6.3), tem-se

2

0, TV (ryr) = 8,40

47
2
&
T ) = ey’ + G (A00) = 40 (rm)
Entao, 02 2)
AW _lryra’) 6.50
) e (650
Da equacao (5.46), o fluxo de carga, gerado pela carga ry, sera
2 2

V=~ Z () = — |mQy — e i+d) 6.51)

2 2m LT /2 ’
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lembrando que Qy € a velocidade angular em cima do horizonte.

De forma analoga, o fluxo do momento angular sera

2 2
2 _ _m _m| g, e (ritad)
0 QW'At(TH) or | rirg V2

Finalmente a equacao das anomalias dada por (5.50) para o tensor momento-

(6.52)

energia na regido r € [r4,ry + ¢], proximo ao horizonte, é dada por
o1y = FuJd" + A0: T +E¢ (6.53)

onde F,; = 0, A;. J" como definido antes satifaz 0,J" = ﬁ@rAt. Aplicando o mesmo

meétodo do caso estatico, o fluxo do tensor momento-energia ¢ determinado como

AZ (rm) K

WS Ty TtH
2
1 e (r2 +a?) T o(ry—r_\?
Y SN T pEAEAT o1
A |0 riro V2 + 12 \ dmrory ( )

sendo que a temperatura esta em acordo com (6.42).

Pode-se observar que se fizermos a = 0, as equacées dos fluxos de carga (6.52) e
do tensor momento energia (6.54) recaem nas equacoes (5.48) para o fluxo de carga, e
(5.54) para o fluxo do tensor momento-energia para o caso estatico estudado no capitulo
anterior.

Tudo parece confirmar a temperatura (6.42). Porém como ter realmente certeza que
uma particula criada por um processo quantico pode ser vista com energia negativa
numa regiao, ergosfera, onde nao se pode definir um estado de vacuo?

Fica entao a duvida de qual temperatura podemos eleger como verdadeira.



Capitulo 7

Buracos Negros Topologicamente
Massivos

Neste capitulo trataremos dos buracos negros topologicamente massivos em (1+2)-
dimensoées. Acopla-se um termo de Chern-Simon a gravitacao em 1+2 dimensoées na
acao da relatividade geral em 3D, termo este presente na acao da supergravidade. O
interesse de se estudar uma teoria em 3D, quando tudo leva a crer que precisamos de
dimensoes extras para se quantizar a gravitacao, reside no emprego da mesma como
laboratorio para teorias mais complexas. Uma novidade que aparece nesta solucao que
vamos estudar, € que a ergoregiao nao tem limites, ou seja, ela se estende até o infinito.
Encontra-se uma solucao exata, em todo o espacgo, para a equacao de Klein-Gordon na
geometria determinada por estes buracos negros. Em funcao disto, empregaremos a
técnica de relacionar a temperatura ao coeficiente de reflexao. As mesmas caracteristi-
cas que aparecem no caso dilaténico linear com rotacao, estudado no capitulo anterior,
aparecem aqui. Aplicamos depois a técnica do calculo da temperatura via anomalias,

que nos conduz a mesma temperatura encontrada pela gravidade superficial.

7.1 Buracos Negros Topologicamene Massivos

Em 1982, Deser, Jackiw e Templeton [77] introduziram a Gravitacao Topologicamente
Massiva (GTM) que nada mais € do que a generalizacao da relatividade geral em 3D

acoplada a um termo de Chern-Simons. A acao desta teoria é

_ 1 3
S_lﬁﬂG/dx

onde R é o escalar de curvatura, I' o simbolo de Christoffel, G a constante de Newton

1 2
/G R+ . v (ayrvg +3T0, ;B)} : (7.1)

da gravitacao e p a constante de acoplamento do termo de Chern-Simons. O termo
de Chern-Simons € também chamado de termo topologico, pois ele ndao depende expli-
citamente da métrica. Por outro lado, este termo faz aparecer um grau de liberdade

dinamico: uma particula de spin 2 e massa p. Por isto a expressao topologicamente

84
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massivo.

Variando a acao em relacao a g, encontra-se a seguinte equacao de movimento:
w_ Lo
GV_;CV =0 , (7.2)

onde
1 1
o= N Py, (R,,@ — 4gyﬁR> (7.3)
g

€ o tensor de Cotton, cujo trago C}; € nulo.
Uma possivel solucao € a métrica de Clément, Moussa e Leygnac [78] que € dada

na forma
dp?

p? — pi

onde r? = p? +4wp +3w? + p3 /3, p+ = tpo sdo os horizontes de eventos externo e interno,

ds® = 3dt? — (4p + 6w)dtdp + +r2de? (7.4)

Qg = 3/(2p0 + 3w) a velocidade angular sobre o horizonte, g = —1 € o determinante da
meétrica e w € uma constante de integracao da teoria.

A gravidade superficial é dada por

K= mﬁ (7.5)
7.1.1 Solucao da equacao de KG
A equacao de KG para a métrica (7.4) é dada por
T 0" 0,5(w) = 0.
{(p2 — pR)2 + 200, - inpg (302 + 1207 + (4p + 6)010,] } B(z) = 0.
Fazendo a separacao de variaveis
®(x) = R(p)e’me—FD (7.6)
a equacao de KG se escreve como
(p* — p%)@iR + 2p0,R + /ﬁipg [3m2 +r2E% — (4p + 6w)Em} R=0. (7.7)

Utilizando a seguinte mudanca de variavel,

_p=p0 _p _1+C
¢ = —(F/——>—=—,
p+po  po 1-¢
2po
R = — - 0R ,
g (p+po)?°
4po Po
I’R = R—-0|R ,

P (p+po)? L(p+ po)
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temos que a equacao de KG se escreve como

(1 - ¢)?RFR+¢(1—()%0R

1 3w? 3
A E2+<m—m;)>E+
3 po 4p5 po 2 pg

1 3u? 9 mw 3m?
Po Po Po
1 w  3w? 9 m 3 mw 3m?
po 4 pp po 2 pp I
Definindo as seguintes constantes

R (- L

B’+y = E? | (7.9)

_l’_

+

encontra-se

_l’_

C(1=CQ)OFR+ (1 - C)OcR+ <A

Al
)
+
Ny
|
=,
N———
3
|
o

Definindo,

R = {(1-¢PAQ)
R = (1 -¢)B [AH‘(A*—B)A] ,

¢ 1-¢
. . A .
R = (1 - ()i {A +2i (g - &) A
9BA. il (iAy —1) iB(iB—1)
* hu—o a7 u—OQ}A}’

onde adotou-se A = OcA.
Segue que

C(1—OA+{1+2iA, —[2i(A, + B)+1]C}A
(1-¢)B?>+y—iB

+ 1-¢

A% +2BAL +

—AQ_]A:O
Sendo y = iB, temos que
CL—OA+[d—(a+b+1)¢JA—abA =0
onde
d = 1+2A,
a = (A +B+A_) |
b = (A +B—-A_) |,
B*+iB = E?

1
iB = gEid— A= /B2 1/4
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Temos uma vez mais a equacao diferencial hipergeométrica cuja a solucao € dada

por,
= C1F(a,b,d;()+ Co¢' ™ F(a—d—1,b—d+1,2—d;¢)
2po )iB+ (P—,OO)M+
—_— CiF(ay, by, dy; (p— +
G2) [(552) T Gt be dis (0= p0) o+ )
p—po\
H(22) T Colan b s (0= ) (0 )| (7.10)
P+ po
onde
1 . 2 1 .
a4 = 2+Z()\i\/§E>—2+l(Aix) s
1 1
by = -+ /\:tﬁ(wE—m) =—+i(ALtn) ,
2 Po 2
de = 1+2iA. =14i(x+n)
Nestas expressoes, foi usado B, e C) 2 sdao constantes de integracao.
Solucao aproximada perto do horizonte (p = py + 6 — 6 << 1):
A equacgao (7.7) se escreve como,
5?03 R+00;R+ AZR=0.
Definindo R = 64, encontra-se
@+ Ai =0
qr = HiAy
A funcao R sera
R = AjetA+m(o—ro) 4 A, e—iA+In(p—po) , (7.11)
onde A; e A, sao constantes de integracao.
Solucao exata perto do horizonte:
A equacao (7.10) se escreve como
iA —iA
R~ <1> i C’leiA+ In(p—po) | <1> i C’ge_iA+ In(p—po) , (7.12)
2po 2po
pois F(a,b,d;0/2pg) =~ F(a,b,d;0) = 1.
Comparando as equacées (7.11) e (7.12), deduzimos que
1 ’LA+
A = [ — C
! (QPO) b
1 —1A4
Ay = (> o, (7.13)
2po

Solucao aproximada no limite assintotico (p — ~):
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A equacdo (7.7), r* ~ p?, se escreve como,
p*2R+2p0,R+ E’R=0
sendo R = pP, obtém-se
P’+P+E = 0

b+ = _ZB:F 3

R = Byp B+ 4 Byp~ B~ | (7.14)

onde B; e By sao constantes de integracao.
Solucao exata no limite assintético (p — ~):
A equacao (7.10) se escreve como
2 1By
R ~ (p0> [C1F(aq, be, dis; 1)

p
+CaF (a—, b_, d_; 1)]

Utilizando a formula de transformacao das func¢ées hipergeométricas (6.32), tem-se

que
de —byr—ar = =21\ ,
1 . r .
dy —ay = 5—2(/\31377)2 5~
1 1 .
di —bx = 5—iAFX)) =5~ ibr
Logo,
o T(1 +2iA.)Cy T(1 - 2iA,)Cs
r(l—m )F(l—w ) F(l—m )r(l—' )
2 - 2 - 2 + 2 — 10+
p \ B+
x (=2 ()
( ) 300
T(142iA.)C, (1 - 2iA.)C;
T (3+ias)D(3+i8y) T(3+ia )T (3+ip)
p \—iB-
x  I'(2i\ () . (7.15)
(2iA) 200

Comparando as equacédes (7.14) e (7.15), e utilizando (7.13), temos que

B, = _F(l +2iAL) (2pg) BrHAT) 4 T(1 - 2iA}) (2p0) B+ 4+) N
(i) (mi) (e ()

x T(=2i))
By — _F(l +2iAL) (on)z‘(B,+A+) 4 I(1—2iA.) (2p0)¢(3,_,4+) N
L F<%+ia+)F(%+iﬁ+) F(%—l—m_)I‘(% -1-7;5_) ]

x T(2i\) . (7.16)
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Temos que A1 — Aery, Az — Ay, By — Bep, Bi — By

7.2 Calculo da temperatura

Por apresentar uma solucao exata bem comportada em todo o espaco, podemos utilizar
o procedimento de calcular a temperatura via o coeficiente de reflexao. As funcées
definidas na geometria determinada por estes buracos negros obedecem as condigcées
de contorno ja expostas em casos anteriores.

Calculo dos fluxos:

e Para F//™:

2T ©
Frem ==L gpe (RS 0, RS

onde § = p — pog.
Utilizando a solucao (7.11), temos
OpR;™ = OpAem(p — pO)iA+
= Z'AemAJr(IO - PO)iA+_1
0y (Rs™)" = 0pA%,(p— po) ™
= —iAL,Ay(p— po) UATY

)

Logo,
P EM ~ 21 em* a9 em
frH ~ i 2 pod (RzS ) aﬂ R6
= dn(x +n)polemAL,, - (7.17)
e Para Fri":
27

rgn =2 g () 9, R

Utilizando a solucao (7.14), temos
apRég — apBinpf(i/\+1/2)
1 )
_ _B, (M+ 2) pAF3/2)
9, (Rzn)* _ apran_l/z

(0.9]
A O
= B}, <z)\ - 2) p A2

Portanto,
FP™ — _4x\Bi, B, . (7.18)
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o Para F{'":

. 2 LNk .
i ==t (RE) 0, R

onde d = p — pg.

Utilizando a solucao (7.11), temos

O R" = 0y Ain(p— po) "
_ _,L-AmA_l_(p - po)—(iA++1)
% (Ri")" = 9pA%(p— po)'+
= QAL AL(p—po) !
Logo,
n 27 in\* 5 n
f;’)H 72 p05 (R(5 ) 6,) R(g
= —An(x +n)poAnd;, - (7.19)

%

Os coeficientes de reflexao e transmissao serao dados por

R — AemA:m
A“'LAZ(n 7
_ A BB},
(X +mpo AinAL,
onde
i} T (% + ’504+) ?|T (% + iﬂ+) 2 i}
AemAem - n n I

0 (3 +ia )P0 (L +i-) 2
pope _ Dt 2A)PITENP {llﬁé+%w)2P@+im)2}2
o T (% + ia+) 2T (% + z‘ﬂ+) 2 I8 (% + ia_) 2|7 (% + Zﬂ_) 2

X Qp()AinA;-kn

Utilizando as relacées da funcao I" (5.34), encontra-se

coshmf3_ coshma_ A, A

m

Aem AL
emtem cosh 34 cosh mary

po(x +n) sinh 2w A sinh 27\
A cosh (34 cosh may

AinAj,

Assim sendo,

coshmf_coshma_  coshm(A — x)coshm(A—n)
R = = , (7.20)
coshfy coshmay  coshm(A+ x)coshm(A+1n)

T sinh2m Ay sinh27A  sinh7(x +7)sinh 27 (7.21)
~ coshmfy coshmay  coshm(A+ x)coshm(A+1n) '
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Utilizando as relacoes trigonomeétricas (6.40) encontra-se que,

cosh (A — x) cosh (A — n) + sinh 7w(x + 1) sinh 27 A
cosh (A + x) cosh (A + n)
sinh 7(x 4 1) cosh A sinh wA + cosh (x + 1) sinh? 7
cosh (A + x) cosh (A + n)
cosh 7y cosh
cosh (A + x) cosh (A + 1)
cosh (A + x) cosh (A + )

cosh (A + x) cosh (A + )
= 1

R+T =

)

i.e., a condicao de normalizacao (3.44) é satisfeita.

No limite de altas frequéncias, £ — oo,

AN = JE?-1/A=FE

3
n = £((.uE—m)%\/giE ,
Po Po
2
= —_F ,
ARV
2
xXtAN = —E+E>0 ,
V3
-\ = V32E-E
Po
para w > &—>n—)\>0 ,
V3
2 >0 para w>—po/V3
para w < %—wy—/\<0 e n+A{ =0 para w=—py/V3 ,
<0 para w< —py/V3
Po
para w = 7—>77—)\:0
3

Por se tratar de um buraco negro com rotacao precisamos fazer as mesmas analises
do caso estudado para o buraco negro dilatonico linear com rotacao. Este caso é um
pouco mais delicado: como pode ser observado na métrica (7.4) este buraco negro nao
tem um limite para ergosfera sendo entao deduzido que a ergosfera se estende até o
infinito nao podendo ter um observador estatico na regiao r > ry, mas somente um

observador estacionario.

1. Energia positiva e negativa: Procedendo como no caso do dilaton linear com
rotacao, temos que

etT(2+V3)E/V3
cosh(x £ \) = —s

eiﬂ.(\/g“)ipo)E/pO
cosh(n+ ) =~ 5 ,

onde o sinal +(—) esta relacionada com a funcao fgg'" (]—";’Hem ) com E > 0(FE < 0).
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e Paraw > py/V/3:

coshm(xy — \) coshm(n — \)
coshm(x + \) coshm(n + \)
~ e 2m(3w+200)E/V3p0

Utilizando a relacao de temperatura (3.48), encontra-se

E
Ty = ——
a InR
ﬂ : (7.22)
27 (3w + 2po)
que € a temperatura encontrada via gravidade superficial.
e Para —po/\/§ <w< po/\/g.'
R o coshm(xy — A) coshm(n — A)
~ cosh7(x + A) cosh7(n + \)
~ e 2r(2HV3)E/VB
V3
Ty = ————— 7.23
" 2m(2 +/3) ( :

que nao € a temperatura dada pela gravidade superficial mas esta de acordo
comw = py/\/3 em (7.22).

e Paraw < —py/V/3:

cosh(x — A)coshm(n — \)

R =
cosh(x + A) coshm(n+ \)
~ 67277(2p073w)E/\/§p0
Ty = _ Vim : (7.24)
27(2pp — 3w)

que nao € a temperatura dada pela gravidade superficial.

Na referéncia [78] mostra-se que todo caso para w < 0 € provido de curvas tipo
tempo fechadas situadas no exterior do buraco negro, p > py, podendo ser detec-
tada por um observador nesta regiao, quebrando assim a causalidade. As situa-
coes aceitaveis sao aquelas com w > 0, cujos espectros de temperaturas sao dados
por (7.22), para w > po/v/3, € (7.23), para 0 < w < py/v/3, que estdo de acordo com

a temperatura dada pela gravidade superficial para os limites w — 0 € w — po/v/3.

. Energias positivas: Mantendo o conceito de que nao podemos ter uma definicao
de vacuo dentro da ergosfera, neste caso em todo o espaco pois a ergosfera pa-
rece se estender até o infinito, vamos seguir com o procedimento feito no capitulo

anterior.
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e Para w > po/V/3:

coshm(x — A) coshm(n — A)

R = coshm(x + A)coshm(n+ A)
~ —4nE
~ e N
1
Ty = —, (7.25)
4

que nao € a temperatura obtida pela gravidade superficial.
e Para —py/\V3 <w < po/V3:

cosh(x — A)coshm(n — \)

R =
cosh(x + A) coshm(n+ \)
~ e 2m(po+V3w)E/po
Ty = — 2 (7.26)

27 (po + V/3w)
que nao esta de acordo com a gravidade superficial mas esta de acordo com
0 caso w = py/V/3.
e Paraw < —py/V/3:

cosh7(x — A\) coshm(n — )
cosh(x + A) coshm(n+ A)

= e ,

Ty — oo (7.27)
que parece ser um caso de super-radiancia.

Porém, como ja foi dito antes, casos com w < 0 ndo sdo fisicamente aceitaveis.
Mesmo que o fossem, estes casos nao fariam sentido algum pois, pelo coeficiente

(7.20), para se ter R — 1 seria necessario E — 0, o que realmente nao faz sentido.

7.2.1 Temperatura via anomalias

Como ja foi discutido antes, trabalharemos com a acao de um campo escalar carregado

S = /d?’x\/?gqs*v?qb

— / Bz ¢* {—ap [(p2 - pg)a,,¢] + pgipg [3a§¢ +1r202¢ + (4p + 6w)6t6¢¢} } .

Fazendo uma expansao no numero quantico azimutal m na regiao proxima ao horizonte

(p — po), temos que

s = [, {~0, ("~ R)yom]
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1
+ rpg {—3m2¢m + 7“28752§Z5m + 1(4,0 + 6w)m8td>m} }

s /dzx M@n {_ap [<M> \/gap%]

V3 2pg + 3w
Teremos
g = —gp =flp)
flo) = (2[;2()1[)3%))\/5 :
M) = -

Seguindo os passos anteriores para um buraco negro com rotacdo, onde agora o
unico fluxo de carga é representado pelo niimero quantico azimutal m, teremos o fluxo

de carga e do tensor momento-energia como sendo

m? T
= — A? — T3
ao = i(on) + 19 tH
2
_ m2Q%, s V3p0 (7.29)
4 12 \ 27 (3w + 2po) ’

Como em todos os casos estudados anteriormente, o fluxo de carga representa um po-
tencial quimico quando se fala de fisica estatistica, o que esta perfeitamente de acordo
com a termodinamica de buracos negros. A radiacao Hawking €é dada por uma dis-
tribuicao de Planck, de um corpo negro, com 0s potenciais quimicos para o momento
angular azimutal, m, e para a carga elétrica, e, dos campos irradiados pelo buraco

negro. Para uma distribuicao bosonica o espectro € dado por

1
Nem:

m = et ] (7.30)

onde Q1 € a velocidade angular em cima do horizonte, ® € o potencial elétrico, que aqui
€ zero, e § € o inverso da temperatura.

A termodinamica de buracos negros a 3D, como os buracos negros BTZ, também
foram estudados via anomalias como mostra [79].

A equacao (7.29) parece confirmar a equacao (7.22), que nos fornece o valor da
temperatura obtida pela gravidade superficial. Isto, a principio, nos leva a crer que de-
vemos considerar o sinal negativo para E, nos modos das fun¢ées de ondas emergentes
(F£em), dentro da ergosfera, para buracos negros com rotacao. Porém é preciso uma
analise quantica mais detelhada para se entender a escolha deste sinal negativo para

estes tipos de buracos negros com rotacao estudados nesta tese.



Capitulo 8

Conclusao Geral

Ao longo desta tese procurou-se estudar e confirmar a relacao da temperatura dos
buracos negros com a gravidade superficial, Ty, = k/27, para os buracos negros aqui
estudados. Fizemos primeiro uma revisao historica das propriedades das solugéoes
classicas de buracos negros obtidos no ambito da relatividade geral. Estudamos depois
as leis da termodinamica dos buracos negros, fazendo uma revisdo um pouco mais
detalhada dos métodos de calculo da temperatura dos mesmos. Utilizamos todos estes
métodos ao longo desta tese.

No capitulo 4 trabalhamos com as solucoes assintoticamente planas da teoria EMD.
Confirmamos resultados encontrados pela gravidade superficial, para o caso da tem-
peratura, empregando os coeficientes de Bogoliubov para testar a primeira lei da ter-
modinamica dos buracos negros. Foi feita uma analise mais quantitativa para o caso
extremo com v = 0, o qual recai na acao das cordas heteroticas. Este é um caso inte-
ressante merecendo, assim, um estudo mais detalhado. Porém estas solucées assinto-
ticamente planas ja estavam, de certo modo, bem estudadas [67, 68]: fizemos apenas
a confirmacao destes resultados utilizando outro método ainda ndo empregado para
o calculo da temperatura destes buracos negros, sendo utilizado o modelo de colapso
de uma casca esférica fina. Este capitulo serviu como uma prévia para a analise das
solucédes nao assimptoticamente planas derivadas nos capitulos seguintes.

No capitulo 5 comecamos a trabalhar com as solucoes estaticas que ndo sao nem
assimptoticamente planas e nem assintoticamente AdS da teoria EMD. Como no caso
das solucodes assintoticamente planas, os casos mais interessantes estao concentrados
na teoria dilaténica linear, v = 0, que fornecem os espectros de temperatura mais
coerentes. Porém como estes buracos negros apresentam propriedades assintoticas
que nao estamos habituados a trabalhar, isto gera dificuldade na interpretacao dos
resultados, como no caso do vacuo dilaténico onde ha a presenca de uma carga escalar,

ro, €, também, por se tratar de um efeito da propria geometria nao pode-se tirar uma
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interpretacdo mais clara do potencial elétrico. Vimos isso quando aplicamos o processo
de anomalias para o calculo da temperatura para o caso v = O0Vb # 0. Porém o caso v =
b = 0 nos da um bom exemplo de que nao podemos simplesmente calcular a gravidade
superficial e emprega-la na definicao de temperatura: devemos fazer o calculo mais
detalhado das propriedades do campo quantico para saber se esta relacao € valida ou
nao. Foi mostrado neste caso que a relacao da temperatura com a gravidade superfical
nao € valida. Isso é um efeito da geometria do espaco-tempo estudado e nao um efeito
termodinamico, criacao de particulas, como foi mostrado.

No capitulo 6 trabalhamos com o caso dilatonico linear com rotacao, onde devemos
fazer uma analogia com o processo de Penrose para um particula classica que entra
na ergosfera com uma energia e sai com outra, muito embora o processo de criacao
de particulas seja quantico. Supusemos que a particula criada dentro da ergosfera
seja vista, por um observador no infinito futuro, com energia negativa. Supusemos a
energia negativa, para se ter w < 0, para poder justificar o resultado da equacao (6.42)
que coincide com o resultado obtido pela gravidade superficial. Devido aos resultados
encontrados, via o método de euclidianizacao da métrica, e via o método de anomalias,
tudo nos leva a crer que devemos aceitar este sinal negativo, em principio para w, €
fazer uma interpretacao quantica mais detalhada para entender a razao deste sinal.

No capitulo 7 fizemos o estudo termodinamico dos buracos negros topologicamente
massivos onde agora a ergoregiao se estende até o infinito. Fica bem claro que a tem-
peratura via a gravidade superficial ¢ a que faz sentido para este tipo de buraco negro
com rotacdo, ou seja, temos que levar em conta o sinal negativo para w, neste caso para
E que representa os autovalores de energia, para os modos emergentes F£5™.

Entretanto, fica como uma futura proposta de trabalho fazer uma analise quantica
mais detalhada para estes buracos negros com rotacao para podermos compreender
melhor esta escolha de sinal.

Finalmente, a maior contribuicao que esta tese deixa € o de se entender como a
gravidade superficial se relaciona com a temperatura. O procedimento direto de calculo

da temperatura utilizando a gravidade superficial pode conduzir a erros.
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