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“Minha infância foi uma infância de menino pobre, mas não tão infeliz, porque eu creio

que uma criança pobre, uma criança, enfim, dificilmente pode saber que é infeliz, desde

que tenha o carinho de seus pais, e isso não me faltou em casa.”

Luiz Gonzaga, quando perguntado por Gonzaguinha sobre sua infância no sertão.
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à FWO-Vl e ao programa bilateral entre Brasil e Flanders (Bélgica), e a todos os outros
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Resumo

Este trabalho se divide em duas partes. Na primeira, analisamos a evolução tempo-
ral de pacotes de onda em sistemas de baixa dimensionalidade. Para isso, resolvemos a
equação de Schrödinger dependente do tempo a partir do método split-operator, que é
de fácil implementação computacional e permite ser expandido para sistemas com mais
dimensões. Calculamos os autoestados e a evolução temporal de pacotes de onda em fios
T e em anéis quânticos com canais de injeção. Na presença de um campo magnético
externo, verificamos as oscilações Aharonov-Bohm nos coeficientes de transmissão e re-
flexão do anel. Analisando-se as projeções das funções de onda transmitidas sobre as
subbandas do poço quântico que descreve os canais, observa-se que a função de onda sai
do anel na mesma subbanda em que entrou, apesar de ela acessar as outras subbandas
dentro da região do anel. A presença de um campo magnético induz uma fase sobre estas
projeções, podendo ser usado para ajustar a subbanda de sáıda da função de onda. Um
efeito parecido também pode ser obtido considerando-se uma assimetria no potencial do
anel. Desenvolvemos também uma variação do método para tratar de Hamiltonianos com
efeitos Zeeman e spin-órbita. Verificamos que os resultados obtidos pelo método que de-
senvolvemos estão de acordo com os resultados anaĺıticos para o efeito Zeeman em pontos
quânticos semicondutores.

Adaptamos também o método split-operator para estudar sistemas baseados em grafeno,
nos modelos tight-binding e cont́ınuo (de Dirac). Primeiramente, fazemos uma breve
análise dos autoestados em anéis quânticos, comparando os resultados obtidos por cada
modelo. Depois disso, verificamos com o nosso método a existência de um movimento
trêmulo das funções de onda em grafenos (zitterbewegung). Observamos que na presença
de um campo magnético, o zitterbewegung torna-se permanente. Além disso, mostramos
que a presença de um gap de energia devido a um substrato pode intensificar as oscilações.
Em ambos os casos a detecção experimental deste efeito seria facilitada. Demonstramos
também que o efeito de uma deformação causada por uma tensão externa na rede do
grafeno sobre o elétron equivale a um campo pseudo-magnético, capaz de reproduzir to-
das as caracteŕısticas correspondentes a um campo externo, como os ńıveis de Landau e
o zitterbewegung persistente. Além disso, mostramos como utilizar os efeitos de tensão
como um filtro de vales em grafeno. Na presença de barreiras de potencial, estudamos
dois efeitos bastante interessantes em monocamadas de grafeno: o paradoxo de Klein e a
lei de Snell para o tunelamento de elétrons.

Na segunda parte desta tese, calculamos o potencial de interação entre vórtices em
supercondutores volumétricos dentro da teoria de Ginzburg-Landau (GL), o que é de
extrema importância para futuros estudos de dinâmica de vórtices. Para isso, desen-
volvemos um conjunto de equações diferenciais acopladas para o potencial vetor e para
o parâmetro de ordem, tendo como v́ınculo um número fixo de vórtices posicionados em
pontos à nossa escolha, onde a combinação entre os vórtices formando um vórtice gi-
gante é naturalmente permitida. Obtemos os potenciais de interação entre um vórtice e
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outro vórtice, um vórtice gigante e um antivórtice para ambos os casos tipo-I e tipo-II.
Nossos resultados numéricos estão em bom acordo com as expressões anaĺıticas para sep-
arações maiores entre vórtices, as quais estão dispońıveis em vários trabalhos anteriores
na literatura. Propomos novas expressões (emṕıricas) válidas para qualquer distância de
interação, as quais são ajustadas aos nossos dados numéricos para diversos valores do
parâmetro de GL. Em seguida, utilizando os métodos numéricos e anaĺıticos descritos
em detalhes para supercondutores de uma banda, demonstramos e discutimos sobre a
complexidade do comportamento resultante de dois condensados de pares de Cooper em
supercondutores de duas bandas. As propriedades do sistema acoplado dependem das
propriedades de cada banda de maneira não-trivial, a ponto do seu comportamento poder
ser não só diferente, como até mesmo oposto ao dos condensados individuais. Com isso,
discutimos a possibilidade de se ajustar este comportamento como função dos parâmetros
microscópicos e da temperatura, o que é relevante para a compreensão das propriedades de
materiais estudados recentemente (MgB2, pnictides), de supercondutores em nanoescala,
como também dos futuros compostos artificiais.



Abstract

This work has two parts. In the first one, we analyze the time evolution of wave
packets in low dimensional systems. The time dependent Schrödinger equation is solved
by means of the split-operator technique, which is easy to be computationally implemented
and expanded to systems with more dimensions. We calculate the eigenstates and time
evolution of wave packets in T-wires and quantum rings with injection channels. In the
presence of an external magnetic field, the Aharonov-Bohm oscillations in the transmission
and reflection coeficients of the quantum ring are verified. By analyzing the projections
of the transmitted wave function on the subbands of the quantum wells describing the
injection channels, we observe that the incoming and outgoing wave functions are in the
same subband, although the other subband states can be accessed inside the ring region.
The presence of a magnetic field induces a phase shift on these projections, which can
be used for tunning the subband of the outgoing wave function. A similar effect can
also be obtained by considering an asymmetric ring potential. We have also derived a
variant of the split-operator method that allows one to deal with Zeeman and spin-orbit
Hamiltonians. We verify that the results obtained by the method we developed are in good
agreement with the analytical results for the Zeeman effect in semiconductor quantum
dots.

We have also adapted the split-operator method to the study of graphene-based sys-
tems, within the tight-binding and continuum (Dirac) models. First, we briefly analyze
the eigenstates of graphene quantum rings, comparing the results obtained by each model.
Further, we verify the existence of a trembling motion of the wave function in graphene
(zitterbewegung). We observe that in the presence of a magnetic field, the zitterbewegung
becomes permanent. Besides, we demonstrate that the presence of an energy gap due to a
substrate-induced potential may intensify the oscillations. In both cases, the experimental
detection of this effect would be improved. We also demonstrate that the effect of strain
on the electrons behavior in graphene is similar to that of a pseudo-magnetic field, capa-
ble of reproducing all the features related to an external field, such as the Landau levels
and the persistent zitterbewegung. Moreover, we demonstrate how such strain effects can
be used to produce valley filtering in graphene. In the presence of electrostatic potential
barriers, we study two interesting effects in graphene monolayers: the Klein paradox and
the Snell law for the electron tunneling.

In the second part of this thesis, we calculate the interaction potential between vortices
in bulk superconductors within the Ginzburg-Landau (GL) theory, which is of importance
for future vortex dynamics studies. We derived a set of coupled differential equations
for both the vector potential and the order parameter, considering a number of fixed
vortices positioned in chosen points of a plane as a constraint, where the merger of vortices
into a giant-vortex is naturally allowed. We have obtained the interaction potentials
between a vortex and another vortex, a giant-vortex and an antivortex, for both type-
I and type-II cases. Our numerical results exhibit good agreement with the analytical
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expressions for larger vortex-vortex separations available in previous work in the literature.
We propose new (empirical) expressions valid for any interaction distance, which are fitted
to our numerical data for several values of the GL parameter. Further, using the same
numerical and analytical methods described in details for single-band superconductors,
we demonstrate and discuss the complexity of the resulting behavior of two Cooper pairs
condensates in two-band superconductors. The properties of the coupled system depend
on those of each band in a non-trivial way, and their behavior might be not only different,
but even opposite to the one of the individual condensates. Therefore, we discuss the
possibility of tunning this behavior as a function of the microscopical parameters and
temperature, which is of relevance for the understanding of the properties of recently
studied materials, such as MgB2 and the iron pnictides, of nanoscale superconductors, as
well as of the futuristic artificial composites.
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4.1 Espectro de energia em anéis quânticos de grafeno . . . . . . . . . . . . p. 114

4.1.1 Comparação com o modelo cont́ınuo . . . . . . . . . . . . . . . p. 119

4.2 Evolução temporal de pacotes de onda em grafeno . . . . . . . . . . . . p. 125

4.2.1 Polarização inicial do pseudo-spin e zitterbewegung . . . . . . . p. 126

4.2.2 Efeito da massa sobre o zitterbewegung . . . . . . . . . . . . . . p. 134

4.2.3 Tunelamento de Klein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 137
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relacionado com a energia ε3 na subbanda do estado fundamental, en-

quanto k
(2)
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com energia ε3 na primeira (azul, sólida) e segunda (verde, tracejada-

pontilhada-pontilhada) subbandas, como funções do campo magnético,
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siano: 0 (preta, sólida), 10 (vermelha, tracejada), 20 (azul, pontilhada),

30 (verde, tracejada-pontilhada) e 40 V (amarela, tracejada-pontilhada-

pontilhada). As últimas quatro curvas foram deslocadas de maneira a

ajudar a visualização dos resultados e o tamanho do deslocamento está
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perpendicularmente ao plano. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 111

38 Componente z de spin como função do tempo em um ponto quântico
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hexágono de carbono para o anel quântico hexagonal armchair mostrado

esquematicamente na Fig. 1(a), considerando-se duas espessuras do anel:

(a) NE = 15, NI = 10 e (b) NE = 15, NI = 3. Este espectro é simétrico
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de Dirac, delimitado pelas linhas cinzentas, com energia E (linha ver-

melha tracejada) menor que a altura do degrau de potencial V0 (linha
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a distribuição de energia do pacote de onda Gaussiano considerado neste

trabalho, com largura ∆E = ~vF ∆k. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 138
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60 Evolução temporal do módulo quadrado da função de onda em um degrau

de potencial V0 = 200 meV, considerando-se um pacote de onda inicial

com energia E = 100 meV propagando-se em uma direção que forma
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com condições de contorno periódicas. Em (a), quadrados vermelhos
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63 (a) Esboço de uma folha de grafeno tensionada: consideramos uma
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ćırculo de raio R. A folha de grafeno não tensionada é mostrada como

ćırculos abertos, para comparação. (b) Barreira magnética induzida por

tensão, obtida flexiondando-se a rede do grafeno apenas na região y ≥ 0.
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flexão R = 1µm. Curvas sólidas (tracejadas) são os resultados para a

componente εy (εx). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 155
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√

2κ nos regimes (a)

tipo-II e (b) tipo-I. (c) Separação cŕıtica dc (quadrados, escala da dire-
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do parâmetro de Ginzburg-Landau µ, junto com suas funções de fitting

(curvas). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 182

80 Super-corrente (em cima) e amplitude do parâmetro de ordem (em baixo)
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1 Introdução

Nesta Tese, pretendemos demonstrar e discutir resultados que constituem-se de con-

tribuições para um amplo leque de assuntos que têm sido bastante discutidos no meio

cient́ıfico nos últimos anos: estudamos os autoestados e a evolução temporal de pacotes

de onda em nanoestruturas baseadas em grafeno e em semicondutores, o que envolve

temas como o efeito Aharonov-Bohm, [1] o acoplamento spin-órbita em semicondutores,

[2, 3] o movimento trêmulo da posição do elétron sob certas condições, conhecido como

zitterbewegung, [4] o tunelamento de Klein e o aprisionamento de elétrons em grafeno, [5]

os efeitos de tensão em uma monocamada de grafeno e a possibilidade de se manipular

os vales eletrônicos, [6] etc. Além disso, estudamos também a interação entre vórtices em

supercondutores. Na verdade, a nossa motivação para estudar este tema e o interesse ren-

ovado neste tipo de estudo que podemos perceber atualmente no meio cient́ıfico deve-se,

em grande parte, aos resultados experimentais recentemente publicados por Moshchalkov

et al. [7], onde demonstrou-se que em uma amostra de MgB2 pode-se obter uma es-

trutura de vórtices bastante incomum, a qual sugere que a interação entre os vórtices

neste material é repulsiva a curto alcance e atrativa a longo alcance. Desde então, uma

intensa discussão tem sido feita na literatura sobre a existência deste tipo de interação

não-monotônica entre vórtices. (ver, por exemplo, [8]) Neste contexto, contribúımos com

a discussão demonstrando como se obter o potencial de interação entre vórtices de uma

forma bem geral e analisando a possibilidade de se encontrar a interação não-monotônica

em MgB2 que explicaria os resultados experimentais da Ref. [7].

Devido ao grande número de assuntos diferentes a serem abordados, dividimos este

Caṕıtulo introdutório em diferentes Seções, nas quais daremos o embasamento teórico

para o estudo de cada tema. No caso das heteroestruturas semicondutoras, abordaremos

o problema usando a teoria da massa efetiva [9], enquanto para o grafeno, usaremos os

dois modelos conhecidos para a descrição deste sistema: o cont́ınuo [10] e o tight-binding,

[11] fazendo uma comparação entre os resultados obtidos por cada método. Já no caso dos
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vórtices em supercondutores, utilizaremos o modelo fenomenológico de Ginzburg-Landau.

[12] A seguir, explicaremos em detalhes os modelos citados para cada caso.

1.1 Semicondutores

As estruturas semicondutoras de dimensionalidade reduzida, como poços, fios, pontos

e anéis quânticos, têm sido objeto de intensos estudos por muitos anos, onde diversas

aplicações tecnológicas para tais estruturas foram encontradas. [13, 14, 15] Particular-

mente, devido às suas propriedades f́ısicas e aplicações em dispositivos opto-eletrônicos, os

pontos quânticos semicondutores auto-crescidos têm atráıdo bastante atenção nos últimos

anos. Vários grupos de pesquisa têm feito estudos teóricos e experimentais sobre as pro-

priedades ópticas dessas estruturas sob campos elétricos e magnéticos aplicados. [16, 17]

Curiosamente, durante o processo de crescimento destes pontos, alguns grupos de pesquisa

observaram que, em certas amostras, o topo do ponto pode ceder, resultando em uma nova

nano-estrutura em forma de anel. Viu-se então a possibilidade de se estudar uma nova

estrutura, que combina as propriedades conhecidas dos pontos quânticos auto-crescidos

com as peculiaridades provenientes da topologia destes anéis quânticos. Com isso, di-

versos trabalhos também foram publicados recentemente na literatura sobre o espectro

de energia e as propriedades de transporte destes anéis, onde o principal interesse neste

tipo de sistema tem sido o fato de que na presença de campos magnéticos externos, eles

apresentam oscilações na condutividade [18, 19] e nos ńıveis de energia [20, 21], devido ao

chamado efeito Aharonov-Bohm (AB), [22] sobre o qual iremos discutir em detalhes mais

adiante. Nesta Seção, demonstraremos algumas das principais propriedades das estruturas

semicondutoras de baixa dimensionalidade e desenvolveremos o modelo e as ferramentas

teóricas que utilizaremos nos Caṕıtulos seguintes para o estudo destes sistemas.

Em um sólido, temos um grande número de átomos próximos uns dos outros, de

maneira que os elétrons de um átomo estão sujeitos à interação com átomos vizinhos, o

que torna bastante complicado o cálculo exato dos estados eletrônicos nestes sistemas.

Porém, podemos fazer algumas aproximações para tentar entender, ao menos qualitati-

vamente, o que ocorre com os estados eletrônicos em cristais. A Fig. 1 ilustra estas

aproximações: consideraremos que os núcleos atômicos são fixos, com posições conhecidas

na rede cristalina, e observaremos o comportamento de um só elétron, sendo todos os

outros considerados parte integrante dos ı́ons que criam um potencial periódico [23, 24].

Consideremos primeiro o problema como sendo composto por vários poços de potencial
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Figura 1: Ilustração que representa (a) um cristal de parâmetro de rede a e (b) seu
respectivo potencial V periódico.

infinito (śıtios) igualmente espaçados na direção z. O estado fundamental desse sistema

é composto por uma part́ıcula completamente localizada em um dos śıtios. Chamaremos

|n〉 o estado localizado no n-ésimo śıtio, e H|n〉 = E0|n〉. Como os poços de potencial

são idênticos e não interagem entre si, E0 possui infinitos estados degenerados, cada um

localizado em um śıtio diferente.

Podemos tratar a translação nos pontos da rede como uma operação de simetria

discreta, representada pelo operador τ(a) [25], dado por

τ(a) = exp

(
i

~
p̂a

)
(1.1)

De fato, podemos obter esta forma para o operador translação simplesmente expandindo-

se em série de Taylor uma função de onda transladada ψ(x+a) em torno do ponto inicial

x:

ψ(x+ a) = ψ(x) +
d

dx
ψ(x)a +

1

2

d2

dx2
ψ(x)a2 + ...

=

[
1 +

i

~
ap̂+

(
i

~
a

)2

p̂2 + ...

]
ψ(x) = exp

(
i

~
p̂a

)
ψ(x). (1.2)

Como devemos ter τ(a)ψ(x) = ψ(x + a), verifica-se que a forma da Eq. (1.1) para o

operador translação é adequada.

Os estados |n〉 não são autoestados do operador de translação, uma vez que τ(a)|n〉 =

|n + 1〉. Porém, este operador comuta com o Hamiltoniano, logo, deve haver estados

que sejam autoestados de τ(a) e H simultaneamente. Pode-se verificar facilmente que os

estados

|θ〉 =
+∞∑

n=−∞
einθ |n〉, (1.3)

onde θ é um parâmetro real com −π ≤ θ ≤ π, satisfazem esta condição.

Consideremos agora uma situação onde temos potenciais de confinamento finitos nos
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śıtios. Neste caso, permanece a relação τ(a)|n〉 = |n + 1〉 e os elementos da diagonal do

Hamiltoniano na base dos |n〉, isto é, 〈n|H|n〉 = E0, são todos iguais, uma vez que os

śıtios ainda são todos iguais. Porém, não devemos esperar agora que |n〉 seja autoestado

de H , já que neste caso as barreiras de potencial são finitas e as part́ıculas em um śıtio

podem acessar śıtios vizinhos por tunelamento. Assim, o Hamiltoniano na base |n〉 deve

apresentar termos não-nulos fora da diagonal.

Consideremos então a aproximação conhecida como tight-binding, onde os únicos ter-

mos do Hamiltoniano que interessam são aqueles que envolvem śıtios vizinho, e os ele-

mentos que envolvem śıtios distantes são desprezados. Definindo 〈n ± 1|H|n〉 = −∆ e

aplicando o operador H em uma função |θ〉 como a da Eq. (1.3), levando em conta a

interação apenas com primeiros vizinhos, temos

H|θ〉 = E0

∑
einθ|n〉 − ∆

∑
einθ|n+ 1〉 − ∆

∑
einθ|n− 1〉

= (E0 − 2∆cosθ)|θ〉, (1.4)

onde encontramos que os autovalores do Hamiltoniano (que não devem depender da es-

colha da base) neste caso formam uma banda cont́ınua de energia entre E0 − 2∆ (quando

θ = 0) e E0+2∆ (quando θ = ±π). O significado f́ısico do parâmetro θ pode ser entendido

se analisarmos a projeção de |θ〉 no espaço das posições, onde encontramos este parâmetro

como θ = ka, sendo k o vetor de onda do elétron e a o parâmetro de rede [25]. Com isso,

temos

E(k) = E0 − 2∆cos(ka). (1.5)

Como θ varia de −π a π, temos k variando de −π/a a π/a. Esta região de k é

conhecida como ”primeira zona de Brillouin” . A Fig. 2(a) mostra qualitativamente o

comportamento de E como função do parâmetro ∆, que está relacionado com a interação

entre um śıtio e seus primeiros vizinhos. Podemos observar que, à medida que ∆ aumenta,

a degenerescência do estado E0 é levantada, levando à formação de uma banda de energia,

representada pela região cinza no gráfico. Na Fig. 2(b), mostramos a forma da curva de

dispersão definida pela Eq. (1.5), na primeira zona de Brillouin.

Com este tratamento bastante simples, pudemos observar uma caracteŕıstica bastante

importante dos cristais: a presença do potencial periódico gerado pela rede cristalina é

responsável pelo aparecimento de bandas de energias cont́ınuas e finitas. O aparecimento

das bandas de energia, o qual demonstramos para E0, não ocorre apenas no estado fun-

damental, mas em todos os ńıveis de energia do sistema [23]. De fato, o cálculo exato
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Figura 2: Gráfico qualitativo que mostra o comportamento de E como função (a) do
parâmetro ∆ e (b) do vetor de onda k, na primeira zona de Brillouin.

da estrutura de bandas de um material requer um modelo mais detalhado, além de uma

matemática bem mais sofisticada. No Caṕıtulo seguinte, iremos desenvolver um pouco

mais a idéia do modelo tight-binding, mostrando como encontrar autoestados numerica-

mente a partir deste método, como expandi-lo para mais dimensões, etc.

Em materiais semicondutores a T = 0 K, os elétrons preenchem todas as bandas de

energia, até a última, a qual é chamada ”banda de valência” . Quando a temperatura

aumenta, os elétrons podem ser excitados e ganhar energia suficiente para passar para a

banda seguinte, chamada ”banda de condução” , contribuindo assim para a condutividade

do material. A região entre o mı́nimo da banda de condução e o máximo da banda de

valência, onde não existem estados de energia permitidos, é conhecida como ”gap” . Um

elétron na banda de valência precisa ser excitado, no mı́nimo, com a energia do gap para

que haja uma transição desta banda para a de condução. Em semicondutores, o gap

de energia assume valores relativamente pequenos, o que faz com que estes materiais

apresentem condutividade significativa à temperatura ambiente. O esquema da Fig. 3(a)

ilustra as bandas de energia em um semicondutor, onde mostramos as bandas de valência

e de condução, assim como o gap que as separa. Quando um elétron passa para a banda

de condução, ele deixa um estado desocupado na banda de valência, chamado buraco,

como ilustrado na Fig. 3(b). Este estado vazio se comporta como uma part́ıcula de carga

positiva.

Os métodos de crescimento mais antigos possibilitavam o crescimento de cristais de

alta qualidade, porém era bastante dif́ıcil, com estes métodos, mudar abruptamente de

material durante o processo de crescimento. As técnicas mais atuais, como a epitaxia de

feixe molecular (MBE, do inglês molecular beam epitaxy) e a deposição de vapor qúımico

(CVD, do inglês chemical vapor deposition), permitem o crescimento de estruturas com-

postas por dois ou mais materiais semicondutores diferentes, formando o que chamamos

de heteroestruturas [26]. Uma vez que os gaps de energia entre os materiais que compõem

estas junções são geralmente diferentes, as bandas de condução e valência nestes sistemas
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Egap
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a) b)

Figura 3: (a) Esquema ilustrativo das bandas de energia e do gap em um semicondutor,
mostrando em azul as bandas preenchidas a T = 0 K, incluindo a de valência, e em cinza
as que não estão ocupadas a esta temperatura, como a banda de condução. (b) Ilustração
mostrando a excitação de um elétron (-), que passa da banda de valência (BV) para a de
condução (BC), deixando assim um estado desocupado (+) na primeira.

geram degraus de potencial para elétrons e buracos. A Fig. 4 apresenta um esquema que

mostra estas bandas em uma junção entre dois materiais semicondutores intrinsecamente

diferentes (heterojunção), formando degraus de potencial de altura Ve, para o elétron na

banda de condução, e Vh, para o buraco na banda de valência. As alturas destes potenciais

são também conhecidas como band offsets [27, 28, 29].

k

E

k

E

Egap
B

Egap
W

Ve

Vh

k
E

kE

Figura 4: Representação esquemática de uma heterojunção entre dois semicondutores com
gaps EB

gap e EW
gap diferentes, onde as bandas de condução e valência apresentam degraus

de potencial com alturas Ve e Vh, respectivamente.

Observando o esquema da Fig. 4, é fácil perceber que em uma heteroestrutura formada

por uma camada de um material de gap menor EW
gap, crescida entre duas camadas de outro

material de gap maior EB
gap, teremos a formação de poços ou barreiras de potencial para

os portadores, que confinam ou limitam o movimento dos elétrons a uma certa região

do espaço. O crescimento de materiais de gap menor com diversas geometrias, imersos

num matriz de gap maior, já foi relatado em vários artigos experimentais na literatura

[30, 31, 32]. No Caṕıtulo 3, estudaremos os casos onde os elétrons em heteroestruturas

semicondutoras têm seu movimento limitado a uma região no formato de um anel e de

um fio em forma de T.
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1.1.1 Modelo da massa efetiva

O modelo da massa efetiva, descrito nesta Subseção, nos permite estudar elétrons

em semicondutores considerando-se um sistema que consiste de uma quasi-part́ıcula livre,

mas com uma massa efetiva diferente da massa do elétron. Numa heteroestrutura semi-

condutora, este sistema deve contar ainda com um potencial devido aos descasamentos

das bandas de cada material, como explicado acima, e em cada material a massa efetiva

da quasi-part́ıcula deve assumir um valor diferente. Em outras palavras, pretendemos es-

tudar um sistema composto por um elétron sob a influência dos vários poços de potencial

que constituem a rede atômica do material através de um problema equivalente, no qual

uma quasi-part́ıcula de mesma carga que o elétron (na banda de condução), mas com

uma massa efetiva diferente, está livre dos potenciais dos átomos da rede. Neste prob-

lema equivalente, toda a informação da rede de átomos do material está contida apenas

no fato de que a massa desta quasi-part́ıcula é diferente da massa do elétron livre. A

seguir, usaremos o teorema da massa efetiva para demonstrar formalmente que estes dois

problemas são equivalentes.

Os autoestados do Hamiltoniano de um sistema submetido a um potencial periódico,

como o da rede cristalina, podem ser escritos na forma de Bloch como ψ(~r) = ei~k·~ruk(r),

onde uk(~r) é uma função com a mesma periodicidade da rede [25]. Substituindo esta

forma de ψ(~r) na equação de Schrödinger para um potencial periódico V (~r), encontramos

(
− ~

2

2m
∇2 + V (~r)

)
ei~k·~ruk(~r) =

[
1

2m
(~p+ ~~k)2 + V (~r)

]
uk(~r) = E(~k)uk(~r), (1.6)

que pode ser reescrita como

(H0 +H1 +H2)uk(~r) = E(~k)uk(~r) (1.7)

onde

H0 =

[
1

2m
~p2 + V (~r)

]
, (1.8a)

H1 =
~

m
~p · ~k (1.8b)

e

H2 =
~

2k2

2m
. (1.8c)

Seja H0 o Hamiltoniano de um sistema não perturbado, que descreve nosso problema

para k = 0, tratando os termos H1 e H2 como perturbações. Temos então uma base un
0 (~r)

formada pelos autoestados de H0, com autoenergias En(0). Da teoria das perturbações,
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a energia do estado n, corrigida até a segunda ordem, é dada por

En(~k) = En(0) + 〈un
0 |H1 +H2|un

0〉 +
∑

l 6=n

|〈ul
0|(H1 +H2)|un

0〉|2
En(0) − El(0)

, (1.9)

onde a soma em l é sobre todas as bandas, exceto a banda de ı́ndice n.

Substituindo na Eq. (1.9) as expressões para H1 e H2, dadas respectivamente pelas

Eqs. (1.8b) e (1.8c), encontramos

En(~k) = En(0) +
~

2k2

2m
+

~
2

m2

∑

l 6=n

|~k · 〈ul
0|~p|un

0〉|2
En(0) − El(0)

. (1.10)

Podemos reescrever a Eq. (1.10) na forma

En(~k) = En(0) +
~

2

2
~k ·
(

1

m∗
α,β

)
· ~k, (1.11)

onde o tensor massa efetiva m∗
α,β para a banda de ı́ndice n, é definido como

m∗
α,β =

[
δα,β

m
+

2

m2

∑

l 6=n

〈ul
0|pα|un

0〉〈ul
0|pβ|un

0〉
En(0) − El(0)

]−1

. (1.12)

O caráter tensorial encontrado para a massa efetiva reflete o fato de que o sistema pode

possuir diferentes distribuições atômicas em cada direção do espaço real, de forma que o

valor da massa efetiva em cada direção pode ser diferente.

Se conhecermos a priori a estrutura de bandas do material, podemos também utilizar

um método alternativo, bem mais simples que a Eq.(1.12), para obtermos a massa efetiva.

Fazendo-se a expansão em série de Taylor da n-ésima banda de energia En(~k) em torno

de k = 0, obtemos

En(~k) = En(0) +
∑

α

∂En

∂kα
kα +

1

2

∑

α,β

∂2En

∂kα∂kβ
kαkβ. (1.13)

Comparando-se o termo de segunda ordem desta expansão com o da Eq. (1.11),

1

2

∑

α,β

∂2En

∂kα∂kβ
kαkβ =

1

2
~k ·
(

∂2En

∂kα∂kβ

)
· ~k =

~
2

2
~k ·
(

1

m∗
α,β

)

· ~k, (1.14)

encontramos finalmente
∂2En

∂kα∂kβ
=

~
2

m∗
α,β

, (1.15)
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ou seja, a massa efetiva é dada simplesmente pelo inverso da derivada segunda da energia

m∗
α,β =

~
2

∂2En

∂kα∂kβ

. (1.16)

A partir desta equação, podemos ver claramente que as massas efetivas de cada banda

e em cada direção não necessariamente são as mesmas, como mencionado anteriormente.

De fato, esta expressão poderia ser encontrada de uma forma ainda menos sofisticada, a

partir de argumentos bem simples: assumindo que uma força aplicada à quasi-part́ıcula de

massa m∗ num sistema isotrópico 1 leve a uma equação de Newton F = ma = dp/dt ⇒
m∗∂vg/∂t = ~∂k/∂t, onde vg = dω/dk é a velocidade de grupo e ω = E/~, temos

m∗ 1
~

∂
∂t

∂E
∂k

= ~
∂k
∂t

, onde usamos a regra da cadeia na derivada do lado esquerdo da equação

para encontrar m∗ 1
~

∂2E
∂k2

∂k
∂t

= ~
∂k
∂t

e, finalmente, m∗ = ~
2
/

(∂2E/∂k2), que é simplesmente

a forma isotrópica da Eq. (1.16) para uma banda.

O termo de segunda ordem na Eq. (1.11) pode ser identificado como a relação de

dispersão encontrada a partir da equação de Schrödinger para um Hamiltoniano onde

o potencial periódico não está expĺıcito. Porém, a massa da part́ıcula nesta equação

deve ser a massa efetiva definida pela Eq. (1.12) ou, equivalentemente, Eq. (1.16).

Finalmente, podemos agora ver a equivalência entre os problemas i) de um elétron sob

influência dos infinitos átomos do material e ii) de uma part́ıcula livre de massa efetiva

diferente daquela do elétron, como queŕıamos demonstrar. Desta forma, para estudarmos

o confinamento e a propagação das funções de onda dos elétrons em heteroestruturas

semicondutoras, consideraremos simplesmente sua massa efetiva como sendo dada pela

curvatura da banda de condução, e assumiremos explicitamente no Hamiltoniano apenas

o potencial gerado pelo descasamento entre as bandas dos materiais. Esta aproximação é

conhecida como ”aproximação da massa efetiva” , e a Eq. (1.12) é chamada de ”teorema

da massa efetiva”[9].

Note que, devido ao fato de que diferentes materiais compondo uma heteroestru-

tura possuem diferentes valores de massa efetiva, resultados bastante curiosos podem ser

obtidos através da variação da massa efetiva com a posição na direção ao longo da het-

eroestrutura. Claramente, os ńıveis de energia mudam se considerarmos a mudança de

massas efetivas, mas além disso, se adicionarmos um confinamento na direção perpendic-

ular à da heteroestrutura, esta variação de massas com a posição pode afetar fortemente o

descasamento entre as bandas. Por exemplo, nossos trabalhos anteriores [34, 35] mostram

1Por simplicidade, consideraremos um sistema isotrópico com uma só banda, mas esta idéia pode ser
adaptada para sistemas anisotrópicos com mais bandas de maneira trivial.
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que se considerarmos um fio quântico ciĺındrico, imerso em uma região de potencial in-

finito, composto por uma heteroestrutura na direção longitudinal, uma combinação dos

efeitos do confinamento radial com a mudança de massas efetivas na direção longitudinal

faz com que o potencial efetivo da heteroestrutura sobre o elétron seja um poço (tipo-I)

ou uma barreira (tipo-II), dependendo do raio do sistema. Na verdade, se a heteroestru-

tura apresentar uma transição abrupta entre os materiais, podemos até mesmo ajustar o

raio de modo a obtermos um elétron praticamente livre na direção longitudinal, apesar

da presença de uma heteroestrutura! [33] No caso de interfaces graduais, podemos ter

ainda outra fase de confinamento: para um certo intervalo de valores de raio, o elétron

pode estar confinado até mesmo nas interfaces entre os materiais! [34] As Refs. [34, 35]

também mostram que podemos combinar ainda o efeito de um campo magnético externo

na direção paralela ao fio para obtermos mudanças de confinamento semelhantes. Porém,

uma análise mais detalhada deste tipo de comportamento está, de certa forma, fora do

escopo desta Tese e por isso, no decorrer deste trabalho, iremos apenas aplicar o modelo

da massa efetiva ao estudo do confinamento dos elétrons e da propagação de pacotes de

onda em heteroestruturas semicondutoras comuns, sugerindo o estudo detalhado deste

efeito curioso de confinamento como uma leitura adicional, que pode ser encontrada no

Apêndice C.

1.1.2 Interação spin-órbita

As tecnologias utilizadas em dispositivos eletrônicos atualmente (em geral, baseadas

em Si), usam o fluxo binário de cargas elétricas para facilitar comunicações entre difer-

entes dispositivos microeletrônicos, os quais expressam dados na forma de bits binários,

onde 0’s e 1’s correspondem à ausência e presença de cargas elétricas, respectivamente.

A miniaturização obedecendo à famosa Lei de Moore, que diz que microprocessadores

devem dobrar sua potência a cada 18 meses, tem levado a um crescimento exponencial da

quantidade de informação guardada em um microprocessador. Porém, é comum ouvir-se

dizer que ”nenhum crescimento exponencial é para sempre”, e neste caso não é diferente:

o paradigma de Moore deve enfrentar um fim próximo quando o tamanho de um único bit

aproximar-se da escala atômica. Uma questão essencial é se é posśıvel ou não continuar

a miniaturização nos padrões atuais. Existem algumas sugestões para o aprimoramento

dos dispositivos através de multi-funcionalidades, por exemplo, combinando-se o proces-

samento e o armazenamento de dados em uma única unidade de um dispositivo eletrônico,

através do uso do grau de liberdade de spin do elétron. Isso nos leva a um tema bastante

discutido atualmente no meio cient́ıfico: a spintrônica.
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O acoplamento spin-órbita em pontos quânticos semicondutores tem sido tema de

muitos estudos recentes, pois este efeito é de fundamental importância para a spintrônica.

[3] Este acoplamento acontece devido ao fato de que um campo elétrico para um elétron

em movimento, no referencial do elétron, é visto efetivamente como um campo magnético,

que pode interferir no seu spin. O principal objetivo dos estudos sobre interações spin-

órbita é o de encontrar maneiras de se ajustar estas interações e, assim, manipular os spins

dos elétrons em pontos quânticos. [36] O entendimento da dinâmica de spins em pontos

quânticos poderia facilitar futuramente o desenvolvimento da computação quântica e da

comunicação quântica.[37] O grau de liberdade do spin é talvez até mais vantajoso do

que a carga do elétron porque, diferentemente da carga, o spin não se acopla ao rúıdo

eletromagnético e, assim, tem um tempo de coerência maior.[38] Dada a importância

óbvia dos estados de spin do elétron em nanoestruturas, um conhecimento aprimorado do

acoplamento SO em estados eletrônicos de estruturas semicondutoras de baixa dimension-

alidade, como pontos e anéis quânticos, é essencial para o desenvolvimento das tecnologias

citadas.

Os dois principais mecanismos de acoplamento entre o spin e a órbita do elétron são

descritos pelos Hamiltonianos de Rashba-Bychkov e Dresselhaus. [2] O primeiro aparece

em estruturas com um potencial de confinamento assimétrico, de forma que a assimetria

no potencial pode ser descrita por um campo elétrico efetivo perpendicular ao movi-

mento do elétron no plano. Do ponto de vista do próprio elétron, este campo elétrico

na verdade é visto como um campo magnético no plano, mas perpendicular ao vetor

de onda ~k do elétron. A interação Zeeman efetiva do spin do elétron com este ”campo

magnético”levanta a degenerescência do spin, resultando em uma separação de energias

isotrópica proporcional a ~k, mesmo paraB = 0. Consideremos uma part́ıcula de massa efe-

tiva m∗ movendo-se no plano com velocidade ~v = ~~k/m∗ sob um campo elétrico ~E = E0ẑ.

No referencial do elétron, este campo transforma-se um campo magnético efetivo 2

~Beff = −1

2

(
~k × ~E

)
. (1.17)

Temos agora o acoplamento do spin do elétron com este campo de forma similar ao do

efeito Zeeman:

HR = ~µ · ~Beff = − e~2

4m∗2~σ ·
(
~k × ~E

)
=

e~2

4m∗2
~E ·
(
~k × ~σ

)
= αR(σxky − σykx), (1.18)

onde podemos controlar a constante de acoplamento αR = e~2

4m∗2E0 simplesmente variando

a componente z do campo elétrico E0 ou, equivalentemente, a assimetria do potencial de

2Considerando a velocidade da luz c = 1
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confinamento nesta direção.

Já o mecanismo de Dresselhaus vem da correção de menor ordem para a parabolicidade

da banda de condução no modelo da massa efetiva para materiais sem simetria de inversão,

como por exemplo, os cristais zinc-blend. Esta correção é dada por Hcorr = α′
D~σ · ~Ω/2,

onde

Ωx = kx(k2
y − k2

z) Ωy = ky(k2
z − k2

x) Ωz = kz(k2
x − k2

y) (1.19)

e α′
D é uma constante que depende do gap e da massa efetiva do material. [39] Nos casos

que estudaremos, o sistema é praticamente bidimensional, de forma que temos 〈kz〉 = 0

e 〈k2
z〉 = 2m∗ǫz

/
~

2, onde ǫz é a energia do confinamento na direção z, perpendicular ao

plano. Assim, temos Hcorr = HD +HD3, com

HD = αD(−σxkx + σyky) (1.20a)

HD3 =
α′

D

2
(σxkxk

2
y − σykyk

2
x) + h.c., (1.20b)

onde definimos αD = α′
D〈k2

z〉/2. Note que o mecanismo de Dresselhaus é mais dif́ıcil de

ser controlado por meios externos, já que ele não depende de campos aplicados como o

mecanismo de Rashba, mas da própria estrutura cristalina do material, a qual define o gap

e a massa efetiva e, consequentemente, α′
D. Ainda assim, existe um parâmetro controlável

para a intensidade do acoplamento αD, que é a energia do confinamento vertical ǫz, a qual

pode ser ajustada variando-se a largura e a altura do potencial de confinamento nesta

direção. Em geral, o termo cúbico de Dresselhaus HD3 tem energia muito menor que o

termo HD, principalmente se o confinamento na direção z for muito forte, portanto, no

decorrer desta tese, iremos considerar apenas HD, descartando o termo cúbico.

Em pontos e anéis quânticos semicondutores, ambos os mecanismos de Dresselhaus

e Rashba podem aparecer, um devido ao material utilizado na composição destas estru-

turas, o outro devido à variação da composição do material dentro do ponto, que gera uma

assimetria no potencial de confinamento, [17] ou até mesmo devido a um campo elétrico

aplicado na direção z. Além dos efeitos spin-órbita, vale lembrar que temos também um

outro efeito ainda mais trivial que acopla um campo magnético externo ao spin: o efeito

Zeeman, descrito pelo Hamiltoniano HZ = gµ
−→
B · −→S . É interessante estudarmos até que

ponto um efeito pode influenciar mais que o outro, e o papel destes efeitos sobre o espectro

de energia e sobre os autoestados do spin em pontos quânticos semicondutores. Sendo as-

sim, neste trabalho, mostraremos como podemos aplicar a técnica split-operator no estudo

dos efeitos Zeeman e spin-órbita em estruturas semicondutoras de baixa dimensionalidade.
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1.2 Grafeno

Um problema bastante estudado recentemente é o do comportamento de elétrons

sobre folhas de grafeno. O grafeno é um cristal de carbono bidimensional que foi obtido

pela primeira vez em 2004 através de uma clivagem micromecânica do grafite [40]. Os

primeiros estudos teóricos sobre grafeno foram feitos no fim dos anos quarenta, como uma

primeira aproximação para o grafite [41].

Os átomos do grafeno estão dispostos em uma rede hexagonal, que é usualmente

tratada como duas sub-redes A e B superpostas. A Fig. 5 mostra a rede cristalina do

grafeno e a disposição das sub-redes A e B. Na verdade, a necessidade de se considerar

duas sub-redes diferentes vem do fato de que a rede hexagonal do grafeno não é uma rede

de Bravais; em outras palavras, não podemos definir, para um só śıtio, dois vetores de

base que possam ser combinados linearmente gerando qualquer outro śıtio da rede. Porém,

uma rede triangular possui tal caracteŕıstica e, por isso, diz-se que a célula unitária do

grafeno possui dois śıtios (átomos de carbono), a partir dos quais podemos criar vetores

de base e descrever todo o sistema como uma superposição de duas sub-redes triangulares

deslocadas e superpostas, denominadas A e B. Como podemos ver na Fig. 5, a simetria

da rede do grafeno é C6v, de forma que as direções x e y do plano Cartesiano não são

equivalentes neste caso. Na verdade, na rede ilustrada na Fig. 5, os átomos nestas direções

estão organizados em estruturas chamadas de zigzag (na direção x) e armchair (na direção

y).

Figura 5: Estrutura cristalina de uma monocamada de grafeno, cujo parâmetro de rede é
a, mostrando a superposição das duas sub-redes A e B.

A descrição teórica do comportamento dos elétrons neste sistema pode ser feita através
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de um modelo tight-binding (TB) ou, caso consideremos apenas os estados de menor

energia em uma folha de grafeno infinita, de um modelo cont́ınuo, no qual os elétrons são

descritos por quasi-part́ıculas que obedecem à equação de Dirac, como explicaremos em

detalhes a seguir.

1.2.1 Modelo tight-binding e a equação de Dirac

A rede hexagonal de átomos de carbono que forma o grafeno pode ser descrita pelo

Hamiltoniano

HTB =
∑

i

(ǫi +Mi)c
†
ici +

∑

<i,j>

(
τijc

†
icj + τ ∗ijcic

†
j

)
, (1.21)

onde ci(c
†
i ) aniquila (cria) um elétron no śıtio i, com energia ǫi, e a soma é tomada apenas

entre śıtios primeiros vizinhos i e j, com parâmetro de hopping τij . O efeito de um

campo magnético externo pode ser introduzido no modelo TB incluindo-se uma fase nos

parâmetros de hopping de acordo com a substituição de Peierls τij → τij exp
[
i e

~

∫ i

j
~A · d~l

]
,

onde ~A é o potencial vetor que descreve o campo magnético. [122] Para um campo

magnético ~B = Bẑ, escolhemos convenientemente o gauge de Landau ~A = (0, Bx, 0), de

forma que a fase de Peierls torna-se zero na direção y e exp
[
i e

~

∫ i

j
~A · d~l

]
= exp

[
i2πx

3a
Φ
Φ0

]

na direção x, onde a = 1.42 Å é o parâmetro de rede do grafeno, Φ0 = h/e é o fluxo

quântico magnético e Φ = 3
√

3a2B/2 é o fluxo através de um único hexágono de carbono.

Qualquer tipo de tensão externa sobre a folha de grafeno reflete-se em uma variação da

distância interatômica entre os śıtios i e j como ∆aij = aij − a0, onde aij é a distância

entre estes śıtios após a tensão. A mudança das distâncias interatômicas afeta a energia

de hopping entre os śıtios, que se torna [42] τij → τij (1 + 2∆aij/a0). Uma expressão

similar pode ser obtida expandindo-se a Eq. (13) da Ref. [43] em série de Taylor e

descartando-se termos de ordem superior em ∆aij , isto é, considerando-se deformações

pequenas. O termo Mi consiste de um potencial dependente do śıtio, o qual assume um

valor M0 (-M0) em śıtios da rede A (B). Artigos recentes têm sugerido uma maneira de

se obter um potencial como este experimentalmente, depositando uma rede de grafeno

sobre um substrato espećıfico. [44] Aliás, este tipo de potencial foi demonstrado em um

trabalho experimental recente, [45] onde mostrou-se como usá-lo no controle do gap da

estrutura de bandas do grafeno.

Podemos reescrever convenientemente a Eq. (1.21) levando em conta as duas sub-redes

triangulares que compõem a rede hexagonal do grafeno. Por simplicidade, escolhemos
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B = 0, Mi ≡ 0 e ǫi ≡ 0, de forma que

HTB = τ
∑

<i,j>

(
a†ibj + b†jai

)
, (1.22)

onde am (a†m) e bm (b†m) aniquilam (criam) um elétron no m-ésimo śıtio das sub-redes A

e B, respectivamente. Para uma rede infinita, podemos fazer a transformada de Fourier

do Hamiltoniano HTB, que leva a

HTB = τ
∑

k

[
g
(
~k
)
a†kbk + g∗

(
~k
)
b†kak

]
, (1.23)

onde o fator de estrutura g
(
~k
)

é dado por

g
(
~k
)

= e−ikxa + 2eikxa/2 cos
(
kya

√
3/2
)
. (1.24)

O Hamiltoniano na Eq. (1.23) pode ser escrito numa forma matricial

HTB =




0 τg

(
~k
)

τg∗
(
~k
)

0



 , (1.25)

escrevendo-se os estados dos elétrons através dos vetores [ak bk]T e [a†k b†k]T . Diagonal-

izando este Hamiltoniano, encontramos um espectro de energia dado por

E
(
~k
)

= ±τ

√√√√3 + 2 cos
(
kya

√
3
)

+ 4 cos

(
kx

3a

2

)
cos

(

ky
a
√

3

2

)

, (1.26)

que apresenta seis cones que se cruzam na energia E = 0, dos quais apenas dois não são

equivalentes, posicionados no espaço rećıproco em [10, 46]

−→
K =

(
2π

3a
,− 2π

3
√

3a

) −→
K ′ =

(
2π

3a
,

2π

3
√

3a

)
, (1.27)

como mostrado na Fig. 6. Na vizinhança de cada um destes pontos, a energia depende

quase linearmente do vetor de onda ~k, o que sugere que o elétron nesta região do espaço

rećıproco comporta-se como uma quasi-part́ıcula sem massa descrita pelo Hamiltoniano de

Dirac, onde a relação de dispersão também é linear. Para demonstrar isso, iremos expandir

em série de Taylor o fator de estrutura g(~k) em torno do ponto ~K =
(

2π
3a
,− 2π

3
√

3a

)
, definindo

as coordenadas do ”espaço de Dirac”como k′x = kx − 2π
3a

e k′y = kx + 2π
3
√

3a
. Mantendo

apenas os termos até a primeira ordem em kx e ky, obtemos

g
(
~k
)

=
3a

2

(
k′x − ik′y

)
(

1

2
+ i

√
3

2

)

=
3a

2

(
k′x − ik′y

)
e−i 5π

6 . (1.28)



1.2 Grafeno 43

Fazendo-se o mesmo processo para ~K ′, encontramos também uma forma bastante parecida

g
(
~k
)

=
3a

2

(
−k′x − ik′y

)
(

1

2
+ i

√
3

2

)
=

3a

2

(
−k′x − ik′y

)
e−i π

6 , (1.29)

mas que mostra a inequivalência entre os vales, devido aos sinais + e - em frente a kx

no primeiro e segundo casos, respectivamente. As exponenciais complexas em cada caso

podem ser incorporadas como uma fase nas funções de onda. Porém, no Caṕıtulo 4,

mostraremos que estas exponenciais podem também desempenhar um papel importante

quando definimos a priori as coordenadas espaciais no modelo TB e queremos comparar

nossos resultados com aqueles provenientes do modelo cont́ınuo que estamos desenvol-

vendo nesta Seção.

Figura 6: Estrutura de bandas de uma monocamada de grafeno.

Substituindo agora as Eqs. (1.28) e (1.29) no Hamiltoniano da Eq. (1.25), obtemos

finalmente o Hamiltoniano aproximado para o sistema

H±
D = ~vF

(
0 ±kx − iky

±kx + iky 0

)
, (1.30)

onde vF = 3τa/2~ é a velocidade de Fermi e os sinais + e - referem-se a elétrons de
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baixa energia em torno de K e K ′, respectivamente. O procedimento que leva a H±
D pode

ser facilmente repetido na presença de campos magnéticos ~B e potenciais externos V e

dependentes do śıtio M , levando a um Hamiltoniano ainda mais geral para o ponto K

HD =
[
vF~σ · (~p + e ~A) + V (~r)I + τM(~r)σz

]
, (1.31)

onde I é a matriz identidade, ~σ = (σx, σy) é o vetor de Pauli e as funções de onda

são pseudo-spinores Ψ = [ΨA,ΨB]T , com ΨA(B) sendo a probabilidade de se encontrar

o elétron na sub-rede A (B). 3 Note que esta é exatamente a forma do Hamiltoniano de

Dirac para uma part́ıcula de velocidade vF , ao invés da velocidade da luz, onde o potencial

dependente do śıtio Mi no Hamiltoniano TB da Eq. (1.21) é introduzido no Hamiltoniano

de Dirac na como um potencial relacionado à massa M(~r), o qual é multiplicado por um

fator τ = 1 (-1) para o cone K (K ′) na Eq. (1.31). A massa da part́ıcula na equação de

Dirac é responsável pela abertura de um gap no seu espectro de energia, o que explica o

gap encontrado na Ref. [45] para uma monocamada de grafeno submetida a um potencial

dependente do śıtio.

Em resumo, acabamos de demonstrar que, quando consideramos elétrons com baixas

energias, o problema de um elétron sob a influência apenas do potencial devido aos infinitos

átomos de carbono que compõem o grafeno torna-se equivalente ao problema de uma quasi-

part́ıcula livre sem massa obedecendo à equação de Dirac. A este modelo aproximado,

damos o nome de modelo cont́ınuo ou modelo de Dirac para o grafeno. Note que o

que fizemos aqui foi bem similar ao que foi feito para semicondutores na Seção anterior:

t́ınhamos um problema complicado de ser estudado, devido à presença dos muitos átomos;

para simplificá-lo, constrúımos um problema equivalente mais simples, comparável ao

problema original dentro de certas condições. No caso dos semicondutores, este problema

equivalente consiste de uma part́ıcula livre de massa efetiva m∗
α,β obedecendo a equação

de Schrödinger; já no caso do grafeno, o problema equivalente consiste de um férmion de

Dirac livre e sem massa, com velocidade vF e cujo pseudo-spin representa sua distribuição

sobre as redes A e B do grafeno. 4

Um dos fatores que fazem o grafeno tão atrativo para pesquisa é a dinâmica de elétrons

neste material. Várias caracteŕısticas interessantes são provenientes da descrição de Dirac

para os elétrons no grafeno. [47] Por exemplo, para uma incidência completamente normal

a uma barreira de potencial, este elétron pode tunelar pela barreira com probabilidade

3Um Hamiltoniano similar pode ser encontrado para K ′ de maneira trivial.
4Obviamente, podemos acrescentar uma massa artificialmente a este férmion, usando o potencial

dependente do śıtio, como mencionamos no texto.



1.2 Grafeno 45

1. Este efeito, chamado ”paradoxo de Klein”, está relacionado com o fato dos eletrons

no grafeno apresentarem um espectro com energias negativas e positivas, de forma que

quando o elétron atinge a barreira, ele penetra-a e aparece na região da barreira como

um buraco, de energia negativa. Com isso, torna-se bastante dif́ıcil o controle do compor-

tamento do elétron através de potenciais elétricos em grafeno, e a criação de potenciais

confinantes nestas estruturas, como pontos quânticos, [48] não é tão óbvia. Apesar disso,

na literatura, trabalhos teóricos têm falado sobre a existência de estados quasi-ligados,

isto é, estados localizados com um tempo de vida bastante longo, em pontos quânticos

em grafeno. [5, 49, 50] Neste trabalho, estudaremos o tunelamento de Klein através da

evolução temporal de um pacote de onda numa monocamada de grafeno com barreiras

de potencial, sugerindo também uma estrutura onde poderiam ser encontrados estados

quasi-ligados.

Uma maneira alternativa de se confinar elétrons em grafeno consiste em aplicar-se

um perfil do potencial dependente do śıtio Mi com uma geometria desejada, de forma a

abrir um gap no espectro de energia em determinadas regiões do grafeno onde M0 6= 0,

[51, 52] confinando assim o elétron apenas à região M0 = 0. Esse tipo de potencial é

normalmente usado para simular estruturas confinantes em grafeno, como pontos [53]

e anéis [54] quânticos no modelo de Dirac, onde o termo de massa induzido por este

potencial facilita o tratamento das condições de contorno.

Um efeito bastante interessante que pode ser observado no grafeno é um movimento

trêmulo da função de onda que se propaga neste sistema, conhecido como zitterbewegung.

[55, 56, 57] O fenômeno do zitterbewegung foi previsto teoricamente pela primeira vez em

1930 por Schrödinger [58] e, nos últimos anos, o interesse neste tema tem-se renovado.

Trabalhos teóricos anteriores têm sugerido algumas formas de se observar o zitterbewe-

gung experimentalmente, por exemplo em semicondutores de gap estreito [4], em poços

quânticos formados por semicondutores III-V zinc-blende com acoplamento spin-órbita

[59] e, mais recentemente, em monocamadas [60] e bicamadas [61] de grafeno. Uma

simulação experimental do zitterbewegung para elétrons livres relativ́ısticos no vácuo foi

feita por Gerritsma et al. [62] através de ı́ons aprisionados. Este fenômeno, que tem

sido atribúıdo a uma interferência entre os estados de energia positiva e negativa no pa-

cote de onda, foi também analisado numericamente e analiticamente nas Refs. [63, 64].

Um dos objetivos do nosso trabalho é verificar a existência destas oscilações através da

análise da propagação em tempo real de um pacote de onda em uma monocamada de

grafeno. Mostraremos então como campos magnéticos e potenciais externos e depen-

dentes da posição afetam este movimento trêmulo, sugerindo maneiras de se melhorar a
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vizualização deste movimento, ainda raramente observado experimentalmente.

Finalmente, um outro tópico que tem sido amplamente estudado nos últimos anos é

a engenharia da tensão em grafeno. [65, 66, 67, 68, 69, 70] As propriedades elásticas de

nanofitas de grafeno foram estudadas teoricamente por Cadelano et al.[71], que estudou

o esticamento no plano e as deformações devido a uma flexão fora do plano, combinando

teoria da elasticidade e simulações TB. Depois disso, Cocco et al.[72] e Lu e Guo [73]

mostraram que uma combinação de tensões uniaxial e de cisalhamento com deformações

absolutas moderadas podem ser usadas para abrir um gap no espectro de energia do

grafeno. Têm sido mostrado recentemente que formas espećıficas de tensão produzem um

campo pseudo-magnético no grafeno, que não quebra a simetria de reversão temporal e que

aponta em direções opostas para elétrons movendo-se em torno dos pontos K e K ′. [42]

Espera-se que este campo magnético induzido por tensão produza ńıveis de Landau e, con-

sequentemente, o efeito Hall quântico, mesmo na ausência de campos magnéticos externos!

[6, 74] Ńıveis de Landau devido a campos pseudo-magnéticos induzidos por tensão foram

observados recentemente através de microscopia de tunelamento (STM) em nano-bolhas

em uma folha de grafeno, onde estimou-se que a magnitude do campo pseudo-magnético

encontrado está em torno de 300 T. [75] Guinea et al., [76] demonstrou teoricamente que

uma flexão no plano de uma folha de grafeno leva a um campo praticamente uniforme e

perpendicular à camada. Estudaremos o movimento de um pacote de onda em uma folha

de grafeno sob este tipo de tensão. Note que o campo pseudo-magnético em nosso modelo

descrito nesta Seção não é introduzido artificialmente considerando-se um potencial vetor

adicional na fase de Peierls, mas aparece naturalmente após as mudanças nas distâncias

interatômicas devido à tensão.

Em resumo, mostramos que o grafeno consiste de um material interessant́ıssimo,

tanto do ponto de vista da ciência, por nos proporcionar a possibilidade de se simular

em laboratório efeitos relativ́ısticos, como o tunelamento de Klein e o zitterbewegung,

como também do ponto de vista da tecnologia, por ser um material resistente, perfeita-

mente bidimensional, e que traz ainda dois novos graus de liberdade manipuláveis para a

eletrônica: os vales [77] e o pseudo-spin. Nos Caṕıtulos que seguem, utilizaremos os mod-

elos TB e de Dirac para fazermos um estudo mais detalhado do movimento de pacotes

de onda em sistemas livres de qualquer potencial, ou na presença de diversos tipos de

barreira. Analisaremos o tunelamento de Klein em barreiras de potencial, assim como o

espalhamento de pacotes de onda em barreiras magnéticas [78] e pseudo-magnéticas [42],

e em barreiras constrúıdas através de um termo de massa, como explicado acima.
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1.3 Efeito Aharonov-Bohm

Nos Caṕıtulos que seguem, iremos estudar elétrons em anéis quânticos sob um campo

magnético aplicado. Sendo assim, é interessante fazermos primeiramente uma discussão

sobre o efeito Aharonov-Bohm (AB), que consiste de um problema fundamental na mecânica

quântica. Este problema tem sido intensivamente estudado, tanto experimentalmente

[79, 19, 30, 80] como teoricamente [81, 1, 82, 83, 84, 85].

A Fig. 7 mostra um esquema de um experimento de fenda dupla, onde feixes de

elétrons passam pelas fendas e geram um padrão de interferência sobre um anteparo.

Entre as duas fendas, posiciona-se um solenóide ciĺındrico longo, o qual gera um campo

magnético B em seu interior, porém, sem gerar campo magnético na região externa a ele,

de forma que os elétrons que passam ao redor do solenóide estão em uma região de campo

magnético nulo.

elétrons

caminho 1 caminho 2

anteparo

B

Figura 7: Esquema de um experimento de fenda dupla na presença de um solenóide longo
(ćırculo cinza), que gera um campo magnético B em seu interior. As linhas pontilhadas
representam os caminhos pelos quais os elétrons passam, e as setas sólidas mostram a
direção do potencial vetor A.

Apesar da ausência de campo magnético na região pela qual os elétrons passam,

existe ainda um potencial vetor A nesta região, tal que B = ∇ × A = 0, o que faz

com que o momento do elétron neste sistema assuma a forma p → p − qA. Se temos

um campo magnético no solenóide na forma B = Bk̂, o potencial vetor pode ser escrito

como A = 1
2
Bρêθ (gauge simétrico), como já foi dito anteriormente. Este potencial vetor

está representado na Fig. 7 pelas setas sólidas ao redor do solenóide. Observa-se que,

para o feixe que percorre o caminho 1, o potencial vetor A aponta para a mesma direção
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que o momento p dos elétrons, enquanto para o caminho 2, estes vetores têm direções

contrárias. Com isso, os elétrons que passam pelo caminho 1 possuem um momento final

diferente daqueles que passam pelo caminho 2, e isso faz com que ocorra uma variação

no padrão de interferência gerado no anteparo. A esta diferença de momento entre os

feixes que passam pelos dois caminhos distintos, que ocorre devido à presença de um

potencial vetor e é responsável por uma variação no padrão de interferência observado no

anteparo, dá-se o nome de efeito Aharonov-Bohm. Mais especificamente, quando o fluxo

magnético na região entre dois caminhos 1 e 2 que o elétron pode percorrer atinge um valor

φ = (n+ 1/2)φ0, onde n é um inteiro e φ0 = h/e é o fluxo elementar, as funções de onda

que percorrem os dois caminhos interferem destrutivamente ao se encontrarem, levando a

um valor mı́nimo na transmissão deste elétron. Assim, a transmissão em função do fluxo

magnético apresenta uma oscilação periódica, de peŕıodo φ0, conhecida como oscilação AB

para a transmissão. Este efeito já foi observado para elétrons propagando-se através de um

anel quântico em diversos trabalhos na literatura, tanto teóricos [1] como experimentais

[79].

Além das oscilações que ocorrem na transmissão, uma outra oscilação, também cos-

tumeiramente chamada de oscilação AB, pode também ser observada nos autoestados de

um elétron em um anel quântico sob um campo magnético aplicado perpendicularmente

ao plano do anel. Isto pode ser verificado facilmente considerando-se um anel ideal, isto

é, de potencial infinito e de espessura muito pequena, de forma que um elétron confinado

neste sistema possua liberdade apenas no movimento em θ, enquanto o raio ρ = R e a

posição z = 0 (coordenadas ciĺındricas) estão fixos. Esta situação representa um modelo

simplificado para descrever anéis quânticos que podem ser produzidos experimentalmente,

por exemplo, através do crescimento de heteroestruturas semicondutoras 5, cortando-se

uma folha de grafeno na forma de um anel, ou gerando-se um potencial de forma anular

relacionado a um termo de massa em grafeno, que pode induzido pela simetria cristalina

do substrato. Em um trabalho anterior [86], sugerimos ainda uma forma alternativa de se

obter um sistema como esse, que consiste em formar uma cavidade na forma de um anel

em um substrato e então cubrir esta cavidade com He ĺıquido. Efeitos de tensão sobre o

He ĺıquido fazem com que a sua superf́ıcie apresente uma curvatura, formando um sistema

que pode ser aproximado como um anel quântico de confinamento parabólico. Aplicando-

se um campo elétrico na direção perpendicular, podemos então confinar o elétron nesta

direção, fazendo com que o mesmo possa se mover apenas na direção angular do sistema

5Um anel quântico semicondutor pode ser obtido durante o crescimento de pontos quânticos auto-
formados, onde o topo do ponto quântico cede, formando uma estrutura de geometria anular, que depois
é coberta pelo mesmo material que compõe o substrato.
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sobre o ponto de mı́nima altura da superf́ıcie do He ĺıquido. Mais detalhes sobre as os-

cilações AB no espectro de energia deste sistema podem ser vistos no Apêndice C desta

Tese.

O Hamiltoniano que descreve elétrons em um anel quântico ideal, obedecendo a

equação de Schrödinger, é dado por

H = − ~
2

2mR2

d2

dθ2
− i~ωc

2

d

dθ
+

1

8
mω2

cR
2, (1.32)

podendo ser facilmente reescrito como

H =
~

2

2mR2

[
−i d
dθ

+
φ

φ0

]2

. (1.33)

As autofunções deste Hamiltoniano são facilmente encontradas como ψ(θ) = exp[inθ]/
√

2π,

onde n = 0,±1,±2, ... é o momento angular, e as autoenergias como

En(φ) =
~

2

2mR2

[
n+

φ

φ0

]2

. (1.34)

É fácil perceber que estas energias em função de φ são parábolas com mı́nimos em

φ = −nφ0. Este espectro de energia, mostrado na Fig. 8, mostra que o estado fun-

damental do elétron apresenta uma oscilação AB com peŕıodo φ0, assim como a oscilação

na transmissão que mencionamos anteriormente. Note também que há uma troca de

momento angular no estado fundamental para fluxos φ = (n + 1/2)φ0.

Nesta descrição simples que fizemos do efeito Aharonov-Bohm, escolhemos um gauge

espećıfico para o potencial vetor A: o gauge simétrico. Porém, descrições mais formais

deste problema podem ser facilmente encontradas na literatura [26], onde é mostrado que

este efeito não depende da escolha do gauge para o potencial vetor.

Note que este caráter oscilatório do espectro de energia como função do campo

magnético não ocorre apenas no caso espećıfico de um anel quântico, mas em qualquer

sistema onde uma região central do espaço real é proibida para o elétron. Por exemplo, as

oscilações AB do espectro de energia também podem ser encontradas em um fio quântico

core-shell, onde temos um fio ciĺındrico coberto por um material diferente (ver exemplo

deste efeito no Apêndice C). No caso de um fio de Si coberto por SiGe, temos um sistema

que consiste de um poço ciĺındrico para o buraco, mas de uma barreira ciĺındrica para o

elétron, 6 o qual está confinado na borda do fio interno apenas devido à interação Coulom-

6Esta situação, conhecida como ”alinhamento de bandas do tipo-II”ocorre devido ao band-offset da
heteroestrutura composta por estes materiais.
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Figura 8: Autoestados de um elétron em um anel quântico ideal como função do fluxo
magnético.

biana com o buraco. [14] Neste caso, a energia do exciton (par elétron-buraco) também

oscila com o campo magnético devido a um efeito similar ao AB para anéis quânticos.

[34] Recentemente, este tipo de efeito foi observado experimentalmente não em fios, mas

em um ponto quântico com este tipo de alinhamento de bandas. [87]

Em um trabalho teórico anterior, feito por Szafran e Peeters [1], um sistema canal-

anel foi modelado por um potencial de confinamento parabólico de espessura 2λ ≃ 40 nm

e raio R = 132 nm. O efeito da força de Lorentz sobre a injeção dos elétrons no anel foi

investigado, assim como a influência da forma do anel sobre as oscilações AB presentes

nas probabilidades de transmissão e reflexão. Uma injeção assimétrica de elétrons nos

braços superior e inferior do anel resultou em um efeito de interferência menor e, conse-

quentemente, em uma redução na amplitude das oscilações AB [88]. Nessa aproximação,

os canais e o anel foram definidos efetivamente como unidimensionais, isto é, o campo

magnético não pode desviar as funções de onda nos canais e no anel, e a deflexão de

Lorentz é ativa apenas na região da junção. Além disso, o elétron nesse caso está preso à

subbanda de menor energia, de forma que as subbandas de maior energia não são levadas

em conta.

Nossa aproximação teórica é similar à das Refs. [1] e [88], onde injetamos um pacote

de onda Gaussiano no anel a partir do canal esquerdo e calculamos numericamente sua

evolução temporal, resolvendo a equação de Schrödinger dependente do tempo. Esta
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aproximação nos permite encontrar os coeficientes de transmissão e reflexão, além de

possibilitar encontrar estados ligados nas junções, quando propagamos a função de onda

em tempo imaginário. Nossa aproximação também permite considerar anéis e canais com

espessura e barreiras de potencial finitas, além de permitir que a função de onda que está

se propagando acesse outras subbandas.

No decorrer desta tese, mostraremos também como utilizar a idéia proposta nesta

Subseção para o estudo das oscilações AB das energias dos autoestados de anéis quânticos

ideais baseados em grafeno, onde os elétrons são descritos como quasi-part́ıculas que

obedecem a equação de Dirac. Neste caso, iremos analisar em que situação a aproximação

do anel ideal produz uma descrição apropriada do sistema, comparando os resultados

obtidos por esta aproximação àqueles provenientes de um modelo tight-binding para estes

sistemas.

1.4 Vórtices em supercondutores e o modelo de Ginzburg-

Landau

A supercondutividade foi descoberta em 1911 no laboratório de Leiden, por Heike

Kamerlingh Onnes, o primeiro a conseguir liquefazer o hélio. Ele estudava a resistência

elétrica de várias substâncias à temperatura do He ĺıquido, quando notou que a resistência

do mercúrio cáıa rapidamente para zero à temperatura cŕıtica 4.2K. As mesmas pro-

priedades foram observadas em alguns outros metais, como chumbo e estanho. Este novo

fenômeno foi chamado de supercondutividade. Antes de 1933, considerava-se que a super-

condutividade era simplesmente uma condutividade perfeita. Porém, em 1933, Meissner

e Ochsenfeld perceberam que, além disso, um campo magnético externo é expulso de uma

amostra originalmente normal quando ela é resfriada além de sua temperatura cŕıtica,

como ilustrado na Fig. 9. Este efeito é conhecido até hoje como o efeito Meissner. So-

mente cerca de 20 anos depois da descoberta da supercondutividade, a primeira teoria

sobre este fenômeno foi desenvolvida: em 1935, os irmãos London mostraram a primeira

teoria fenomenológica que descreve o mecanismo de supercondutividade, a qual mostrou-

se ser válida, em condições extremas, para descrição de vórtices, que são linhas de defeitos

no supercondutor que carregam um fluxo magnético quantizado. [89] Porém, a teoria de

London considerava os vórtices como part́ıculas puntuais, o que não era completamente

verdade: imaginava-se que o vórtice deveria ter um núcleo de tamanho finito, com uma

estrutura interna. Neste contexto, em 1950 Landau e Ginzburg propuseram uma das

teorias fenomenológicas mais bem sucedidas da história, [90, 8] capaz de descrever muitos
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dos comportamentos observados em supercondutores. Ela não só engloba os trabalhos

feitos por F. London e H. London [89] na explicação do efeito Meissner, como também foi

usada para postular alguns fenômentos bastante notáveis, como a formação de vórtices

dispostos na rede triangular de Abrikosov [91] em supercondutores. Ginzburg e Landau

derivaram esta teoria fenomenologicamente, antes da teoria microscópica BCS (Bardeen-

Cooper-Schrieffer) de supercondutividade ser desenvolvida, e muitos anos depois Gorkov

mostrou que a teoria de Ginzburg-Landau pode ser encontrada naturalmente a partir da

teoria BCS.

B

T<TcT>Tc

B

Figura 9: Efeito Meissner: um material que apresenta comportamento normal a temper-
aturas T > TC passa a repelir campos magnéticos quando se torna supercondutor para
T < TC .

Em sua teoria fenomenológica, Ginzburg e Landau introduziram a função de onda Ψ(~r)

dos elétrons supercondutores como um parâmetro de ordem que é não-nulo para T < TC

e nulo para T > TC , descrevendo uma transição de fase de segunda ordem. A teoria BCS

explicou a supercondutividade como sendo proveniente do acoplamento de elétrons em

pares de Cooper. Assim, o parâmetro de ordem de Ginzburg-Landau relaciona-se com a

densidade de elétrons supercondutores ns como |Ψ(~r)|2 = ns/2. A teoria de Ginzburg-

Landau (GL), baseia-se na teoria de London para transições de fase de segunda ordem,

onde a energia livre é expandida em uma série de potências do parâmetro de ordem. A

expansão é feita em torno da temperatura cŕıtica TC e, por isso, a teoria de GL só é válida

na vizinhança deste ponto. No decorrer desta Tese, porém, iremos mostrar também alguns

resultados provenientes da extrapolação desta teoria para temperaturas mais baixas. A

densidade de energia livre de Gibbs em torno de TC é expandida como

Gs = Gn + α|Ψ|2 +
β

2
|Ψ|4 +

~
2

2m∗

∣∣∣∣

(
~∇− ie∗

~c
~A

)
Ψ

∣∣∣∣
2

+
H2

8π
−

~H − ~H0

4π
· ~H0, (1.35)
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onde m∗ = 2m0 e e∗ = 2e são a massa e a carga dos pares de Cooper, respectivamente,

~H é o campo magnético em um certo ponto do supercondutor e Gn é a densidade de

energia livre para o estado normal na ausência de campo aplicado. Quando um campo

magnético é aplicado, temos GnH = Gn + H2
0

/
8π, com H2

0

/
8π sendo a densidade de

energia magnética.

A primeira parte da Eq. (1.35) representa a expansão da densidade de energia livre

em um supercondutor homogêneo sem campo aplicado e próximo à temperatura cŕıtica

TC0 = TC(H0 = 0),

Gn + α|Ψ|2 +
β

2
|Ψ|4, (1.36)

onde α e β são coeficientes caracteŕısticos de cada material. O parâmetro α depende da

temperatura e a supercondutividade ocorre somente para α < 0,7 enquanto β é sempre

positivo e constante. A partir da Eq. (1.36), a densidade de pares de Cooper que corre-

sponde ao mı́nimo de energia livre para T < TC0 pode ser calculado como |Ψ|2 = −α/β.

A segunda parte da Eq. (1.35) corresponde à energia cinética dos pares de Cooper

~
2

2m∗

∣∣∣∣

(
~∇− ie∗

~c
~A

)
Ψ

∣∣∣∣
2

, (1.37)

enquanto a terceira, H2
/

8π, é simplesmente a densidade de energia magnética. A quarta

e última parte,

−
~H − ~H0

4π
· ~H0 (1.38)

representa a redução do campo magnético devido a uma posśıvel penetração do campo no

supercondutor. Uma penetração deste tipo em certo ponto do supercondutor representa

um defeito na supercondutividade (e, consequentemente, no efeito Meissner) e, com isso,

devemos ter também |Ψ|2 = 0 neste ponto, devido à ausência de pares de Cooper. Esta é

a linha de defeitos à qual demos o nome de vórtice nos parágrafos anteriores.

A energia total do sistema é encontrada simplesmente integrando-se a densidade de

energia livre de Gibbs da Eq. (1.35) em todo o volume do supercondutor. Lembre-se,

porém, que Ψ e ~A são funções do espaço real, e a forma destas funções influencia na

energia encontrada após a integração. Por outro lado, sabemos que Ψ e ~A não podem

assumir qualquer forma: elas devem ser tais que a energia total F do sistema seja mı́nima.

Assim, devemos então minimizar a energia total F através das variáveis Ψ e ~A; em outras

palavras, Ψ e ~A devem obedecer às equações de Euler-Lagrange para o funcional de energia

dado pela Eq. (1.35). As equações de Euler-Lagrange para este funcional são comumente

7Isto vale para supercondutores de uma banda. Mostraremos que é possivel haver supercondutividade
com α > 0 em supercondutores de duas bandas, devido ao acoplamento de Josephson.
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chamadas de ”Equações de Ginzburg-Landau”, cuja forma geral é dada por

αΨ + β|Ψ|2Ψ − ~
2

2m∗

(
~∇− i

e∗

~c
~A

)2

Ψ = 0 (1.39a)

~js = − ie
∗
~

2m∗

(
Ψ∗~∇Ψ − Ψ~∇Ψ∗

)
− e∗2

m∗c
|Ψ|2 ~A, (1.39b)

onde a corrente supercondutora é

~js =
c

4π
~∇× ~∇× ~A. (1.40)

Finalmente, o modelo de Ginzburg-Landau introduz duas escalas de comprimento

que são peças chave para a definição do caráter do supercondutor: i) o comprimento

de coerência ξ = ~
/√

2m∗|α|, que indica o comprimento t́ıpico sobre o qual o valor do

parâmetro de ordem pode variar; e ii) a profundidade de penetração λ =
√
m∗c2β

/
4πe∗2|α|,

a qual representa o comprimento t́ıpico sobre o qual o campo magnético pode variar. Es-

tas expressões para escalas de comprimento ξ e λ podem ser facilmente derivadas a partir

das Eqs. (1.39a) e (1.39b), respectivamente. O parâmetro de Ginzburg-Landau κ = λ/ξ

é de fundamental importância para determinarmos o comportamento dos vórtices no su-

percondutor: em 1957, Abrikosov [91] calculou as propriedades de supercondutores com

κ > 1/
√

2 através da teoria de Ginzburg-Landau e encontrou o chamado ”estado misto”,

onde unidades quantizadas de fluxo magnético penetram o supercondutor, através de

vórtices, formando uma rede regular. Esta rede triangular de fluxos, que corresponde

à configuração de menor energia obtida resolvendo-se as Eqs. (1.39a) e (1.39b) para

κ > 1/
√

2, é conhecida como a rede de vórtices de Abrikosov. Note que os vórtices

encontrados por Abrikosov na teoria de GL apresentam um núcleo finito, o que não é

posśıvel de se obter pela teoria de London. A partir dáı, descobriu-se que o parâmetro κ

determina o caráter da interação entre os vórtices, de forma que se κ > 1/
√

2 (< 1/
√

2)

ela é repulsiva (atrativa) e o supercondutor é classificado como sendo do tipo-II (tipo-I).

Como os vórtices no tipo-II se repelem, é facil encontrar, em um certo intervalo de campos

magnéticos e temperaturas, uma estrutura estável com vórtices formando uma rede de

Abrikosov. Já no tipo-I, os vórtices tendem a se atrair, tornando dif́ıcil de se encontrar

tal estrutura. Isto está ilustrado na Fig. 10.

O potencial de interação entre vórtices tem sido um importante objeto de estudo

por muitos anos. Em 1971, Kramer [93] usou o comportamento assintótico dos campos

do vórtice longe do seu núcleo no modelo abeliano de Higgs para obter uma expressão

anaĺıtica para o potencial da interação vórtice-vórtice, o qual foi encontrado como uma
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Figura 10: Diagrama de fases H − T para um supercondutor do tipo-I (mercúrio) e um
do tipo-II (nióbio-estanho). Os campos magnéticos definidos como Bc, Bc1 e Bc2 são os
campos cŕıticos que delimitam as regiões onde o sistema é puramente supercondutor, onde
há estado misto e onde o sistema é normal. [92]

combinação de funções de Bessel modificadas. Este potencial é atrativo (repulsivo) para

sistemas type-I (type-II) , isto é, para um supercondutor com parâmetro de Ginzburg-

Landau κ = λ/ξ < 1/
√

2 (> 1/
√

2), onde λ é a profundidade de penetração e ξ é o

comprimento de coerência. Além disso, esta expressão leva a uma energia de interação

constante como função da separação entre vórtices para o valor cŕıtico κ = 1/
√

2 (também

conhecido como ponto de Bogomol’nyi), o que implica que os vórtices não interagem neste

caso, ou seja, podemos ter infinitas estruturas de vórtices com a mesma energia. Uma

análise detalhada da interação vórtice-vórtice (V-V) foi feita mais tarde por Jacobs and

Rebbi, [94] que constrúıram uma função variacional que descreve dois vórtices separados

e obtiveram os parâmetros variacionais que minimizam a energia livre. esta função varia-

cional era capaz de modelar: i) a deformação do núcleo do vórtice quando os vórtices

são trazidos para perto um do outro, e ii) a formação de um vórtice gigange [95, 96, 97]

quando os vórtices estão superpostos.

A partir dáı, muitos trabalhos estudaram aspectos diferentes da interação entre vórtices

em supercondutores. Por exemplo, Brandt [98] usou a expressão assintótica para o po-

tencial de interação no estudo das propriedades elásticas da rede de linhas de fluxo em

supercondutores do tipo-II. Speight [99] re-derivou o potencial de interação V-V a partir

de uma teoria de campos linear descrita por um lagrangeano de duas fontes puntuais

singulares localizadas nos centros dos vórtices. MacKenzie et al. [100] usou a teoria

linear proposta por Speight para obter a interação entre duas cordas separadas em um

modelo com dois parâmetros de ordem, que pode ser relevante para cordas cósmicas su-

percondutoras, [101] para o modelo SO(5) de supercondutividade em altas temperaturas

e para sólitons em óptica não-linear. No fim, todas estas aproximações anaĺıticas usam,
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ou levam a expressões anaĺıticas que são as mesmas, ou ao menos muito parecidas com

aquela derivada por Kramer no limite assintótico. Outros modelos foram apresentados por

Mohamed et al. [102], que usou uma aproximação perturbativa para calcular a interação

V-V interaction em supercondutores com κ ≈ 1/
√

2 quando a teoria de Ginzburg-Landau

(GL) é extendida a baixas temperaturas, e por Hernández e López, [103], que usaram

uma aproximação variacional baseada na função-tentativa de Clem [104] para calcular

a força entre vórtices. Auzzi et al. [105] mostraram recentemente que para a interação

entre vórtices não-Abelianos, existem dois outros regimes além dos já conhecidos type-I

e type-II: dependendo da orientação relativa, o potencial de interação pode apresentar

regiões atrativas e repulsivas no mesmo sistema. Um comportamento similar pode ser

obtido em um supercondutor de duas bandas, como mostraremos mais tarde nesta Tese.

[106, 107]

1.4.1 Supercondutores de duas bandas

Desde a descoberta dos supercondutores, a questão do controle das suas propriedades

eletrônicas de magnéticas e a possibilidade de se alcançar temperaturas e campos cŕıticos

ainda maiores sempre esteve em foco nesta linha de pesquisa. Em supercondutores ele-

mentares, como Pb, Nb, Al, o manuseio do confinamento quântico particularmente tem

mostrado bons resultados, pois a redução das dimensões espaciais leva a um claro aumento

dos campos e temperaturas cŕıticas a campos não-nulos, e isto é o que há de mais avançado

na pesquisa dos chamados supercondutores mesoscópicos [108]. Em filmes e em supercon-

dutores volumétricos, a padronização das amostras também tem sido uma ferramenta para

o aprimoramento da corrente cŕıtica, o que já é de grande relevância tecnológica. Porém,

os fenômenos fascinantes descobertos em supercondutores mais complexos (como os de

alta temperatura cŕıtica high-Tc) valem-se da combinação e hibridização das propriedades

gerais dos componentes. A estrutura de camadas supercondutor-isolante dos cupratos

ou a presença de ı́ons magnéticos na rede cristalina dos supercondutores ferromagnéticos

são apenas alguns exemplos, que também têm seus análogos fabricados artificialmente

em termos de multicamadas com acoplamento de Josephson e h́ıbridos supercondutor-

ferromagneto. Em tudo que mencionamos agora, a idéia é bastante clara - combinar

propriedades conhecidas dos materiais e obter sistemas h́ıbridos com comportamento ap-

rimorado ou, pelo menos, fundamentalmente interessante.

A mais moderna classe de materiais intrinsecamente h́ıbridos são os supercondutores

de dois gaps. Nestes h́ıbridos naturais, os dois condensados de pares de Cooper coexis-
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tentes estão acoplados, e ambos contribuem para o comportamento macroscópico aparente

do material. Os estudos sobre as propriedades resultantes foram estimulados ainda mais

pela descoberta do diborato de magnésio MgB2 em 2001, com dois grupos claramente

diferentes de bandas supercondutoras chamadas σ e π [109]. O MgB2 é também de grande

importância tecnológica devido à sua temperatura cŕıtica relativamente alta, composição

qúımica simples e boas propriedades mecânicas. Materiais mais complexos e ainda não

entendidos completamentes, como os pnictides, também demonstram supercondutividade

de duas bandas [110]. Por outro lado, até os supercondutores mais simples e elementares,

como Pb, podem também ter dois gaps [111]. Além disso, eles são sempre efetivamente

de muitas bandas quando são reduzidos em uma dimensão até a escala atômica, onde

a quantização do espectro de energia dos elétrons para para o movimento perpendicular

separa a banda de condução em uma série de subbandas de um elétron [112]. Assim, os

materiais supercondutores, dos mais simples aos mais complexos, da baixa à alta temper-

atura cŕıtica Tc, compreendem condensados de pares de Cooper acoplados, e o principal

objetivo do nosso estudo sobre supercondutores de duas bandas no Caṕıtulo 5 é mostrar

a influência mútua dos condensados no comportamento magnético h́ıbrido resultante, o

qual, como iremos demonstrar, é extremamente não-trivial. Mais especificamente, usare-

mos os métodos de cálculo do potencial entre vórtices que serão desenvolvidos no decorrer

desta tese para demonstrar a existência de interações não-monotônicas em supercondu-

tores de duas bandas. O interesse neste assunto decorre do experimento recente publicado

por Moshchalkov et al. [7] que, como dissemos no ińıcio deste Caṕıtulo, sugere que uma

interação não-monotônica entre vórtices pode surgir devido aos efeitos combinados das

duas bandas neste material. A existência de tal interação não-monotônica tem sido tema

de intensa discussão nos últimos dois anos: uma série de artigos foram publicados, al-

guns concordando [114], outros discordando [115, 116] da existência deste tipo de estado

supercondutor, e outros até sugerindo explicações alternativas para o que foi observado

experimentalmente. [8]

1.5 Objetivos e estrutura da Tese

Esta tese possui dois objetivos principais: o primeiro deles consiste em desenvolver

métodos eficientes para a solução das equações de Schrödinger e Dirac dependentes do

tempo, para então aplicá-los no estudo do confinamento e das propriedades de trans-

porte de estruturas de escala nanométrica. No Caṕıtulo 2, mostraremos como resolver

estas equações numericamente através do método split-operator, danto detalhes sobre este
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método e desenvolvendo-o também para sistemas onde o Hamiltoniano é escrito na forma

tight-binding ou em termos de matrizes de Pauli. Iremos abordar também o problema das

condições de contorno em sistemas onde pretende-se estudar evolução em tempo real e

mostramos que uma evolução em tempo imaginário é uma boa ferramenta para obtenção

dos autoestados de um Hamiltoniano cujo espectro de energia possui um limite inferior.

No Caṕıtulo 3, estudamos diversos tipos de heteroestruturas semicondutoras, onde os

elétrons obedecem à uma equação de Schrödinger no modelo de massa efetiva. Aplicamos

o método descrito no Caṕıtulo 2 para calcular autoestados e evolução temporal em sis-

temas compostos por anéis quânticos com canais longitudinais sob campos magnéticos.

Uma vez que a junção entre os canais e o anel lembram um sistema de fios em T, inici-

amos o Caṕıtulo fazendo um estudo dos autoestados e da propagação de pacotes de onda

em junções T, para compreender melhor o problema dos anéis. Estudaremos também

heteroestruturas onde os efeitos Zeeman e spin-órbita têm um papel importante, e analis-

aremos a influencia destes termos sobre os autoestados e a evolução temporal de pacotes

de onda.

No Caṕıtulo 4 apresentamos os resultados obtidos para o movimento de elétrons sobre

uma monocamada de Grafeno, com e sem potenciais externos. Estudaremos o zitterbe-

wegung através dos modelos tight-binding e cont́ınuo, fazendo uma comparação entre

os resultados obtidos por cada um, e analisaremos a influência de campos magnéticos

e pseudo-magnéticos sobre este efeito. No caso dos campos pseudo-magnéticos, induzi-

dos por tensão, discutiremos a questão da quebra de degenerescência de vales e a posśıvel

aplicação de tal efeito como um filtro de vales em grafeno. Investigaremos também o efeito

AB sobre o espectro de energia de anéis quânticos de grafeno sob campos magnéticos ex-

ternos, comparando os resultados do tight-binding com os do modelo do anel ideal descrito

anteriormente neste Caṕıtulo.

O segundo objetivo desta tese consiste em analisar a interação entre vórtices em super-

condutores, com o intuito de entender melhor os resultados obtidos através das equações

de Ginzburg-Landau para as estruturas de vórtices. Ao resolver estas equações, obtemos

uma estrutura de vórtices interagentes que corresponde ao estado de menor energia do

sistema, mas não somos capazes de compreender de maneira profunda o que leva este es-

tado a ser o de menor energia, pois em geral não conhecemos de forma exata (conhecemos

apenas a longo alcance, dentro de algumas aproximações) o potencial entre os vórtices.

Procurando compreender melhor a interação entre vórtices, desenvolvemos no Caṕıtulo 5

desta tese uma variante das próprias equações de Ginzburg-Landau que nos permite obter

o potencial entre vórtices em supercondutores volumétricos para quaisquer separação e



1.5 Objetivos e estrutura da Tese 59

vorticidade dos vórtices interagentes e para qualquer valor do parâmetro de Ginzburg-

Landau κ. Aplicaremos este procedimento para analisar interações entre um vórtice e

um outro vórtice (V-V), um vórtice gigante (V-GV) ou um antivórtice (V-AV). Expli-

caremos também como expandir este método para o estudo de supercondutores de duas

componentes e mostraremos como prever de maneira simples qual será o comportamento

resultante do potencial entre vórtices nestes sistemas. Com isso, pretendemos demonstrar

de maneira teórica a possibilidade de se obter um comportamento não-monotônico do po-

tencial de interação, o qual tem sido chamado de supercondutividade tipo-1.5 e tem sido

alvo de intensa discussão em vários trabalhos anteriores na literatura, após sua recente

observação experimental. [7]

No Caṕıtulo 7, faremos um resumo dos principais resultados que obtivemos para os

sistemas que estudamos nos Caṕıtulos 3, 4 e 5, e daremos sugestões e perspectivas para

trabalhos futuros.

Nos apêndices A e B deste trabalho, encontram-se respectivamente os artigos que

publiquei e os que estão submetidos ou sendo escritos, os quais resumem os principais

resultados que expus nesta tese. No apêndice C, temos os artigos publicados que não

estão relacionados diretamente aos temas da tese, mas que são sugeridos como leitura

complementar.
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2 Evolução temporal - O método
split-operator

Neste Caṕıtulo, apresentamos de forma detalhada o método split-operator, que será

utilizado no decorrer deste trabalho para resolver as equações de Schrödinger e Dirac

dependentes do tempo para vários tipos de sistema.

A equação de Schrödinger dependente do tempo

i~
∂

∂t
Ψ(−→r , t) = HΨ(−→r , t) (2.1)

tem como solução formal a expressão

Ψ(−→r , t+ ∆t) = exp

[
− i

~
H∆t

]
Ψ(−→r , t). (2.2)

De fato, o operador definido pela exponencial na Eq. (2.2) pode ser facilmente identificado

como o operador de evolução temporal, onde o gerador desta ”translação” na coordenada

temporal é o Hamiltoniano H . Isso pode ser verificado expandindo a função de onda em

série de Taylor com relação ao tempo em torno de t = t0, e definindo ∆t = t− t0:

Ψ(−→r , t0 + ∆t) = Ψ(−→r , t0) +

(
∂Ψ

∂t

)

t=t0

∆t +
1

2!

(
∂2Ψ

∂t2

)

t=t0

∆t2 + ... (2.3)

A equação de Schrödinger nos traz ∂Ψ/∂t = −(i/~)HΨ, portanto,

Ψ(−→r , t0 + ∆t) =

[

1 − i

~
H∆t+

1

2!

(
− i

~
H∆t

)2

+ ...

]

Ψ(−→r , t0). (2.4)

Usando a definição da exponencial na Eq. (2.4), encontramos diretamente a Eq. (2.2).

Na verdade, qualquer tipo de translação na função de onda pode ser descrita pela expo-

nencial de um ”gerador”. [25] Por exemplo, note que o procedimento das Eqs. (2.3-2.4) é

o mesmo que fizemos na Eq. (1.2) para a coordenada x, onde encontramos um operador
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que ”translada”a função de onda de x para x+a como exp[(−i/~)p̂xa], ou seja, o gerador

da translação em x é o momento p̂x. Da mesma forma, na coordenada angular, o gerador é

o momento angular ĵz e, finalmente, no tempo, o gerador é o Hamiltoniano H , como men-

cionado anteriormente. Conhecendo-se o Hamiltoniano que descreve um certo sistema,

podemos então fazer a evolução temporal de qualquer pacote de onda inicial a partir desta

equação. Note que a Eq. (2.3) também vale para a equação de Dirac, trocando-se apenas

a função de onda por um spinor e considerando-se o Hamiltoniano na forma de Dirac.

Alguns trabalhos na literatura costumam utilizar a chamada ”forma de Cayley” para

a Eq. (2.2), que consiste em uma aproximação para a exponencial no operador de evolução

[117]:

exp

[
− i

~
H∆t

]
Ψ(−→r , t) ≃ 1 + i

2~
H∆t

1 − i
2~
H∆t

Ψ(−→r , t) = Ψ(−→r , t+ ∆t), (2.5)

de forma que obtém-se

(
1 − i

2~
H∆t

)
Ψ(−→r , t+ ∆t) =

(
1 +

i

2~
H∆t

)
Ψ(−→r , t). (2.6)

Usando o método de Crank-Nicolson, costuma-se reescrever as derivadas no operador

de momento do Hamiltoniano na forma de diferenças finitas, discretizando-se o espaço

e as funções que descrevem os potenciais. Desta forma, a função de onda no instante

t (conhecida) é discretizada em pontos i = 1, 2, ...N , formando uma matriz coluna; a

operação do lado direito na Eq. (2.6) é feita, resultando numa nova matriz coluna. A

operação do lado esquerdo é reescrita como uma equação matricial, onde as variáveis a

determinar são os Ψi no instante t+ ∆t. Resolvendo-se esta equação matricial sucessivas

vezes, obtemos a função de onda a cada instante. Uma complicação deste método aparece

quando tratamos de problemas com mais de uma variável espacial: A equação matricial

que acabamos de mencionar envolve, para um problema unidimensional, apenas uma

matriz tridiagonal. Já para um problema bidimensional, temos uma matriz pentadiagonal

em blocos, para um tridimensional, heptadiagonal, e assim por diante. Cada matriz desta

pode ocupar bastante memória do computador, por conter muitos termos ou, no mı́nimo,

ser dif́ıcil de ser manuseada. O método split-operator propõe-se a resolver este problema,

fazendo com que um problema com qualquer número de variáveis espaciais possa ser

resolvido como uma sequência de problemas unidimensionais, cada um descrito facilmente

apenas por uma matriz tridiagonal.

Primeiramente, separamos a exponencial do Hamiltoniano em duas partes, uma envol-

vendo a energia potencial V e a outra, a energia cinética T . A exponencial de uma soma



2.1 Hamiltonianos que não envolvem spin 62

exp[A + B] pode ser separada como uma multiplicação de exponenciais exp[A]exp[B] de

forma exata apenas quando A e B são números ou quando são operadores que comutam.

A exponencial do Hamiltoniano H = T + V presente no operador de evolução tempo-

ral não pode ser separada dessa forma, uma vez que T e V não comutam. De forma

aproximada, podemos ter

exp

[
− i

~
H∆t

]
= exp

[
− i

2~
V∆t

]
exp

[
− i

~
T∆t

]
exp

[
− i

2~
H∆t

]
, (2.7)

onde desprezamos termos de ordem ∆t3. [118] Dessa forma, como os termos de expo-

nencial do potencial não envolvem derivadas, podemos multiplicá-los ponto a ponto pela

função de onda. Quanto aos termos de energia cinética, usamos ainda a forma de Cayley

da Eq. (2.6), porém, como as energias cinéticas em cada direção, Tx, Ty e Tz, comu-

tam entre si, na ausência de campos magnéticos, fazemos exp[T ] = exp[Tx + Ty + Tz] =

exp[Tx]exp[Ty ]exp[Tz ], de forma exata. Na presença de campos magnéticos, fazemos ainda

assim esta operação, incorrendo em mais um erro de ordem ∆t2. Mostraremos que, apesar

disso, considerando-se valores bem pequenos para ∆t, conseguimos obter bons resultados,

preservando-se as principais caracteŕısticas dos sistemas estudados [182].

2.1 Hamiltonianos que não envolvem spin

Iniciamos então com uma função de onda Ψ(−→r , t) arbitrária, para efetuarmos a

operação

Ψ(−→r , t+ ∆t) = exp

[
− i

2~
V∆t

]
exp

[
− i

~
T∆t

]
exp

[
− i

2~
V∆t

]
Ψ(−→r , t), (2.8)

e encontrarmos a função de onda em um instante ∆t posterior. Discretizando o espaço, o

potencial V e a função de onda Ψ(−→r , t) = |Ψi >t, fazemos primeiro a multiplicação ponto

a ponto da função de onda pela exponencial da direita, que envolve V , obtendo

ξi = exp

[
− i

2~
Vi∆t

]
|Ψi >t . (2.9)

O próximo passo é efetuar a multiplicação de ξi pela exponencial do termo cinético. Uma

das maneiras de se fazer tal operação consiste em efetuar uma transformada de Fourier

em ξi, de maneira a levá-la para o espaço rećıproco, onde a expoencial da parte cinética

poderia ser simplesmente multiplicada ponto a ponto pela função, assim como fizemos para

o termo de potencial, quando este termo e a função de onda estavam ambos no mesmo

espaço das posições. Porém, como veremos com mais detalhes a seguir, isso levaria a uma
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condição de contorno periódica no problema. Se continuarmos trabalhando no espaço das

posições, isto é, sem usar transformadas de Fourier, podemos usar a forma de Cayley da

exponencial para chegar a

ηi = exp

[
− i

~
T∆t

]
ξi =

(
1 + i

2~
T∆t

1 − i
2~
T∆t

)
ξi, (2.10)

de onde obtemos (
1 − i

2~
T∆t

)
ηi =

(
1 +

i

2~
T∆t

)
ξi. (2.11)

Sendo a energia cinética, na ausência de campos magnéticos, dada por

Tn =
~

2

2m

d2

dx2
n

, (2.12)

onde m é a massa da part́ıcula e xn é uma das variáveis espaciais, usamos a forma

de Crank-Nicolson para discretizar as derivadas e chegamos a uma equação matricial

equivalente:





B A 0 0 0

A B A 0 0

0 A B A 0

0 0 A B A

0 0 0 A B









...

ηi−1

ηi

ηi+1

...





=





B′ A′ 0 0 0

A′ B′ A′ 0 0

0 A′ B′ A′ 0

0 0 A′ B′ A′

0 0 0 A′ B′









...

ξi−1

ξi

ξi+1

...





, (2.13)

onde os elementos das matrizes são

A = − i~∆t

4m∆x2
n

B = 1 +
i~∆t

2m∆x2
n

(2.14)

e

A′ =
i~∆t

4m∆x2
n

B′ = 1 − i~∆t

2m∆x2
n

, (2.15)

com um espaçamento ∆xn na discretização da variável xn. O lado direito da Eq. (2.13)

pode ser multiplicado diretamente, uma vez que já conhecemos os ξi para todos os pontos

i do grid. Resta agora apenas uma equação matricial para ηi, a qual resolvemos através

da subrotina TRIDAG, que pode ser encontrada no Numerical Recipes.[120]

Resolvendo esta equação matricial, obtemos ηi e podemos então, finalmente, chegar a

função de onda no tempo t+ ∆t a partir da multiplicação direta

|Ψi >t+∆t= exp

[
− i

2~
Vi∆t

]
ηi. (2.16)

Como já dito anteriormente, se o problema tem mais de uma variável espacial, podemos
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repetir o procedimento das Eqs. (2.10) a (2.13) para a energia cinética em cada direção.

Podemos, dessa forma, resolver um problema de um elétron em um ponto quântico tridi-

mensional, por exemplo, ou dois elétrons num plano, onde teŕıamos quatro variáveis es-

paciais, etc. realizando apenas operações com matrizes tridiagonais, uma para cada di-

mensão, ao invés de termos que fazer uma operação matricial com uma matriz gigantesca,

que envolve a discretização em todas as variáveis espaciais, que é o que se faz comumente

quando se usa a forma de Cayley sem a técnica split-operator.

2.2 Hamiltonianos do tipo tight-binding

No modelo tight-binding, consideramos os śıtios atômicos como uma rede de poços

de potencial que podem confinar um elétron, o qual apresenta uma probabilidade não-

nula de tunelar de um poço a um outro primeiro vizinho. O leitor deve lembrar que já

fizemos uma descrição superficial deste modelo na Sec. 1.3, num sistema unidimensional,

para demonstrar a existência de bandas de energia em uma rede periódica. Iremos agora

expandir desta descrição para casos bidimensionais mais gerais.

Consideremos, por enquanto, uma rede unidimensional de poços quânticos para rep-

resentar uma linha periódica de átomos. Se as barreiras entre os poços têm altura infinita

e o Hamiltoniano do sistema é H∞, temos H∞|ψi〉 = E0|ψi〉, ou seja, um elétron preso

no i-ésimo poço é um autoestado do sistema, com a energia do estado fundamental do

poço E0, para qualquer valor de i. Porém, se temos um valor finito de potencial entre os

poços, o elétron pode tunelar de um poço a outro com certa probabilidade. Assim, não

podemos mais garantir que |ψi〉 seja um autoestado do sistema, mas podemos estimar que

aplicando-se H , o Hamiltoniano do sistema de potenciais finitos, sobre |ψi〉, teŕıamos algo

como

H|ψi〉 = ... + τi−1|ψi−1〉 + E0|ψi〉 + τi+1|ψi+1〉 + ..., (2.17)

onde τj representa a energia de hopping do elétron entre os poços i e j. Note que os estados

|ψi〉 (i = 1, 2, 3 ...) que representam um elétron confinado em cada poço são obviamente

ortogonais, pois no caso de onde tiramos estes estados, onde as barreiras são infinitas, um

elétron não pode ocupar dois śıtios ao mesmo tempo. Sendo assim, estes estados formam

uma base ortogonal, através da qual podemos escrever qualquer estado do sistema onde o

potencial é finito como |Ψ〉 =
∑

i ai|ψi〉. Podemos escrever H nesta base e diagonalizá-lo,

encontrando assim as autoenergias e os coeficientes ai dos seus autoestados. Fazer isso

com a Eq. (2.17), que contém infinitos termos, não é uma tarefa fácil, mas podemos
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considerar que o hopping para primeiros vizinhos tem maior importância, descartando

assim os outros termos e chegando a

H|ψi〉 ≈ τi−1|ψi−1〉 + E0|ψi〉 + τi+1|ψi+1〉. (2.18)

Com isso, se temos a base |Ψ〉 =
∑

i ai|ψi〉, o Hamiltoniano H é escrito como

H ≈ HTB =





. . .
. . . 0 0 0 0

. . . E0 ti−1 0 0 0

0 ti−1 E0 ti 0 0

0 0 ti E0 ti+1
. . .

0 0 0 ti+1 E0
. . .

0 0 0 0
. . .

. . .





. (2.19)

Se considerarmos uma rede finita de átomos, podemos facilmente resolver o problema

numericamente, pois existem várias rotinas computacionais preparadas para diagonalizar

matrizes tridiagonais como esta, por exemplo, a rotina IMTQL2 da EISPACK. [120]

Podemos também introduzir neste modelo um potencial externo Vi, apenas adicionando

um termo Vi à diagonal da matriz Hamiltoniana, ou seja, à energia do elétron no śıtio i.

Note que o que fizemos aqui não é tão diferente do que já vimos para o caso do modelo

de massa efetiva: se aplicarmos um esquema de diferenças finitas na derivada espacial,

temos em primeira aproximação

HMEΨ(x) = − ~
2

2m∗∆x2
Ψi−1 +

(
~

2

m∗∆x2
+ Vi

)
Ψi −

~
2

2m∗∆x2
Ψi+1, (2.20)

ou seja, a primeira aproximação para o esquema de diferenças finitas no Hamiltoniano

de massa efetiva não passa de um modelo tight-binding onde os parâmetros de hopping

equivalem a τ ≡ − ~2

2m∗∆x2 e as energias dos śıtios a − ~2

m∗∆x2 + Vi. Isso nos dá a primeira

indicação de que é posśıvel adaptar o método split-operator também para o modelo tight-

binding, uma vez que este é análogo ao modelo de massa efetiva, para o qual desenvolvemos

este método facilmente na Seção anterior.

Com as ferramentas que desenvolvemos até este ponto, torna-se trivial expandir o

método tight-binding para duas dimensões: agora, ao invés de termos um só ı́ndice para

designar cada poço, teremos dois ı́ndices, i e j, que determinam sua posição de maneira

única. Por exemplo, em uma rede quadrada, podemos ter i e j definindo respectivamente
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a linha e a coluna onde o śıtio se encontra. Com isso, a Eq. (2.18) torna-se

H|ψij〉 ≈ (E0 +Vij)|ψij〉+ τ(i−1)j |ψ(i−1)j〉+ τ(i+1)j |ψ(i+1)j〉+ τi(j−1)|ψi(j−1)〉+ τi(j+1)|ψi(j+1)〉,
(2.21)

de forma que HTB não pode mais ser escrito como uma matriz tridiagonal, mas sim como

uma pentadiagonal em blocos, esboçada na Fig. 11, a qual é análoga à matriz comumente

encontrada no caso do modelo de massa efetiva para um sistema bidimensional. [121]

( )
I

I

j = 1 j = J

j = 1

j = J

Figura 11: Esboço da matriz pentadiagonal proveniente do modelo TB para uma rede
bidimensional ou, equivalente, do esquema de diferenças finitas no modelo de massa efe-
tiva em duas dimensões. A matriz é toda nula, exceto na diagonal e nas sub-diagonais
representadas pelas linhas sólidas e tracejadas, respectivamente. Cada bloco consiste de
uma matriz quadrada de ordem I, o número de linhas de śıtios da rede. Existem J blocos,
onde J é o número de colunas de śıtios da rede. Assim, o número total de elementos na
matriz HTB em duas dimensões é I × I × J × J

Antes de partirmos para o método split-operator, cabe aqui fazermos alguns co-

mentários adicionais: i) podemos levar em conta um campo magnético externo ~B = ~∇× ~A

incluindo-se uma fase de Peierls nos parâmetros de hopping τij → τij exp
[
i e

~

∫ i

j
~A · d~l

]
. O

modelo tight-binding (TB) com a fase de Peierls é diretamente independente de gauge.

Por outro lado, o esquema de diferenças finitas no modelo de massa efetiva quando con-

sideramos simplesmente ~p → ~p − e ~A é dependente do gauge, como discutido na Ref.

[122], e a forma correta (independente de gauge) de se incluir um campo magnético neste

caso baseia-se na comparação que demonstramos aqui entre o modelo TB e o esquema

de diferenças finitas no modelo de massa efetiva. [122] Ao longo desta tese, usaremos a

forma independente de gauge sugerida na Ref. [122] para incluir o efeito de um campo

magnético externo no modelo da massa efetiva. ii) A Eq. (2.21) não faz distinção alguma
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sobre a geometria da rede. Uma rede hexagonal, como a do grafeno, pode ser facilmente

descrita por tal equação. Em outras palavras, os Hamiltonianos HTB nas Eqs. (1.21)

e (2.21) são equivalentes, somente ajustando-se os parâmetros de hopping para levar em

conta que cada átomo da rede liga-se apenas a três átomos vizinhos, ou seja, um dos τij na

Eq. (2.21) deve ser nulo no caso do grafeno. De fato, no decorrer desta tese, utilizaremos

o modelo TB descrito aqui apenas para o caso do grafeno.

Finalmente, desenvolveremos agora o método split-operator para sistemas descritos

por um Hamiltoniano do tipo HTB em duas dimensões. Seguindo a idéia das Seções

anteriores, o Hamiltoniano na Eq. (2.21) pode ser reescrito como

HTB|ψnm〉 = Hn|ψnm〉 +Hm|ψnm〉, (2.22)

onde os operadores Hn e Hm são definidos como

Hn|ψnm〉 = τn(m+1)|ψn(m+1)〉 + τn(m−1)|ψn(m−1)〉 +
E0 + Vnm

2
(2.23a)

e

Hm|ψnm〉 = τ(n+1)m|ψ(n+1)m〉 + τ(n−1)m|ψ(n−1)m〉 +
E0 + Vnm

2
, (2.23b)

ou seja, o primeiro mantém somente o ı́ndice n fixo, enquanto o segundo mantém somente

m fixo. Note que, assim como no caso do modelo de massa efetiva, a vantagem de se

quebrar o Hamiltoniano em Hn e Hm seguindo as Eqs. (2.22-2.23) está no fato de que os

operadores Hn e Hm na Eq. (2.23) podem ser representados por matrizes tridiagonais,

que são muito mais fáceis de se manusear que a matriz pentadiagonal que representa o

Hamiltoniano completo na Eq. (2.21).

A técnica split-operator pode agora ser aplicada ao Hamiltoniano da Eq. (2.22), de

forma que o operador de evolução temporal é aproximado por

e−
i
~

HTB∆t = e−
i

2~
Hm∆te−

i
~

Hn∆te−
i

2~
Hm∆t +O(∆t3), (2.24)

onde o erro vem da não-comutatividade entre os operadores Hn e Hm. Descartamos o

termo O(∆t3) ao considerarmos apenas variações de tempo bem pequenas, ∆t = 0.1 fs.

A função de onda propagada é então obtida através da Eq. (2.2), que neste caso torna-se

Ψt+∆t
n,m = e−

i
2~

Hm∆te−
i
~
Hn∆te−

i
2~

Hm∆tΨt
n,m. (2.25)

Esta equação é resolvida em três passos:

ηn,m = e−
i

2~
Hm∆tΨt

n,m, (2.26a)
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ξn,m = e−
i
~
Hn∆tηn,m, (2.26b)

Ψt+∆t
n,m = e−

i
2~

Hm∆tξn,m. (2.26c)

Usando novamente a forma de Cayley para as exponenciais, [117] podemos reescrever Eq.

(2.26a) como

ηn,m = e−
i

2~
Hm∆tΨt

n,m =
1 − i∆t

4~
Hm

1 + i∆t
4~
Hm

Ψt
n,m +O(∆t2), (2.27)

o que leva a

(
1 +

i∆t

4~
Hm

)
ηn,m ≈

(
1 − i∆t

4~
Hm

)
Ψt

n,m. (2.28)

Como conhecemos a função Ψt
n,m, a equação matricial Eq. (2.28) pode ser resolvida

facilmente, para que obtenhamos ηn,m. Repetimos este procedimento para as outras duas

exponenciais nas Eqs. (2.26b) e (2.26c) e, por fim, obtemos Ψt+∆t
n,m .

Na verdade, a forma da Eq. (2.28) poderia ser também aplicada diretamente ao

Hamiltoniano completo HTB, isto é, sem separar os termos Hm e Hn. Porém, como já

frisamos, isto levaria a operações entre matrizes pentadiagonais, que são mais dif́ıceis de

se manusear que as matrizes tridiagonais na Eq. (2.28). Como o erro produzido pela

separação na Eq. (2.25) é menor que o erro produzido pela expansão (necessária) da

exponencial dada pela Eq. (2.28), vale a pena separar estes termos para simplificar os

cálculos numéricos.

2.3 Hamiltonianos que envolvem spin

Existe uma classe especial de Hamiltonianos que pode ser tratada de uma forma bem

simples a partir do método split-operator : os Hamiltonianos que dependem de matrizes

de Pauli
−→σ = σxî + σy ĵ + σzk̂, (2.29)

onde

σx =

(
0 1

1 0

)
σy =

(
0 −i
i 0

)
σz =

(
1 0

0 −1

)
. (2.30)

Vários Hamiltonianos possuem essa caracteŕıstica, dentre eles, podemos citar o que

descreve o efeito Zeeman, HZ = 0.5gµ
−→
B · −→σ , o de Dresselhaus HD = 0.5α

−→
Ω (p) · −→σ e o

que descreve o grafeno no modelo cont́ınuo, H = vf~
−→
k · −→σ + F (r)v2

fσz, onde F (r) é um

termo de massa dependente da posição.
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De uma forma bastante geral, se temos um Hamiltoniano que pode ser escrito como

H =
−→
A · −→σ , (2.31)

teremos o operador evolução temporal dado por

exp

[
− i

~
H∆t

]
= exp

[
− i

~
∆t

−→
A · −→σ

]
= exp

[
−i−→S · −→σ

]
. (2.32)

O fato de podermos reescrever o operador de evolução temporal dessa forma é interessante,

pois assim podemos usar a expansão da exponencial para encontrar

exp
[
−i−→S · −→σ

]
=
∑

n

(−i−→S · −→σ )n

n!
=
∑

k

(−1)k(
−→
S · −→σ )2k

(2k)!
− i
∑

k

(−1)k(
−→
S · −→σ )2k+1

(2k + 1)!
.

(2.33)

Usamos agora duas propriedades conhecidas das operações com matrizes de Pauli: sabendo

que σiσi = I e [σi, σj]+ = 0, onde I é a matriz identidade, temos

(
−→
S · −→σ )2k = S2kI (

−→
S · −→σ )2k+1 = S2k(

−→
S · −→σ ) (2.34)

Utilizando agora as propriedades mostradas na Eq. (2.34), reescrevemos a expansão

do operador de evolução temporal da Eq. (2.33) como

exp
[
−i−→S · −→σ

]
=

(
cos(S) 0

0 cos(S)

)

− i
sen(S)

S

(
Sz Sx − iSy

Sx + iSy −Sz

)

= M, (2.35)

onde Si e S são, respectivamente, as componentes e o módulo do vetor
−→
S que definimos

na Eq. (2.32) anteriormente. Assim, a operação de evolução temporal passa a ser sim-

plesmente uma multiplicação matricial. Além disso, esta forma matricial é uma forma

exata do operador de evolução temporal, sem nenhum truncamento na expansão, isto é,

considerando-se todos os termos.

Nos casos em que o vetor
−→
S é definido como dependente do vetor de onda

−→
k , teremos

problemas para encontrar o módulo S e extrair seu seno e cosseno se estivermos trabal-

hando no espaço das posições, onde as componentes de
−→
k são derivadas no espaço. Sendo

assim, nestes casos, trabalharemos no espaço dos momenta, efetuando uma transformada

de Fourier nas funções de onda e levando-as para um espaço onde os ki são números, não

derivadas. Desta forma as funções são apenas multiplicadas ponto a ponto pelos elementos

das matrizes da Eq. (2.35).
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2.3.1 Hamiltoniano de Dirac para o grafeno

Como demonstramos do Cap. 1, o Hamiltoniano tight-binding para o grafeno pode

ser reduzido, dentro de certas aproximações, ao Hamiltoniano de Dirac, o qual é bastante

semelhante àquele do efeito spin-órbita de Rashba em semicondutores. O Hamiltoniano

de Dirac HD para o grafeno na Eq. (1.31) pode ser separado como HD = Hk +Hr, onde

Hk = ~vF~σ · ~k mantém apenas os termos que dependem do vetor de onda ~k, enquanto

Hr = vF e~σ · ~A + V I + Mσz depende apenas das coordenadas do espaço real x e y.

Aplicando-se o método split-operator para Hamiltonianos que dependem de spin em HD,

o operador de evolução temporal para este Hamiltoniano pode ser aproximado como

exp

[
−i∆t

~
(Hk +Hr)

]
≈

exp

[
−i∆t

2~
Hr

]
exp

[
−i∆t

~
Hk

]
exp

[
−i∆t

2~
Hr

]
(2.36)

com um erro de ordem O(∆t3), devido à não-comutatividade dos operadores envolvi-

dos. Utilizando a Eq.(2.35), reescrevemos estas exponenciais nos espaços real e rećıproco,

respectivamente, na forma matricial

Mr =

[
cos (̺) I − i

sin (̺)

̺

(
M Ax − iAy

Ax + iAy −M

)]
e−

i∆t
2~

V , (2.37a)

Mk = cos(κ)I − i
sin(κ)

κ

(
0 κx − iκy

κx + iκy 0

)
, (2.37b)

onde ~κ = ∆tvF
~k, κ = |~κ| = ∆tvF

√
k2

x + k2
y , ~̺ = (Ax,Ay,M), ̺ = |~̺| e definimos as

grandezas adimensionais ~A = ∆tvF e ~A
/

2~ e M = ∆tM
/

2~. Assim, a evolução temporal

do pacote de onda ΨD(x, y) = [φA, φB]T Ψ(x, y) pode ser calculada através de uma série

de multiplicações matriciais:

Ψ(~r, t+ ∆t) = Mr · Mk · MrΨ(~r, t) +O(∆t3). (2.38)

A multiplicação matricial por Mk é feita no espaço rećıproco tomando-se a transformada

de Fourier das funções. Na ausência de campos magnéticos, massa e potenciais externos,

temos Mr = I e

Ψ(~r, t+ ∆t) = MkΨ(~r, t), (2.39)

onde a multiplicação matricial no espaço rećıproco leva a um resultado exato para a

evolução temporal do pacote de onda, uma vez que não há nenhum erro induzido por

não-comutatividade entre operadores ou matrizes neste caso. Isto mostra que o método
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split-operator nos fornece uma maneira de estudarmos a dinâmica dos pacotes de onda em

grafeno também dentro do modelo cont́ınuo onde, na presença de campos magnéticos e/ou

potenciais externos, podemos controlar a precisão dos resultados diminúındo ∆t, enquanto

na ausência deles, o problema é resolvido exatamente por uma simples multiplicação

matricial, para qualquer valor de ∆t.

2.4 Evolução em tempo real

Nos Caṕıtulos seguintes, estudaremos a propagação em tempo real de pacotes de

onda em sistemas de baixa dimensionalidade. Para isso, precisamos definir aqui algumas

propriedades f́ısicas que nos interessam, que serão extráıdas das funções de onda que estão

sendo propagadas nestes sistemas.

As probabilidades de transmissão T e reflexão R são calculadas integrando-se a com-

ponente da corrente de densidade de probabilidade na direção da propagação, em dois

pontos fixos xR e xL, localizados do lado esquerdo e direito do sistema em estudo, respec-

tivamente:

T =

∫ ∞

0

∫ +∞

−∞
Jx(xR, y, t)dydt (2.40)

e

R = −
∫ ∞

0

∫ +∞

−∞
Jx(xL, y, t)dydt, (2.41)

onde a componente x da corrente de probabilidade é definida como

Jx(x, y, t) = −i ~

2me

(
Ψ∗ ∂

∂x
Ψ − Ψ

∂

∂x
Ψ∗
)

+
e

me

AxΨ∗Ψ. (2.42)

As integrais nas Eqs. (2.40) e (2.41) são calculadas numericamente até um valor de tempo

t bastante alto, fazendo com que o pacote de onda tenha tempo suficiente para passar

completamente pelo ponto onde Jx é calculado. Verificamos cuidadosamente que a soma

das probabilidades de transmissão e reflexão é sempre T +R = 1 com precisão em torno

de 0.1%. Os pacotes de onda que passam pelos pontos xR e xL movem-se em direções

opostas, assim, um sinal negativo é posto na expressão que define R. Em nossos cálculos,

o campo magnético é sempre considerado perpendicular ao plano do movimento, isto é, na

direção z, e o potencial vetor é escolhido como o gauge de Coulomb A = (−y, x, 0)B/2.

Estudaremos alguns casos onde a função de onda está confinada em uma direção;

nestes casos, pretendemos estudar o espalhamento do elétron nas diferente subbandas
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formadas devido ao confinamento. Para isso, projetamos a função de onda sobre o j-

ésimo autoestado do poço quântico em pontos fixos xi

Pj(xi, t) =< Ψ|φj >=

∫ +∞

−∞
Ψ(xi, y, t)φj(y)dy

Isto define a probabilidade de encontrarmos o elétron na j-ésima subbanda na posição

xi, dividida pelo comprimento do sistema na direção x. Este parâmetro será útil para

a análise da influência dos estados da segunda e da terceira subbandas nos pacotes de

onda que estão sendo propagados. A contribuição de cada subbanda para a corrente de

probabilidade é calculada como

J (j)
x (x, t) = −i ~

2me

(
P

∗
j

∂

∂x
P j − P j

∂

∂x
P

∗
j

)
, (2.43)

onde a função P j(x, t) =< φj|Ψ > representa a parte da função de onda dependente do

tempo que está na j-ésima subbanda. A grandeza

< J (j)
x >=

∫ ∞

0

dtJ (j)
x (xr, t) (2.44)

é a corrente total (ou a corrente média no tempo) na j−ésima subbanda que passa pelo

canal em x = xr. Note que, uma vez que a função P j(x, t) não está normalizada, < J
(j)
x >

não pode representar uma probabilidade e, portanto, seu valor pode ser maior que 1. Por

fim, a corrente de probabilidade dependente do tempo em um ponto xi é dada por

JT (xi, t) =

∫ +∞

−∞
Jx(xi, y, t)dy, (2.45)

e será uma boa ferramenta para ajudar a entender a trajetória do pacote de onda sobre

a região de propagação. Note, porém, que a corrente de probabilidade dependente do

tempo JT definida na Eq. (2.45) mede apenas a propagação de um pulso em um sistema

na ausência de uma tensão, e portanto não é diretamente relacionada a uma corrente

estável, mas a uma corrente transiente, que é diferente das correntes definidas em artigos

anteriores [123], onde correntes estáveis são obtidas através do método das funções de

Green. O método aqui descrito, porém, pode ser também usado para o cálculo de correntes

estáveis, como explicado na Ref. [124]

2.4.1 Condições de contorno

Devemos tomar um cuidado especial ao tratar das condições de contorno em problemas

onde analisamos a evolução temporal das funções de onda. Note que, em qualquer método
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numérico que envolva a geração de um grid discreto para descrever o espaço, este espaço

considerado, por maior que seja, é sempre finito, o que significa que qualquer ponto fora

daquele espaço não possui um valor de função de onda associado a ele. Em um método

numérico de solução da equação de Schrödinger, isto é equivalente a dizer que a função

de onda é zero fora daquele espaço, o que, por sua vez, equivale a um potencial infinito

naquela região. Ou seja, ao definir um espaço finito para se resolver a equação diferencial,

estamos impondo a existência de paredes de potencial infinito na borda do sistema. Isto

não seria um problema para o calculo de estados ligados, uma vez que a função de onda,

de fato, precisa ser zero nas bordas do sistema, que assumimos que estejam bem distantes

da região de confinamento. Porém, numa evolução temporal, quando a função de onda

atingir a borda do sistema neste caso, ela irá sofrer uma reflexão que não tem sentido

f́ısico, devido a este potencial infinito imposto pelo método.

A questão da escolha da condição de contorno correta nas bordas de um sistema tem

sido alvo de diversas pesquisas nos últimos anos. Uma posśıvel maneira de superar este

problema seria simplesmente considerar uma região de propagação bastante grande, de

forma que o pacote de onda demore muito para atingir a borda, tempo suficiente para que

possamos extrair da função de onda as caracteŕısticas das quais precisamos. Porém, isso

levaria a um custo computacional muito elevado, por isso, várias maneiras alternativas

têm sido desenvolvidas a fim de resolver esse problema. Kosloff e Kosloff [125] sugeriram

o uso de potenciais absorventes (imaginários) nas bordas, somado ao potencial real do

sistema. A presença de um potencial imaginário absorve gradualmente a função de onda

antes que ela atinja as paredes do sistema, evitando estas falsas reflexões. Desde este

trabalho, diversas formas de potencial imaginário foram sugeridas e analisadas [126, 127].

Uma outra maneira interessante de se resolver este problema foi sugerida por Arnold

et al. [128], onde condições de contorno discretas e completamente transparentes foram

desenvolvidas, baseado no método de Laplace para resolver a equação de Schrödinger

dependente do tempo. Porém, este método foi desenvolvido apenas para problemas uni-

dimensionais, usando a forma de Cayley e o procedimento de Crank-Nicolson para resolver

a equação. Uma generalização deste método para problemas envolvendo duas dimensões,

com um tratamento split-operator, seria necessário para a aplicação deste tipo de condição

de contorno neste caso. Neste trabalho, consideramos o potencial imaginário sugerido por

Manolopoulos [129], que pode ser ajustado de forma a obter-se um sistema livre de re-

flexões nas bordas e também no ińıcio da região de potencial imaginário, para uma grande

faixa de energias iniciais. Este potencial imaginário, que depende apenas da direção de
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propagação x, é dado por

Vim(x) = −iEmin

(
ax− bx3 +

4

(c− x)2
− 4

(c+ x)2

)
, (2.46)

onde a = 1 − 16/c3, b = (1 − 17/c3)/c2, c = 2.62206 e Emin é a menor energia do elétron

que podemos considerar, a qual pode ser calculada a partir da Eq (2.27) na referência

[[129]] como

Emin =
~

2

2me

[
c

2(x2 − x1)δ

]2

, (2.47)

para um potencial imaginário localizado entre x1 e x2. O parâmetro de precisão δ é

escolhido como 0.2, para obtermos apenas pequenas reflexões em x1. A variável x depende

de x como

x = 2kminδ/(x− x1), (2.48)

onde kmin =
√

2meEmin/~2. Com estas expressões, escolhemos x2 como a borda do

sistema e x1 = 420 Å antes da borda, levando a um mı́nimo de energia inicial Emin ∼ 25

meV. Mais detalhes sobre como esta forma de potencial foi obtida podem ser encontrados

no artigo original de Manolopoulos. [129]

Em alguns casos que serão abordados no decorrer desta tese, mostraremos que uma

transformada de Fourier para levar o sistema para o espaço rećıproco torna mais fácil

o estudo do problema. Quando fazemos uma transformada de Fourier nestes sistemas,

estamos impondo sobre eles uma condição de contorno periódica. Isto será observado, por

exemplo, no caso do grafeno, no Cap. 4. Nos problemas em que usamos transformadas de

Fourier, não aplicamos a condição de contorno de potenciais absorventes descrita acima,

deixando o sistema com condições de contorno periódicas em todas as direções as quais

tratamos no espaço rećıproco.

2.5 Evolução em tempo imaginário: obtendo autoesta-

dos

Os autoestados de um Hamiltoniano podem ser obtidos através desse método. Para

isso, basta propagarmos uma função de onda inicial arbitrária no domı́nio do tempo

imaginário. [130, 131] Uma vez que os autoestados de um Hamiltoniano formam uma

base ortogonal completa, qualquer função de onda pode ser escrita como combinação
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linear destes autoestados:

|Ψ >t=

∞∑

n=0

ane
− iEnt

~ |Φn > (2.49)

onde Φn e En são, respectivamente, as autofunções e as autoenergias do n-ésimo autoes-

tado. Fazendo τ = it, temos

|Ψ >t=
∞∑

n=0

ane
−Enτ

~ |Φn >= e−
E0τ

~

[
a0|Φ0 > +

∞∑

n=1

ane
− (En−E0)τ

~ |Φn >

]
(2.50)

de forma que, quando τ → ∞, o termo do estado fundamental na soma se torna fortemente

dominante sobre os outros, uma vez que En−E0 > 0 para n > 0. Assim, iniciando-se com

qualquer função de onda inicial, esta função deve convergir para o estado fundamental do

sistema à medida que τ aumenta. Da forma das exponenciais, conclui-se que podemos

considerar como tempos grandes, nesse caso, aqueles tais que τ ≫ ~/(En − E0). Os

estados excitados podem ser obtidos através da ortonormalização de Gram-Schmidt: se

a função de onda inicial é ortonormal ao estado fundamental, por exemplo, a função de

onda do estado fundamental não pode ser inclúıda na combinação linear que descreve esta

função inicial na Eq. (2.49), assim, o termo de menor energia nesta soma é E1 e então, a

função de onda deve convergir para |Φ1 > quando τ → ∞. Para obter Φ2, inicia-se com

uma função que é ortonormal a Φ1 e Φ0, e assim por diante.

Note que este método de evolução em tempo imaginário não seria eficiente para cal-

cular autoestados em sistemas baseados em grafeno. Isso ocorre porque o Hamiltoniano

envolvido na descrição destes sistemas permite encontrar um espectro de energia tanto

negativo quanto positivo, de maneira que o estado de menor energia para este Hamilto-

niano é o estado de energia E → −∞, no chamado ”mar de Dirac”. Sendo assim, uma

evolução de qualquer pacote de onda inicial em tempo imaginário deverá convergir para

um estado no mar de Dirac, o que não é interessante, pois o que procuramos é o estado

de menor valor de energia em módulo.
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3 Estruturas semicondutoras de
baixa dimensionalidade

Devido a recentes avanços no crescimento de estruturas semicondutoras e da nano-

litografia, tem se tornado posśıvel a fabricação de estruturas com anéis quânticos bem

definidos, com alta qualidade e com dimensões controláveis. Anéis quânticos semicondu-

tores têm atráıdo bastante atenção nos últimos anos, pois eles combinam as propriedades

ópticas das nanoestruturas auto-crescidas com as caracteŕısticas singulares sob campos

magnéticos aplicados originadas pela topologia do anel, como o efeito Aharonov-Bohm.

[132]

Aplicaremos o método split-operator, descrito detalhadamente no Caṕıtulo anterior,

no estudo dos autoestados e da evolução temporal de dois tipos diferentes de sistemas:

1) anéis quânticos com canais longitudinais para injeção de elétrons e 2) fios com uma

junção em T. Os perfis de potencial para estes dois sistemas estão ilustrados nas Figs. 12

(a) e (b), respectivamente. Mais detalhes sobre estes potenciais serão dados nas Seções

seguintes sobre cada sistema.

Para a evolução temporal, a função de onda inicial encontra-se confinada em uma

região quasi -unidimensional, de modo que os autoestados na direção de confinamento são

discretos, dando origem a um conjunto discreto de subbandas. Um elétron confinado em

um canal quasi -unidimensional de espessura W apresenta subbandas de energia dadas

por

En(kx) = E(y)
n +

~
2k2

x

2me

, (3.1)

onde E
(y)
n = n2π2

~
2/2meW

2, se Ve é uma barreira de potencial infinito (calculamos E
(y)
n

numericamente para valores finitos de Ve). Na aproximação que utilizamos neste trabalho,

injetamos um pacote de onda Gaussiano, propagando-se na direção x, da esquerda para
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Figura 12: Perfis de potencial para (a) anéis e (b) fios T, considerando-se conexões (em
cima) simples e (em baixo) suaves. As conexões suaves são descritas por ćırculos de raio
Rs = 300 Å . A espessura dos canais em ambos os sistemas é W = 100 Å e o raio médio
dos anéis é Rav = 600 Å . O potencial é definido como V (x, y) = 0 na região interna do
anel e dos canais (azul) e Ve fora (branco).

a direita, ou seja

ψ(x, y) =
1

σ
√

2π
exp

[
(x− x0)

2

2σ2
+ iki

xx

]
φn(y), (3.2)

onde φn(y) é a função de onda do n-ésimo autoestado do poço quântico na direção y,

e ki
x =

√
2meεi/~2, com me e εi representando a massa efetiva e a energia cinética,

respectivamente. O parâmetro σ representa a largura do pacote de onda na direção x.

Consideraremos heteroestruturas InGaAs/InAlAs, onde a massa efetiva e o band-offset

na banda de condução são dados por me = 0.041 m0 e Ve = 600 meV, respectivamente.

Para um canal com espessura W = 100 Å , isto leva a subbandas com energias E
(y)
n ≃

53, 207 e 443 meV, para n = 0, 1 e 2, respectivamente. Estes valores para Ve → ∞
são aproximadamente 91.7, 366.8 e 825.3 meV, que podem ser comparados com nossos

resultados apenas no que diz respeito ao fato de que E
(y)
1 ∼ 4E

(y)
0 e E

(y)
2 ∼ 9E

(y)
0 . Isto

mostra que é importante considerar a altura finita do potencial nestes sistemas para uma

abordagem correta do problema, pois isto altera significativamente a posição das bandas,

que é um elemento do qual os resultados dependem fortemente, como mostraremos no

decorrer deste Caṕıtulo. Consideraremos um pacote de onda com x0 = -1100 Å , σ = 200

Å e n = 1 (estado fundamental) ou 2 (primeiro estado excitado) (ver Eq. (3.2)).

Definimos três pacotes de onda iniciais, com energias ε1 = 70 meV, ε2 = 120 meV
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e ε3 = 180 meV e φn=1(y), isto é, localizados na primeira subbanda. Obtemos a partir

deles os valores ki
x, como ilustrado qualitativamente no diagrama da Fig 13. As subbandas

parabólicas de energia do poço quântico de espessura W criado pelos canais estão também

mostradas na Figura. Para ε3, escolhemos de propósito um valor acima da energia mı́nima

da segunda subbanda do poço quântico, que est em torno de 153 meV acima da primeira,

a fim de observar a influência desta subbanda no pacote de onda e nas propriedades f́ısicas

do sistema. Como ilustrado na Fig 13, dois valores de kx, definidos como k
(1)
3 e k

(2)
3 , são

posśıveis para ε3, um para cada subbanda. Nossos resultados para ε3 são com k
(1)
3 por

padrão, exceto quando mencionarmos explicitamente que estamos tratando de um pacote

de onda com k
(2)
3 . Como estamos considerando um pacote de onda, a função de onda

inicial não possui apenas um valor kx, mas uma distribuição de kx’s em torno de ki
x, com

espessura ∆kx, como ilustrado na Fig 13. Esta variação em kx leva a uma distribuição de

energias ∆E, que está também ilustrada na Fig 13. Para um pacote inicial dado pela Eq.

(3.2), a espessura da onda no espaço kx pode ser facilmente obtida por uma transformada

de Fourier da função de onda

ψ(kx, y) =
1

2π
e−i(kx−ki

x)x0e−(kx−ki
x)2σ2/2φn(y). (3.3)

Podemos ver facilmente que, no espaço rećıproco, a função de onda é também uma Gaus-

siana, mas com uma largura proporcional a 1/σ. Para os parâmetros escolhidos para este

trabalho, tomamos a espessura na metade do valor máximo (full width at half maximum,

ou FWHM) para calcular ∆x = 2
√

2ln2σ ∼ 470.96 Å e ∆kx = 2
√

2ln2/σ ∼ 0.011774

Å −1. Com o último, podemos calcular a espessura ∆E da distribuição de energias do

pacote de onda :

~
2(ki

x + ∆kx)2

2me

=
~

2ki2
x

2me

+
~

2ki
x∆kx

me

+
~

2∆k2
x

2me

, (3.4)

onde identificamos ~
2ki2

x /2me como a energia εi e

∆E =
~

2ki
x∆kx

me
+

~
2∆k2

x

2me
. (3.5)

Desta expressão, e com o valor de ∆kx mencionado anteriormente, obtemos ∆E ∼ 72, 90

e 108 meV, para ε1, ε2 e ε3, respectivamente.
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Figura 13: Diagrama de energia versus vetor de onda kx para um canal (linhas sólidas).
As energias dos três pacotes de onda considerados, ε1, ε2 e ε3 (linhas tracejadas grossas)
estão mostradas. As espessuras das distribuições de kx e E do pacote de onda inicial
estão representadas pelas ondas vertical e horizontal, respectivamente. O vetor de onda
k

(1)
3 está relacionado com a energia ε3 na subbanda do estado fundamental, enquanto k

(2)
3

é para a mesma energia, mas na subbanda do primeiro estado excitado.

3.1 Fios T

A estrutura conhecida como fio T é formada pela junção de dois poços quânticos,

ou canais, perpendiculares, como mostra a Fig. 12 (b). Duas conexões diferentes en-

tre estes dois canais serão estudadas: 1) uma conexão com ângulo reto, ou ”conexão

simples” e 2) conexões suaves (adiabáticas), que são tipicamente encontradas em exper-

imentos. As conexões suaves são descritas por ćırculos de raio Rs, que são tangentes às

paredes de potencial dos canais. Nos exemplos da Fig. 12 (em baixo), os ćırculos que

descrevem a conexão suave têm raio Rs = 300 Å . Classicamente, uma part́ıcula neste

sistema pode mover-se livremente nos canais, porém, tem sido mostrado que um estado

ligado quanticamente pode ser observado neste tipo de potencial. [130] Outros sistemas

onde, classicamente, as part́ıculas estariam livres, como potenciais em forma de cruz, fios

curvos e cavidades quânticas com canais, também têm sido estudados [133], onde estados

quânticos confinados também foram encontrados. A origem destes estados confinados

está no fato de que os poços quânticos que formam os canais são responsáveis por um

espectro de energia discreto nestas regiões, onde o estado fundamental tem energia não

nula. Assim, na intersecção entre os canais, o elétron pode ocupar um estado que possui

energia menor que a menor energia do espectro (estado fundamental) dos canais e, com

isso, não pode propagar através deles, ficando ligado na região da junção.

Na Fig. 14, os autoestados para fios T com conexões suaves são mostrados como
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função do raio Rs do ćırculo que descreve a conexão, considerando-se canais de largura

W = 100 Å . Ambos os canais, vertical e horizontal, têm a mesma espessura W . As

energias dos autoestados estão divididas pela energia do estado fundamental dos poços

quânticos E
(y)
1 , e os raios, pela espessura do canal W . Note que, para uma conexão

simples, isto é, para Rs = 0 Å , apenas um estado confinado pode ser observado mas,

à medida que Rs aumenta, mais estados passam a se localizar na junção. As inserções

mostram o módulo quadrado das funções de onda para cada autoestado em Rs = 400 Å .

0 1 2 3 4 5

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

 R
s
 / W

E
4

E
3

E
2

 

 
E 

/ E
1(y

)

E
1

Figura 14: Energias dos quatro primeiros autoestados de uma junção de um fio T como
o mostrado na Fig. 12 (b), como função do raio do ćırculo que descreve a conexão suave
entre os canais, para espessuras W = 100 Å . Os insets mostram o módulo quadrado das
funções de onda dos estados ligados.

Fios T têm atráıdo bastante atenção também porque estas estruturas possibilitam

a construção de transistores que agem sob uma modulação quântica. As propriedades

de transporte em fios T foram estudadas de maneira teórica por F. Sols et al. [134],

onde foram calculadas probabilidades de transmissão como função da energia do elétron

incidente e da espessura efetiva do canal perpendicular ao movimento dos elétrons. Na Fig.

15, a corrente de probabilidade dependente do tempo é calculada nos canais horizontal

(vermelha, sólida) e vertical (preta, pontilhada), a uma distância de 1400 Å do centro

da junção. A corrente de probabilidade no canal horizontal (vertical) está relacionada

com a parte refletida (transmitida) do pacote de onda incidente. O pacote de onda inicial

começa no canal horizontal, em x0 = −1100 Å . Nos resultados para uma conexão simples,

observamos picos bem definidos para os pacotes transmitidos (pontilhada) e refletidos

(sólida), quando consideramos ε1 e ε2 (Fig. 15 (a)). Uma vez que a distância entre junção

e os pontos onde JT é calculado é a mesma para os canais vertical ou horizontal, ambos os
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picos deveriam apresentar máximos no mesmo instante de tempo. Porém, uma pequena

diferença, de cerca de 6 fs, entre os máximos de transmissão e reflexão é observada.

Além disso, o tempo para uma part́ıcula clássica com energia ε1 (ε2) mover-se através

destas mesmas distâncias é estimado em cerca de 322 (247) fs, enquanto os tempos onde

os picos de transmissão e reflexão ocorrem são ambos menores (maiores). Os tempos

para a aproximação clássica são mostrados como linhas verticais pontilhadas na Fig. 15

(cima), para comparação. Uma comparação entre os tempos onde os máximos dos picos

de transmissão ocorrem (triângulos vermelhos) e os tempos de transmissão para part́ıculas

clássicas (ćırculos pretos), como função da energia do pacote de onda, em um fio T de

espessura W = 100 Å , é mostrada na Fig. 16. Observa-se que, para energias maiores

que ∼ 75 meV, a aproximação clássica subestima o tempo de transmissão nestes sistemas.

Para sistemas com uma conexão suave Rs = 300 Å , devido a interferências na junção, as

funções de onda resultantes não apresentam picos bem definidos em JT , dessa forma, fica

dif́ıcil discutir este problema comparando-o com uma part́ıcula clássica neste caso.
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Figura 15: Corrente de probabilidade dependente do tempo, calculada nos canais vertical
(preta, pontilhada) e horizontal (vermelha, sólida) de um fio T de espessura W = 100 Å , a
uma distância 1400 Å do centro da junção, considerando conexões com ângulo reto e com
Rs = 300 Å . Em (a), dois valores para a energia do pacote de onda foram considerados,

ε1 e ε2, enquanto em (b), consideramos ε3 nas subbandas k
(1)
3 e k

(2)
3 .

A probabilidade de transmissão T como função da energia do pacote de onda ε para

um fio T com canais de espessura W = 100 Å é mostrada na Fig. 17(a), para diversos

valores do raio Rs do ćırculo que descreve a conexão entre os canais. Note que, no caso
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Figura 16: (a) Tempos de transmissão calculados para uma part́ıcula clássica movendo-se
em um fio T (black circles) e o instante onde o valor máximo de JT ocorre no canal vertical
(red triangles), como funções da energia do pacote de onda ε, para canais de espessura W
= 100 Å , considerando conexões simples (ângulo reto). (b) Correntes médias na primeira

(〈J (1)
x 〉, preta) e segunda (〈J (2)

x 〉, vermelha) subbandas como função da energia do pacote
de onda ε

do fio T, estamos sempre considerando elétrons que estão com energia acima da altura da

’barreira’ criada pelos canais para os estados confinados na junção, uma vez que os elétrons

incidentes possuem sempre energia acima da primeira subbanda do canal. Sendo assim,

não podemos esperar que a transmissão apresente algum tipo de pico de ressonância devido

a um estado ligado, pois a energia do elétron incidente é, por definição, maior que a do

estado ligado. Observa-se, porém, um comportamento oscilatório como função da energia

do pacote de onda, que depende fortemente do raio Rs da conexão, e que é análogo àquele

tipicamente encontrado no coeficiente de transmissão para elétrons com energia acima da

barreira de potencial em sistemas de barreira dupla. De fato, nossa estrutura de fio T pode

ser interpretada como um sistema de duas barreiras quânticas, criadas pela energia (não-

nula) do estado fundamental em cada canal, e um poço, localizado na junção, de forma

que o pacote de onda que chega pelo canal horizontal tem energias que são, por definição,

maiores que as alturas destas barreiras. Para um potencial quadrado unidimensional de

largura L e considerando-se elétrons com energia maior que a altura da barreira, uma

probabilidade de transmissão máxima é obtida quando metade do comprimento de onda

tem a mesma largura que o poço, isto é, quando nλ/2 = L , resultando em ressonâncias
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para energias dadas por

εn =
~

2

2me

(nπ
L

)2

, (3.6)

para o n-ésimo pico de transmissão. A partir desta expressão, podemos esperar que
√
εn

aumenta linearmente com n.
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Figura 17: (a) Probabilidade de transmissão como função da energia do pacote de onda
inicial ε (na primeira subbanda) para um fio T com canais W = 100 Å , considerando-se
vários valores para o raio Rs das conexões suaves. (b) Raiz quadrada das energias dos
picos e vales para cada curva mostrada em (a). As curvas são ajustes lineares para os
resultados numéricos (śımbolos). Tipos de curva similares em (a) e (b) correspondem ao
mesmo Rs

Esta tendência linear pode ser vista nos nossos resultados para fios T mostrados na

Fig. 17 (b), onde a raiz quadrada da energia do pacote de onda ε1/2 para o n-ésimo máximo

ou mı́nimo da probabilidade de transmissão, observado na Fig. 17 (a), é mostrada como

śımbolos, para vários valores do raio Rs das conexões suaves entre os canais. Na verdade,

é óbvio que a analogia entre os nossos fios T e um poço quadrado unidimensional não

é perfeita, principalmente quando consideramos conexões suaves. Além disso, estamos

tratando de um pacote de onda, não de uma onda plana, de forma que não podemos
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esperar que as ressonâncias obtidas através da Eq. (3.6) para um poço quadrado sejam

exatamente as mesmas encontradas para um pacote de onda Gaussiano. Mesmo assim, os

ajustes lineares para os śımbolos na Fig. 17 (b), que são mostrados como curvas, são uma

forma interessante de se entender qualitativamente o comportamento das probabilidades

de transmissão em fios T, comparando-o com o de um elétron em um poço quântico

unidimensional. A partir destes ajustes lineares, podemos estimar o comprimento efetivo

do potencial de confinamento na junção do fio T nesta representação de poço quântico.

As inclinações s das curvas ε1/2×n podem ser obtidas através da Eq. (3.6), para um poço

quadrado, como s =
√

~2/2mπ/L. Para Rs = 0 (preta, sólida), 50 (vermelha, tracejada),

100 (azul, pontilhada) e 150 (verde, tracejada-pontilhada) no fio T, as inclinações das

curvas mostradas na Fig. 17(b) correspondem a larguras de poços unidimensionais L

de ∼ 255.9, 302.4, 402.0 and 496.5 Å , respectivamente. O aumento de L com Rs é

intuitivamente esperado por causa do aumento da área da conexão à medida em que Rs

aumenta.

3.2 Anéis quânticos

Este sistema consiste de anéis quânticos planares, com canais para injeção de elétrons,

de forma que o movimento dos elétrons está vinculado a ocorrer somente sobre o plano

(x, y). O Hamiltoniano, escrito na aproximação da massa efetiva, apresenta um potencial

definido como V (x, y) = 0 dentro do anel e dos canais, e V (x, y) = Ve nas outras regiões,

onde Ve é o band-offset da banda de condução.

Na Fig. 12 (a), o perfil do potencial para o anel quântico é mostrado. O anel quântico

é definido por dois ćırculos concêntricos de raios Ri = 550 Å e Ro = 650 Å , de forma

que o raio médio do sistema é Rav = (Ri + Ro)/2 = 600 Å e a espessura é W = 100 Å .

A mesma espessura W é considerada para os canais esquerdo e direito. Assim como no

caso do fio T, duas conexões diferentes entre o canal e o anel serão estudadas: as conexões

com ângulo reto, ou ”conexões simples” e as conexões suaves. As conexões suaves aqui

são também descritas por ćırculos de raio Rs, que são tangentes às paredes de potencial

dos canais e ao ćırculo externo do anel. Nos exemplos da Fig. 12 (em baixo), os ćırculos

que descrevem a conexão suave também têm raio Rs = 300 Å , como no caso da figura

para o fio T.
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3.2.1 Estados localizados induzidos pela geometria do sistema

Uma vez que as conexões entre os canais e o anel são similares a uma junção de um

fio T, é esperado que encontremos dois (degenerados), e apenas dois, estados confinados

no sistema canal-anel, já que, neste caso, duas conexões são envolvidas, levando a um par

estados simétrico e anti-simétrico. Isto é observado, de fato, para uma conexão simples

(com ângulo reto), como mostrado na Fig. 18 (a). Nenhum estado excitado ligado pode ser

observado além do estado anti-simétrico praticamente degenerado. A energia de ligação

destes estados ligados é encontrada como sendo E0 ≃ 46 meV, a qual está ≃ 7 meV abaixo

da energia do estado fundamental dos poços quânticos mencionados anteriormente, E
(y)
0 ≃

53 meV.
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Figura 18: (a) Função de onda do estado fundamental (o estado fundamental e o primeiro
excitado são praticamente degenerados com funções de onda simétrica e anti-simétrica),
considerando conexões simples entre o canal e o anel. Funções de onda (b) do estado
fundamental e (c) do segundo estado excitado, para conexões suaves. As linhas pretas
ilustram os limites dos perfis de potencial, que são os mesmos da Fig 12 (a).

Porém, sistemas reais apresentam conexões suaves, ao invés de conexões simples, o

que pode levar a uma série de autoestados ligados não-degenerados. Nossos resultados

mostram que, com conexões suaves entre o canal e o anel, é posśıvel observar mais estados

excitados confinados na junção canal-anel, como está ilustrado nas Fig. 18 (c) e (d), onde
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as funções de onda para o estado fundamental e para o segundo estado excitado são

mostradas, respectivamente, para um sistema com conexões suaves de Rs = 300 Å .

Os resultados encontrados para os autoestados do sistema canal-anel podem ser com-

parados com aqueles para fios T de espessura W = 100 Å , na Fig. 14 da Seção anterior:

para uma conexão simples, existe apenas um estado ligado em ambos os sistemas, que

possui energia E0 = 44 (46) meV no caso do fio T (canal-anel). Para uma conexão suave,

com Rs = 300 Å , o fio T apresenta quatro estados ligados, com energias E0 ≃ 16 meV,

E1 ≃ 33 meV, E2 ≃ 38 meV e E3 ≃ 48 meV, enquanto o sistema canal-anel apresenta

dois pares de estados degenerados, com energias E0 = E1 ≃ 26 meV e E2 = E3 ≃ 50

meV.

3.2.2 Evolução temporal para B = 0

Resolvendo a equação de Schrödinger dependente do tempo encontramos Ψ(x, y, t).

As projeções da função de onda dependente do tempo sobre as subbandas do estado

fundamental (preta, P1) e do primeiro estado excitado (vermelha, P2) dos canais foram

calculadas como função do tempo em três pontos diferentes do sistema: xl = −1100 Å

(canal esquerdo), xa = 0 Å (braço superior) e xr = 1100 Å (canal direito). Os resultados

estão mostrados nas figuras 19 (a), (b) e (c), para ε1, ε2 e ε3, respectivamente. Alguns

fatos interessantes são observados: 1) o elétron é refletido e transmitido através dos canais

em pacotes, que são consequência das reflexões nos pontos de intersecção entre o canal e o

anel. 2) Nos canais esquerdo e direito, a função de onda está restrita à primeira subbanda,

tendo projeção zero sobre o primeiro estado excitado. Porém, dentro do anel, a função de

onda é parcialmente espalhada para a segunda subbanda. Para ε3, esta projeção pode ser

dominante e maior que a projeção sobre a subbanda do estado fundamental. Apesar de ε2

estarem abaixo da segunda subbanda, existe ainda uma pequena projeção P2 nos braços

do anel para estes casos, devido à larga distribuição de kx’s da função de onda inicial.

Assim, a função de onda do elétron é parcialmente espalhada para a segunda subbanda

na primeira conexão canal-anel, mas é espalhada de volta para a primeira subbanda na

segunda conexão canal-anel, levando a uma função de onda de sáıda apenas na primeira

subbanda. Na Fig 20, consideramos um pacote de onda com energia ε3 centrado em k
(2)
3 ,

de forma que a projeção P1 é zero em ambos os canais. Novamente, as projeções P1 e

P2 são não-nulas dentro dos braços do anel. Apesar de não estar mostrado nas figuras,

calculamos também projeções sobre o segundo estado excitado P3, e encontramos zero

para os três casos de energia, dentro dos canais ou dos braços do anel. Porém, como
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demonstrado na Fig 21, considerando-se um estado na segunda subbanda com energia

430 meV, que está acima da terceira subbanda do sistema, que está em torno de 390

meV, a projeção P3 (azul) é não-nula nos braços do anel. Note que os picos em P2 e

P3 são deslocados para um tempo maior quando comparados com os picos de P1. Este

atraso é consequência do fato de que k
(1)
x > k

(2)
x > k

(3)
x , de forma que pacotes de onda em

subbandas mais altas movem-se com menor velocidade. Estes resultados mostram que

quando tratamos deste problema considerando espessuras finitas, não só permitimos que

a função de onda passe a ser refletida pelas paredes de potencial do anel e dos canais,

como também fazemos com que ela seja capaz de acessar outras subbandas, somente

dentro do anel, como consequência do espalhamento nas junções canal-anel. Na conexão

entre o canal de entrada e o anel, o pacote de onda se espalha para outras subbandas se

a conservação de energia for satisfeita. Quando parte da onda é espalhada para outras

subbandas, esta parte adquire uma diferença de fase π entre suas frações que se propagam

através dos braços superior e inferior do anel, levando a uma interferência destrutiva na

junção entre o anel e o canal de sáıda apenas para as subbandas para as quais o pacote

foi espalhado, o que explica porque o pacote de onda de sáıda está somente na subbanda

inicial.

Ambas as caracteŕısticas citadas podem também ser ilustradas pela evolução temporal

das curvas de ńıvel do módulo quadrado da função de onda. Elas estão mostradas nas

figuras 22 (a) e (b), para quatro instantes de tempo diferentes, iniciando com pacotes

de onda com energia ε1 e ε2, respectivamente. As Figs. 23 (a) e (b) são para ε3 nas

subbandas k
(1)
3 e k

(2)
3 , respectivamente. Estes resultados são todos na ausência de campos

magnéticos. Conexões suaves (direita) e com ângulo reto (esquerda) entre o canal e o anel

foram consideradas. Para o caso suave, a função de onda exibe um padrão de interferência

complicado nas conexões.

A presença dos pulsos observados na Fig. 19, devido às reflexões nos pontos de

intersecção entre os canais e o anel, pode ser melhor entendida se analisarmos a corrente

de probabilidade dependente do tempo na Fig. 24, calculada sobre os três mesmos pontos,

xl, xa e xr, onde as projeções da função de onda foram calculadas anteriormente, para ε1

(preta), ε2 (vermelha) e ε3 (azul). Podemos ver facilmente que existe mais de um pico

na corrente de probabilidade nos canais esquerdo e direito. No canal esquerdo, o pico

positivo está relacionado com a função de onda inicial, e pelo menos dois picos negativos,

separados por um peŕıodo de corrente de probabilidade nula, são observados. No braço

superior do anel, a corrente de probabilidade apresenta picos positivos e negativos, o que

significa que a função de onda atravessou o braço do anel em dois sentidos diferentes, ou
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Figura 19: Evolução temporal das projeções da função de onda sobre o estado fundamental
(preto) e primeiro estado excitado (vermelho) de um poço quântico de espessura W = 100
Å , calculadas em três pontos diferentes do sistema: canal esquerdo, braço superior do anel
e canal direito. O pacote de onda é injetado na primeira subbanda e tem energia (a) ε1,
(b) ε2 e (c) ε3.

seja, indo e voltando. No canal direito, mais de um pico positivo é observado. Este efeito

pode ser entendido se analisarmos a trajetória do pacote de onda através do sistema, que

está também ilustrada pelas curvas de ńıvel da função de onda nas Figs. 22 e 23: na

primeira junção, parte da função atinge a parede de potencial e volta, contribuindo para

a probabilidade de reflexão, enquanto a parte restante passa da junção e percorre o anel

(ver Figs. 22 e 23). As partes da função de onda que vêm da primeira junção e que

se movem através dos braços superior e inferior do anel interferem na segunda junção, e

desta interferência, parte da função de onda é transmitida para o canal direito, dando uma

contribuição para a probabilidade de transmissão, enquanto a outra parte volta através

dos braços do anel para a primeira junção. De volta à primeira junção, estas ondas

interferem novamente, resultando em uma onda que se move de volta ao canal esquerdo,

contribuindo assim para a probabilidade de reflexão novamente, enquanto outro par de

ondas se move novamente pelos braços superior e inferior do anel, indo em direção à

segunda junção, e assim por diante.
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Figura 20: O mesmo que a Fig. 19 (c), mas considerando agora um pacote de onda de

energia ε3 na segunda subbanda, com k
(2)
3 .

Se estimarmos o tempo que uma part́ıcula clássica leva para percorrer estas trajetórias,

encontraremos resultados parecidos com os observados no nosso sistema. Para ε1 (preta,

sólida) na Fig. 24, o primeiro pico negativo no canal esquerdo e o primeiro pico positivo no

canal direito são encontrados em 128.8 e 371.8 fs, enquanto para uma part́ıcula clássica,

os tempos de transmissão e reflexão seriam 129.0 e 372.3 fs, respectivamente. Além disso,

em 186.1 fs, um pico positivo no braço superior do anel é observado, o que está de acordo

com o tempo encontrado para uma part́ıcula clássica atingir este ponto, que é estimado em

186.2 fs. Para o segundo pacote de reflexão e transmissão, isto é, segundo pico negativo

(positivo) no canal esquerdo (direito), que ocorrem em 594.8 fs e 832.2 fs, respectivamente,

os tempos para uma part́ıcula clássica seriam um pouco superiores, 615.5 fs para reflexão

e 858.7 fs para transmissão. Além disso, o tempo para o segundo pico (negativo) no braço

superior é 413.0 fs, enquanto para uma part́ıcula clássica, este tempo é estimado em 429.4

fs. De forma contrária, considerando-se um pacote de onda com energia ε2, o tempo

para reflexão (transmissão) de uma part́ıcula clássica é encontrado como 98.6 (284.3) fs,
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0 200 400 600 800 1000 1200

0.0

0.2

0.4

0.6

P
3

P
2  

 

Su
b-

ba
nd

 p
ro

je
ct

io
ns

 (1
0-5

/Å
2 )

t (fs)

upper arm

P
1

Figura 21: Evolução temporal das projeções da função de onda sobre as subbandas do
estado fundamental (preta), primeiro estado excitado (vermelha) e segundo estado exci-
tado (azul) de um poço quântico de espessura W = 100 Å , calculadas no braço superior
do anel, considerando-se um pacote de onda para um estado na segunda subbanda, com
energia 430 meV.

abaixo dos valores encontrados para o primeiro pico negativo (positivo) no canal esquerdo

(direito), que ocorre em 112.4 (318.0) fs. O primeiro pico do braço superior ocorre em 161.0

fs, enquanto para uma part́ıcula clássica, este tempo também é subestimado, calculado

como 142.2 fs. De fato, valores menores (maiores) para tempos clássicos, considerando-se

uma part́ıcula com energia ε1 (ε2), foram encontrados também para o sistema do fio T,

como mencionado na Subseção anterior.

As Figs. 7 e 8 ilustram claramente: i) a interferência das ondas nas junções, ii) a

transmissão do pacote de onda do canal de injeção para os braços do anel e seu espal-

hamento de volta a este canal, e iii) a distribuição radial do elétron nos braços do anel,

onde observamos que o máximo da função de onda está ou no centro do canal, quando o

pacote está na primeira subbanda, ou dividido em dois picos na direção radial, no caso

de um elétron propagando na segunda subbanda (ver, por exemplo, t = 120 fs nas Figs.

7 (b), 8 (a) e 8 (b)). No segundo caso, o máximo da função de onda traça o caminho

clássico de um elétron sendo rebatendo-se nas paredes interna e externa do anel.

3.2.3 Evolução temporal para B diferente de zero

A interferência do pacote de onda observada na Subseção anterior pode ser influenci-

ada por um fluxo magnético atravessando o anel. A Fig. 25 mostra as probabilidades de
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Figura 22: Curvas de ńıvel do módulo quadrado da função de onda, para conexões simples
(esquerda) e suaves (direita) entre os canais e o anel. O pacote de onda inicial está na
primeira subbanda, tem largura σ = 200 Å e energia (a) ε1 e (b) ε2.
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Figura 23: Curvas de ńıvel do módulo quadrado da função de onda, para conexões simples
(esquerda) e suaves (direita) entre os canais e o anel. O pacote de onda inicial tem largura

σ = 200 Å , energia ε3 e está (a) na primeira subbanda, com vetor de onda k
(1)
3 , ou (b)

na segunda subbanda, com vetor de onda k
(2)
3 .
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Figura 24: Corrente de probabilidade dependente do tempo, calculada em três pontos:
canal esquerdo, braço superior do anel e canal direito, para pacotes de onda com energia
ε1 (preta, sólida), ε2 (vermelha, tracejada) e ε3 (azul, pontilhada). Em cada gráfico, para
tempos acima das linhas verticais pontilhadas (400 fs para o canal esquerdo e 600 fs para o
braço superior e para o canal direito), os valores estão multiplicados por 10, para facilitar
a visualização.

transmissão T calculadas como função de um campo magnético aplicado perpendicular-

mente ao plano do anel, para os três valores de energia do pacote de onda. As oscilações

periódicas em T , devido ao já bem conhecido efeito Aharonov-Bohm, são claramente ob-

servadas, e a amplitude destas oscilações diminui à medida que o campo magnético se

torna mais intenso, um efeito que tem sido atribúıdo ao desequiĺıbrio entre os braços

superior e inferior do anel causado pela força de Lorentz. [1]

Se compararmos os resultados para conexões simples (a) eRs = 300 Å (b) entre o canal

e o anel, observamos que, dependendo da energia do pacote de onda, a probabilidade de

transmissão e a amplitude das oscilações AB podem ser diminúıdas ou aumentadas devido

à suavidade das conexões. Isto também é observado no caso do fio T, se analisarmos, por

exemplo, os resultados para conexões simples (preta, sólida) e Rs = 300 Å (amarela

tracejada-pontilhada-pontilhada), para energias ε = 70 e 120 meV na Fig. 17. Isto é
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surpreendente, porque podeŕıamos esperar intuitivamente que uma conexão suave deveria

sempre aumentar a probabilidade de transmissão, já que a área efetiva na junção é maior

para o caso suave. Porém, devemos lembrar que a junção canal-anel age como um potencial

de confinamento, como discutido nas Seções 3.1 e 3.2.1, de forma que efeitos de ressonância

estão presentes para algumas energias do elétron, e a existência de uma junção suave

modifica este espectro de ressonâncias, o que sugere que tanto a energia do pacote de onda

como a suavidade da junção têm um papel importante na probabilidade de transmissão.
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Figura 25: Probabilidades de transmissão T para pacotes de onda com energia ε1 (preta,
tracejada) e ε2 (vermelha, pontilhada) na primeira subbanda, e com energia ε3 na
primeira (azul, sólida) e segunda (verde, tracejada-pontilhada-pontilhada) subbandas,
como funções do campo magnético, considerando conexões (a) simples e (b) suaves.

Para ε3 na primeira subbanda, as oscilações nas probabilidades de transmissão e

reflexão apresentam uma amplitude muito baixa e as transmissões médias em ambos os

casos de conexões simples e suaves são praticamente as mesmas. No caso de uma junção

simples, a amplitude das oscilações AB é muito fraca e mais mı́nimos são observados

quando comparamos estes resultados com os de ε1 e ε2. De fato, ε3 é essencialmente

diferente de ε1 e ε2, pois ela está acima da segunda subbanda do poço quântico. O
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fato de que a probabilidade de transmissão neste caso está longe de 0 em φ = (n +

1/2)φ0 (apesar de apresentar mı́nimos nestes pontos), ao contrário do que esperaŕıamos

se estivéssemos tratando de um anel ideal, sugere que a interferência que ocorre em anéis

ideais, responsável por T = 0 nestes pontos, não é completamente destrutiva em nosso

sistema de anéis quânticos de espessura finita, especialmente para ε3. Assim, para estes

valores de φ, parte da função de onda sofre interferência destrutiva, o que causa uma

queda na probabilidade de transmissão, mas outra parte segue para mais uma volta sobre

o anel, de maneira que uma nova interferência ocorre na outra junção, resultando em um

outro padrão de oscilações AB com o dobro da frequência, isto é, com φ = (n+ 1/2)φ0/2.

Este comportamento pode também ser observado na Fig. 26 (a), onde a probabilidade

de transmissão T é mostrada como função do campo magnético para três valores de

energia do pacote de onda, ε = 140 (preta), 160 (vermelha) e 170 (azul) meV. Os dois

últimos são maiores que o mı́nimo de energia da segunda subbanda. Para ε = 140 meV,

T apresenta apenas as oscilações AB comuns, mas para as outras energias, as oscilações

podem ser descritas pela superposição de dois padrões de oscilação, um com mı́nimos em

φ = (n+ 1/2)φ0 e outro com mı́nimos em φ = (n+ 1/2)φ0/2. Para interfaces suaves, este

efeito não é observado, como mostra a Fig. 26 (b), devido a um efeito de interferência

mais forte nas junções.

Se um campo magnético B = 0.18 T é aplicado perpendicularmente ao plano do anel,

como mostrado na Fig. 27 (a) para k
(1)
3 , surpreendentemente, a função de onda no canal

de sáıda (direito) apresenta dois picos na direção y, levando a uma projeção grande sobre

P2, isto é, o elétron pode ocupar a segunda subbanda neste canal. Por outro lado, se

injetamos um elétron na subbanda k
(2)
3 , como na Fig. 27 (b), para este valor de campo,

a função de onda no canal direito apresenta apenas um pico, ou seja, a projeção P1 no

canal direito também tem um valor alto. Este efeito não está presente na ausência de

campos magnéticos. Note que o campo magnético B = 0.18 T é tal que seu fluxo na

região do anel é φ0/2, ou seja, é um ponto de máxima interferência do efeito AB. De

fato, considerando esta intensidade de campo magnético, as projeções P2 no canal direito

para pacotes de onda com energias ε1 e ε2 também são não-nulas, mas elas se tornam

dominantes sobre P1 apenas para ε2 e ε3. Note, porém, que para ε2, assim como para ε1,

a probabilidade de transmissão para esta intensidade de campo magnético é praticamente

zero (ver Fig 25 (a)), de forma que este efeito é melhor observado para ε3. À medida

que o campo magnético aumenta, P2 (P1 ) no canal da esquerda sofre apenas flutuações

bastante pequenas, até mesmo para ε3 na primeira (segunda) subbanda.

As contribuições < J
(j)
x > dos estados da primeira (preta, tracejada), segunda (ver-
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Figura 26: Probabilidades de transmissão T para pacotes de onda com energia ε =
140 (preta), 160 (vermelha) e 170 meV (azul), como funções do campo magnético,
considerando-se conexões (a) de ângulo reto (simples) e (b) suaves entre os canais e o
anel.

melha, pontilhada) e terceira (verde, tracejada-pontilhada) subbandas para a corrente de

probabilidade média no canal da direita são mostradas na Fig. 28 como função do fluxo

magnético, para pacotes de onda com energia ε3 inicialmente na primeira (a) e segunda

(b) subbandas, e com energia 430 meV na segunda subbanda (c). Como em (a) e (b)

a energia do pacote de onda é bem menor que o limite inferior da terceira subbanda, a

contribuição < J
(3)
x > desta subbanda para a corrente é quase zero nestes casos, então,

não vale a pena mostrá-la na figura. A soma das < J
(j)
x > para estas três subbandas é

mostrada como uma linha sólida azul, que reproduz qualitativamente as probabilidades

de transmissão mostradas na Fig. 25 (a) para ε3. Na Fig. 28 (a) observamos que,

considerando um pacote de onda de energia ε3 na primeira subbanda, para um campo

magnético correspondente a um fluxo igual a um inteiro (semi-inteiro) de φ0, a função

de onda de sáıda no canal da direita está predominantemente na primeira (segunda) sub-

banda. Podemos chegar a conclusões semelhantes analizando os resultados das Figs. 28

(b) e (c). Em outras palavras, esse efeito sugere que, além das já conhecidas oscilações AB
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da probabilidade de transmissão, observadas na Fig. 25, quando consideramos um pacote

de onda com energia maior que o mı́nimo da segunda subbanda, as projeções do pacote

de onda de sáıda sobre os estados das subbandas no canal da direita também apresentam

oscilações AB, com peŕıodo φ0 = h/e. Estes resultados foram obtidos considerando uma

conexão simples entre os canais e o anel, mas efeitos similares também são observados

para conexões suaves, apesar disto não estar mostrado no presente trabalho.
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Figura 27: Curvas de ńıvel do módulo quadrado da função de onda, para conexões simples
(esquerda) e suaves (direita) entre os canais e o anel, sob um campo magnético B = 0.18
T, aplicado perpendicularmente ao plano do anel. O pacote de onda inicial tem largura
σ = 200 Å , energia ε3 e está na (a) primeira e na (b) segunda subbanda.

Os resultados mencionados acima podem ser facilmente entendidos a partir de uma

simples conjectura: quando temos um pacote de onda com projeção não-nula somente

sobre uma subbanda, propagando-se em um sistema onde o espalhamento para outras
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subbandas não é permitido, [1, 88] as partes da função de onda que viajam pelos braços su-

perior e inferior do anel não possuem diferença de fase na ausência de campos magnéticos.

Por outro lado, quando permitimos o espalhamento para outras subbandas, a parte da

função de onda que é espalhada para as outras subbandas interfere destrutivamente na

junção da direita já na ausência de campos, o que indica que a parte espalhada apresenta

uma diferença de fase π intŕınseca entre suas partes que viajam pelos braços superior

e inferior do anel, explicando porque o pacote de sáıda no canal da direita apresenta

projeção nula sobre os estados das outras subbandas na ausência do campo. Aplicando-se

um campo magnético externo, somos capazes de proporcionar uma fase adicional π entre

as funções nos braços superior e inferior. Quando tal fase é adicionada à subbanda inicial,

os pacotes de onda interferem destrutivamente na junção canal-anel da direita e, se esta

for a única subbanda do sistema, [1, 88] veremos uma transmissão quase nula para este

valor de campo magnético, o que está relacionado com o efeito AB já conhecido. Porém,

adicionando-se uma fase π às partes do pacote que foram espalhadas para outras sub-

bandas, as quais já possuem uma diferença de fase intŕınseca π entre os pacotes superior

e inferior, obteremos agora uma diferença de fase 2π, ou seja, estas partes agora irão

interferir construtivamente na junção canal-anel da direita. Como consequência, observa-

mos oscilações AB tanto nos estados da subbanda inicial como para estados das outras

subbandas, ambas com mesmo peŕıodo, mas com um deslocamento de meio peŕıodo entre

os picos, devido à fase intŕınseca π no segundo caso.

Vale a pena mencionar que se considerarmos um campo magnético muito forte ou

um canal muito largo, uma mistura de subbandas também deve ser observada nos canais

devido à força magnética, que pode desviar a função de onda e fazê-la mover-se em uma

trajetória em zigzag ao longo dos canais. Este efeito não poderia ser observado nos

trabalhos teóricos anteriores [1, 88], onde o movimento do pacote de onda era descrito

como uma sequência de funções Gaussianas de base, centradas ao longo do mesmo eixo, de

forma que a força magnética não estava ativa nos canais, e portanto, o campo magnético

não poderia desviar a função de onda nestas regiões. Porém, para nossos canais de largura

finita, a força magnética é ativa nos canais. Contudo, para os campos magnéticos fracos

que consideramos neste trabalho, nossos canais são finos o suficiente para suprimir o desvio

da função de onda devido ao campo, e o peŕıodo de uma posśıvel trajetória em zigzag

seria muito maior que o comprimento dos canais.
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Figura 28: Contribuições < J
(j)
x > das subbandas dos estados fundamental (preta, trace-

jada), primeiro excitado (vermelha, pontilhada) e segundo excitado (verde, tracejado-
pontilhado) para a corrente de transmissão, como função do campo magnético B, calcu-
ladas no canal da direita, considerando-se pacotes de onda com energia ε3 na (a) primeira
e (b) segunda subbandas, e (c) com energia ε = 430 meV na segunda subbanda. A linha

sólida azul é a soma das contribuições das três subbandas, < J
(1)
x > + < J

(2)
x > + <

J
(3)
x >.

3.3 Anel assimétrico: efeitos de um potencial Gaussiano

e de uma impureza

Como discutido anteriormente, na ausência de campos magnéticos e quando o pacote

de onda é injetado em apenas uma subbanda, depois que ele passa através da primeira

junção canal-anel, ele se espalha para outras subbandas acesśıveis. Porém, quando ele

atinge a segunda junção canal-anel, uma interferência completamente destrutiva ocorre

para estas outras subbandas, de forma que a função de onda deixa o anel apenas na

subbanda inicial. Este cenário não persiste quando um campo magnético externo está

presente, e então a função de onda de sáıda pode estar distribúıda entre várias subbandas

no canal da direita. Na verdade, para Φ = (n + 1/2)φ0 (n = inteiro), o efeito AB é
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responsável por uma interferência completamente destrutiva dos estados na subbanda

inicial da função de onda, consequentemente, a função de onda deixa o anel com projeção

nula sobre este estado, estando assim distribúıda apenas entre outras subbandas, como

observado na Fig. 28. Qualquer mudança de fase extra na função de onda enquanto ela se

propaga nos braços do anel pode atrapalhar a interferência destrutiva na segunda junção.

Tal fase extra pode ser induzida por um campo magnético (como discutido na Subseção

anterior) ou por um campo elétrico, isto é, por variações de potencial. No segundo caso,

isto é chamado de efeito AB eletrostático. Como um exemplo deste caso, consideramos

um potencial atrativo Gaussiano localizado no braço do anel:

V (x, y) = −VG exp

[
− 1

2σ
[(x− xarm)2 + (y − yarm)2]

]
. (3.7)

Primeiro, consideraremos o potencial no meio do braço superior do anel, isto é, em

(xarm, yarm) = (0, Rav). As probabilidades de transmissão para este caso estão mostradas

como função da profundidade do potencial VG nas Figs. 29 (a) e (d), para anéis com

conexões simples e suaves (Rs = 300 Å ), respectivamente, considerando-se pacotes de

onda com energia ε3 inicialmente na primeira (k
(1)
3 ) e segunda (k

(2)
3 ) subbandas. Dois

valores de campo magnético são considerados: B = 0 (sólida, preta) e 0.18 T (pontil-

hada, vermelha), onde o último corresponde a Φ = φ0/2. Se o pacote de onda começa na

primeira subbanda, com k
(1)
3 , para um sistema com conexões simples, a mudança de fase

devido ao poço Gaussiano não é capaz de perturbar suficientemente as probabilidades de

transmissão, e seus valores para ambas as intensidades de campo magnético são quase

os mesmos. Porém, para junções suaves, ou para pacotes de onda com vetor de onda

k
(2)
3 , o potencial Gaussiano em um dos braços do anel é responsável por oscilações na

probabilidade de transmissão à medida que a profundidade VG aumenta. Uma análise

das contribuições < J
(1)
x > (azul) e < J

(2)
x > (verde), para as partes do pacote que se

propagam nas subbandas j = 1 e j = 2, respectivamente, como ilustrado nas Figs. 29

(b) e (e), para k
(1)
3 , e (c) e (f), para k

(2)
3 , ajuda-nos a entender o comportamento das

probabilidades de transmissão. Como observado na Fig. 29 (b), para B = 0 T (0.18 T),

todo o aumento (a diminuição) em < J
(2)
x > à medida que VG aumenta, é completamente

compensado por uma redução (um aumento) em < J
(1)
x >, de forma que a probabilidade

de transmissão permanece quase a mesma para qualquer VG. Este efeito acontece ape-

nas para ε3 em uma estrutura com junções simples, isto é, no mesmo sistema onde as

oscilações AB em T exibiram um peŕıodo 50 % menor e pequenas amplitudes (ver Fig.

25, curva azul sólida). Para todos os outros casos, uma compensação deste tipo não está

presente, de forma que as curvas para B = 0 e 0.18 T são fortemente dependentes em VG.
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Em todos os casos, a diferença de fase entre funções de onda propagando-se nos braços

superior e inferior do anel é responsável pela perturbação da interferência, que deveria

ser completamente destrutiva para os estados das outras subbandas na segunda junção

canal-anel, permitindo que a função de onda de sáıda possua projeções sobre ambas as

subbandas no canal da direita quando VG 6= 0.

0.2

0.4

0.6

0.3

0.6

0.9

1.2

0 10 20 30 40

0.3

0.6

0.9

1.2

1.5

1.8

0.2

0.4

0.6

0.0

0.4

0.8

0 10 20 30 40
0.0

0.3

0.6

0.9

1.2

 T
ra

ns
m

is
si

on

 

 

k
3

(2)

k
3

(1)

(a)

+0.5

+0.5

 

 

 

<J
x(j)

>

<J
x
(2)><J

x
(1)>

(b)

+1.0

+1.0

<J
x(j)

>  

 

V
G
 (meV)

<J
x
(2)>

<J
x
(1)>

(c)

 T
ra

ns
m

is
si

on

 

 

(d)

k
3

(2)

k
3

(1)

+0.5

+0.5

 

 

 

<J
x(j)

>

(e)

<J
x
(1)>

<J
x
(2)>

right angle junction smooth junction

+0.5

+0.5

<J
x(j)

>  

 

V
G
 (meV)

<J
x
(2)> <J

x
(1)>

(f)

Figura 29: (a),(d) Probabilidade de transmissão como função da profundidade VG do po-

tencial Gaussiano, para pacotes de onda com energia ε3 na primeira (k
(1)
3 ) e segunda (k

(2)
3 )

subbandas, considerando-se anéis quânticos com conexões simples (painéis da esquerda) e
suaves, com Rs = 300 Å (painéis da direita). Dois valores de campo magnético B são con-

siderados: 0 T (sólida) e 0.18 T (pontilhada). (b),(e) Contribuições < J
(1)
x > e < J

(2)
x >,

da primeira e segunda subbanda, respectivamente, para a corrente total, considerando-se
um pacote de onda inicialmente na primeira subbanda, com k

(1)
3 . (c),(f) Contribuições

< J
(1)
x > e < J

(2)
x > para um pacote de onda inicialmente na segunda subbanda, com

k
(2)
3 . As linhas < J

(1)
x > e < J

(2)
x > para B = 0.18 T (pontilhada) foram deslocadas por

+0.5, para ajudar a visualizar os resultados (exceto em (c), onde elas foram deslocadas
por +1.0).

Este efeito pode ser verificado através de um experimento similar ao da Ref. [135].

Ajustando a tensão na fonte, podemos selecionar elétrons propagando-se com energia

ε1, ε2 ou ε3 através do anel. O eletrodo de porta, localizado sobre o centro de um dos
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braços do anel, induz um potencial localizado que é ajustável pela tensão aplicada a esta

porta. Os resultados experimentais da Ref. [135] sugerem que a presença de um potencial

eletrostático em um dos braços do anel induz uma mudança de fase nas oscilações AB. As

probabilidades de transmissão calculadas com nosso modelo para um anel suave (Rs = 300

Å ) são mostradas como função do campo magnético na Fig. 30 para vários valores de VG,

considerando pacotes de onda injetados na primeira subbanda, com energias (a) ε2 e (b)

ε3. De fato, uma mudança na posição dos mı́nimos de transmissão ocorre à medida que

VG aumenta de 0 (preta, sólida) para 40 V (amarela, tracejada-pontilhada-pontilhada), o

que pode ser interpretado como uma fase π adicional nas oscilações AB. Na verdade, os

resultados para valores intermediários de VG, ou seja, 10 (vermelha, tracejada), 20 (azul,

pontilhada) e 30 V (verde, tracejada-pontilhada), mostram que o potencial Gaussiano é

responsável por uma redução (aumento) na probabilidade de transmissão em Φ = nφ0

(Φ = (n + 1/2)φ0), de forma que as oscilações são deslocadas de φ0 quando VG = 40 V.

O motivo para esta virada nas oscilações AB deve-se ao fato de que quando a função de

onda atinge um estado ressonante do poço de potencial Gaussiano, ela adquire uma fase

π, que transforma o máximo da oscilação AB em mı́nimo e vice-versa. [1, 88]

Similarmente, a influência da presença de uma impureza negativa, localizada em

rimp = (0, Rav, zimp) (isto é, no meio do braço superior do anel, a uma distância zimp

do plano do anel) sobre as probabilidades de transmissão T e reflexão R é ilustrada na

Fig 31 (a), para um pacote de onda de energia ε2. Conexões suaves entre os canais e o

anel foram consideradas nas Fig 31 (a) e (b). Se a impureza está próxima ao plano, em

zimp = 1 Å (preta, sólida), as oscilações AB são afetadas significativamente: o peŕıodo

destas oscilações das probabilidades de transmissão e reflexão como função do campo

magnético é reduzido pela metade. Este efeito é similar ao encontrado por Szafran e

Peeters [1] em um anel mesoscópico ideal (unidimensional) com canais, quando um po-

tencial descrito por uma Gaussiana é considerado em um dos braços do anel. À medida

que a impureza é afastada do plano do anel, o peŕıodo original das oscilações AB é re-

cuperado, apesar da presença da impureza ainda afetar a amplitude das oscilações, como

pode ser observado para zimp = 100 Å (vermelha, tracejada) e 400 Å (azul, pontilhada)

por exemplo. De fato, a presença de uma impureza em apenas um dos braços do anel

quebra fortemente a simetria azimutal do sistema, o que é essencial para as oscilações AB.

Se considerarmos duas impurezas, localizadas em pontos diametralmente opostos do anel,

como rimp1 = (0, Rav, zimp1) e rimp2 = (0,−Rav, zimp2), por exemplo, o desequiĺıbrio entre

os braços do anel é reduzido, e o peŕıodo original das oscilações AB é recuperado, como

mostrado na Fig 31 (b), até mesmo para zimp1 6= zimp2 (vermelha, tracejada). A amplitude
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Figura 30: Probabilidade de transmissão como função do campo magnético para pacotes
de onda com energia (a) ε2 e (b) ε3 na primeira subbanda (k

(1)
3 ), considerando anéis

quânticos com conexões canal-anel suaves Rs = 300 Å , para vários valores de profundi-
dade VG do potencial Gaussiano: 0 (preta, sólida), 10 (vermelha, tracejada), 20 (azul,
pontilhada), 30 (verde, tracejada-pontilhada) e 40 V (amarela, tracejada-pontilhada-
pontilhada). As últimas quatro curvas foram deslocadas de maneira a ajudar a visu-
alização dos resultados e o tamanho do deslocamento está indicado no topo de cada
curva.

das oscilações também é praticamente recuperada se zimp1 = zimp2, até mesmo quando as

impurezas estão muito perto do plano do anel, como pode ser observado se compararmos

os resultados para zimp1 = zimp2 = 1 Å (preta, sólida) com os obtidos para ε2 em um sis-

tema com conexões suaves na ausência de impurezas (ver Fig 25 (b), vermelha-tracejada).

Algo similar a esta recuperação de oscilações AB quando duas impurezas são localizadas

em pontos diametralmente opostos de um anel quântico já havia sido observado recente-

mente por Farias et al. [20] nas oscilações AB no espectro de energias de um elétron em

um sistema de anel quântico sem canais de entrada e sáıda: para uma impureza, o efeito

AB no espectro de energia é reduzido, enquanto para duas impurezas, simetricamente
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localizadas no anel, as oscilações de energia são observadas novamente.
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Figura 31: Probabilidades de transmissão para um pacote de onda com energia ε2, como
funções do campo magnético, considerando-se conexões suaves entre os canais e o anel,
na presença de (a) uma impureza, localizada a três distâncias diferentes zimp1 do plano
do anel: 1 Å (preta, sólida), 100 Å (vermelha, tracejada) e 400 Å (azul, pontilhada) , e
(b) duas impurezas, considerando-se distâncias zimp1 = 1 Å e zimp2 = 1 Å (preta, sólida)
ou zimp2 = 100 Å (vermelha, tracejada).

3.4 Influência da rugosidade sobre as oscilações Aharonov-

Bohm da energia

A maioria dos trabalhos experimentais sobre anéis quânticos semicondutores na lit-

eratura tem demonstrado que estas estruturas têm superf́ıcies rugosas, ao invés de uma

forma circular perfeita [136, 137]. O objetivo desta Seção está em mostrar até que ponto a

rugosidade da superf́ıcie pode influenciar as energias de confinamento do elétron em anéis

quânticos GaAs/AlGaAs sem canais de injeção, na presença de um campo magnético apli-

cado paralelamente ao eixo central do anel. Propomos um modelo bem simples para se



3.4 Influência da rugosidade sobre as oscilações Aharonov-Bohm da energia 105

descrever a rugosidade, onde os raios interno e externo do anel são definidos como funções

dependentes da coordenada angular. Os autoestados deste sistema são então encontra-

dos pelo método split-operator, como descrevemos no Caṕıtulo 2, evoluindo-se no tempo

imaginário uma função de onda inicial arbitrária.

(d)(c)

(b)(a)

Figura 32: Perfis de potencial para (a) um anel ideal e para anéis com rugosidade nas
superf́ıcies (b) interna, (c) externa, e em (d) ambas as superf́ıcies, considerando-se Ri =
140 Å , Re = 240 Å , Γ = 2 Å e Lc = 10 Å .

Como na Seção anterior, o anel é limitado pelos seus raios interno e externo, definidos

como Ri e Ro, respectivamente. No modelo de rugosidade que propomos aqui, o raio

interno (externo) do anel depende da variável angular θ como:

Ri(o)(θ) = 2Γ

√
LC

Ri(o)

∑

n>0

e(nLC/2Ri(o))
2

cos(nθ + ϕn) +Ri(o) (3.8)

onde Γ representa a amplitude de rugosidade, Ri(o) é o raio médio interno (externo), LC

é o comprimento de correlação e φn é uma fase aleatória. O potencial de confinamento é

então definido como

V (x, y) =

{
0

Ve

if Ri ≤
√
x2 + y2 ≤ Re

otherwise
(3.9)
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onde Ve é o band-offset da banda de condução. Aplicamos este modelo para um anel

GaAs/Al0.3Ga0.7As, onde Ve = 262 meV e a massa efetiva do elétron é m∗/m0 = 0.067.

[138]
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Figura 33: (a) Espectro de energia do elétron e (b) energias de transição do estado funda-
mental (sólida) para o primeiro (tracejada), segundo (pontilhada) e terceiro (tracejada-
pontilhada) estado exitado, como função do campo magnético para um anel de superf́ıcies
ideais, considerando-se Ri = 140 Å e Ro = 240.

A Fig. 32 mostra os perfis de potencial para os quatro casos de anel quântico anal-

isados nesta Seção: (a) um anel com superf́ıcie ideal, isto é, sem rugosidades, e anéis com

rugosidades nas superf́ıcies (b) interna, (c) externa, e (d) em ambas as superf́ıcies. Con-

sideramos os valores Ri = 140 Å e Ro = 240 Å , para os raios médios interno e externo,

respectivamente, e os parâmetros da superf́ıcie rugosa são Γ = 2 Å e Lc = 5 Å .

O (a) espectro de energia e (b) as energias de transição do elétron, como função do

campo magnético para um anel de superf́ıcies ideais (ver Fig. 32(a)), são mostradas na

Fig. 33. Este caso pode ser aproximado pelo modelo de anel ideal descrito no Caṕıtulo

1 desta tese, onde demonstramos que existem oscilações e degenerescências no espectro

de energia devido a trocas de momento angular, o que também é chamado de efeito
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Figura 34: Espectro de energia do elétron como função do campo magnético em um
anel quântico com rugosidade nas superf́ıcies (a) interna, (b) externa e (c) em ambas as
superf́ıcies, considerando-se Lc = 5 Å , para Γ = 2 Å (sólida) e Γ = 10 Å (pontilhada).

Aharonov-Bohm. De fato, observam-se claramente as oscilações AB de energia à medida

que o campo magnético aumenta, assim como a degenerescência nos pontos de transição

de momento angular.

O espectro de energia como função do campo magnético em anéis quânticos com

superf́ıcies (a) interna, (b) externa e (c) ambas rugosas foram calculados para dois con-

juntos diferentes de parâmetros de rugosidade: a Fig. 34 apresenta os resultados obtidos

considerando-se Lc = 5 Å , para Γ = 2 Å (sólida) e Γ = 10 Å (pontilhada), enquanto a

Fig. 35 mostra os resultados quando consideramos Lc = 20 Å , para Γ = 2 Å (sólida) e

Γ = 10 Å (pontilhada). Na presença de superf́ıcies rugosas, as oscilações AB tornam-se

mais fracas e as energias de confinamento são deslocadas, especialmente quando ambas

as superf́ıcies são rugosas.

As transições de energia do elétron do estado fundamental para o primeiro (E 1-E 0) e

segundo (E 2-E 0) estado excitado, como função do campo magnético, em anéis quânticos

com superf́ıcies interna (tracejada), externa (pontilhada) e ambas as superf́ıcies (sólida)

rugosas estão mostradas na Fig. 36, considerando-se (a) Lc = 5 Å , com Γ = 2 Å , e

(b) Lc = 5 Å , com Γ = 10 Å . Podemos observar que a existência de superf́ıcies rugosas
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Figura 35: Espectro de energia do elétron como função do campo magnético em um anel
com rugosidade nas superf́ıcies (a) interna, (b) externa e (c) em ambas as superf́ıcies,
considerando-se Lc = 20 Å , para Γ = 2 Å (sólida) e Γ = 10 Å (pontilhada).

levanta as degenerescências nos pontos de transição de momento angular, e este efeito se

torna mais forte quando a amplitude Γ é maior. Apesar do desvio da energia devido à

presença da rugosidade em ambas as superf́ıcies do anel ser máxima (ver Fig. 34(c) e

35(c)), as energias de transição neste caso são menores que as encontradas para anéis com

rugosidade em apenas uma das superf́ıcies, interna ou externa.

3.5 Efeitos Zeeman e spin-órbita em pontos quânticos

Aplicamos o formalismo split-operator no estudo de um ponto quântico plano com

simetria circular, na presença de campos magnéticos. O potencial de confinamento con-

siderado consiste de um degrau na direção radial, de forma que V (x, y) = 0 na região em

que R2 > x2 + y2 e V (x, y) = Ve fora dessa região, onde R é o raio do ponto e Ve é o

band-offset da banda de condução.

Chamaremos H0 o Hamiltoniano que descreve o confinamento do elétron nestes pontos

quânticos, considerando-se um campo magnético
−→
B = Bẑ, descrito por um potencial vetor

no gauge simétrico,
−→
A = (−By/2, Bx/2, 0), na ausência de efeitos Zeeman e spin-órbita.
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Figura 36: Energias de transição do estado fundamental para o primeiro e segundo estados
excitados, como função do campo magnético no anel com rugosidade nas superf́ıcies in-
terna (pontilhada), externa (tracejada) e em ambas as superf́ıcies (sólida), considerando-se
Lc = 5 Å , para (a) Γ = 2 Å e (b) Γ = 10 Å .

O Hamiltoniano do efeito Zeeman é dado por

HZ =
1

2
gµBσz, (3.10)

enquanto os Hamiltonianos de Dresselhaus e Rashba são

HD =
αD

~

[
−
(
px +

eBy

2

)
σx +

(
py −

eBx

2

)
σy

]
(3.11)

e

HR =
αR

~

[(
py −

eBx

2

)
σx −

(
px +

eBy

2

)
σy

]
(3.12)

respectivamente, de modo que o Hamiltoniano do sistema é dado por H = H0 + HZ +

HD +HR.

Usamos agora a técnica split-operator com spin que desenvolvemos no Caṕıtulo 2 para

separar os termos spin-órbita e Zeeman, de modo que o operador evolução temporal se
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torna

e[−
i∆t

~
H] = e[−

i∆t
2~

(HD+HR+HZ)]e[−
i∆t

~
H0]e[−

i∆t
2~

(HD+HR+HZ )]. (3.13)

Podemos reescrever HD + HR + HZ em termos de produtos escalares entre vetores e

matrizes de Pauli:

HD +HR +HZ =
αD

~

[
−
(
px +

eBy

2

)
σx +

(
py −

eBx

2

)
σy

]

+
αR

~

[(
py −

eBx

2

)
σx −

(
px +

eBy

2

)
σy

]
+

1

2
gµBσz =

(αRky − αDkx)σx + (αDky − αRkx)σy

−eB
2~

(αRx+ αDy)σx −
eB

2~
(αRy + αDx)σy +

1

2
gµBσz. (3.14)

Podemos reescrever agora

e[−
i∆t
2~

(HD+HR+HZ )] = exp[−i (−→v1 · −→σ + −→v2 · −→σ )], (3.15)

onde os vetores −→v1 e −→v2 são escritos somente no espaço e dos momenta e das posições,

respectivamente, como

−→v1 =
∆t

2~
[(αRky − αDkx), (αDky − αRkx), 0]

e
−→v2 =

∆t

2~

[
−eB

2~
(αRx+ αDy),−eB

2~
(αRy + αDx),

1

2
gµB

]
. (3.16)

Devido à não-comutatividade [−→v1 · −→σ ,−→v2 · −→σ ] 6= 0, usamos a técnica spit-operator mais

uma vez para separar agora as exponenciais de cada um desses vetores, separando as-

sim completamente as exponenciais que envolvem termos no espaço das posições e dos

momenta:

e[−
i∆t
2~

(HD+HR+HZ)] = exp

[
− i

2
−→v2 · −→σ

]
exp [−i−→v1 · −→σ ] exp

[
− i

2
−→v2 · −→σ

]
. (3.17)

Chegamos então, finalmente, numa forma para o operador de evolução temporal que é

compat́ıvel com a da Eq. (2.35), se fizermos
−→
S1 = −→v1 e

−→
S2 = −→v2/2. A evolução temporal

de um pacote de onda |Ψ >t é então, finalmente, encontrada como

|Ψ >t+∆t= e−i
−→
S2·−→σ e−i

−→
S1·−→σ e−i

−→
S2·−→σ e−

i∆t
~

H0e−i
−→
S2·−→σ e−i

−→
S1·−→σ e−i

−→
S2·−→σ |Ψ >t (3.18)

onde podemos trocar as exponenciais por matrizes, seguindo a Eq. (2.35), chegando a

|Ψ >t+∆t= M2 ·M1 ·M2 e−
i∆t

~
H0 M2 ·M1 ·M2|Ψ >t . (3.19)
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Em resumo, a evolução temporal de um pacote de onda em um sistema que consiste

de um ponto quântico com efeitos Zeeman e spin-órbita pode ser dada simplesmente

pelas multiplicações matriciais da Eq. (3.19), tomando-se o cuidado de fazer sempre uma

transformada direta (inversa) de Fourier antes (depois) de multiplicar as matrizes M1, já

que estas estão escritas no espaço dos momenta.

Como um caso teste, iniciamos analizando apenas a influência do efeito Zeeman (isto

é, αR = αD = 0) sobre os autoestados e sobre o spin de um elétron em um ponto quântico

de raio R = 100 Å na presença de um campo magnético perpendicular ao plano do

ponto, na direção z. As energias dos quatro primeiros autoestados deste sistema estão

mostradas na Fig. 37, onde vemos que a separação entre os pares de estados E1 − E2 e

E3 −E4 depende do campo magnético B segundo a relação ∆En−m = gµB, um resultado

já conhecido para o efeito Zeeman.
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Figura 37: Energias dos quatro primeiro autoestados de um ponto quântico plano circular
de raio R = 100 Å , como função do campo magnético aplicado perpendicularmente ao
plano.

Estudaremos agora a evolução em tempo real da componente z do spin de um elétron

que começa com σz = 1 (preta) ou -1 (vermelha) neste sistema. Se o campo magnético for

aplicado na direção z, como fizemos anteriormente, estes estados de spin são autoestados

do sistema, o que significa que a componente z do spin do elétron permanecerá o mesmo

durante toda a evolução. Porém, se considerarmos um campo magnético no plano, na

direção x, não estaremos considerando como função de onda inicial um autoestado do

sistema, uma vez que o Hamiltoniano que descreve o efeito Zeeman nesse caso leva a
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HZ = gµBσx/2, de maneira que, na base |+ > e |− >, os autoestados de σx são

|1 >=
1√
2

(|+ > +|− >), |2 >=
1√
2

(|+ > −|− >). (3.20)

Sendo assim, um estado puramente ”up” ou ”down”, seria escrito na base dos autoestados

de σx como

|+ >=
1√
2

(e−iE1t/~|1 > +e−iE2t/~|2 >), |− >=
1√
2

(e−iE1t/~|1 > −e−iE2t/~|2 >),

(3.21)

respectivamente, podendo ser facilmente reescrito como

|± >=
1√
2

(|1 > ±e−i(E2−E1)t/~|2 >). (3.22)

A evolução em tempo real da componente z do spin neste sistema, com o campo

magnético B = 1 T aplicado paralelamente ao plano do ponto, está mostrada na Fig. 38.

Podemos observar claramente um comportamento oscilatório, de peŕıodo T = 3626 fs,

nesta componente do spin.
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Figura 38: Componente z de spin como função do tempo em um ponto quântico sob
um campo magnético aplicado paralelamente ao plano do ponto, considerando-se apenas
efeito Zeeman, para funções inicialmente com spin ”up” (preta) ou ”down” (vermelha)

Note que a exponencial na Eq. (3.22) é um termo que oscila periodicamente no tempo

entre -1 e +1. Isto é, periodicamente, temos uma soma ou uma subtração entre |1 > e

|2 >, a qual, se comparada com a Eq. (3.21), pode ser identificada facilmente como

os estados ”up” ou ”down”, respectivamente. Em resumo, esta análise explica porque

foram encontradas oscilações periódicas na evolução temporal da componente z do spin
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do elétron na Fig. Mais ainda: a análise que fizemos mostra que o peŕıodo dessa oscilação

deve ser dado por T = 2π~/(E2 − E1); se substituirmos E2 − E1 = gµB, obteremos

T = 3626 fs, que é exatamente o peŕıodo que encontramos na Fig. a partir do método

split-operator com spin, mostrando que nosso método traz resultados em bom acordo com

as previsões anaĺıticas.

Em resumo, os resultados que obtivemos numericamente com nosso método estão em

bom acordo com as previsões anaĺıticas. Resta-nos agora apenas calcular a influência dos

termos de spin-órbita nestes pontos quânticos, analisando também como este efeito alter-

aria o espectro de energia dos elétrons nestes sistemas como função do campo magnético.
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4 Estruturas baseadas em grafeno

4.1 Espectro de energia em anéis quânticos de grafeno

Iremos agora usar o modelo tight-binding (TB) descrito no Caṕıtulo 1 desta tese para

calcular o espectro de energia de anéis quânticos de grafeno com diferentes geometrias

e tipos de borda. Iremos também discutir as principais caracteŕısticas qualitativas do

espectro obtido em termos da aproximação do cont́ınuo (ou de Dirac), onde propomos um

modelo simplificado [139] para a descrição de anéis de grafeno. Os resultados dos cálculos

TB mostram que o espectro de energia destes sistemas depende fortemente dos detalhes

estruturais das bordas, o que torna dif́ıcil encontrar soluções anaĺıticas para os estados

de energia nestes sistemas dentro do modelo cont́ınuo. Mesmo assim, sob condições es-

pećıficas, pode-se ainda usar o modelo simplificado proposto para se obter analiticamente

as principais caracteŕısticas qualitativas do espectro de energia de anéis armchair, ou usar

a solução anaĺıtica proposta na Ref. [54] para observar algumas caracteŕısticas exibidas

pelo espectro de energia obtido através do modelo TB para um anel quântico formado

por um termo de massa, como discutiremos a seguir.

Escrevendo o Hamiltoniano HTB numa forma matricial (ver Cap. 2), diagonalizamos

a matriz resultante numericamente, obtendo assim o espectro de energia para as diferentes

geometrias do anel esquematicamente mostradas na Fig. 39: anéis hexagonais, com bordas

(a) armchair e (b) zigzag, e (c) anéis circulares, onde cada borda exibe uma mistura de

regiões armchair e zigzag.

Na Fig. 40, os espectros de energia para anéis hexagonais armchair são mostra-

dos como função do fluxo magnético Φ. Estes espectros exibem cruzamentos e anti-

cruzamentos. Os últimos são uma consequência da geometria hexagonal do anel. De fato,

trabalhos anteriores têm mostrado que o espectro de energia de anéis quânticos de grafeno

na forma de triângulos e losangos exibem subbandas de energia triplas e quádruplas, re-
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Figura 39: Esquema dos anéis hexagonais (a) armchair e (b) zigzag, assim como o (c)
anel circular, considerados nesta Seção. As primeiras duas geometrias são caracterizadas
pelo número de anéis de carbono NE(NI) na borda exterior (interior), enquanto a última
é caracterizada pela largura W e raio médio R.

spectivamente, separadas por anti-cruzamentos. [11] Além disso, estes espectros exibem

um gap em torno de E = 0 na ausência de campos magnéticos, mas estados E = 0 são

encontrados para valores espećıficos de fluxo magnético, os quais são quase igualmente

espaçados em fluxo para o anel mais fino na Fig. 40(a). Isto lembra o espectro de en-

ergia de elétrons de Schrödinger confinados em anéis quânticos sob campos magnéticos

perpendiculares, [20, 21, 86] onde o espectro de energia oscila periodicamente com o fluxo

magnético, devido ao efeito efeito Aharonov-Bohm (AB). Uma análise detalhada deste

fato vai ser feita mais adiante, ainda neste Caṕıtulo. As caracteŕısticas qualitativas obser-

vadas na Fig. 40(a), inclusive o gap em torno de E = 0 na ausência de campos magnéticos,

estão presentes para qualquer espessura do anel. Isto é surpreendente, pois em nano-fitas

armchair, o caráter do sistema oscila entre metálico e isolante à medida que a espessura

muda. [140] Apesar do anel armchair na Fig. 40(a) ser feito simplesmente conectando-

se seis nano-fitas armchair, as carateŕısticas qualitativas das fitas não são diretamente
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Figura 40: Espectro de energia como função do fluxo magnético através de um único
hexágono de carbono para o anel quântico hexagonal armchair mostrado esquematica-
mente na Fig. 1(a), considerando-se duas espessuras do anel: (a) NE = 15, NI = 10 e (b)
NE = 15, NI = 3. Este espectro é simétrico com relação a E = 0.

transfeŕıveis ao caso de anéis quânticos, o que sugere que a geometria do anel e os pontos

de conexão entre as fitas têm um papel crucial nestes sistemas. [141] A influência do

aumento de espessura do anel sobre os estados de energia está mostrado na Fig. 40(b),

onde observamos que o gap entre as subbandas sextuplas torna-se mais largo, comparado

com o caso de espessuras mais finas na Fig. 40(a), mas decresce à medida que o campo

magnético aumenta.

Os espectros de energia de anéis hexagonais zigzag, por outro lado, são fortemente de-

pendentes da espessura do anel, como mostrado na Fig. 41. Dependendo da espessura do

anel, o sistema pode exibir tanto duas subbandas sêxtuplas separadas por um gap em torno

de E = 0, como mostrado na Fig. 41(a), como uma subbanda sêxtupla central em torno

desta energia, como na Fig. 41(b). Uma diferença estrutural determina o comportamento

qualitativo do espectro: o (primeiro) último é obtido quando as bordas zigzag externa e

interna do anel estão (anti) alinhadas, como ilustrado nas inserções. Consquentemente,

os estados de menor energia nos dois casos mostrados são qualitativamente diferentes; por

exemplo, no primeiro caso, o estado fundamental não é degenerado na ausência de campo
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Figura 41: Espectro de nergia como função do fluxo magnético passando por a penas um
hexágono de carbono, para o anel quântico hexagonal mostrado esquematicamente na Fig.
40(b), considerando-se duas espessuras do anel: (a) NE = 15, NI = 10 e (b) NE = 15,
NI = 9. No (primeiro) último caso, as bordas zigzag internas e externas estão (anti-)
alinhadas, como ilustrado nas inserções. O espectro de energia é simétrico com relação a
E = 0.

magnético, enquanto no segundo, ele é duplamente degenerado. Assim, ao contrário do

caso das nano-fitas, para anéis quânticos é a estrutura zigzag, e não a armchair, que exibe

um comportamento oscilatório à medida que a espessura muda. Isto está de acordo com o

fato de que as propriedades eletrônicas de junções de 120◦ entre nano-fitas zigzag também

exibem comportamento oscilatório com o aumento da espessura, enquanto estas junções

feitas com nano-fitas armchair não mostram nenhuma dependência qualitativa com a es-

pessura, [142] o que confirma a idéia de que o espectro de energia de anéis hexagonais de

grafeno é extremamente dependente das propriedades eletrônicas de suas junções entre

nano-fitas, e não das propriedades eletrônicas das próprias nano-fitas.

O espectro de energia para o anel circular ilustrado esquematicamente na Fig. 39(c)

é apresentado na Fig. 42(a) como função do fluxo magnético ΦR = πR2B passando

através do raio médio R = 80 Å . Como não há uma simetria hexagonal, as subbandas

de energia não são mais sêxtuplas, como aquelas discutidas nos casos anteriores, mas elas

são duplas e exibem oscilações AB à medida que o fluxo magnético aumenta, que não
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Figura 42: Espectro de energia como função do fluxo magnético através de um único
hexágono de carbono para (a) o anel circular mostrado esquematicamente na Fig. 39(c),
e (b) para um anél quântico formado por um potencial dependente do śıtio dado pela Eq.
(4.1), com suavidade S = 10 Å e altura M0 = 1 eV. Em ambos os casos, o raio médio do
anel é R = 80 Å e a espessura é 60 Å . O espectro é simétrico com relação a E = 0.

são perfeitamente periódicas em ΦR devido à espessura finita W = 60 Å do sistema. Na

Fig. 42(b), apresentamos os resultados para um tipo diferente de anel quântico circular,

sugerido por artigos anteriores na literatura [54, 143, 144]: consideramos o caso de uma

rede de grafeno não cortada, ao invés daquela cortada em forma de ćırculo ilustrada na

Fig. 39(c), mas com um potencial dependente do śıtio Mi que assume valor zero (M0)

dentro (fora) da região do anel. Para evitar efeitos de borda, consideramos uma transição

suave entre as regiões de potencial zero e M0, de forma que Mi é dado por

Mi(ri) = ±M0[2 + tanh
(
r+
i

)
+ tanh

(
r−i
)
] (4.1)

onde r+
i = (ri −R−W/2)/S e r−i = (−ri +R−W/2)/S, S é a espessura da região suave

e ri =
√
x2

i + y2
j é a posição do i-ésimo śıtio da rede. Os resultados para um potencial de

altura M0 = 1 eV e regiões suaves S = 10 Å são mostrados na Fig. 42(b), para um anel

com o mesmo raio e espessura que na Fig. 42(a). O espectro, neste caso, exibe um gap

de ≈ 170 meV e um estado fundamental degenerado na ausência de campo magnético.

À medida que o campo magnético aumenta, a degenerescência do estado fundamental é
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levantada e as oscilações AB são claramente observadas.

4.1.1 Comparação com o modelo cont́ınuo

No Caṕıtulo 1, demonstramos a equivalência entre os modelos TB e de Dirac para

os estados de menor energia no grafeno. Discutiremos agora sobre como os resultados

obtidos pelo método TB para anéis quânticos de grafeno se comparam aos resultados

obtidos através da equação de Dirac para o modelo cont́ınuo. Vamos primeiramente

considerar um modelo simplificado para anéis quânticos. Na vizinhança do ponto K (τ

= 1), 1 o Hamiltoniano (1.31) em coordenadas polares é dado por

HD = ~vF




M

~vF
−i
(

Π∗
r + πrB

Φ0

)

−i
(

Πr − πrB
Φ0

)
− M

~vF



 , (4.2)

onde Πr = eiφ
(

∂
∂r

+ i
r

∂
∂φ

)
. Nenhum potencial de confinamento é considerado a priori

na Eq. (4.2), e a constante M é capaz de modelar qualquer posśıvel gap no espectro

de energia. Nós então assumimos que o momento na direção radial aproxima-se de zero

devido ao confinamento quântico no anel e, a partir da definição do operador momentum

na direção radial [145]

pr =
1

2
(pr · r̂ + r̂ · pr) =

∂

∂r
+

1

2R
, (4.3)

onde r̂ é o vetor unitário na direção radial e R é o raio do anel, obtemos ∂/∂r → −1
/

2R

quando p̂r → 0 e r → R. Então, o Hamiltoniano simplificado para o anel quântico de

grafeno é

HD =




M −e−iφ

(
d
dφ

+ iΦR

Φ0
− i

2

)

eiφ
(

d
dφ

+ iΦR

Φ0
+ i

2

)
-M



 , (4.4)

onde ΦR = πR2B é o fluxo magnético através do anel quântico e a energia é dada em

unidades de E0 = ~vF/R.

Note que esta definição de momento radial na Eq. (4.3) resolve um problema antigo

na descrição de elétrons em anéis quânticos unidimensionais. De fato, em 1993, Aronov

e Lyanda-Geller [146] usaram a mesma aproximação, isto é, um elétron confinado em

um anel quântico com momento aproximadamente zero na direção radial, no estudo

de elétrons de Schrödinger em um anel quântico com interação spin-órbita de Rashba,

o qual exibe similaridades com o Hamiltoniano de Dirac para o grafeno. [10] Porém,

por um erro, eles definiram o momento na direção radial como pr = ∂
∂r

, que leva a

1No ponto K ′, substituindo-se ~σ → ~σ∗ (ver, por exemplo, Ref. [10]), obtém-se o mesmo espectro de
energia, mas para l → l + 1.
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∂
∂r

→ 0 quando o momento radial se aproxima de zero. Devido a essa definição errada,

eles acabaram encontrando um Hamiltoniano não-Hermitiano para este sistema. A não-

Hermiticidade deste Hamiltoniano foi eliminada artificialmente em artigos subsequentes,

[147, 148] assumindo-se um termo adicional −1
/

2R nas sub-diagonais do Hamiltoniano.

Uma explicação f́ısica para este termo foi dada apenas dez anos depois por Meijer et al.

[149], onde os autores separaram o Hamiltoniano em duas partes, uma para confinamento

radial e outra para a interação Rashba, e usaram as autofunções da parte radial para

demonstrar que o valor médio da primeira derivada na direção radial no Hamiltoniano

de Rashba é 〈∂/∂r〉 = −1
/

2R. Porém, esta não é a maneira mais geral de explicar este

termo: esta explicação não se aplica ao Hamiltoniano do anel (4.2), uma vez que neste

caso não podemos separar o Hamiltoniano e obter um termo de confinamento radial sep-

aradamente. Usando-se a Eq. (4.3), por outro lado, obtém-se o resultado encontrado por

Meijer et al. de uma forma mais natural, mostrando que a identidade 〈∂/∂r〉 = −1
/

2R

é na verdade uma consequência do momento radial nulo. Nossa derivação do Hamilto-

niano do anel de grafeno nas Eqs. (4.2-4.4) mostra que se simplesmente definirmos o

momento radial de maneira apropriada, a expressão correta para as derivadas radiais e,

consequentemente, a forma Hermitiana do Hamiltoniano, vão aparecer naturalmente da

derivação. É fácil ver que o mesmo ocorre na derivação do Hamiltoniano da interação de

Rashba para anéis quânticos semicondutores.

Os autoestados do Hamiltonian (4.4) são encontrados como Ψl = [ARe
ilφ, iBRe

i(l+1)φ]T ,

com energias dadas por

E = ±
√(

l +
ΦR

Φ0
+ 1

)(
l +

ΦR

Φ0

)
+

1

4
+M2, (4.5)

onde l é ı́ndice de momento angular.

Dentre as estruturas de anéis quânticos discutidas até este ponto, o anel armchair é o

melhor candidato a exibir as caracteŕısticas preditas pelo modelo simplificado, pois estas

estruturas não apresentam estados de borda, isto é, a densidade eletrônica é máxima

nos centros dos braços do anel, os quais podem ser modelados grosseiramente por um

ćırculo. Nossos resultados mostram que este é realmente o caso: o espectro de energia

dado pela Eq. (4.5) para o anel circular de raio R ≈ 47 Å , ilustrado pela curva vermelha

na Fig. 43(a), é mostrado pelas curvas sólidas na Fig. 43(b), onde as curvas tracejadas são

os resultados obtidos pelo modelo TB model para o anel hexagonal armchair mostrado

na Fig. 43(a). No espectro de energia obtido pelo modelo simplificado para M = 0,

observa-se que: i) o gap de energia atinge um valor máximo E = ~vF/R em ΦR = nΦ0 (n
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Figura 43: (a) Anel quântico armchair hexagonal (pontos pretos) considerado no cálculo
TB, com NE = 15 e NI = 10, junto com o anel unidimensional R ≈ 47Å (curva vermelha)
considerado no modelo simplificado. (b) Espectro de energia obtido através do modelos
simplificado (sólida) e TB (tracejada) como função do fluxo magnético que atravessa o
anel circular vermelho ilustrado em (a). Curvas com cores diferentes representam ı́ndices
de momento angular l diferentes. Os resultados do modelo TB com um termo de massa
de fundo M = 0.5E0 são também comparados com aqueles do modelo simplificado para
este caso.

inteiro) e ii) o sistema não possui gap para ΦR = (n + 1/2)Φ0. Os resultados do modelo

TB exibem praticamente as mesmas caracteŕısticas, apesar de um acordo melhor com o

modelo simplificado ser observado para energias e campos magnéticos menores, onde os

efeitos devido à curvatura das bandas de energia e devido ao tamanho finito da amostra

são menos importantes. Nós também consideramos o caso de um anel depositado sobre

um substrato que proporciona um potencial de fundo relacionado à massa M = 0.5E0.

Note que isto não é o mesmo mostrado na Fig. 42(b), já que neste caso temos uma massa

constante M , ao invés do potencial dependente do tempo Mi(ri) da Eq. (4.1). O modelo

simplificado (sólida) então prevê que um termo de massa como este é responsável pela
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abertura de um gap mı́nimo E0 no espectro de energia em ΦR = (n+1/2)Φ0. Esta previsão

é confirmada pelos resultados do modelo TB (tracejada) para um potencial dependente

do śıtio como este.

Como discutido anteriormente, o espectro de energia dos anéis quânticos hexagonais

zigzag com bordas alinhadas e anti-alinhadas são qualitativamente diferentes. Fica claro

que ambos espectros não podem ser obtidos por nosso modelo simplificado. Mesmo assim,

podemos ainda estimar o peŕıodo das oscilações AB da energia observados na Fig. 41 por

ΦR = nΦ0, usando um valor razoável do raio do anel, que no caso da Fig. 41 é ≈ 29

Å . Como o espectro de energia para o caso anti-alinhado, mostrado na Fig. 41(a), exibe

um gap em torno de E = 0, poderia-se esperar que introduzindo-se M 6= 0 na Eq. (4.5)

levaria a um espectro de energia correto. Apesar dos estados de menor energia deste

espectro lembrarem qualitativamente aqueles aqueles da Fig. 42(b) para M = 0.5E0, as

oscilações AB encontradas pelo modelo simplificado exibem uma diferença de fase π em

comparação com os resultados da Fig. 41(a), de forma que o estado fundamental para

ΦR = 0 na Fig. 42(b) (Fig. 41(a)) é duplamente (não-) degenerado.

A vantagem de se ter um modelo simplificado para o anel quântico de grafeno é

óbvia: com este modelo, podemos prever o comportamento destes anéis em alguns ca-

sos onde uma descrição numérica seria computacionalmente inviável, por exemplo, se

considerarmos anéis com raios muito grandes. A Fig. 44 mostra a influência do raio

do anel sobre o espectro de energia dado pela Eq. (4.5) para um anel quântico de

grafeno no modelo simplificado, considerando-se um termo de massa M = 50 meV. Na

ausência de campos magnéticos, as energias são dadas por E =
√

(l + 1/2)2 +M2, de

forma que, deixando expĺıcita a unidade de energia E0, os ramos de energia têm uma de-

pendência 1/R e se aproximam de E → ±M para raios muito grandes. Para um campo

magnético não-nulo B = 3 T, os painéis da direita mostram que os ramos têm aproxi-

madamente uma dependência linear no raio do anel para R grande, particularmente temos

E ≈
√

(vF eBR/2)2 + (2l + 1)~2v2
FπB/Φ0 +M2.

Os autoestados do Hamiltoniano simplificado são também autoestados do operador

de momento angular total Jz, dado pela soma entre o momento angular orbital Lz e

um termo que descreve o pseudo-spin Sz = (1/2)σz, de forma que Jz = Lz + ~Sz. Os

valores esperados destes operadores para o estado fundamental estão mostrados como

função do campo magnético na Fig. 45(b) para ambos os vales K (tracejada) e K ′

(tracejada-pontilhada). Note que para o vale K, 〈Lz〉 ≈ l~ e 〈Sz〉 ≈ ~/2, enquanto no

vale K ′, 〈Lz〉 ≈ (l+ 1)~ e 〈Sz〉 ≈ −~/2. Assim, para ambos os vales K e K ′, o momento
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como função do raio R do anel, para campos magnéticos (a) B0=0 T e (b) B0 = 3 T,
considerando-se um termo de massa M =50 meV.

angular total é aproximadamente quantizado como 〈Jz〉 ≈ (l+1/2)~ e em média seu valor

decresce linearmente com o campo magnético. A densidade de corrente angular para um

anel quântico ideal em grafeno pode ser calculada através do valor médio do operador de

corrente ~j = vF [Ψ†~σΨ] na direção angular, o que leva a

j =
4vF (m+ 1/2 + Φ/Φ0)

E2 −M2
. (4.6)

Note que as contribuições dos vales K (ver jK , na Fig. 46(a)) e K ′ (ver jK ′, na Fig. 46(b))

são as mesmas e eles oscilam em fase em torno de zero. A corrente persistente possui

uma forma indentada, com um comportamento similar àquele obtido pelas oscilações

Aharonov-Bohm comuns em anéis quânticos metálicos ou semicondutores.

Finalmente, discutiremos agora o modelo de Dirac para um anel de grafeno de espes-

sura finita. Neste caso, devemos considerar a condição de contorno apropriada para descr-

ever as bordas zigzag e armchair corretamente. [150] Devido à geometria e às condições de

contorno complicadas involvidas no caso de anéis hextagonais zigzag e armchair (ver Figs.

39(a) e (b)), a equação de Dirac para estes casos não permite solução anaĺıtica. No caso

circular mostrado na Fig. 39(c), apesar da simetria circular fornecer uma maneira fácil de

se estudar o problema por uma equação unidimensional (radial), as condições de contorno

ainda são muito complicadas para um tratamento anaĺıtico deste sistema, já que elas mis-

turam bordas de ambos os tipos, zigzag e armchair. Assim, para comparar os resultados

da equação de Dirac com aqueles do modelo TB para sistemas de largura finita, deve-se

resolver a equação Dirac para estas estruturas numericamente, o que deixaremos para
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Figura 45: (a) Ńıveis de energia do anel quântico ideal de grafeno como função do campo
magnético externo, considerando-se M = 2E0 e R = 50 nm. A curva preta representa o
estado fundamental. (b) Valor esperado de 〈Lz〉/~ para o estado fundamental como função
do campo magnético para ambos os vales K (preta, tracejada) e K ′ (preta, tracejada-
pontilhada). Os valores esperados de 〈Sz〉/~ para o vale K (K ′) são mostrados na inserção
superior (inferior) da figura. A curva azul sólida representa o valor esperado de 〈Jz〉, que
é o mesmo para ambos os vales.

trabalhos futuros. Por outro lado, Recher et al. [54] demonstraram que no caso de um

anel circular, quando o confinamento é feito através de um gap aberto nas regiões externas

devido a um termo de massa infinita, uma solução anaĺıtica é posśıvel. Esta solução foi

repetida por artigos subsequentes, [143, 144] onde foi mostrado que a energia do estado

fundamental oscila periodicamente com o fluxo magnético e que este estado é degenerado

na ausência de campos magnéticos. Como a solução e estes resultados anaĺıticos já foram

discutidos anteriormente nas Refs. [54, 143, 144], não iremos repeti-los aqui. Mesmo

assim, podemos comentar que as caracteŕısticas do espectro de energia mencionadas são

de fato observadas na Fig. 42(b) para o modelo TB, apesar do espectro de energia ser

ainda um pouco diferente daquele na Fig. 2 da Ref. [54], ou na Fig. 1 das Refs. [143] e

[144], provavelmente devido à suavidade e ao valor finito do termo de massa que consid-

eramos em nosso modelo TB, que são tecnicamente necessários, como mencionamos na

Seção anterior.
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4.2 Evolução temporal de pacotes de onda em grafeno

Iremos agora discutir sobre a evolução temporal de pacotes de onda em grafeno. No

modelo TB, iremos considerar uma rede de 2000×3601 átomos, com bordas armchair

(zigzag) na direção x (y). O parâmetro de hopping e a distância inter-atômica do grafeno

são considerados como τ = −2.7 eV e a = 1.42 Å , respectivamente. Já no modelo

cont́ınuo, utilizaremos o Hamiltoniano HD dado pela Eq. (1.31), onde ~vF = 3τa/2 =

5, 751 eVÅ .

Como pacote de onda inicial, consideramos uma Gaussiana com centro em ~r0 = (x0, y0)

no espaço real e ~q = (q0
x, q

0
y) no espaço rećıproco:

Ψq(~r) = N

(
c1

c2

)
exp

[
−(x− x0)2 + (y − y0)

2

2d2
+ i~q · ~r

]
, (4.7)

onde N é o fator de normalização e d é um parâmetro que controla a largura da Gaus-

siana. Note que inclúımos um pseudo-spinor [c1, c2]T no pacote de onda inicial, onde c1(2)

representa a probabilidade de se econtrar o elétron na sub-rede A(B) do grafeno. Pode-

mos também reescrever o pseudo-spinor como [1, eiθ]T , onde o ângulo de polarização do

pseudo-spin θ está mostrado explicitamente. No modelo TB, consideramos o pacote de

onda inicial como uma forma discreta da distribuição Gaussiana da Eq. (4.7) para a rede
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hexagonal do grafeno, onde multiplicamos a função Gaussiana por c1(2) nos śıtios perten-

centes à sub-rede triangular A(B). O pseudo-spin é um conceito normalmente atribuido

apenas à descreição de Dirac no grafeno. De fato, o pseudo-spin da função de onda no

modelo de Dirac está relacionado com o valor esperado das matrizes de Pauli 〈σi〉, o

que pode envolver integrais do produto entre funções de onda para as sub-redes A e B.

Esta definição falha para funções de onda no modelo TB, uma vez que neste caso estas

sub-redes definem pontos diferentes do espaço na rede hexagonal, de forma que qualquer

integral que misture funções de ambas as sub-redes resulta em zero. Mesmo assim, o

estudo do pseudo-spin do modelo de Dirac relativo ao pacote de onda inicial discreto do

modelo TB ajuda a entender a dinâmica observada através do último, como veremos a

seguir.

4.2.1 Polarização inicial do pseudo-spin e zitterbewegung

Faremos agora uma discussão sobre a evolução temporal de um pacote de onda em

um sistema na ausência de campos magnéticos e/ou potenciais externos, isto é, para

V (x, y) ≡ 0, ~B = 0 e M = 0. No modelo de Dirac, um estudo parecido com este já foi feito

por Maksimova et al. [151], onde a evolução temporal de um pacote de onda Gaussiano em

uma monocamada de grafeno foi calculada analiticamente através de funções de Green.

Os resultados obtidos pelos métodos descrito nesta Tese estão em bom acordo com os

encontrados analiticamente. Isto não é grande novidade no caso do modelo de Dirac, pois

para V (x, y) ≡ 0, ~B = 0 e M = 0, já demonstramos que a Eq. (2.39) é solução exata para

a evolução temporal, tal qual a solução dada na Ref. [151]. A novidade que trazemos

nesta Seção é a comparação destes resultados com aqueles obtidos pelo modelo TB, onde

mostramos as principais diferenças e as condições necessárias para que os modelos possam

ser comparados.

As principais caracteŕısticas que encontramos na evolução temporal e que podem ser

comparadas com as do artigo citado são: i) devido à dispersão, a função de onda inicial,

que começa com simetria circular, adquire a forma de um arco com o passar do tempo;

ii) um movimento trêmulo (conhecido como zitterbewegung, em alemão) da função de

onda pode ser observado quando analisamos o valor médio da posição do elétron - este

comportamento da função de onda depende fortemente da polarização do pseudospin;

iii) a função de onda se separa em dois pacotes que se propagam em direções opostas

quando consideramos uma função de onda inicial com pseudo-spin polarizado na direção

perpendicular ao plano do grafeno, ou seja, 〈σz〉 = 1 e 〈σy〉 = 〈σx〉 = 0. Investigaremos
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Figura 47: (a) Esboço da rede hexagonal do grafeno, feita de duas redes triangulares
superpostas A e B. Os átomos são indexados como {n,m} de acordo com seus ı́ndices de
linha e coluna n e m, respectivamente. (b) Rede rećıproca do grafeno, com pontos de Dirac

K (preto) e K ′ (cinza), onde a área definida pelos vetores rećıprocos ~b1 = (−2π/3a0,
√

3)

e ~b2 = (4π/3a0, 0) representa a primeira zona de Brillouin do grafeno. Os ı́ndices para
cada ponto de Dirac são explicados no texto.

agora situações similares no modelo TB, e mostraremos que resultados análogos podem

ser obtidos por este modelo. Antes de mais nada, faremos algumas definições que facili-

tarão tal comparação: A Fig. 47 mostra (a) como definimos os ı́ndices dos śıtios atômicos

para construir o Hamiltoniano TB na Eq. (2.22) e (b) os seis pontos de Dirac no espaço

rećıproco, os quais indexamos com números de 1 a 6. Note que para encontrar a equação

de Dirac do grafeno no Caṕıtulo 1, tivemos que deslocar a origem do espaço reciproco e

descartar a exponencial de uma fase, de forma que esta equação não é feita para as coor-

denadas verdadeiras (x, y) e (kx, ky), mas sim para coordenadas (x, y) e (kx, ky), as quais

estão rotacionadas e deslocadas, respectivamente, em relação às coordenadas originais,

como demonstraremos em detalhes a seguir.

No modelo TB, temos a liberdade de escolher qualquer vetor de onda para o pacote

de onda inicial. Apesar disso, a partir da Eq. (1.26) e da Fig. 6, fica claro que a

região de interesse é a vizinhança dos pontos de Dirac K e K ′, uma vez que a energia

correspondente aos vetores de onda fora desta região é muito alta. Geralmente, no modelo

TB para cristais bidimensionais, considera-se a mesma distribuição Gaussiana para todos

os śıtios da rede. [152] Isto equivale a escolhermos c1 = c2 = 1 na Eq. (4.7). Figure

48(a) mostra as curvas de ńıvel do módulo quadrado da função de onda propagada a

t = 40 fs para estes valores de ci, considerando um vetor de onda inicial ~q = (0, k0
y) +K,

isto é, na vizinhança do ponto K assinalado como 2 na Fig. 47(b). Como mostrado na

Ref. [151], a dinâmica dos pacotes de onda em torno dos cones de Dirac no grafeno não

depende separadamente do momento k0
y ou da espessura d, mas da grandeza adimensional

k0
yd. Este resultado foi obtido através do modelo de Dirac, isto é, considerando-se que
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Figura 48: (a) Curvas de ńıvel do módulo quadrado da função de onda após uma evolução
temporal de t = 40 fs, para três valores diferentes do parâmetro adimensional k0

yd. (b)
Valor experado da posição e (c) velocidade na direção y como função do tempo. Os resul-
tados obtidos através do modelo TB (de Dirac) são apresentados como curvas (śımbolos),
para k0

yd = 1 (sólida, ćırculos), 2 (tracejada, triângulos) e 4 (pontilhada, quadrados)

até mesmo estados de energia mais alta exibem dispersão linear. Dentro do modelo TB

espera-se que pacotes de onda com o mesmo k0
yd comportem-se de forma parecida apenas

se k0
y não estiver muito longe do cone de Dirac e se d não for muito pequeno, de forma

que o pacote esteja bastante localizado no espaço das energias. Dentro destas condições,

Fig. 48 ilustra a evolução temporal para diferentes valores desta grandeza adimensional:

k0
yd = 1 e 2, com d = 100 Å , e k0

yd = 4, com d = 200 Å . Observamos que a dispersão

do pacote de onda é mais intensa para valores menores de k0
yd, onde ele se distorce em

forma de arco com o passar do tempo. A distorção do pacote de onda na Fig. 48(a) é

claramente o efeito citado como (i) no parágrafo anterior. Para maiores k0
yd, por outro

lado, o pacote de onda mantém uma forma praticamente circular durante um tempo bem

maior.

Como relembramos há pouco, para se obter o Hamiltoniano de Dirac Eq. (1.31),

deslocamos a origem do vetor de onda ~k para um dos seis pontos de Dirac mostrados na
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Figura 49: Velocidades finais para os pacotes de onda Gaussianos da Eq. (4.7), com
pseudo-spin c1 = c2 = 1 e momento ~q = (0, k0

y) +K como função (a) do momento relativo

k0
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k0
y = 0.01 Å −1, 0.02 Å −1 e 0.04 Å −1. Os śımbolos (curvas) são obtidos pelo modelo TB

(de Dirac). Em (b), os resultados do modelo de Dirac para k0
y = 0.02 Å −1 (tracejada) e

0.04 Å −1 (sólida) estão multiplicados por 0.985 e 0.97, respectivamente.

Fig. ??(b). Além disso, a exponencial complexa na Eq. (1.28) de φ = −5π/6 (-π/6) no

ponto K (K ′) indexado como 1 (6) pode ser facilmente interpretada como um operador de

rotação por um ângulo φ, seguindo as definições de operadores e ”geradores”no Caṕıtulo

2. Em outras palavras, devemos também rotacionar os eixos x e y por um ângulo φ que

depende de qual ponto K ou K ′ foi considerado como origem no espaço dos momenta.

Na vizinhança do l-ésimo ponto de Dirac, obtém-se φ = −π/6 + lπ/3, com l = 1 − 6.

Por exemplo, para o ponto K = (0, 4π
/

3
√

3a0), indexado como 2 na Fig. 47(b), o

Hamiltoniano de Dirac na Eq. (1.31) é obtido rotacionando-se os eixos por 90◦, ou seja,

transformando-se as coordenadas como x → −y e y → x. O pseudo-spinor c1 = c2 = 1

representa uma função de onda polarizada na direção x, isto é 〈σx〉 > 0 e 〈σz〉 = 〈σy〉 = 0.

Da representação de Heisenberg, obtemos a velocidade na direção x para o pacote de onda

proposto como sendo
dx

dt
=

1

i~
[x, HD] = vFσx. (4.8)
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Realizando as transformações de coordenadas apropriadas, a velocidade obtida pelo mod-

elo TB para a direção y deve ser consistente com a previsão da aproximação de Dirac,

leia-se, vy = dx/dt = vFσx. Isto sugere que um pacote de onda como este deve se propagar

no sentido positivo da direção y, mas com velocidade não-constante, uma vez que as ma-

trizes de Pauli não comutam entre si, o que leva a [σx, HD] 6= 0. O valor esperado 〈y〉 da

posição em y do pacote é mostrado como função do tempo pelas curvas na Fig. 48(b), para

k0
yd = 1 (sólida), 2 (tracejada) e 4 (pontilhada), onde os resultados obtidos pela equação

de Dirac são apresentados como śımbolos, para comparação. Um comportamento linear

diferente já pode ser observado para cada pacote de onda em tempos maiores, o que im-

plica que eles têm velocidades diferentes, algo que é de certa forma contra-intuitivo, já

que elétrons de baixa energia no grafeno deveriam se propagar sempre com a mesma ve-

locidade de Fermi vF . A Fig. 48(c) mostra a velocidade vy, calculada através da derivada

temporal dos resultados TB para 〈y〉, a qual exibe claras oscilações que se amortecem

ao passar do tempo, convergindo para um valor final vf
y < vF que depende da espessura

d e do vetor de onda k0
y iniciais do pacote de onda. As velocidades obtidas pelo mod-

elo de Dirac são mostradas como śımbolos, onde o mesmo comportamento qualitativo é

observado comparando-se com o modelo TB, apesar de que para maiores valores de mo-

mento e espessura, uma pequena diferença quantitativa é observada, como consequência

da dispersão energia-momento diferente para energias mais altas no espectro.

O comportamento oscilatório da velocidade é uma manifestação do zitterbewegung,

ou seja, do movimento trêmulo do pacote de onda devido à interferência entre estados

de energia positiva e negativa que compõem o pacote de onda inicial. [60, 55] Este é o

efeito citado como (ii) no ińıcio desta Subseção. Ele já é bem conhecido para part́ıculas

relativ́ısticas, que são descritas pela equação de Dirac, e é também esperado para elétrons

em grafeno na vizinhança dos pontos K e K ′, uma vez que eles podem ser descritos

como quasi-part́ıculas que obedecem a equação de Dirac da mesma forma. A velocidade

oscila com peŕıodo mais curto e menor amplitude para valores maiores de k0
yd. A con-

vergência das velocidades demonstra que o zitterbewegung não é um efeito permanente,

mas transiente. [60]

A Fig. 49 mostra a velocidade final após a convergência vf
y como função (a) do mo-

mento k0
y e (b) da espessura d do pacote de onda Gaussiano. Os resultados TB (śımbolos)

são comparáveis àqueles calculados pela Eq. (31) na Ref. [151] (curvas), a qual foi obtida

analiticamente a partir da aproximação de Dirca no limite t → ∞ e é repedida aqui
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Figura 50: (a) Curvas de ńıvel do módulo quadrado da função de onda após uma evolução
temporal de t = 40 fs, para três configurações iniciais de pseudo-spin [c1, c2]

T e momento
~q0: 1) [1, 0]T , k0

x = 0 e k0
yd = 4; 2) [1, i]T , k0

x = 0 e k0
yd = 4; e 3) [1, i]T , k0

xd = 4,
k0

y = 0. (b) Valor esperado de x obtido pelo modelo TB para os pacotes de onda iniciais 1
(sólida), 2 (tracejada) e 3 (pontilhada) como função do tempo. Os resultados obtidos pelo
modelo de Dirac, após a rotação de coordenadas apropriada (ver texto), são mostrados
como ćırculos, triângulos e quadrados, respectivamente. A inserção mostra a trajetória
do pacote de onda obtida pelo modelo TB para o pacote de onda inicial 3.

somente por completeza:
vf

y

vF
= 1 − 1 − e−(k0

yd)2

2(k0
yd)2

. (4.9)

Dentro do modelo de Dirac, observa-se que aumentando d ou k0
y na Eq. (4.9), a velocidade

final cresce monotonicamente e se aproxima de vF , o que é razoável, já que um pacote

mais largo no espaço real leva a uma distribuição mais estreita no espaço dos k, enquanto

um valor mais alto do vetor de onda faz o centro do pacote de onda ficar mais longe de

E = 0. Em ambos os casos, a interferência com estados de energia negativa é reduzida e,

consequentemente, efeitos de zitterbewegung tornam-se menos significantes. Porém, como

a fórmula anaĺıtica da Eq. (4.9) não leva em conta qualquer efeito como a curvatura das

bandas de energia para estados de maior energia ou a deformação trigonal, esta fórmula



4.2 Evolução temporal de pacotes de onda em grafeno 132

não deve gerar resultados precisos para maiores valores de k0
y . De fato, Fig. 49(a) mostra

que uma concordância muito boa entre resultados do TB e da equação de Dirac podem ser

observados apenas para valores pequenos de k0
y , enquanto para k0

y maior, as velocidades

finais obtidas pelo modelo TB são menores que aquelas obtidas pelo modelo de Dirac

e não crescem monotonicamente, mas decrescem vagarosamente para k0
y bastante alto,

como consequência da curvatura das bandas de energia. Por outro lado, na Fig. 49(b)

observamos que variando a espessura do pacote de onda para um momento fixo, um

bom acordo qualitativo com o modelo de Dirac é obtido para quase qualquer valor de d.

As curvas para maiores valores de k0
y (sólida e tracejada) são apenas quantitativamente

diferentes daquelas obtidas pelo modelo TB, e elas são comparáveis aos resultados TB

após a multiplicação por um fator 0.985 (0.970) para k0
y = 0.02 Å −1 (0.04 Å −1). Um

acordo qualitativo pior entre os resultados TB e de Dirac neste caso é observado apenas

para d muito pequeno, onde a largura da Gaussian no espaço das energias, dada por

∆E = vF ~d−1, incorpora altos valores de energia, levando aos desvios em vf
y obtidos pelo

modelo TB quando comparado àqueles do modelo de Dirac.
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Figura 51: (a) Valor esperado da velocidade como função do tempo, para pacotes de onda
com k0

y = k0
x = 0 e pseudo-spinor [1, 1]T (sólida) e [1, i]T (ćırculos) no ponto de Dirac K =

(0, 4π
/

3
√

3a0) (ponto 2 na Fig. 47(b)), e [1, 1]T (triângulos) em K ′ = (2π
/

3a0, 2π
/

3
√

3a0)
(ponto 1 na Fig. 47(b)). As componentes x e y da velocidade no último caso são mostradas
pelas curvas tracejada e pontilhada, respectivamente.

Na Fig. 50(a) nós mostramos as curvas de ńıvel do módulo quadrado da função de
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onda em t = 40 fs para três escolhas diferentes de vetor de onda ~q = (k0
x, k

0
y) + K e

pseudo-spinores iniciais: 1) [1, 0]T , com k0
x = 0 e k0

yd = 4, 2) [1, i]T , com k0
x = 0 e

k0
yd = 4, e 3) [1, i]T , com k0

xd = 4 e k0
y = 0. As curvas (śımbolos) na Fig. 50(b) mostram

o valor esperado 〈x〉 para cada caso, obtido pelo modelo TB (de Dirac). No caso 1

(sólida, ćırculos), o pseudo-spinor aponta para a direção z, de forma que 〈σx〉 = 〈σy〉 e,

consequentemente, a velocidade para ambas as direções do plano deve ser zero. De fato,

o pacote de onda se separa em duas partes iguais e se propaga em direções y opostas,

levando a vy = 0. Na direção x, apesar de haver ainda um pequeno zitterbewegung,

〈x〉 rapidamente converge para uma constante, levando a vx = 0. Este é exatamente

o comportamento observado pela equação de Dirac e citado como (iii) no ińıcio desta

Subseção. No caso 2 (tracejada, triângulos), o pseudo-spinor aponta para a direção y,

mas o momento do pacote de onda nesta direção é zero, de forma que o pacote de onda se

separa em dois na direção y, pois vy = vFσx = 0, mas arrasta-se vagarosamente na direção

−x (ou, equivalentemente, y). No caso 3 (pontilhada, quadrados), ambos o pseudo-spin

e o momento estão na direção y, de forma que o pacote de onda se propaga nesta direção

sem se separar. Esta situação é comparável à da Fig. 48(a), já que em ambos os casos

o pseudo-spin e o momento estão na mesma direção e, como consequência, o pacote de

onda se propaga nesta direção praticamente preservando sua simetria circular. Porém,

no caso 3, o pacote de onda ainda apresenta uma oscilação bem pequena na direção y, e

também se arrasta muito vagarosamente nesta direção, como podemos ver pela trajetória

do pacote de onda no plano x−y para este caso, mostrada na inserção da Fig. 50(b). Esta

oscilação e arraste estão relacionados com as contribuições de estados de maior energia

no pacote de onda: um pacote de onda centralizado em k
(0)
x = 0 e k

(0)
y 6= 0, como na

Fig. 48(a), tem uma distribuição simétrica de momento na direção x mesmo para altas

energias e, consequentemente, não há nenhuma oscilação adicional nesta direção. Por

outro lado, um pacote com centro em k
(0)
x 6= 0 e k

(0)
y = 0, como na Fig. 50(b), não possui

distribuição simétrica de momento na direção y devido à deformação trigonal para altas

energias e, consequentemente, algumas oscilações são observadas nesta direção. Como o

Hamiltoniano de Dirac padrão HD para grafeno não leva em conta a deformação trigonal,

este efeito não é observado no modelo de Dirac.

Tanto no trabalho numérico de Thaller, [55] como no anaĺıtico de Maksimova, [151]

foi demonstrado que no modelo de Dirac, mesmo quando k0
y = k0

x = 0, um movimento do

pacote de onda ainda é observado devido a efeitos de zitterbewegung. As velocidades do

pacote de onda obtidas por nosso modelo TB de grafeno para um momento exatamente

nos pontos K ′ e K, isto é, os pontos 1 e 2 na Fig. 47(a), respectivamente, são mostrados
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na Fig. 51. As velocidades exibem uma oscilação amortecida com o mesmo módulo

dependente do tempo para qualquer pseudo-spin e ponto de Dirac, apesar delas apontarem

em direções diferentes: para [1, 1]T (sólida) e [1, i]T (ćırculos) em K, a velocidade aponta

para as direções y e −x da rede, respectivamente, as quais são exatamente as direções de

polarização destes pseudo-spinores após a rotação φ = π/2 requerida pelo cone K 2. No

cone K ′ 1, o ângulo de rotação é φ = π/6 e, de acordo com isso, a velocidade aponta nesta

direção, como podemos ver pela decomposição da velocidade em suas componentes 〈vx〉
(tracejada) e 〈vy〉 (pontilhada), que obedecem exatamente as relações 〈vx〉 = (

√
3/2)〈v〉

e 〈vy〉 = (1/2)〈v〉. Note que as velocidades convergem exatamente para vF/2, um valor

que pode também ser obtido analiticamente fazendo-se k0
yd→ 0 na Eq. (4.9).

Apesar de já termos expandido um pouco mais os estudos de Maksimova et al. [151] em

um sistema na ausência de massa, campos ou potenciais externos, tudo que fizemos com

a equação de Dirac nesta Subseção poderia ser feito também através da solução anaĺıtica

proposta por eles. A vantagem de se trabalhar com o método split-operator com spins

em problemas de grafeno aparece quando pretendemos estudar sistemas na presença, por

exemplo, de um termo de massa e de potenciais externos. Nestes dois casos, as soluções

anaĺıticas apresentadas por Maksimova et al. não são mais válidas, e torna-se necessária

então uma abordagem numérica. Nas proximas duas Subseções, utilizaremos então a

técnica que desenvolvemos nesta tese para estudar monocamadas de grafeno na presença

de termos de massa e de potenciais externos, respectivamente, dentro da aproximação de

Dirac. Como trataremos apenas da aproximação de Dirac, quando falarmos da energia

E do pacote de onda, subentende-se que na função de onda inicial da Eq. (4.7) teremos

um momento q = k = E/(~vF ), que vem da forma aproximada do espectro de energia do

grafeno para ~q0 próximo de K ou K ′.

4.2.2 Efeito da massa sobre o zitterbewegung

Como temos discutido no decorrer desta tese, a presença de um termo de massa, o

qual pode ser obtido experimentalmente como consequência dos efeitos de um substrato

sobre o grafeno, é responsável pela abertura de um gap na estrutura de bandas. A

abertura do gap e a possibilidade de se confinar elétrons em grafeno manipulando-se

o substrato fez com que este efeito fosse bastante estudado recentemente. Por outro

lado, existe uma outra consequência deste termo de massa, à qual não tem-se dado a

devida importância: um termo como este entra no Hamiltoniano de Dirac como Mσz ,

ou seja, ele adiciona uma matriz de Pauli ao Hamiltoniano. Como demonstramos na
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Subseção anterior, o zitterbewegung é consequência direta da não-comutatividade entre o

Hamiltoniano e as matrizes de Pauli, de forma que a velocidade na direção y, dada por

vy = i/~[y,HD] = vFσy oscila no tempo devido a [σy, HD] 6= 0. Como há um termo σz

a mais no Hamiltoniano, espera-se que vy agora oscile de forma diferente, uma vez que

[σy, σz] 6= 0. Isto é de fato observado na Fig. 52, que mostra o valor esperado da velocidade

vy para um pacote com energia E = 100 meV e largura d = 200 Å no modelo de Dirac,

na presença de um termo de massa M(x, y) ≡ M0. Como podemos verificar no exemplo

para M0 = 0 mostrado na inserção, a velocidade vy/vF (curva) é realmente idêntica ao

valor esperado de σy (śımbolos). Ao aumentarmos o valor de M0, tornamos o termo em

σz do Hamiltoniano de Dirac mais significativo, de forma que a amplitude das oscilações

em σy e, consequentemente, na velocidade vy, torna-se maior. Com isso, demonstramos

que o substrato no grafeno pode ser utilizado não só para abrir um gap na estrutura de

bandas, mas também como uma ferramenta para intensificar o zitterbewegung, facilitando

sua visualização experimental.
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Figura 52: Valor esperado da velocidade na direção y como função do tempo, para difer-
entes valores do potencial relacionado à massa M0 = 0 (sólida), 10 (tracejada), 50 (pon-
tilhada) e 100 meV (tracejada-pontilhada). O pacote de onda inicial tem energia média

E = 100 meV e largura d = 200 Å . A inserção mostra as velocidades obtidas por d〈y〉
dt

(curva) e 〈σy〉 (śımbolos) para o caso M0 = 0.

Isso nos traz à discussão sobre a possibilidade de se usar uma barreira de massa para

simular as bordas de uma folha de grafeno. Na Ref. [53], por exemplo, considerou-se
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uma barreira de massa de forma circular para a simulação de um ponto quântico de

grafeno, onde conseguiu-se descrever qualitativamente alguns resultados experimentais.

Com efeito, o elétron não deve poder atravessar a borda da folha de grafeno e, por isso,

podemos pensar a borda do sistema como uma região de gap infinito. Dessa forma,

podeŕıamos ingenuamente pensar que simplesmente considerando-se uma região de massa

infinita, a qual gera um gap infinito, podemos descrever fielmente o espalhamento de

um pacote de onda que atinge a borda de uma folha de grafeno. Isto porém é errado,

pois o termo de massa não só abre o gap como também influi no zitterbewegung, como

acabamos de demonstrar. Consideremos como exemplo o espalhamento de um pacote
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Figura 53: Valor esperado da posição em x e y como função do tempo para um pacote de
onda com energia E = 100 meV e largura d = 100 Å sendo espalhado por uma barreira de
massa cujo gap resultante é M0 = 300 meV. A barreira é suave, possuindo uma interface
linear de largura ws.

de onda E = 100 meV e d = 100 Å por uma barreira de massa na direção y, a qual

assumimos ser suave, de forma que o potencial cresce linearmente de M = 0 a M = 300

meV num intervalo 0 < y < ws. Escolhemos a altura da barreira de massa baseando-nos

no gap encontrado para o grafeno experimentalmente devido a um substrato de SiC. [45]

A Fig. 53 mostra os valores esperados 〈y〉 e 〈x〉 deste pacote como função do tempo para
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vários valores da largura ws da interface. A posição y do pacote passa a diminuir após o

pacote de onda ser refletido pela barreira, devido ao gap aberto pela massa. Obviamente,

para interfaces maiores, o pacote penetra mais na região da barreira (y > 0) e demora mais

para ser refletido. O pacote de onda estudado não deve apresentar nenhuma oscilação

na direção x devido ao zitterbewegung, pois escolhemos o momento e a polarização do

pseudo-spin na direção y. De fato, de ińıcio, 〈x〉 permanece próximo de zero. Porém,

quando o pacote de onda atinge a região M 6= 0, isto é, quando o pacote começa a ser

refletido, a posição em x do pacote passa a variar devido ao zitterbewegung, induzido

pelo termo adicional Mσz do Hamiltoniano nesta região. Quanto mais suave a barreira,

menos significante é esta oscilação em x, mas ela permanece bastante viśıvel até mesmo

para ws = 300 Å . O mais curioso é o fato de que após a reflexão e a sáıda do pacote

de onda da região de massa não-nula, ele continua se propagando na direção x, o que

não deveria ocorrer se não houvesse tal barreira. Isso nos dá mais uma sugestão para

detecção experimental (indireta) do zitterbewegung : um pacote que inicialmente deveria

se propagar sempre no eixo x = 0 pode ser visto se propagando fora deste eixo após uma

reflexão devido a uma barreira de massa, somente devido ao zitterbewegung.

4.2.3 Tunelamento de Klein

Consideremos primeiramente um degrau de potencial de altura V0, definido por V =

V0Θ(y), onde Θ(y) é a função degrau de Heaviside. Classicamente, sabe-se que quando

uma part́ıcula incide sobre uma barreira de potencial mais alta que sua energia, ela é

refletida, enquanto para um potencial menor que sua energia, ela é transmitida sobre a

barreira. Por outro lado, no caso quântico, para part́ıculas descritas pela equação de

Schrödinger, em ambos os casos a part́ıcula pode ter uma probabilidade não nula de ser

refletida ou transmitida. Já no caso do grafeno, onde as quasi-part́ıculas obedecem à

equação de Dirac, ocorre algo ainda mais curioso: para uma incidência perfeitamente

normal a uma barreira de potencial (isto é, kx = 0 e ky > 0), um elétron é sempre

transmitido com probabilidade 1, não importando se sua energia está acima ou abaixo

da altura da barreira. Isso ocorre porque, mesmo que a energia do elétron incidente seja

menor que a altura da barreira, ele pode ocupar um estado de buraco na região da barreira

e, assim, tunelar por ela, como ilustrado na Fig. 54. A este fenômeno, dá-se o nome de

tunelamento de Klein. No nosso caso, uma vez que estamos tratando de um pacote de

onda, existe uma espessura ∆kx, inversamente proporcional a ∆x. Assim, não devemos

esperar que uma transmissão perfeita ocorra no nosso caso, já que não estamos tratando

de uma incidência perfeitamente normal. Porém, os resultados da Fig. 55 mostram que
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uma alta probabilidade de transmissão pode ser observada, se a energia do pacote de

onda inicial está longe da altura V0 da barreira. A Fig. 55 mostra as probabilidades de

encontrarmos um elétron fora (P1) e dentro (P2) da região da barreira de potencial, para

V0 = 0 (a), 110 meV (b) e 250 meV (c). Os parâmetros que definem o pacote de onda

são E = 100 meV e d = 150 Å (sólida) e 250 Å (pontilhada). Para V0 próximo de E, a

probabilidade de transmissão diminui. Este efeito é reduzido quando consideramos um d

maior, isto é, um ∆x mais largo, o que leva a um ∆kx mais estreito e, consequentemente,

uma incidência mais próxima da normal. Já para V0 = 250 meV, a probabilidade de

transmissão é aproximadamente 1, e podemos observar o tunelamento de Klein em sua

plenitude.

electrons

holes

electrons

holes

V = 0

V = V0

�E

Figura 54: Esquema que ilustra o tunelamento de Klein: um elétron em um cone de Dirac,
delimitado pelas linhas cinzentas, com energia E (linha vermelha tracejada) menor que a
altura do degrau de potencial V0 (linha preta), pode se propagar na região do degrau como
um buraco, se sua incidência for normal ao degrau. A curva à direita do gráfico representa
a distribuição de energia do pacote de onda Gaussiano considerado neste trabalho, com
largura ∆E = ~vF ∆k.

Na Fig 56, que mostra P2 como função do tempo para vários valores de V0, podemos

verificar que apenas para V0 ≃ E esta probabilidade é reduzida. A explicação para isto

vem do estudo do tunelamento de Klein para incidência não-normal: a probabilidade de

transmissão decai à medida que o ângulo de incidência aumenta. Porém, este decaimento

é bem mais rápido para E próximo de V0, [5, 10, 153] de forma que na vizinhança de

E = V0, somente uma incidência muito próxima da normal pode levar à probabilidade

de transmissão ≈1. Assim, quando nosso pacote de onda incide na barreira com E longe

de V0, a distribuição de momento em x não tem um papel tão importante, enquanto

para E = V0, esta distribuição causa uma grande redução na transmissão, pois neste

caso a transmissão se deve praticamente só devido à parte da função de onda que incide
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Figura 55: Probabilidades de encontrar o elétron nas regiões 1 (P1, preto) e 2 (P2, ver-
melho), como função do tempo, para V = 0 (a), 110 meV (b) e 250 meV (c). Dois
valores são considerados para a largura do pacote de onda: d = 150 Å (sólida) e 250 Å
(pontilhada)

normalmente na barreira. Fazendo uma comparação entre os resultados para d = 150 Å

(a) e d = 250 Å (b), observamos que a probabilidade de tunelamento P2 é reduzida para

uma janela maior de potenciais no primeiro caso, o que está de acordo com a idéia de que

esta redução deve-se à distribuição de momenta em x, já que tal distribuição é maior para

d menor.

As curvas de ńıvel da função de onda refletida pelo degrau de altura V0 = 110 meV na

Fig. 57 ajudam a ilustrar o que acabamos de explicar: note que o pacote de onda refletido

em t = 180 fs possui uma linha de zeros em x = 0, o que condiz com a idéia de que toda

a parte do pacote de onda que incide normalmente à barreira é transmitida, refletindo-se

apenas a parte com kx 6= 0, que se propaga em direção às diagonais do plano.

Note que a forma na qual estamos estudando o tunelamento de Klein é diferente

da visão comumente utilizada na literatura, [10] pois não estamos tratando de uma só

part́ıcula com um único momento definido, e sim de um pacote de onda com uma dis-

tribuição de momento. De fato, já demonstramos que as visões diferem um pouco nos

resultados quando frisamos que o tunelamento de Klein nem sempre é observado em sua
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Figura 56: Probabilidade de encontrar o elétron após a região da barreira (P2) como
função do tempo e do potencial V0, para E = 100 meV e d = 150 Å (a) e 250 Å (b).

plenitude se considerarmos um pacote de onda. Porém há ainda algo mais interessante a

ser observado: se temos um pacote de onda que se propaga na barreira, parte dele tem

projeção sobre o espectro dos buracos e, a outra parte, sobre o espectro dos elétrons (ver

Fig. 54). Sendo assim, este pacote de onda transmitido é constrúıdo por uma combinação

de autoestados com momenta positivo e negativo, e é fácil notar que uma soma de duas

ondas planas, uma com momento positivo e outra com negativo, gera uma função os-

cilatória na posição, como um seno ou um cosseno. Assim, a própria função de onda deve

exibir oscilações com a posição, como consequência desta combinação. Isto tem fortes

semelhanças com o zitterbewegung, pois também se trata de uma oscilação da função de

onda proveniente da combinação de estados de elétrons e buracos. Em outras palavras,

isto é o zitterbewegung induzido por um potencial externo. Este efeito é de fato observado

nas funções de onda tuneladas: a Fig. 58 mostra, como curvas de ńıvel, a seção transversal

do módulo quadrado (em cima) e da parte real (em baixo) da função de onda em x = 0

como função do tempo, para um pacote de onda com E = 100 meV e d = 200 Å que

incide normalmente sobre um degrau de potencial como definido anteriormente, para V0
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Figura 57: Curvas de ńıvel da função de onda refletida por um degrau de potencial
V0 = 110 meV em três instantes diferentes. A área hachurada do plano, delimitada pela
linha pontilhada horizontal, corresponde à região de potencial não nulo. O pacote de onda
inicial tem energia E = 100 meV, largura d = 150 Å e se propaga na direção y.

= (a) 0, (b) 110 e (c) 250 meV. A inserção no caso V0 = 110 meV mostra o perfil da

função de onda tunelada, onde observa-se uma oscilação da função de onda em y devido

à interferência entre estados de elétrons e buracos. De fato, este é o único caso em que

a função de onda tunelada não preserva sua forma inicial, com um só pico; para os dois

outros valores de V0 considerados, a função de onda tunelada continua aproximadamente

com a mesma forma. Para V0 = 250 meV, onde a energia do pacote de onda é bem

menor que a altura da barreira, o pacote tunelado distribui-se praticamente apenas entre

estados de buracos, com momento negativo. Isto se reflete na velocidade de fase, ou seja,

na variação da posição dos picos de ℜ[Ψ(0, y)] como função do tempo: embora o próprio

pacote de onda permaneça se propagando no sentido positivo de y, estes picos passam a se

propagar no sentido oposto quando penetram a barreira, pois passam a ser constitúıdos de

estados de momento negativo dentro da barreira. Apesar deste também ser um resultado

interessante, ele apenas confirma que o pacote de onda estudado exibe o tunelamento de
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Klein em sua totalidade para V0 = 250 meV: sua probabilidade de transmissão é proxima

de 1 (ver Fig. 56(b)) e isso se deve de fato à “transformação”do estado inicial de elétron

para buraco na barreira (ver Fig. 58).

V = 00 V = 110 meV0 V = 250 meV0

Figura 58: Curvas de ńıvel do módulo quadrado (em cima) e da parte real (em baixo) da
secção transversal em x = 0 da função de onda como função do tempo. Consideramos uma
barreira de potencial V = V0Θ(y), para três valores de V0. A linha tracejada horizontal
determina o limite da barreira de potencial. A inserção mostra o módulo quadrado da
secção transversal da função de onda |Ψ(0, y)|2 em t = 170 fs para V0 = 110 meV.

Um outro efeito que associamos ao zitterbewegung na Seção anterior foi o fato de que

a velocidade final do pacote de onda depende de d e E. Se ela depende de E, devemos

ser capazes de explorar isto modulando a velocidade através de poços de potencial. Ao

entrar no poço de potencial, o pacote exibe uma menor mistura entre estados de elétron

e buraco e, por isso, a velocidade do pacote deve mudar. Isto é de fato observado, como

ilustrado na Fig. 59 que mostra a velocidade como função do tempo para um pacote de

onda com E = 100 meV e d = 200 Å , que se propaga na direção y através de um potencial

degrau de altura −V0. Devido ao zitterbewegung, a velocidade oscila até atingir um valor

final vf
y ≈ 0.964 para V0 = 0 (preta), o qual pode ser obtido pela Eq. (4.9). Porém,

quando temos V0 6= 0, ao atingir a região de potencial negativo em t ≈ 70 fs, a velocidade

do pacote passa a convergir para um outro valor, maior que vf
y ≈ 0.964. Note que esta

variação de velocidade é um efeito atribúıdo somente a pacotes de onda; elétrons de baixa

energia em grafeno devem se propagar sempre com velocidade vF , não importando se

estão em uma barreira de potencial ou não, pois eles obedecem à relação de dispersão

E = ~vFk. Sendo assim, este efeito não deve ser confundido com o efeito clássico onde
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a velocidade varia ao mudarmos o potencial devido à conservação de energia total, pois

a velocidade do elétron na aproximação de Dirac não depende da energia. Resta-nos,

então, entender tal variação de velocidade na região do poço como sendo apenas devido à

redistribuição de estados de elétron e buraco que ocorre quando o pacote de onda adentra

esta região.
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Figura 59: Velocidade de um pacote de onda que se propaga na direção y com E = 100
meV e d = 200 Å , tunelando através de uma barreira de potencial V = V0Θ(y), para dois
valores da altura do potencial: V0 = 0 (preta, sólida) e -250 meV (vermelha, tracejada).

Alguns artigos recentes na literatura [154] também têm sugerido que, para uma in-

cidência de elétrons com um certo ângulo em relação à normal, uma folha de grafeno com

um potencial degrau atuaria como um metamaterial, ou seja, um material com ı́ndice de

refração negativo, e que uma lei de Snell estaria presente, de forma que os ângulos de in-

cidência e refração do elétron, θi e θr, respectivamente, obedecem E sin θi = (V −E) sin θr.

Este fenômeno está ilustrado na Fig. 60, onde mostramos a evolução temporal de um pa-

cote de onda de largura d = 200 Å e energia E = 100 meV em uma monocamada de

grafeno com um potencial degrau definido como V = V0Θ(y), com V0 = 200 meV. [46] O

pacote se propaga em uma direção tal que o ângulo de incidência é θi = π/4, o que pode

ser obtido considerando-se c1 = 1 e c2 = exp[iπ/4]. Como V0 − E = E neste caso, a lei

de Snell leva a um ângulo de refração também será dado por θr = π/4. Observa-se que,

de fato, a propagação dos pacotes de onda refratado e refletido segue as linhas obtidas

através da lei de Snell. Além disso, a refração ocorre no mesmo lado da incidência, o que

é uma caracteŕıstica comum aos metamateriais.

Começando com esse mesmo pacote de onda e considerando agora, ao invés de um
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Figura 60: Evolução temporal do módulo quadrado da função de onda em um degrau de
potencial V0 = 200 meV, considerando-se um pacote de onda inicial com energia E = 100
meV propagando-se em uma direção que forma um ângulo de incidência θi = π/4. O
degrau de potencial começa em y = 0 e segue para y > 0. As linhas vermelhas representam
os caminhos percorridos por um feixe de luz refratado em um metamaterial com este
mesmo ı́ndice de refração (negativo).

potencial degrau, uma barreira de potencial de espessura e = 500 Å , mostramos na

Fig. 61 que este potencial atua para elétrons de forma análoga à uma lâmina de faces

paralelas para a óptica, causando um deslocamento d para cima na trajetória do elétron

refratado. Esse deslocamento pode ser calculado utilizando-se óptica geométrica comum,

considerando-se uma lâmina de faces paralelas composta de um metamaterial, o que nos

leva a d = e sin(θi + θr)/ cos(θr). A Fig. 61 mostra o módulo quadrado das funções

de onda inicial (curvas sólidas) e final (vermelho) após uma propagação de t = 500 fs.

As linhas tracejadas vermelhas mostram os caminhos do pacote incidente e do pacote

refratado, calculado através da óptica geométrica. As linhas pontilhadas delimitam a

barreira de potencial. Vemos claramente que o pacote de onda refratado, de fato, segue a

linha calculada analiticamente para um feixe de luz numa lâmina de faces paralelas feita

de um metamaterial. Note também que existem dois pacotes refletidos neste caso, um

para a reflexão na interface inferior da barreira e outro na interface superior.

Sabendo que a lei de Snell está presente nestes sistemas, sugerimos que um contato

quântico (quantum point contact) poderia ser usado para confinar elétrons da seguinte
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Figura 61: Curvas de ńıvel do módulo quadrado das funções de onda para t = 0 (ćırculos
pretos) e 500 fs (vermelha) em uma monocamada de grafeno com uma barreira de potencial
V = 200 meV de espessura e = 500 Å , considerando-se um pacote de onda inicial com
energia E = 100 meV propagando-se em uma direção que forma um ângulo de incidência
θi = π/4. As linhas pontilhadas delimitam a barreira e as linhas tracejadas mostram os
caminhos para os feixes de luz incidente e refratado em uma lâmina de faces paralelas de
mesma espessura e ı́ndice de refração.

maneira: considere o potencial mostrado na figura Fig 73 (a), onde um elétron atinge

o quadrado superior direito no meio de seu lado mais baixo, com ângulo de incidência

φi = π/4. O potencial das barreiras (vermelho) é duas vezes o valor da energia do pacote

incial, de maneira que V − E = E, em outras palavras, os dois meios apresentam o

mesmo ı́ndice de refração. Uma vez que a refração e a incidência devem estar no mesmo

lado nestes sistemas, devido ao fato de estarmos tratando de um metamaterial, o elétron

é refratado com um ângulo φr = π/4 e caminha para o lado esquerdo deste quadrado,

atingindo-o com φi = π/4 novamente. Podemos facilmente concluir que a trajetória deste

elétron irá formar um losango em torno do contato neste caso. Como existem reflexões

nas barreiras de potencial, e considerando ainda que nosso problema sempre trata de

condições peródicas de contorno, devido à transformada de Fourier, devemos esperar que

vários losangos apareçam na trajetória do elétron neste sistema. Este resultado é, de fato,

verificado nos nossos cálculos para E = 300 meV e V = 2E = 600 meV: o logaritmo da

média no tempo da função de onda para este caso, depois de propagada por t = 3000 fs,

é mostrado na Fig 73 (b), onde os losangos são facilmente observados.
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Figura 62: (a) Potencial (b) e média temporal para um pacote de onda com energia E
= 300 meV movendo-se em um potencial do tipo tabuleiro de xadrez, com condições de
contorno periódicas. Em (a), quadrados vermelhos (brancos) têm V = 600 (0) meV. Em
(b), a média temporal da função de onda é plotada em escala logaŕıtmica, onde o vermelho
(branco) representa um valor mais alto (baixo).

4.2.4 Campos magnéticos externos e induzidos por tensão

Como os efeitos de tensão envolvem a mudança na posição dos átomos na rede de

carbono, voltemos agora ao modelo TB, onde podemos trabalhar diretamente com os

śıtios atômicos. Deste ponto em diante, iremos considerar vetores de onda iniciais ~q0 em

torno dos pontos de Dirac 2 e 5 da Fig. 47(b), ou seja

K =

(
0,

4π

3
√

3a0

)
and K ′ =

(
0,− 4π

3
√

3a0

)
, (4.10)

respectivamente. Esta escolha é bastante conveniente, já que os ângulos de rotação para

estes pontos são φ = π/2 e 3π/2, respectivamente, de forma que o pseudo-spinor [1, 1]T

aponta para a direção y (-y) no primeiro (último) caso. [155] Assim, com este pseudo-

spinor, pacotes de onda em K (K ′) propagam-se com velocidade positiva (negativa) na

direção zigzag vertical.

Recentemente,[76] foi demonstrado teoricamente que flexionando-se uma folha de
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Figura 63: (a) Esboço de uma folha de grafeno tensionada: consideramos uma amostra
retangular de largura W e altura L, flexionada como um arco de ćırculo de raio R. A
folha de grafeno não tensionada é mostrada como ćırculos abertos, para comparação. (b)
Barreira magnética induzida por tensão, obtida flexiondando-se a rede do grafeno apenas
na região y ≥ 0. O número de átomos da rede foi reduzido em ambas as figuras, em
comparação com as redes estudadas neste trabalho, apenas para facilitar a visualização.

grafeno em um arco de ćırculo produz-se um perfil de campo pseudo-magnético forte

e quase uniforme. A Fig. 63(a) ilustra um sistema tensionado deste tipo, onde uma

amostra retangular de grafeno de espessura W e altura L é flexionada em um arco de

ćırculo com raio interno R. Como o campo (pseudo) magnético aponta na mesma direção

(direções opostas) em cada ponto K e K ′, [42] a combinação de ambos os efeitos de

campos magnéticos externo e induzido por tensão leva a um campo magnético depen-

dente do vale. Se aplicarmos um valor apropriado de campo magnético externo para uma

certa configuração de tensão no grafeno, poderemos obter uma supressão quase perfeita

do campo magnético efetivo em um dos cones de Dirac, enquanto o campo efetivo no

outro cone aumenta. Isto leva a um sistema complicado de ser estudado dentro da aprox-

imação de Dirac, já que temos dois sistemas completamente diferentes para os vales K

e K ′. Por exemplo, ńıveis de Landau estariam presentes somente em torno de um dos

cones (embora não possamos esperar um espectro de ńıveis de Landau perfeito, já que o

campo magnético induzido por tensão não é perfeitamente uniforme no espaço), enquanto

no outro cone, observaŕıamos o espectro cont́ınuo usual. Isto nos motivou a analisar as

trajetórias dos pacotes de onda em um sistema como este dentro do modelo TB, onde

não precisamos incluir o campo pseudo-magnético artificialmente nos cones de Dirac, já

que eles aparecem naturalmente quando nós consideramos o efeito das mudanças nas



4.2 Evolução temporal de pacotes de onda em grafeno 148

distâncias interatômicas, induzidas pela tensão, sobre os parâmetros de hopping, como

explicamos no Caṕıtulo 1.

Nesta Subseção, investigaremos a dinâmica de um pacote de onda com largura d = 200

Å e vetor de onda inicial k0
x = 0 e k0

y = 0.02 Å −1 em torno dos pontos de Dirac K e

K ′ da Eq. (4.10) na presença de barreiras de campos magnéticos externo e induzido por

strain. Como no vale K ′ o pseudo-spinor [1, 1]T está polarizado no sentido negativo da

direção y da rede do grafeno, escolhemos agora [1,−1]T para este caso, de forma que

um pacote de onda neste vale irá também se propagar no sentido positivo de y. Para

obter uma barreira de campo pseudo-magnético, consideramos que a folha de grafeno

está tensionada apenas na região y ≥ 0, como ilustrado na Fig. 63(b). Consideramos

também um campo magnético externo ~B = BΘ(y)ẑ, que leva a uma barreira magnética

para y ≥ 0, descrito pelo potencial vetor ~A = (−ByΘ(y), 0, 0). Para evitar efeitos devido

ao zitterbewegung na região do campo (pseudo) magnético, o pacote de onda começa na

posição x0 = 0, y0 = −420 Å , de forma que ele pode propagar-se por algum tempo na

região livre de campos y < 0 até sua velocidade convergir para um valor independente do

tempo.

A influência das barreiras de campo magnético externo e induzido por tensão sobre

as trajetórias dos pacotes de onda são analizadas separadamente na Fig. 64, que mostra

as trajetória dos centróides dos pacotes de onda nos pontos K (śımbolos) e K ′ (curvas),

calculadas como 〈r〉 = (〈x〉, 〈y〉), (a) na folha de grafeno não tensionada com uma barreira

de campo magnético externo B = 5 T (sólida, ćırculos), 7 T (tracejada, triângulos) e 10

T (pontilhada, quadrados), e (b) em uma folha de grafeno tensionada com raio R = 1

µm (sólida, ćırculos), 0.8 µm (tracejada, triângulos) e 0.6 µm (pontilhada, quadrados).

Todas as trajetórias formam semi-ćırculos na região y ≥ 0, o que se deve à força de Lorentz

produzida pelo campo (pseudo) magnético. À medida que o campo magnético externo

(raio da região tensionada) aumenta (diminui), os raios destas trajetórias semi-circulares

são reduzidos, pois um campo (pseudo) magnético mais intenso produz um módulo mais

forte da força de Lorentz. Note que os raios das trajetórias nos casos de campos externos

e pseudo-magnéticos são comparáveis, o que significa que para raios R = 1 µm - 0.6 µm

de tensão no grafeno, o campo pseudo-magnético gerado é também dentro de ≈ 5 T e 10

T. De fato, a distribuição do campo pseudo-magnético induzido por tensão para uma fita
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Figura 64: Trajetórias do pacote de onda no plano x− y, obtidas pelo método TB, para
um momento inicial k0

y = 0.02 Å −1 em torno dos pontos K (śımbolos) e K ′ (curves), para
(a) um grafeno não tensionado com uma barreira magnética de altura B = 5 T (sólida,
ćırculos), 7 T (tracejada, triângulos) e 10 T (pontilhada, quadrados), e para (b) uma folha
de grafeno flexionada como um arco de ćırculo de raio R = 1 µm (sólida, ćırculos), 0.8
µm (tracejada, triângulos) e 0.6 µm (pontilhada, quadrados), considerando B = 0 T. Em
(b), śımbolos e curvas coincidem para cada valor de R.

de grafeno flexionada em forma de arco é dada por [76]

BS(x, y) = −4c
βΦ0

aL
arcsin

(
L

2R

)
cos

[
2x

L
arcsin

(
L

2R

)]

×
[
1 − R + y

L
arcsin

(
L

2R

)]
, (4.11)

onde β ≈ 2 e c é uma constante adimensional que depende dos detalhes dos deslocamentos

atômicos. [6] Considerando-se L/R → 0 na Eq. (4.11) o campo pseudo-magnético pode

ser aproximado por BS ≈ −cβΦ0

/
aR = ω/R. Usando o valor ω ≈ 4.5×104 TÅ estimado

numericamente na Ref. [74], obtemos campos pseudo-magnéticos dentro de BS ≈ 4.5 T

- 7.5 T para R = 1 µm - 0.6 µm, o que está na mesma ordem de magnitude dos campos

magnéticos externos que consideramos. Para a barreira de campo magnético externo, as

trajetórias dos pacotes de onda nos pontos K e K ′ formam ćırculos em direções opostas,

como mostrado na Fig. 64(a), o que é razoável, já que estes pacotes têm momenta
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opostos, o que causa uma troca de sinal na força de Lorentz. De maneira contrária,

considerando-se a barreira magnética induzida por tensão ilustrada na Fig. 63(b), as

trajetórias dos pacotes de onda em K e K ′ se curvam na mesma direção, pois, apesar dos

seus momenta terem sinais opostos, os campos pseudo-magnéticos também apontam para

direções opostas em cada cone de Dirac K e K ′.

4.2.5 Filtro de vales

Consideremos agora a amostra tensionada da Fig. 63(b) comR = 1 µm. Comparando-

se o raio da trajetória semi-circular do pacote de onda em um sistema como este com

aquele obtido para diferentes alturas de uma barreira magnética, obtém-se uma estimativa

do campo magnético induzido por tensão para este valor de R como ≈ 4.9 T. A Fig.

65(a) mostra as trajetórias no plano x − y do centróide dos pacotes de onda em um

sistema onde combinamos uma tensão R = 1 µm para y ≥ 0 com uma barreira magnética

externa B = 0 T (sólida, aberto) e 4.9 T (tracejada, fechado), para pactes de onda

nos pontos K (śımbolos) e K ′ (curvas) de Dirac. Na ausência do campo magnético

externo, ambos os pacotes em K e K ′ exibem a mesma trajetória semi-circular, como

discutido anteriormente. Porém, quando combinamos o efeito das barreiras magnéticas

externa e induzida por tensão, o pacte de onda em K ′ sofre uma força de Lorentz maior

e é imediatamente refletida, enquanto o do ponto K exibe uma trajetória praticamente

reta, como se o pacote não tivesse sido influenciado por qualquer força de Lorentz. Isto é

consequência do fato de que a combinação entre os efeitos de um campo pseudo-magnético

produzido por uma flexão R = 1µm e de um campo magnético externo B = 4.9 T resulta

em um campo magnético efetivo mais forte no ponto K ′, enquanto no ponto K estes

campos se equilibram, produzindo uma região praticamente livre de campos magnéticos

para part́ıculas neste cone. Nesta situação, o sistema funciona como um filtro de vales,

onde apenas pacotes no cone K de Dirac podem passar através da região tensionada,

enquanto os pacotes de onda em K ′ são refletidos. Os resultados para o pacote de onda

em K considerando-se dois outros valores de campo magnético externo são mostrados

como linhas sólidas finas, que demonstram que dentro de um intervalo ∆B = ±0.2 T em

torno de B = 4.9 T, o que é um intervalo razoável para intensidades de campos magnéticos

em experimentos, observa-se somente uma força de Lorentz bem fraca, e o filtro de vales

ainda funciona satisfatoriamente. Os resultados da Fig. 65 foram obtidos para ambas

as barreiras de campo magnético externo e induzido por tensão começando na mesma

posição y = 0. É fácil verificar que se existir um descasamento entre as posições iniciais

nas barreiras, alguns desvios devem ocorrer na trajetória mas, contanto que o comprimento
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Figura 65: (a) Trajetórias no plano x − y para pacotes de onda com momento inicial
k0

y = 0.02 Å −1 em torno de K (śımbolos) e K ′ (curvas), considerando-se uma folha de
grafeno flexionada como um arco de ćırculo de raio R = 1 µm e um campo magnético
externo B = 0 T (aberto, sólida) e 4.9 T (fechado, tracejada). As curvas azuis finas
mostram os resultados para duas outras intensidades de campo magnético externo para
o pacote em K. (b) Probabilidade de se encontrar a part́ıcula em y ≥ 0 como função do
tempo, para pacotes de onda com as mesmas configurações que em (a).

do descasamento seja menor que o comprimento magnético, o efeito de filtragem ainda

permanece estável. Por exemplo, um descasamento de 30 Å entre as barreiras de campo

externo e pseudo-magnético no sistema analisado na Fig. 65 produziria um desvio de

≈ 5◦ na trajetória do pacote de onda em K, que deveria ser vertical, enquanto o pacote

de onda em K ′ ainda é prontamente refletido pela combinação de campos magnéticos na

região do filtro.

A probabilidade P> de se encontrar a part́ıcula na região tensionada y ≥ 0, calculada

como

P>(t) =
∑

n>

∑

m

|Ψt
n,m|2, (4.12)

onde n> representa as linhas de śıtios atômicos com y ≥ 0, é mostrada como função do

tempo na Fig. 65(b). No caso B = 0 T, ambos os pacotes de onda em K (ćırculos

abertos) e K ′ (sólida) permanecem na região tensionada y ≥ 0 só até t ≈ 300 fs, quando

eles voltam para a região y < 0, refletidos pela força de Lorentz induzida pela tensão.

Porém, para B = 4.9 T, P> já se aproxima de zero em t ≈ 175 fs para o pacote em K ′

(tracejada), enquanto para K (ćırculos fechados), ele permanece próximo de 1 até mesmo

para maiores valores de t.
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A eficiência do filtro de vales proposto é confirmada pela Fig. 66, onde mostramos P>

como função do tempo para pacotes de onda iniciais dados pela combinação de Gaussianas

em torno dos pontos K e K ′ na Eq. (4.10):

Ψ =
√
αΨK ′ +

√
βΨK , (4.13)

onde ΨK(K ′) é o pacote de onda Gaussiano da Eq. (4.7) com momento ~q em torno do

ponto de K(K ′) de Dirac. Os resultados são apresentados para três valores diferentes de

β, onde pode-se facilmente ver que a probabilidade de se encontrar o pacote na região

tensionada exibe um pico em t ≈ 80 fs mas, como a parte K ′ do pacote é refletida pela

barreira magnética, esta probabilidade decai, convergindo exatamente a P> = β para

tempos t maiores. Um sistema como este prova-se ser um filtro de vales perfeito, capaz

de refletir todas as componentes do pacote incidente que estão no ponto K ′ e transmitir

um pacote de onda composto apenas por estados com momento na vizinhança de K.

Salientamos que quando um pacote de onda chega à borda de uma nanofita de grafeno,

ele pode ser espalhado para um cone de Dirac diferente. [156] Consequentemente, a

eficiência do filtro de vale pode ser comprometida se considerarmos uma fita muito fina,
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Figura 66: Probabilidade de se encontrar o elétron na região do filtro y ≥ 0, para um
pacote de onda inicial dado por uma combinação de distribuições Gaussianas em torno
de ambos os pontos K e K ′ de Dirac, para três valores diferentes de β, que representa a
componente em K do pacote de onda.
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de forma que o pacote filtrado ainda possa atingir as bordas e se espalhar de volta ao outro

vale. Para evitar este tipo de efeito, consideramos uma nanofita bem larga, de maneira

que, para os intervalos de tempo estudados neste trabalho, os efeitos de borda não são

significativos.

Recentemente, uma forma ainda mais simples para a filtragem de vales foi sugerida

por Wu et al. [70]: se fôssemos capazes de controlar o ângulo de incidência do elétron sobre

uma barreira pseudo-magnética induzida por tensão, como a da Fig. 63(b) podeŕıamos

fazê-lo incidir com um certo ângulo, de forma que a força de Lorentz refletiria elétrons

no vale K, enquanto elétrons no vale K ′ poderiam penetrar bem mais e atravessar a

barreira, pois o campo pseudo-magnético neste caso é negativo. Isto está ilustrado na

Fig. 67, onde temos as trajetórias obtidas através do modelo de Dirac para pacotes de

onda incidindo sobre uma barreira pseudo-magnética B = +2.5 T (-2.5 T ) no ponto K

(K ′). Desta forma, podemos separar os estados de cada vale de uma forma bem mais

simples, a qual não depende da existência de uma barreira magnética externa, eliminando

qualquer problema devido ao posśıvel descasamento entre barreiras de campo magnético

e pseudo-magnético, como explicado nos parágrafos anteriores.

Figura 67: Trajetórias obtidas pelo modelo de Dirac para pacotes de onda nos vales
K e K ′, considerando-se E = 100 meV e d = 200 Å , em um sistema que apresenta
uma barreira pseudo-magnética B = 2.5 T, delimitada pela linha horizontal pontilhada
em y = 0. Os pacotes se propagam inicialmente formando um ângulo π/4 com relação à
normal, ou seja, o pseudo-spinor é considerado como c1 = 1 e c2 = eiπ/4. A área hachurada
representa a região onde o campo magnético é não-nulo (y > 0).
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4.2.6 Efeitos de campos externos e pseudo-magnéticos sobre o Zit-
terbewegung: oscilações permanentes

Em um trabalho anterior, Rusin e Zawadzki [157] usaram o Hamiltoniano de Dirac

para o grafeno para mostrar que o zitterbewegung, que é transiente para B = 0, como

discutimos anteriormente, torna-se permanente para B 6= 0. Além disso, os autores

mostraram que para um pacote de onda Gaussiano, a evolução temporal do valor médio da

corrente é diferente nas direções x e y, o que eles dizem que deve-se ao fato do Hamiltoniano

de Dirac não ser simétrico no momento p̂x e p̂y. Apesar destes mesmos autores dizerem

em um artigo subsequente [60] que este efeito é não-f́ısico, por violar a simetria rotacional

do plano x− y do grafeno, acreditamos que este resultado ainda é fisico: deve-se lembrar

que o modelo de Dirac para o grafeno vem de uma aproximação tight-binding para este

sistema, a qual descreve uma rede hexagonal de átomos que não é simétrica no plano x−y
por definição, exibindo porém uma simetria C6v. Para cada ponto K e K ′, as coordenadas

x e y no Hamiltoniano de Dirac representam direções diferentes na rede hexagonal real

do grafeno, onde para uma amostra infinita, a coordenada x (y) na equação de Dirac

está sempre relacionada com uma das direções zigzag (armchair) da amostra real. Nesta

Subseção, usamos nosso modelo TB de grafeno para expandir os estudos anteriores de

Rusin e Zawadzki [60] para situações diferentes.

Estudamos agora a dinâmica de um pacote de onda com largura d = 200 Å , pseudo-

spinor c1 = 1 e c2 = 1 e vetor de onda inicial k0
x = k0

y = 0, isto é, exatamente em

um dos pontos de Dirac K e K ′ da Eq. (4.10), na presença de um campo magnético

uniforme aplicado ~B = Bẑ, ao invés da barreira magnética considerada na Subseção

anterior. Vamos também considerar um campo pseudo-magnético obtido flexionando-se

toda a amostra retangular de grafeno como um arco de ćırculo de raio R, como ilustrado

na Fig. 63(a). O raio do ćırculo é considerado como R = 1 µm, o que produz um campo

pseudo-magnético de ≈ 4.9 T, como demonstrado na Subseção anterior. Efetivamente,

consideramos o campo magnético externo uniforme como B = 4.9 T.

Algumas técnicas experimentais têm sido sugeridas na literatura para a observação

do zitterbewegung. [59, 62] Uma interessante [157] baseia-se no fato de que o pacote de

onda Ψ(~r, t) exibe um momento de dipolo elétrico ~D(t) = 〈Ψ(~r, t)|~r|Ψ(~r, t)〉 e, conse-

quentemente, o zitterbewegung leva a uma oscilação deste momento de dipolo, o qual

pode ser visto como uma fonte de radiação eletromagnética, descrita classicamente [158]

pela equação

~ε(t) =
d2 ~D(t)

dt2
sin Φ

4πǫ0s
, (4.14)
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Figura 68: Radiação do dipolo magnético como função do tempo para pacotes de onda
com pseudo-spinor inicial [1, 1]T em K (preta) e K ′ (vermelha), considerando-se uma
folha de grafeno (a) na ausência de tensão e campos magnéticos, (b) sob um campo
magnético B = 4.9 T aplicado uniformemente, (c) flexionada como um arco de ćırculo de
raio R = 1µm (ver Fig. 63) e (d) com ambos o campo magnético uniforme B = 4.9 T e
a flexão R = 1µm. Curvas sólidas (tracejadas) são os resultados para a componente εy

(εx).

onde s e Φ são a distância e o ângulo de observação, respectivamente, e ǫ0 é a permissivi-

dade do vácuo.

A Fig. 68 mostra os efeitos dos campos magnéticos externo e induzido por tensão

sobre a radiação do campo elétrico produzida pelo zitterbewegung, escrita em unidades de

εc = sin Φ
/

4πǫ0s. Somente oscilações fracas são esperadas na direção armchair (x), já que

o pseudo-spin [1, 1]T aponta para a direção x no modelo de Dirac que, como mencionamos

anteriormente, representa a direção zigzag (y) da rede hexagonal do grafeno. De fato, na

Fig. 68(a-d), a componente x do campo elétrico (tracejada) está sempre proxima de zero.

Na Fig. 68(a), apresentamos os resultados na ausência de tensão e campos magnéticos,

para comparação. Neste caso, as oscilações no campo elétrico são amortecidas para tempos

maiores, o que se deve ao caráter transiente do zitterbewegung. Além disso, os resultados
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para εy (sólida) nos pontos K (preta) e K ′ (vermelha) têm sinais opostos, já que para

estes pontos os eixos dos cones Dirac estão rotacionados por ângulos que diferem de π/2.

Na Fig. 68(b), O campo magnético uniformemente aplicado B = 4.9 T em uma amostra

não-tensionada leva a oscilações persistentes em εy, o que está relacionado ao espectro

discreto de ńıveis de Landau criado por este campo. Cada ńıvel de Landau populado pela

distribuição Gaussiana contribui com uma frequência diferente. [60, 159, ?] A Fig. 68(c)

mostra que um comportamento persistente parecido é obtido também flexionando-se a

folha de grafeno como um arco de ćırculo de raio R = 1µm, o que produz um campo

pseudo-magnético com a mesma ordem de magnitude. Note, porém que a amplitude

das oscilações neste caso é quatro vezes menor que aquelas encontradas na Fig. 68(b)

para a amostra não tensionada sob um campo magnético externo. De fato, não podemos

esperar que estes dois casos produzam o mesmo zitterbewegung, porque, apesar de ambas

as amostras exibirem aproximadamente a mesma intensidade de campo magnético, a

amostra tensionada tem não só o campo pseudo-magnético, mas também uma distribuição

diferente de śıtios atômicos. Assim, no caso tensionado, existe uma mudança adicional

na direção da polarização do pseudo-spin à medida que o pacote de onda se propaga,

devido à própria distorção da rede. Como demonstramos anteriormente, o zitterbewegung

depende fortemente da polarização do pseudo-spin e, por isso, uma interação diferente

entre os śıtios tensionados e a polarização inicial do pseudo-spin produz um zitterbewegung

diferente para o caso tensionado, quando o comparamos com o de uma amostra não-

tensionada sob um campo magnético externo. Na Fig. 68(d), combinamos os efeitos

da tensão R = 1 µm e campo externo B = 4.9 T para produzir um sistema onde o

campo magnético efetivo é praticamente zero no ponto K, mas é não-nulo no ponto K ′,

de forma que somente o pacote no ponto K ′ exibe oscilações persistentes, enquanto as

oscilações para o pacote em K são suprimidas com o passar do tempo. Para o ponto

K, o campo externo compensa somente o efeito do campo pseudo-magnético, ou seja,

o zitterbewegung persistente, mas ele não remove o efeito da distorção da rede. Como

consequência, comparando-se os resultados para K (preta) nas Figs. 68(a) e (d), observa-

se que as oscilações são transientes em ambos os casos, já que não há campo magnético

efetivo, mas eles ainda exibem um perfil diferente de oscilações em tempos t pequenos,

devido à distorção da rede no segundo caso, que não existe no primeiro.
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5 Interação entre vórtices em
supercondutores

Neste Caṕıtulo, iremos revisar o comportamento assintótico do campo magnético e do

parâmetro de ordem de um vórtice estático na teoria de Ginzburg-Landau e expandir a

expressão anaĺıtica sugerida por Kramer [93] para o estudo da interação entre um vórtice

e um outro vórtice, um antivórtice ou um vórtice gigante, no limite de grandes separações

entre eles. Desenvolveremos então um conjunto de equações diferenciais não-lineares que

descrevem essas interações e que são válidas para separações arbitrárias entre vórtices

e, consequentemente, válidas também para pequenas separações, onde as deformações

dos núcleos dos vórtices interagentes são importantes. Resolvemos numericamente este

conjunto de equações sem nenhuma aproximação, para valores arbitrários de κ, e obte-

mos resultados para as interações vórtice-vórtice (V-V), vórtice-vórtice gigante (V-GV) e

vórtice-antivórtice (V-AV), os quais são comparados às expressões anaĺıticas obtidas neste

Caṕıtulo. Para cada um destes casos, propomos uma função de fitting para a interação, o

que facilitará a utilização destes potenciais de interação em futuros trabalhos de dinâmica

molecular. Depois disso, mostraremos então como expandir o método numérico proposto

para o estudo de interações V-V em supercondutores de duas bandas, e discutiremos

sobre a possibilidade de se observar um comportamento h́ıbrido tipo-I/tipo-II nestes sis-

temas, também conhecido como supercondutividade tipo-1.5, onde os vórtices se atraem

(repelem) a longas (curtas) distâncias.
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5.1 O caráter assintótico do potencial entre vórtices

Começaremos a partir da expressão para a energia livre na teoria de Ginzburg-Landau

(ou, equivalentemente, o potencial no modelo Abeliano de Higgs)[94, 106]:

E =

∫
Fd~r, (5.1)

onde o funcional F é dado por

F =
~

2

4m

∣∣∣∣

(
~∇− i

2e

~c
~A

)
ψ

∣∣∣∣
2

+
1

8π
|~∇× ~A|2 +

β

2
|ψ|4 − α|ψ|2. (5.2)

Nesta expressão, ψ é o parâmetro de ordem (um campo escalar complexo), ~A é o potencial

vetor eletromagnético e α e β são parâmetros fenomenológicos, que estão relacionados aos

dois comprimentos caracteŕısticos em um supercondutor: o comprimento de coerência

ξ = ~/
√

4mα e a profundidade de penetração λ = vc/e(
√
mβ/8πα). Definimos, por

conveniência, µ =
√

2κ, de forma que µ < 1 (µ > 1) representa o regime tipo-I (tipo-II)

(κ = 1/
√

2 leva a µ = 1). [94] Definindo também ~A = (2e/~c)~A e Ψ =
√
β/αψ/λ, a

expressão para o funcional de energia pode ser reescrita de forma adimensional como

F =
1

2
|(~∇− i ~A)Ψ|2 +

1

2
|~∇× ~A|2 +

µ2

8
(1 − |Ψ|2)2, (5.3)

onde a unidade de distância é a profundidade de penetração magnética λ, a de energia é

E0 = β
/

2α2ξ2 e a de força é Ω0 = β
/

2α2ξ2λ.

A configuração de menor energia do sistema é encontrada minimizando-se E em

relação a Ψ e ao potencial vetor ~A. A maneira padrão de se minimizar um funcional

consiste em resolver as equações de Euler-Lagrange, que no caso da Eq. (5.1) são

∂F

∂Ψ
−
∑

i

∂

∂xi

∂F

∂( ∂Ψ
∂xi

)
= 0 (5.4a)

e
∂F

∂Aj

−
∑

i

∂

∂xi

∂F

∂(
∂Aj

∂xi
)

= 0. (5.4b)

As Eqs. (5.4a) e (5.4b) resultam nas já conhecidas equações de Ginzburg-Landau. [161]

Para calcular o potencial de interação entre vórtices, temos que procurar um meio

de controlar a localização e a vorticidade de cada vórtice. Como dito anteriormente no

Cap. 1, alguns trabalhos teóricos anteriores propõem uma maneira de fixar os vortices e

obter o potencial de interação, baseada em quatro passos: i) fixar uma mudança de fase

de 2π em torno de cada vórtice como um v́ınculo nas equações de Euler-Lagrange, ii)
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encontrar o comportamento assintótico do potencial vetor e da amplitude do parâmetro

de ordem longe de cada vórtice [93] ou, de forma equivalente, resolver numericamente as

equações diferenciais para essas variáveis, [94] iii) Construir um ansatz através de uma

superposição entre as soluções de cada vórtice para Ψ e ~A que descreve a estrutura de

dois vórtices, e iv) usar o ansatz nas Eqs. (5.1) e (5.3) para obter a energia para uma

dada separação entre os vórtices.

Se já tivermos conhecimento do comportamento assintótico dos vórtices, obtido no

passo ii), a integral na Eq. (5.1) pode ser resolvida analiticamente, o que resulta em

uma expressão anaĺıtica para a energia como função da separação entre vórtices. Com

o intuito de encontrar uma expressão anaĺıtica para o comportamento assintótico do

potencial de interação entre um vórtice e outro vórtice, um antivórtice ou um vórtice-

gigante, começamos pela sequência descrita acima: uma fase circular é fixada ao redor

de cada vórtice ao definirmos Ψ(r, θ) = f(r)einθ, onde (r, θ) são coordenadas polares com

origem no centro de cada vórtice, n é a vorticidade e f(r) é a amplitude do parâmetro de

ordem, que assume-se ter simetria circular ao redor do vórtice. Considerando-se o gauge

~A = na(r)θ̂/r, as equações de Euler-Lagrange Eqs. (5.4a) e (5.4b) para um único vórtice

são
d2f

dr2
+

1

r

df

dr
− n2(a− 1)2

r2
f − µ2

2
f(f 2 − 1) = 0, (5.5a)

e
d2a

dr2
− 1

r

da

dr
− (a− 1)f 2 = 0, (5.5b)

com f(∞) = a(∞) = 1. Sabemos que a vorticidade n também determina o número de

zeros do campo f(r) e, por causa da simetria circular do vórtice, estes zeros devem ser

todos degenerados em r = 0. [94] Substituindo-se as funções auxiliares σ(r) = f(r) − 1

e Q(r) = a(r) − 1 nas Eqs. (5.5a) e (5.5b), podemos descartar termos de ordem superior

na equação diferencial resultante quando r → ∞, já que σ(∞) = Q(∞) = 0, o que leva

às seguintes equações, válidas no limite assintótico:

[
d2σ

d(µr)2
+

1

µr

dσ

d(µr)
− σ

]
= 0, (5.6a)

e
d2

dr2

(
Q

r

)
+

1

r

d

dr

(
Q

r

)
−
(

1 +
1

r2

)(
Q

r

)
= 0. (5.6b)

As Eqs. (5.6a) e (5.6b) são facilmente identificadas como equações de Bessel modificadas,

e suas soluções são σ(r) = γ1K0(µr) e Q(r) = γ2rK1(r), onde γ1 e γ2 são coeficientes

a determinar. Por exemplo, depois de resolver as Eqs. (5.5a) e (5.5b) numericamente,

podemos obter estes coeficientes fitando f(r) = 1 + γ1K0(µr) e
−→
A = n(1 + γ2rK1(r))θ̂/r
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aos resultados obtidos pelo procedimento numérico.

Vários procedimentos diferentes podem ser seguidos para extrair a expressão anaĺıtica

para o potencial de interação através destas funções assintóticas. Por exemplo, Betten-

court e Rivers [101] sugeriram usar um ansatz baseado na superposição Ψ(~r, ~r1, ~r2) =

Ψ(|~r− ~r1|)Ψ(|~r− ~r2|) e Aθ(~r, ~r1, ~r2) = Aθ(|~r− ~r1|) +Aθ(|~r− ~r2|), para vórtices centrados

em ~r1 e ~r2, no funcional de energia na Eq. (5.1), e em manter os termos que sao lineares

nos campos para cada vórtice. Após alguns cálculos, descritos mais detalhadamente na

Ref. [101], obtemos

Eint(d) = 2
[
n1n2γ

(1)
2 γ

(2)
2 K0(d) − γ

(1)
1 γ

(2)
1 K0(µd)

]
, (5.7)

onde d é a separação entre vórtices, ni é a vorticidade e γ
(i)
1 e γ

(i)
2 são coeficientes ajustáveis

para o vórtice i na posição ~ri. Note que no artigo de Bettencourt e Rivers, a expressão

para Eint é um pouco diferente da Eq. (5.7) porque eles assumiram que γ
(i)
1 = |ni|γ(i)

2 , o

que é válido apenas no regime cŕıtico µ = 1, como mostrado por Speight [99] e verificado

através das equações de Bogomol’nyi para este regime. A mesma expressão para Eint(d)

foi encontrada por Kramer através de uma approximação perturbativa [93] e pode também

ser obtida considerando-se fontes puntuais em uma teoria de campos linearizada. [99, 100].

Vê-se facilmente que o potencial na Eq. (5.7) é consistente com o fato de que para

µ < 1 (> 1), a interação V-V é atrativa (repulsiva) a longo alcance, levando a um

comportamento do tipo-I (tipo-II). Esta conclusão também é valida para interações V-

GV, já que a Eq. (5.7) também vale para este caso, onde o potencial de interação é obtido

apenas substituindo-se n1 = 1 e n2 > 1 e encontrando-se os coeficientes de ajuste γ
(i)
1 e γ

(i)
2

para este caso. Porém, para interações V-AV, o produto n1n2 é sempre negativo, levando

a um potencial atrativo Eint(d) para qualquer valor de κ. Além disso, a Eq. (5.7) mostra

que a interação entre um antivórtice e um vórtice gigante também é sempre atrativa. Isso

pode ser facilmente entendido através de um argumento heuŕıstico: quando um vórtice

e um antivórtice estão longe um do outro, a energia do sistema é não-nula, sendo dada

pela soma das energias de um vórtice e de um antivórtice; por outro lado, quando eles se

aproximam, eles se aniquilam, levando a um estado de energia zero. Assim, ao menos a

partir de certa distância, a energia do par V-AV deve diminuir à medida que d se aproxima

de zero e, como resultado, o potencial de interação torna-se atrativo. Este resultado

contradiz a conjectura proposta pela Ref. [162], que afirma que em supercondutores do

tipo-I a interação do par V-AV é repulsiva, e que foi usada para explicar a estabilidade

da molécula V-AV encontrada em supercondutores mesoscópicos do tipo-I com geometria
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triangular. [163, 164] De acordo com nossa teoria, a interação V-AV é sempre atrativa,

o que deveria tornar energeticamente desfavorável o surgimento de moléculas V-AV em

poĺıgonos de supercondutores do tipo-I, pois nesse caso a interação V-V também é atrativa.

[165, 166]

A conjectura proposta na Ref. [162] traz ainda uma outra questão: se vórtices se

atraem (repelem) em supercondutores do tipo-I (tipo-II), equanto exatamente o oposto

ocorre para interações V-AV, que comportamento devemos esperar para interações V-AV

no ponto cŕıtico? Neste regime, ou seja, quando µ = 1, os vórtices não interagem entre si;

devemos esperar o mesmo para interações V-AV? A resposta para esta questão é obtida

resolvendo-se as equações de Bogomol’nyi [167]

[(
∂

∂x1
− iA1

)
+ sgn(n)i

(
∂

∂x2
− iA2

)]
Ψ = 0, (5.8a)

|−→∇ ×−→
A | + sgn(n)

1

2

(
|Ψ|2 − 1

)
= 0. (5.8b)

Usando o ansatz de um vórtice escolhido anteriormente, Ψ(r, θ) = f(r)einθ e
−→
A =

na(r)θ̂/r, estas equações se tornam [168]

r
df

dr
− sgn(n)n(1 − a)f = 0 (5.9a)

2n

r

da

dr
+ sgn(n)(f 2 − 1) = 0. (5.9b)

Substituindo-se estas fórmulas na Eq. (5.9) e descartando os termos de ordem superior

em σ(r) e Q(r) encontramos nQ = −sgn(n)r dσ
dr

ou, usando-se a forma assintótica destas

funções, nγ2rK1(r) = −sgn(n)γ1rdK0(r)/dr = sgn(n)γ1rK1(r) ⇒ γ1 = sgn(n)nγ2. Sub-

stituindo estas expressões para γ
(i)
1 na Eq. (5.7), mostramos que o potencial de interação

V-AV no regime cŕıtico é dado por Eint(d) = 4n1γ
(1)
2 n2γ

(2)
2 K0(d), o que ainda é atrativo,

já que n1n2 < 0. Sendo assim, diferentemente dos pares vórtice-vórtice, um par V-AV

exibe um potencial atrativo até mesmo no caso cŕıtico µ = 1.

Note que o potencial de interação V-AV neste trabalho é derivado para um super-

condutor volumétrico, na ausência de um campo magnético externo. Por outro lado, as

moléculas V-AV mostradas nas Refs. [162, 163, 164] foram encontradas em uma situação

diferente, a saber, em sistemas mesoscópicos sob campos externos aplicados, de forma

que o campo magnético ĺıquido na região do antivórtice torna-se positivo nesta situação.

Sendo assim, nossos resultados põem em questão a afirmação geral (e motivação) das Refs.

[162, 163, 164] de que um vórtice e um antivórtice se repelem em supercondutores tipo-I,

uma vez que mostramos que, ao menos em amostras volumétricas, isso não é verdade.
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Outros motivos, relacionados ao confinamento e aos campos eletromagnéticos resultantes,

devem ser explorados para explicar o aumento de estabilidade das moléculas V-AV encon-

tradas nas Refs. [162, 163, 164], o que torna os resultados dos referidos trabalhos ainda

mais intrigantes.

Devemos mencionar que, como γ1 6= γ2 para µ 6= 1, o potencial de interação dado pela

Eq. (5.7) pode divergir em pequenas distâncias para alguns valores de µ. Isto mostra uma

falha desta expressão anaĺıtica para d pequeno. Na verdade, para pequenas separações d,

o ansatz de superposição proposto por Bettencourt e Rivers e usado nesta Seção também

falha, uma vez que ele não leva em conta nem as deformações espaciais dos campos, nem a

posśıvel formação de vórtices gigantes. [94] Assim, a expressão anaĺıtica para o potencial

de interação entre vórtices tem validade restrita a grandes distâncias d. Mesmo assim,

quando o potencial de interação é calculado de forma numérica, levando em conta todas as

caracteŕısticas mencionadas acima, os resultados encontrados mostram bom acordo com a

Eq. (5.7) para d maior que uma separação cŕıtica dc que depende de µ, como mostraremos

na próxima Seção.

A força de interação Ω pode ser obtida derivando-se a energia com relação à distância

entre dois vórtices. Os resultados para µ = 1 nos casos V-V e V-GV claramente levam a

Ω(d) = 0. A expressão anaĺıtica para a força para grandes separações entre vórtices pode

ser facilmente derivada da Eq. (5.7) com

Ω(d) = 2
[
n1n2γ

(1)
2 γ

(2)
2 K1(d) − γ

(1)
1 γ

(2)
1 µK1(µd)

]
. (5.10)

5.2 Equações de Ginzburg-Landau para vórtices fixos

Voltemos ao passo i) do procedimento descrito na Seção anterior para obter a interação

V-V, que consiste em fixar uma mudança de fase circular em torno de cada vórtice. Nesta

Seção, derivamos as equações de Euler-Lagrange a partir das Eqs. (5.4a) e (5.4b) com os

v́ınculos impostos pelo passo i).

No artigo de Jacobs e Rebbi [94], os autores fixaram a fase para um único vórtice e

obtiveram equações de Ginzburg-Landau ‘modificadas’, dadas pela Eq. (2.18) do referido

artigo ou, equivalentemente, Eqs. (5.5a) e (5.5b) do nosso trabalho, assim como a Eq.

(7) do artigo de Babaev e Speight [106]. Apesar de apresentarem estas equações em

seu artigo, Jacobs e Rebbi não as resolveram diretamente, ao invés disso, eles usaram

funções variacionais para f(r) e a(r) e minimizaram a energia E sem resolver as equações
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diferenciais.

Para o sistema de dois vórtices, Jacobs e Rebbi fizeram um ansatz diferente, Ψ =

exp[iθ1] exp[iθ2]f(r, θ), onde θ1 e θ2 são ângulos azimutais ao redor da posição de cada

vórtice, f é uma função real que não necessariamente tem simetria circular e que é zero

na posição de cada vórtice, e as vorticidades foram escolhidas como 1 para cada vórtice.

Fixando as posições e vorticidades, eles precisaram apenas encontrar f e ~A que min-

imizam E. Como anteriormente, ao invés de derivarem as equações (diferenciais) de

Euler-Lagrange, eles usaram um procedimento variacional, considerando funções varia-

cionais que levam em conta as deformações dos vórtices à medida em que eles se aproxi-

mam e se fundem em um vórtice-gigante.

Os resultados de Jacobs and Rebbi são precisos e a vantagem do método proposto

por eles é que muitos termos da função variacional podem ser integrados analiticamente.

Porém, o procedimento variacional envolve muitos parâmetros, leva a um longo e exaustivo

cálculo anaĺıtico e a função variacional proposta não está na forma mais geral: se quisermos

resolver o problema para um par V-AV ou V-GV, a função variacional deve ser modificada

e, consequentemente, as integrais anaĺıticas no procedimento variacional teriam que ser

re-calculadas.

Para obter o potencial entre vórtices, nosso método começa a partir do ansatz para

dois vórtices Ψ = ein1θ1ein2θ2f(x, y), onde controlamos a vorticidade n1 e n2 de cada

vórtice. Nós então reescrevemos einjθj em coordenadas cartesianas:

einjθj =

(
xj + iyj

xj − iyj

)nj/2

, (5.11)

onde ~rj = (xj , yj, 0) é o vetor posição no plano com origem no centro do vórtice j.

Como estudaremos o caso de dois vórtices separados por uma distância d, tomamos ~r1 =

(x− d/2, y, 0) e ~r2 = (x + d/2, y, 0).

Depois disso, substitúımos o ansatz na Eq. (5.3) para obter o funcional de energia F

para vórtices com posições fixas

F =
1

2

[(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2
]

+
1

2
f 2
[
X

2
+ Y

2
+ 2(AxY − AyX) + A2

]

+
µ2

8
(1 − f 2)2 +

1

2
|~∇× ~A|2, (5.12)
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onde

X =
n1x1

r2
1

+
n2x2

r2
2

, Y =
n1y1

r2
1

+
n2y2

r2
2

.

Note que, apesar de X e Y parecerem não ter nenhum significado f́ısico, eles estão rela-

cionados ao gauge proposto por Jacobs e Rebbi para o potencial vetor, ~A = na(r)θ̂/r,

ou ~A = (−n sin θ/r, n cos θ/r, 0) = (−ny/r2, nx/r2, 0) em coordenadas cartesianas, que

mostrou-se ser compat́ıvel com a simetria das equações de Ginzburg-Landau, levando às

Eqs. (5.5a) e (5.5b) para um único vórtice. Porém, como estamos buscando equações

diferenciais mais gerais para dois vórtices, não iremos fazer nenhuma escolha a priori para

o gauge do potencial vetor.

Em trabalhos anteriores, [94, 106] as equações de Euler-Lagrange não foram derivadas

explicitamente. Nós derivamos as equações de Euler-Lagrange para o presente problema,

que são dadas por

∇2f −
[
X

2
+ Y

2
+ 2(AxY − AyX) + A2

]
f +

µ2

2
(1 − f 2)f = 0, (5.13a)

e
−→∇ ×−→∇ ×−→

A +

[
−→
A − n1θ̂1

r1
− n2θ̂2

r2

]
f 2 = 0, (5.13b)

onde os vetores unidade para a coordenada angular em torno de cada vórtice podem ser

reescritos como θ̂j = (−yj/rj, xj/rj, 0). Pode-se até mesmo verificar, após uma manip-

ulação das equações, que colocando-se n2 = 0 nestas equações obtém-se a Eq. (2.18) do

artigo de Jacobs e Rebbi, que é a equação para um único vórtice, mas em coordenadas

cartesianas. Resolver as Eqs. (5.13a) e (5.38c) é tão dif́ıcil quanto resolver as equações de

Ginzburg-Landau comuns, o que já foi feito em muitos trabalhos anteriores na literatura.

[95, 165, 166]

5.3 Resultados numéricos e funções de fitting

Resolvemos as Eqs. (5.13a) e (5.38c) numericamente usando a técnica de diferenças

finitas e um método de relaxação, adequado para equações diferenciais não-lineares. [120]

O sistema bi-dimensional é dividido em uma malha quadrada uniforme 601×601 com di-

mensão total 60λ×60λ. As singularidades na amplitude do parâmetro de ordem aparecem

naturalmente na posição central de cada vórtice, como consequência da fase circular fixa

einiθi definida ao redor de cada vórtice i, que garante a existência de zeros no parâmetro

de ordem no centro de cada vórtice. [94] Funções anaĺıticas de fitting serão propostas para
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as curvas obtidas numericamente, onde o erro no ajuste é definido pela variação [120]

ν =
N∑

n=1

[G(n) −Gfit(n)]2

(N −Np)
, (5.14)

onde G(n) é o conjunto numérico, Gfit(n) é a função anaĺıtica de fitting, N é o tamanho

do conjunto de dados e Np é o número de parâmetro variacionais da função de fitting. 1

5.3.1 Interação vórtice-vórtice
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Figura 69: Força de interação vórtice-vórtice Ω obtida numericamente como função da
separação d entre vórtices, para vários valores de µ =

√
2κ nos regimes (a) tipo-II e (b)

tipo-I. (c) Separação cŕıtica dc (quadrados, escala da direita) e extremo Ωmax (triângulos,
escala da esquerda), que correspondem respectivamente à posição e à amplitude do pico
de força, como funções do parametro de Ginzburg-Landau. As funções de fitting para dc

e Ωmax são mostradas pelas curvas sólidas.

Os resultados numéricos para a interação V-V são mostrados na Fig. 69, para vários

1Um ajuste perfeito levaria a ν → 0.
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valores de µ no regime tipo-II (a) e tipo-I (b). Note que para µ ≈ 0, os vórtices não devem

interagir e a força deve ser nula, mas para 0 < µ < 1 eles se atraem (regime tipo-I) e a força

é negativa neste caso. Porém, no ponto cŕıtico µ = 1 a força deve se anular novamente.

Assim, no tipo-I, dois regimes diferentes podem ser identificados: um onde o módulo da

força aumenta a partir do zero, à medida que µ aumenta a partir de zero, e outro onde

o módulo da força diminui de volta a zero, à medida que µ se aproxima de 1. Isto pode

ser visto na Fig. 69(c), onde o extremo do pico de força Ωmax (triângulos abertos, escala

da esquerda) aumenta com µ para pequenos valores de µ, enquanto para 0.6 < µ < 1

este pico diminui com µ, aproximando-se de zero quando µ = 1. Os resultados numéricos

podem ser aproximados pela função Ωmax(µ) = 0.0961µ(µ − 1)
/

(1 + 0.2863µ)1.341, que

é mostrada pela curva vermelha na Fig. 69(c). Nas Figs. 69(a,b) observamos que a

força exibe um máximo em uma certa separação cŕıtica dc, que depende do parâmetro

de Ginzburg-Landau µ =
√

2κ. A separação cŕıtica dc também é mostrada na Fig. 69(c)

(quadrados abertos, escala da direita) como função de µ. A função que se aproxima desta

curva, dada por dc = 22.203(1 + 10.504µ)−0.774 (com variação estimada em ν ≈ 0.3%),

é mostrada pela curva preta na Fig. 69(c), que sugere que a separação cŕıtica para

interações V-V se aproxima de zero em situações extremas do tipo-II (µ → ∞). Uma

situação extrema do tipo-II pode ser simulada através de um filme fino supercondutor

de espessura w ≪ λ, onde a profundidade de penetração magnética efetiva é dada por

Λ = λ2/w, e para o qual expressões anaĺıticas para a interação V-V foram propostas por

Pearl [169], e posteriormente por Brandt [170]. Porém, no caso de filmes supercondutores,

a força de interação V-V decai monotonicamente como 1/d2, enquanto no presente caso

de um supercondutor volumétrico, o decaimento é exponencial. Assim, apesar de ambas

as situações serem consideradas como limites extremos do tipo-II, nossos resultados para

supercondutores volumétricos com µ → ∞ são quantitativamente diferentes daqueles

obtidos para filmes finos supercondutores.

A importância de se resolver as Eqs. (5.13a) e (5.38c) numericamente para dois

vórtices separados está na possibilidade de se obter a força de interação entre vórtices

até mesmo no limite de pequenas separações, que não pode ser descrito pelas funções

assintóticas encontradas na literatura [101] e pela Eq. (5.10). Porém, uma vez que resovler

estas equações é geralmente uma tarefa dif́ıcil, nós tentamos propor aqui uma expressão

anaĺıtica que possui todas as caracteŕısticas da força obtida numericamente como função

da separação entre vórtices. Esta expressão pode ser útil, por exemplo, para a modelagem

numérica de estruturas de vórtices através de simulações de dinâmica molecular (MD),

onde os vórtices são considerados como part́ıculas puntuais. Até o momento, nestas



5.3 Resultados numéricos e funções de fitting 167

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

 = 3.918
 = 4.167

p = 6.5 x 10-4

q = 2.749

 

 
| 

 | 
(

0)

d ( )

(b)

 

 = -12.503
 = 3.127 x 10-1

 

 

p = 1.37 x 10-2

q = 2.738

(a)

Figura 70: Comparação entre as forças de interação V-V como função da separação d
obtidas pelo método numérico (śımbolos) e pelas expressões assintóticas (curvas) das
Eqs. (5.15, 5.16), para µ = 1.7 (a) e µ = 0.6 (b). As forças são mostradas em escala log10

e os valores dos parâmetros de ajuste p, q, γ e δ são dados em cada painel.

simulações de MD usa-se tipicamente as expressões assintóticas para a interação V-V, que

são válidas apenas no regime de grandes separações. [171, 172] Para obter uma função

de fitting apropriada, iremos primeiro analisar separadamente os comportamentos para

grandes e pequenas separações entre vórtices: para grandes separações, usando-se a forma

assintótica das funções de Bessel modificadas, a Eq. (5.10) pode ser reescrita como

Ω(d→ ∞) = γd−
1
2

(
δe−d −√

µe−µd
)
, (5.15)

onde γ e δ são parâmetros de ajuste. Para pequenas separações, nossos resultados mostram

que uma potência de d descreve a força satisfatoriamente, ou seja

Ω(d→ 0) = pdq, (5.16)

com p e q como parâmetros de ajuste. Dois exemplos destes fittings são mostrados mostra-

dos na Fig. 70, para µ = 0.6 (em baixo) e µ = 1.7 (em cima). Note que o parâmetro q
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depende fracamente de µ, exibindo valores entre ≈ 2.7 e ≈ 2.8 para todos os valores de µ

considerados no caso V-V.
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Figura 71: (a) Comparação entre as forças de interação V-V como função da separação d
obtidas pelo método numérico (śımbolos) e pela função de fitting (curvas) dada pela Eq.
(5.17). As curvas sólidas (tracejadas) e os triângulos (quadrados) são os resultados para
µ = 0.6 (1.7). (b-c) Os resultados para cada valor de µ são mostrados separadamente em
escala logaŕıtmica, para enfatizar os pequenos desvios entre a função de fitting e os dados
numéricos.

Seguindo o comportamento estabelecido para a interação nos casos limites, nós propo-

mos uma única função que tem os comportamentos acima como limites:

Ωfit(d) = η1
dη3

1 + η2d
η3+ 1

2

(
η4e

−d −√
µe−µd

)
, (5.17)

onde ηi (i = 1 - 4) são quatro parâmetros de ajuste.

Fig. 71 mostra o fitting obtido com a Eq. (5.17) para os mesmos valores de µ

apresentados na Fig. 70. O fitting não é ideal para d < λ, onde a força se torna muito

pequena. Mesmo assim, encontramos um erro no ajuste menor que 1%. Note que o

potencial de interação V-V, que é a integral da força, será ainda mais preciso.
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Figura 72: Parâmetros de ajuste (śımbolos) da Eq. (5.17) como função de µ =
√

2κ para
o caso V-V. As curvas são funções de fitting dadas pelas Eqs. (5.18) para ηi(µ) (i = 1−4),
em três intervalos diferentes: 0 < µ < 0.5, 0.5 < µ < 1 e 1 < µ. A inserção mostra uma
ampliação dos resultados para η4 para os maiores valores de µ.

Os valores dos quatro parâmetros de ajuste são dados na Tabela I, para µ variando

entre 0.2 e 2.5. Note que a variação estimada ν cresce com µ, então Eq. (5.17) não

produz resultados precisos em casos tipo-II extremos. De qualquer forma, no caso tipo-II

extremo a separação cŕıtica dc se aproxima de zero, como mencionado anteriormente, e

consequentemente, a parte de curto alcance da interação V-V não deve ser importante

nesta situação. Assim, a expressão assintótica Ω(d) = f0K1 (d) frequentemente usada na

literatura, [173, 174] que pode ser obtida a partir da Eq. (5.10) fazendo-se µ → ∞, deve

levar a uma descrição satisfatória da força de interação V-V em situações tipo-II extremas.

Tentamos então obter uma expressão anaĺıtica para os parâmetros de ajuste como

função de µ. A dependência deles em µ é mostrada na Fig. 72. Três intervalos diferentes

de µ, delimitados pelas linhas pontilhadas verticais na Fig. 72, podem ser distinguidos.

A explicação f́ısica para a existência de três comportamentos diferentes dos parâmetros
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Tabela 1: Parâmetros de ajuste ηi e o erro estimado ν para a Eq. (5.17) no caso V-V,
para diversos valores de µ.
µ η1 η2 η3 η4 ν(×10−8)

0.2 6.564×10−7 5.13×10−7 6.135 -83.611 1.42
0.3 1.522×10−5 7.268×10−6 5.213 -17.667 3.96
0.4 5.698×10−5 2.041×10−5 4.950 -8.014 5.06
0.5 1.284×10−4 3.911×10−5 4.796 -5.090 1.95
0.6 4.474×10−4 1.222×10−4 4.440 -1.538 0.448
0.7 1.62×10−3 3.968×10−4 4.046 0.237 0.239
0.8 4.12×10−3 9.326×10−4 3.760 0.766 0.215
0.9 8.46×10−3 1.79×10−3 3.544 0.943 0.116
1.1 1.546×10−2 3.88×10−3 3.489 1.049 0.139
1.2 2.068×10−2 5.37×10−3 3.443 1.095 0.98
1.3 2.67×10−2 7.31×10−3 3.410 1.140 3.16
1.4 3.369×10−2 9.78×10−3 3.382 1.183 7.24
1.5 4.175×10−2 1.286×10−2 3.358 1.225 13.8
1.6 5.094×10−2 1.664×10−2 3.338 1.265 23.6
1.7 6.136×10−2 2.121×10−2 3.320 1.304 36.8
1.8 7.308×10−2 2.667×10−2 3.306 1.342 53.9
1.9 8.618×10−2 3.311×10−2 3.294 1.378 75.3
2.0 0.1008 4.066×10−2 3.283 1.414 101.1
2.1 0.1169 4.94×10−2 3.275 1.449 131.6
2.2 0.1347 5.945×10−2 3.268 1.483 166.7
2.3 0.1542 7.093×10−2 3.262 1.517 206.6
2.4 0.1756 8.396×10−2 3.258 1.549 251.1
2.5 0.199 9.866×10−2 3.254 1.581 286.2
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Tabela 2: Parâmetros de ajuste nas Eqs. (5.18 a-d) para o caso V-V, para três intervalos
diferentes de µ.
Parameter µ < 0.5 0.5 < µ < 1 µ > 1

A1 5.977 -0.5420 -0.9404
B1 -1.092 -9.041 -74.584
C1 -1.191 -0.6323 -4.221×10−2

A2 13.845 7.935 ×10−2 -0.9843
B2 -0.6218 -5.359 -379.321
C2 -1.373 -0.9084 -1.057×10−2

A3 4.79 2.756 3.234
B3 12.542 7.587 1.849
C3 -11.183 -2.523 -1.804
A4 -3.677 1.215 0
B4 -8.663×10−2 -0.1229 1
C4 -4.244 -6.022 0.5

ηi como função de µ é a seguinte: para o tipo-I (µ < 1), como explicado anteriormente,

deve haver um regime onde o tamanho do pico de força atrativa aumenta com µ e outro

regime onde ele diminui com µ. Isto define os intervalos 1 (µ < 0.5) e 2 (0.5 < µ < 1),

respectivamente. O intervalo 3 é então o regime tipo-II, para µ > 1, onde a força de

interação é repulsiva. As funções ηi(µ) na Fig. 72 foram aproximam-se de

η1(µ) = eB1(µC1+A1), (5.18a)

η2(µ) = eB2(µC2+A2), (5.18b)

η3(µ) = A3 +B3e
C3µ (5.18c)

e

η4(µ) = A4 +B4µ
C4 , (5.18d)

com parâmetros Ai, Bi e Ci diferentes para cada região, listados na Tabela II. Estas funções

de fitting para ηi(µ) são mostradas como curvas na Fig. 72. Note que o parâmetro η4 deve

satisfazer a condição η4 ≤ √
µ (≥ √

µ) no caso tipo-I (tipo-II), se não a diferença entre

os termos exponenciais na Eq. (5.17) apresentaria uma mudança de sinal para pequenas

separações, levando a uma falsa região repulsiva (atrativa) neste caso. No caso tipo-II,

esta condição leva a η4(µ) ≈ √
µ como o melhor falor para este parâmetro de ajuste.

É importante salientar que os resultados obtidos para η2 não apresentam os mesmos

valores que q na Eq. (5.16) para a lei de potência em pequenas separações, que, como

mencionado anteriormente, estão entre ≈ 2.7 e ≈ 2.8. Isto é razoável, porque os termos

exponenciais na Eq. (5.17) ainda influenciam no limite de pequenas distâncias d nesta
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expressão, assim, o parâmetro η2 deve assumir um valor diferente de q para compensar

estes termos. Os valores obtidos para η4, que é o parâmetro que controla o comportamento

da Eq. (5.10) para longas distâncias d, também não são os mesmos obtidos quando usamos

o comportamento assintótico de cada vórtice para encontrar os parâmetros γ
(i)
1 e γ

(i)
2 na

Eq. (5.10). Na verdade, para µ > 1, encontramos η4 ≈ √
µ, que equivale a γ

(i)
1 = γ

(i)
2 . À

medida que µ aumenta, a diferença entre γ
(i)
1 e γ

(i)
2 é intensificada [99], o que leva a um erro

ν maior para maiores valores de µ, como mostrado na Tabela I. Mesmo assim, esta escolha

de η4 convenientemente leva a uma função que decai exponencialmente para grandes

separações d, como esperado para interações V-V em supercondutores volumétricos, e que

não apresenta nenhuma troca de sinal em pequenas separações. Obviamente, a função de

fitting Eq. (5.17) pode ser aprimorada para podermos obter um ajuste melhor para a parte

que corresponde a grandes separações e para reproduzir perfeitamente a lei de potência

para pequenas separações, mas isso requer mais parâmetros de ajuste e expressões bem

mais complicadas. A Eq. (5.17) é simples e ainda produz resultados razoáveis para

0 ≤ µ ≤ 2.5, como verificado pelos pequenos erros ν < 10−6 encontrados na Tabela I e

pela comparação com os resultados numéricos na Fig. 71.

5.3.2 Interação vórtice-vórtice gigante

Como observado na Fig. 69, a força de interação entre dois vórtices mostra um

máximo em uma certa separação cŕıtica dc e decai para zero tanto para separações muito

grandes, como para separações muito pequenas. A primeira situação é razoável, já que

a interação entre vórtices deve ser mais fraca quando eles estão longe um do outro. A

segunda ocorre devido à formação de um estado de vórtice gigante: quando dois vórtices

de vorticidade n1 = 1 e n2 = 1, por exemplo, são colocados próximos um do outro, eles se

juntam, formando um vórtice gigante com vorticidade n = n1 + n2 = 2. [94, 95, 96, 97]

Na ausência de confinamento lateral, o vórtice gigante é um estado estável (instável) em

sistemas tipo-I (tipo-II) e pode assim interagir com outros vórtices, o que nos motiva a

investigar a força de interação entre um vórtice e um vórtice gigante.

A força de interação V-GV é mostrada na Fig. 73 como função da distância entre

eles, para vários valores de µnos regimes tipo-II (a) e tipo-I (b). O comportamento das

curvas é bastante similar ao da Fig. 69 para o caso V-V, mas com amplitudes e separações

cŕıticas diferentes. A separação cŕıtica dc, onde os vórtices começam a se misturar, obtida

numericamente para a interação V-GV é mostrada como função de µ na Fig. 73 (c),

junto com sua função de fitting dc = 25.043(1 + 6.632µ)−0.8862 (com erro estimado em
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Figura 73: Força de interação vórtice-vórtice gigante Ω obtida numericamente como
função da separação d, para vários valores de µ =

√
2κ nos regimes (a) tipo-II e (b)

tipo-I. (c) Separação cŕıtica dc (quadrados, escala da direita) e extremo Ωmax (triângulos,
escala da esquerda), que correspondem respectivamente à posição e à amplitude do pico
de força, como funções do parametro de Ginzburg-Landau. As funções de fitting para dc

e Ωmax são mostradas pelas curvas sólidas.

ν ≈ 2%). Note que a separação cŕıtica pra a interação V-GV é sempre maior que a do

caso V-V, pois o vórtice gigante tem um centro maior em comparação com um vórtice

n = 1. Mesmo assim, a função de fitting mostra que o menor valor de separação cŕıtica

para o caso V-GV, que seria obtido no regime tipo-II extremo, também é dc(µ→ ∞) = 0,

como no caso V-V. O comportamento do extremo do pico de força Ωmax como função

de µ, mostrado como triângulos abertos na Fig. 73(c), é similar àquele encontrado no

caso V-V, com a amplitude aproximando-se de zero para µ → 0 e µ → 1, e aumentando

monotonicamente para µ aumentando a partir de 1. O extremo do pico de força pode ser

aproximado pela função Ωmax = 0.1709µ(µ − 1)/(1 + 1.854µ)0.6087, que é mostrado pela

curva sólida na Fig. 73(c).

Na Sec. II, encontramos analiticamente que a Eq. (5.10) permanece válida para
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Figura 74: Comparação entre a força de interação V-GV como função da separação d,
obtida pelo método numérico (śımbolos) e pelas expressões anaĺıticas (curvas) das Eqs.
(5.15, 5.16), para µ = 1.7 (a) and µ = 0.6 (b). As forças são mostradas em escala log10 e
os valores dos parâmetros de ajuste p, q, γ e δ são dados em cada figura.

interações assintóticas V-GV, simplesmente escolhendo-se n1 = 1, n2 = 2 e mudando-se

os parâmetros γ
(i)
1 e γ

(i)
2 apropriadamente. Além disso, nossos resultados mostram que

a força no limite de pequenas separações neste caso pode também ser descrita por uma

potência da separação d. As funções de fitting para os limites de pequenas e grandes

separações, dadas por Eqs. (5.15, 5.16), são mostradas na Fig. 74 para a interação V-GV,

apresentando bom acordo com os resultados numéricos. Isto sugere que as funções de

fitting dadas pela Eq. (5.17) podem não só ser usadas para interações V-V, mas também

para interações V-GV.

Os quatro parâmetros de ajuste ηi (i = 1 - 4) encontrados para cada valor de µ no

caso V-GV são mostrados na Tabela III, para µ e 0.2 a 2.5. Como no caso V-V, o erro ν

aumenta para µ > 1, de forma que a função sugerida deve falhar em situações extremas

do tipo-II. Como um exemplo, a força de interação V-GV para µ = 1.7 e 0.6 é mostrada

na Fig. 75 como função da separação d entre o vórtice e o vórtice gigante, junto com
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Figura 75: (a) Comparação entre as forças de interação V-V como função da separação d
obtidas pelo método numérico (śımbolos) e pela função de fitting (curvas) dada pela Eq.
(5.17). As curvas sólidas (tracejadas) e os triângulos (quadrados) são os resultados para
µ = 0.6 (1.7). Os resultados para cada valor de µ são também mostrados separadamente
em escala logaŕıtmica, para enfatizar os pequenos desvios entre a função de fitting e os
dados numéricos: (b) µ = 1.7; (c) µ = 0.6.

as curvas de fitting dadas pela Eq. (5.17) com os respectivos parâmetros encontrados

na Tabela III. Apesar do erro ainda ser menor que 10−5 nestes casos, podemos ver no

gráfico em escala logaŕıtmica na Fig. 75(b) e (c) que para pequenas separações a função

de fitting é menos precisa, comparado com o caso V-V mostrado na Fig. 71, onde os erros

são menores que 10−7. De qualquer forma, na região de pequenas separações d a força

de interação é bastante fraca e, consequentemente, o desvio na força também é bastante

pequeno.

A dependência dos parâmetros de ajuste em µ é mostrada na Fig. 76 (quadrados)

para o caso de uma interação V-GV n1 = 1 e n2 = 2, onde o fitting dos dados também

é mostrado (curvas). Mais uma vez, três comportamentos diferentes de ηi como função

de µ são observados, de forma que os dados são ajustados usando parâmetros Ai, Bi e

Ci diferentes nas Eqs. (5.18a-d). O motivo para a existência de três comportamentos
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Tabela 3: Parâmetros de ajuste ηi e erros estimados ν para a Eq. (5.17) no caso V-GV
(n1 = 1 e n2 = 2), para µ entre 0.2 e 2.5.
µ η1 η2 η3 η4 ν(×10−8)

0.2 1.495×10−9 6.073×10−10 8.440 -443.65 1.72
0.3 2.347×10−7 4.944×10−8 6.929 -58.765 16.2
0.4 1.165×10−6 1.69×10−7 6.679 -24.312 33.7
0.5 2.302×10−6 2.823×10−7 6.628 -19.433 22.6
0.6 1.083×10−5 1.230×10−6 6.199 -8.372 8.6
0.7 6.775×10−5 6.892×10−6 5.681 -1.661 2.6
0.8 3.681×10−4 3.283×10−5 5.173 0.446 0.91
0.9 1.54×10−3 1.196×10−4 4.706 0.942 0.41
1.1 3.81×10−3 3.847×10−4 4.539 1.049 0.69
1.2 5.98×10−3 6.366×10−4 4.423 1.095 6.0
1.3 8.78×10−3 1.01×10−3 4.330 1.140 21.7
1.4 1.237×10−2 1.55×10−3 4.248 1.183 54.0
1.5 1.684×10−2 2.3×10−3 4.175 1.225 108.8
1.6 2.177×10−2 3.27×10−3 4.148 1.265 196.0
1.7 2.813×10−2 4.57×10−3 4.095 1.304 315.8
1.8 3.561×10−2 6.22×10−3 4.048 1.342 474.8
1.9 4.428×10−2 8.28×10−3 4.008 1.378 676.0
2.0 5.421×10−2 1.08×10−2 3.973 1.414 676.0
2.1 6.549×10−2 1.384×10−2 3.942 1.449 1218
2.2 7.818×10−2 1.747×10−2 3.916 1.483 1564
2.3 9.236×10−2 2.174×10−2 3.894 1.517 1962
2.4 0.1081 2.671×10−2 3.876 1.549 2410
2.5 0.1255 3.245×10−2 3.861 1.581 2911
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distintos dos parâmetros ηi como função de µ é o mesmo do caso V-V. Além disso, para

µ > 1 (regime tipo-II), encontramos η4(µ) ≈ √
µ, como no caso V-V. Os parâmetros

Ai, Bi e Ci para o caso V-GV, para cada intervalo de µ, são dados na Tabela IV.
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Figura 76: Parâmetros de ajuste ηi=1−4 (śımbolos) da Eq. (5.17) como função de µ =
√

2κ
para o caso V-GV. As curvas mostram o ajuste de ηi(µ) dado pelas Eqs. (5.18a-d) para
três intervalos diferentes, definidos no texto como intervalo 1 (0 < µ < 0.5), intervalo 2
(0.5 < µ < 1) e intervalo 3 (1 < µ).

5.3.3 O problema de três vórtices

Até agora, consideramos apenas a interação de dois corpos entre vórtices. No es-

tudo da dinâmica de muitos vórtices, geralmente considera-se a soma de interações entre

pares. Neste sentido, a força agindo sobre o vórtice i em um sistema com muitos vortices

formando uma certa configuração é dada por [173, 174]

~Ωi =
∑

j 6=i

Ω (|~ri − ~rj |) r̂i,j (5.19)
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Tabela 4: Parâmetros de ajuste das Eqs. (5.18a-d) para o caso V-GV (n1 = 1 e n2 = 2),
para três intervalos diferentes de µ.
Parameter µ < 0.5 0.5 < µ < 1 µ > 1

A1 61.948 -0.9926 -0.5785
B1 -0.1937 -693.484 -14.199
C1 -2.350 -1.779×10−2 -0.3514
A2 101.28 -0.6458 -0.5461
B2 -0.1417 -22.365 -18.823
C2 -2.374 -0.4566 -0.3461
A3 6.631 -15.424 3.761
B3 67.184 24.938 3.748
C3 -18.061 -0.2385 -1.442
A4 -19.425 2.654 0
B4 -2.396×10−2 -0.7764 1
C4 -6.075 -5.113 0.5

onde ~ri é a posição do vórtice i e r̂i,j = (~ri − ~rj) /|~ri − ~rj|. Neste modelo, a força de

interação V-V é obtida derivando-se o potencial entre um par de vórtices, e é geral-

mente assumida como Ω(|~ri − ~rj |) = f0K1 (|~ri − ~rj |/λ), onde f0 é uma constante. Como

mencionado na Sec. IV A, isso corresponde à situação do tipo-II extremo (µ ≫ 1). Para

valores intermediários de µ, devemos considerar ambas as funções de Bessel na Eq. (5.10),

o que não é conveniente, uma vez que, como mencionado na Sec. II, esta expressão diverge

para pequenas separações V-V e não leva em conta nem a deformação dos núcleos dos

vórtices, nem a formação de vórtices gigantes. Assim, usar a Eq. (5.17) para a força de

interação entre um par de vórtices, com os parâmetros dados pela Tabela I ou pelas Eqs.

(5.18a-d), seria uma maneira fácil de levar-se em conta todas estas caracteŕısticas e de

evitar-se a divergência para pequenas separações. Apesar disto resolver o problema nas

simulações padrão de dinâmica de vórtices, que envolvem apenas interações entre pares,

mostraremos aqui quando esta aproximação passa a falhar, considerando como exemplo

a interação entre três vórtices localizados nos vértices de um triângulo equilátero.

Consideremos três vórtices nas posições r1 = (−d/2,−
√

3d/4), r2 = (d/2,−
√

3d/4)

e r3 = (0,
√

3d/4), formando um triângulo de lado d. O ansatz de três vórtices é Ψ =

ein1θ1ein2θ2ein3θ3f(x, y), onde controlamos as vorticidades n1, n2 e n3 de cada vórtice.

Para este exemplo, consideramos três vórtices de mesma vorticidade n1 = n2 = n3 = 1.

Seguindo o procedimento descrito na Sec. 5.2, obtemos as equações de Euler-Lagrange

para o problema de três vórtices, onde a primeira equação é similar à Eq. (5.13a), mas

com X e Y contendo três termos

X =
x1

r2
1

+
x2

r2
2

+
x3

r2
3

, Y =
y1

r2
1

+
y2

r2
2

+
y3

r2
3

,
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e a segunda equação é

−→∇ ×−→∇ ×−→
A +

[−→
A − 1

r1
θ̂1 −

1

r2
θ̂2 −

1

r3
θ̂3

]
f 2 = 0. (5.20)
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Figura 77: Energia da interação entre três vórtices localizados nos vértices de um triângulo
equilátero como função do comprimento do lado d do triângulo, obtidos pelo ansatz de três
vórtices (tracejada) e pela interação entre pares (sólida), isto é, por Eint(d) = 3Epair

int (d),
para µ = 0.8 e 1.7.

Similarmente ao caso das interações V-V e V-GV, resolvemos as equações de Euler-

Lagrange para três vórtices numericamente, usando o esquema de diferenças finitas e o

método de relaxação. Os resultados obtidos para a energia de interação como função

da distância V-V, ou equivalentemente, do lado d do triânglo, são mostrados como cur-

vas tracejadas na Fig. 77 para dois valores do parâmetro de Ginzburg-Landau, µ = 0.8

(tipo-I) e 1.7 (tipo-II). Como consideramos a mesma distância d entre cada par de vórtices

formando o triângulo, o procedimento padrão para o problema de muitos corpos, que con-

sidera apenas interação entre pares, prevê uma energia de interação Eint(d) = 3Epair
int (d),

onde Epair
int (d) é a energia de interação para cada par V-V. Esta energia é mostrada pelas

curvas sólidas na Fig. 77, onde uma boa concordância com os resultados obtidos pelo

ansatz de três vórtices é observada apenas para separações d maiores, enquanto para sep-

arações menores, as energias previstas pelo modelo de interação de pares são claramente

superestimadas. Este resultado é uma manifestação da importância das deformações dos

vórtices para pequenas separações V-V: o modelo de interação entre pares simplesmente

não leva em conta as deformações ocorridas na formação de um vórtice gigante triplo.

Consequentemente, este modelo superestima as energias. Isto está ilustrado na Fig. 78,
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onde a amplitude do parâmetro de ordem de dois (a, c) e três (b, d) vórtices interagentes

é mostrada para µ = 0.8 (painéis da esquerda) e 1.7 (painéis da direita), para separações

V-V d = 3.2λ e 1.8λ, respectivamente. No caso de três vórtices, observamos que cada

vórtice é deformado em direção ao centro do conjunto de vórtices. Esta deformação, que

é encontrada como o estado de menor energia do sistema de três vórtices, não pode ser

obtida por um modelo que consiste apenas de interações entre pares de vórtices. De

qualquer forma, nos casos tipo-II extremos estudados na literatura [173, 174], a separação

cŕıtica dc onde os vórtices começam a se misturar se aproxima de zero (como demonstrado

na Subseção anterior) e a concordância entre os resultados obtidos pelo modelo de pares

e pelo ansatz de três vórtices deve ser melhor até mesmo para separações menores.
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Figura 78: Curvas de ńıvel da amplitude do parâmetro de ordem para os casos indicados
na Fig. 77, ou seja, considerando-se µ = 0.8 (1.7) e d = 3.2λ (1.8λ), obtidas para dois (a,
c) e três (b, d) vórtices interagentes.

No problema de muitos vórtices, os vórtices podem se aproximar de diversas maneiras

diferentes, e o estudo de três vórtices em uma geometria triangular apresentado nesta

Subseção é um caso bastante espećıfico. Ainda assim, este exemplo demonstra de forma

simples que, exceto no caso tipo-II extremo, uma descrição exata da dinâmica de muitos

vórtices é uma tarefa bastante dif́ıcil. O potencial de pares, mesmo quando leva em

consideração as deformações V-V, ainda produz apenas uma descrição aproximada do

problema, já que as deformações devido à presença de todos os outros vórtices não estão
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inclúıda no modelo. Neste sentido, as expressões propostas no nosso trabalho para as

forças de interação V-V e V-GV trazem um avanço importante sobre as expressões con-

hecidas Ω(|~ri − ~rj|) = f0K1 (|~ri − ~rj |/λ) e Eq. (5.10), pois incluem as deformações e a

mistura entre vórtices, mas um estudo de dinâmica molecular para muitos vórtices us-

ando estas expressões ainda não é uma descrição ideal para um sistema onde as escalas

de comprimento ξ e λ são comparáveis.

5.3.4 Interação vórtice-antivórtice

Nas Subseções anteriores, mostramos que quando dois vórtices, ou um vórtice e um

vórtice gigante, se aproximam, eles se misturam formando um único vórtice gigante com

vorticidade n = n1 + n2. Mostramos também que no limite de pequenas separações, as

forças de interação V-V ou V-GV são bastante fracas. Diferentemente, como discutido na

Sec. II, um vórtice e um antivórtice se atraem e se aniquilam em ambos os supercondutores

do tipo-I e do tipo-II. Nesta Subseção, o comportamento da força de interação vórtice-

antivórtice (V-AV) como função da separação V-AV será estudado em maiores detalhes.

De fato, a interação V-AV é completamente diferente daquelas obtidas nos casos V-V

and V-GV estudados nas Subseções anteriores. A energia (a) e a força (b) da interação V-

AV são mostradas na Fig. 79, para dois valores do parâmetro de Ginzburg-Landau, µ= 0.6

(triângulos) e 1.7 (quadrados). Como discutido anteriormente na Sec. II, a interação V-AV

é sempre atrativa, para qualquer valor de µ. Porém, em uma certa separação cŕıtica dE, a

solução com super-correntes bem definidas em torno de cada vórtice e antivórtice deixa de

ser o estado de menor energia do sistema. Uma solução com menor energia, que apresenta

forte supressão da amplitude do parâmetro de ordem e da super-corrente na região entre

o vórtice e o antivórtice passa a ser o estado fundamental para pequenas separações. Uma

histerese é observada na vizinhança da separação cŕıtica dE, como mostrado na Fig. 79(a).

Estes resultados lembram aqueles obtidos por Priour e Fertig [175] no caso de um vórtice

próximo a um defeito artificial. Uma supressão da amplitude do parâmetro de ordem

também foi observada por Sardella et al. [176] na dinâmica da aniquilação V-AV em um

supercondutor mesoscópico, para pequenas separações V-AV. O valor absoluto da força

é mostrado na Fig. 79(b) em escala log10, onde dois comportamentos diferentes, para

separações d menores e maiores que dE , são claramente observados.

A dependência da separação cŕıtica dE, obtida numericamente para a interação V-

AV, sobre o parâmetro de Ginzburg-Landau µ é ilustrada como quadrados na Fig. 79(c),

e pode ser ajustada a uma função similar àquelas usadas para a separação cŕıtica nos
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Figura 79: (a) Energia e (b) força (valor absoluto) da interação V-AV como função da
separação d, para µ = 0.6 (triângulos) e 1.7 (quadrados). Os śımbolos fechados (aber-
tos) são os resultados obtidos através do processo numérico de relaxação aumentando-se
(diminuindo-se) gradualmente d de 0 a 15 λ (de 15 λ a 0). Uma histerese é observada em
torno de uma separação cŕıtica dE, como indicado pelas setas, e a solução representada pe-
los śımbolos abertos é estável apenas para d > dA. (c) Separações cŕıticas dE (quadrados)
e dA (triângulos) obtidas numericamente como função do parâmetro de Ginzburg-Landau
µ, junto com suas funções de fitting (curvas).

casos V-V e V-GV, dada por dE = 0.337 + 31.249(1 + 10.264µ)−0.6855 (com erro estimado

em ν ≈ 0.4%), a qual é mostrada como uma curva sólida na Fig. 79(c). A diferença

é que no limite µ → ∞ esta separação é finita, enquanto nos casos anteriores ela era

zero. Apesar da solução com super-correntes bem definidas em redor do vórtice e do

antivórtice não ser o estado de menor energia para d < dE, ele ainda é um estado estável

na vizinhança deste ponto, e se torna instável apenas para d < dA. A dependência de

dA sobre µ é mostrada pelos triângulos na Fig. 79(c) e aproxima-se da função dA =

0.337 + 12.222(1 + 2.461µ)−0.7931 (com erro estimado ν ≈ 0.6%).
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Figura 80: Super-corrente (em cima) e amplitude do parâmetro de ordem (em baixo) ao
longo da direção da aproximação entre o vórtice e o antivórtice x, para separações V-AV
indicadas pelas setas na Fig. 10 (b), ou seja, d = 9.2λ (5.2 λ), para µ = 0.6 (1.7). Curvas
pretas (cinzas) se referem aos estados representados pelos śımbolos abertos (fechados) na
Fig. 79 (b).

A Fig. 80 mostra a distribuição da super-corrente ~J = ~∇ × ~∇ × ~A e a amplitude

do parâmetro de ordem na direção da aproximação entre o vórtice e o antivórtice (eixo

y = 0) para valores diferentes da separação V-AV. As separações cŕıticas para µ = 0.6 e

1.7 são dE = 8.6λ e 4.5λ, respectivamente, e os valores da separação V-AV na Fig. 80

são tomados como d = 9.2λ > dE para µ = 0.6 e 5.2λ > dE para µ = 1.7. Note que para

cada uma destas separações, podemos encontrar duas soluções com energias diferentes.

As curvas pretas (cinzas) na Fig. 80 são relacionadas aos śımbolos abertos (fechados) na

Fig. 79(b). Quando a separação V-AV é grande, as correntes ao redor de cada vórtice

e antivórtice apresentam picos bem definidos a uma certa distância que depende de µ.

Quando o vórtice e o antivórtice são colocados próximos um do outro, as super-correntes

se superpõem na região entre eles, como observado pelas curvas pretas na Fig. 80 (em

cima). As curvas pretas na Fig. 80 (em baixo) mostram que a amplitude do parâmetro

de ordem nestas soluções apresenta zeros na posição do vórtice e do antivórtice e atinge

≈ 1 na região entre eles. Na vizinhança de dE, para separações V-AV d > dE, existe um

estado de maior energia (ver śımbolos cinzas fechados na Fig 79(a)) com super-correntes
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e amplitudes do parâmetro de ordem bastante suprimidos na região entre o vórtice e o

antivórtice, o que é mostrado pelas curvas cinzas na Fig. 80. Para d < dE, a solução

representada pelas curvas pretas na Fig. 80 deixa de ser o estado de menor energia, como

mostrado na Fig. 79(a), e se torna instável quando a separação V-AV é reduzida a d < dA,

enquanto a solução com correntes e parâmetros de ordem suprimidos entre o vórtice e o

antivórtice, mostrada pelas curvas cinzas, se torna o estado de menor energia para d < dE

e a única solução estável para d < dA.

Os parâmetros de ordem suprimidos na região entre vórtices observados na única

solução estável para d < dA sugerem que um vórtice e um antivórtice não podem coexistir

nestas distâncias, ao menos que estejam fixos de alguma forma, neste caso esta solução de

corda é formada. Isto é razoável, uma vez que a curtas distâncias os campos do vórtice

e do antivórtice se compensam, e a quantização do fluxo, uma propriedade essencial dos

vórtices (ou antivórtices), é perdida. Note que isto é diferente do caso de dois vórtices, que

podem coexistir a curtas distâncias, deformar-se e interagir como descrito nas Subseções

anteriores, já que a quantização do fluxo do par V-V é preservada até em pequenas

separações V-V. A formação da corda vai além das simulações de dinâmica V-AV, uma

vez que neste caso, o par V-AV não é mais bem definido pelas correntes e parâmetros

de ordem ao seu redor. Para estudos de dinâmica molecular do movimento de vórtices

e antivórtices, devemos considerar a separação cŕıtica dA como a separação onde o par

V-AV se aniquila (veja, por exemplo, Ref. [177]).

Devido ao comportamento peculiar encontrado para a força V-AV como função da

separação d, que é discont́ınua em dE , não é posśıvel encontra uma única função de fitting

que descreva a força em ambos os regimes d > dE e d < dE, como fizemos para as forças

V-V e V-GV. Por outro lado, como discutido na Seção anterior, a força de interação V-AV

em grandes distâncias d pode ser descrita por uma combinação de funções de Bessel, dada

pela Eq. (5.10), que pode ser reescrita como

Ω(d) = −∆1K1(d) − ∆2K1(µd), (5.21)

onde ∆1 e ∆2 são parâmetros de ajuste. Nós fitamos numericamente as forças de interação

V-AV obtidas numericamente para d > dE usando Eq. (5.21), e uma lista de parâmetros

de ajuste para µ indo de 0.3 a 2.5 é dada na Tabela V. Uma lista destes parâmetros de

ajuste também pode ser encontrada na Ref. [99], onde a relação entre nossos parâmetros

de ajuste e os parâmetros q e m do referido trabalho é ∆1 = m2/2π2 e ∆2 = µq2/2π2.

Seguindo o mesmo procedimento das Subseções anteriores, propomos funções de fitting
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Tabela 5: Parâmetros de ajuste ∆i e erro estimado ν para a Eq. (5.21) no caso V-AV
(n1 = 1 e n2 = −1), para d > dE .
µ ∆1 ∆2 ν(×10−9)

0.3 156.948 0.4203 0.918
0.4 67.315 0.7419 0.10
0.5 31.064 1.173 0.098
0.6 19.070 1.719 0.18
0.7 14.401 2.340 0.342
0.8 11.990 2.925 0.56
0.9 6.499 5.060 3.06
1.0 6.357 6.357 5.01
1.1 5.320 9.170 5.0
1.2 4.159 14.269 1.21
1.3 4.254 16.759 1.21
1.4 4.125 20.640 1.10
1.5 4.039 23.58 0.75
1.6 3.775 33.662 1.20
1.7 3.632 43.173 1.40
1.8 3.542 51.251 1.03
1.9 3.422 66.755 1.23
2.0 3.315 87.448 1.38
2.1 3.226 113.229 1.54
2.2 3.162 138.472 1.25
2.3 3.101 170.634 1.08
2.4 3.037 220.086 1.13
2.5 2.983 277.742 1.08
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para estes parâmetros como função do parâmetro de Ginzburg-Landau µ,

∆1(µ) = 2.879 + 3.415µ−3.166 (5.22a)

e

∆2(µ) = µ(−0.2258 + 1.044e1.866µ), (5.22b)

que estão ilustradas como curvas sólidas na Fig. 81 junto com os dados da Tabela 5

(śımbolos).
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Figura 81: Funções de fitting (curvas) para os parâmetros ∆1 e ∆2 na Eq. (5.21), para
a força de interação V-AV em d > dE, como função do parâmetro de Ginzburg-Landau
µ =

√
2κ. Os dados da Tabela 5 são mostrados como śımbolos, para comparação.

Note que para a interação V-AV, nós não encontramos comportamentos diferentes em

intervalos diferentes de µ, como observado nos casos V-V e V-GV, já que a interação V-AV

é sempre atrativa e apenas se torna mais forte à medida que µ aumenta a partir de zero,

ao invés de apresentar força zero quando µ = 1 e se tornar repulsiva para µ > 1, como

observado no caso das interações V-V e V-GV. Assim, substituindo-se as Eqs. (5.22) an

Eq. (5.21) leva a uma única expressão

Ω(d) = −(2.879 + 3.415µ−3.166)K1(d)

+(0.2258 − 1.044e1.866µ)µK1(µd), (5.23)

que deve produzir uma descrição precisa da força de interação V-AV, para separações

d > dE e para qualquer valor de µ.
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5.4 Interação entre vórtices em supercondutores de duas

bandas

Iremos agora expandir o método de cálculo das interações entre vórtices para o caso

de supercondutores de duas bandas. Mais ainda, iremos mostrar como é posśıvel prever o

comportamento qualitativo da curva do potencial entre vórtices a partir dos parâmetros

microscópicos do sistema, e discutiremos sobre a possibilidade de se encontrar a chamada

interação do tipo-1.5, que tem sido alvo de intensa discussão na literatura.

No formalismo de Ginzburg-Landau, o funcional de energia agora contém contribuições

de cada condensado, um termo de acoplamento e a energia do campo magnético dentro e

ao redor da amostra:

F =
∑

i=1,2

αi|Ψi|2 +
1

2
βi|Ψi|4 +

1

2mi

∣∣∣∣

(
~

i
∇− 2e

c
A

)
Ψi

∣∣∣∣
2

−Γ(Ψ∗
1Ψ2 + Ψ1Ψ

∗
2) +

(h −H)2

8π
. (5.24)

Os dois condensados de pares de Copper são descritos por parâmetros de ordem Ψ1 e Ψ2,

H é o campo magnético aplicado e h é o campo magnético ĺıquido. O termo de acopla-

mento de Josephson prevê o ‘acoplamento mı́nimo’, descrito na literatura. A temperatura

entra na expressão da energia através de αi=1,2, que é linearmente dependente do termo

de temperatura τ , que se aproxima de zero à medida em que a temperatura T se aproxima

da temperatura cŕıtica Tc (na teoria de Ginzburg-Landau, τ = lnTc/T [113]). Estrita-

mente, a expansão que leva à teoria de Ginzburg-Landau a partir da teoria microscópica

é válida apenas na vizinhança de Tc. Mesmo assim, usaremos esta teoria também para

temperaturas um pouco menores, argumentando, ao contrário de Kogan e Schmalian

[115], que os parâmetros de ordem das duas bandas geralmente não são proporcionais e

que eles devem ser calculados com precisão maior que τ 1/2. De fato, para considerar os

termos de ordem superior de forma completamente correta, a teoria de Ginzburg-Landau

deve ser derivada novamente para o caso de duas bandas, incluindo termos de ordem

superior em Ψ, mas nossa aproximação, pelo menos, captura a f́ısica do problema como

primeira aproximação. Note que o formalismo de Ginzburg-Landau para condensados

acoplados pode também dar uma certa visão sobre o comportamento de dois supercondu-

tores de uma banda, com comprimentos caracteŕısticos e temperaturas cŕıticas diferentes,

acoplados por tunelamento de Josephson. Por fim, a derivação a rigor das equações de

Ginzburg-Landau para supercondutores em nanoescala levará a expressões microscópicas

para todos os parâmetros usados no nosso modelo [179], de forma que nossos resultados
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poderão ser também transferidos ao campo dos nano-supercondutores.

5.4.1 A definição do caráter tipo-I/tipo-II

Demonstraremos agora o comportamento magnético interessante encontrado para

condensados acoplados, de forma similar à Ref. [178], mas num cenário microscópico

correto. O funcional de Ginzburg-Landau na Eq. (5.24) para um supercondutor de

duas bandas derivado a partir da teoria microscópica apresenta 2 αi = −N(0)niχi =

−N(0)ni(τ − Si

/
niη), βi = N(0)ni/W

2 e Γ = N(0)λ12

/
η, onde λij forma a matriz de

acoplamento, ni (N(0)) representa a densidade de estados parcial (total) de cada banda,

vi são as velocidades de Fermi em cada banda, e W 2 = 8π2T 2
c

/
7ζ(3). As constantes Si e

η são definidas como na Ref. [115]. Isto nos permite definir formalmente os comprimen-

tos de coerência ξi = ~vi√
6W

e as profundidades de penetração λi =
√

3c2

16πN(0)e2niv2
i

, assim

como os parâmetros de Ginzburg-Landau κi = λi/ξi de cada condensado como se eles

existissem separadamente. Note que α1 e α2 mudam de sinal em temperaturas diferentes,

que podem ser definidas formalmente como as temperaturas cŕıticas de cada condensado

Tc(i) = Tce
−Si

/
niη < Tc. Consequentemente, próximo a Tc, ambos αi > 0 mas ainda assim

o sistema é supercondutor. Esta situação já é diferente daquela estudada na Ref. [178],

onde pelo menos um dos αi era negativo.

A seguir, repetiremos o procedimento descrito na Sec. 5.1 anterior para determinar

o comportamento assintótico do potencial de interação entre vórtices em longo alcance,

antes de entrarmos em detalhes sobre este potencial a curtas distâncias entre vórtices,

considerando-se que conhecemos os parâmetros mencionados acima para os dois conden-

sados. Em coordenadas ciĺındricas, consideramos o ansatz para um vórtice com simetria

circular Ψi = einθfi(r), e substitúımos gauge ~A = na(r)θ̂/r, de forma que as equações de

Ginzburg-Landau podem ser escritas de forma adimensional como

d2f1

dr2
+

1

r

df1

dr
− n2(a− 1)2

r2
f1 + (χ1 − f 2

1 )f1 + γf2 = 0, (5.25a)

d2f2

dr2
+

1

r

df2

dr
− n2(a− 1)2

r2
f2 + α(χ2 − f 2

2 )f2 +
γ

α

κ2
2

κ2
1

f1 = 0, (5.25b)

e
d2a

dr2
− 1

r

da

dr
− (a− 1)

(
f 2

1

κ2
1

+ α
f 2

2

κ2
2

)
= 0, (5.25c)

onde α = (v1/v2)
2 é equivalente ao quadrado da razão entres os comprimentos de

2Parâmetros diferentes no funcional para duas bandas podem ter diferentes dependências na temper-
atura, especialmente no limite impuro [180]. Nossa aproximação pode ser facilmente adaptada ara estes
casos, mas iremos nos restringir ao modelo padrão onde apenas αi depende da temperatura.
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coerência dos dois condensados a temperatura zero e γ = Γ/n1. Na Eq. (5.25), os

parâmetros de ordem são escritos em unidades de W , distâncias em ξ1, e o potencial vetor

em Φ0/2πξ1, onde Φ0 = hc
/

2e. Para r → ∞, a converge para 1 e fi para uma constante

ai, obtida resolvendo-se o conjunto de equações não-lineares

(χ1 − a2
1)a1 + γa2 = 0 (5.26a)

(χ2 − a2
2)a2 +

γκ2
2

α2κ2
1

a1 = 0, (5.26b)

que podem ser desacopladas definindo-se a razão ρ = a1/a2, que então obedece a equação

de quarta ordem
γκ2

2

α2κ2
1

ρ4 + χ2ρ
3 − χ1ρ− γ = 0. (5.27)

Este tipo de equação pode ser resolvido analiticamente através de um procedimento bas-

tante extenso, conhecido como método de Ferrari [181], através do qual obtém-se

a1 =

√
γ

ρ
+ χ1, a2 =

√
γκ2

2

α2κ2
1

ρ+ χ2. (5.28)

Para eliminar os termos de ordem superior em grandes distâncias, usamos novamente

as funções auxiliares que se aproximam de zero para r → ∞, ou seja, Q(r) = a(r) − 1 e

σi(r) = fi(r) − ai. Mantendo-se apenas os termos de primeira ordem nestas funções, as

Eqs. (5.25) se tornam

d2σ1

dr2
+

1

r

dσ1

dr
+
(
χ1 − 3a2

1

)
σ1 + γσ2 = 0, (5.29a)

d2σ2

dr2
+

1

r

dσ2

dr
+ α

(
χ2 − 3a2

2

)
σ2 +

γ

α

κ2
2

κ2
1

σ1 = 0 (5.29b)

e
d2

dr2

(
Q

r

)
+

1

r

d

dr

(
Q

r

)
−
(
ξ2
10

λ2
− 1

r2

)(
Q

r

)
= 0, (5.29c)

onde definimos λ−2 = (a1/λ1)
2 +(a2/λ2)

2. Para qualquer valor de γ e T , a solução da Eq.

(5.29c) é a função de Bessel modificada Q(r) = δ3rK1(rξ1/λ). Para γ 6= 0, as equações

para σi são desacopladas e então, devemos definir o operador L̂2 = ∇2 + α (χ2 − 3a2
2), de

forma que L̂2σ2 = −(γκ2
2

/
ακ2

1)σ1, e aplicá-lo na Eq. (5.29a), obtendo assim

∇2∇2σ1 + C1∇2σ1 + C2σ1 = 0. (5.30)

Nesta expressão, C1 = (χ1 − 3a2
1)+α (χ2 − 3a2

2) e C2 = α (χ2 − 3a2
2) (χ1 − 3a2

1)−γ2κ2
2

/
ακ2

1.

O operador ∇2 para soluções axialmente simétricas tem como autofunções as funções de

Bessel J0(βr) e Y0(βr), com autovalor −β2, ou as funções de Bessel modificadas I0(βr)
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e K0(βr), com autovalor β2. Destas quartro autofunções, apenas a última satisfaz a

condição de que σi deve decair monotonicamente com r. Substituindo ∇2K0(βr) =

β2K0(βr) na Eq. (5.30), obtemos

β± =

√
−C1 ±

√
C2

1 − 4C2

2
, (5.31)

e

σ1(r) = δ1 cos(ω)K0(β−r) − δ2 sin(ω)K0(β+r), (5.32a)

σ2(r) = δ1 sin(ω)K0(β−r) + δ2 cos(ω)K0(β+r). (5.32b)

Note que nas Eqs. (5.32), cada σi deve conter ambas as funções de Bessel para β±, numa

combinação convenientemente escrita na forma de um ângulo de mistura ω, para garantir

a ortogonalidade destas funções. Substituindo as Eqs. (5.32) na equação diferencial Eq.

(5.29a), obtemos

tan(ω) =
γ

β2
+ + (χ1 − 3a2

1)
, (5.33a)

de forma que γ → 0 leva a ω → 0, β− → √
2χ1, β+ → √

2αχ2 e, consequentemente, a

σ1(r) → δ1K0(
√

2χ1r) e σ2(r) → δ2K0(
√

2αχ2r), como era de se esperar.

Os parâmetros δi nas expressões para Q(r), σ1(r) e σ2(r) são constantes reais que

podem ser determinadas somente ajustando-se estas funções às soluções numéricas das

Eqs. (5.25). De posse da forma assintótica dos parâmetros de ordem e do potencial vetor,

seguimos agora o procedimento padrão [99] para encontrar a interação vórtice-vórtice no

limite r → ∞, obtendo assim

E2B(r) = δ2
3K0

( r

λ

)
− δ2

1K0

(
β−

r

ξ1

)
− δ2

2K0

(
β+

r

ξ1

)
, (5.34)

onde as unidades agora são mostradas explicitamente.

Listamos agora as consequências da solução assintótica obtida acima: i) Comparando

a Eq. (5.34) àquela encontrada para o caso de uma banda, [102] mostrada como Eq. (5.7)

neste Caṕıtulo, obtemos analogamente

E1B(r) = δ2
4K0

(
r

λ1B

)
− δ2

5K0

(√
2

r

ξ1B

)
, (5.35)

o que mostra que o comprimento λ−2 = (a1/λ1)
2 +(a2/λ2)2 definido para o supercondutor

de duas bandas faz o papel de um comprimento de penetração magnética efetivo, ao

contrário daquele sugerido como λ−2 = (1/λ1)
2 + (1/λ2)

2 nas Refs. [178, 183], que vale

apenas na ausência de acoplamento, que é uma situação irreal. ii) Os parâmetros δi
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são geralmente diferentes uns dos outros, mas eles podem ser calculados exatamente no

ponto de Bogomol’nyi para o sistema de duas bandas, onde encontramos δ2
1 = δ2

2 = 2δ2
3.

Para γ = 0, a situação ξ1 = ξ2 = 1 e κ1 = κ2 = 1 é análoga ao ponto de Bogomol’nyi

κ1B = 1/
√

2 para supercondutores de uma banda e, de acordo com isso, o potencial

de interação a longo alcance deve ser identicamente nulo (e mudar de sinal para κ1 =

κ2 < 1). Isto mostra diretamente que até mesmo escolhendo-se dois condensados do

tipo-II, podemos observar um comportamento do tipo-I para o sistema acoplado! iii)

Na Eq. (5.35) para supercondutores de uma banda, verifica-se claramente que se κ1B =

λ1B/ξ1B > 1/
√

2 (< 1/
√

2), o potencial de interação E1B(r) será repulsivo (atrativo),

como discutimos nas Seções anteriores. Para supercondutores de duas bandas, a Eq.

(5.34) mostra que os parâmetros relevantes são κ∗± = β±λ√
2 ξ1

, ao invés dos parâmetros de

Ginzburg-Landau κi para cada condensado em separado. Se κ∗+ e/ou κ∗− for menor que

1/
√

2, o potencial de interação de longo alcance será atrativo (como no tipo-I). iv) Na

presença de acoplamento, Eq. (5.32) mostra que o comportamento a longo alcance de σi

depende exponencialmente do menor entre β− e β+. Assim, no caso acoplado, podemos

não só definir uma única profundidade de penetração magnética λ para ambas as bandas,

como também os comprimentos de coerência de ambos os condensados exibem o mesmo

decaimento em longas distâncias, que toma o sentido de um comprimento de coerência

conjunto ξ∗ = ξ1/min(β+, β−).

Isso nos traz à discussão sobre o verdadeiro critério da natureza tipo-I ou tipo-II da

interação entre vórtices. No caso de uma banda, a mudança de sinal da energia da interface

vórtice-supercondutor no ponto de Bogomol’nyi é um critério correto. Porém, no caso de

duas bandas e à grandes separações vórtice-vórtice, o ponto de Bogomol’nyi é determinado

por um único valor κ∗ = min(κ∗+, κ
∗
−) <> 1/

√
2 que não necessariamente é o mesmo onde

a energia de superf́ıcie muda de sinal! Para mostrar isso, calculamos a energia de superf́ıcie

ES de uma interface normal-supercondutor unidimensional, similar à Ref. [183], a qual

agora expandimos para levar em conta o acoplamento de Josephson e a dependência

dos parâmetros na temperatura. Primeiramente, definimos formalmente o campo cŕıtico

termodinâmico de cada condensado como Hc(i) = Φ0/(2
√

2πλiξi) = 2W
√
πN(0)ni. O

campo cŕıtico termodinâmico do sistema como um todo é então obtido considerando-se

que o funcional de energia da Eq. (5.24) converge a zero para r → ∞ para H = Hcc, o

que leva a

H2
cc = H2

c(1)a
2
1(2χ1 − a2

1) +H2
c(2)a

2
2(2χ2 − a2

2) + 4γH2
c(1)a1a2. (5.36)

Minimizamos então a energia para um campo H = Hcc resolvendo numericamente as
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Repulsion

Attraction

Figura 82: Energia da interface normal-supercondutor como função da razão entre den-
sidades de estado parciais nos dois condensados (a), e as energias de interação vórtice-
vórtice como função da distância entre vórtices (b-d) para cada escolha de parâmetros
indicada. A força de interação de curto alcance muda de comportamento quando a energia
de superf́ıcie muda de sinal.

equações de Euler-Lagrange unidimensionais para o funcional da Eq. (5.24), que são

ψ′′
1 =

(
A2/2

)
ψ1 −

(
χ1 − ψ2

1

)
ψ1 − γψ2, (5.37a)

ψ′′
2 =

(
A2/2

)
ψ2 − α

(
χ2 − ψ2

2

)
ψ2 − γκ2

2/
(
ακ2

1

)
ψ1, (5.37b)

A′′ =
(
κ−2

1 ψ2
1 − ακ−2

2 ψ2
2

)
A, (5.37c)

onde ψi = Ψi/W e as condições de contorno para a interface normal-supercondutor são

ψi(x→ 0) = 0, ψ′
i(x→ ∞) = 0, A′(x→ 0) = 1 e A′(x→ ∞) = 0.

5.4.2 Equações de Ginzburg-Landau para vórtices fixos em duas ban-

das

Agora que sabemos como prever o comportamento do potencial a longo alcance e

como calcular a energia de superf́ıcie, o último ingrediente para nosso estudo da interação

entre vórtices em supercondutores de duas bandas está na expansão do método proposto

na Sec. 5.2 para o cálculo do potencial de interação. Esta expansão é feita de maneira

trivial: utilizamos um ansatz para vórtices fixos análogo ao do caso anterior de uma banda,

Ψi = ein1θ1ein2θ2fi(x, y), que descreve dois vórtices de vorticidade n1 e n2 localizados em
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~r1 = (−d/2, 0) e ~r2 = (d/2, 0). As equações de Euler-Lagrange neste caso são:

∇2f1 −
[
X

2
+ Y

2
+ 2(AxY − AyX) + ~A2

]
f1 + (χ1 − f 2

1 )f1 + γf2 = 0, (5.38a)

∇2f2 −
[
X

2
+ Y

2
+ 2(AxY − AyX) + ~A2

]
f2 + α

(
χ2 − f 2

2

)
f2 +

γκ2
2

ακ2
1

f1 = 0 (5.38b)

e

~∇× ~∇× ~A = −
[
~A− n1θ̂1

r1
− n2θ̂2

r2

](
f 2

1

κ2
1

+ α
f 2

2

κ2
2

)
= 0, (5.38c)

Estas equações são resolvidas numericamente, como na Sec. 5.2, e os resultados obtidos

são substitúıdos no funcional de energia, para o cálculo da energia do par vórtice-vórtice

para cada separação d.

Finalmente, faremos a seguir uma comparação entre os resultados obtidos numeri-

camente, através do procedimento descrito acima, para o potencial de interação vórtice-

vórtice em supercondutores de duas bandas, e as previsões descritas na Subseção anterior

utilizando a solução anaĺıtica para o comportamento assintótico.

5.4.3 Resultados numéricos e a interação do tipo-1.5

A Fig. 82 mostra (a) a energia da interface normal-supercondutor e (b-d) os poten-

ciais de interação vórtice-vórtice obtidos numericamente pelo procedimento descrito na

Subseção anterior, para parâmetros similares aos do MgB2, onde κ1 é fixo como 3.71,

ξ1/ξ2 = v1/v2 = 0.255, [7], a matriz de acoplamento é obtida a partir da Ref. [180] e

a temperatura é fixa em T = 0.67TC . Observamos que κ∗ < 1/
√

2, de forma que a in-

teração de longo alcance é sempre atrativa, enquanto a interação de curto alcance muda

de atrativa para repulsiva exatamente quando a energia de superf́ıcie muda de sinal com

o aumento de n1/n2. De fato, se ES < 0, a fusão entre os vórtices é energeticamente

desfavorável, e um potencial de interação repulsivo a curto alcance é esperado, embora a

grandes distâncias os vórtices ainda se atraiam. Isso também prova que a conjectura que

diz que basta escolhermos λ/ξ1 > 1/
√

2 e λ/ξ2 < 1/
√

2 para que o sistema exiba uma

interação entre vórtices atrativa a longo alcance e repulsiva a curto alcance (chamada de

supercondutividade “tipo-1.5” na Ref. [7]) não é correta. O comportamento real é bem

mais complexo e pode ser determinado de forma exata da maneira explicada acima.

Cálculos recentes sobre interfaces normal-supercondutor [116] têm mostrado que quando

T → TC , os parâmetros de ordem dos dois condensados se tornam proporcionais e o com-

portamento do tipo-1.5 não pode ser observado. De fato, analisando κ∗ e o sinal de ES
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(a) (b)
*2k

Figura 83: Diagrama de fases da interação de longo alcance para um cristal MgB2,
variando-se a temperatura e a razão entre (a) as velocidades de Fermi e (b) entre as
densidades de estados parciais de cada banda. A linha preta separa as regiões de atração
e repulsão em longo alcance. A linha branca mostra os pontos onde ES muda de sinal
positivo para negativo à medida que as razões aumentam.

para T → TC , como explicado acima, encontramos que para esta temperatura, ES = 0 e

κ∗ = 1/
√

2 ocorrem para a mesma combinação de parâmetros do sistema, ou seja, deve-

mos esperar o mesmo tipo de interação tanto para curto alcance como para longo alcance.

Por outro lado, para T apenas um pouco abaixo de TC , a troca de sinal de ES e a transição

de κ∗ > 1/
√

2 para κ∗ < 1/
√

2 ocorrem para conjuntos diferentes de parâmetros, o que

nos permite prever um intervalo de parâmetros onde um comportamento tipo-1.5 pode

ser observado. Isto está ilustrado na Fig. 83, que mostra curvas de ńıvel de κ∗ como

função da temperatura e das razões entre as (a) velocidades de Fermi e (b) as densidades

de estado parciais de cada condensado. A linha preta representa κ∗ = 1/
√

2 e a linha

branca, ES = 0. Em T = TC estas linhas coincidem, em conformidade com as conclusões

da Ref. [116], mas à medida que T diminui, estas linhas se separam e, dentro da região

delimitada pelas curvas branca e preta, o sistema apresenta ES < 0 (repulsão a curto-

alcance) e κ∗ < 1/
√

2 (atração a longo alcance), ou seja, um comportamento do tipo-1.5.

Note que os resultados da Fig. 82 para T = 0.67 TC se enquadram nesta categoria. Isto

também abre uma nova possibilidade de ajustar-se as interações magnéticas em super-

condutores de duas bandas através da mudança de temperatura. Por exemplo, para os

parâmetros do MgB2 dados na Ref. [7] (Fig. 83(a) para v1/v2 = 0.255), encontramos que

a supercondutividade do tipo-1.5 ocorre para T . 0.49 TC , enquanto um comportamento

puramente tipo-II é esperado para temperaturas mais altas. O experimento da Ref. [7]

foi feito para T ≈ 0.1 TC , e deveria então ser repetido em maiores temperaturas para

verificar nossas previsões.

Na Fig. 84(a), constrúımos um diagrama de fases similar para LiFeAs, um material

supercondutor recentemente descoberto e interessante por diversos motivos, como função
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Figura 84: (a) Diagrama de fase (v1/v2, n1/n2, T ) da interação de longo alcance entre
vórtices para LiFeAs, onde κ1 = 2.4. [184] A isosuperf́ıcie ilustrada representa κ∗ = 1/

√
2,

em outras palavras, o ponto de mudança do comportamento de longo alcance. (b-d) Cortes
de (a) nos planos T = 0.9 TC , v1/v2 = 0.722, e n1/n2 = 1.384. Curvas pretas (brancas)
correspondem a κ∗ = 1/

√
2 (ES = 0).
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da temperatura e das razões entre as velocidades de Fermi (ou, equivalentemente, os

comprimentos de coerência) v1/v2 e as densidades de estado parciais n1/n2. A partir

dos parâmetros dados na literatura [184] para este material, podemos estimar κ1 = 2.4,

v1/v2 = 1.384 e n1/n2 = 0.722. Curiosamente, como κ2 = κ1

√
n1/n2v1/v2, observa-se

que ambos os parâmetros de Ginzburg-Landau estão acima de 1/
√

2 se
√
n1/n2v1/v2 &

0.295. Assim, podemos verificar mais uma vez que em uma grande porção do espaço

dos parâmetros onde ambas as bandas são claramente tipo-II separadamente, o sistema

acoplado exibe um comportamento do tipo-I. Para T = 0.9 TC , as curvas ES = 0 (branca)

e κ∗ = 1/
√

2 (preta) coincidem para n1/n2 pequeno e v1/n2 grande. Este comportamento

se mantém até em baixas temperaturas, como mostra a Fig. 84(c). Porém, no caso oposto

(n1/n2 grande e v1/v2 pequeno), estas curvas começam a se separar, formando uma região

de supercondutividade tipo-1.5 no diagrama de fases, que se torna maior à medida que a

temperatura diminui, como mostrado na Fig. 84(d).

Por mais interessante que sejam, as Figs. 83 e 84 mostram apenas dois exemplos

das possibilidades atinǵıveis pela hibridização de duas bandas. Note que uma gama de

transições, até mesmo comportamentos reentrantes, podem ser encontrados como função

dos parâmetros de acoplamento na matriz λij. No entanto, restringimos nossa análise aos

parâmetros acesśıveis experimentalmente, e focamos principalmente nos métodos demon-

strados aqui para obter os diagramas de fase de supercondutores de duas bandas de

maneira bastante simples.
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6 Conclusões e perspectivas

Ao longo desta tese, expandimos o já conhecido método split-operator para estudar

não só o Hamiltoniano de Schrödinger e seu análogo no modelo da massa efetiva, mas

também para os Hamiltonianos de Dirac, de Rashba e Dresselhaus (para interações spin-

órbita), e do modelo tight-binding.

Apresentamos assim um estudo teórico da evolução temporal de um pacote de onda

Gaussiano em anéis quânticos e fios T, onde estudamos os efeitos sobre a probabilidade

de transmissão devido a conexões suaves entre os canais de injeção, a campos magnéticos

e à presença de um potencial Gaussiano ou de uma impureza em um dos braços do anel.

Assim, expandimos os trabalhos das Refs. [1] e [88] da seguinte maneira: 1) Inclúımos

uma espessura finita para os canais e para os anéis, 2) não limitamos o número de sub-

bandas no sistema, permitindo assim transições entre estas subbandas, e 3) as conexões

entre os canais e o anel são modeladas de uma forma mais reaĺıstica, onde a curvatura

na junção é levada em conta, o que num experimento real é inevitável. Apesar de es-

perarmos intuitivamente que uma conexão suave levaria sempre a uma probabilidade de

transmissão maior, nossos resultados mostram que isto depende fortemente da energia do

pacote de onda: como uma conexão como esta age como um potencial de confinamento,

onde ressonâncias quânticas estão presentes, a probabilidade de transmissão é afetada não

só pela suavidade da junção, mas também pela energia do pacote de entrada.

Na ausência de um campo magnético, para energias maiores do pacote de onda, o

elétron é espalhado na primeira conexão canal-anel para outras subbandas de energia,

mas curiosamente ele é espalhado de volta à subbanda inicial na segunda junção canal-

anel, de forma que os pacotes de entrada e sáıda estão sempre na mesma subbanda. Porém,

um campo magnético pode influenciar fortemente a interferência na segunda junção, de

forma que nas ressonâncias AB encontramos uma interferência completamente destrutiva

somente para o estado da subbanda inicial, o que resulta em elétrons de entrada e sáıda
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distribúıdos em subbandas diferentes. Este efeito afeta fortemente as probabilidades de

transmissão, mudando a amplitude e o peŕıodo das oscilações AB. Na verdade, podemos

observar que, aumentando-se a intensidade de um campo magnético aplicado perpen-

dicularmente ao plano do sistema canal-anel, uma oscilação periódica ocorre não só nos

coeficientes de transmissão e reflexão, como já é esperado pelo efeito AB, mas também

nas projeções da função de onda sobre as outras subbandas no canal direito.

O efeito de assimetrias no anel é analisado considerando-se uma impureza ou um

potencial Gaussiano localizado em um dos seus braços. Na presença de uma assimetria

como esta, é posśıvel reduzir à metade o peŕıodo da oscilação AB, reduzindo também

significativamente sua amplitude. Porém, se duas impurezas negativas estão posicionadas

em lados diametralmente opostos do anel, a simetria do sistema é recuperada, assim

como a amplitude e o peŕıodo das oscilações AB. Um comportamento similar a este foi

observado também anteriormente nas autoenergias de um elétron em um anel quântico

com impurezas. [20]

Uma análise da corrente de densidade de probabilidade como função do tempo em

certos pontos do sistema nos permite entender como se dá a trajetória do elétron nestas

estruturas, além de possibilitar-nos fazer uma comparação com os resultados para uma

part́ıcula clássica. Em alguns casos para o fio T e para o anel, especialmente para baixas

energias, a abordagem clássica leva a um resultado bastante coerente. Já para energias

maiores, a abordagem clássica superestima o valor da velocidade do elétron. Isso pode ser

entendido se lembrarmos que, para maiores energias, boa parte da função de onda trans-

mitida está na segunda subbanda, que apresenta menor k e, consequentemente, menor

velocidade. Além disso, podemos ver que a função de onda do elétron move-se para frente

e para trás nos braços do anel, contribuindo assim para a transmissão e para a reflexão

com mais de um pulso.

Propomos também um modelo simples para descrever superf́ıcies rugosas em anéis

quânticos semicondutores. A influência da rugosidade da superf́ıcie sobre o espectro de

energia do elétron em anéis quânticos GaAs/Al0.3Ga0.7As, sob um campo magnético apli-

cado perpendicularmente ao plano do ring, é analisada, onde demonstramos que a ex-

istência de rugosidade é responsável por um desvio considerável nos ńıveis de energia.

Além disso, a degenerescência dos pontos de transição de momento angular nas oscilações

AB é levantada quando consideramos superf́ıcies rugosas, devido à quebra de simetria

azimutal, e em casos especiais, as oscilações de energia do estado fundamental podem ser

até mesmo suprimidas, o que dificultaria uma observação experimental do efeito AB em
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amostras rugosas.

Mostramos como utilizar o método split-operator para os Hamiltonianos de Rashba,

Dresselhaus e Zeeman, onde demonstramos que o operador de evolução temporal para

estes Hamiltonianos pode ser expandido numa forma matricial de maneira exata. Uti-

lizamos então este método para investigar as oscilações de pacotes de onda e a quebra de

degenerescência de spins devido à presença de um campo magnético externo.

Em um segundo momento, estudamos o comportamento de elétrons em grafeno, onde

primeiramente calculamos os ńıveis de energia de anéis quânticos de grafeno sob um campo

magnético aplicado. Observamos que o espectro de energia e as oscilações AB para estes

sistemas são fortemente dependentes da geometria e da estrutura das bordas.

O espectro de energia obtido pelo modelo TB para anéis quânticos hexagonais com

bordas armchair exibe subbandas sêxtuplas separadas por gaps estreitos, que se tornam

mais largos à medida que a espessura do anel aumenta. Este espectro não tem estados

E = 0 quando o campo magnético é nulo, mas exibe estes estados para certos valores de

fluxo magnético. As principais caracteŕısticas deste espectro de energia podem ser obtidas

através de um modelo simplificado, que considera elétrons obedecendo a equação de Dirac

para um anel circular de espessura zero. Com um modelo simples como esse, podemos

estimar os ńıveis de energia e o peŕıodo das oscilações AB ou, alternativamente, estimar

o raio do anel analizando seu espectro de energia como função do campo magnético. Esta

aproximação é mais apropriada para anéis hexagonais com espessura menor e para valores

menores de energia e campo magnético.

Para anéis zigzag, o espectro é qualitativamente diferente. As subbandas de ener-

gia sêxtuplas, separadas por gaps grandes, são bem mais viśıveis que no caso armchair.

Quando as bordas zigzag interna e externa estão alinhadas, o espectro de energia exibe

uma subbanda em torno de E = 0 e o estado de menor energia é duplamente degener-

ado. Além disso, o sistema exibe estados de energia zero para valores espećıficos de fluxo

magnético ΦR ≈ (n+1/2)Φ0. Por outro lado, quando estas bordas estão anti-alinhadas, o

espectro muda drasticamente: a degenerescência do ńıvel de energia mais baixo é quebrada

e duas subbandas, separadas por um gap pequeno, são observadas em torno de E = 0.

Isso nos leva à seguinte questão: seria realmente posśıvel modelar através da aproximação

do cont́ınuo esta forte dependência do espectro de energia sobre as estruturas das bordas,

com o comportamento oscilatório do espectro ao mudarmos a espessura do anel? Este é

um assunto interessante a ser analizado por trabalhos futuros.

Estudamos também dois casos de anéis circulares dentro do modelo TB: no primeiro,
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onde o anel é efetivamente cortado de uma camada de grafeno, observamos um espectro

de energia composto por pares de estados de energia que exibem oscilações AB à medida

que o campo magnético aumenta. No segundo, onde os elétrons estão confinados em

uma estrutura em forma de anel devido a um potencial externo dependente do śıtio, o

espectro de energia exibe um gap em torno de E = 0 e o estado fundamental é duplamente

degenerado na ausência de campos magnéticos. À medida que o campo aumenta, esta

degenerescência é levantada e as oscilações AB são observadas. Resultados similares

foram obtidos analiticamente pelo modelo de Dirac em trabalhos anteriores [54, 144, 143]

considerando-se barreiras abruptas de massa infinita.

Após a análise dos autoestados, passamos a estudar a dinâmica de pacotes de onda

nestes sistemas. No caso de um elétron livre no grafeno, observamos o efeito conhecido

como zitterbewegung, ou movimento trêmulo da função de onda. Os resultados obtidos

com ambos os modelos TB e cont́ınuo neste caso estão em bom acordo com os encontrados

analiticamente, dentro dos limites de validade da aproximação do cont́ınuo. [151] Demon-

stramos que a presença de um termo de massa, o qual pode ser obtido experimentalmente

através da influência de um substrato sobre a rede hexagonal do grafeno, não só abre um

gap no espectro de energia, como tem-se discutido em artigos recentes, mas também é

responsável por uma maior intensidade do zitterbewegung, o que pode ser utilizado para

facilitar a detecção experimental deste efeito. Isto também elimina a possibilidade de se

utilizar uma barreira de massa para simular a reflexão de um pacote de onda nas bordas

de uma folha de grafeno: devido ao zitterbewegung, o pacote de onda refletido acaba os-

cilando na direção perpendicular ao movimento e desviando-se do seu eixo de movimento

inicial.

Usando o método split-operator adaptado para o Hamiltoniano de Dirac, estudamos

o caso de um grafeno com barreiras de potencial, onde observamos todos os efeitos pre-

vistos para estes sistemas, como o tunelamento de Klein e a lei de Snell para a “refração”

(tunelamento) de um elétron nestas barreiras. Mostramos que há ainda uma pequena

reflexão em pacotes de onda Gaussianos, mesmo que estes incidam perpendicularmente à

barreira, devido ao fato de haver uma distribuição de k’s no pacote de onda na direção per-

pendicular à direção y do movimento. Ao aumentar a largura ∆x do pacote, diminúımos

a largura ∆k desta distribuição, reduzindo assim a probabilidade de reflexão na barreira

e facilitando a observação do tunelamento de Klein. Sugerimos ainda um sistema de bar-

reiras de potencial, no formato de um contato, onde a lei de Snell pode induzir um estado

quasi-ligado.
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Estudamos também a propagação de pacotes Gaussianos sob campos magnéticos ex-

ternos e induzidos por tensão, onde o último é obtido flexionando-se a folha de grafeno

como um arco de ćırculo. Demonstramos que a combinação entre o campo pseudo-

magnético e um campo magnético externo com a intensidade apropriada pode ser us-

ado como um filtro de vales bastante eficiente. Um pacote de onda incidente composto

de momenta em torno dos pontos K e K ′ de Dirac é espalhado de forma que todas as

suas componentes em um dos cones de Dirac sofrem uma forte força de Lorentz e são

prontamente refletidas, enquanto as componentes no outro cone podem passar através do

dispositivo apenas com pequenas distorções em suas trajetórias, devido a uma força de

Lorentz residual bastante fraca. Demonstramos também, através do modelo de Dirac,

uma forma ainda mais simples de se separar os vales em uma folha de grafeno tensionada:

considerando-se uma barreira de campo pseudo-magnético, como a estudada pelo modelo

TB neste trabalho, se a incidência do pacote de onda não for normal à barreira, não é

necessário usar um campo magnético externo para filtrar os vales, pois a própria força de

Lorentz age de maneira a separá-los.

Nossos resultados mostram que na ausência de campos externos ou induzidos por

tensão, o zitterbewegung é um efeito transiente, enquanto na presença de qualquer destes

campos, as oscilações persistem no tempo. Em uma amostra tensionada sob um campo

magnético externo com a intensidade apropriada, o campo magnético efetivo em um

dos cones de Dirac é aumentado, enquanto no outro cone ele é praticamente cancelado.

Nesta situação, um zitterbewegung permanente é observado para pacotes de onda em

somente um dos cones de Dirac. As oscilações do pacote de onda produzem uma radiação

eletromagnética, que pode ser detectada experimentalmente.

Por fim, apresentamos também um estudo teórico da interação entre vórtices em

supercondutores na teoria de Ginzburg-Landau. Um estudo anaĺıtico do limite assintótico

da interação vórtice-vórtice mostra que uma combinação de funções de Bessel modificadas

do segundo tipo descrevem o comportamento das forças obtidas numericamente para

vórtices separados a uma longa distância. Para pequenas distâncias, um fitting das curvas

para interações V-V e V-GV mostra que a força nestas distâncias se comporta como uma

potência da separação entre vórtices. Propomos então uma função de fitting que combina

ambos os comportamentos nos limites, ou seja, a lei de potência para curtas distâncias e

a função de Bessel modificada para longas distâncias. Esta função, dada pela Eq. (5.17),

resulta em um fitting razoavelmente preciso da força de interação para qualquer valor

de µ, até mesmo no regime tipo-I. Ela depende quatro parâmetros, os quais podem ser

obtidos para qualquer µ interpolando-se os dados apresentados na Tabela I (Tabela III),
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para interações vórtice-vórtice (vórtice-vórtice gigante), ou usando Eqs. (5.18 a-d) com

os parâmetros apresentados na Tabela II (Tabela IV).

Nossos estudos anaĺıticos da interação V-AV mostram que a força de interação V-AV

é atrativa para qualquer valor do parâmetro de Ginzburg-Landau µ, o que se confirma

pelos nossos resultados numéricos e contradiz a conjectura proposta em artigos anteriores

[162, 163, 164] que sugere que a interação V-AV é repulsiva para µ < 1 (tipo-I). Para

grandes separações d, a força de interação decai com d como uma combinação de funções

de Bessel modificadas. Porém, para d menor que uma separação cŕıtica dE, o par V-AV na

sua forma convencional deixa de ser o estado de menor energia. Ao invés disso, o estado

de menor energia exibe uma forte diminuição da corrente e da amplitude do parâmetro

de ordem na região entre o vórtice e o antivórtice, o que resulta em um comportamento

diferente da força como função de d neste caso e, consequentemente, a força de interação

V-AV é discont́ınua em dE. Além disso, o par V-AV convencional torna-se instável para

d menor que uma determinada separação dA, a qual interpretamos como o ponto de

aniquilação do par V-AV. Fitamos a força de interação V-AV para separações d > dE

através da Eq. (5.21) e propomos uma expressão anaĺıtica aproximada para esta força,

dada pela Eq. (5.23), que é válida para qualquer valor de µ.

As funções de fitting para a força de interação V-V, V-GV e V-AV dadas neste tra-

balho serão úteis, por exemplo, para o estudo de sistemas volumétricos e mesoscópicos

consistindo de muitos vórtices através de técnicas de dinâmica molecular. Ainda assim

salientamos que, apesar das deformações serem levadas em conta na força de interação

entre pares de vórtices neste trabalho, as deformações em um sistema de muitos vórtices

devem ser bem mais complexas. Assim, o estudo de dinâmica molecular de muitos vórtices,

mesmo com as expressões para a força de interação sugeridas neste trabalho, ainda é ape-

nas uma descrição aproximada do sistema. Como um método, a derivação e o manuseio

das equações diferenciais que descrevem a interação entre vórtices apresentadas neste

trabalho podem ser facilmente adaptados para descrever estas mesmas interações em su-

percondutores de duas bandas, ou em sistemas h́ıbridos, compostos por dois materiais

supercondutores diferentes.

De fato, adaptamos nosso método para o estudo de interações V-V em supercondu-

tores de duas bandas. Com isso, demonstramos uma forma de calcular o potencial de

interação V-V nestes sistemas e usamos as formas assintóticas dos vórtices para deter-

minar a profundidade de penetração magnética efetiva, o comprimento de coerência e,

consequentemente, um parâmetro de Ginzburg-Landau κ∗ efetivo para os condensados de
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pares de Cooper em supercondutores de duas bandas. Estes parâmetros efetivos nos per-

mitem prever diretamente o comportamento da interação vórtice-vórtice a longo alcance,

enquanto o comportamento a curto alcance é descrito pelo sinal da energia de superf́ıcie

de uma interface entre os estados normal e supercondutor em duas bandas. Nossa análise

permite uma fácil estimativa do comportamento magnético dos materiais de duas bandas

já conhecidos, como MgB2 e pnictides, uma vez que conhecemos os parâmetros destes ma-

teriais, mas também será útil para futuros estudos sobre supercondutores em nano-escala

e supercondutores h́ıbridos de duas componentes produzidos artificialmente.

Podemos citar diversas perspectivas para trabalhos futuros:

• Para o caso de Hamiltonianos que independem de spin, pretendemos expandir ainda

mais o estudo da injeção de elétrons em anéis quânticos, tratando também de sis-

temas assimétricos e na presença de campos elétricos no plano. Pretendemos calcu-

lar também as propriedades de transporte de um elétron em um meio semicondutor

poroso, onde aproximaremos os poros por cilindros de potencial infinito distribúıdos

aleatoriamente sobre o plano. Podemos ainda pensar em um outro tipo de sistema de

duas dimensões: um sistema de dois elétrons em um fio quântico heteroestruturado.

[35] Podemos fazer um estudo da evolução temporal de um elétron neste sistema na

presença de outro elétron já confinado. Cada elétron só teria uma dimensão de liber-

dade (na direção z), fazendo assim, duas dimensões. Eles então interagiriam através

de um potencial Coulombiano. Podemos estudar também um sistema composto de

um anel quântico com dois canais, para a injeção de dois elétrons, consistindo de um

problema de quatro dimensões (direções x e y para cada elétron). Por fim, em um

artigo recente, foi demonstrado experimentalmente que as oscilações de condutivi-

dade devido ao efeito AB passam a apresentar um peŕıodo diferente para campos

magnéticos muito intensos. [185] Pretendemos utilizar nossos métodos para analisar

a propagação de um pacote de onda para estes valores de campos magnéticos em

um anel quântico, de maneira a verificar e tentar entender melhor tal efeito.

• Para o caso de Hamiltonianos dependentes de spin, pretendemos utilizar o método

split-operator para aprofundar o estudo de pontos e anéis quânticos com efeitos spin-

órbita, analisando a evolução de pacotes de onda e as propriedades de transporte

em casos de interesse para spintrônica. Podemos estudar, por exemplo, o efeito

dos termos de interação spin-órbita sobre o tempo de tunelamento de um estado

confinado em um ponto quântico com uma barreira finita.

• Pretendemos aprofundar o estudo da evolução temporal de pacotes de onda em
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sistemas de grafeno com termos de massa e de potencial. De imediato, propomos

calcular o zitterbewegung em uma folha de grafeno através do método tight-binding

na presença de um campo magnético externo e de um potencial dependente do śıtio

(ou seja, um termo de massa), induzido pelo substrato . Neste caso, consideraŕıamos

inicialmente um autoestado do sistema, o qual seria excitado por um pulso de energia

dependente do tempo. Este aparato sugerido seria a situação ideal para a detecção

experimental do zitterbewegung, onde tempos uma alta amplitude, devido ao termo

de massa, e um movimento permantente, devido ao campo externo. Tentaremos

também encontrar a densidade de estados e estudar os estados quasi-ligados no

potencial em forma de contato sugerido neste trabalho.

• No caso da interação entre vórtices em supercondutores, pretendemos, de imediato,

expandir nosso método de cálculo da interação para supercondutores de tamanho

finito. Nos problemas que estudamos aqui, consideramos sistemas volumétricos,

onde conhecemos o caráter tipo-I, tipo-II ou tipo-1.5 das interações através do(s)

valor(es) do(s) parâmetro(s) de GL. Sabe-se também que no limite de filmes muito

finos, com espessura L→ 0, temos um parâmetro de GL efetivo dado por κ/L, o qual

torna o sistema efetivamente do tipo-II. Porém, seria interessante saber detalhada-

mente como uma amostra do tipo-I se torna do tipo-II pela redução da espessura

do sistema: seria uma passagem abrupta, de um potencial totalmente atrativo para

um totalmente repulsivo? seria uma passagem gradual, onde primeiramente só o

ińıcio ou só o fim da curva de potencial se torna repulsivo, para que depois, para

menores espessuras, toda a curva seja repulsiva? Em qualquer um dos casos, o

problema é interessante: no primeiro, deveŕıamos então ter uma espessura para o

qual κ = 1/
√

2 e os vórtices não interagem; já no segundo, para tamanhos inter-

mediários, deveŕıamos observar clusters ou bolhas de vórtices, pois o potencial de

interação seria não-monotônico.
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7 Summary

We have expanded the split-operator technique to study not only the Schrödinger

Hamiltonian and its analog in the effective mass theory, but also the Dirac, Rashba

and Dresselhaus (for spin-orbit interactions) Hamiltonians, as well as the tight-binding

Hamiltonian.

We then present a theoretical study of the time evolution of a Gaussian wave packet

in quantum rings and T-wires, where we investigate the effects of smooth channel-ring

junctions, external magnetic fields and impurities on the transmission probability. Thus,

we improved the previous works of Refs. [1] and [88] in the following way: 1) we have con-

sidered rings and injection channels with finite width, 2) we do not restrict the number of

subbands in the system, i.e. we allow subband transitions, and 3) the connections between

the ring and the channels are modeled in a more realistic way, where the curvature in

the junction, which is unavoidable in a real experiment, is taken into account. While one

would intuitively think that a smooth connection would always lead to a larger transmis-

sion probability, our results show that this strongly depends on the wave packet average

energy: as the channel-ring junction acts as a confinement potential, where quantum res-

onances are present, the transmission probability is affected not only by the smoothness

of the junction, but also by the energy of the incoming packet.

In the absence of a magnetic field, for higher wavepacket energies, the electron is

scattered at the first lead-ring connection to other subbands states, but remarkably it is

scattered back to the initial subband at the second lead-ring junction, so that the incoming

and outgoing wavefunctions in the leads are always in the same subband. However, a

magnetic field can influence strongly the interference at the second junction such that at

the AB resonances we found complete destructive interference of only the initial subband

state, which results in incoming and outgoing electrons ending up in different subbands.

This effect strongly affects the transmission probabilities, changing the amplitude and the
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period of AB oscillations. Indeed, we observe that, increasing the magnetic field intensity,

a periodic oscillation occurs not only in the transmission and reflection coefficients, as

expected due to the AB effect, but also in the wave function projections on the other

subbands states in the right (outgoing) channel.

The effect of asymmetry is analyzed by considering a negative impurity or a Gaussian

potential localized in one of the ring arms. In the presence of such an asymmetry, it is

possible to half the period of the AB oscillations and to reduce its amplitude. However,

if two negative impurities are localized in diametrically opposite sides of the ring, the

symmetry of the system is recovered, and so are the period and the amplitude of the

AB oscillations. A similar behavior was observed previously [20] in the eigenenergies of

electrons in a quantum ring with impurities.

The analysis of the probability density current as a function of time in specific points of

the system helps us to understand the trajectory of the electron in these structures, which

allows us to compare our results with those for a classical particle in a similar system. In

some cases, specially for lower energies, the classical approach gives a reasonable result.

For higher energies, on the other hand, the classical approach overestimates the electron

velocity. In order to understand such discrepancy, one must remember that, for higher

energies, part of the transmitted wave function is scattered to the second subband, which

has lower k and, consequently, lower velocity. Moreover, we observe that the electron

wave function moves forward and backward within the rings arms, so that more than one

pulse contribute to the transmission and reflection coefficient as time evolves.

We also propose a simple model for describing rough surfaces in semiconductor quan-

tum rings. The influence of the surface roughness on the electron energy spectrum of

GaAs/Al0.3Ga0.7As QR, under an applied magnetic field perpendicular to the ring plane,

was theoretically investigated. It was demonstrated that the existence of rough surfaces

is responsible for a considerably shift on the energy levels. Furthermore, the degeneracy

of the angular momentum transition points in the AB oscillations is lifted when rough

surfaces are considered, and in special cases, the ground state energy oscillations can even

be suppressed, which would make the AB effect harder to be experimentally detected in

rough samples.

We show how the split-operator technique can be applied for the wave packet dynam-

ics in systems described by the Rashba, Dresselhaus and Zeeman Hamiltonians, where we

demonstrate that the time evolution operator for these Hamiltonians can be exactly ex-

panded in a matricial form. This method is then used to investigate the time oscillations
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and broken degeneracy of the spin states in semiconductors under an external magnetic

field.

After studying the electrons behavior in semiconductors, we then analyzed the case

of electrons in graphene, where we first calculated the energy levels of graphene quantum

rings under an applied magnetic field. We observed that the energy spectrum and the

AB oscillations for these systems are strongly dependent on their geometry and edge

structures.

The energy spectrum obtained from the TB model for hexagonal quantum rings with

armchair edges exhibits six-fold sub-bands separated by narrow gaps, which become larger

as the width of the ring increases. The spectrum does not have E = 0 states at zero

magnetic field, but exhibits such states for certain values of magnetic flux. The main

features of this energy spectrum can be obtained by a simplified model, which considers

electrons obeying the Dirac equation for a circular ring with zero width. With such a

simple model, one can estimate the energy levels and the period of AB oscillations or,

alternatively, estimate the ring radius by analyzing its energy spectrum as a function of

the magnetic field. The approximation is better suited for hexagonal rings with smaller

widths and for lower energies and magnetic fields.

For zigzag rings, the spectrum is qualitatively different. The six-fold energy sub-

bands, separated by large gaps, are more clearly seen than in the armchair case. When

the inner and outer zigzag edges are aligned, the energy spectrum exhibits a sub-band

around E = 0 and the lowest energy state is double degenerate. In addition, the system

exhibits zero energy states for specific values of magnetic flux that can be approximated

by ΦR = (n+1/2)Φ0. On the other hand, when these edges are anti-aligned, the spectrum

is drastically modified: the degeneracy of the lowest energy level is broken and two sub-

bands, separated by a small gap, are observed around E = 0. It is an interesting question

whether the strong dependence of the energy spectrum on the edge structures, e.g. the

oscillatory behavior of the spectra with changing ring width, can indeed be modelled by

a continuum approach, which is an interesting topic to be analyzed in future works.

We also studied two cases of circular rings within the TB model: in the first, where

the ring is cut from a graphene layer, we observe an energy spectrum composed by pairs of

energy states which exhibit AB oscillations as the magnetic field increases. In the second,

where the electrons are confined in a ring-like structure by an external site-dependent

potential, the energy spectrum exhibits a gap around E = 0 and the ground state is

doubly degenerate in the absence of a magnetic field. As the magnetic field increases,
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this degeneracy is lifted and AB oscillations are observed. Similar results were obtained

analytically in previous works [54, 144, 143] by considering sharp infinite mass barriers.

After analyzing the eigenstates in graphene, we studied the wave packet dynamics

in these systems. In the case of free electrons, we observe the so called zitterbewegung,

i. e. the trembling motion of the wave function. The results obtained by both the TB

and continuum models in this case show good agreement with the analytical results in

the literature, [151] within the limits of validity of the continuum approximation. We

demonstrate that the presence of a mass term, which can be experimentally obtained by

the influence of a substrate on the graphene hexagonal lattice, not only opens a gap in the

energy spectrum, as discussed in recent works, but also leads to a stronger zitterbewegung,

which might be used to help the experimental detection of this effect. This also rules out

the possibility of using a mass barrier to simulate the reflection of a wave packet in the

borders of a graphene flake: due to the zitterbewegung, the reflected wave packet oscillates

in the transversal direction and ends up out of its initial axis of motion.

Using the split-operator method adapted to the Dirac Hamiltonian, we investigated

the case of a Gaussian wave packet propagating in a graphene sheet with a potential

barrier, where we observe all the effects predicted for electrons in this system, such as

the Klein tunneling and the Snell law for the electrons “refraction” in these barriers.

However, a small reflection is still observed for these Gaussian wave packets, even for a

perpendicular incidence at the barrier, due to the k’s distribution of the wave packet in

the direction perpendicular to the motions direction y. Increasing the wave packet width

∆x, the width ∆k of the momentum distribution decreases, which reduces the reflection

probability and helps the observation of the Klein tunneling. We also suggest a potential

barrier configuration, in the shape of a quantum point contact, where the Snell law for

the electron tunneling induces a quasi-bound state.

We have also studied the dynamics of Gaussian wave packets in graphene under ex-

ternal and strain-induced magnetic fields, where the latter is obtained by bending the

graphene sheet into an arc of a circle. The dependence of the zitterbewegung on the

initial pseudo-spin of the wave packet is investigated, and the results obtained by means

of the tight-binding model and the Dirac equation are compared. We demonstrate that

the combination of the pseudo-magnetic field, induced by bending the graphene sheet,

along with an external magnetic field with appropriate strength can be used as an effi-

cient valley filter. An incoming wave packet composed of momenta around the K and K ′

Dirac points is scattered such that all its components in one of the Dirac cones undergoes
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a strong Lorentz force and are readily reflected, while the components in the other cone

are allowed to pass through the device with only small distortions in their trajectory, due

to the very weak residual Lorentz force.

Our results also show that in the absence of external or strain-induced magnetic fields,

the zitterbewegung is a transient effect, whereas in the presence of any of these fields, the

oscillations persist in time. In a strained sample under an external magnetic field with the

appropriate strength, the effective magnetic field in one of the Dirac cones is enhanced,

whereas in the other cone it is practically cancelled. In this situation, a permanent

zitterbewegung is observed only for wave packets in one of the Dirac cones. The wave

packet oscillations produce electric field radiation, which can be detected experimentally.

Finally, we have also presented a theoretical study of the interaction between vortices

in bulk superconductors within the Ginzburg-Landau theory. An analytical study of

the asymptotic behavior of the vortex-vortex interaction shows that a combination of

first order modified Bessel functions of the second kind describes the behavior of the

numerically obtained forces for large vortex-vortex separation. At small distances, the

fitting curves for V-V and V-GV interactions show that the force in this region behaves

as a power function of the separation between vortices. We proposed a fitting function

that combines both limiting behaviors, namely, the power law for small distances and the

modified Bessel function behavior for large distances. This function, given by Eq. (5.17),

gives fairly accurate fitting of the interaction force for any value of µ, even in the type-I

regime. It depends on four fitting parameters, which can be obtained for any value of µ

either by interpolating our data presented in Table I (Table III), for vortex-vortex (vortex-

giant vortex) interactions, or by using Eqs. (5.18 a-d) with the parameters presented in

Table II (Table IV).

Our analytical study of the V-AV interaction shows that the V-AV interaction force

is attractive for any value of the GL parameter µ, which is confirmed by our numerical

results and contradicts the conjecture proposed in previous works [162, 163, 164] which

implies that the V-AV interaction force is repulsive for µ < 1 (type-I). For large V-AV

separation d, the interaction force decays with d as a combination of modified Bessel

functions. However, for d smaller than a critical separation dE, the conventional V-AV

pair is no longer the lowest energy state. Instead, the lowest energy state exhibits a

strong suppression of the super-current and amplitude of the order parameter in the

region between the vortex and antivortex, which results in a different behavior of the

force as a function of d in this case and, as a consequence, the V-AV interaction force is
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discontinuous at dE . Furthermore, the conventional V-AV pair becomes unstable for d

lower than the separation dA, which is interpreted as the V-AV annihilation point. We

fitted the interaction force for V-AV separations d > dE by Eq. (5.21) and proposed an

approximate analytical expression for the V-AV interaction force at these separations,

given by Eq. (5.23), which is valid for any value of µ.

The fitting functions for the V-V, V-GV and V-AV force given in this work will be use-

ful, for instance, for the study of bulk and mesoscopic systems consisting of many vortices

using molecular dynamics techniques. We nevertheless remark that, although deforma-

tions are taken into account in the interaction force between two vortices in this work,

the deformations in a many vortices system are expected to be more complex. Hence, the

molecular dynamics study of many vortices, even with the improved expressions for the

interaction force provided in this paper, is still an approximate description of the system.

As a method, the derivation and handling of the differential equations describing the in-

teraction between vortices presented in this work can be further adapted to describe such

interactions in e. g. two-band superconductors, or hybrid systems comprising different

superconducting materials.

Indeed, we adapted our method for the study of V-V interactions in two band super-

conductors. We demonstrate how to use the vortex asymptotics to determine the effective

penetration depth, coherence lenght and, consequently, the effective Ginzburg-Landau pa-

rameter κ∗ for the Cooper-pair condensates in two band superconductors. These effective

parameters allow one to directly predict the vortex-vortex interaction behavior in the

long-range, whereas the short-range behavior is predicted by the sign of the surface en-

ergy for an interface between normal and superconducting states. This analysis allows

an easy estimation of the magnetic behavior of the two band superconductors already

known, such as MgB2 and pnictides, and will be also useful for future studies on nano-

scale superconductors, hybrids and artificial two component materials.



211
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The freezing of the radial motion was included in the
calculations by means of the substitution �

�� →0 in the
Hamiltonians �1� and �16� for single layer and bilayer
graphene, respectively, which resulted in the non-Hermitian
Hamiltonians �4� and �18�. Solving these non-Hermitian
Hamiltonians resulted in unphysical non-real values for the
energy levels around E=0. Similar erroneous substitutions
were made in e.g. Ref. 1. It was shown in Ref. 2 that the
radial part of the angular momentum must be taken zero p�

=−i�� �
�� + 1

2� �=0 in order to guarantee Hermitian Hamilto-
nians. Because �=R is fixed for a 1D ring we should have
substituted �

�� →−1 /2R which leads now to Hermitian
Hamiltonians and real eigenvalues. Any comments in the pa-
per on imaginary energy are erroneous. Due to this small
change many of the formulae and figures have to be modi-
fied.

On the left side of Eqs. �4�, replace both �m+1+�� and
�m+�� by �m+�+1 /2� and then Eq. �5� becomes �

= ���m+�+1��m+��+�2+1 /4. Eqs. �6� and �7� should be
removed. Now the energy values are real and therefore the
discussion below Eq. �7� starting from the second sentence
should be removed. In Eqs. �11� and �13� replace � by �
+1 /2 and replace Eq. �14� by

j

vF
= � ��

��
�

K
+ � ��

��
�

K�
+ ��2 + �2���2�m + �� + 1�

���2 − �2� 	 .

Replace the sentence below Eq. �14� by: “Since for the
ground state energy m+�=−1 /2 where �� /��=0 the last
term in Eq. �14� is zero and the total current oscillates around
zero.”

In the first paragraph in Sec. II B replace the following
formula E= ��m�m+1���vF /R�2+�2 by

E = � ���m + 1/2���vF/R��2 + �2.

Also remove the following part from this paragraph: “Note
that for m=0 and m=−1 the energy E= �� is independent
of R and all branches are two-fold degenerate” and the dis-
cussion at the end of this paragraph should be corrected as:
“For small radii, E
 ��vF �m+1 /2 � /R and all branches di-
verge as 1 /R.”

In the third paragraph in Sec. II B replace �2− ��m
+	 /	0�+1 /2�2=�2−1 /4 by �2− ��m+	 /	0�+1 /2�2=�2; �
=� /E0=1 /2 by �=� /E0=0 and �
1 /2 by �
0. Remove
Fig. 4 and the last sentences at the end of this paragraph
should be corrected as “The energy in this case is �
= �����+1�+�2+1 /4 which for �=0 becomes �= � ��
+1 /2�.”

In the fourth paragraph the formula ��=2��2−1 /4
should be replaced by ��=2�. The following part also

should be removed from the end of paragraph: “Notice also
that the m=−2 level only exists for ��E0 /2, i.e. for �
�E0 /2 there is no real energy solution when m=−2.”

In the last paragraph in Sec. II B the explanation about
Fig. 8 should be corrected by “Note that the contribution
from the K-valley jK �Fig. 8�a�� and the K�-valley jK� �Fig.
8�b�� are the same and they oscillate in phase around zero.”
Replace Eq. �18� by

− �� − u1��A�R� − �m + � −
1

2
��B�R� + t��C�R� = 0,

�m + � −
1

2
��A�R� + �� − u1��B�R� = 0,

t��A�R� − �� − u2��C�R� + �m + � +
1

2
��D�R� = 0,

�m + � +
1

2
��C�R� − �� − u2��D�R� = 0,

and Eq. �19� by

�� − u1�2��� − u2�2 − �m + � +
1

2
�2	 − �m + � −

1

2
�2

���� − u2�2 − �m + � +
1

2
�2	 − �� − u1��� − u2�t�2

= 0,

and Eq. �20� by
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s4 − 2s2��m + ��2 + �2 + �t��2/2 + 1/4� + 4s��m + �� + ��m

+ ��2 − 1/4�2 − 2�2��m + ��2 − �t��2/2 + 1/4� + �4 = 0,

and Eq. �21� by
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s�
2 = �m + ��2 + �t��2/2

+ 1/4 � ��t��4/4 + �m + ��2��t��2 + 1/2� + �t��2/4.

After Eq. �21� the following part should be removed: “These
are real when �m+� � �1. In the opposite case of �m+� �
�1 �or equivalently −1+��m�1−�� we have s−

2 �0 and
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FIG. 8. �Color online� The angular current density in the �a� K
valley and �b� K� valley of a monolayer graphene quantum ring as
function of external magnetic field B0 for the ground-state energy
shown by the black curve in Fig. 7�a�.

FIG. 9. �Color online� Lowest energy levels of a bilayer
graphene quantum ring as function of ring radius R with �a� B0

=0 T and �b� B0=5 T for Ub=100 meV and total angular quantum
number −10�m�−1 �red curves�, 1�m�10 �blue curves�, and
m=0 �green curves�. The insets are an enlargement of the small
energy and small R region.
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consequently the corresponding energies are imaginary.” Re-
place the formula s−

2 = �m+��2��m+��2−1� / �t��2 by s−
2 = ��m

+��2−1 /4�2 / ��t��2+1 /2� and also replace Eq. �22� by

s 
 � ��m + ��2 − 1/4�/��t��2 + 1/2.

Replace Eq. �28� by

�A�R� = 1, �B�R� = −
m + � − 1/2

� − u1
,

�C�R� =
�� − u1�2 − �m + � − 1/2�2

t��� − u1�
,

�D�R� =
�m + � + 1/2���� − u1�2 − �m + � − 1/2�2�

t��� − u1��� − u2�

and Eq. �30� should be corrected as

j = �
=�1

2vF

� − u1
� ��m + � − 1/2�

+
�m + � + 1/2���� − u1�2 − �m + � − 1/2�2�

t�2�� − u1��� − u2� 	 .

In the first paragraph in Sec. III B the explanation for Fig. 9
should be corrected as follows: “As compared to the single
layer quantum ring results of Fig. 1, we find that we have a
second set of levels that for large R are displaced in energy
by t.” Replace the formula �m+��2��m+��2−1� by ��m
+��2−1 /4�2 and remove these sentences: “For m=−1,0 ,1
the behavior of the spectrum is different and the correspond-
ing energy levels do not diverge when R→0. The same be-
havior was found for the single layer results, but only for
m=0,−1.”

In the second paragraph of Sec. III B replace E�0�
=E�1�=E�−1� by E�0��E�1��E�−1� and remove the fol-
lowing part: “Notice that here we found that for m=−1 and
m=−2 no real energy solution is found for Ub below some
critical value.”

In Sec. IV replace the relation �
�vF /2R by �
0.
Now by solving the Hermitian Hamiltonian for single

layer graphene quantum rings all the values of the energy

levels are uniformly shifted by ��−��2− �1 /4�E0
2�. Therefore

for the parameters in Fig. 2 the values of the energy levels
are shifted by 0.43 meV while in Fig. 5 the energy levels are
shifted by 0.8359 meV. In Fig. 5�b� replace E
=��2− �1 /4�E0

2 by E=� �yellow points� and replace E=�

by E=��2+ �1 /4�E0
2 �orange points�.

The shift in the energy levels of the bilayer graphene
quantum rings is too small �i.e. of order 0.1 meV� and thus,
Figs. 10, 11, and 12 remain unchanged.

Figures 8�c� and 15�c� are unchanged and are not repeated
here.

The authors are grateful to B. Trauzettel for pointing out
the non-Hermiticity of the Hamiltonian.
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Within a minimal model, we present analytical expressions for the eigenstates and eigenvalues of carriers
confined in quantum rings in monolayer and bilayer graphene. The calculations were performed in the context
of the continuum model by solving the Dirac equation for a zero width ring geometry, i.e., by freezing out the
carrier radial motion. We include the effect of an external magnetic field and show the appearance of
Aharonov-Bohm oscillations and of a nonzero gap in the spectrum. Our minimal model gives insight on the
energy spectrum of graphene-based quantum rings and models different aspects of finite width rings.
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I. INTRODUCTION

The investigation of low-dimensional solid-state devices
has allowed the direct observation of quantum behavior in
electron systems. These effects arise due to the confinement
of carriers in structures that constrain their movement along
one or more directions such as quantum wells, quantum
wires, and quantum dots. One important class of such low-
dimensional systems are quantum rings, in which a particular
type of confinement together with phase coherence of the
electron wave function allows the observation of effects such
as the Aharonov-Bohm1 and Aharonov-Casher2 effects.
Quantum rings have been extensively studied in semiconduc-
tor systems, both experimentally and theoretically,3 and are
expected to find application in microelectronics as well as in
future quantum information devices.

In this paper we present analytical results for the eigen-
states and energy levels of ideal quantum rings created with
graphene and bilayer graphene. Graphene is an atomic layer
of crystal carbon which has been the target of intense scru-
tiny since it has been experimentally produced.4–7 Part of this
interest stems from the unusual properties of carriers in
graphene caused by the gapless and approximately linear car-
rier spectrum together with possible technological applica-
tions such as transistors, gas sensors, and transparent con-
ducting materials in, e.g., photovoltaics. Additionally, it has
been found that two coupled graphene sheets, also known as
bilayer graphene, display properties that are distinct from
single layer graphene as well as from graphite. The carrier
spectrum of bilayer graphene is gapless and approximately
parabolic at the vicinity of two points in the Brillouin
zone.8,9 In particular, the spectrum is strongly influenced by
an external electric field perpendicular to the bilayer leading
to the appearance of a gap.10 The high quality of the single
layer and bilayer graphene samples that have been obtained,
together with the large mean free path of carriers, suggests
that phase coherence effects may be observable in these sys-
tems. Recently, graphene-based quantum rings produced by
lithographic techniques have been investigated on single
layer graphene.11,12 These systems have been studied theo-
retically by means of a tight-binding model, which does not
provide straightforward analytical solutions for the eigen-
states and eigenvalues.13–17 For bilayer graphene also it was

recently shown18 that it is possible to electrostatically confine
quantum rings with a finite width. The energy spectrum was
obtained by solving the Dirac equation numerically.

In this paper we present a toy model that allows for ana-
lytical expressions for the energy levels of quantum rings in
single layer and bilayer graphene. This model permits the
description of several aspects of the physics of graphene
quantum rings without the additional complications of edge
effects and finite width of the quantum ring. We are able to
obtain analytical expressions for the energy spectrum and the
corresponding wave functions, the persistent current, and the
orbital momentum as function of ring radius, total momen-
tum, and magnetic field, which can be related to the numeri-
cal results obtained by other methods.

The paper is organized as follows: in Sec. II we present
the theoretical model and numerical results for quantum
rings in single layer graphene. Similar results for bilayer
graphene are given in Sec. III. Section IV contains a sum-
mary of the main results and the conclusions.

II. SINGLE LAYER GRAPHENE

A. Model

The dynamics of carriers in the honeycomb lattice of
covalent-bond carbon atoms of single layer graphene can be
described by the Dirac Hamiltonian �valid for E�0.8 eV�.
In the presence of a uniform magnetic field B=B0ez perpen-
dicular to the plane and finite mass term �, which might be
caused by an interaction with the underlying substrate.10,19

The Hamiltonian in the valley isotropic form is given by13

H = vF�p + eA� · � + ���z, �1�

where �=+1 corresponds to the K point and �=−1 to the K�
point. p is the in-plane momentum operator, A is the vector
potential, vF�1.0�106 m /s is the Fermi velocity, and �
= ��x ,�y ,�z� is the pseudospin operator with components
given by Pauli matrices. The eigenstates of Eq. �1� are two-
component spinors which, in polar coordinates, are given by

���,	� = � 	A���eim	

i	B���ei�m+1�	 � , �2�

where m is the angular momentum label. We follow the ear-
lier very successful approach20,21 of ideal one-dimensional
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�1D� quantum rings in semiconductors with spin-orbit inter-
action where the Schrödinger equation was simplified by dis-
carding the radial variation of the electron wave function.
Thus, in the case of an ideal ring with radius R, the momen-
tum of the carriers in the radial direction is zero. We treat the
radial parts of the spinors in Eq. �2� as a constant,

��R,	� = � 	A�R�eim	

i	B�R�ei�m+1�	 � . �3�

Because the radial motion is frozen in our model there will
be no radial current and the persistent current will be purely
in the angular direction. By solving H��R ,	�=E��R ,	�
and using the symmetric gauge A= �0,B0� /2,0�, we obtain

�m + 1 + 
�	B�R� = �� − ���	A�R� ,

�m + 
�	A�R� = �� + ���	B�R� , �4�

where the energy and mass terms are written in dimension-
less units as �=E /E0, �=� /E0, with E0=vF /R. The param-
eter 
= �eB0 /2�R2 can be expressed as 
=� /�0 with �
=�R2B0 being the magnetic flux threading the ring and �0
=h /e the quantum of magnetic flux. The homogeneous set of
equations �4� is solvable for the energies

� = � ��m + 
 + 1��m + 
� + �2. �5�

This energy can also be written as

� = � ��m − m−��m − m+� , �6�

where

m� = − �
 +
1

2
� ��1

4
− �2. �7�

Note that the energy spectrum for an ideal single layer quan-
tum ring for both K and K� points are the same. For ���
�1 /2 we have that m+=m−

� is complex and � is real for any
value of 
. In the region − 1

2 ���
1
2 the energy is real, except

for m−�m�m+, when the energy is complex. For the gap-
less case, i.e., �=0, we have m+=−
 and m−=−
−1 and the
energy is real when m�−
−1 or when m�−
 and imagi-
nary otherwise.

The wave functions are eigenfunctions of the total angular
momentum operator given by the sum of orbital angular mo-
mentum Lz and a term describing the pseudospin Sz,

Jz = Lz + Sz, �8�

where Sz= �1 /2��z, with �z being one of the Pauli matrices
and the eigenvalues of Jz operator become �m+ �1 /2�	.

The current is obtained using jx,y =vF��†�x,y�	. The total
angular current j=vF��†�	�	 can be calculated using the
fact that �	=��	��y, where

��	� = �e−i	 0

0 ei	 � . �9�

The current for the electrons in the K valley becomes

jK = vF�	A
�	B + 	B

�	A� . �10�

The total current is then given by j= jK+ jK�. The radial parts
of the two spinor components are

	A�R� = 1, 	B�R� =
m + 


� + ��
. �11�

Notice that the radial current can be calculated using jr
=vF��†��	��x�	, which leads to the following relation:

jr = ivF�	A
�	B − 	B

�	A� , �12�

where in the case of our ideal ring we have jr=0. From Eqs.
�10� and �11�, one can find the following expression for the
total angular current of a single layer quantum ring:

j =
4vF��m + 
�

�2 − �2 . �13�

One can rewrite Eq. �13� in the following form:

j

vF
= � ��

�

�

K

+ � ��

�

�

K�
+

2�m + 
���2 + �2� − ��2 − �2�
���2 − �2�

.

�14�

Since for the ground-state energy ��2−1 /4���� and
−1 /2�m+
�0 the last term in Eq. �13� is much smaller
than the derivatives of the energy with respect to the flux ���
and oscillates around zero. Note that in 1D semiconductor
rings the current is exactly given by �E /��, which is thus
different from graphene where we have approximately

j

vF

 � ��

�

�

K

+ � ��

�

�

K�
�15�

with 
=� /�0.

B. Results

The energies as function of ring radius R are shown in
Fig. 1, for �=50 meV, with −10�m�−1 �magenta curves�,
1�m�10 �blue curves�, and m=0 �green curves�. In the
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absence of an external magnetic field, the energy is given by
E= ��m�m+1��vF /R�2+�2 and the energy branches have
a 1 /R dependence and approach E→ �� for very large ra-
dii. Note that for m=0 and m=−1 the energy E= �� is
independent of R and all branches are twofold degenerate.
For nonzero magnetic field �B=3 T�, the right panel shows
that the branches have an approximately linear dependence
on the ring radius for large R; in particular we have E

 ����R�2+�2, with �=vFeB0 /2. For small radii, E

 ��m�m+1� /R and all branches diverge as 1 /R except
for m=0 and m=−1. In those cases when R→0 we have for
m=0 the result E= ���2+�vF, while m=−1 gives E
= ���2−�vF.

Figure 2 presents results for the energy as function of total
angular momentum index m, for �=50 meV, R=50 nm,
and for three different values of magnetic field, namely, B0
=−5 T �diamonds�, B0=0 T �circles�, and B0=5 T �tri-
angles�. Notice that for a given B0 the electron energy ob-
tains a minimum for a particular m, i.e., for B0=0�5 T,
−5 T� it is m=0�9,−10�. In fact it is given by m=−�� /�0
+1 /2� and is independent of �.

The energy levels as function of the external magnetic
field are shown in Fig. 3 for a quantum ring with �a� �
=1 /2, �b� �=3 /8, �c� �=1 /4, and �d� �=0 with R=50 nm
for −10�m�−1 �red curves�, 1�m�10 �blue curves�, and
m=0 �green curves�. The magnetic-field dependence of the
spectrum becomes evident if one rewrites Eq. �5� as �2

− ��m+� /�0�+1 /2	2=�2−1 /4. Thus, for the special case of
�=� /E0=1 /2 the gap is zero and the energy levels are
straight lines given by �= � �m+1 /2+� /�0�. The energy
spectra for ��1 /2 resemble those found earlier by Recher
et al.13 in the case of a finite width graphene ring with infi-
nite mass boundary conditions. An enlargement of Fig. 3
around E=0 is shown in Fig. 4. The spectrum has an inter-
esting magnetic-field dependence with decreasing �. For �
=0 the double degeneracy is restored at E=0. This behavior
can be easily illustrated by considering m=0. The energy in

this case is �= ��
�
+1�+�2, which for �=1 /2 becomes
�= � �
+1 /2� while for �=0 it is �= ��
�
+1� and thus
�
 ��
 for 

0.

In Fig. 5�a� the energy spectrum is plotted vs magnetic
field for �=2 where the energy has a hyperbolic dependence
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on the applied magnetic field with minima at � /�0=−m
−1 /2 and a gap of ��=2��2−1 /4. The exact location of the
transitions �orange dots� and the location of the minima
points �yellow dots� in the energy spectrum are clarified in
Fig. 5�b�. The dependence of the energy levels on the gap
parameter � is shown in Fig. 6 for zero magnetic field �left
panels� and B0=1 T �right panels� when m�0 �upper pan-
els� and m�0 �lower panels�. For B0=0 T the energy levels
are twofold degenerate where E�m�=−E�−m−1�. When a
magnetic field is applied an energy gap is opened �see right-
bottom panel in Fig. 6�. Notice also that the m=−2 level only
exists for ��E0 /2; i.e., for ��E0 /2 there is no real energy
solution when m=−2.

The corresponding ground-state expectation values for the
operators in Eq. �8� are plotted as function of the magnetic
field in Fig. 7�b� for both K �black dashed curve� and K�
valley �black dash-dotted curve�. Notice that for the K valley
�Lz�
m and �Sz�
 /2, whereas in the K� valley �Lz�

�m+1� and �Sz�
− /2. Thus, for both the K valley and
the K� valley �Jz�
�m+ �1 /2�	, which is approximately
quantized and on the average its value decreases linearly
with the applied magnetic field.

The angular current density for a single layer graphene
quantum ring is shown in Fig. 8�c�. Note that the contribu-
tions from the K-valley jK �Fig. 8�a�	 and the K�-valley jK�
�Fig. 8�b�	 are not the same; they have opposite signs and
oscillate in phase around a nonzero average value −�vF /4.
The reason is that if for a given energy we have electrons in
the K valley, the corresponding particles in the K� valley will
behave as holes. The persistent current is a sawtooth shaped
oscillating function of the magnetic field with period �B0
=�0 /�R2. This behavior is quantitatively very similar to
those found for the standard Aharanov-Bohm oscillations in
metallic and semiconductor quantum rings.

III. BILAYER GRAPHENE

A. Model

In the case of bilayer graphene the Hamiltonian in the
vicinity of the K point is given by10

H =
�U1 � t 0

�† �U1 0 0

t 0 �U2 �†

0 0 � �U2

� , �16�

where �= �1 distinguishes the two K and K� valleys. t

400 meV is the interlayer coupling term, �=vF��px
+eAx�+ i�py +eAy�	, and U1 and U2 are the potentials, respec-
tively, at the two graphene layers. Here we do not include
any mass term because the gate potential across the bilayer is
able to open an energy gap in the spectrum.10 The eigenstates
of Hamiltonian �16� are four-component spinors ��r ,	�
= �	A���eim	 , i	B���ei�m−1�	 ,	C���eim	 , i	D���ei�m+1�		T �see
Ref. 22�. Following our earlier approach for an ideal ring
with radius R, the wave function becomes

� =
	A�R�eim	

i	B�R�ei�m−1�	

	C�R�eim	

i	D�R�ei�m+1�	
� . �17�

We use the symmetric gauge and obtain the following set of
coupled algebraic equations:

− �� − �u1�	A�R� − �m + 
 − 1�	B�R� + t�	C�R� = 0,
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�m + 
�	A�R� + �� − �u1�	B�R� = 0,

t�	A�R� − �� − �u2�	C�R� + �m + 
 + 1�	D�R� = 0,

�m + 
�	C�R� − �� − �u2�	D�R� = 0, �18�

where t�= t /E0 and u1,2=U1,2 /E0 are in dimensionless units.
After some straightforward algebra we obtain the following
polynomial equation that determines the energy spectrum:

�� − �u1�2��� − �u2�2 − �m + 
��m + 
 + 1�	

− �m + 
��m + 
 − 1���� − �u2�2 − �m + 
��m + 
 + 1�	

− �� − �u1��� − �u2�t�2 = 0. �19�

After introducing the average potential u= �u1+u2� /2 and
half the potential difference �= �u1−u2� /2 we can rewrite
this quartic algebraic equation in a more comprehensive
form:

s4 − 2s2��m + 
�2 + �2 + �t��2/2	 + 4s���m + 
�

+ �m + 
�2��m + 
�2 − 1	 − 2�2��m + 
�2 − �t��2/2	

+ �4 = 0, �20�

where s=�−�u is the energy shifted by the average potential.
In the next section we report the results for the case of

U1=−U2=Ub where the average potential u is zero. In the
limit �→0, the quartic equation is reduced to a quadratic
equation in s2 and we obtain the real solutions

s�
2 = �m + 
�2 + �t��2/2 � ��t��4/4 + �m + 
�2�1 + t��2,

�21�

which results in four solutions for the energy. These are real
when �m+
��1. In the opposite case of �m+
��1 �or
equivalently −1+
�m�1−
� we have s−

2 �0 and conse-
quently the corresponding energies are imaginary. In the
limit of t��m+
 we obtain s−

2 = �m+
�2��m+
�2−1	 / �t��2

and thus the low energy solutions are given by

s 
 �
1

t�
��m + 
�2��m + 
�2 − 1	 . �22�

For bilayer graphene, the wave functions are eigenfunctions
of the following operator:

Jz = Lz + �z + Sz, �23�

where now

�z =
1

2
�− I 0

0 I
�, Sz =

1

2
��z 0

0 − �z
� �24�

are 4�4 matrices.
In bilayer graphene the components of the current density

are given by
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jx = vF��†��x 0

0 �x
���, jy = vF��†�− �y 0

0 �y
��� .

�25�

The angular current can be calculated from the following
relation:

j = vF��†��y
���	� 0

0 ��	��y
��� , �26�

where ��	� is given by Eq. �9�. We obtain for the angular
current in the K valley,

jK = vF�	C
� 	D + 	D

� 	C − 	A
�	B − 	B

�	A� , �27�

and the total angular current is given by j= jK+ jK� where the
four spinor components are

	A�R� = 1,

	B�R� = −
m + 


� − �u1
,

	C�R� =
�� − �u1�2 − �m + 
��m + 
 − 1�

t��� − �u1�
,

	D�R� =
�m + 
���� − �u1�2 − �m + 
��m + 
 − 1�	

t��� − �u1��� − �u2�
.

�28�

Note that the radial current can be calculated through

jr = vF��†��x��	� 0

0 ��	��x
��� , �29�

where jr= ivF�	A
�	B−	B

�	A+	C
� 	D−	D

� 	C�=0 for the case
of an ideal ring. Using Eq. �27�, the total current density
becomes

j = �
�=�1

2vF�m + 
�
� − �u1

��1 +
��� − �u1�2 − �m + 
��m + 
 − 1�	2

t�2�� − �u1��� − �u2� � . �30�

B. Results

The dependence of the spectrum on the ring radius for
B0=0 T �upper panel� and B0=5 T �lower panel� is shown
in Fig. 9, for a gate potential Ub=100 meV, which for B
=0 T opens up a gap in the energy spectrum. As compared
to the single layer quantum ring results of Fig. 1, we find two
main differences: �i� for R→0 there are two states inside the
gap, and �ii� we have a second set of levels that for large R
are displaced in energy by t. In the limit R→0 the most
important term in the dispersion relation is �m+
�2��m
+
�2−1	. For m=−1,0 ,1 the behavior of the spectrum is
different and the corresponding energy levels do not diverge
when R→0. The same behavior was found for the single

layer results, but only for m=0,−1. Previously, we found
that for rings with finite width18 the spectrum exhibits anti-
crossing points which arise due to the overlap of gate-
confined and magnetically confined states. In the present
model the carrier motion along the radial direction is ne-
glected and consequently we have level crossings instead of
anticrossing points in the spectrum. The dependence of the
energy eigenstates on the angular momentum index m is dis-
played in Fig. 10 for Ub=100 meV, R=50 nm, with B0=
−5 T �diamonds�, 0 T �circles�, and 5 T �triangles�. Due to
the finite bias in this case, the fourth-order character of the
dispersion Eq. �19� causes the curves to exhibit a Mexican
hat shape. The energy minima for B0=−5,0 ,5 T are, respec-
tively, given by m=−1,−10,−20. In Fig. 11 the energy levels
are plotted as function of magnetic field for a quantum ring
with Ub=100 meV and R=50 nm, and for −10�m�−1
�red curves�, 1�m�10 �blue curves�, and m=0 �green
curves�. These results are very similar to those found for a
finite width ring and exhibit two local minima that are sepa-
rated by a saddle point. In the case of finite width quantum
rings there are additional energy levels corresponding with
states that are partly localized outside the ring. Figures 11�a�
and 11�b� show the asymmetry between the electron and hole
states caused by the bias. It is seen that the electron and hole
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energies are related by Eh�m ,B0�=−Ee�−m ,−B0�, where the
indices h�e� refer to holes �electrons�. In the absence of bias,
the electron-hole symmetry is restored, as shown in Fig. 12,
for a ring with R=50 nm and the parabolic energy spectrum
is recovered with zero energy gap.

In Fig. 13, the energy branches are plotted as function of
the bias, for both the zero field case �left panels� and for
B0=1 T �right panels�, with m�0 �upper panels� and m

�0 �lower panels�. Notice that the figures are quantitatively
similar to those found previously for a quantum ring made of
a single layer of graphene where the gate potential Ub has a
similar effect as the mass term �. The differences are that for
B0=0 T the degeneracies are now: �i� E�0�=E�1�=E�−1�
and �ii� E�m�=E�−m� for �m��1. In the presence of the mag-
netic field a gap is opened even for Ub=0 meV, which is
more clearly illustrated in the inset of the right-bottom panel
of Fig. 13. Notice that here we found that for m=−1 and m
=−2 no real energy solution is found for Ub below some
critical value.
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Figures 14�b� and 14�c� show the ground-state expecta-
tion value of the angular momentum versus the magnetic
field together with the quantum number m �blue solid curve�
which is an eigenvalue of the total momentum operator Jz.
Notice that the expectation value of Jz, i.e., m, is different in
the K and K� valleys which was not the case for monolayer
graphene. The energy levels for the K �solid red curves� and
K� �dashed blue curves� valleys are depicted in Fig. 14�a�.
The black curve �gray curve� shows the ground-state energy
for the K valley �K� valley�. Notice that in the considered
case we find that the difference between �Jz�=m and �Lz� is
about �0.7–0.8� for both K and K� valleys.

The ground-state angular current of a bilayer graphene as
function of magnetic field B0 in the K-valley jK, the
K�-valley jK�, and the total angular current j is shown respec-
tively in Figs. 15�a�–15�c�. In the case of a bilayer graphene
quantum ring, the energy levels in the vicinity of the K and
K� points are different because of the valley splitting and
consequently the total angular current versus magnetic field
is a more complicated sawtooth function. Notice that the
angular current for the K or K� valley is not zero at B0=0
which is due to the valley polarization whereas the total cur-
rent is zero at B0=0.

IV. SUMMARY AND CONCLUSIONS

In summary we considered the behavior of carriers in
single and bilayer graphene quantum rings within a toy

model. Our approach leads to analytic expressions for the
energy spectrum. In our simple model we are not faced with
the disadvantages of the nature of edge effects which appears
in quantum rings created by cutting the layer of graphene �or
lithography defined quantum rings�.

We found an interesting behavior in the presence of a
perpendicular magnetic field, which has no analog in
semiconductor-based quantum rings. In single layer
graphene quantum rings only for ��vF /2R we found the
opening of a gap in the energy spectrum between the electron
and hole states. For both single layer and bilayer graphene
quantum rings the eigenvalues are not invariant under a B0
→−B0 transformation and in the case of bilayer the spectra
for a fixed total angular momentum index m, their field de-
pendence is not parabolic, but exhibit two minima separated
by a saddle point. The persistent current exhibits oscillations
as function of the magnetic field with period �0 /�R2 which
are the well-known Aharonov-Bohm oscillations. Because of
the valley splitting in the energy spectrum of bilayer
graphene the total current density versus magnetic field is a
more complicated sawtooth function.
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Abstract
We review the transmission properties of carriers interacting with potential barriers in
graphene. The tunneling of electrons and holes in quantum structures in graphene is found to
display features that are in marked contrast with those of other systems. In particular, the
interaction between the carriers with electrostatic potential barriers can be related to the
propagation of electromagnetic waves in media with negative refraction indices, also known as
metamaterials. This behavior becomes evident as one calculates the time evolution of
wavepackets propagating across the barrier interface. In addition, we discuss the effect of
trigonal warping on the tunneling through potential barriers.

(Some figures in this article are in colour only in the electronic version)

1. Introduction

The transmission of a particle through a classically forbidden
region can be regarded as a quintessential quantum
phenomenon, in the sense that it cannot be explained in the
framework of Newtonian mechanics. The existence of such
transmission, known as quantum tunneling, highlights the
wave-particle duality that is at the core of the quantum picture
of nature. The name of the phenomenon itself illustrates
the counterintuitive aspect of the transmission, which takes
place as if a particle, with some probability, could create a
‘tunnel’ which enables it to traverse a potential barrier that
is higher than its energy. Although tunneling contradicts the
expectations based on classical particle dynamics, it has a
counterpart in optics, in the phenomenon of evanescent wave
coupling, in which an electromagnetic wave is transmitted
through a region where the solution of the corresponding wave
equation is exponentially decaying. Likewise, the tunneling
of a particle can be said to arise due to the coupling of the
propagating solutions of Schroedinger’s equation at either side
of the potential barrier with decaying solutions in the barrier
region, leading to non-zero transmission probability.

The concept of tunneling was first applied by Gamow [1]
and, independently, by Condon and Gurney [2], in 1928 to
explain nuclear alpha decay. In that case, the particle was a

helium nucleus and the potential barrier is provided by the
confining nuclear potential. The success of that explanation
soon led to the realization that tunneling is a general quantum
phenomenon, and since then it has been observed in a variety of
systems. Tunneling has also been exploited in the development
of electronic devices, such as in the tunnel diode [3] and the
resonant tunneling diode [4, 5].

Shortly after the introduction of quantum mechanics,
several researchers started a search for a relativistic covariant
version of the theory. That search culminated with the
work of Dirac [6] in 1928, which presented an equation that
provided a Lorentz-invariant description of the electron. That
led to several important discoveries, such as the prediction
of antimatter. One striking consequence of the theory was
recognized by Klein [7]: for large potential steps, the Dirac
equation generates results for tunneling that strongly contrast
with the predictions of the non-relativistic theory. In particular,
for a certain range of energies, the transmission probability
for a single square barrier could reach 100%. The reason
for this unusually high transmission is found in the overlap
between positive and negative energy states outside and inside
the barriers. That surprising result has been known as Klein
tunneling [8].

Although there has been extensive experimental
verification of the tunneling probability predictions of

0268-1242/10/033002+09$30.00 1 © 2010 IOP Publishing Ltd Printed in the UK
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Figure 1. Energy spectrum of graphene.

non-relativistic quantum mechanics, the detection of Klein
tunneling has faced difficulties caused by the very large fields
required for its observation. That situation has recently
changed, as a consequence of an important development in
solid state physics, a field that is apparently quite distant
from the realm of relativistic quantum mechanics. That
development was the fabrication of single layers of graphite,
also known as graphene [9, 10], which in turn has spurred
an extraordinary level of interest on the investigation of the
properties of massless fermions (see e.g. [11] and [12]).

Graphene consists of single layers of graphite. It is
a honeycomb lattice of covalent-bond carbon atoms, which
can be treated as two interpenetrating triangular sublattices,
labeled A and B, and can be pictured as unrolled, single-wall
carbon nanotubes. An accurate microscopic description of
the carrier dynamics of graphene is given by the tight-binding
model. In this case, the free electron in each lattice site can hop
to its neighboring sites. If one considers only nearest-neighbor
hopping, the Hamiltonian can be written as

H =
∑
i,j

t1
(
a

†
i bj + b

†
j ai

)
, (1)

where t1 ≈ 2.8 eV is the nearest-neighbor hopping parameter
and a

†
m (am) creates (destroys) an electron state at an m-labeled

site in sublattice A, whereas the b and b† operators do the
same for sublattice B. The Hamiltonian (1) can be easily
diagonalized to give [13]

E = ±t1
√

3 + f (k), (2)

where

f (k) = 2 cos (kya
√

3) + 4 cos (kx3a/2) cos (kya
√

3/2), (3)

with a the lattice parameter. This spectrum displays six
cones with vertices that cross E = 0, of which only two are
inequivalent, labeled K and K′ in figure 1. Their positions in

the reciprocal space are

K =
(

2π

3a
,

2π

3
√

3a

)
, K′ =

(
2π

3a
,− 2π

3
√

3a

)
. (4)

Thus, in the vicinity of K one can translate the momentum
values as

kx = k′
x − 2π/3a, ky = k′

y − 2π/3
√

3a. (5)

By expanding the structure factor for the hexagonal lattice in
the vicinity of the cones, and by retaining the first-order terms,
the Hamiltonian in the vicinity of K becomes

H =
(

0 h̄vF (k′
x − ik′

y)

vF (k′
x + ik′

y) 0

)
, (6)

where h̄vF ≡ 3at1/2, and vF gives the Fermi velocity of
the electrons. The low-energy band structure of graphene is
therefore gapless and the corresponding electronic states are
found near the two cones located at inequivalent corners of
the Brillouin zone. Thus, the low-energy carrier dynamics in
the vicinity of the two cones is equivalent to that of a two-
dimensional (2D) gas of massless charged fermions, which is
governed by the Hamiltonian

H = vF (σxτzpx + σypy), (7)

where p̂ = (px, py) is the momentum operator, vF is the
effective speed of light of the system, which in this case
corresponds to vF ≈ 1 × 106 m s−1, and �σ and �τ are Pauli
matrices describing the probability amplitudes for the states at
each sublattice (σz) and each inequivalent valley (τz), K and K′.
In the absence of short range (i.e. of the order of a) potentials,
the valley states are degenerate and the Hamiltonian can be
written in the reduced form

H = vF (�σ · p̂). (8)

The Hamiltonian (7) acts on the states represented by the
two-component spinors � = [ψA, ψB]T , where ψA and
ψB represent the envelope functions associated with the
probability amplitudes at the respective sublattice sites of the
honeycomb graphene structure. The low-energy spectrum of
free carriers is E = ±h̄vF

(
k2
x + k2

y

)1/2
, with kx and ky the

wavevectors along the x and y axes, in the vicinity of the cones
at the Brillouin zone; the + (−) sign refers to electron (hole)
bands. Equation (8) also implies that the carriers in each valley
are chiral particles, with the projection of the pseudospin (σp)
for electrons (holes) being aligned parallel (antiparallel) to the
direction of propagation: σp = (�σ · p̂)/|p|. Since it commutes
with the Hamiltonian, the chirality of the carriers remains
conserved even in the presence of an external electrostatic
field. One way of breaking this conservation is by adding
a mass term in the Hamiltonian (8), which can be written
as Hm = mv2

F σz, that couples the different components of
the in-plane pseudospin, and in turn introduces a gap in the
spectrum.

2
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Figure 2. Schematic depiction of a square barrier with height U0

and width L.

2. Klein tunneling in graphene

The absence of a gap in the spectrum, together with the
conservation of chirality for carriers in graphene, leads
directly to an important consequence: the suppression of
backscattering by potential barriers. This unusual aspect
of tunneling in this new material was first pointed out by
Katsnelson et al [14], by calculating the tunneling coefficients
for square barriers in single and bilayer graphene.

A potential barrier can be created in graphene by
considering the effect of a gate voltage, which can be included
in the Hamiltonian by adding a potential U. This leads to the
equation

[vF (�σ · p̂)]� = (E − U)�. (9)

Let us consider a square barrier of width L along the x axis
given by U(x) = U0 (1−θ(|x|−L/2)), U0 > 0 (see figure 2).
Although the potential barrier is abrupt, one can assume that
the potential is smooth on the scale of the lattice parameter. It
can be shown that for smooth potentials, the general behavior
of the transmission is qualitatively similar to the present case.
Since in this case the y component of the momentum operator
commutes with the Hamiltonian, we can consider solutions in
the form ψC(x, y) = φC(x) eikyy , C = A,B, and obtain

dφB/dξ + βφB = i(ε − u)φA, (10)

dφA/dξ − βφA = i(ε − u)φB, (11)

where ξ = x/L, β = kyL, ε = E L/h̄vF , u = U(x)L/h̄vF

are dimensionless.
The two coupled first-order differential equations,

equations (9) and (10) can be transformed into a single second-
order differential equation giving for φA the result

d2φA

dξ 2
+

u′

(ε − u)

dφA

dξ
−

[
β2 + β

u′

(ε − u)
− (ε − u)2

]
φA = 0,

(12)

where u′ is the derivative of the potential. For a square well,
these derivatives are Dirac delta functions. We can consider
the solutions in the regions outside and inside the barriers,
where u′ = 0. Let us consider the propagating solutions
ψA(x, y) = φA(x) eikyy , with

φA(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

eiκξ + B1 e−iκξ ξ < −1/2,

A2 eiαξ + B2 e−iαξ −1/2 � ξ � 1/2,

A3 eiκξ ξ > 1/2,

(13)

Figure 3. Contour plot of the electronic transmission through a
single barrier with height U0 = 50 meV and width L = 50 nm.

where κ = [ε2 − β2]1/2 and α = [(ε − u0)
2 − β2]1/2. These

solutions are similar to the ones obtained from Schroedinger’s
equation. However, the fact that in the present case the
equations are of first order (which leads to the terms with
the derivatives of the potential in the decoupled second-order
equation) implies that the continuity of the derivatives of the
spinor components at the barrier interfaces is not required.
Thus, by matching the solutions at each region of constant
potential, taking into account the continuity of φA and φB at
the potential interfaces, one can obtain an explicit formula for
the total transmission as T = |A3|2, where

A3 = (g+ − g−)(f+ − f−) e−iα

(g+ − f+)(g− − f−) e2iκ − (g+ − f−)(g− − f+)
,

(14)

with g± = (β ± iκ)/(ε − u0) and f± = (β ± iα)/ε.
A contour plot of the transmission as a function of the

momentum components of the incident electron is shown
in figure 3. For normal incidence (i.e. ky = 0), the
figure shows perfect transmission, characteristic of the Klein
phenomenon. One important aspect of this result is the
highly anisotropic character of the transmission in this system,
with the appearance of several transmission peaks for non-
perpendicular incidence. These resonance peaks are similar
to Fabry–Pérot resonances in optical systems and can enhance
the tunneling current for certain energies. This feature was
investigated for smooth potential steps in single-layer graphene
by Cheianov and Fal’ko [15]. These authors considered
a smooth p–n junction and obtained, for incidence angles
θ � π/2, the transmission as a function of the angle for a
potential step of width d as

T (θ) = e−π(kF d) sin2 θ , (15)

where kF is the Fermi momentum of the carriers.
The fact that carriers in graphene can be reflected by

potential steps for non-normal incidence implies that confined
carrier states can be obtained, as long as they have a non-
zero momentum component in the direction parallel to the
barrier. Therefore, discrete energy levels may be found

3
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(a)

(b)

Figure 4. Spectrum of confined states in a graphene square QW
versus ky for U0 = 50 meV and L = 200 nm. The lower inset shows
(a) φA and iφB for the state shown by the solid triangle and (b) the
related probability density.

for carriers in graphene-based quantum wires [16]. For a
wire of width L defined by a square potential of the type
U(x) = U0 θ(|x| − L/2), U0 > 0, the energy eigenvalues
can be found by solving a transcendental equation. Requiring
the continuity of φA and φB at ξ = −1/2 and ξ = 1/2, we
obtain the following transcendental equation for the energy
eigenvalues:

S−(ε, β, +1)S+(ε, β, +1) + S−(ε, β,−1)S+(ε, β,−1) = 0,

(16)

where S±(ε, β, s) = β − f±(ε) − sαδ∓s and δ = tan(α/2).
The results are shown in figure 4 for U0 = 50 meV and L =
200 nm. The dashed lines delimit the continuum region,
which corresponds to free electrons (E � h̄ky + U0) with
energies larger than the barrier height, and free holes (E �

−h̄vF ky + U0) that propagate in the system by means of the
Klein tunneling mechanism. The cut-off at low wavevectors
thus arises due to the conversion of confined electrons to
free holes. That is a consequence of the gapless spectrum
of graphene, which allows the existence of unoccupied states
in the valence band in the barrier region at the energies of
the incident electrons even for small values of U0. For large
values of ky , the dispersion branches are given approximately

by E = h̄vF

[
(nπ/L)2 + k2

y

]1/2
, where n is an integer. The

lower inset (a) of figure 4 shows the two spinor components,
for ky = 0.03 nm−1, shown by the solid triangle, whereas the
upper inset (b) of figure 4 shows the corresponding probability
density in arbitrary units. The vertical dotted lines indicate
the position of the walls of the barrier. The spinor function
plots clearly indicate a discontinuity in the derivative of the
spinor component functions at the barrier interfaces, while the
probability density is continuous.

The massless character of the carriers in graphene allows
for an analogy between their propagation and the behavior of
light in dielectric media. In this regard, it has been recognized

that the interaction of electrons and holes in graphene with
p–n junctions is akin to that of light with media that display a
negative refraction index, also known as metamaterials. This
becomes evident if one calculates the deviation of an electron
from the conduction band incident on a potential barrier with
an angle θc. The transmitted portion of the wavefunction
propagates in the barrier region with a ‘refraction’ angle
θv , such that the relationship between these angles and the
momenta is analogous to Snell’s law of refraction:

sin θc

sin θv

= − E

|E − U0| . (17)

Thus, the potential barrier can be interpreted as a region of
negative refraction index n = −kv/kc (as opposed to the
‘vacuum’ region outside the barrier, with n = 1).

That realization has led to the prediction by Cheianov
et al that the flow of electrons in this system can be focused by
means of n–p–n junctions [17], producing what is known as
a Veselago lens [18]. The analogy between light propagation
in dielectric media and the dynamics of carriers in graphene
is particularly evident if one investigates the propagation of
wavepackets in this system [19]. One particularly powerful
technique for that study is the method of split operators.

3. Scattering of a wavepacket on a barrier

The propagation of wavepackets in ideal graphene has
been recently studied, both numerically and analytically
[20, 21], using a Green’s function method which allowed
the investigation of the oscillatory electronic motion
(Zitterbewegung) that has been predicted from the relativistic
analogy for the behavior of the electronic states in graphene.
Below we show how the interaction of a Gaussian wavepacket
with a potential barrier in graphene can be studied by a suitable
application of the time evolution operator, using the split
operator method. This technique has been successfully applied
to investigate the properties of semiconductor structures [22]
and can be readily extended to deal with carriers in graphene.

Let us first rewrite the Hamiltonian, including a mass
term, which can be used to induce confinement or to mimic
the effect of the edges of the graphene sheet,

H = vf h̄(σ · �k) + U(x, y)I + F(x, y)σz, (18)

where U(x, y) is the potential, F(x, y) is the mass term and I
is the 2 × 2 unity matrix. In this method, the time evolution
operator for carriers is written as a summation of two parts:
one contains the potential and mass terms, which depend
only on real space coordinates, whereas the other contains
the momentum terms. Thus, the operator becomes

exp
[
− i

h̄
H�t

]
= exp[−i�1]

× exp[−i
−→
� 2 · −→σ ] exp[−i�1] + O(�t3), (19)

where �1 = �t
2h̄ [F(x, y)σz − U(x, y)I] and

−→
� 2 = �tvF

−→
k .

The O(�t3) error is a consequence of the fact that �1 and−→
� 2 · −→σ do not commute.

4
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The exponentials can be expressed in terms of the matrices
M1 and M2, written in the space of positions and momenta,
respectively, as

M1 =
(

exp
[−i�t

2h̄ (U + F)
]

0

0 exp
[−i�t

2h̄ (U − F)
]
)

(20)

and

M2 = cos(�2)I − i
sin(�2)

�2

(
0 �2x − i�2y

�2x + i�2y 0

)
,

(21)

where �2 = �tvf

√
k2
x + k2

y is the magnitude of the vector
−→
� 2.

Now we can obtain the wavefunction at a posterior time
starting from an initial wavefunction as

|�〉t+�t � M1 · M2 · M1|�〉t , (22)

where the terms of higher order in �t are neglected, and where
before (afterward) the multiplication of matrix M2, we must
perform a direct (inverse) Fourier transform on the function,
in order to map it to the reciprocal (real) space. Note that if the
Hamiltonian has neither external potentials nor mass terms,
that is, U(x, y) ≡ 0 and F(x, y) ≡ 0, the separation between
the real and reciprocal space-dependent terms in equation (19)
is no longer necessary, and the multiplication of the initial
wavefunction by the matrix M2, defined by equation (21), gives
the exact solution of the time evolution of the wavepacket for
any value of �t . However, in the case where U(x, y) or F(x, y) is
non-zero, the O(�t3) error induced by the non-commutativity
of the terms of the Hamiltonian restricts the method to small
values of �t .

For the initial wavefunctions, we take Gaussian functions

ψ(x, y) = 1

δ
√

2π
exp

[
(x − x0)

2

2δ2
x

+
(y − y0)

2

2δ2
y

+ iki
xx

]
,

(23)

where now we have two parameters δx and δy , to describe
the width of the initial wavepacket in the x and y directions,
respectively. For the sake of simplicity, we consider a
wavepacket with circular symmetry, i.e. δx = δy = δ. Thus,
the initial spinor becomes

�(x, y) =
(

c1

c2

)
ψ(x, y), (24)

where c1 and c2 define the initial pseudospin polarization.
Figure 5 shows the propagation of a wavepacket with

width δ = 50 nm as it interacts with a potential step U =
U0θ(y). The figure shows a contour plot of the probability
density for four different instants. In this case, the incident
angle is θi = π/4, which is obtained using c1 = 1 and
c2 = exp[iπ/4], and E = 100 meV with U0 = 200 meV. Thus,
in agreement with the modified Snell’s law, equation (13), the
refraction angle obtained is θr = π/4. The figure shows the
probability density as a function of the position at four different
moments, namely before the arrival of the wavepacket at the
interface (t = 0 fs), the initial deformation of the wavepacket
(t = 140 fs), the splitting of the wavepacket into refracted

Figure 5. Time evolution of a wavepacket in graphene interacting
with a potential step of height U0, with E = U0/2 and incidence
angle θi = π/4.

and reflected components (t = 320 fs) and the subsequent
propagation of the two components (t = 500 fs). It is seen that
both the reflected and refracted components are significantly
deformed in comparison with the original circular-symmetric
incident wavepacket. In this case, the existence of a reflected
wavepacket is a direct consequence of the non-zero incident
angle, which leads to a non-zero wavevector component in the
direction parallel to the barrier. This, as shown in figure 3
for the single barrier, reduces the transmission coefficient of
the potential step. Additionally, the results of figure 5 are in
striking contrast with the usual non-relativistic picture, which
does not allow for a transmitted wavepacket when the potential
step has E < U0.

The transmission of a wavepacket through a square
potential barrier is shown in figure 6. In this case, the width
of the barrier is L = 50 nm, and the other parameters are the
same as in the previous figure. The dashed lines indicate the
trajectory of the refracted wavepacket, as well as the path in
the absence of a barrier. The dotted lines delimit the width
of the barrier. As shown, the potential barrier causes a shift of
the path of the transmitted wavepacket. This shift agrees with
the result obtained from the analogy to the geometrical optics
expressions, taking into account the negative refraction index
associated with the barrier. For a wavepacket reaching a barrier
of thickness L with an incident angle θ , a straightforward
calculation, taking into account the refraction of the classical
paths, gives a shift

d = L
sin(θc + θv)

cos θv

. (25)

Using equation (17) this result can be expressed as

d = L sin θc

(
1 +

cos θc√
(kv/kc)2 − sin2 θc

)
. (26)
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Figure 6. Time evolution of a wavepacket in graphene interacting
with a potential barrier of height U0 = 200 meV. The electron has
average energy E = 100 meV and incidence angle θi = π/4.

This shift is distinct from the one expected for a reflected
wavepacket, known as the Goos–Hänchen effect, which has
been recently investigated [23].

In the lower half of the graph some reflected components
can be observed, which arise from the interaction of the
wavepackets with each potential interface.

4. Multiple barriers

The lack of backscattering, the anistropy of the transmission of
carriers in graphene, together with their long mean free path,
suggest that resonance effects may be relevant to the properties
of graphene-based quantum structures. This dependence
becomes evident as one analyzes the conductance of multiple-
barrier systems [24, 25]. For a single barrier, the total
current for ballistic electrons presents oscillations as function
of energy, due to an oscillation of the angular dependence of the
transmission, caused by Fabry–Pérot-like resonances inside
the barrier. The introduction of several barriers causes the
appearance of additional resonance peaks in the transmission
which, at low energies, causes additional oscillations of the
total current. For multiple barriers, the energy spectrum of the
carriers shows the appearance of minibands for non-normal
propagation.

In order to simplify the discussion of the multiple-barrier
case, let us rewrite the wavefunction for a region of constant
one-dimensional potential U(x) = Ui in the matrix form as

�(x) = GiMi

(
Ai

Bi

)
(27)

where

G =
(

1 1
gi

− gi
+

)
, M =

(
eiαix 0

0 e−iαix

)
, (28)

and gi
± = (ky ± αi)/(ε − u0) and αi =

√
k2
y − (ε − ui)2.

If we apply the continuity condition for the wavefunction at

Figure 7. Contour plot of the logarithm of the transmission in
wavevector space components for a double barrier with height U0 =
50 meV, barrier width 50 nm and barrier separation d = 100 nm.

the interface of a potential step that separates two regions
described by the potentials Ui and Ui+1 at x = xi , we can
relate the amplitude coefficients at neighboring regions by(

Ai+1

Bi+1

)
= Ni+1

(
Ai

Bi

)
, (29)

where Ni+1 = G−1
i+1M

−1
i+1GiMi is the transfer matrix that relates

the wavefunction in regions i and i + 1. Thus, if one considers
a set of 2m square barriers, the transmission coefficient can be
calculated as

T = 1

|[N ]22|2 , (30)

where [N ]22 is an element of the matrix given by the product

N = N2mN2m−1 · · · N1. (31)

The dispersion relation is given by

2 cos(κl) = Tr(N ), (32)

where κ = 2πm/L.
For a periodic potential profile, we have det[T] = 1.

Assuming periodic boundary conditions we can write, for P
unity cells, N P = 1. It follows that the eigenvalues of N are
e2π im/P , with m an integer, and its determinant is equal to 1.

A (ky, kx) contour plot of the logarithm of the transmission
T through a double barrier is shown in figure 7. In this
case, each barrier has height U0 = 50 meV and width L =
50 nm. The distance between the barriers is d = 100 nm.
As seen, T depends on the direction of propagation or
incident angle θ (tan θ = ky/kx) and displays a similar
behavior as for the single-barrier case. The main difference
between single and double barriers is an oscillatory increase
of the transmission for all regions when a double barrier
is considered. This results from an additional resonance
effect, caused by the quasiconfined electron states between the
barriers.

The first two minibands of the dispersion relation for a 1D
graphene-based superlattice are plotted in figure 8. In this case,
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Figure 8. Dispersion relation in a 1D graphene SL with potential
barriers of height U0 = 100 meV, width 10 nm and separation d =
10 nm. Only the first two bands around the Dirac point are shown.

Figure 9. Contour plot of the transmission T of relativistic fermions
in a structure consisting of ten units with U0 = 50 meV, L = 50 nm
and separation between barriers d = 100 nm.

the width of the wells and of the barriers is the same, and equal
to 10 nm. Note that the form of the dispersion relation in the ky

direction, in contrast with the non-relativistic case, depends on
the x component kx of the wavevector. As a result, one cannot
split the energy of the minibands as En = En(kx) + vFh̄ky .
If ky is sufficiently large, this dependence goes away and
a linear relation between the energy and ky is recovered,
independently of the kx component. Also, for ky = 0 the
linear dispersion relation E(kx, 0) = vFh̄kx is unaltered by
the periodic potential U, being only shifted by U0/2.

Figure 9 shows a contour plot of the transmission for
a multiple-barrier structure consisting of ten units. The
main effect of having many units is a slight reduction in the
continuous range of kx for which perfect transmission occurs
by the appearance of small gaps between regions of perfect
transmission. This behavior remains essentially unaltered if
the number of units is increased and is similar to that reported
previously in the context of resonant tunneling through a
double barrier [24].

Figure 10. Conductance through single (dashed curve), symmetric
(solid curve) and asymmetric (dotted curve) double barrier versus
Fermi energy E for barriers with L = 50 nm. The height of the first
barrier U0 = 100 meV and that of the second U0 = 100 and 50 meV.
The inter-barrier separation is d = 50 nm.

5. Tunneling current

In an experimental setup, one usually measures the current
J through the barrier. In the ballistic regime, the current
is proportional to a weighted integral of the transmission
T (kx, ky). For the linear spectrum E = h̄vF k the current
J, due to a voltage drop eV along the x direction, is given by
(λ = 2evF /h2)

J = −λ

∫
T (E, θ)[f (E) − f (E + eV )]E dE cos θ dθ,

(33)

where f (E) is the Fermi function. For low temperatures we
can approximate [f (E)−f (E + eV )] by −eV δ(E −EF ) and
extract the low-bias conductance from equation (28).

Figure 10 shows the conductance versus the Fermi energy
for a single barrier (dashed curve) and for a double symmetric
(solid curve) and asymmetric (dotted curve) barrier, for barrier
width L = 50 nm. The height of the first barrier is U0 =
100 meV and that of the second is U0 = 100 and 50 meV,
for the solid and dotted curve, respectively. The inter-barrier
separation is d = 50 nm. A pronounced resonant structure is
found that is most explicit for symmetric barriers.

6. Trigonal warping effects

For an infinite, defect-free graphene sheet, the carrier states
associated with each non-equivalent valley are degenerate.
Nevertheless, there have been proposals to develop structures
that can selectively act on these valley states, in order to
create ‘valleytronic’ devices [26], in analogy with spintronic
devices. Most of these proposals require the use of valley-
selective interaction of carriers with the edges of graphene
point contacts. Recently, there have been several works that
investigated the effect of valley polarization on the tunneling
through potential barriers [27, 28]. These studies focused on
the effect of trigonal warping on the tunneling probability.
Trigonal warping is a modification of the conical dispersion of

7
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the carriers as the energy scale increases, due to the symmetry
of the crystal lattice. The results show that the inclusion of
trigonal warping introduces an anisotropy in the transmission
that is valley dependent.

The energy of the carriers in single-layer graphene in
the vicinity of the Dirac points can be obtained from a
tight-binding model by expanding the energy equation (3)
around the K and K′ points. The effect of trigonal warping
is manifested in the higher order momentum terms, which
become increasingly significant in comparison with the linear
term as the carrier energy increases away from the charge
neutrality point and causes the spectrum to deviate from the
conical shape, modifying the constant energy curves in the
momentum space from circles to approximately triangular
shapes (see figure 1).

Thus, by taking into account the leading higher order
terms in the structure factor expansion, the carrier energy can
be expressed in the presence of a potential U as

E = ±h̄vF

√
k2(1 − 3skxa/2) + 2sk3

xa + k4a2/16 + U, (34)

where s = 1(−1) for electrons in the K (K′) valley and a
is the distance between nearest-neighbor carbon atoms in
graphene (a ≈ 0.142 nm). The kx (ky) component of the
momentum corresponds to propagation along the armchair
(zigzag) direction in the lattice.

In this case, the calculation of the transmission coefficient
is similar to the one described in the previous sections, except
that due to the trigonal warping effect; the results for large
potentials become sensitive not only to the direction of the
electron momentum with respect to the potential barrier but
also with respect to the lattice. One may consider two cases:
square barriers in which the potential interface runs parallel
to the zigzag side of the lattice and barriers with the potential
interface along the armchair side.

In the zigzag case, the solutions inside and outside the
barrier are matched along the zigzag direction of the lattice.
The x-component of the wavevector (i.e. the component
perpendicular to the barrier) is given by

kx = ±
[
− 8

a2

(
1 − 3asky

2

)
− k2

x

± 8

a2

√(
1 − 3asky

2

)2

− k3
ya

3s

2
+

a2

4
(ε − u)2

]⎤
⎦

1/2

.

(35)

This shows that trigonal warping creates an anisotropy of
the dispersion, given that the value of kx is sensitive to the
sign of ky . Therefore, this anisotropy should be present
in the transmission properties of electrons through potential
barriers. This anisotropy creates the asymmetry in the angular
dependence of the transmission shown in figure 11. The
figure shows the transmission coefficient for carriers with E =
50 meV, interacting with a square barrier of U0 = 200 meV
and L = 500 nm. The solid line shows the results for s = 1
(i.e. K valley), whereas the dashed line corresponds to s = −1
(K′ valley). For lower barrier heights (e.g. U0 � 150 meV),
the asymmetry in the transmission becomes less evident, and
the result for the conical dispersion is recovered.

Figure 11. Incidence angle dependence of the transmission
coefficient for a single barrier in the zigzag orientation, for carriers
associated with K (solid black lines) and K′ (red dashed) valleys.
The potential barrier has height U0 = 200 meV and width L =
500 nm, while the incident electron has energy E = 50 meV.

(a) (b)

Figure 12. Transmission coefficient as a function of energy for a
double barrier along the armchair orientation for carriers associated
with K (solid black) and K′ (dashed red) valleys for (a) kx =
0.05 nm−1 and (b) kx = 0.01 nm−1.

For the armchair case, one has to find kx by solving the
equation

a2

16
k4
x +

(as

2

)
k3
x +

(
1 +

a2

8
k2
y

)
k2
x

−
(

3

2
ask2

y

)
kx +

[
k2
y +

a2

16
k4
y − (ε − u)2

]
= 0. (36)

For a given energy, the values of kx are expected to
differ for different s. However, in contrast with the zigzag
case, the transmission is expected to be invariant under a
transformation of the momentum component parallel to the
barrier, ky → −ky . The asymmetry in the transmission in
this case occurs between incoming electrons (i.e. moving ‘to
the right’, with positive kx) and outgoing (moving ‘to the
left’, with negative kx) electrons. The situation is reversed
in each valley. Therefore, the large potential steps created
in p–n junctions at an armchair orientation in graphene can
create a valley-polarized current by means of a valley-selective
transmission. Figure 12 shows results for a double barrier with
Ua = Ub = 200 meV, La = Lb = W = 100 nm where (a)
ky = 0.05 nm−1 and (b) ky = 0.01 nm−1. The black solid
line corresponds to incoming (outgoing) and the red dashed
line to outgoing (incoming) carriers of the K (K′) valley. As
shown in [28], for the armchair case the total transmission
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peaks of carriers through single and double barriers are shifted
in energy depending on the valley label. This implies that
the measured current as a function of the Fermi energy for
potential barriers with U0 � 200 meV, which are within reach
of current experiments, could show double peaks which can
be explained by the valley polarization effect.

7. Conclusions

The production of graphene is expected to lead to a variety
of device applications, ranging from transistors, transparent
conducting films, to gas sensors. Nevertheless, on a more
fundamental level the study of the properties of charge carriers
in graphene has helped to shed light on new aspects of
the phenomenon of quantum tunneling, and may allow the
observation of several transmission effects that would be
difficult to investigate in other ‘classical’ systems. The long
mean free path of electrons and holes in graphene, together
with the high quality of the samples being produced means
that the observation of Klein tunneling, as well as resonance
effects associated with tunneling become feasible, as shown by
recent experimental studies [29, 30]. This can also be the case
for other effects, such as electron focusing. Additionally, by
modulating the valley polarization of the electron current by
means of external gates, graphene may become the substrate
of a new class of devices that exploit the valley degrees of
freedom to perform logical operations.
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The time evolution of a wave packet in strained graphene is studied within the tight-binding model and
continuum model. The effect of an external magnetic field, as well as a strain-induced pseudomagnetic field, on
the wave-packet trajectories and zitterbewegung are analyzed. Combining the effects of strain with those of an
external magnetic field produces an effective magnetic field which is large in one of the Dirac cones, but can
be practically zero in the other. We construct an efficient valley filter, where for a propagating incoming wave
packet consisting of momenta around the K and K� Dirac points, the outgoing wave packet exhibits momenta
in only one of these Dirac points while the components of the packet that belong to the other Dirac point are
reflected due to the Lorentz force. We also found that the zitterbewegung is permanent in time in the presence
of either external or strain-induced magnetic fields, but when both the external and strain-induced magnetic
fields are present, the zitterbewegung is transient in one of the Dirac cones, whereas in the other cone the wave
packet exhibits permanent spatial oscillations.
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I. INTRODUCTION

Since its first synthesis in 2004,1 graphene has been at-
tracting much interest due to its unique electronic properties
arising from its singular energy spectrum, where in the vi-
cinity of the points labeled as K and K� in reciprocal space,
the charge carriers behave as massless quasiparticles and ex-
hibit an almost linear dispersion.2 These quasiparticles obey
the Dirac-Weyl equations and therefore should be subject to
quasirelativistic effects, such as zitterbewegung, i.e., a trem-
bling motion caused by interference between positive and
negative energy states.3–5 The phenomenon of zitter-
bewegung was predicted in 1930 by Schrödinger6 and has
been subject of renewed interest over the past years. Previous
theoretical works have suggested few ways of experimen-
tally observing zitterbewegung, e.g., in narrow-gap
semiconductors,7 in III-V zinc-blende semiconductor quan-
tum wells with spin-orbit coupling8 and, more recently, in
monolayer9 and bilayer10 graphene. An experimental simula-
tion of the zitterbewegung of free relativistic electrons in
vacuum was performed by Gerritsma et al.11 by using
trapped ions.

Strain engineering in graphene has recently become a
widely studied topic.12–17 The elastic properties of graphene
nanoribbons were theoretically investigated by Cadelano et
al.,18 which studied the in-plane stretching and out-of-plane
bending deformations by combining continuum elasticity
theory and tight-binding �TB� atomistic simulations. Later,
Cocco et al.19 and Lu and Guo20 showed that a combination
of shear and uniaxial strain at moderate absolute deforma-
tions can be used to open a gap in the graphene energy spec-
trum. It has been shown recently that specific forms of strain
produce a pseudomagnetic field in graphene, which does not
break the time-reversal symmetry and which points in oppo-
site directions for electrons moving around the K and K�
points.21 The strain-induced magnetic field is expected to
produce Landau levels and, consequently, the quantum Hall

effect, even in the absence of an external magnetic field.22,23

Guinea et al.24 showed theoretically that an in-plane bending
of the graphene sheet leads to an almost uniform field. Lan-
dau levels as a consequence of strain-induced pseudomag-
netic fields greater than 300 T were recently observed with
scanning tunneling microscopy in nanometer-sized
nanobubbles.25

Although previous works have studied wave-packet
propagation for the Dirac-Weyl Hamiltonian of graphene in
the absence of external fields and potentials,26 or in the pres-
ence of uniformly applied external magnetic fields,9,27–29

there is still a lack of theoretical works on the wave-packet
propagation through potential and �pseudo�magnetic field
step barriers. Moreover, the time evolution of a wave packet
in graphene within the TB model, where the intravalley scat-
tering to higher energy states and intervalley scattering due
to defects appear naturally, is still hardly found in the litera-
ture. It is also interesting to see whether the results from
Dirac and TB approaches for graphene differ or are similar.

In this paper, we investigate the time evolution of wave
packets in graphene within the TB model, based on the split-
operator technique for the expansion of the time-evolution
operator. We trace a parallel between the results from the TB
model and those obtained from the Dirac approximation for
particles with momentum close to one of the Dirac cones of
the Brillouin zone of graphene. The proposed method is then
applied to the study of the dynamics of Gaussian wave pack-
ets in graphene under external magnetic fields. The effects of
the pseudomagnetic field induced by bending the graphene
sheet into an arc of circle are analyzed as well. Our results
show that for an appropriate choice of strain and external
magnetic field strength, the system exhibits a strong effective
magnetic field for particles in one of the Dirac cones whereas
in the other cone the external and pseudomagnetic fields can-
cel each other and the effective magnetic field is practically
zero. We show that this effect is manifested as a transient
�permanent� zitterbewegung for electrons in the cone where
the effective magnetic field is zero �nonzero�, which can be
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verified experimentally by detecting the electric field radia-
tion emitted by the trembling wave packet.27 Moreover, our
results show that with such a choice of external and strain-
induced magnetic fields, one can construct an efficient valley
filter, which can be useful for future valley-tronic devices.30

II. TIME-EVOLUTION OPERATOR

By solving the time-dependent Schrödinger equation, one
obtains that the propagated wave function after a time step
�t can be calculated by applying the time-evolution operator
on the wave packet at any instant t

��r�,t + �t� = e−�i/��H�t��r�,t� , �1�

where we assumed that the Hamiltonian H is time indepen-
dent. Different techniques have been suggested for the ex-
pansion of the exponential in Eq. �1�, e.g., the Chebyschev
polynomials method31 and the second-order differencing
scheme.32,33 The numerical method that we use for the appli-
cation of the time-evolution operator in this work, namely,
the split-operator method,34 is the subject of this section,
where we will show how this technique can be adapted for
the study of the wave-packet dynamics in graphene within
the tight-binding and Dirac approximations.

A. Tight-binding model

Graphene consists of a layer of carbon atoms forming a
honeycomb lattice, which can be described by the Hamil-
tonian

HTB = �
i

�ici
†ci + �

�i,j�
��ijci

†cj + �ij
� cicj

†� , �2�

where ci�ci
†� annihilates �creates� an electron at the site i,

with on-site energy �i, and the sum is taken only between
nearest-neighbor sites i and j, with hopping energy �ij. The
effect of an external magnetic field can be calculated by in-
cluding a phase in the hopping parameters according to the
Peierls substitution �ij→�ij exp�i e

�� j
iA� ·dl��, where A� is the

vector potential describing the magnetic field.35,36 In a
strained graphene sheet, the distance between two adjacent
sites i and j is changed by �aij =aij −a0, where a0 is the
lattice parameter of unstrained graphene and aij is the dis-
tance between the sites after the stress. The change in the
intersites distance affects the hopping energy between the
sites, which becomes21 �ij→�ij�1+2�aij /a0�. A similar ex-
pression can be obtained by expanding Eq. �13� of Ref. 37 in
Taylor series and neglecting higher-order terms in �aij, i.e.,
considering small lattice deformations. The strain-induced
change in the hopping energies leads to an effective pseudo-
magnetic field, which points to opposite directions in the
valley K and K�.22 Notice that the pseudomagnetic field in
our model is not introduced artificially by considering an
additional vector potential in the Peierls phase but it rather
appears naturally after the changes in the intersite distances
due to the strain.

Let us label the sites i of the graphene lattice according to
their line and column numbers n and m, respectively, as
shown in Fig. 1�a�. The basis vector state 	n ,m� represents an

electron confined on the site of line n and column m. In a
lattice consisting only of noninteracting sites, each 	n ,m� is
an eigenstate of HTB with energy �n,m, i.e., HTB	n ,m�
=�n,m	n ,m�. Limiting ourselves to nearest-neighbor interac-
tions, we find

HTB	n,m� = �nm	n,m� + Tm+1	n,m + 1� + Tm−1	n,m − 1�

+ Tn+1	n + 1,m� + Tn−1	n − 1,m� , �3�

where Tn�1 and Tm�1 are equivalent to the hopping energies
�ij between the site i= 
n ,m� and the adjacent sites j
= 
n�1,m� and j= 
n ,m�1�, respectively. Equation �3� can
be rewritten as

HTB	n,m� = Hn	n,m� + Hm	n,m� , �4�

where the operators Hn and Hm are defined as

Hn	n,m� = Tm+1	n,m + 1� + Tm−1	n,m − 1� +
�nm

2
�5a�

and

Hm	n,m� = Tn+1	n + 1,m� + Tn−1	n − 1,m� +
�nm

2
. �5b�

The wave function at any instant t is then written as a linear
combination of the basis vector states �n,m

t =�n,mbn,m
t 	n ,m�.

The advantage of following the procedure described by Eqs.
�3�–�5� lies in the fact that the operators Hn and Hm in Eq. �5�
can be represented by tridiagonal matrices, which are easier
to handle than the matrix representing the full Hamiltonian,
Eq. �3�.

The split-operator technique can now be applied to
Hamiltonian �4� so that the time evolution operator is ap-
proximated by

e−�i/��HTB�t = e−�i/2��Hm�te−�i/��Hn�te−�i/2��Hm�t + O��t3� ,

�6�

where the error comes from the noncommutativity between
the operators Hn and Hm. We drop the O��t3� terms by con-
sidering a small time step �t=0.1 fs. The propagated wave

A B
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a) {1,1}

{2,1}

{3,1}

{1,2}

{2,2}

{3,2}

b)

K

K’

b1

b2

1

2

3

4

5

6

FIG. 1. �Color online� �a� Sketch of the honeycomb lattice of
graphene, made out of two superimposed triangular lattices A and
B. The atoms are labeled as 
n ,m� according to their line and col-
umn numbers n and m, respectively. �b� Reciprocal lattice of
graphene, with K �black� and K� �gray� Dirac points, where the area
defined by the reciprocal vectors b�1= �−2� /3a0 ,�3� and b�2

= �4� /3a0 ,0� represents the first Brillouin zone. The numbers close
to each Dirac point are explained in the text.
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function is then obtained from Eq. �1�, which in this case
reads

�n,m
t+�t = e−�i/2��Hm�te−�i/��Hn�te−�i/2��Hm�t�n,m

t . �7�

This equation is solved in three steps

	n,m = e−�i/2��Hm�t�n,m
t , �8a�


n,m = e−�i/��Hn�t	n,m, �8b�

�n,m
t+�t = e−�i/2��Hm�t
n,m. �8c�

Using the Cayley form for the exponentials,38 we can rewrite
Eq. �8a� as

	n,m = e−�i/2��Hm�t�n,m
t =

1 −
i�t

4�
Hm

1 +
i�t

4�
Hm

�n,m
t + O��t2� , �9�

which leads to

1 +
i�t

4�
Hm�	n,m � 1 −

i�t

4�
Hm��n,m

t . �10�

As the wave function �n,m
t is already known, the matrix

equation in Eq. �10� can be straightforwardly solved to ob-
tain 	n,m. We repeat this procedure for the other two expo-
nentials in Eqs. �8b� and �8c�, and eventually obtain �n,m

t+�t.
In fact, the form in Eq. �10� can also be applied to the full

Hamiltonian HTB, i.e., without splitting the Hm and Hn terms.
However, this would lead to matrix equations involving pen-
tadiagonal matrices, which are harder to handle than the
tridiagonal matrices in Eq. �10�. As the error produced by the
splitting in Eq. �7� is smaller than the error produced by the
�necessary� expansion of the exponential given by Eq. �10�,
it is worthy to split these terms in order to simplify the nu-
merical calculations.

B. Dirac-Weyl equation

From the TB Hamiltonian �2�, considering an infinite
graphene sheet in the absence of external potential and mag-
netic fields, one obtains the energy band structure of
graphene as

E�k�� = � ��3 + f�k�� ,

f�k�� = 2 cos��3kya0� + 4 cos�3

2
kya0�cos3

2
kxa0� ,

�11�

which is gapless in six points of the reciprocal space where
E=0, from which only two are inequivalent, labeled as K and
K�, as shown in Fig. 1�b�.2,39 In the vicinity of each of these
points, the dependence of the energy spectrum on the wave
vector k� is almost linear and the electron can be described as
a massless fermion by the Dirac Hamiltonian

HD = �vF�� · �p� + eA� � + V�x,y�I�e−i�, �12�

where vF=3�a0 /2� is the Fermi velocity, A� is the electro-
magnetic vector potential, V�x ,y� is an external potential, I is
the identity matrix, �� is the Pauli vector, and the wave func-
tions are pseudospinors �= ��A ,�B�T, with �A�B� as the
probability of finding the electron in the sublattice A�B� that
composes the honeycomb lattice of graphene.2 The angle �
is different for electrons around the K and K� Dirac cones. In
the vicinity of the kth Dirac point �see labels for each Dirac
point in Fig. 1�b��, one obtains �=−� /6+k� /3, with k
=1–6. From here onward, we will refer to the coordinates in
the Dirac �TB� model as x�x� and y�y�.

The exponential term in Eq. �12� is usually dropped be-
cause it can be considered as a phase in the state vectors in
the Dirac model. However, this term has an important mean-
ing when comparing with the TB model: this exponential can
be identified as a rotation operator with angle �. Notice that
an infinite graphene hexagonal lattice has C6v symmetry, i.e.,
it is symmetric only for rotation angles k� /3 �k integer�. As
a consequence, the Dirac Hamiltonian �12� without the ex-
ponential term is not symmetric in the momenta p̂x and p̂y, as
already pointed out previously.9 So, what would be the
meaning of the direction-dependent observables in the Dirac
description of graphene, when they are not symmetric under
rotation, exhibiting a privileged direction? Defining y �x� as
the zigzag �armchair� direction, as in Fig. 1�a�, the results
obtained by the Dirac approximation for the x and y compo-
nents of any observable are compared to the armchair and
zigzag directions, respectively, after performing a rotation �
in the coordinates of the Dirac model. From the possible
values of �, one deduces straightforwardly that at any Dirac
cone, the coordinate x �y� of the Dirac model is always re-
lated to one of the zigzag �armchair� directions of the real
graphene lattice. On the other hand, for finite rectangular
samples the different angles � represent two distinguishable
situations, since the rectangle does not share the C6v symme-
try of the infinite graphene lattice: the x direction in the
Dirac model for the odd �even� cones in Fig. 1�b� represents
a diagonal �vertical� direction in the rectangle. The compari-
son between the TB model for a rectangular graphene flake
and the Dirac approximation will be discussed in details fur-
ther, in the following section.

In a recent work, Maksimova et al.26 presented an analyti-
cal study of the time evolution of a Gaussian wave packet in
graphene in the absence of external potentials and/or mag-
netic fields within the continuum model, i.e., using the Dirac-
Weyl Hamiltonian for electrons in the vicinity of the Dirac
point K. In this paper, we will use an alternative and more
general way of calculating the dynamics of a wave packet in
such a system,39 based on the split-operator technique, which
can be applied for systems under arbitrary external potentials
and magnetic fields.

The Dirac-Weyl Hamiltonian HD in Eq. �12� can be sepa-
rated as HD=Hk+Hr, where Hk=�vF�� ·k� keeps only the
terms which depend on the wave vector k� whereas Hr

=vFe�� ·A� +VI depends only on the real-space coordinates x
and y. Following the split-operator method, the time-
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evolution operator for the Hamiltonian HD can be approxi-
mated as

exp�−
i�t

�
�Hk + Hr��

� exp�−
i�t

2�
Hr�exp�−

i�t

�
Hk�exp�−

i�t

2�
Hr�

�13�

with an error on the order of O��t3�, due to the noncommu-
tativity of the operators involved. We invoke a well-known
property of the Pauli vectors

exp�− iS� · �� � = cos�S�I − i
sin�S�

S
�S� · �� � �14�

for any vector S� , where S= 	S� 	, and rewrite the exponentials
in real and reciprocal space, respectively, in matrix form

Mr = �cos�A�I − i
sin�A�

A
 0 Ax − iAy

Ax + iAy 0
��e− i�t

2�
V,

�15a�

Mk = cos��I − i
sin��


 0 x − iy

x + iy 0
� , �15b�

where A= 	A� 	 =�tvFe 	A� 	 /2�, � =�tvFk� and = 	� 	
=�tvF

�kx
2+ky

2, so that the time evolution of a wave packet
�D�x ,y�= ��A ,�B�T��x ,y� can be calculated as a series of
matrix multiplications

��r�,t + �t� = Mr · Mk · Mr��r�,t� + O��t3� . �16�

The matrix multiplication by Mk is made in reciprocal space
by taking the Fourier transform of the functions. In the ab-
sence of magnetic fields and external potentials, one has
Mr=I and

��r�,t + �t� = Mk��r�,t� , �17�

where the matrix multiplication in reciprocal space gives the
exact result for the time evolution of the wave packet, since
there is no error induced by noncommutativity of operators
or matrices in this case. This shows that the split-operator
method provides a way to study the dynamics of wave pack-
ets in graphene within the continuum model where, in the
presence of magnetic fields and/or external potentials, one
can control the accuracy of the results by making �t smaller,
while in their absence, the problem is solved exactly by a
simple matrix multiplication for any value of �t.

III. RESULTS AND DISCUSSION

We shall now discuss the results obtained for a graphene
lattice with 2000�3601 atoms, with armchair �zigzag� edges
in the x�y� direction. The nearest-neighbor hopping param-
eter and the lattice constant of graphene are taken as �=
−2.7 eV and a0=1.42 Å, respectively.

As initial wave packet, we consider a Gaussian centered
at r0�= �x0 ,y0� in real space and q� = �qx

0 ,qy
0� in reciprocal

space,

�q�r�� = Nc1

c2
�exp�−

�x − x0�2 + �y − y0�2

2d2 + iq� · r�� ,

�18�

where N is the normalization factor. Notice that we have
included a pseudospinor �c1 ,c2�T in the initial wave packet,
where c1�2� is the probability of finding the electron in the
triangular sublattice A�B� that composes the graphene hex-
agonal lattice. One can also rewrite the pseudospinor as
�1,ei��T, where the pseudospin polarization angle � is shown
explicitly. The pseudospin is a concept normally attributed to
the Dirac description of graphene. Indeed, the pseudospin of
a wave function in the Dirac model is related to the expec-
tation values of the Pauli matrices ��i�, which can involve
integrals of the product between wave functions for sublat-
tices A and B. Such a definition fails for the TB wave func-
tions since in this case they are defined in different points of
the lattice, so that any integral that mixes functions of both
sublattices gives zero. Even so, the study of the pseudospin
related to the initial discrete wave packet helps to understand
the wave-packet dynamics obtained from the TB model, as
we will see further in this section.

A. Initial pseudospin polarization and zitterbewegung revisited

In this section, we will use the TB model to review some
of the main properties of the wave-packet dynamics in
graphene. Within the TB model, we consider the initial wave
packet as a discrete form of the Gaussian distribution in Eq.
�18� for the graphene hexagonal lattice, where we multiply
the Gaussian function by c1�2� in the sites belonging to the
triangular sublattice A�B�. From Eq. �11�, it is clear that in
momentum space, the region of interest is the vicinity of the
Dirac points K and K�, since the energy corresponding to
wave vectors out of this region is very high.

In the TB model for two-dimensional crystals, one usually
considers the same Gaussian distribution for all the sites of
the lattice.40 This is equivalent as choosing c1=c2=1 in Eq.
�18�. Figure 2�a� shows the contour plots of the squared
modulus of the propagated wave functions at t=40 fs for
these values of ci, considering an initial wave vector q�
= �0,ky

0�+K, i.e., in the vicinity of the K point labeled as 2 in
Fig. 1�b�. As shown in Ref. 26, the wave-packet dynamics
near the Dirac cones in graphene does not depend separately
on the momentum ky

0 or on the width d but rather on the
dimensionless quantity ky

0d. This result was obtained from
the Dirac model for graphene, i.e., considering that even high
energies states exhibit linear dispersion. Within the TB
model we expect that wave packets with the same ky

0d be-
have alike only if ky

0 is not too far from the Dirac cone and if
d is not too small, so that the packet is well localized in
energy space. Within these conditions, Fig. 2 shows the time
evolution for different values of this dimensionless quantity:
ky

0d=1 and 2, with d=100 Å, and ky
0d=4, with d=200 Å.

We observe that the dispersion of the wave packet is stronger
for smaller values of ky

0d, where it becomes distorted into an
arclike shape. For larger ky

0d, on the other hand, the wave
packet keeps its circularly symmetric shape for longer times.
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As explained in the previous section, in order to obtain
the Dirac Hamiltonian Eq. �12�, one must shift the origin of
the wave vectors k� to one of the six Dirac points shown in
Fig. 1�b�. Besides, one must also rotate the x and y axis by an
angle � which depends on the K or K� point that is consid-
ered as the origin in momentum space. For the K
= �0,4� /3�3a0� point, labeled as 2 in Fig. 1�b�, the Dirac
Hamiltonian �12� is obtained by rotating the axis by 90°,
with other words, by a transformation of the coordinates as
x→−y and y→x. The pseudospinor c1=c2=1 represents a
wave packet polarized in x direction, i.e., ��x��0 and ��z�
= ��y�=0. From the Heisenberg picture, we obtain the veloc-
ity in the x direction for the proposed wave packet as

dx

dt
=

1

i�
�x,HD� = vF�x. �19�

Performing the appropriate coordinate transformations, the
velocity obtained from the TB model for the y direction must
be consistent with the prediction from the Dirac approxima-
tion, namely, vy =dx /dt=vF�x. This suggests that such a
wave packet propagates toward the positive y direction, but
with nonconstant velocity, since �x does not commute with
HD. The expectation value of the y position of the packet �y�
is shown as a function of time by the curves in Fig. 2�b�, for
ky

0d=1 �solid�, 2 �dashed�, and 4 �dotted�, where the results
obtained by the Dirac equation are shown as symbols for
comparison. A different linear behavior is already observed
for each wave packet at large time, implying that they have
different velocities, which is kind of counterintuitive, since
low-energy electrons in graphene are expected to propagate
always with the same Fermi velocity vF. Figure 2�c� shows

the velocity vy, calculated by taking the derivative of the TB
results for �y� with respect to time, which exhibits clear os-
cillations that are damped as time evolves, converging to a
final value vy

f �vF that depends on the initial wave packet’s
width d and wave vector ky

0. The velocities obtained by the
Dirac model are shown by symbols, where the same qualita-
tive behavior is observed as obtained from the TB model,
though for higher wave-packet momentum and width, a
small quantitative difference is observed, which is a conse-
quence of the different energy-momentum dispersion.

The oscillatory behavior of the velocity is a manifestation
of the zitterbewegung, i.e., a trembling motion of the wave
packet due to the interference between positive and negative
energy states that makes up the initial Gaussian wave
packet.3,9 This effect is well known for relativistic particles,
which are described by the Dirac equation, and is also ob-
served for electrons in graphene in the vicinity of the K and
K� points, since they can be described as massless quasipar-
ticles by the Dirac equation as well. The velocity wiggles
with shorter period and smaller amplitudes for larger values
of ky

0d. The convergence of the velocities demonstrates that
the zitterbewegung is not a permanent but a transient effect.9

Figure 3 shows the converged velocity vy
f as a function of

�a� the momentum ky
0 and �b� the width d of the Gaussian

wave packet. The TB results �symbols� are compared to
those calculated from Eq. �31� in Ref. 26 �curves�, which
was obtained analytically from the Dirac approximation in
the t→� limit and is repeated here just for completeness

FIG. 2. �Color online� �a� Contour plots of the squared modulus
of the wave function after a time evolution of t=40 fs, for three
different values of the dimensionless parameter ky

0d. �b� Expectation
value of the position and �c� velocity in y direction as a function of
time. The results obtained from the TB �Dirac� model are presented
as curves �symbols�, for ky

0d=1 �solid, circles�, 2 �dashed, tri-
angles�, and 4 �dotted, squares�

FIG. 3. �Color online� Final velocities for the Gaussian wave
packet in Eq. �18�, with pseudospin c1=c2=1 and momentum q�
= �0,ky

0�+K as a function of �a� the momentum ky
0, for widths d

=50 Å, 100 Å and 200 Å, and �b� the width d, for momenta ky
0

=0.01 Å−1, 0.02 Å−1, and 0.04 Å−1. The symbols �curves� are ob-
tained from the TB �Dirac� model. In �b�, the results from the Dirac
model for ky

0=0.02 Å−1 �dashed� and 0.04 Å−1 �solid� are multi-
plied by 0.985 and 0.97, respectively.

WAVE-PACKET DYNAMICS AND VALLEY FILTER IN… PHYSICAL REVIEW B 82, 205430 �2010�

205430-5



vy
f

vF
= 1 −

1 − e−�ky
0d�2

2�ky
0d�2 . �20�

Within the Dirac model, one can observe that increasing d or
ky

0 in Eq. �20�, the final velocity increases monotonically and
approaches vF, which is reasonable, since a wider packet in
real space leads to a narrower distribution in k space,
whereas a higher value of the wave vector makes the center
of the packet lay far from E=0. In both cases, the interfer-
ence with negative energy states is reduced and, conse-
quently, zitterbewegung effects are less significant. However,
since the analytical formula �20� does not take into account
any effect such as the curvature of the energy bands for
higher energy states or trigonal warping effects, this formula
is not expected to give accurate results for larger ky

0. Indeed,
Fig. 3�a� shows that a very good agreement between TB and
Dirac results can be observed only for small values of ky

0

whereas for large ky
0, the final velocities obtained from the

TB model are lower than those obtained from the Dirac
model and do not increase monotonically, but decreases
slowly for very large ky

0, as a consequence of the curvature of
the energy bands. On the other hand, in Fig. 3�b� we observe
that varying the wave packet width for a fixed momentum,
good qualitative agreement with the Dirac model is obtained
for almost any value of d. The curves for larger values of ky

0

�solid and dashed� are just quantitatively different from those
obtained by the TB model, and they are comparable to the
TB results after multiplication by a factor 0.985 �0.970� for
ky

0=0.02 Å−1 �0.04 Å−1�. Worse qualitative agreement be-
tween TB and Dirac results in this case is observed only for
very small d, where the Gaussian width in energy space,
given by �E=vF�d−1, incorporates higher energy values,
leading to deviations in vy

f obtained from the TB model as
compared to those from the Dirac model.

In Fig. 4�a� we show contour plots of the squared modu-
lus of the wave function at t=40 fs for three different
choices of wave vectors q� = �kx

0 ,ky
0�+K and initial pseudos-

pinors: �1� �1,0�T, with kx
0=0 and ky

0d=4, �2� �1, i�T, with
kx

0=0 and ky
0d=4, and �3� �1, i�T, with kx

0d=4 and ky
0=0. The

curves �symbols� in Fig. 4�b� show the expectation value �x�
for each case obtained by the TB �Dirac� model. In case 1
�solid, circles�, the pseudospinor points in the z direction, so
that ��x�= ��y� and, consequently, the velocity for both in-
plane directions must be zero. Indeed, the wave packet splits
into two equal parts that propagate in opposite y directions,
leading to vy =0. In the x direction, although there is still a
small zitterbewegung, �x� rapidly converges to a constant,
leading to vx=0. In case 2 �dashed, triangles�, the pseudos-
pinor points in the y direction but the momentum of the wave
packet in this direction is zero, so that the packet splits in the
y direction, since vy =vF�x=0, but drifts slowly in the −x
direction �or, equivalently, y�. In case 3 �dotted, squares�,
both the pseudospin and the momentum are in the y direc-
tion, so that the wave packet propagates in this direction
without any splitting. This situation is comparable to the one
in Fig. 2�a�, since in both cases the pseudospin and momen-
tum are in the same direction and, as a consequence, the
wave packet propagates in this direction practically preserv-

ing its circular symmetry. However, in the case 3, the packet
still presents a very weak oscillation in the y direction, and
also drifts very slowly in this direction, as one can see from
the trajectory of the packet in the x-y plane for this case,
shown in the inset of Fig. 4�b�. This oscillation and drift are
related to the contributions of higher energy states in the
wave packet: a wave packet centered around kx

�0�=0 and
ky

�0��0, as in Fig. 2�a�, has a symmetric distribution of mo-
menta in x direction even for higher energies and, conse-
quently, there is no additional oscillation in this direction. On
the other hand, a packet centered around kx

�0��0 and ky
�0�

=0, as in Fig. 4�b�, does not have a symmetric distribution of
momenta in the y direction due to the trigonal warping for
higher energies and, consequently, some oscillations are ob-
served in this direction. As the standard Dirac Hamiltonian
HD for graphene does not take trigonal warping into account,
this effect is not observed in the Dirac model.

In the numerical work of Thaller,3 as well as in the ana-
lytical work of Maksimova,26 it is demonstrated within the
Dirac model that even when ky

0=kx
0=0, wave packet motion

is still observed due to zitterbewegung effects. The velocities
of the wave packet obtained from our TB model of graphene
for wave-packet momenta exactly at the K� and K, i.e.,
points 1 and 2 in Fig. 1�a�, respectively, are shown in Fig. 5.
The velocities exhibit a damped oscillation with the same
time-dependent modulus for any pseudospin and Dirac point,
though they point in different directions: for �1,1�T �solid�
and �1, i�T �circles� in K, the velocity is in the y and −x
directions of the lattice, respectively, which are exactly the

FIG. 4. �Color online� �a� Contour plots of the squared modulus
of the wave function after a time evolution of t=40 fs, for three
initial configurations of pseudospin �c1 ,c2�T and momentum q�0: �1�
�1,0�T, kx

0=0 and ky
0d=4; �2� �1, i�T, kx

0=0 and ky
0d=4; and �3�

�1, i�T, kx
0d=4, ky

0=0. �b� Expectation value of x obtained by the TB
model for the initial wave packets 1 �solid�, 2 �dashed�, and 3 �dot-
ted� as a function of time. The results obtained by the Dirac model,
after the appropriate coordinates rotation �see text�, are shown as
circles, triangles, and squares, respectively. The inset shows the
trajectory of the wavepacket obtained from the TB model for the
initial wave packet 3.
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directions of polarization of these pseudospinors after the
�=� /2 rotation required by the K cone 2. In the K� cone 1,
the rotation angle is �=� /6 and, accordingly, the velocity
points in this direction, as one can see by the decomposition
of the velocity in the components �vx� �dashed� and �vy�
�dotted�, which obey exactly the relations �vx�= ��3 /2��v�
and �vy�= �1 /2��v�. Notice that the velocities converge ex-
actly to vF /2, a value that can also be obtained analytically
by making ky

0d→0 in Eq. �20�.
Henceforth, we will consider initial wave vectors q�0

around the Dirac points 2 and 5 of Fig. 1�b�, namely,

K = 0,
4�

3�3a0
� and K� = 0,−

4�

3�3a0
� , �21�

respectively. This choice is very convenient, since the rota-
tion angles for these points are �=� /2 and 3� /2, respec-
tively, so that the pseudospinor �1,1�T points to the y �−y�
direction in the former �latter� case. Hence, with this pseu-
dospinor, wave packets in K �K�� will propagate with posi-
tive �negative� velocity in the vertical zigzag direction.

B. External magnetic fields and strain

Recently,24 it was shown theoretically that bending a
graphene sheet into an arc of a circle produces a strong and
almost uniform pseudomagnetic field profile. Figure 6�a� il-
lustrates such a strained system, where the rectangular
graphene sample of width W and height L is bent into an arc
of a circle with inner radius R. As the �pseudo�magnetic field
points in the same direction �opposite directions� at each K
and K� points,21 the combination of both external and strain-
induced magnetic field effects provides a valley-dependent
magnetic field. If one applies the appropriate external mag-
netic field for some configuration of the strained graphene,
one can obtain an almost perfect suppression of the effective

magnetic field at one of the Dirac cones, while the effective
field in the other cone is enhanced. This leads to a compli-
cated system to be studied within the Dirac approximation,
since one has two completely different systems for the K and
K� valleys. Namely, Landau levels would be present only
around one of the cones �though one cannot expect a perfect
Landau level spectrum, since the strain-induced magnetic
field is not perfectly uniform in space�, whereas in the other
cone, the usual continuum spectrum would be observed. This
motivated us to analyze the trajectories of a wave packet in
such a system within the TB model, where we do not need to
include the pseudomagnetic fields artificially in the Dirac
cones, since they appear naturally when we consider the ef-
fect of the strain-induced changes in the inter-site distances
on the hopping energies, as explained in the previous section.

In this section, we investigate the dynamics of a wave
packet with width d=200 Å and initial wave vector kx

0=0
and ky

0=0.02 Å−1 around the Dirac points K and K� of Eq.
�21� in the presence of external and strain-induced magnetic
field barrier steps. As in the K� valley the pseudospinor
�1,1�T is polarized in the negative y direction of the
graphene lattice, we choose �1,−1�T for this case, so that a
wave packet in this valley will also propagate in the positive
y direction. In order to obtain a pseudomagnetic field barrier
step, we consider that the graphene layer is strained only in
the y�0 region, as sketched in Fig. 6�b�. We also consider
an external magnetic field B� =B��y�ẑ, where ��y� is the
Heaviside step function, which leads to a magnetic barrier
step for y�0, described by the vector potential A� = �
−By��y� ,0 ,0�. In order to avoid effects due to zitter-
bewegung in the �pseudo� magnetic field region, the wave
packet starts at the position x0=0, y0=−420 Å, so that it can
travel for some time in the magnetic field-free region y�0
until its velocity converge to a time-independent value.

The influence of the external and strain-induced magnetic
field barriers on the trajectories of the wave packet are ana-
lyzed separately in Fig. 7, which shows the trajectory of the
centroid of the wave packets in K �symbols� and K� �curves�
points, calculated as �r�= ��x� , �y��, �a� in a nonstrained
graphene sheet with magnetic field barriers B=5 T �solid,
circles�, 7 T �dashed, triangles� and 10 T �dotted, squares�

FIG. 5. �Color online� �a� Expectation value of the velocity as a
function of time, for wave packets with ky

0=kx
0=0 and pseudospinor

�1,1�T �solid� and �1, i�T �circles� at the Dirac point K
= �0,4� /3�3a0� �point 2 in Fig. 1�b��, and �1,1�T �triangles� at
K�= �2� /3a0 ,2� /3�3a0� �point 1 in Fig. 1�b��. The x and y com-
ponents of the velocity in the latter case are shown as dashed and
dotted curves, respectively.

L

W

R

y

x

0

(a) (b)

FIG. 6. �Color online� �a� Sketch of the strained graphene sheet:
we consider a rectangular sample of width W and height L, bent into
an arc of circle with inner radius R. The unstrained graphene sheet
is shown as open circles, for comparison. �b� Strain-induced mag-
netic field barrier step, obtained by bending the graphene lattice
only in the y�0 region. The number of atoms was reduced in both
figures, in comparison to the lattices studied in this work, in order to
improve the visualization.
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and �b� in a strained graphene sheet with radius R=1 �m
�solid, circles�, 0.8 �m �dashed, triangles� and 0.6 �m �dot-
ted, squares�. All the trajectories form semi-circles in the y
�0 region, which is due to the Lorentz force produced by
the �pseudo� magnetic field. As the external magnetic field
�radius of the strained region� increases �decreases�, the radii
of these semicircular trajectories are reduced, since a higher
�pseudo�magnetic field produces a stronger modulus of the
Lorentz force. Notice that the radii of trajectories in the ex-
ternal and pseudomagnetic fields cases are comparable,
which means that for radii R=1−0.6 �m of the strained
graphene, the generated pseudomagnetic field is also within
�5 T and 10 T. Indeed, the strain induced pseudomagnetic
field distribution for the bend graphene ribbon is given by24

BS�x,y� = − 4c
��0

aL
arcsin L

2R
�cos�2x

L
arcsin L

2R
��

� �1 −
R + y

L
arcsin L

2R
�� , �22�

where ��2 and c is a dimensionless constant which de-
pends on the details of the atomic displacements.22 Consid-
ering L /R→0 in Eq. �22� the pseudomagnetic field can be
approximated as BS�−c��0 /aR=� /R. Using the value �
�4.5�104 T Å estimated numerically in Ref. 23, one ob-
tains pseudomagnetic fields within BS�4.5–7.5 T for R
=1 �m−0.6 �m, which are of the same order of magnitude
as the external magnetic fields that we considered. For the
external magnetic field barrier, the trajectories of wave pack-
ets in K and K� points form circles in opposite directions, as
shown in Fig. 7�a�, which is reasonable, since these packets
have opposite momentum, which causes a sign change in the
Lorentz force. Conversely, considering the strain-induced
magnetic barrier illustrated in Fig. 6�b�, the trajectories of

wave packets in K and K� curve in the same direction, since,
although their momenta have opposite signs, the pseudomag-
netic fields also point in opposite directions at each Dirac
cone K and K�.

C. Strain-induced valley filter

Let us consider the strained sample in Fig. 6�b� with R
=1 �m. By comparing the radius of the semicircular trajec-
tory of the wave packet in such a system with those obtained
for different intensities of the external magnetic field barrier,
one obtains the strain-induced magnetic field for this value of
R as �4.9 T. Figure 8�a� shows the trajectories in the x-y
plane of the centroid of the wave packets in a system where
we combine a R=1 �m strain for y�0 with an external
magnetic field barrier B=0 T �solid, open� and 4.9 T
�dashed, full�, for wave packets in the K �symbols� and K�
�curves� Dirac points. In the absence of the external magnetic
field, both the K and K� packets exhibit the same semicircu-
lar trajectory, as discussed earlier. However, when we com-
bine the effect of the strain-induced and external magnetic
field barriers, the wave packet in K� undergoes a stronger
Lorentz force and is readily reflected, whereas the one in the
K point performs a practically straight trajectory, as if this
packet is not influenced by any Lorentz force. This is a con-
sequence of the fact that combining the effects of a pseudo-
magnetic field produced by a R=1 �m strain and a B
=4.9 T external magnetic field produces a stronger magnetic
field in the K� point, while in the K point these fields equili-
brate, producing a practically magnetic field-free region for
particles in this cone. In this situation, the system works as a
valley filter, where only wave packets in the K Dirac cone
are allowed to pass through the strained region, whereas the
wave packets in K� are reflected. The results for the wave
packet in K for two other values of the external magnetic
field are shown as thin solid lines, showing that within a
range of �B= �0.2 T around B=4.9 T, which is a reason-
able range for magnetic field intensities in experiments, only

FIG. 7. �Color online� Trajectories of the wave packet in the x-y
plane, obtained by the TB method for such a system, for initial
momentum ky

0=0.02 Å−1 around K �symbols� and K� �curves�
points, for �a� nonstrained graphene with magnetic barrier height
B=5 T �solid, circles�, 7 T �dashed, triangles�, and 10 T �dotted,
squares�, and for �b� a graphene sheet bent into an arc of circle with
radius R=1 �m �solid, circles�, 0.8 �m �dashed, triangles�, and
0.6 �m �dotted, squares�, considering B=0 T. In �b�, symbols and
curves coincide for each value of R.

FIG. 8. �Color online� �a� Trajectories on the x-y plane for wave
packets with initial momentum ky

0=0.02 Å−1 around K �symbols�
and K� �curves� points, considering a graphene sheet bent into an
arc of circle with radius R=1 �m and an external magnetic field
B=0 T �open, solid� and 4.9 T �full, dashed�. The thin solid curves
show the results for two other magnetic field intensities for the K
packet. �b� Probability of finding the particle in y�0 as a function
of time, for wave packets with the same configurations as in �a�.
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a weak Lorentz force is observed and the valley filter works
fine.

The results of Fig. 8 are obtained for both external and
pseudomagnetic field barriers starting at the same position
y=0. It is straightforward to verify that if there is a mismatch
between the starting points of the strained and external field
regions, some deviations will occur in the trajectories of the
wave packets but, provided the length of the mismatch is
much smaller than the magnetic length, the filtering effect is
still stable. As an example, a 30 Å mismatch between the
external and pseudomagnetic field barriers in the system ana-
lyzed in Fig. 8 would produce a �5° deviation in the other-
wise vertical trajectory of the wave packet in K whereas the
wave packet in K� is still readily reflected by the combina-
tion of magnetic fields in the filter region.

The probability P� of finding the particle in the strained
y�0 region, calculated as

P��t� = �
n�

�
m

	�n,m
t 	2, �23�

where n� represents the lines of atomic sites with y�0, is
shown as a function of time in Fig. 8�b�. In the B=0 T case,
both wave packets in K �open circles� and K� �solid� stay in
the strained y�0 region until t�300 fs, when they turn
back into the y�0 region, reflected by the Lorentz force
induced by the strain. However, for B=4.9 T, P� already
approaches zero at t�175 fs for the packet in K� �dashed�,
whereas for K �full circles�, it remains close to 1 even for
large t.

The efficiency of the proposed valley filter is confirmed
by Fig. 9, where we present P� as a function of time for
initial wave packets given by a combination of Gaussians
around the K and K� points in Eq. �21�,

� = ���K� + ���K, �24�

where �K�K�� is the Gaussian wave packet in Eq. �18� with
momentum q� around the K�K�� Dirac point. The results are
presented for three different values of �, where one can eas-
ily see that the probability of finding the packet in the

strained region exhibits a peak at t�80 fs but, as the K� part
of the packet is reflected by the magnetic barrier, this prob-
ability decays, reaching exactly P�=� for large t. Such a
system proves to be a perfect valley filter, which is able to
reflect all the components of the incoming packet that are in
the K� point and transmit a wave packet that is composed
only of particles with momentum in the vicinity of K.

We point out that when a wave packet reaches the edges
of a graphene nanoribbon, it can be scattered to a different
Dirac cone.41 Consequently, the efficiency of the valley filter
could be compromised if one considers a thin nanoribbon, so
that the filtered wave packet could still reach its boundaries
and scatter back to the other valley. In order to avoid such an
effect, we have considered a wide nanoribbon, so that for the
time intervals we study in this work, boundary effects are not
significant.

D. External and pseudomagnetic field effects on
the zitterbewegung

In a previous paper, Rusin and Zawadzki9 used the Dirac
Hamiltonian for graphene to show that the zitterbewegung,
which is transient for B=0, as discussed earlier, is permanent
for B�0. Furthermore, the authors showed that for a Gauss-
ian wave packet, the time evolution of the average value of
the current is different in x and y directions, which they
explain as due to the fact that the Dirac Hamiltonian is not
symmetric in the momenta p̂x and p̂y. Although the same
authors say in their subsequent paper27 that this effect is
unphysical because it violates the rotational symmetry of the
x-y graphene plane, we believe this result is still physical:
one must remember that the Dirac model of graphene comes
from the tight-binding approach for this system, which de-
scribes a honeycomb lattice of atoms that is not symmetric in
the x-y plane by definition, exhibiting C6v symmetry, as men-
tioned in previous section. For each K and K� point, the
coordinates x and y in the Dirac Hamiltonian represent dif-
ferent directions in the real honeycomb lattice of graphene,
where for an infinite sample the x �y� coordinate in the Dirac
equation is related to one of the zigzag �armchair� directions
of the real sample. In this section, we use our TB model of
graphene to extend the previous study of Rusin and
Zawadzki9 to different situations.

We now study the dynamics of a wave packet with width
d=200 Å, pseudospinor c1=1 and c2=1 and initial wave
vector kx

0=ky
0=0, i.e., exactly at one of the Dirac points K and

K� in Eq. �21�, in the presence of an uniform applied external
magnetic field B� =Bẑ, instead of the magnetic field barrier
step considered in the previous subsection. We also consider
a pseudomagnetic field obtained by bending the whole rect-
angular graphene sample into an arc of a circle with radius R,
as illustrated in Fig. 6�a�. The radius of the circle is consid-
ered as R=1 �m, which produces a �4.9 T pseudomag-
netic field, as demonstrated in the previous section. Accord-
ingly, we consider the external uniform magnetic field as
B=4.9 T.

A few experimental techniques have been suggested in the
literature for the observation of zitterbewegung.8,11 An inter-
esting one27 is based on the fact that the wave packet ��r� , t�

FIG. 9. �Color online� Probability of finding the electron in the
filter region y�0, for an initial wave packet given by a combination
of Gaussian distributions around both K and K� Dirac points, for
three different values of the K component of the wave packet �.
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exhibits an electric dipole moment D� �t�= ���r� , t�	r�	��r� , t��
and, consequently, the zitterbewegung yields an oscillation
of this dipole moment, which is a source of electromagnetic
radiation, described classically42 by the equation

���t� =
d2D� �t�

dt2

sin �

4��0s
, �25�

where s and � are the distance and angle of observation,
respectively, and �0 is the vacuum permittivity.

Figure 10 shows the effects of external and strain-induced
magnetic fields on the electric field radiation produced by the
zitterbewegung, written in units of �c=sin � /4��0s. Only
weak oscillations are expected in the armchair �x� direction,
since the pseudospin �1,1�T points in the x direction in the
Dirac model which, as mentioned earlier, is related to the
zigzag �y� direction of the honeycomb lattice. Indeed, in
Figs. 10�a�–10�d�, the x component of the electric field
�dashed� is always close to zero. In Fig. 10�a�, we present the
results in the absence of strain and magnetic fields, for com-
parison. In this case, the oscillations on the electric field are
suppressed for larger time, which is due to the transient char-
acter of the zitterbewegung. Besides, the results for �y �solid�
in the K �thin curves� and K� �thick curves� points have
opposite signs, since for these points the axis of the Dirac
cones are rotated by angles which differ by � /2 difference.
In Fig. 10�b�, the uniformly applied magnetic field
B=4.9 T in an unstrained sample leads to persistent oscilla-
tions in �y, which is related to the discrete Landau-level
spectrum created by this field. Each Landau level that is
populated by the Gaussian distribution contributes with a

different frequency.9 Figure 10�c� shows that such a persis-
tent behavior is also obtained by bending the graphene sheet
into an arc of circle with radius R=1 �m, which produces a
pseudomagnetic field of the same order of magnitude. Notice
that the amplitude of oscillations in this case is four times
smaller than those found in Fig. 10�b� for the unstrained
sample under an external magnetic field. In fact, these two
cases are not expected to produce the same zitterbewegung,
because, although both samples exhibit approximately the
same magnitude of magnetic field, the strained sample has
not only the pseudomagnetic field, but also a different distri-
bution of atomic sites. Thus, in the strained case, there is an
additional change in the direction of the pseudospin polariza-
tion as the wave-packet drifts, due to the lattice distortion
itself. As we have demonstrated in Sec. III A, the zitter-
bewegung strongly depends on the pseudospin polarization
and hence, the different interplay between the strained
atomic sites and the initial pseudospin polarization produces
a different zitterbewegung for the strained case, as compared
to the one of the unstrained sample under an external field.

In Fig. 10�d�, we combine the effects of the R=1 �m
strain and B=4.9 T external field to produce a system where
the magnetic field is practically zero in the K point, but is
nonzero in the K� point, so that only the packet in the K�
point exhibits persistent oscillations. For the K point, the
external field compensates only the effect of the pseudomag-
netic field, namely, the persistent zitterbewegung but it does
not remove the effect of the lattice distortion. As a result,
comparing the results for K �thin curves� in Figs. 10�a� and
10�d�, one observes that the oscillations are transient in both
cases, since there is no effective magnetic field, but they still
exhibit a different oscillation profile at small t, due to the
lattice distortion in the latter case, which is absent in the
former.

IV. CONCLUSION

We presented a study of the dynamics of Gaussian wave
packets in graphene under external and strain-induced mag-
netic fields, where the latter is obtained by bending the
graphene sheet into an arc of a circle. The dependence of the
zitterbewegung on the initial pseudospin of the wave packet
is investigated, and the results obtained by means of the
tight-binding model and the Dirac equation are compared.
We demonstrate that the combination of the pseudomagnetic
field, induced by bending the graphene sheet, along with an
external magnetic field with appropriate strength can be used
as an efficient valley filter. An incoming wave packet com-
posed of momenta around the K and K� Dirac points is scat-
tered such that all its components in one of the Dirac cones
undergoes a strong Lorentz force and are readily reflected,
while the components in the other cone are allowed to pass
through the device with only small distortions in their trajec-
tory, due to the very weak residual Lorentz force.

Our results also show that in the absence of external or
strain-induced magnetic fields, the zitterbewegung is a tran-
sient effect whereas in the presence of any of these fields, the
oscillations persist in time. In a strained sample under an
external magnetic field with the appropriate strength, the ef-

FIG. 10. �Color online� Electromagnetic dipole radiation as a
function of time for wave packets with initial pseudospinor �1,1�T

at K �thin curves� and K� �thick curves�, considering a graphene
sheet �a� in the absence of strain and magnetic fields, �b� under an
uniformly applied magnetic field B=4.9 T, �c� bent into an arc of
circle with radius R=1 �m �see Fig. 6� and �d� with both the uni-
form magnetic field B=4.9 T and the R=1 �m bending. Solid
�dashed� curves are the results for the �y ��x� component.
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fective magnetic field in one of the Dirac cones is enhanced,
whereas in the other cone it is practically cancelled. In this
situation, a permanent zitterbewegung is observed only for
wave packets in one of the Dirac cones. The wave packet
oscillations produce electric field radiation, which can be de-
tected experimentally.

Finally, we believe the present work contributes to a bet-
ter understanding of the relation between the results obtained
from TB and Dirac approaches for graphene and those to be

observed in future experiments on strained graphene-based
structures.
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The time evolution of a wave packet injected into a semiconductor quantum ring is investigated in order to
obtain the transmission and reflection probabilities. Within the effective-mass approximation, the time-
dependent Schrödinger equation is solved for a system with nonzero width of the ring and leads and finite
potential-barrier heights, where we include smooth lead-ring connections. In the absence of a magnetic field, an
analysis of the projection of the wave function over the different subband states shows that when the injected
wave packet is within a single subband, the junction can scatter this wave packet into different subbands but
remarkably at the second junction the wave packet is scattered back into the subband state of the incoming
wave packet. If a magnetic field is applied perpendicularly to the ring plane, transmission and reflection
probabilities exhibit Aharonov-Bohm �AB� oscillations and the outgoing electrons may end up in different
subband states from those of the incoming electrons. Localized impurities, placed in the ring arms, influence
the AB oscillation period and amplitude. For a single impurity or potential barrier of sufficiently strong
strength, the period of the AB oscillations is halved while for two impurities localized in diametrically opposite
points of the ring, the original AB period is recovered. A theoretical investigation of the confined states and
time evolution of wave packets in T wires is also made, where a comparison between this system and the
lead-ring junction is drawn.

DOI: 10.1103/PhysRevB.80.125331 PACS number�s�: 73.21.Hb, 73.63.Nm, 73.43.Cd

I. INTRODUCTION

Aharonov-Bohm �AB� �Ref. 1� effect is a fundamental
problem at the heart of quantum mechanics. This effect can
be observed in an interference experiment, e.g., as an oscil-
lating current flowing through a loop that is threaded by a
magnetic flux. It was first observed in a metal ring2 and
subsequently in a two-dimensional electron-gas ring3 and has
been intensively studied over the years both experimentally
and theoretically. Due to recent advances in growth of semi-
conductor structures and nanolithography it has become pos-
sible to fabricate well-defined nanoring structures of high
quality with controllable dimensions.4 Recently, Martins et
al.5 combined scanning gate microscopy experiments and
simulations to demonstrate low-temperature imaging of the
electron probability density in InGaAs/InAlAs quantum
rings. It was also shown that a tip-induced modulation of the
conductance arises from electron wave-function interfer-
ences. A theoretical analysis of these AB rings was made
later, by Pala et al.,6 where a generalized Kramers-Kronig
relation was demonstrated between the local density of states
and the conductance variation due to the scanning tip. Van
der Wiel et al.7 have studied the AB effect in a mesoscopic
semiconductor ring with tunnel barriers defined by metallic
gates on each ring arm, which enabled them to apply a well-
defined potential difference between the two halves of the
ring. By tuning the voltage, they were able to control the
amplitude and phase of the AB oscillations in the conduc-
tance. Interference effects of single electrons in a solid-state
environment were also observed experimentally by Gustavs-
son et al.,8 the time-resolved detection of electrons passing
through a double quantum dot embedded in an Aharonov-

Bohm interferometer was demonstrated, where it was ob-
served that, even though the electrons travel one-by-one
through the system, a well-pronounced AB interference is
still built up.

In a previous theoretical work by Szafran and Peeters,9 it
was shown that the Lorentz force leads to an asymmetric
injection of the electrons into the ring arms which resulted in
a smaller interference effect and, consequently, to a reduction
in the amplitude of the AB oscillations.10 In Refs. 9 and 10,
the leads and the ring were effectively one dimensional, i.e.,
the magnetic field cannot deflect the electron wave functions
in the leads and the ring, and the Lorentz deflection is only
active in the junction region. Furthermore, the electron was
locked in the lowest subband and higher subbands were not
taken into account.

In the present paper, we extend Refs. 9 and 10 as follows:
�1� we include the finite width of the leads and ring, �2� we
do not limit the number of subbands and, therefore, allow
transitions between subbands, and �3� the lead-ring connec-
tion is modeled more realistically, i.e., the broadening of the
junction is included, which is unavoidable in a real experi-
ment. We found that this adiabatic connection between the
leads and the ring has several consequences: �i� it influences
strongly the injection efficiency from the lead into the ring,
�ii� it leads to additional interferences, �iii� it acts as a scat-
tering center inducing transitions between the different sub-
bands, and �iv� it leads to localized and resonant states in the
junction. The finite width of the ring and the leads results in
subband selection effects which are absent in the pure one-
dimensional models. Although most of the experiments up to
now consider rings with typical radii and widths of order 100
nm, the present work is focused on narrower systems, where
the separation between subbands is larger, in order to get a

PHYSICAL REVIEW B 80, 125331 �2009�

1098-0121/2009/80�12�/125331�14� ©2009 The American Physical Society125331-1

http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.80.125331


better control on how many subbands are accessible for the
wave packets.

Our theoretical approach follows the one of Refs. 9 and
10, where we inject a Gaussian wave packet into the ring
from the left lead in a particular subband and calculate nu-
merically “exact” �i.e., the results can be calculated for a
given accuracy� its time evolution by solving the time-
dependent Schrödinger equation. This approach allows us to
find the transmission and reflection coefficient and also pos-
sible bound states in the junctions.

The paper is organized as follows: in Sec. II, we present
our theoretical model and discuss the numerical technique to
solve the time-dependent Schrödinger equation. Symmetric
rings are discussed in Sec. III. The influence of asymmetry
between the upper and lower arms of the ring on the AB
effect is studied in Sec. IV by inserting a Gaussian potential
barrier or an impurity in the ring arm. Our conclusions are
presented in Sec. V. The bound and resonant states in the
lead-arm junction are investigated in the Appendix.

II. THEORETICAL MODEL

Our system consists of a planar quantum ring and chan-
nels for electron injection so that the motion of the electrons
is constrained to be in the �x ,y� plane �see Fig. 1�. The elec-
trons are considered within the effective-mass approximation
and they are confined by a step potential, i.e., V�x ,y�=0
inside the quantum ring and leads, and V�x ,y�=Ve otherwise,
where Ve is the conduction-band offset. In order to under-
stand the dynamics of a wave packet passing through a
channel-ring connection, we made also a brief study of a
T-shaped wire.

Figure 1 shows a schematic view of our �a� rings and �b�
T wires. The quantum ring is defined by two concentric
circles of radii Ri=550 Å and Ro=650 Å so that the average
radius of the system is Rav= �Ri+Ro� /2=600 Å and the
width is W=100 Å. The same width W is considered for the

left and right leads. For T wires, all channels have the same
width W. Two different lead-ring connections will be studied:
�1� a right-angle connection and �2� a smooth �adiabatic�
connection. The smooth connections are described by circles
of radius Rs, which are tangent to the walls of the channels
and to the external circle of the ring. In the examples of Fig.
1 �bottom�, the circles describing the smooth connections
have radius Rs=300 Å.

An electron confined in a quasi-one-dimensional channel
of width W has subband energy

En�kx� = En
�y� +

�2kx
2

2me
, �1�

where En
�y�=n2�2�2 /2meW

2, if Ve is very large �for our nu-
merical results we calculated En

�y� numerically for finite Ve
value�. In our approach, we inject a Gaussian wave packet,
propagating in the x direction, from left to right,

��x,y� =
1

��2�
exp�−

�x − x0�2

2�2 + ikx
i x��n�y� , �2�

where �n�y� is the wave function of the nth eigenstate of the
quantum well in the y direction, and kx

i =�2me�i /�2, with me
and �i as the electron effective mass and kinetic energy, re-
spectively. The parameter � gives the width of the wave
packet, in the x direction.

The time evolution of the wave packet is studied by
means of the split-operator technique, which consists in
separating kinetic and potential terms in the time-evolution
operator,

��r,t + �t� = exp�−
iH�t

�
���r,t�

= e−iV�t/2�e−iTx�t/�e−iTy�t/�e−iV�t/2���r,t�

+ O��t3� , �3�

where Tx�y� is the kinetic-energy operator for x�y� direction
and the error O��t3� is a consequence of the noncommuta-
tivity of kinetic and potential terms.11 If a magnetic field is
present, an additional O��t2� error appears in this expression
because of the position-dependent vector potential in the ki-
netic terms. The potential terms are directly multiplied by the
functions whereas the kinetic terms are rewritten in the Cay-
ley form12 and a finite difference scheme is used to calculate
the derivatives.13–15 The main advantage of this technique
lies in the separation of the kinetic terms for each direction;
this separation allows one to study a system of many degrees
of freedom without dealing with gigantic matrices; instead,
only a set of small matrices, one for each direction, appears
in this approach.

Special care has to be taken for the boundary conditions at
the entrance and exit of the leads. The main problem is that,
as the wave packet reaches the edges of the computational
box, it undergoes a spurious reflection, when one imposes
that the wave function is zero at the boundaries. One possible
way to overcome this problem is to consider a very long
channel so that the wave packet would take a long time to
reach the edge of the system, as was done in Refs. 9 and 10.
However, this would lead to large computational costs,

FIG. 1. �Color online� Potential profiles for �a� rings and �b� T
wires, considering �top� right-angle and �bottom� smooth connec-
tions. The smooth connections are described by circles of radius
Rs=300 Å. The width in both systems is W=100 Å and the aver-
age radius is Rav=600 Å. The potential is defined as V�x ,y�=0
inside ring and channel regions �blue� and Ve outside �white�.
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hence, alternative ways to deal with this problem have been
developed. Kosloff and Kosloff16 suggested the use of ab-
sorbing �imaginary� potentials at the edges, in addition to the
real confinement potential of the system. Such an imaginary
potential gradually absorbs the wave function before it
reaches the edges, avoiding spurious reflection effects. Sev-
eral forms of imaginary potential has been suggested and
analyzed.17,18 Another interesting way to solve this problem
was suggested by Arnold et al.,19 where completely transpar-
ent discrete boundary conditions were developed, based on
the Laplace method for solving the time-dependent
Schrödinger equation. However, the method was developed
only for one-dimensional problems, using the Cayley form
and the Crank-Nicolson scheme. A generalization of this
method to two dimensions within the split-operator treatment
would be needed in our case. Therefore, in this paper we
considered the imaginary potential suggested by
Manolopoulos,20 which can be tuned to be free of reflections
on the edge of the system and also at the beginning of the
imaginary potential region, for a wide range of initial ener-
gies. This imaginary potential, which depends only on the
direction of propagation x, is given by

Vim�x̄� = − iEmin�ax̄ − bx̄3 +
4

�c − x̄�2 −
4

�c + x̄�2� , �4�

where a=1–16 /c3, b= �1–17 /c3� /c2, c=2.62206 and Emin is
the lowest electron energy allowed to be considered, which
can be calculated from Eq. �2.27� of Ref. 20 as

Emin =
�2

2me
� c

2�x2 − x1�	�2

, �5�

for an imaginary potential localized between x1 and x2. The
accuracy parameter 	 is chosen as 0.2, to minimize reflec-
tions at x1. The variable x̄ depends on x as

x̄ = 2kmin	/�x − x1� , �6�

where kmin=�2meEmin /�2. With these expressions, we
choose x2 as the edge of the system and x1=420 Å before
the edge, leading to a minimum energy Emin�25 meV for
me /m0=0.041.

The transmission T and reflection R probabilities are cal-
culated by integrating the component of the probability cur-
rent in the direction of propagation, at some fixed points xR
and xL, localized in the right and left channels, respectively,

T = �
0




dt�
−


+


dyJx�xR,y,t� �7�

and

R = − �
0




dt�
−


+


dyJx�xL,y,t� , �8�

where the x component of the probability current is defined
as

Jx�x,y,t� = − i
�

2me
���

�

�x
� − �

�

�x
��	 +

e

me
Ax�

�� .

�9�

The time integrals in Eqs. �7� and �8� are performed numeri-
cally up to a large value of time, in order to let the wave
packet pass entirely through the point where Jx is measured.
We checked carefully that the sum of transmission and re-
flection probabilities is T+R=1 with an accuracy of at least
0.1%. The wave packets passing through the points xR and xL
travel in opposite directions, hence, a minus sign is put in the
expression for R 
Eq. �8��. The magnetic field is always con-
sidered perpendicular to the plane of motion, i.e., in the z
direction and the vector potential is taken in the Coulomb
gauge A= �−y ,x ,0�B /2.

In order to study the scattering of the electron into differ-
ent subbands, we project the wave function on the jth eigen-
state of the quantum well at a fixed point xi,

Pj�xi,t� = ���� j��2 = ��
−


+


dy��xi,y,t�� j�y��2

.

This is the probability to find the electron in the jth subband
at position xi per length in x direction. The contribution of
each subband state to the probability current can be calcu-
lated by

Jx
�j��x,t� = − i

�

2me
�P̄j

� �

�x
P̄j − P̄j

�

�x
P̄j

�	 , �10�

where the function P̄j�x , t�= � j ��� gives the part of the
time-dependent wave function which is in the jth subband.
The quantity

Jx
�j�� = �

0




dtJx
�j��xr,t� �11�

is the total �or time averaged� current in the jth subband
passing through the cross section of the channel at x=xr.

Notice that, since the function P̄j�x , t� is not normalized,
Jx

�j�� is not a probability and therefore, its value can be larger
than one. Finally, the time-dependent probability current at a
point xi is given by

JT�xi,t� = �
−


+


Jx�xi,y,t�dy �12�

and will help to understand the trajectory of the wave packet
through the channels. Notice, however, that the time-
dependent probability current JT defined in Eq. �12� mea-
sures only the propagation of a pulse in a system in the
absence of a bias between the leads, hence it is not related to
a steady-state current, but rather to a transient current, which
is different from the currents defined in previous papers,21

which were obtained by means of Green’s functions.
With the present approach, we are also able to find bound

states, by propagating an arbitrary initial wave function in
the imaginary time domain.13 Since any wave function can
be written as a linear combination of eigenstates
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���t = �
n=0




ane−iEnt/���n� , �13�

where �n and En are, respectively, the eigenfunctions and
eigenenergies of the nth eigenstate. If one takes �= it, with
�→
, the term corresponding to the ground state will domi-
nate over the others and the function must converge to the
ground state of the system as � increases. Excited states can
also be obtained by using Gram-Schmidt orthonormalization
by choosing as an initial wave-function one that is orthonor-
mal to the ground state. Consequently, the ground-state wave
function will be absent in the sum of Eq. �13�, thus, the
lowest-energy term in the sum is E1 and hence, the wave
function will converge to ��1� as �→
. To obtain �2, one
starts with a function which is orthogonal to �1 and �0, and
so on.

III. SYMMETRIC RING

We used our model to study the quantum confinement and
the time evolution of a wave packet as described in the pre-
vious section, with x0=−1100 Å, �=200 Å, and n=1
�ground state for transverse motion� or 2 �first-excited state�

see Eq. �2��, inside a InGaAs/InAlAs heterostructures,
where the conduction-band effective mass and band offset
are taken as me=0.041 m0 and Ve=600 meV, respectively.
For a channel with width W=100 Å, this leads to subband
energies En

�y��53, 207, and 443 meV, for n=1, 2, and 3,
respectively. The corresponding values for Ve→
 are 91.7,
366.8, and 825.3 meV. Notice that the results for finite Ve
satisfies approximately E2

�y��4E1
�y� and E3

�y��9E1
�y�.

A. Geometry-induced localized states

It is well known that a right-angle connection in T wires
leads to one, and only one, confined state.13,22 At the crossing
point, the confined state has a zero-point energy lower than
the ground-state energy of the quantum wells formed in the
leads, which then act like barrier potentials around the region
of the junction �see the Appendix for more details�. Since the
connections between the leads and the ring are similar to
T-wire junctions, it is expected that two �degenerate�, and
only two, confined states would be observed in the channel-
ring system, since, in this case, two connections are in-
volved, leading to symmetric and antisymmetric states. This
is observed, indeed, for simple channel-ring connections, as
shown in Fig. 2�a�. No confined excited state is observed,
besides the practically degenerate antisymmetric state. The
binding energy of this degenerate state is found to be E0
�46 meV, which is 7 meV lower than the ground-state en-
ergy of the quantum well mentioned earlier, E0

�y��53 meV.
However, real systems have smooth connections, which

can result in several nondegenerate bound states. We found
that in this case, it is possible to have excited bound states
that are localized at the lead-arm crossing region, as illus-
trated in Figs. 2�b� and 2�c�, where the wave functions for
the ground and second-excited states are shown, respectively,
for a smooth connection with Rs=300 Å.

B. Time evolution for B=0

Three wave packets were considered, with average kinetic
energies �1=70 meV, �2=120 meV, and �3=180 meV, and
�n=1�y�, i.e., localized in the lowest subband. The corre-
sponding average wave vector kx

i is qualitatively illustrated
in Fig. 3, where the parabolic energy subbands of the quan-
tum well of width W created by the channels and ring arms
are also shown. For �3, we have deliberately chosen a value
larger than the energy of the second subband of the quantum
well, which is about 153 meV above the first subband. This
will allow us to observe the influence of this subband on the
wave packet and on the physical properties of the system as
well. As illustrated in Fig. 3, two values of kx, defined as k3

�1�

and k3
�2�, are possible for �3, one for each subband. Our re-

sults for �3 are for k3
�1� by default, except when explicitly

mentioned that we are dealing with k3
�2�. Since we are con-

sidering a wave packet, the initial wave function does not
contain a single kx value but rather a distribution of kx’s
around kx

�i�, with width �kx, as illustrated in the right part of
Fig. 3. This variation in kx yields an energy distribution �E,
as illustrated in Fig. 3. For an initial wave packet as given by
Eq. �2�, the width in kx space can be easily obtained from a
Fourier transform of the wave function

�̄�kx,y� =
1

2�
e−i�kx−kx

�i��x0e−�kx − kx
�i��2�2/2�n�y� . �14�

It is easily seen that in reciprocal space the squared wave
function is also a Gaussian but with a width proportional to

FIG. 2. �Color online� �a� Ground-state squared wave function
�ground and first-excited states are degenerate states with symmet-
ric and antisymmetric wave functions�, for sharp channel-ring con-
nections. �b� Ground and �c� second-excited-states squared wave
functions, for smooth connections. Black lines illustrate the limits
of the channel-ring profiles.
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1 /�. For the parameters chosen in the present work, we cal-
culate from the full width at half maximum �x=2�2 ln 2�
�470.96 Å and �kx=2�2 ln 2 /��0.011774 Å−1. With the
later, we can calculate the width �E of the energy distribu-
tion of the wave packet

�2�kx
i + �kx�2

2me
=

�2kx
i2

2me
+

�2kx
i �kx

me
+

�2�kx
2

2me
, �15�

where we identify �2kx
i2 /2me as the energy �i and

�E =
�2kx

i �kx

me
+

�2�kx
2

2me
. �16�

From this expression and the value for �kx mentioned previ-
ously, we obtain �E�72, 90, and 108 meV, for �1, �2, and
�3, respectively.

Solving the time-dependent Schrödinger equation gives us
��x ,y , t�. The projections of the time-dependent wave func-
tion on the ground �black, P1� and first-excited �red, P2�
subband states of the channels were calculated numerically
as functions of time at three different points of the system:
xl=−1100 Å �left channel�, xa=0 Å, �upper arm� and xr
=1100 Å �right channel�. The results are depicted in Figs.
4�a�–4�c�, for �1, �2, and �3, respectively. A few remarkable
facts are observed: �1� the electron is reflected and transmit-
ted through the channels in packages, which are a conse-
quence of the reflections at the lead-ring intersection points.
�2� The wave function in the left and right channels is re-
stricted to the lowest subband and thus has zero projection
over the first-excited state. Remarkably, inside the ring, the
wave function is partially scattered to the second subband.
For �3, the projection on the second subband can even be
dominant and larger than the projection on the ground state.
Although �2 is below the second subband, there is still a
small nonzero projection P2 on the second subband, due to

the wide distribution of kx’s of the initial wave functions.
Thus, the electron wave packet partly scatters to the second
subband at the first lead-arm connection but it scatters back
to the lowest subband at the second lead-arm connection,
leading to an outgoing wave function that fully resides in the
lowest subband. In Fig. 5, we consider a wave packet with
average energy �3 that is centered around k3

�2�, in the second
subband, so that the projection P1 is zero at both leads.
Again, the projections P1 and P2 are nonzero inside the
quantum ring arm. Although not shown in the figures, we
have also calculated the projections over the second-excited
state P3 and we found zero for the three cases of energy,
inside the leads and the ring arms. However, as depicted in
Fig. 6, considering a wave packet in the second subband with
energy 430 meV, which is above the edge of the third sub-
band of the system, which is about 390 meV, the projection
P3 �blue� is nonzero inside the quantum ring arm. Notice that
the peaks of P2 and P3 are shifted to larger time as compared
to the peaks in P1. This time delay is a consequence of the
fact that kx

�1�kx
�2�kx

�3� so that the wave packets in higher
subbands move with lower velocity. These results clearly
show that, owing to the fact that we are dealing with a finite
width system, the wave function is not only allowed to re-
flect at the walls of the confinement potential of the ring and
channels but it is also allowed to access other subbands,
when it is inside the ring, as a consequence of scattering at
the arm-ring connections. At the connection between the in-
going lead and the ring the wave packet can scatter into other

k3

E

k

E2

k3

(y)

E1
(y) � 1

� 2

� 3

�k

�E

x

x
(1)(2)

FIG. 3. �Color online� Energy versus wave-vector kx diagram
for a quantum wire �solid curves�. The average energies of the
considered three wave packets, �1, �2, and �3 �thick dotted lines� are
indicated. The widths of kx and E distributions of the initial wave
packet �3 are represented by horizontal and vertical Gaussians, re-
spectively. The wave vector k3

�1� is related to the energy �3 of the
ground-state subband whereas k3

�2� is for the same energy but for the
first-excited subband.

FIG. 4. �Color online� Time evolution of the projection of the
wave function on the ground �black� and first-excited �red� sub-
bands of a quantum well of width W=100 Å, calculated at three
different locations: left channel, upper arm of the ring, and right
channel. The injected wave packet is in the lowest subband and has
average energy �a� �1, �b� �2, and �c� �3. 
see Fig. 3�
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subbands if energy conservation is satisfied. When part of the
wave is scattered to the other subbands, a difference in phase
of � is picked up between the left- and right-going waves �as
viewed from the direction of the incoming wave� that leads
to a destructive interference at the outgoing lead.

Both characteristics can also be illustrated by the time
evolution of the contour plots of the squared wave functions.
They are shown in Figs. 7�a� and 7�b�, for four different time
steps, starting with wave packets of energy �1 and �2, respec-
tively. Figures 8�a� and 8�b� are for �3 in subbands k3

�1� and
k3

�2�, respectively. Right-angle �left panels� and smooth �right
panels� lead-ring connections were considered. For the
smooth case, the wave function exhibits a complicated inter-
ference pattern at the connections.

The presence of the packages observed in Fig. 4, due to
the reflections at the lead-ring intersection points, can be

better understood if one looks at the time-dependent prob-
ability current in Fig. 9, which is calculated over the same
three points, xl, xa, and xr, where the wave-function projec-
tions were calculated previously, for �1 �black, solid�, �2
�red, dashed�, and �3 �blue, dotted�. It is easily seen that there
is more than one peak in the probability current in left and
right leads. At the left channel, the positive peak is due to the
incoming packet and the negative peaks are the reflected
waves, which are separated by a region of zero probability
current. This can also be understood from the time snapshots
of the electron density shown in Figs. 7 and 8. In the upper
arm of the ring, the probability current has both positive and
negative peaks, meaning that the wave function traveled
back and forth inside the ring arms. At the right lead, more
than one positive peak is observed. This effect can be under-
stood if one analyzes the trajectory of the wave packets
through the system; the parts of the wave function which
come from the first junction and travel through the upper and
lower arms of the ring interfere at the second junction, and
from this interference, part of the wave function is transmit-
ted to the right channel, giving a contribution to the trans-
mission probability while the other part travels back through
the arms to the first junction �see Figs. 7 and 8�. Back at the
first junction, these waves interfere again, resulting in a wave
that is transmitted into the left channel, hence, contributing
to the reflection probability, and another pair of waves travels
through the upper and lower arms of the ring toward the
second junction again, and so on.

We estimate the times for a classical particle to perform
these trajectories and found good agreement with our quan-
tum simulations. For �1 �black-solid lines� in Fig. 9, the first
negative peak in the left channel and the first positive peak in

FIG. 5. �Color online� The same as Fig. 4�c� but now we con-
sider the wave packet with energy �3 to be in the second subband,
with wave vector k3

�2�.

FIG. 6. �Color online� Time evolution of the wave-function pro-
jections on the ground �black�, first-excited �red�, and second-
excited �blue� subband states of a quantum well of width W
=100 Å, calculated at the upper arm of the ring, for a wave packet
in the second subband with energy 430 meV.

FIG. 7. �Color online� Contour plots of the time evolution of the
squared wave function, for right-angle �left panels� and smooth
�right panels� lead-ring connections. The initial wave packet is in
the lowest subband with width �=200 Å and energy �a� �1 and �b�
�2.
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the right channel are found at 128.8 and 371.8 fs whereas for
a classical particle, the reflected and transmitted times are
129.0 and 372.3 fs, respectively. The first positive peak in the
upper arm of the ring is observed at 186.1 fs, which agrees
with the time for a classical electron to reach this point,

estimated as 186.2 fs. For the second reflected and transmit-
ted packets, i.e., second negative �positive� peak in left
�right� channel, which occur, respectively, at 594.8 and 832.2
fs, the times for a classical particle are slightly larger, 615.5
fs for reflection and 858.7 fs for transmission. Besides, the
time for the second �negative� peak in the upper arm is 413.0
fs while for a classical particle, this time is estimated as
429.4 fs. Contrarily, considering a wave packet with energy
�2, the times for reflected �transmitted� classical particles are
found as 98.6 �284.3� fs, which are lower than the values
found for the first negative �positive� peak in left �right�
channel, which occurs at 112.4 �318.0� fs. The upper arm
first peak is at 161.0 fs while for a classical particle, this time
is also lower, 142.2 fs.

The snapshots shown in Figs. 7 and 8 illustrate clearly: �i�
wave interference at the junctions, �ii� the transmission of the
injection lead into the arms of the ring and the backscattering
into the leads, and �iii� the radial distribution of the electron
in the ring arm, i.e., with a maximum in the center of the
channel for an electron wave packet in the lowest subband or
a two-peak radial structure in case of an electron propagating
in the second subband 
see, e.g., t=120 fs pictures in Figs.
7�b�, 8�a�, and 8�b��. In the latter case, the maxima of the
wave function traces the classical path of an electron bounc-
ing off the inner and outer ring boundaries.

C. Time evolution for nonzero B

The interference of the electron wave packet can be influ-
enced by threading a magnetic flux through the ring. Figure
10 shows the calculated transmission probability T as a func-
tion of the applied magnetic field, for the previous three val-
ues of the wave packet energy. The well-known Aharonov-

FIG. 8. �Color online� Contour plots of the time evolution of the
squared wave function, for right-angle �left panels� and smooth
�right panels� lead-ring connections. The initial wave packet has
width �=200 Å, energy �3, and is in the �a� lowest subband with
wave vector k3

�1�, and in the �b� second subband with wave vector
k3

�2�.

FIG. 9. �Color online� Time-dependent probability current, cal-
culated at three points: left channel, upper arm of the ring, and right
channel, for wave packets with energies �1 �black, solid�, �2 �red,
dashed�, and �3 �blue, dotted� in the case of sharp lead-ring
connections.

FIG. 10. �Color online� Transmission probabilities T for wave
packets with energies �1 �black, dashed� and �2 �red, dotted� in the
first subband, and with energy �3 in the first �blue, solid� and second
�green, dashed-dotted� subbands, as functions of the magnetic field,
for �a� right-angle and �b� smooth lead-ring connections.
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Bohm periodic oscillations in T are clearly seen and the
amplitude of such oscillations decreases as the magnetic field
increases, an effect that is due to the imbalance of injection
into the upper and lower arms of the ring as a consequence of
the Lorentz force.9

Comparing the results for right-angle and smooth lead-
ring connections in Figs. 10�a� and 10�b�, respectively, we
notice that, depending on the energy of the wave packet, the
transmission probability and the amplitude of the AB oscil-
lations can be either increased or reduced by the smoothness
of the connection. This is surprising because one would in-
tuitively expect that a smooth connection should always in-
crease the transmission probability since the effective area in
the junction is larger for the smooth case. However, one must
remember that the lead-ring junction acts like a confining
potential, as discussed in Sec. III A, where quantum reso-
nance effects are present for some electron energies, and the
existence of a smooth junction changes this resonances spec-
trum, which suggests that both the wave packet energy and
the smoothness of the junction must play an important role in
the transmission probability. This effect is discussed in more
details in the Appendix, for a T-wire junction.

For �3 in the first subband, the oscillations in the trans-
mission probability have a very small amplitude and the av-
erage transmission in both cases of sharp and smooth junc-
tions are practically the same. In the case of a sharp junction,
the amplitude of the AB oscillations is very weak and more
minima are observed as compared to the results for �1 and
�2. The fact that in this case the transmission probability is
far from 0 at �= �n+1 /2��0, where �0 is the flux quantum
�although it shows a small minimum�, as one would expect
for an ideal QR, suggests that the interference that occurs in
ideal rings, which is responsible for T=0 at these points, is
not completely destructive in our system, specially for �3.
Thus, for these values of �, part of the wave packet under-
goes destructive interference, which reduces the transmission
probability and results in a small minimum but the other part
continues and circles again over the ring so that a new inter-
ference occurs at the other junction, resulting in a doubling
of the AB frequency or equivalently minima for �
= �n+1 /2��0 /2. This behavior can also be observed in Fig.
11�a�, where the transmission probability T is shown as a
function of the magnetic field for three values of wave packet
energy, �=140 �black, dashed�, 160 �red, dotted�, and 170
�blue, solid� meV. The latter two energy values are higher
than the second subband energy. For �=140 meV, T exhibits
the common AB oscillations, but for the other energies, the
oscillation can be described by a superposition of two pat-
terns of oscillations, one with minima at �= �n+1 /2��0 and
the other at �= �n+1 /2��0 /2 in case of sharp lead-ring con-
nection. For smooth lead-ring connections, this effect is not
observed, as shown in Fig. 11�b� because of a stronger inter-
ference effect at the junctions.

If a B=0.18 T magnetic field is applied perpendicular to
the ring plane, as shown in Fig. 12�a� for k3

�1�, the outgoing
wave function in the right lead exhibits two peaks. From this
result, one can infer that the outgoing wave function has a
large projection P2 in the right channel, i.e., it can occupy the
second subband in this channel. Conversely, if we inject a
wave packet in the second subband with wave vector k3

�2�, as

shown in Fig. 12�b�, the outgoing wave function has a maxi-
mum in the center of the lead, which suggests that the pro-
jection P1 is large in the right lead for this value of magnetic
field. This is an effect that was absent when B=0. For non-

FIG. 11. �Color online� Transmission probabilities T for wave
packets injected in the lowest subband with different energies �
=140 �black, dashed�, 160 �red, dotted�, and 170 meV �blue, solid�,
as functions of the magnetic field, considering �a� right-angle and
�b� smooth with Rs=300 Å lead-ring connections.

FIG. 12. �Color online� Contour plots of the time evolution of
the electron density, for right-angle �left panels� and smooth �right
panels� lead-ring connections, in the presence of an applied mag-
netic field B=0.18 T, perpendicular to the ring plane. The initial
wave packet has width �=200 Å, energy �3 and is in the �a� lowest
subband with wave vector k3

�1�, and in the �b� second subband with
wave vector k3

�2�.
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zero magnetic field the projection P2 at the right channel for
wave packets with energies �1 and �2 are also nonzero but
they become strongly dominant over P1 only for �2 and �3.
Notice, however, that for �2, as well as for �1, the transmis-
sion probability at this magnetic field intensity is almost zero

see Fig. 10�a�� so that this effect is better observed for �3.
As the magnetic field increases, P2 �P1� at the left channel
undergoes just very small fluctuations, even for �3 in the first
�second� subband.

The time-averaged contributions Jx
�j�� of the states of the

first �black, dashed�, second �red, dotted�, and third �green,
dashed-dotted� subbands to the probability current are plot-
ted in Fig. 13 as a function of the magnetic flux, for wave
packets with energy �3 in the first �a� and second �b� sub-
bands, and with energy 430 meV in the second subband �c�.
Since in �a� and �b� the wave packet energy is much lower
than the third subband edge, the contribution Jx

�3�� of this
state to the current is almost zero, then, it is not shown. The
sum of Jx

�j�� for these three subband states is shown as a blue
solid line, which mimics the transmission probabilities
shown in Fig. 10�a� for �3, in a qualitative way. In Fig. 13�a�
we observe that, considering a wave packet of energy �3 in
the first subband, for a magnetic field corresponding to a flux
equal to an integer �half integer� of the quantum flux, the
outgoing wave function on the right channel is predomi-
nantly in the first �second� subband. Similar conclusions can
be drawn by analyzing the results in Figs. 13�b� and 13�c�. In
other words, these effects suggest that, besides the well-
known periodic AB oscillations in transmission probabilities,
observed in Fig. 10, when we consider a wave packet with

energy higher than the second subband edge, the projections
of the outgoing wave packet over the subbands states in the
right lead also present AB oscillations with period �0=h /e.
These results were obtained considering a right-angle lead-
ring connection but similar effects are also observed for
smooth junctions �not shown in this work�.

It is worthy to point out that if one considers a strong
magnetic field or a wide lead, a mixing of subband states is
also expected in the leads because of the magnetic force,
which can deflect the wave function and make it move in a
zigzag trajectory along the channels. This effect could not be
observed in previous theoretical works,9,10 where the travel-
ing wave packet was described as a sequence of Gaussian
basis functions centered along the same axis so that the mag-
netic force is not active in the leads and hence, the magnetic
field could not deflect the wave function in the leads. How-
ever, for our finite width channels the magnetic force is ac-
tive in the leads. Yet, for the weak magnetic fields we have
considered so far, our channels are narrow enough to sup-
press the deflection of the wave function due to the magnetic
field, and the period of a possible zigzag trajectory of the
wave packet would be much longer than the leads extent.

IV. ASYMMETRIC RING: EFFECTS OF GAUSSIAN
POTENTIALS AND IMPURITIES

As discussed in Sec. III C, in the absence of a magnetic
field and when the wave packet is injected in a single sub-
band, after it passes through the first lead-ring junction, it is
scattered to other accessible subband states. However, as it
reaches the second lead-ring junction, a completely destruc-
tive interference occurs for these other subband states so that
the wave function leaves the ring in the initial subband state.
This scenario no longer holds when a magnetic field is
present and the outgoing wave function can be distributed
over several subband states in the right lead. Actually, for
�= �n+1 /2��0 �n=integer�, the AB effect is responsible for
a completely destructive interference of the initial subband
state of the wave function, consequently, the backscattered
wave function has no projection over this state and is there-
fore situated in the other subband states, as observed in Fig.
13. Any extra phase shift in the wave function when propa-
gating in the arms of the ring will disturb the destructive
interference at the second junction. Such an extra phase shift
can be induced by a magnetic field or through an electric
field, i.e., potential variations. In the latter case, it is called
the electrostatic AB effect. As an example, we consider a
Gaussian quantum-well potential that is localized in the arm
of the ring

V̄�x,y� = − VG exp�−
1

2�G

�x − xarm�2 + �y − yarm�2�� .

�17�

First we take the potential in the middle of the upper arm of
the ring, i.e., at �xarm,yarm�= �0,Rav�. The transmission prob-
abilities for this case are plotted as functions of the potential
depth VG in Figs. 14�a� and 14�d�, for rings with right-angle
and smooth �Rs=300 Å� lead-ring connections, respectively,

FIG. 13. �Color online� Contributions Jx
�j�� of the ground �black,

dashed�, first-excited �red, dotted�, and second-excited �green,
dashed-dotted� subband states to the transmission current, as func-
tions of the magnetic field B, calculated at the right channel, con-
sidering wave packets with energy �3 in the �a� first and �b� second
subband, and �c� with energy �=430 meV in the second subband.
The blue solid line is the sum of the contributions due to the three
subband states, Jx

�1��+ Jx
�2��+ Jx

�3��.
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considering wave packets with energy �3 initially in the first
�k3

�1�� and second �k3
�2�� subband. Two values of magnetic

field are considered, B=0 �solid, black� and 0.18 T �dotted,
red�, where the later corresponds to �=�0 /2. If the wave
packet starts in the first subband, with k3

�1�, for a system with
right-angle connections, the phase shift due to the Gaussian
well is not able to disturb too much the transmission prob-
abilities, and their values for both values of the magnetic
field are almost the same. However, for smooth junctions or
for wave packets with wave vector k3

�2�, the Gaussian well
potential in one of the arms of the ring is responsible for
oscillations in the transmission probability, as its depth VG
increases. An analysis of the time-averaged currents Jx

�1��
�blue� and Jx

�2�� �green� propagating in the subband state j
=1 and j=2, respectively, as illustrated in Figs. 14�b� and
14�e�, for k3

�1�, and �c� and �f�, for k3
�2�, helps us to understand

the behavior of the transmission probabilities. As observed in
Fig. 14�b�, for B=0 T �0.18 T�, all the enhancement �reduc-
tion� in Jx

�2�� as VG increases, is completely compensated by

a reduction �enhancement� in Jx
�1�� so that the transmission

probability remains almost the same for any VG. This effect
happens only for �3 in a structure with right-angle junction,
which is a system where the AB oscillations in T exhibit
halved period and small amplitudes �cf. Fig. 10 blue solid
curve�. For all the other cases, such a compensation is not
present, so that the curves for B=0 and 0.18 T are strongly
dependent on VG. In all cases, the phase shift between wave
functions traveling through the upper and lower ring arms is
responsible for disturbing the otherwise completely destruc-
tive interference for other subband states in the second lead-
ring junction, allowing for an outgoing wave function which
has projections over both subbands in the right channel when
VG�0.

This effect can be verified using a similar experimental
setup as in Ref. 7. By tuning the back gate voltage one can
select electrons traveling with energy �1, �2, or �3 through
the ring. The gate electrode localized over the center of one
of the ring arms induces a localized potential that is tunable
by the voltage applied on this gate. Besides, the experimental
results of Ref. 7 suggest that the presence of an electrostatic
potential in one of the ring arms induces a phase shift in the
AB oscillations. The transmission probabilities calculated
with our model for a smooth �Rs=300 Å� ring are shown as
functions of the magnetic field in Fig. 15 for several values
of VG, considering incoming wave packets in the first sub-
band with energies �a� �2 and �b� �3. In fact, a change in the
position of the transmission minima occurs as VG increases
from 0 �black, solid� to 40 V �yellow, dashed-dotted-dotted�,

FIG. 14. �Color online� 
�a�,�d�� Transmission probability as a
function of the depth VG of the Gaussian well, for wave packets
with energy �3 in the first subband �k3

�1�� and in the second subband
�k3

�2��, considering quantum rings with right-angle �left panels� and
smooth, with Rs=300 Å, �right panels� lead-ring connections. Two
values of the magnetic field B are considered: 0 T �solid� and 0.18
T �dotted�. 
�b�,�e�� Time-averaged currents Jx

�1�� and Jx
�2��, of the

first and second subbands, respectively, considering a wave packet
initially in the first subband, with k3

�1�. 
�c�,�f�� Time-averaged cur-
rents Jx

�1�� and Jx
�2�� for a wave packet initially in the second sub-

band, with k3
�2�. The lines Jx

�1�� and Jx
�2�� for B=0.18 T �dotted�

were shifted by +0.5, for clarity 
except in �c�, where they were
shifted by +1.0�.

FIG. 15. �Color online� Transmission probability as a function
of the magnetic field for wave packets with energy �a� �2 and �b� �3

in the first subband �k3
�1��, considering quantum rings with smooth

Rs=300 Å lead-ring connections, for several values of depth VG of
the Gaussian well: 0 �black, solid�, 10 �red, dashed�, 20 �blue, dot-
ted�, 30 �green, dashed-dotted�, and 40 V �yellow, dashed-dotted-
dotted�. The latter four curves are shifted in order to help visualiza-
tion and the amount of shift is indicated on top of the curves.
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which can be interpreted as a phase shift of � in the AB
oscillations. Actually, the results for intermediate values of
VG, namely, 10 �red, dashed�, 20 �blue, dotted�, and 30 V
�green, dashed-dotted�, show that the Gaussian potential is
responsible for a reduction �increase� in the transmission
probability at �=n�0 
�= �n+1 /2��0� so that the oscilla-
tions are shifted over �0 when VG=40 V. The reason for this
flip in the AB oscillations is owing to the fact that when the
wave function hits a resonance of the potential well, it picks
up a phase of �, which turns the AB maxima into minima
and vice versa.9,10

Similarly, the influence of the presence of one negative
impurity, localized at rimp= �0,Rav ,zimp� �i.e., in the middle
of the upper arm of the ring, at a distance zimp from the ring
plane� on the transmission T and reflection R probabilities is
illustrated in Fig. 16�a�, for a wave packet with energy �2.
Smooth lead-ring connections are considered in Figs. 16�a�
and 16�b�. If the impurity is close to the plane, at zimp
=1 Å �black, solid�, the AB oscillations are significantly af-
fected; the period of such oscillations on the transmission
and the reflection probabilities as a function of the magnetic
field is halved. This behavior is similar to that found by
Szafran and Peeters9 in mesoscopic one-dimensional rings,
when a Gaussian potential is inserted in one of the ring arms.
As the impurity is put far from the ring plane, the original
period of AB oscillations is recovered, though the presence
of the impurity still affects the peak-to-valley difference in
these oscillations, as observed for zimp=100 Å �red, dashed�
and 400 Å �blue, dotted�, for instance. Actually, the presence

of an impurity in only one of the ring arms strongly breaks
the azimuthal symmetry of the system, which is decisive for
AB oscillations. If one considers two impurities localized in
diametrically opposite sides of the ring, as rimp1
= �0,Rav ,zimp1� and rimp2= �0,−Rav ,zimp2�, for instance, the
imbalance between the arms is removed and the original pe-
riod of AB oscillations is recovered, as shown in Fig. 16�b�,
even if zimp1�zimp2 �red, dashed�. The peak-to-valley differ-
ence is also almost recovered for zimp1=zimp2, even when the
impurities are very close to the ring plane, as can be ob-
served if one compares the results for zimp1=zimp2=1 Å
�black, solid� with those for �2 in smooth channel-ring sys-
tems in the absence of impurities 
see Fig. 10�b�, red-dashed
curve�. The recovering of AB oscillations when two impuri-
ties are localized in diametrically opposite sides of a quan-
tum ring confirms the recent results of Farias et al.14 for the
case of quantum rings without leads.

V. CONCLUSIONS

We presented a theoretical study of the time evolution of
a Gaussian wave packet in semiconductor quantum rings and
T wires, where we studied the effects due to smooth lead-
ring connections, magnetic fields, the presence of a Gaussian
potential or an impurity in the ring arm�s� on the transmis-
sion probabilities. Although one would intuitively expect that
a smooth connection will lead to a higher transmission prob-
ability, our results show that this depends strongly on the
wave packet energy since such connections act like confining
potentials, where quantum resonances are present, the trans-
mission probability is affected not only by the smoothness of
the junction but also by the energy of the incoming wave
packet.

In the absence of a magnetic field, for higher wave packet
energies, the electron is scattered at the first lead-ring con-
nection to other subbands states but remarkably it is scattered
back to the initial subband at the second lead-ring junction so
that the incoming and outgoing wave functions in the leads
are always in the same subband. However, a magnetic field
can influence strongly the interference at the second junction
such that at the AB resonances we found complete destruc-
tive interference of only the initial subband state, which re-
sults in incoming and outgoing electrons ending up in differ-
ent subbands. This effect strongly affects the transmission
probabilities, changing the amplitude and the period of AB
oscillations.

The effect of asymmetry is analyzed by considering a
negative impurity or a Gaussian potential localized in one of
the ring arms. In the presence of such an asymmetry, it is
possible to half the period of the AB oscillations and to re-
duce its amplitude. However, if two negative impurities are
localized in diametrically opposite sides of the ring, the sym-
metry of the system is recovered and so are the period and
the amplitude of the AB oscillations.
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APPENDIX: LOCALIZED STATES AND TIME
EVOLUTION IN T WIRES

To understand better the importance of the lead-ring con-
nection on the transmission, we study here the T-shaped wire
structure. This structure, as shown in Fig. 1�b�, is formed by
a junction of two perpendicular quantum wells. Classically,
this system exhibits unbound motion but it has been shown
that this geometry can support one quantum bound state.13

Other systems with classical unbound motion, such as cross-
shaped potentials, bend wires, and quantum cavities with
channels, have been studied previously,22 where quantum
bound states were also found. The origin of these quantum
bound states lies in the fact that the quantum wells forming
the channels are responsible for a discrete energy spectrum
in these regions, with nonzero ground-state energy. There-
fore, in the intersection between the channels, the electron
can occupy a state which has an energy lower than the zero-
point energy in the leads and, hence, it will not be able to
propagate through the leads.

In Fig. 17, the eigenenergies for T wires with smooth
connections are shown as functions of the radius Rs of the
circle describing the connection, considering channels of
width W=100 Å. The eigenstate energies are divided by the
ground-state energy E1

�y� of the channels while the radii Rs
are divided by the channel width W. Notice that, for a simple
connection, i.e., for Rs=0 Å, only one confined state can be
found, but, as Rs increases, more states are localized at the
junction. The insets illustrate the squared modulus of the
wave functions for each confined state when Rs=400 Å. Re-
sults of Fig. 17 for T-shaped wires can be compared to the
results for the W=100 Å lead-ring system, studied in Sec.
III A. For a right-angle connection, there is only one bound
state in both systems, which has energy E0=44�46� meV for

the T-wire �lead-ring� case. The small difference in energy is
a consequence of the bending of the ring arms at the junc-
tion. For a smooth connection, with Rs=300 Å, the T-shaped
wire has four bound states, with energies E0�16 meV, E1
�33 meV, E2�38 meV, and E3�48 meV whereas the
lead-ring system presents two pairs of degenerated states,
with energies E0=E1�26 meV and E2=E3�50 meV. In
this case, the difference in energies is a consequence of the
fact that for a smooth lead-ring junction the effective area
where the bound state can reside is smaller than in the case
of a smooth T junction.

T-shaped wires has attracted much interest also because
these structures provide the possibility of constructing tran-
sistors acting by quantum modulation. The transport proper-
ties of T-shaped wires was theoretically studied by Sols et
al.,23 where they calculated the transmission probability as a
function of the electron energy and effective length of the
lead perpendicular to the electrons motion for straight junc-
tions. In Fig. 18, the time-dependent probability current is
calculated at the horizontal �red, solid� and vertical �black,
dotted� leads, at a distance of 1400 Å from the center of the
junction. The probability current in the horizontal �vertical�
lead is related to the reflected �transmitted� part of the wave
packet. The initial wave packet starts in the horizontal lead,
at x0=−1100 Å. For a right-angle connection, sharp peaks
for transmitted �dotted� and reflected �solid� packets are ob-
served in Fig. 18�a� for �1 and �2. Since the distance from the
junction is the same for the points where JT is computed in
vertical or horizontal leads, both peaks were expected to
present maximum values at the same time. However, a small
time delay of about 6 fs, between the transmitted and re-
flected maxima is observed. Besides, the time for a classical
particle with energy �1 ��2� traveling through the same dis-

FIG. 17. �Color online� Energies of four low-lying bound states
of a T-wire junction 
see Fig. 1�b��, as functions of the radius of the
circle describing the smooth junction. The insets show the probabil-
ity density of the four bound states in case of Rs /W=4.

FIG. 18. �Color online� Time-dependent probability current, cal-
culated at the vertical �black, dotted� and horizontal �red, solid�
leads of a W=100 Å T-shaped wire, at a distance 1400 Å from the
center of the junction, considering right-angle and smooth, with
Rs=300 Å, connections. In �a�, two values of wave packet energy
were considered, �1 and �2 while in �b�, we consider �3 in subbands
k3

�1� and k3
�2�.
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tances is about 322 �247� fs whereas the times where the
peaks of transmitted and reflected waves occur are both
lower �higher�. The times for the classical approximation are
shown as vertical dashed lines in Fig. 18 �top�, for compari-
son. Actually, lower �higher� values for classical times, for a
particle with energy �1��2�, were found also for the lead-ring
system, as mentioned in Sec. III B. A comparison between
the times where the maxima of the transmission peaks occur
�red triangles� and the transmission times for classical par-
ticles �black circles�, as functions of the wave packet energy,
in a W=100 Å T wire, is shown in Fig. 19�a�. It is observed
that, for energies higher than �75 meV, the classical ap-
proach underestimates the transmission time in these sys-
tems. Actually, as the energy increases, the projection of the
transmitted wave packet over the second subband state be-
comes larger, as observed in Fig. 19�b� and since the wave
vector k for this subband is lower than that of the first sub-
band, for the same energy, the wave function slows down,
which explains the higher transmission time, as the classical
approach accounts only for the first subband state. For a
smooth connection with Rs=300 Å, as well as for energy �3,
due to interferences at the junction, the outgoing waves do
not yield sharp peaks in JT, thus it becomes difficult to dis-
cuss the problem in comparison with a classical traveling
particle in this case.

The transmission probability T as a function of the wave
packet energy � for a T-shaped wire with leads of width W
=100 Å is shown in Fig. 20�a�, for several values of the
radius Rs of the circle describing the smoothness of the junc-

tion. In Fig. 10, if one compares the results for �a� right-
angle and �b� Rs=300 Å lead-ring connections, one observes
that, for �1 ��2�, the presence of smooth connections reduces
�increases� the transmission probability. This is also observed
for the T-wire case, if we analyze the results for right angle
�black solid� and Rs=300 Å �yellow dashed-dotted-dotted�,
for energies �=70 and 120 meV. Moreover, the transmission
probability as a function of the wave packet energy exhibits
an oscillatory behavior, which strongly depends on the radius
Rs of the smooth connection. This oscillatory behavior re-
sembles the one observed in the transmission coefficients for
a one-dimensional quantum-well structure, when one consid-
ers electron energies which are higher than the barriers
height. Indeed, our T-wire structure can be interpreted as a
system consisting of two barriers, created by the zero-point
energy of the channels, and a well, localized at the junction
so that the incoming wave packet in the horizontal channel
has energies which are, by definition, higher than these bar-
rier heights. For a one-dimensional square well of width L
and considering electrons with energy higher than the barrier
height, a maximum of transmission probability is obtained
when half the wavelength fits the well width L, i.e., n� /2
=L, resulting in the resonant energy

�n =
�2

2me
�n�

L
	2

, �A1�

for the nth transmission peak. From this expression, it is
expected that ��n increases linearly with n.

Such a linear trend is observed in the results for T wires,
as shown in Fig. 20�b�, where the square root of the wave
packet energies �1/2 for the nth maximum or minimum of

ε

FIG. 19. �Color online� �a� Calculated transmission times for a
classical particle traveling in a T-shaped wire �black circles� and the
time where the maximum value of JT occur in the vertical lead �red
triangles�, as functions of the wave packet energy �, for leads of
W=100 Å width, considering right-angle connections. �b� Time-
averaged currents in the first �Jx

�1��, black� and second �Jx
�2��, red�

subbands.

ε

ε

FIG. 20. �Color online� �a� Transmission probability as a func-
tion of the wave packet energy � �in the lowest subband� for a
T-shaped wire with leads of W=100 Å, considering several values
of radius Rs for smooth connections. �b� Square root of the energies
of the peaks and valleys for each curve shown in �a�. The straight
lines are linear fits to the symbols. Similar types of curves in �a� and
�b� correspond to the same Rs.
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transmission probability, observed in Fig. 20�a�, are plotted
as symbols, for several values of radius Rs of the smooth
connection between leads. Actually, the analogy between our
T-wire system and a one-dimensional square well is of
course not perfect, specially when smooth connections are
considered. Also, we are dealing with a wave packet, not
with a simple plane wave, and the resonances obtained by
means of Eq. �A1� for a square well are not expected to be
the same as for a Gaussian wave packet. Nevertheless, the
linear fits of the symbols in Fig. 20�b�, which are shown as
curves, are an interesting tool to understand qualitatively the
behavior of transmission probabilities in T wires, in compari-

son to a one-dimensional well. From these linear fits, one can
estimate the effective width of the confinement potential of
the T-wire junction in this quantum-well picture. The slopes
s of the �1/2xn curves can be obtained from Eq. �A1�, for a
square well, as s=��2 /2m� /L. For Rs=0 �black, solid�, 50
�red, dashed�, 100 �blue, dotted�, and 150 �green, dashed-
dotted� in the T-wire system, the slopes of the lines shown in
Fig. 20�b� correspond to one-dimensional quantum-well
widths L of �255.9, 302.4, 402.0, and 496.5 Å, respec-
tively. The increase in L with Rs is intuitively expected be-
cause of the increasing area of the connection with Rs.
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Abstract

The electron energy spectrum of GaAs=Al0:30Ga0:70As quantum rings under applied magnetic fields is calculated, taking into

account the existence of rough interfaces between materials. The Schrödinger equation, within the effective mass approxi-

mation, is solved in a realistic model, not limited to small perturbations. Our numerical results show that the existence of roughness

on the ring surface modifies significantly the electron confinement energy, lifts the degeneracy of the electron angular mo-

mentum transition points of the Aharonov–Bohm oscillations, and in some special cases, it can even suppress the ground state energy

oscillations.

r 2007 Elsevier Ltd. All rights reserved.

PACS: 73.61.Ey

Keywords: Interface roughness; Quantum rings; Aharonov–Bohm effect

1. Introduction

Recently, several research groups reported the growth
of self-assembled ring-shaped semiconductor structures,
which have attracted much interest due to the possibility
of studying quantum topological effects [1,2]. Under
applied magnetic fields perpendicular to the ring
plane, periodic oscillations on the confinement energies
are expected in such structures due to angular mo-
mentum transitions, as the magnetic field intensity in-
creases, which is the so-called Aharonov–Bohm (AB)
effect [3,4].

Most of the experimental works on quantum rings in the
literature have shown that these structures have rough
surfaces, instead of a perfect circular shape [5,6]. The aim
of this work is to study the influence of the surface
roughness on the electron confinement energies in GaAs/
AlGaAs quantum rings, in the presence of an applied
magnetic field parallel to the ring axis. A simple model is
used to describe the roughness, where internal and external

ring radii are defined as depending on the angular
coordinate. The Schrödinger equation for such a system
is solved by a time evolution method in a realistic model,
with finite barrier potentials and not limited to small
perturbations. Numerical results show that the existence of
rough surfaces lifts the degeneracy of the AB oscillations
and it is also responsible for a significant shift on the
energy levels.

2. Theoretical model

Our model consists of a single QR in the presence
of a magnetic field, applied perpendicular to the ring
plane, B

!
¼ Bẑ. The QR is limited by internal and external

radii defined as Ri and Re, respectively. In order to
reproduce the surface roughness of a real ring, a simple
model is proposed, where the internal (external) ring radius
depends on the angular variable y as

RiðeÞðyÞ ¼ 2s

ffiffiffiffiffiffiffiffiffi
Lc

RiðeÞ

s X
n40

eðnLc=2RiðeÞÞ
2

� cosðnyþ jnÞ þ RiðeÞ, ð1Þ
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where s denotes the roughness amplitude, RiðeÞ is the
internal (external) average radius, Lc is the correlation
length and fn is a random phase. The confinement

potential is then defined as

V ðx; yÞ ¼
0 if Rip

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
x2 þ y2

p
pRe;

V e otherwise;

(
(2)

where V e is the electron band offset.
The Schrödinger equation for this system is solved by the

time evolution of an arbitrary wave function in imaginary
time domain, t ¼ it. After some steps in time, the initial
state converges to the ground state of the system [7].
Excited states are found by mixing this procedure with the
Gram–Schmidt orthonormalization method.

3. Results and discussion

The electron confinement energies in GaAs=Al0:3Ga0:7As
QR under applied magnetic fields were calculated. In these
systems, the conduction band offset and electron effective
mass are given by V e ¼ 262meV and me=m0 ¼ 0:067,
respectively [8].
Fig. 1 shows the potential profiles for the four cases of

QR analyzed in this work: (a) an ideal ring, i.e. with no
rough surfaces, and rings with roughness on (b) internal,
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Fig. 1. Potential profiles for (a) an ideal ring and for rings with roughness

on (b) internal, (c) external, and (d) both surfaces, considering Ri ¼ 140 Å,

Re ¼ 240 Å, s ¼ 2 Å and Lc ¼ 10 Å.
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Fig. 2. (a) Electron energy spectrum and (b) transition energies from

ground state (solid) to first (dashed), second (dotted) and third (dashed-

dotted) excited states, as a function of the magnetic field in an ideal QR,

considering Ri ¼ 140 Å and Re ¼ 240.
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Fig. 3. Electron energy spectrum as a function of the magnetic field in QR

with roughness on (a) internal, (b) external and (c) both surfaces,

considering Lc ¼ 5 Å, for s ¼ 2 Å (solid) and s ¼ 10 Å (dotted).
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(c) external, and (d) both surfaces. The internal and
external average radii are Ri ¼ 140 Å and Re ¼ 240 Å,
respectively, and the parameters of the surface roughness
are s ¼ 2 Å and Lc ¼ 5 Å.

The electron (a) energy spectrum and (b) transition
energies, as a function of the magnetic field for an ideal QR
(see Fig. 1(a)), are shown in Fig. 2. Energy oscillations as
the magnetic field increases, due to electron angular
momentum transitions (AB effect), are clearly seen, and
the degeneracy at the angular momentum transition points
can be observed as well.

The energy spectra as a function of the magnetic field in
QR with (a) internal, (b) external and (c) both rough
surfaces were calculated for two different sets of roughness
parameters: Fig. 3 presents the results obtained considering
Lc ¼ 5 Å, for s ¼ 2 Å (solid) and s ¼ 10 Å (dotted),
whereas Fig. 4 shows the results when one considers
Lc ¼ 20 Å, for s ¼ 2 Å (solid) and s ¼ 10 Å (dotted). In the
presence of rough surfaces, the AB oscillations become
weaker and the confinement energies are shifted, specially
when both surfaces are rough.

The electron transition energies from ground to first
ðE1 � E0Þ and second (E2 � E0) excited states, as a

function of the magnetic field, in QR with internal
(dashed), external (dotted) and both (solid) rough surfaces,
are shown in Fig. 5, considering (a) Lc ¼ 5 Å, with s ¼ 2 Å,
and (b) Lc ¼ 5 Å, with s ¼ 10 Å. It can be observed that
the existence of rough surfaces lifts the degeneracies at
angular momentum transition points, and this effect
becomes stronger when the amplitude s is increased.
Although the energy shift due to the presence of roughness
on both ring surfaces is maximum (see Figs. 3(c) and 4(c)),
the transition energies in this case are lower than those
found for rings with roughness only on internal or external
surfaces.

4. Conclusions

In this work, a simple model for describing rough
surfaces in semiconductor quantum rings is proposed,
and the influence of the surface roughness on the elec-
tron energy spectrum of GaAs=Al0:3Ga0:7As QR, under
an applied magnetic field perpendicular to the ring
plane, was theoretically investigated. It was demon-
strated that the existence of rough surfaces is res-
ponsible for a considerably shift on the energy levels.
Furthermore, the degeneracy of the angular momentum
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transition points in the AB oscillations is lifted when
rough surfaces are considered, and in special cases,
the ground state energy oscillations can even be sup-
pressed.
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The necessary conditions for type-1.5 vortex behavior in two-band superconductors
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We describe a semi-analytic approach to the two-band Ginzburg-Landau theory, which predicts
the behavior of vortices in two-band superconductors. We show that the character of the short-range
vortex-vortex interaction is determined by the sign of the normal domain - superconductor interface
energy, in analogy with the conventional differentiation between type-I and type-II superconductors.
However, we also show that the long-range interaction is determined by a modified Ginzburg-Landau
parameter κ∗, different from the standard κ of bulk superconductor. This opens the possibility for
‘type-1.5’ vortex-vortex interactions, while the exact type of vortex interactions is temperature-
dependent, and can be further tuned by alterations of the material on the microscopic scale.

PACS numbers: 74.25.Dw, 74.70.Ad, 74.70.Xa

The multi-gap superconductivity arises when the gap
amplitudes on different sheets of the Fermi surface are
radically disparate, e.g. due to different dimensionality
of the bands for the usual phonon-mediated pairing, as is
the case in MgB2 [1], or due to the repulsive pairing inter-
action, as it appears to be the case in recently discovered
iron-pnictides [2, 3]. The other examples of multi-gap
materials include OsB2, iron silicides such as Lu2Fe3Si5,
chalcogenides (NbSe2), but also the conventional super-
conductors (SCs) such as Pb when reduced to nanoscale
[4].

In a strong magnetic field all superconducting conden-
sates form normal-metal voids, as an intermediate state
before superconductivity is fully destroyed. These nor-
mal domains tend to merge in type-I SCs in order to
minimize their positive surface energy, whereas in type-
II SCs they have negative surface energy and split into
quantized vortices. In other words, vortices always repel
in type-II SCs, and attract in type-I samples. However,
in 2005 Babaev and Speight predicted the so-called semi-
Meissner state in two-band SCs [5], the state with local-
ized regions of high and low vortex densities, arising from
short-range repulsive while long-range attractive vortex-
vortex interaction. This is clearly neither type-I nor
type-II behavior, and very recently V.V. Moshchalkov
et al. named it ‘type-1.5 superconductivity’, after ob-
serving stripes and clusters of vortices in single-crystal
MgB2 [6]. These results have been (and still are) de-
bated in the scientific community (see e.g. Ref. [7]).
To date, the matter of competing vortex interactions has
not been conclusively settled although recent years saw a
surge of activities in this field. Ref. [8] demonstrated the
type-1.5 behavior in systems where just one band is fully
superconducting, and the other superconducts only due
to direct coupling. Dao et al. [9] found different types of
possible vortex-vortex interactions, but could not deter-
mine a universal criterion to differentiate between them.
Finally a number of authors expressed scepticism to any-
thing else but type-I or type-II behavior. In particular,

Geyer et al. showed that the normal metal/two-gap su-
perconductor surface energy close to Tc depends just on
a single Ginzburg-Landau (GL) parameter κ, and thus
only either repulsive or attractive vortex-vortex interac-
tion is possible [10]. As reenforced later by Kogan and
Schmalian in Ref. [11], in the strict region of validity of
the two-band GL theory the two superconducting con-
densates have identical length scales and the two-band
superconductors map onto the standard single-band, thus
either type-I or type-II, description.

In this Letter we derive clear criteria for the appear-
ance of type-1.5 superconductivity in two-gap systems.
Our analysis is based on the two-band GL theory, but
with correct microscopic parameters obtained either from
theoretical band structure calculations or by fitting the
experimental penetration depth or specific heat data by
the so-called γ-model [12]. We begin from the GL en-
ergy functional, which comprises single-band contribu-
tions from both condensates, the coupling term, and the
energy of the magnetic field in and around the sample:

F =
∑

j=1,2

αj |Ψj |2 +
1
2
βj |Ψj |4 +

1
2mj

∣∣∣∣
(
~
i
∇− 2e

c
A

)
Ψj

∣∣∣∣
2

−Γ(Ψ∗1Ψ2 + Ψ1Ψ∗2) +
(h−H)2

8π
. (1)

Here the two Cooper-pair condensates are described by
the order parameters Ψ1 and Ψ2, H is the applied mag-
netic field and h the net one. The Josephson coupling
term provides the ‘minimal coupling’, well described in
literature. The temperature enters the energy expres-
sion through αj=1,2, linearly dependent on the tempera-
ture term τ which approaches zero as temperature T ap-
proaches the critical one, Tc (in GL theory, τ = ln Tc/T ≈
1 − T/Tc [13]). Strictly speaking, the expansion leading
to the GL theory is valid only in the immediate vicin-
ity of Tc. We will nevertheless use this theory at some-
what lower temperatures as well, arguing, contrary to
Ref. [11], that order parameters of two bands are gen-
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erally not proportional and that they should be evalu-
ated with precision higher than τ1/2. Indeed, for the
fully correct consideration of the higher-order tempera-
ture terms, the standard GL theory has to be expanded,
but our present approach does capture important physics
to a first approximation, and is applicable to any form
of the (further expanded) GL functional [14]. Note also
that standard two-band GL theory remains fully correct
for artificial, coupled systems of two SCs.

In this work we demonstrate the exciting magnetic
behavior of coupled condensates through the vortex-
vortex interaction, in a similar fashion to Ref. [5]
but within a correct microscopic framework. The pa-
rameters in Eq. (1) can then be expressed as: αj =
−N(0)njχj = −N(0)nj(τ − Sj

/
njη), βj = N(0)nj/W 2,

mj = 3W 2
/
N(0)njv

2
j and Γ = N(0)λ12

/
η, where

Λ =
∣∣∣∣

λ11 λ12

λ21 = λ12 λ22

∣∣∣∣ is the coupling matrix with de-

terminant η; nj (N(0)) denotes partial (total) density
of states, vj are the Fermi velocities in the two bands,
and W 2 = 8π2T 2

c

/
7ζ(3). For details on constants Sj

we refer to Ref. [11]. This allows us to formally de-
fine the coherence lengths ξj = ~vj√

6W
and penetration

depths λj =
√

3c2

16πN(0)e2njv2
j
, as well as the GL parame-

ters κj = λj/ξj of the two condensates. Notice that α1

and α2 change sign at different temperatures. In par-
ticular, close to Tc both αj are positive but the coupled
system is still superconducting. Such situation is already
different from the one studied in Ref. [8], where at least
one αj was negative. The Ginzburg-Landau equations
minimize the functional from Eq. (1), and read (in di-
mensionless form)

(−i∇−A)2Ψ1 − (χ1 − |Ψ1|2)Ψ1 − γΨ2 = 0, (2a)

(−i∇−A)2Ψ2 − α(χ2 − |Ψ2|2)Ψ2 − γκ2
2

κ2
1α

Ψ1 = 0, (2b)

−4A = κ−2
1 j1 + ακ−2

2 j2, (2c)

where jj = < [
Ψ∗j (−i∇−A)Ψj

]
, α = (v1/v2)2, γ =

Γ
/
n1N(0), both order parameters are scaled to W , dis-

tances to ξ1, and vector potential to hc
/
4eπξ1.

In what follows, we demonstrate the method to de-
termine the asymptotic long range interaction of vor-
tices, before going into fine details at short vortex-vortex
distances. We begin by writing the GL equations in
the cylindrical coordinates and inserting the ansatz for
one circularly symmetric vortex: Ψj = eiθfj(r) with
the gauge ~A = a(r)θ̂/r. The flux quantization requires
a(r → ∞) = 1. We then find the asymptotic values for
the amplitudes of the condensates aj from the GL equa-
tions without gradient terms and with zero applied field

(χ1 − a2
1)a1 + γa2 = α(χ2 − a2

2)a2 +
γ

α

κ2
2

κ2
1

a1 = 0, (3)

and rewrite the equations in terms of the auxiliary
functions Q(r) = a(r) − 1 and σj(r) = fj(r) − aj .
Keeping only the highest order, the equation for Q(r)
decouples from the other two equations and its solu-
tion is easily found to be the modified Bessel function
Q(r) = δ3rK1(rξ1/λ), where δ3 ∈ R and we defined
λ−2 = (a1/λ1)2 + (a2/λ2)2. Finally, we combine the
equations for σj and obtain

∇2∇2σ1 + C1∇2σ1 + C2σ1 = 0, (4)

where C1 =
(
χ1 − 3a2

1

)
+ α

(
χ2 − 3a2

2

)
and C2 =

α
(
χ2 − 3a2

2

) (
χ1 − 3a2

1

)−γ2κ2
2

/
ακ2

1. The eigenfunctions
of the operator ∇2 for axially symmetric solutions are
the well known Bessel functions. In this case we choose
K0(βr), since otherwise σj does not decay monotonically
with r. Substituting ∇2K0(βr) = β2K0(βr) in Eq. (4),
one obtains

β2
± =

1
2

[
−C1 ± (C2

1 − 4C2)1/2
]
, (5)

σ1(r) = δ1 cos(ω)K0(β−r) − δ2 sin(ω)K0(β+r), and
σ2(r) = δ1 sin(ω)K0(β−r) + δ2 cos(ω)K0(β+r). Here
δ1, δ2 ∈ R and the mixing angle ω is given by tan(ω) =
γ/

[
β2

+ + (χ1 − 3a2
1)

]
. We finish this brief account by re-

ferring to the detailed derivation in the Supplementary
Material [15].

Having the asymptotic form of the order parameters
and the vector potential, we now follow the standard
procedure [16] for finding the vortex-vortex interaction
in the r →∞ limit, obtaining

E2B(r) = δ2
3K0

( r

λ

)
−δ2

1K0

(
β−r

ξ1

)
−δ2

2K0

(
β+r

ξ1

)
, (6)

where the units are now explicitly shown. Here, we list
the consequences of the above asymptotics. i) Comparing
Eq. (6) to the one-band case [17], where

E1B(r) = δ2
4K0 (r/λ1B)− δ2

5K0

(√
2r/ξ1B

)
, (7)

shows that the lengthscale λ−2 = (a1/λ1)2 + (a2/λ2)2

is playing the role of an effective penetration depth for
the two-band superconductor, contrary to the suggested
λ−2 = (1/λ1)2 +(1/λ2)2 in Refs. [5, 18] which holds only
in the (unrealistic) absence of coupling. ii) The parame-
ters δk are mostly different from each other, but can be
calculated exactly in the Bogomol’nyi point for the two
band system as δ2

1 = δ2
2 = 2δ2

3 . For γ = 0, the choice
of ξ1 = ξ2 = 1 and κ1 = κ2 = 1 in the two-band case is
thus analogous to the Bogomol’nyi point κ1B = 1/

√
2 for

a single band case and, accordingly, the long range inter-
action must vanish (and change sign for κ1 = κ2 < 1).
This directly illustrates that coupling of two type-II con-
densates may lead to a type-I behavior of the coupled
system! iii) In Eq. (7) for single band SCs, it is clear
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that if κ1B = λ1B/ξ1B > 1/
√

2 (< 1/
√

2), the interac-
tion potential E1B(r) will be repulsive (attractive). For
two-band SCs, Eq. (6) shows that the relevant param-
eters are κ∗± = β±λ√

2 ξ1
, rather than the nominal GL pa-

rameters κj for each condensate. If either κ∗+ or κ∗− are
below 1/

√
2, the long-range vortex interaction is attrac-

tive (type-I like). Eqs. (3) and (5) provide simple means
to evaluate this condition. iv) In the presence of coupling,
the long range behavior of both σj depends exponentially
on the smallest of β− and β+. Therefore, in the coupled
case, we can define not only a single penetration depth for
both bands, but also the order parameters for both con-
densates exhibit the same decay at large distances which
implies a joint coherence length ξ∗ = ξ1/ min(β+, β−).

This brings us to the discussion of the real criterion
for the type-I or type-II nature of the vortex interaction.
In the single-band case, the changing sign of the normal
domain - superconductor surface energy ES at the Bo-
gomol’nyi point is a correct criterion. However, in the
two-band case and for large vortex-vortex distance, the
Bogomol’nyi point is determined by a single valued κ∗ =
min(κ∗+, κ∗−) = 1/

√
2, which is not necessarily where the

surface energy of the normal domain (vortex) changes
sign! To show this, we calculate the surface energy ES in
a 1D model similar to Ref. [18], which we now expand to
take into account the Josephson coupling and the temper-
ature dependence of the parameters. First, we formally
define the thermodynamic critical field of each conden-
sate as Hc(j) = hc/(4e

√
2πλjξj) = 2W

√
πN(0)nj . The

thermodynamic critical field of the coupled system Hcc is
then obtained from the condition that the GL functional
in Eq. (1) converges to zero for H = Hcc, leading to

H2
cc = H2

c(1)a
2
1(2χ1−a2

1)+H2
c(2)a

2
2(2χ2−a2

2)+4γH2
c(1)a1a2.

(8)
We then calculate the surface energy at H = Hcc by
numerically solving the 1D version of Eqs. (2), with the
boundary conditions taken as ψj(x → −∞) = 0, A′(x →
−∞) = 1 (in the normal domain), ψ′j(x → ∞) = 0, and
A′(x →∞) = 0 (in the fully superconducting region).

As an example, Fig. 1 shows the surface energy ES and
the numerically obtained vortex-vortex interaction po-
tentials (in a similar fashion as in Ref. [19]) for a set of pa-
rameters corresponding (arguably) to MgB2: κ1 = 3.71
and ξ1/ξ2 = v1/v2 = 0.255 are taken from Ref. [6], the
coupling matrix is obtained from Ref. [20], the tempera-
ture is fixed at T = 0.82Tc, while we vary the density of
states in the two bands. We note that in all considered
cases κ∗ < 1/

√
2 and the long-range interaction is al-

ways attractive, whereas short-range interaction changes
to repulsive exactly when the surface energy ES changes
sign with increasing n1/n2. To conclude, the long-
range vortex-vortex interaction is determined by
κ∗ with respect to 1/

√
2, while the short range

behavior is determined by the sign of the surface
energy ES . This also proves insufficient the naive con-

Repulsion

Attraction

FIG. 1: (color online) The normal domain - superconductor
surface energy ES as a function of the ratio of the density
of states in the two bands (a) and the corresponding vortex-
vortex interaction energies (b-d) for the indicated choice of
parameters. The short-range interaction force changes sign
when the surface energy changes sign.

(a) (b)
*2k

FIG. 2: (color online) The long-range interaction phase di-
agram for a MgB2 crystal, at different temperatures and for
varied values of the ratio between (a) the Fermi velocities, and
(b) the partial density of states, of the two bands. In each
panel, the black line separates the long-range attraction and
long-range repulsion regions (left to right). The white lines
denote the where ES changes sign and short-range interaction
changes from attractive to repulsive (left to right).

jecture from Ref. [6] that if the system has λ/ξ1 > 1/
√

2
and λ/ξ2 < 1/

√
2, the vortex interaction should be long

range attractive and short range repulsive. The actual
behavior is far more complex, and can be exactly deter-
mined as explained above.

Recent calculations [10] have shown that as T → Tc,
the order parameters of the two condensates become pro-
portional to each other and no type-1.5 behavior can be
observed. Indeed, by analyzing κ∗ and the sign of ES at
T → Tc as explained above, we always found the same
type of interaction in either long or short range limit.
However, for T immediately below Tc the sign change of
ES and the transition from κ∗ > 1/

√
2 to κ∗ < 1/

√
2

occur for different sets of parameters, opening up the pa-
rameter space for observation the occurrence of type-1.5
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FIG. 3: (color online) (a) The long-range vortex interaction
(v1/v2, n1/n2, T ) phase diagram for LiFeAs, for other parame-
ters taken from Ref. [3]. The shown isosurface corresponds to
κ∗ = 1/

√
2 and the change of the long range vortex-vortex in-

teraction. (b-d) Cuts of (a) in the T = 0.9 Tc, v1/v2 = 0.722,
and n1/n2 = 1.384 planes, respectively. Black (white) lines
correspond to κ∗ = 1/

√
2 (ES = 0).

behavior. This is shown in Fig. 2, where we plot κ∗ as
a function of temperature and also the ratios between
the Fermi velocities (Fig. 2a) and the partial density
of states of each condensate (Fig. 2b). The black line
in Fig. 2 denotes κ∗ = 1/

√
2 and the white line indi-

cates where ES = 0. At T = Tc these lines coincide, in
agreement with Ref. [10], but as T decreases, the lines
separate, bordering the region where the system exhibits
short-range repulsion (ES < 0) and long-range attrac-
tion (κ∗ < 1/

√
2), i.e. type-1.5 behavior. This finding

further creates a new possibility of tuning the magnetic
interactions in two-band SCs by changing temperature.
For example, for the parameters of MgB2 given in Ref.
[6] (Fig. 2a for v1/v2 = 0.255), we find that type-1.5
superconductivity occurs for T . 0.49 Tc, whereas pure
type-II behavior is expected at higher temperatures. The
experiment in Ref. [6] is made at T ≈ 0.1 Tc, and should
thus be repeated at higher temperatures to verify our
prediction.

In Fig. 3(a) a similar phase diagram is constructed
for recently discovered, and for many reasons exciting,
pnictides. In particular, we show the results for LiFeAs,
using the parameters given in Ref. [3], except for the fact
that λ12 in the Λ matrix must be taken negative due to
the s± pairing. For this material, we extract κ1 = 2.4,
n1/n2 = 1.384 and v1/v2 = 0.722. Interestingly enough,
as κ2 = κ1

√
n1v2

1/n2v2
2 , we note that both GL parame-

ters are larger than 1/
√

2 if
√

n1v2
1/n2v2

2 & 0.295. There-
fore, it can be once more verified that in a large portion of

the parameter space where both bands are convincingly
type-II, the coupled system exhibits type-I behavior. In
Fig. 3(b), we show that for T = 0.9 Tc, the ES = 0
(white) and κ∗ = 1/

√
2 (black) curves coincide for small

n1/n2 and large v1/v2. This behavior persists even at
lower temperatures, as shown in Fig. 3(c). However,
in the opposite case (large n1/n2 and small v1/v2), the
curves separate, forming a region of type-1.5 supercon-
ductivity in the phase diagram which grows larger as the
temperature decreases (see Fig. 3(d)).

In conclusion, we have demonstrated the method to
easily determine the nature of vortex-vortex interaction
in two-band superconductors. This is of significant theo-
retical and experimental importance, as Figs. 2, 3 sketch
just two examples of many possibilities attainable by two-
band hybridization. Note that a plethora of transitions,
even reentrant behaviors, can be found as a function of
the microscopic parameters, which can be tuned exper-
imentally by e.g. current injection [21]. With appro-
priate modifications of the initial energy functional our
approach can also provide insight in similar situations
encountered in nanoscale superconductivity, tailor-made
two-component superconducting hybrids, and dirty two-
band compounds.
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Szabó et al., Phys. Rev. Lett. 87, 137005 (2001).

[2] M.L. Teague et al., arXiv:1007.5086v1.
[3] H. Kim et al., arXiv:1008.3251v3 (2010).
[4] D. Eom et al., Phys. Rev. Lett. 96, 027005 (2006); A.A.

Shanenko et al., Phys. Rev. B 82, 104524 (2010).
[5] E. Babaev and M. Speight, Phys. Rev. B 72, 180502

(2005).
[6] V.V. Moshchalkov et al., Phys. Rev. Lett. 102, 117001

(2009).
[7] E. H. Brandt and M. P. Das, arXiv:1007.1107v1.
[8] E. Babaev, J. Carlström, and M. Speight, Phys. Rev.

Lett. 105, 067003 (2010).
[9] V. H. Dao et al., arXiv:1007.1849v1.

[10] J. Geyer et al., Phys. Rev. B 82, 104521 (2010).
[11] V.G. Kogan and J. Schmalian, arXiv:1008.0581.
[12] Kogan et al., Phys. Rev. B 80, 014507 (2009).
[13] M.E. Zhitomirsky and V.H. Dao, Phys. Rev. B 69,

054508 (2004).
[14] A.A. Shanenko et al., unpublished.
[15] See EPAPS file xxx.
[16] J.M. Speight, Phys. Rev. D 55, 3830 (1997).
[17] F. Mohamed et al., Phys. Rev. B 65, 224504 (2002).



5

[18] J.-P. Wang, Phys. Lett. A 374, 58 (2009); Phys. Rev. B
82, 132505 (2010).

[19] A. Chaves et al., arXiv:1005.4630v1 (2010).
[20] A.A. Golubov et al., J. Phys. Cond. Matt. 14, 1353

(2002); A. Gurevich, Physica C 456, 160-169 (2007).
[21] Y. Koval et al., Appl. Phys. Lett. 96, 082507 (2010).



Supplementary material

THE LONG-RANGE BEHAVIOR OF A VORTEX
IN A TWO-GAP SUPERCONDUCTOR

In cylindrical coordinates, considering the ansatz for
one circular symmetric vortex Ψj = eiθfj(r), and sub-
stituting the gauge ~A = a(r)θ̂/r, we rewrite Ginzburg-
Landau Eqs. (2a-c) from the main text as

d2f1

dr2
+

1
r

df1

dr
− (a− 1)2

r2
f1 +(χ1−f2

1 )f1 +γf2 = 0, (1a)

d2f2

dr2
+

1
r

df2

dr
− (a− 1)2

r2
f2 + α(χ2 − f2

2 )f2 +
γ

α

κ2
2

κ2
1

f1 = 0,

(1b)
and

d2a

dr2
− 1

r

da

dr
− (a− 1)

(
f2
1

κ2
1

+ α
f2
2

κ2
2

)
= 0. (1c)

For r → ∞, a converges to 1 and fj to a constant aj .
The limit r → ∞ leads to the set of non-linear coupled
equations for aj :

(χ1 − a2
1)a1 + γa2 = 0, (2a)

α(χ2 − a2
2)a2 +

γ

α

κ2
2

κ2
1

a1 = 0. (2b)

These can be decoupled by defining the ratio ρ = a1/a2,
which then obeys the fourth order equation

γ

α2

κ2
2

κ2
1

ρ4 + χ2ρ
3 − χ1ρ− γ = 0. (3)

Such an equation has a laborious analytical solution
known as Ferrari’s method, which will not be presented
here, but can be found in Ref. [1]. From Eq. (2), one
obtains the dependence of the constants aj on the ratio
ρ as

a1 =
√

γ

ρ
+ χ1, (4a)

a2 =

√
γ

α2

κ2
2

κ2
1

ρ + χ2. (4b)

In order to eliminate high order terms for large dis-
tances, we must use auxiliary functions that approach
zero as r → ∞, namely, Q(r) = a(r) − 1 and σj(r) =
fj(r)− aj . Keeping only first order terms in these func-
tions, Eqs. (1) become

d2σ1

dr2
+

1
r

dσ1

dr
+

(
χ1 − 3a2

1

)
σ1 + γσ2 = 0, (5a)

d2σ2

dr2
+

1
r

dσ2

dr
+ α

(
χ2 − 3a2

2

)
σ2 +

γ

α

κ2
2

κ2
1

σ1 = 0, (5b)

and

d2

dr2

(
Q

r

)
+

1
r

d

dr

(
Q

r

)
−

(
ξ2
1

λ2
− 1

r2

)(
Q

r

)
= 0, (5c)

where we defined λ−2 = (a1/λ1)2 + (a2/λ2)2. The solu-
tion of Eq. (5c) is the Modified Bessel function Q(r) =
δ3rK1(rξ1/λ). Similarly, if γ = 0, Eqs. (5a) and (5b)
are decoupled and easily identified as Modified Bessel
equations, whose solutions are σ1(r) = η1K0(

√
2χ1r)

and σ2(r) = η2K0(
√

2αχ2r). On the other hand, if
γ 6= 0, the equations for σj are still coupled and, in
order to decouple them, one must define the operator
L̂2 = ∇2 + α

(
χ2 − 3a2

2

)
, so that L̂2σ2 = −(γκ2

2

/
ακ2

1)σ1,
and apply it on Eq. (5a), obtaining

∇2∇2σ1 + C1∇2σ1 + C2σ1 = 0. (6)

Here C1 =
(
χ1 − 3a2

1

)
+ α

(
χ2 − 3a2

2

)
and C2 =

α
(
χ2 − 3a2

2

) (
χ1 − 3a2

1

) − γ2κ2
2

/
ακ2

1. The operator ∇2

for axially symmetric solutions has eigenfunctions given
by Bessel functions J0(βr) and Y0(βr), with eigenvalue
−β2, or modified Bessel functions I0(βr) and K0(βr),
with eigenvalue β2. From these four eigenfunctions,
only the latter satisfies the condition that σj must de-
cay monotonically with r. Substituting ∇2K0(βr) =
β2K0(βr) in Eq. (6), one obtains

β4 + C1β
2 + C2 = 0, (7)

and

σ1(r) = δ1 cos(ω)K0(β−r)− δ2 sin(ω)K0(β+r), (8a)

σ2(r) = δ1 sin(ω)K0(β−r) + δ2 cos(ω)K0(β+r), (8b)

where

β± =

√
−C1 ±

√
C2

1 − 4C2

2
. (8c)

Notice that in Eqs. (8), each σj must contain the Bessel
functions for both β±, in a combination that is conve-
niently written in the form of a mixing angle ω [2]. In
the γ → 0 limit, one has β− →

√
2χ1 and β+ → √

2αχ2.
Moreover, substituting Eqs. (8) in the differential equa-
tion (5a), one obtains

tan(ω) =
γ

β2
+ + (χ1 − 3a2

1)
, (9a)

so that γ → 0 leads to ω → 0 and, consequently, to
σ1(r) → η1K0(

√
2χ1r) and σ2(r) → η2K0(

√
2αχ2r), as

expected.
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The parameters δk (ηk) in the expressions for Q(r),
σ1(r) and σ2(r) are unknown real constants that can only
be determined by fitting numerical solutions for Eqs. (1)
in analogy to what is done in Ref. [3]. Having the asymp-
totic form of the order parameters and the vector poten-
tial, one can further follow the standard procedure [4] for
finding the vortex-vortex interaction in the r →∞ limit,
obtaining

E2B(r) = δ2
3K0

( r

λ

)
− δ2

1K0

(
β−

r

ξ1

)
− δ2

2K0

(
β+

r

ξ1

)
,

(10)
where the units are explicitly shown, i.e. r = rξ1, and δk

are undetermined parameters.

THE ENERGY OF THE NORMAL
DOMAIN-SUPERCONDUCTOR INTERFACE

The sign of the energy of the interfaces between
normal-metal domains and the superconductor deter-
mines whether merging of those domains is energetically
favorable or not (i.e. if the superconductor is type-I
or type-II). In the case of vortices, the smallest possi-
ble normal domains, the positive vortex-superconductor
surface energy therefore means that the vortices should
repel (at least at short distances) in order to avoid the
formation of a giant vortex. We here show how to cal-
culate the normal-superconducting interface energy and
by that predict the type of the short-range vortex-vortex
interaction.

We follow a similar approach to that of Ref. [5], but
we take into account the Josephson coupling and the
temperature dependence of the Ginzburg-Landau (GL)
parameters, within a correct microscopical framework.
Namely, we consider the interface between normal and
superconducting region as the yz-plane at x = 0 and cal-
culate the surface energy ES using the one-dimensional
GL functional at the thermodynamic critical field Hcc,
which reads

ES =
∫ ∞

−∞
dx

{
2(Ψ′21 + A2Ψ2

1) + (2χ1 −Ψ2
1)Ψ

2
1

+α
κ2

1

κ2
2

[
2(Ψ′22 + A2Ψ2

2) + α(2χ2 −Ψ2
2)Ψ

2
2

]

−2γΨ1Ψ2 +
(
Hcc −

√
2κ1A

′
)2 }

, (11)

where the thermodynamic critical field of the coupled sys-
tem Hcc is given by Eq. (8) of the main text, the gauge
potential is chosen as ~A = (0, A(x), 0) and Ψj=1,2 are
taken real. The distances, the order parameters and the
vector potential are re-scaled as explained in the main
text. We then find Ψi and A that minimize ES by nu-
merically solving the set of Euler-Lagrange equations for
the functional in Eq. (11), which are exactly the one-

dimensional versions of Eqs. (2a-c) of the main text:

Ψ′′1 =
A2

2
Ψ1 −

(
χ1 −Ψ2

1

)
Ψ1 − γΨ2, (12a)

Ψ′′2 =
A2

2
Ψ2 − α

(
χ2 −Ψ2

2

)
Ψ2 − γκ2

2

ακ2
1

Ψ1, (12b)

A′′ =
(

Ψ2
1

κ2
1

+ α
Ψ2

2

κ2
2

)
A. (12c)

The boundary conditions in the normal state (x → −∞)
and deep in the superconducting state (x → ∞) are
ψj(x → −∞) = 0, A′(x → −∞) = 1, ψ′j(x → ∞) = 0
and A′(x →∞) = 0.

THE GINZBURG-LANDAU EQUATIONS FOR
FIXED VORTICES IN TWO-GAP

SUPERCONDUCTORS

Since the two vortices problem does not have circu-
lar symmetry, we now consider the fixed-vortex ansatz in
Cartesian coordinates Ψj = ein1θ1ein2θ2fj(x, y), describ-
ing two fixed vortices with winding numbers n1 and n2,
where einkθk is written in Cartesian coordinates as

einkθk =
(

xk + iyk

xk − iyk

)nk/2

, (13)

and ~rk = (xk, yk, 0) is the in-plane position vector with
origin at the center of the vortex k. For the case of two
vortices separated by a distance d, we take ~r1 = (x −
d/2, y, 0) and ~r2 = (x + d/2, y, 0). With this ansatz,
the Euler-Lagrange equations for the energy functional
in Eq. (1) of the main text read (see also Ref. [6])

∇2f1 −
[
X

2
+ Y

2
+ 2(AxY −AyX) + ~A2

]
f1

+(χ1 − f2
1 )f1 + γf2 = 0, (14a)

∇2f2 −
[
X

2
+ Y

2
+ 2(AxY −AyX) + ~A2

]
f2

+α
(
χ2 − f2

2

)
f2 +

γκ2
2

ακ2
1

f1 = 0, (14b)

and

~∇× ~∇× ~A = −
[

~A− n1θ̂1

r1
− n2θ̂2

r2

] (
f2
1

κ2
1

+ α
f2
2

κ2
2

)
= 0,

(14c)
where

X =
n1x1

r2
1

+
n2x2

r2
2

, Y =
n1y1

r2
1

+
n2y2

r2
2

,

and the angular unit vectors around each vortex are writ-
ten as θ̂k = (−yk/rk, xk/rk, 0). In Eqs. (14a-c), the units
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for distances, order parameters and the vector potential
are the same as in the main text.

Eqs. (14a-c) are thus the GL equations for the two
fixed vortices, and we solve them numerically by a relax-
ation method. The obtained order parameter and vector
potential are then substituted back in the energy func-
tional, yielding the energy E(d) for the vortex pair at
distance d. Repeating this procedure for different vortex-
vortex separation, we obtain the interaction potential
∆E = E(d) − E(0) between vortices in the two-gap su-
perconductor, as shown e.g. in Fig. 1(b-d) of the main
text.
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The vortex-vortex interaction potential in bulk superconductors is calculated within the Ginzburg-
Landau (GL) theory and is obtained from a numerical solution of a set of two coupled non-linear
GL differential equations for the vector potential and the superconducting order parameter, where
the merger of vortices into a giant vortex is allowed. Further, the interaction potentials between a
vortex and a giant vortex and between a vortex and an antivortex are obtained for both type-I and
type-II superconductors. Our numerical results agree asymptotically with the analytical expressions
for large inter-vortex separations which are available in the literature. We propose new empirical
expressions valid over the full interaction range, which are fitted to our numerical data for different
values of the GL parameter.

PACS numbers: 74.20.De, 74.20.-z, 74.25.Wx

I. INTRODUCTION

The interaction potential between vortices has been
an important study subject for many years. In 1971,
Kramer1 used the asymptotic behavior of the vortex
fields for large distances in the Abelian Higgs model to
obtain an analytical expression for the vortex-vortex in-
teraction potential, which is given by modified Bessel
functions. This potential is attractive (repulsive) for
type-I (type-II) systems, i.e., for a superconductor

Ginzburg-Landau parameter with 𝜅 = 𝜆/𝜉 < 1/
√
2

(> 1/
√
2), where 𝜆 is the penetration depth and 𝜉 is

the coherence length. Moreover, this expression leads to
a constant interaction energy as a function of the separa-
tion between vortices for the critical value 𝜅 = 1/

√
2 (also

called the Bogomol’nyi point), implying that vortices do
not interact in this regime. A detailed analysis of the
vortex-vortex (V-V) interaction was given later by Ja-
cobs and Rebbi,2 who constructed a variational function
describing two separate vortices and obtained the vari-
ational parameters by minimizing the free energy. This
variational function was able to model: i) the deforma-
tion of the vortex core when the vortices are brought close
to each other, and ii) the formation of a giant vortex3–5

when vortices are superimposed on each other.

Thereafter, several works studied different aspects of
the interaction between vortices in superconductors. For
example, Brandt6 used the asymptotic expression for the
interaction potential to study the elastic properties of
flux-line lattices in type-II superconductors. Speight7

derived the V-V interaction from a linear field theory
described by a Lagrangian of two singular point sources
placed at the vortex centers. MacKenzie et al.8 used
the linear field theory proposed by Speight to obtain
the interaction between separated strings in a model
with two order parameters, which may be relevant for
superconducting cosmic strings,9 the SO(5) model of

high-temperature superconductivity and solitons in non-
linear optics. Eventually, all these analytical approxi-
mations lead to expressions which are the same, or at
least very similar, to the one derived by Kramer for
large separation between vortices. Other models were
presented by Mohamed et al.10, who used a perturba-
tive approach to calculate the V-V interaction for super-
conductors with 𝜅 ≈ 1/

√
2 when the Ginzburg-Landau

(GL) theory is extended to low temperatures, and by
Hernández and López,11 who used a variational approach
based on the Clem trial function12 to calculate the force
between vortices. Auzzi et al.13 showed recently that
for non-Abelian vortex interactions, there are two other
regimes besides the well-known type-I and type-II: de-
pending on the relative orientation, the interaction po-
tential can show attractive and repulsive regions for the
same system. Similar behavior can be achieved in a two-
band superconductor.14,15

In the present work, we solve numerically the set of
Ginzburg-Landau (GL) differential equations for two vor-
tices fixed at a certain distance from each other. We
are able to recover the V-V potential obtained by Ja-
cobs and Rebbi2 and the asymptotic behaviors predicted
by Kramer1. The results are generalized to the case of
vortex-giant vortex (V-GV) and vortex-antivortex (V-
AV) interactions. We parameterize all obtained forces
for future use in e. g. molecular dynamics simulations of
the vortex matter.

The remainder of this paper is organized as follows: in
Sec. II, we review the asymptotic behavior of the mag-
netic field and order parameter of the single static vortex
in the GL theory and expand the analytical expression
suggested by Kramer to study the interaction between a
single vortex and another vortex, an anti vortex or a gi-
ant vortex, in the limit of large separation between them.
In Sec. III we discuss the set of coupled non-linear differ-
ential equations that describe these interactions, which
are valid for arbitrary separation between vortices, and
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thus, also for small distances where deformations of the
interacting vortex cores are important. This set of equa-
tions is solved numerically without any approximations
for arbitrary values of 𝜅, and the results for the V-V,
V-GV and V-AV interactions are shown in Sec. IV and
compared to the analytical expressions obtained in Sec.
II. For each of these cases, a fitting function for the inter-
action is proposed and the fitting parameters are given.
Our results are summarized in Sec. V.

II. ASYMPTOTICS OF THE INTER-VORTEX
POTENTIAL

Let us start with the expression for the free energy
in the GL theory, or equivalently, the potential in the
Abelian Higgs model2,14:

𝐸 =

∫
ℱ𝑑r, (1)

where the functional ℱ is given by

ℱ =
ℏ
2

4𝑚

∣∣∣∣(∇⃗ − 𝑖
2𝑒

ℏ𝑐
A⃗

)
𝜓

∣∣∣∣2+ 1

8𝜋
∣∇⃗× A⃗∣2+ 𝛽

2
∣𝜓∣4−𝛼∣𝜓∣2.

(2)
In this expression, 𝜓 is the order parameter (a complex

scalar field), A⃗ is the electromagnetic vector (gauge) po-
tential and 𝛼 and 𝛽 are phenomenological parameters,
which are related to the two characteristic lengths in a
superconductor: the coherence length 𝜉 = ℏ/

√
4𝑚𝛼 and

the penetration depth 𝜆 = 𝑐/𝑒(
√
𝑚𝛽/8𝜋𝛼). It is conve-

nient to define 𝜇 =
√
2𝜅, so that when 𝜇 < 1 (𝜇 > 1)

we are in the type-I (type-II) regime (𝜅 = 1/
√
2 leads to

𝜇 = 1).2 If we define �⃗� = (2𝑒/ℏ𝑐)A⃗ and Ψ =
√
𝛽/𝛼𝜓/𝜆,

the expression for the energy functional can be rewritten
in dimensionless units as

𝐹 =
1

2
∣(∇⃗ − 𝑖�⃗�)Ψ∣2 + 1

2
∣∇⃗ × �⃗�∣2 + 𝜇2

8
(1− ∣Ψ∣2)2, (3)

where the distances are scaled by the magnetic field pen-
etration depth 𝜆, energy by 𝐸0 = 𝛽

/
2𝛼2𝜉2 and the force

by Ω0 = 𝛽
/
2𝛼2𝜉2𝜆.

The lowest energy configuration of the system is found
by minimizing 𝐸 with respect to Ψ and the vector po-

tential �⃗�. The standard way of minimizing a functional
is by the Euler-Lagrange equations, which in the case of
Eq. (1) are

∂𝐹

∂Ψ
−

∑
𝑖

∂

∂𝑥𝑖

∂𝐹

∂( ∂Ψ
∂𝑥𝑖

)
= 0 (4a)

and

∂𝐹

∂𝐴𝑗
−
∑
𝑖

∂

∂𝑥𝑖

∂𝐹

∂(
∂𝐴𝑗

∂𝑥𝑖
)
= 0. (4b)

Equations (4a) and (4b) result in the well-known
Ginzburg-Landau equations.16

To find the V-V interaction potential, one has to con-
trol the localization and the winding number (also called
vorticity) of the vortices. As mentioned earlier, previ-
ous theoretical works propose a way to fix the vortices
and obtain the interaction potential, based on four steps:
i) fixing a circular phase change of 2𝜋 around each vor-
tex, ii) finding the asymptotic behaviors of the vector po-
tential and the amplitude far from each of the vortices1

or, equivalently, solving numerically the differential equa-
tions for these variables,2 iii) constructing a superposi-

tion ansatz for Ψ and �⃗� which describes the double vortex
structure, and iv) using the latter ansatz in Eqs. (1) and
(3) to obtain the energy for a given separation between
vortices.

If we have the asymptotics of the vortices, obtained in
step ii), the integral in Eq. (1) can be solved analyti-
cally, giving an analytical expression for the energy as a
function of the separation between vortices. In order to
find the analytical expression for the asymptotic interac-
tion potential between a vortex and another vortex, an
antivortex or a giant-vortex, we start from the sequence
listed above: a circular phase is fixed around each vortex
by assuming Ψ(𝑟, 𝜃) = 𝑓(𝑟)𝑒𝑖𝑛𝜃, where (𝑟, 𝜃) are polar
coordinates with the origin in the center of the vortex,
𝑛 is its winding number and 𝑓(𝑟) is the amplitude of its
order parameter, which is assumed to be circularly sym-
metric around the vortex center. Considering the gauge

�⃗� = 𝑛𝑎(𝑟)𝜃/𝑟, the Euler-Lagrange equations (4a) and
(4b) for a single vortex read

𝑑2𝑓

𝑑𝑟2
+

1

𝑟

𝑑𝑓

𝑑𝑟
− 𝑛2(𝑎− 1)2

𝑟2
𝑓 − 𝜇2

2
𝑓(𝑓2 − 1) = 0, (5a)

and

𝑑2𝑎

𝑑𝑟2
− 1

𝑟

𝑑𝑎

𝑑𝑟
− (𝑎− 1)𝑓2 = 0, (5b)

with 𝑓(∞) = 𝑎(∞) = 1. As is well known2, the winding
number 𝑛 also determines the number of zeros of the
vortex field 𝑓(𝑟) and, because of the circular symmetry,
these zeros must be degenerate at 𝑟 = 0. Substituting the
auxiliary functions 𝜎(𝑟) = 𝑓(𝑟)− 1 and 𝑄(𝑟) = 𝑎(𝑟)− 1
in Eqs. (5a) and (5b), we can suppress the high order
terms in the remaining differential equations when 𝑟 →
∞, as 𝜎(∞) = 𝑄(∞) = 0, which leads to the following
equations, valid in the asymptotic limit:[

𝑑2𝜎

𝑑(𝜇𝑟)2
+

1

𝜇𝑟

𝑑𝜎

𝑑(𝜇𝑟)
− 𝜎

]
= 0, (6a)

and

𝑑2

𝑑𝑟2

(
𝑄

𝑟

)
+

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟

(
𝑄

𝑟

)
−
(
1 +

1

𝑟2

)(
𝑄

𝑟

)
= 0. (6b)

Equations (6a) and (6b) are easily identified as modified
Bessel equations and their solutions are 𝜎(𝑟) = 𝛾1𝐾0(𝜇𝑟)
and 𝑄(𝑟) = 𝛾2𝑟𝐾1(𝑟) where 𝛾1 and 𝛾2 are coefficients
to be determined. For example, after solving Eqs. (5a)
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and (5b) numerically, one can obtain these coefficients by

fitting 𝑓(𝑟) = 1+𝛾1𝐾0(𝜇𝑟) and
−→
𝐴 = 𝑛(1+𝛾2𝑟𝐾1(𝑟))𝜃/𝑟

to the results obtained by the numerical procedure.

Several different procedures can be followed to extract
the analytical expression for the interaction potential
from these asymptotic functions. As an example, Betten-
court and Rivers9 suggested that one can substitute the
superposition ansatz Ψ(𝑟, 𝑟1, 𝑟2) = Ψ(∣𝑟− 𝑟1∣)Ψ(∣𝑟− 𝑟2∣)
and 𝐴𝜃(𝑟, 𝑟1, 𝑟2) = 𝐴𝜃(∣𝑟−𝑟1∣)+𝐴𝜃(∣𝑟−𝑟2∣), for vortices
centered at 𝑟1 and 𝑟2, in the energy functional in Eq. (1)
and keep only the terms that are linear in the fields for
each vortex. After some calculations described in more
detail in Ref.9, one obtains

𝐸𝑖𝑛𝑡(𝑑) = 2
[
𝑛1𝑛2𝛾

(1)
2 𝛾

(2)
2 𝐾0(𝑑)− 𝛾

(1)
1 𝛾

(2)
1 𝐾0(𝜇𝑑)

]
, (7)

where 𝑑 is the separation between vortices, 𝑛𝑖 is the wind-

ing number and 𝛾
(𝑖)
1 and 𝛾

(𝑖)
2 are the fitting coefficients

for the vortex 𝑖 in position 𝑟𝑖. We point out that in the
paper by Bettencourt and Rivers, the expression for 𝐸𝑖𝑛𝑡

is slightly different from Eq. (7) because they assumed

that 𝛾
(𝑖)
1 = ∣𝑛𝑖∣𝛾(𝑖)2 , which is valid only in the critical

coupling regime for 𝜇 = 1, as stressed by Speight7 and
verified by Bogomol’nyi equations for this regime. The
same expression for 𝐸𝑖𝑛𝑡(𝑑) was found by Kramer by a
perturbational approach1 and can also be obtained by
considering point sources in a linearized field theory7,8.

It can be easily seen that the potential in Eq. (7) is
consistent with the fact that for 𝜇 < 1 (> 1), the V-V
interaction is attractive (repulsive) for large separation,
leading to a type-I (type-II) superconducting behavior.
This statement is also valid for vortex-giant vortex in-
teractions, as Eq. (7) still holds for this case, where the
interaction potential is obtained just by setting 𝑛1 = 1

and 𝑛2 > 1 and finding the fitting coefficients 𝛾
(𝑖)
1 and 𝛾

(𝑖)
2

for this case. However, for a V-AV interaction, 𝑛1𝑛2 is al-
ways negative, leading to an attractive potential 𝐸𝑖𝑛𝑡(𝑑)
for any value of 𝜅. Furthermore, Eq. (7) shows that the
interaction between an antivortex and a giant vortex is al-
ways attractive as well. This can be understood through
a heuristic argument: when a vortex and an antivortex
are far from each other, the energy of the system is non-
zero, as it is the sum of the energies of one vortex and one
antivortex; on the other hand, when they approach each
other they should annihilate, giving zero energy. Hence,
at least at some distance, the energy of the V-AV pair
must decrease as 𝑑 approaches zero and, as a result, the
interaction potential is attractive. This result is in con-
tradiction with the conjecture proposed by Ref.17, which
claims that in type-I superconductors the interaction of
a V-AV pair is repulsive, and which was used to explain
the stability a V-AV molecule in mesoscopic supercon-
ducting triangles.18,19 As follows from our theory, the
V-AV interaction is always attractive and should lead
to a disfavored V-AV molecule in type-I superconducting
polygons, because in that case the V-V interaction is also
attractive.20,21

One more question arises from the conjecture of Ref.17:
if vortices attract (repel) each other in type-I (type-II)
superconductors, whereas exactly the opposite occurs for
V-AV interactions, what one would expect in a critically
coupled system? In this regime, i.e., when 𝜇 = 1, vortices
do not interact; should we expect the same for V-AV?
The answer to this question is provided by the Bogo-
mol’nyi equations22[(

∂

∂𝑥1
− 𝑖𝐴1

)
+ 𝑠𝑔𝑛(𝑛)𝑖

(
∂

∂𝑥2
− 𝑖𝐴2

)]
Ψ = 0,(8a)

∣−→∇ ×−→
𝐴 ∣+ 𝑠𝑔𝑛(𝑛)

1

2

(
∣Ψ∣2 − 1

)
= 0. (8b)

For the single vortex ansatz chosen before, Ψ(𝑟, 𝜃) =

𝑓(𝑟)𝑒𝑖𝑛𝜃 and
−→
𝐴 = 𝑛𝑎(𝑟)𝜃/𝑟, these equations read23

𝑟
𝑑𝑓

𝑑𝑟
− 𝑠𝑔𝑛(𝑛)𝑛(1− 𝑎)𝑓 = 0 (9a)

2𝑛

𝑟

𝑑𝑎

𝑑𝑟
+ 𝑠𝑔𝑛(𝑛)(𝑓2 − 1) = 0. (9b)

Substituting the latter formulae in Eq. (9) and ne-
glecting higher-order terms in 𝜎(𝑟) and 𝑄(𝑟) yields
𝑛𝑄 = −𝑠𝑔𝑛(𝑛)𝑟 𝑑𝜎𝑑𝑟 or, using the asymptotic forms of
these functions, 𝑛𝛾2𝑟𝐾1(𝑟) = −𝑠𝑔𝑛(𝑛)𝛾1𝑟𝑑𝐾0(𝑟)/𝑑𝑟 =
𝑠𝑔𝑛(𝑛)𝛾1𝑟𝐾1(𝑟) ⇒ 𝛾1 = 𝑠𝑔𝑛(𝑛)𝑛𝛾2. Substituting this

expression for 𝛾
(𝑖)
1 in Eq. (7) shows that the interac-

tion potential for V-AV in the critical coupling regime

is 𝐸𝑖𝑛𝑡(𝑑) = 4𝑛1𝛾
(1)
2 𝑛2𝛾

(2)
2 𝐾0(𝑑), which is still attrac-

tive since 𝑛1𝑛2 < 0. Hence, unlike vortex-vortex pairs, a
V-AV pair exhibits an attractive interaction even in the
critical case of 𝜇 = 1.

Notice that the V-AV interaction potential in our work
is derived for a bulk superconductor, in the absence of an
external magnetic field. On the other hand, the V-AV
molecules shown in Refs. 17–19 were found in a different
situation, namely, in mesoscopic samples under applied
external fields, so that the net magnetic field in the re-
gion of the antivortex was actually positive. Therefore,
our results call in question the general statement and
motivation of Refs. 17–19 that a vortex and an antivor-
tex repel in type-I superconductors, since we have shown
that, at least in bulk samples, this is not the case. Other
reasons, related to the quantum confinement and the re-
sulting electromagnetic fields, should be exploited for the
explanation of the increased stability of V-AV molecules
found in Refs. 17–19, which makes their findings even
more intriguing.

It should be mentioned that, as 𝛾1 ∕= 𝛾2 for 𝜇 ∕= 1,
the interaction potential given by Eq. (7) may diverge
at small distances for some values of 𝜇. This signals the
breakdown of this analytical expression for small 𝑑. Actu-
ally, for small separation 𝑑, the superposition ansatz pro-
posed by Bettencourt and Rivers and used in the present
section also fails, since it does not take into account ei-
ther the spatial deformation of the fields, or the possi-
bility of the formation of giant vortices.2 Hence, the an-
alytical expression for the interaction potential between
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vortices has a validity restricted to large 𝑑. Nevertheless,
when the interaction potential is calculated by numeri-
cal means, taking into account all the features mentioned
above, the result shows very good agreement with Eq. (7)
for 𝑑 larger than a critical separation 𝑑𝑐 which depends
on 𝜇, as will be shown in the next section.
The interaction force Ω can be obtained by taking the

derivative of the energies with respect to the distance
between the two vortices. The results for 𝜇 = 1 in the V-
V and V-GV cases clearly give Ω(𝑑) = 0. The analytical
expression for the force for large vortex-vortex separation
can be easily derived from Eq. (7) as

Ω(𝑑) = 2
[
𝑛1𝑛2𝛾

(1)
2 𝛾

(2)
2 𝐾1(𝑑)− 𝛾

(1)
1 𝛾

(2)
1 𝜇𝐾1(𝜇𝑑)

]
. (10)

III. GL EQUATIONS FOR FIXED VORTICES

We recall step i) in the procedure described in the pre-
vious section for obtaining the V-V interaction, which is
fixing a circular phase change around each vortex. In the
present section, we derive the Euler-Lagrange equations
from Eqs. (4a) and (4b) with the constraints imposed by
step i).
In the paper by Jacobs and Rebbi2, the authors fixed

the phase for a single vortex and obtained ‘modified’ GL
equations, given by Eq. (2.18) of their paper or, equiva-
lently, Eqs. (5a) and (5b) of the present work, as well as
Eq. (7) of the paper by Babaev and Speight14. Although
they presented these equations in their paper, Jacobs and
Rebbi did not solve them directly, but used instead vari-
ational functions for 𝑓(𝑟) and 𝑎(𝑟) and minimized the
energy 𝐸 without solving the differential equations.
For the two vortex system, Jacobs and Rebbi made

a different ansatz, Ψ = exp[𝑖𝜃1] exp[𝑖𝜃2]𝑓(𝑟, 𝜃), where 𝜃1
and 𝜃2 are azimuthal angles around each vortex position,
𝑓 is a real function which is not necessarily circularly
symmetric and is zero at the position of each vortex,
and the winding numbers were chosen as 1 for each vor-
tex. Having fixed the positions and vorticities, they just

needed to find 𝑓 and �⃗� that minimize 𝐸. As before, in-
stead of deriving Euler-Lagrange (differential) equations,
they used a variational procedure, considering trial func-
tions that account for the deformation of the vortices
towards the formation of the giant vortex.
The results of Jacobs and Rebbi are rather accurate

and the advantage of their approach is that many terms
of the variational function can be integrated analytically.
However, the variational procedure involves many param-
eters, it is a very long analytical calculation and their
trial function is not the most general function: if one
wants to solve the problem for a V-AV or a V-GV pair,
the trial function has to be modified and consequently
also the analytical integrals in the variational procedure.
In order to obtain the inter-vortex potential, our ap-

proach starts from the ansatz for two vortices Ψ =
𝑒𝑖𝑛1𝜃1𝑒𝑖𝑛2𝜃2𝑓(𝑥, 𝑦), where we control the vorticity 𝑛1 and

𝑛2 of each vortex. We further rewrite 𝑒𝑖𝑛𝑗𝜃𝑗 in Cartesian
coordinates:

𝑒𝑖𝑛𝑗𝜃𝑗 =

(
𝑥𝑗 + 𝑖𝑦𝑗
𝑥𝑗 − 𝑖𝑦𝑗

)𝑛𝑗/2

, (11)

where �⃗�𝑗 = (𝑥𝑗 , 𝑦𝑗 , 0) is the in-plane position vector with
origin in the center of the vortex 𝑗. As we will study the
case for two vortices separated by a distance 𝑑, we take
�⃗�1 = (𝑥− 𝑑/2, 𝑦, 0) and �⃗�2 = (𝑥+ 𝑑/2, 𝑦, 0).
Next, we substitute this ansatz into Eq. (3) to get the

energy functional 𝐹 for fixed position of vortices as

𝐹 =
1

2

[(
∂𝑓

∂𝑥

)2

+

(
∂𝑓

∂𝑦

)2
]

+
1

2
𝑓2

[
𝑋

2
+ 𝑌

2
+ 2(𝐴𝑥𝑌 −𝐴𝑦𝑋) +𝐴2

]
+
𝜇2

8
(1− 𝑓2)2 +

1

2
∣∇⃗ × �⃗�∣2, (12)

where

𝑋 =
𝑛1𝑥1
𝑟21

+
𝑛2𝑥2
𝑟22

, 𝑌 =
𝑛1𝑦1
𝑟21

+
𝑛2𝑦2
𝑟22

.

Notice that although 𝑋 and 𝑌 seem to have no physical
meaning, they can be related to the gauge proposed by

Jacobs and Rebbi for the vector potential, �⃗� = 𝑛𝑎(𝑟)𝜃/𝑟,

or �⃗� = (−𝑛 sin 𝜃/𝑟, 𝑛 cos 𝜃/𝑟, 0) = (−𝑛𝑦/𝑟2, 𝑛𝑥/𝑟2, 0) in
Cartesian coordinates, which was shown to be compati-
ble with the symmetry of the Euler-Lagrange equations,
leading to Eqs. (5a) and (5b) for a single vortex. How-
ever, as we are looking for general differential equations
for two vortices, we will not make any a priori choice of
gauge for the vector potential.

In previous works,2,14 the Euler-Lagrange equations
were not explicitly derived. We derived the Euler-
Lagrange equations for the present problem setting,
which are given by

∇2𝑓−
[
𝑋

2
+ 𝑌

2
+ 2(𝐴𝑥𝑌 −𝐴𝑦𝑋) +𝐴2

]
𝑓+

𝜇2

2
(1−𝑓2)𝑓 = 0,

(13a)
and

−→∇ ×−→∇ ×−→
𝐴 +

[
−→
𝐴 − 𝑛1𝜃1

𝑟1
− 𝑛2𝜃2

𝑟2

]
𝑓2 = 0, (13b)

where the unitary angular vectors around each vortex can

be rewritten as 𝜃𝑗 = (−𝑦𝑗/𝑟𝑗 , 𝑥𝑗/𝑟𝑗 , 0). One can even
verify, after some manipulations of the equations, that
inserting 𝑛2 = 0 in these equations leads to Eq. (2.18)
in the paper by Jacobs and Rebbi, which is the equation
for a single vortex, but in Cartesian coordinates. Solving
Eqs. (13a) and (13b) is equally demanding as solving the
common GL equations, which was done in many works
in the literature.3,20,21



5

IV. NUMERICAL RESULTS AND FITTING
FUNCTIONS

We solved Eqs. (13a) and (13b) numerically using
the finite difference technique and a relaxation method
suitable for non-linear differential equations.24 The two-
dimensional system is divided in a uniform square
601×601 grid with total dimensions 60𝜆× 60𝜆. The sin-
gularities in the amplitude of the order parameter appear
naturally in the center of each vortex position, as a con-
sequence of the fixed circular phase 𝑒𝑖𝑛𝑖𝜃𝑖 defined around
each vortex 𝑖, which guarantees the existence of zeros of
the order parameter in the center of the vortices.2 The re-
sults for V-V, V-GV and V-AV interactions are presented
separately in the following subsections. Analytical fitting
functions will be proposed for the numerically obtained
curves, where the fitting error is defined by the variance24

𝜈 =

𝑁∑
𝑛=1

[𝐺(𝑛)−𝐺𝑓𝑖𝑡(𝑛)]
2

(𝑁 −𝑁𝑝)
, (14)

where 𝐺(𝑛) is the numerical data set, 𝐺𝑓𝑖𝑡(𝑛) is the an-
alytical fitting function, 𝑁 is the length of the data set
and 𝑁𝑝 is the number of variational parameters of the
fitting function.25

A. Vortex-vortex interaction

The numerical results for the V-V interaction force are
shown in Fig. 1, for several values of 𝜇 in the type-II
(a) and type-I (b) regimes. Notice that for 𝜇 ≈ 0 vor-
tices should not interact and the force vanishes, but for
0 < 𝜇 < 1 they attract (type-I regime) and the force
is negative in this case. However, at the critical point
𝜇 = 1 the force vanishes again. Hence, in the type-I
case, two different regimes can be identified: one where
the force increases from zero, as 𝜇 increases from zero,
and the other when the force decreases back to zero,
as 𝜇 approaches 1. This can be seen from Fig. 1(c),
where extremum of the force peak Ω𝑚𝑎𝑥 (open trian-
gles, left scale) increases with 𝜇 for small 𝜇, but for
0.6 < 𝜇 < 1 the peak decreases with 𝜇, approaching
zero when 𝜇 = 1. The numerical results can be fitted to
Ω𝑚𝑎𝑥(𝜇) = 0.0961𝜇(𝜇 − 1)

/
(1 + 0.2863𝜇)1.341, which is

shown by the red curve in Fig. 1(c). From Figs. 1(a,b)
we see that the force exhibits a maximum at some crit-
ical separation 𝑑𝑐, which depends on the GL parameter
𝜇 =

√
2𝜅. The critical separation 𝑑𝑐 is also shown in Fig.

1(c) (open squares, right scale) as a function of 𝜇. The
fit of this curve, given by 𝑑𝑐 = 22.203(1 + 10.504𝜇)−0.774

(with estimated variance 𝜈 ≈ 0.3%), is shown by the
solid curve in Fig. 1(c), which suggests that the criti-
cal separation for the V-V interaction approaches zero
in the extreme type-II situation (𝜇 → ∞). An effec-
tive extreme type-II scenario can also be achieved in a
superconducting film of thickness 𝑤 ≪ 𝜆, where the ef-
fective penetration depth is Λ = 𝜆2/𝑤, and for which
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FIG. 1: (Color online) Numerically obtained vortex-vortex
interaction force Ω as a function of the separation 𝑑 between
vortices, for several values of 𝜇 =

√
2𝜅 in the (a) type-II and

(b) type-I regimes. (c) Critical separation 𝑑𝑐 (open squares,
right scale) and extremum Ω𝑚𝑎𝑥 (open triangles, left scale),
which correspond respectively to the position and amplitude
of the peak in the force, as a function of the GL parameter.
The fitting functions for 𝑑𝑐 and Ω𝑚𝑎𝑥 are plotted by the solid
curves.

analytical expressions for the V-V interaction force were
proposed by Pearl26, and later by Brandt27. However,
in the case of superconducting films, the V-V force de-
cays monotonically as 1/𝑑2, while in the present case of
a bulk superconductor the decay is exponential. Hence,
although both situations can be considered as extreme
type-II limits, our results for bulk superconductors with
𝜇 → ∞ are quantitatively different from those for thin
superconducting films.

The importance of solving Eqs. (13a) and (13b) nu-
merically for two separate vortices lies in the possibility
of obtaining the interaction force between vortices even
in the small separation limit, which cannot be described
by the asymptotic functions given in the literature9 and
described by Eq. (10). However, since solving these equa-
tions is generally not an easy task, we attempt to pro-
pose here an analytical expression that possesses all the
features of the numerically obtained force as a function
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of the vortex separation. Such an analytical expression
can be helpful e.g. for numerical modelling of vortex
structures by means of molecular dynamics (MD) sim-
ulations, where vortices are considered as point parti-
cles. Up to now, in those MD simulations one typically
uses the asymptotic analytical expressions for the V-V
interaction which are only valid in the large separation
limit.28,29 To obtain a proper fitting function, we first an-
alyze separately the behaviors for large and small vortex
separations. For large separation, using the asymptotic
form of the modified Bessel functions, Eq. (10) can be
rewritten as

Ω(𝑑→ ∞) = 𝛾𝑑−
1
2

(
𝛿𝑒−𝑑 −√

𝜇𝑒−𝜇𝑑
)
, (15)

where 𝛾 and 𝛿 are fitting parameters. For small separa-
tion, our results show that a power function of 𝑑 describes
the force satisfactorily, i.e.

Ω(𝑑→ 0) = 𝑝𝑑𝑞, (16)

with 𝑝 and 𝑞 as fitting parameters. Two examples of
such fittings are shown in Fig. 2, for 𝜇 = 0.6 (bottom)
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FIG. 2: (Color online) Comparison between the V-V interac-
tion force as a function of the separation 𝑑 obtained by the
numerical method (symbols) and by the asymptotic expres-
sions (curves) from Eqs. (15, 16), for 𝜇 = 1.7 (a) and 𝜇 = 0.6
(b). The forces are plotted on a 𝑙𝑜𝑔10 scale and the values of
the fitting parameters 𝑝, 𝑞, 𝛾 and 𝛿 are given in each panel.
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FIG. 3: (Color online) (a) Comparison between the V-V in-
teraction force as a function of the separation 𝑑 obtained by
the numerical method (symbols) and by the fitting function
(curves) given by Eq. (17). The solid (dashed) curves and the
open triangles (squares) are the results for 𝜇 = 0.6 (1.7). (b-c)
The results for each 𝜇 are plotted separately in a log-scale, to
emphasize the maximal deviation of the fitting function from
the data.

and 𝜇 = 1.7 (top). Notice that the parameter 𝑞 depends
weakly on 𝜇, exhibiting values between ≈ 2.7 and ≈ 2.8
for all values of 𝜇 considered in the V-V case.

Following the established behavior of the interaction
in the limiting cases, we propose a single function which
has the above limits as limiting behaviors:

Ω𝑓𝑖𝑡(𝑑) = 𝜂1
𝑑𝜂3

1 + 𝜂2𝑑𝜂3+
1
2

(
𝜂4𝑒

−𝑑 −√
𝜇𝑒−𝜇𝑑

)
, (17)

where 𝜂𝑖 (𝑖 = 1 - 4) are four fitting parameters.
Fig. 3 shows the fitting obtained with Eq. (17) for

the same values of 𝜇 presented in Fig. 2. The fitting
is not ideal for 𝑑 < 𝜆, where the force becomes very
small. Nevertheless, we found that the fitting error is
lower than 1%. Please note that the V-V interaction
potential, which is an integrated force, will be even more
accurate.

The values of the four fitting parameters are given in
Table I, for 𝜇 from 0.2 to 2.5. Notice that the estimated
variance 𝜈 increases with 𝜇, and thus Eq. (17) should
not be used in the extreme type-II case. Nevertheless,
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in the extreme type-II case the critical separation 𝑑𝑐 ap-
proaches zero, as mentioned earlier, and consequently,
the short range part of the V-V interaction force will
not be important in such a situation. Hence, the asymp-
totic expression Ω(𝑑) = 𝑓0𝐾1 (𝑑) frequently used in the
literature,30,31 which can be obtained from Eq. (10) by
making 𝜇→ ∞, is expected to provide a good description
of the V-V interaction force in extreme type-II situations.
We next attempt to find an analytical expression for

the fitting parameters as function of 𝜇. Their depen-
dence on 𝜇 is shown in Fig. 4. Three different ranges
of 𝜇, delimited by vertical dotted lines in Fig. 4, can be
distinguished. The physical reason for the existence of
three different behaviors of the parameters 𝜂𝑖 as a func-
tion of 𝜇 is the following: for type-I (𝜇 < 1), as we ex-
plained earlier, there must be a regime where the size of
the attractive force peak increases with 𝜇 and another
region where it decreases with 𝜇. This defines the ranges
1 (𝜇 < 0.5) and 2 (0.5 < 𝜇 < 1), respectively. Range 3 is
then the type-II regime, for 𝜇 > 1, where the interaction
force is repulsive. The functions 𝜂𝑖(𝜇) in Fig. 4 were
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FIG. 4: (Color online) Fitting parameters (symbols) in Eq.
(17) as a function of 𝜇 =

√
2𝜅 for the V-V case. The curves are

the fitting functions given by Eqs. (18) for 𝜂𝑖(𝜇) (𝑖 = 1− 4),
in three different regions: 0 < 𝜇 < 0.5, 0.5 < 𝜇 < 1 and
1 < 𝜇. The inset shows a magnification of the results for 𝜂4
at large 𝜇.

fitted as

𝜂1(𝜇) = 𝑒𝐵1(𝜇
𝐶1+𝐴1), (18a)

𝜂2(𝜇) = 𝑒𝐵2(𝜇
𝐶2+𝐴2), (18b)

𝜂3(𝜇) = 𝐴3 +𝐵3𝑒
𝐶3𝜇 (18c)

and

𝜂4(𝜇) = 𝐴4 +𝐵4𝜇
𝐶4 , (18d)

with different parameters 𝐴𝑖, 𝐵𝑖 and 𝐶𝑖 for each range
listed in Table II. These fitting functions for 𝜂𝑖(𝜇) are
shown as solid curves in Fig. 4. Notice that the pa-
rameter 𝜂4 must satisfy the condition 𝜂4 ≤ √

𝜇 (≥ √
𝜇)

in the type-I (type-II) case, otherwise the difference be-
tween the exponential terms in Eq. (17) would exhibit a
sign change for small separations, leading to a spurious
repulsive (attractive) region in this case. In the type-II
case, this condition leads to 𝜂4(𝜇) ≈

√
𝜇 as the best value

for this fitting parameter.
It is important to point out that the results obtained

for 𝜂2 are not the same as the values of 𝑞 in Eq. (16) for
the power law at small separations, which, as mentioned
earlier, are between ≈ 2.7 and ≈ 2.8. This is reasonable,
because the exponential terms in Eq. (17) still play a
role in the small 𝑑 limit of this expression, thus, the pa-
rameter 𝜂2 must assume a value that is different from 𝑞
in order to compensate these terms. The values obtained
for 𝜂4, which is the parameter controlling the large 𝑑
range of Eq. (10), are also not the same as the values
obtained when one uses the asymptotics of each single

vortex to find the parameters 𝛾
(𝑖)
1 and 𝛾

(𝑖)
2 in Eq. (10).

Actually, for 𝜇 > 1, we found 𝜂4 ≈ √
𝜇, which is equiva-

lent as making 𝛾
(𝑖)
1 = 𝛾

(𝑖)
2 . As 𝜇 increases, the difference

between 𝛾
(𝑖)
1 and 𝛾

(𝑖)
2 is amplified7, leading to a higher

variance 𝜈 for large 𝜇, as shown in Table I. Even so, this
choice of 𝜂4 conveniently leads to a function which decays
exponentially for large separation 𝑑, as expected for V-V
interactions in bulk superconductors, and which exhibits
no sign change at small separations. Of course, the fitting
function Eq. (17) can be improved to provide a better
fitting of the large separation part and to reproduce a
perfect power law for small separations, but this would
require more fitting parameters and very complicated ex-
pressions. Equation (17) is simple and still accurate for
0 ≤ 𝜇 ≤ 2.5, as verified by the small variances 𝜈 < 10−6

in Table I and by the comparison with the numerical re-
sults in Fig. 3.

B. Vortex-giant vortex interaction

As observed in Fig. 1, the interaction force between
two vortices shows a maximum at some critical separa-
tion 𝑑𝑐 and decays to zero for both very large and very
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TABLE I: Fitting parameters 𝜂𝑖 and the estimated variance 𝜈 for Eq. (17) in the V-V case, for different values of 𝜇.

𝜇 𝜂1 𝜂2 𝜂3 𝜂4 𝜈(×10−8)
0.2 6.564×10−7 5.13×10−7 6.135 -83.611 1.42
0.3 1.522×10−5 7.268×10−6 5.213 -17.667 3.96
0.4 5.698×10−5 2.041×10−5 4.950 -8.014 5.06
0.5 1.284×10−4 3.911×10−5 4.796 -5.090 1.95
0.6 4.474×10−4 1.222×10−4 4.440 -1.538 0.448
0.7 1.62×10−3 3.968×10−4 4.046 0.237 0.239
0.8 4.12×10−3 9.326×10−4 3.760 0.766 0.215
0.9 8.46×10−3 1.79×10−3 3.544 0.943 0.116
1.1 1.546×10−2 3.88×10−3 3.489 1.049 0.139
1.2 2.068×10−2 5.37×10−3 3.443 1.095 0.98
1.3 2.67×10−2 7.31×10−3 3.410 1.140 3.16
1.4 3.369×10−2 9.78×10−3 3.382 1.183 7.24
1.5 4.175×10−2 1.286×10−2 3.358 1.225 13.8
1.6 5.094×10−2 1.664×10−2 3.338 1.265 23.6
1.7 6.136×10−2 2.121×10−2 3.320 1.304 36.8
1.8 7.308×10−2 2.667×10−2 3.306 1.342 53.9
1.9 8.618×10−2 3.311×10−2 3.294 1.378 75.3
2.0 0.1008 4.066×10−2 3.283 1.414 101.1
2.1 0.1169 4.94×10−2 3.275 1.449 131.6
2.2 0.1347 5.945×10−2 3.268 1.483 166.7
2.3 0.1542 7.093×10−2 3.262 1.517 206.6
2.4 0.1756 8.396×10−2 3.258 1.549 251.1
2.5 0.199 9.866×10−2 3.254 1.581 286.2

TABLE II: Fitting parameters in Eqs. (18 a-d) for the V-V
case, for three different ranges of 𝜇.

Parameter 𝜇 < 0.5 0.5 < 𝜇 < 1 𝜇 > 1
𝐴1 5.977 -0.5420 -0.9404
𝐵1 -1.092 -9.041 -74.584
𝐶1 -1.191 -0.6323 -4.221×10−2

𝐴2 13.845 7.935 ×10−2 -0.9843
𝐵2 -0.6218 -5.359 -379.321
𝐶2 -1.373 -0.9084 -1.057×10−2

𝐴3 4.79 2.756 3.234
𝐵3 12.542 7.587 1.849
𝐶3 -11.183 -2.523 -1.804
𝐴4 -3.677 1.215 0
𝐵4 -8.663×10−2 -0.1229 1
𝐶4 -4.244 -6.022 0.5

small separations. The former is reasonable, since the in-
teraction between vortices is expected to weaken as they
are placed further from each other. The latter is due to
the formation of a giant vortex state: when two vortices
of winding numbers e.g. 𝑛1 = 1 and 𝑛2 = 1 are put close
to each other, they coalesce, forming a 𝑛 = 𝑛1 + 𝑛2 = 2
giant vortex.2–5 In the absence of lateral confinement, a
giant vortex is a stable (unstable) state in type-I (type-
II) systems and can interact as such with other vortices,
and this motivated us to investigate the interaction force
between a vortex and a giant vortex.

The V-GV interaction force is shown in Fig. 5 as a
function of the distance between them, for several val-

ues of 𝜇 in the type-II (a) and type-I (b) regimes. The
behavior of the curves is quite similar to those in Fig.
1 for the V-V case, but with different amplitudes and
critical separations. The critical separation 𝑑𝑐, beyond
which the vortices start to coalesce, obtained numeri-
cally for the V-GV interaction is shown as a function of
the GL parameter 𝜇 in Fig. 5 (c), along with its fitting
function 𝑑𝑐 = 25.043(1 + 6.632𝜇)−0.8862 (with estimated
variance 𝜈 ≈ 2%). Notice that the critical separation for
the V-GV interaction is always larger than the one for
the V-V case, because the giant vortex has a larger core
in comparison to a 𝑛 = 1 vortex. Nevertheless, the fit-
ting function shows that the smallest critical separation
for the V-GV interaction force, which would be obtained
in an extreme type-II regime, is also 𝑑𝑐(𝜇 → ∞) = 0,
as in the V-V case. The behavior of the extremum of
the force peak Ω𝑚𝑎𝑥 as a function of 𝜇, shown as open
triangles in Fig. 5(c), is similar to that found for the V-
V case, with the amplitude approaching zero for 𝜇 → 0
and 𝜇→ 1, and increasing monotonically for 𝜇 increasing
above 1. The extremum of the force peak can be fitted
to Ω𝑚𝑎𝑥 = 0.1709𝜇(𝜇 − 1)/(1 + 1.854𝜇)0.6087, which is
shown by the solid curve in Fig. 5(c).

In Sec. II, we analytically found that Eq. (10) remains
valid for the asymptotic V-GV interactions, simply by
choosing 𝑛1 = 1, 𝑛2 = 2 and changing the parameters

𝛾
(𝑖)
1 and 𝛾

(𝑖)
2 accordingly. Moreover, our results show

that the force in the small separation limit in this case
can still be well described by a power function of the
separation 𝑑. The fitting of the force for the small and
large separation limits, given by Eqs. (15, 16), are shown
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FIG. 5: (Color online) Numerically obtained V-GV interac-
tion force Ω as a function of the separation 𝑑 between a vortex
and a double-quantized vortex, for several values of 𝜇 =

√
2𝜅

in the (a) type-II and (b) type-I regimes. (c) Critical separa-
tion 𝑑𝑐 (open squares, right scale) and extremum Ω𝑚𝑎𝑥 (open
triangles, left scale), which correspond respectively to the po-
sition and amplitude of the peak in the force, as a function of
the GL parameter. The fitting functions for 𝑑𝑐 and Ω𝑚𝑎𝑥 are
plotted by the solid curves.

in Fig. 6 for the V-GV interaction, agreeing well with the
numerical results. This suggests that the fitting function
given by Eq. (17) can not only be used for the V-V, but
also for the V-GV interaction force.
The four fitting parameters 𝜂𝑖 (𝑖 = 1 - 4) found for

each value of 𝜇 in the V-GV case are shown in Table III,
for 𝜇 from 0.2 to 2.5. As in the V-V case, the estimated
variance 𝜈 increases for 𝜇 > 1, hence the offered function
is expected to fail in the extreme type-II case. As an
example, the V-GV interaction force for 𝜇 = 1.7 and
0.6 is shown in Fig. 7 as a function of the vortex-giant
vortex separation 𝑑, along with the fitting curves given
by Eq. (17) with the corresponding parameters in Table
III. Although the estimated variances for these cases are
smaller than 10−5, it can be seen in the log-plot in Fig.
7(b) and (c) that for small separation the fitting function
is less accurate as compared to the V-V case shown in Fig.
3, where the variances are lower than 10−7. Nevertheless,
in the low 𝑑 region the force is small and consequently
the deviation in the force will also be small.
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FIG. 6: (Color online) Comparison between the V-GV inter-
action force as a function of the separation 𝑑, obtained by the
numerical method (symbols) and by the asymptotic expres-
sions (curves) from Eqs. (15, 16), for 𝜇 = 1.7 (a) and 𝜇 = 0.6
(b). The forces are plotted on a 𝑙𝑜𝑔10 scale and the values of
the fitting parameters 𝑝, 𝑞, 𝛾 and 𝛿 are given in each panel.

The dependence of the fitting parameters on 𝜇 is shown
in Fig. 8 (squares) for the case of a 𝑛1 = 1 and 𝑛2 = 2
V-GV interaction, where the fitting to the data is also
shown (curves). Once more, the three different behaviors
of 𝜂𝑖 as a function of 𝜇 are observed, with data fitted with
different parameters 𝐴𝑖, 𝐵𝑖 and 𝐶𝑖, using Eqs. (18a-d).
The reason for the existence of three identifiable behav-
iors of the parameters 𝜂𝑖 as a function of 𝜇 is the same as
in the V-V case. Moreover, for 𝜇 > 1 (type-II regime),
we found 𝜂4(𝜇) ≈

√
𝜇, similar to the V-V case. The pa-

rameters 𝐴𝑖, 𝐵𝑖 and 𝐶𝑖 for the V-GV case, for each range
of 𝜇, are given in Table IV.

C. The three vortex problem

Up to now, we considered only the two-body interac-
tion of vortices. In the study of the dynamics of many
vortices, one generally considers the sum of pairwise in-
teractions. In this sense, the force acting on vortex 𝑖 in
a system with many vortices forming a certain configu-
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TABLE III: Fitting parameters 𝜂𝑖 and estimated variance 𝜈 for Eq. (17) in the V-GV case (𝑛1 = 1 and 𝑛2 = 2), for 𝜇 between
0.2 and 2.5.

𝜇 𝜂1 𝜂2 𝜂3 𝜂4 𝜈(×10−8)
0.2 1.495×10−9 6.073×10−10 8.440 -443.65 1.72
0.3 2.347×10−7 4.944×10−8 6.929 -58.765 16.2
0.4 1.165×10−6 1.69×10−7 6.679 -24.312 33.7
0.5 2.302×10−6 2.823×10−7 6.628 -19.433 22.6
0.6 1.083×10−5 1.230×10−6 6.199 -8.372 8.6
0.7 6.775×10−5 6.892×10−6 5.681 -1.661 2.6
0.8 3.681×10−4 3.283×10−5 5.173 0.446 0.91
0.9 1.54×10−3 1.196×10−4 4.706 0.942 0.41
1.1 3.81×10−3 3.847×10−4 4.539 1.049 0.69
1.2 5.98×10−3 6.366×10−4 4.423 1.095 6.0
1.3 8.78×10−3 1.01×10−3 4.330 1.140 21.7
1.4 1.237×10−2 1.55×10−3 4.248 1.183 54.0
1.5 1.684×10−2 2.3×10−3 4.175 1.225 108.8
1.6 2.177×10−2 3.27×10−3 4.148 1.265 196.0
1.7 2.813×10−2 4.57×10−3 4.095 1.304 315.8
1.8 3.561×10−2 6.22×10−3 4.048 1.342 474.8
1.9 4.428×10−2 8.28×10−3 4.008 1.378 676.0
2.0 5.421×10−2 1.08×10−2 3.973 1.414 676.0
2.1 6.549×10−2 1.384×10−2 3.942 1.449 1218
2.2 7.818×10−2 1.747×10−2 3.916 1.483 1564
2.3 9.236×10−2 2.174×10−2 3.894 1.517 1962
2.4 0.1081 2.671×10−2 3.876 1.549 2410
2.5 0.1255 3.245×10−2 3.861 1.581 2911

ration is given by30,31

Ω⃗𝑖 =
∑
𝑗 ∕=𝑖

Ω (∣𝑟𝑖 − 𝑟𝑗 ∣) 𝑟𝑖,𝑗 (19)

where 𝑟𝑖 is the position of the vortex 𝑖 and 𝑟𝑖,𝑗 =
(𝑟𝑖 − 𝑟𝑗) /∣𝑟𝑖 − 𝑟𝑗 ∣. In such a model, the V-V interaction
force is derived from the interaction potential between a
pair of vortices, and is usually taken as Ω(∣𝑟𝑖 − 𝑟𝑗 ∣) =
𝑓0𝐾1 (∣𝑟𝑖 − 𝑟𝑗 ∣/𝜆), where 𝑓0 is a constant. As mentioned
in Sec. IV A, this corresponds to the extreme type-II sit-
uation (𝜇≫ 1). For intermediate values of 𝜇, one should
consider both Bessel functions in Eq. (10), which is not

TABLE IV: Fitting parameters in Eqs. (18a-d) for the V-GV
case (𝑛1 = 1 and 𝑛2 = 2), for three different ranges of 𝜇.

Parameter 𝜇 < 0.5 0.5 < 𝜇 < 1 𝜇 > 1
𝐴1 61.948 -0.9926 -0.5785
𝐵1 -0.1937 -693.484 -14.199
𝐶1 -2.350 -1.779×10−2 -0.3514
𝐴2 101.28 -0.6458 -0.5461
𝐵2 -0.1417 -22.365 -18.823
𝐶2 -2.374 -0.4566 -0.3461
𝐴3 6.631 -15.424 3.761
𝐵3 67.184 24.938 3.748
𝐶3 -18.061 -0.2385 -1.442
𝐴4 -19.425 2.654 0
𝐵4 -2.396×10−2 -0.7764 1
𝐶4 -6.075 -5.113 0.5

convenient since, as mentioned in Sec. II, this expres-
sion diverges for small V-V separation and does not take
into account neither the vortex core deformations, nor
the formation of giant vortices. Hence, using Eq. (17)
for the vortex pair interaction force, with the parame-
ters given by Table I or by Eqs. (18a-d), would be an
easy way to take these features into account and avoid
the small separation divergence. Although this solves the
problem in the standard simulations of vortex dynamics,
which involves only pairwise interactions, here we will
show when such an approach breaks down and take the
interaction between three vortices placed in the vertices
of an equilateral triangle as an example.

Let us consider three vortices placed in the positions
𝑟1 = (−𝑑/2,−

√
3𝑑/4), 𝑟2 = (𝑑/2,−

√
3𝑑/4) and 𝑟3 =

(0,
√
3𝑑/4), forming a triangle of side 𝑑. The three vortex

ansatz is Ψ = 𝑒𝑖𝑛1𝜃1𝑒𝑖𝑛2𝜃2𝑒𝑖𝑛3𝜃3𝑓(𝑥, 𝑦), where we control
the vorticity 𝑛1, 𝑛2 and 𝑛3 of each vortex. For the present
example, we consider three singly quantized vortices 𝑛1 =
𝑛2 = 𝑛3 = 1. Following the procedure described in Sec.
III, we obtain the Euler-Lagrange equations for the three
vortex problem, where the first equation is similar to Eq.
(13a), but 𝑋 and 𝑌 contains three terms

𝑋 =
𝑥1
𝑟21

+
𝑥2
𝑟22

+
𝑥3
𝑟23
, 𝑌 =

𝑦1
𝑟21

+
𝑦2
𝑟22

+
𝑦3
𝑟23
,

and the second equation is

−→∇ ×−→∇ ×−→
𝐴 +

[
−→
𝐴 − 1

𝑟1
𝜃1 −

1

𝑟2
𝜃2 −

1

𝑟3
𝜃3

]
𝑓2 = 0. (20)
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Similarly to the case of V-V and V-GV interactions,
we solved the Euler-Lagrange equations for three vortices
numerically, by means of a finite-difference scheme and a
relaxation method. The results obtained for the interac-
tion energy as a function of the V-V distance, or equiv-
alently, the side 𝑑 of the triangle, are shown as dashed
curves in Fig. 9 for two values of the GL parameter, 𝜇 =
0.8 (type-I) and 1.7 (type-II). As we consider the same
distance 𝑑 between each pair of vortices forming the tri-
angle, the standard procedure for the many-vortex prob-
lem, which considers only pair interactions, predicts an
interaction energy 𝐸𝑖𝑛𝑡(𝑑) = 3𝐸𝑝𝑎𝑖𝑟

𝑖𝑛𝑡 (𝑑), where 𝐸𝑝𝑎𝑖𝑟
𝑖𝑛𝑡 (𝑑)

is the interaction energy for each V-V pair. This energy
is shown by the solid curves in Fig. 9, where good agree-
ment with the results obtained from the three vortex
ansatz is observed only for larger separations 𝑑, whereas
for smaller separations the energies predicted by the pair
interaction model are clearly overestimated. This result
is a manifestation of the importance of the vortex de-
formations for small V-V separation: the pairs interac-
tion model simply does not account for giant vortex de-
formations with three vortices. As a consequence, this
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FIG. 7: (Color online) (a) Comparison between the V-GV
interaction force as a function of the separation 𝑑 obtained by
the numerical method (symbols) and by the fitting function
(curves) given by Eq. (17). The solid (dashed) curves and the
open triangles (squares) are the data for 𝜇 = 0.6 (1.7). The
results for each 𝜇 are also plotted separately on a log-scale:
(b) 𝜇 = 1.7; (c) 𝜇 = 0.6.

model overestimates the energy. This is illustrated in
Fig. 10, where the amplitude of the order parameter
for the two (a, c) and three (b, d) interacting vortices
is shown for 𝜇 = 0.8 (left panels) and 1.7 (right pan-
els) at V-V separations 𝑑 = 3.2𝜆 and 1.8𝜆, respectively.
In the case of three vortices, we observe that each vor-
tex is deformed towards the center of the vortex cluster.
Such a deformation, which is found as the lowest energy
state of the three vortex system, cannot be obtained by
a model consisting only of interactions between pairs of
vortices. Nonetheless, in the extreme type-II cases stud-
ied in the literature30,31, the critical V-V separation 𝑑𝑐
where the vortices start to coalesce approaches zero (as
demonstrated in the previous subsection) and the agree-
ment between the results obtained by the pairwise model
and by the three vortex ansatz is expected to improve at
even smaller separations.

In the many-vortex problem, the vortices can approach
each other in a combinatorially large number of ways,
and the study of three vortices in a triangular geometry
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FIG. 8: (Color online) The fitting coefficients
𝜂𝑖=1−4(symbols) in Eq. (17) as a function of 𝜇 =

√
2𝜅

for the V-GV case. The curves present the 𝜂𝑖(𝜇) fittings
given by Eqs. (18a-d) for three different ranges, defined in
the text as range 1 (0 < 𝜇 < 0.5), range 2 (0.5 < 𝜇 < 1) and
range 3 (1 < 𝜇).
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FIG. 9: (Color online) Interaction energy for three vortices
placed in the vertices of an equilateral triangle as a function
of its side 𝑑, obtained by the three vortices ansatz (dashed)
and by considering only interaction between pairs (solid), i.e.
𝐸𝑖𝑛𝑡(𝑑) = 3𝐸𝑝𝑎𝑖𝑟

𝑖𝑛𝑡 (𝑑), for 𝜇 = 0.8 and 1.7.

presented in this subsection is a very specific case. Nev-
ertheless, this example illustrates in a simple way that,
apart from the extreme type-II case, an exact description
of the many-vortex dynamics is a very difficult task. The
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FIG. 10: (Color online) Amplitude of the order parameter for
the cases indicated in Fig. 9, namely, for 𝜇 = 0.8 (1.7) and
𝑑 = 3.2𝜆 (1.8𝜆), obtained for the two (a, c) and three (b, d)
interacting vortices.

pair potential, even when taking V-V deformations into
account, still provides only an approximate description
of the problem, as the deformations due to the presence
of all the other vortices are not included in the model.
In this sense, the expressions proposed in the present
work for the V-V and V-GV interaction forces provide an
important improvement on the well-known expressions
Ω(∣𝑟𝑖− 𝑟𝑗 ∣) = 𝑓0𝐾1 (∣𝑟𝑖 − 𝑟𝑗 ∣/𝜆) and Eq. (10), by includ-
ing the deformations and the merger of vortices, but a
molecular dynamics study of many vortices using these
expressions is still not an ideal description of a system
with comparable length scales 𝜉 and 𝜆.

D. Vortex-antivortex interaction

In the previous subsections, we showed that when two
vortices or a vortex and a giant vortex are brought close
to each other, they merge forming a single giant vortex
state with vorticity 𝑛 = 𝑛1+𝑛2, and in the limit of small
separation the V-V or V-GV forces are very weak. Con-
versely, as discussed in Sec. II, a vortex and an antivortex
attract and annihilate, both in type-I and type-II super-
conductors. In what follows, the behavior of the force for
the vortex-antivortex (V-AV) interaction as a function of
the V-AV separation is studied in greater detail.

Indeed, the V-AV interaction is quite different from the
interaction observed in the V-V and V-GV cases studied
in previous subsections. The V-AV interaction energy (a)
and force (b) are shown in Fig. 11, for two values of the
GL parameter, 𝜇 = 0.6 (triangles) and 1.7 (squares). As
discussed previously in Sec. II, the V-AV interaction is
always attractive, for any value of 𝜇. However, at some
critical V-AV separation 𝑑𝐸 , the solution with well de-
fined super-currents around each vortex and antivortex
ceases to be the lowest energy state of the system. A so-
lution with lower energy exhibits a strong suppression of
the amplitude of the order parameter and super-current
in the region between the vortex and the antivortex, and
represents the ground state for small V-AV distances. A
hysteresis is observed in the vicinity of the critical sep-
aration 𝑑𝐸 , as shown in Fig. 11(a). These results re-
semble those obtained by Priour and Fertig32 in the case
of a vortex placed close to an artificial defect. A sup-
pressed amplitude of the order parameter is also observed
by Sardella et al.33 in the dynamics of V-AV annihila-
tion in a square mesoscopic superconducting cylinder, for
small V-AV separation. The absolute value of the force
is shown in Fig. 11(b) on 𝑙𝑜𝑔10 scale, where two different
behaviors, for separations 𝑑 smaller and larger than 𝑑𝐸 ,
are clearly observed.

The dependence of the numerically obtained critical
separation 𝑑𝐸 for the V-AV interaction on the GL pa-
rameter 𝜇 is illustrated as the squares in Fig. 11(c),
and can be fitted to a function similar to the one used
for the critical separations in the V-V and V-GV cases,
given by 𝑑𝐸 = 0.337 + 31.249(1 + 10.264𝜇)−0.6855 (with
estimated variance 𝜈 ≈ 0.4%), which is shown as a



13

0.5
1.0
1.5
2.0
2.5
3.0
3.5

0 2 4 6 8 10 12 14
10-4

10-3

10-2

10-1

100

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
4
8

12
16
20
24

 

 
E in

t (E
0)

(a)

| 
 | 

(
)

 d ( )
 

 

(b)

 
 

d 
(

)

(c)

FIG. 11: (Color online) V-AV interaction (a) energy and (b)
force (absolute value) as a function of the separation 𝑑, for
𝜇 = 0.6 (triangles) and 1.7 (squares). The full (open) symbols
are the results obtained in the numerical relaxation procedure
by gradually increasing (decreasing) 𝑑 from 0 to 15 𝜆 (from 15
𝜆 to 0). A hysteresis is observed around a critical separation
𝑑𝐸 , as indicated by the arrows, and the solution represented
by open symbols is stable only for 𝑑 > 𝑑𝐴. (c) Numerically
obtained critical separations 𝑑𝐸 (squares) and 𝑑𝐴 (triangles)
as a function of the GL parameter 𝜇, along with their fitting
functions (curve).

solid curve in Fig. 10(c). The difference is that the
𝜇 → ∞ limit is now finite, while previously it was zero.
Although the solution with well defined super-currents
around each vortex and antivortex is not the lowest en-
ergy state for 𝑑 < 𝑑𝐸 , it is still a stable state in the
vicinity of this point, and becomes unstable only for
𝑑 < 𝑑𝐴. The dependence of 𝑑𝐴 on the GL parameter
𝜇 is shown by the triangles in Fig. 11(c) and can be
fitted by 𝑑𝐴 = 0.337 + 12.222(1 + 2.461𝜇)−0.7931 (with
estimated variance 𝜈 ≈ 0.6%).

Figure 12 shows the distribution of the super-current

𝐽 = ∇⃗×∇⃗×�⃗� and the amplitude of the order parameter
along the direction of the V-AV approach (𝑦 = 0 axis)
for different values of the V-AV separation. The criti-
cal separations for 𝜇 = 0.6 and 1.7 are 𝑑𝐸 = 8.6𝜆 and

4.5𝜆, respectively, and the values of V-AV separation in
Fig. 12 are chosen as 𝑑 = 9.2𝜆 > 𝑑𝐸 for 𝜇 = 0.6 and
5.2𝜆 > 𝑑𝐸 for 𝜇 = 1.7. Notice that for each of these
separations, we can find two solutions with different en-
ergies. The black (gray) curves in Fig. 12 are related to
the open (full) symbols in Fig. 11(b). When the V-AV
separation is large, the currents around the vortex and
the antivortex present well defined peaks at some dis-
tance which depends on 𝜇. As the vortex and antivortex
are placed closer, their super-currents superimpose in the
region between them, as observed in the black curves in
Fig. 12 (top). The black curves in Fig. 12 (bottom)
show that the amplitude of the order parameter in these
solutions has zeros at each vortex and antivortex posi-
tion and reaches ≈ 1 in the region between them. In the
vicinity of 𝑑𝐸 , for V-AV separation 𝑑 > 𝑑𝐸 , there is a
higher energy state (see full gray symbols in Fig 11(a))
with strongly suppressed super-current and amplitude of
the order parameter in the region between the vortex and
antivortex, which is shown by the gray curves in Fig. 12.
For 𝑑 < 𝑑𝐸 , the solution represented by black lines in
Fig. 12 is no longer the lowest energy state, as shown in
Fig. 11(a), and becomes unstable as the V-AV separation
is reduced at 𝑑 < 𝑑𝐴, while the solution with suppressed
current and order parameter between the vortex and an-
tivortex, shown by the gray curves, becomes the lowest
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FIG. 12: Super-current (top) and amplitude of the order pa-
rameter (bottom) along the direction of the V-AV approach
𝑥, for the V-AV separations indicated by arrows in Fig. 10
(b), namely, 𝑑 = 9.2𝜆 (5.2 𝜆), for 𝜇 = 0.6 (1.7). Black (gray)
curves refer to the states represented by open (full) symbols
in Fig. 11 (b).
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TABLE V: Fitting parameters Δ𝑖 and estimated variance 𝜈
for Eq. (21) in the V-AV case (𝑛1 = 1 and 𝑛2 = −1), for
𝑑 > 𝑑𝐸 .

𝜇 Δ1 Δ2 𝜈(×10−9)
0.3 156.948 0.4203 0.918
0.4 67.315 0.7419 0.10
0.5 31.064 1.173 0.098
0.6 19.070 1.719 0.18
0.7 14.401 2.340 0.342
0.8 11.990 2.925 0.56
0.9 6.499 5.060 3.06
1.0 6.357 6.357 5.01
1.1 5.320 9.170 5.0
1.2 4.159 14.269 1.21
1.3 4.254 16.759 1.21
1.4 4.125 20.640 1.10
1.5 4.039 23.58 0.75
1.6 3.775 33.662 1.20
1.7 3.632 43.173 1.40
1.8 3.542 51.251 1.03
1.9 3.422 66.755 1.23
2.0 3.315 87.448 1.38
2.1 3.226 113.229 1.54
2.2 3.162 138.472 1.25
2.3 3.101 170.634 1.08
2.4 3.037 220.086 1.13
2.5 2.983 277.742 1.08

energy state for 𝑑 < 𝑑𝐸 and the only stable solution for
𝑑 < 𝑑𝐴.

The suppressed order parameter in the region between
vortices observed in the only stable solution for 𝑑 < 𝑑𝐴
suggests that a vortex and an antivortex cannot coexist
at these distances, unless somehow pinned, in which case
this string solution is formed. This is reasonable, since at
short distances the fields of the vortex and the antivortex
compensate each other, and the flux quantization as an
essential property of a(n) (anti)vortex is lost. Notice that
this is different from the case of two merging vortices,
which can coexist at short distances, deform and interact
as described in previous sections, since the flux quantiza-
tion of the V-V pair is preserved even at small V-V sepa-
rations. The string formation goes beyond simulations of
V-AV dynamics, since in this case the vortex-antivortex
pair is no longer well defined by their surrounding super-
current and order parameter. For molecular dynamics
studies of the V-AV motion, one should consider the crit-
ical separation 𝑑𝐴 as the separation where the V-AV pair
annihilates (see, e.g. Ref.34).

Due to the peculiar behavior found for the V-AV force
as a function of the separation 𝑑, which is discontinuous
at 𝑑𝐸 , it is not possible to find a single fitting function
describing the force for both the 𝑑 > 𝑑𝐸 and 𝑑 < 𝑑𝐸
regimes, as we were able to do for the V-V and V-GV
forces. On the other hand, as discussed in the previous
section, the V-AV interaction force at large distances 𝑑
can be described by a combination of Bessel functions,
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FIG. 13: (Color online) Fitting functions (curves) for the pa-
rameters Δ1 and Δ2 in Eq. (21), for the V-AV interaction
force at 𝑑 > 𝑑𝐸 , as a function of the GL parameter 𝜇 =

√
2𝜅.

The data from Table V are shown as symbols for comparison.

given by Eq. (10), which can be rewritten as

Ω(𝑑) = −Δ1𝐾1(𝑑)−Δ2𝐾1(𝜇𝑑), (21)

where Δ1 and Δ2 are fitting parameters. We have fit-
ted our numerically obtained V-AV interaction force for
𝑑 > 𝑑𝐸 using Eq. (21), and a list of fitting parameters
for the GL parameter 𝜇 ranging from 0.3 to 2.5 is given
in Table V. A list of such fitting parameters can also
be found in Ref.7, where the relation between our fit-
ting parameters and the parameters 𝑞 and 𝑚 of the cited
work is Δ1 = 𝑚2/2𝜋2 and Δ2 = 𝜇𝑞2/2𝜋2. Following the
same procedure of previous subsections, we propose fit-
ting functions for these parameters as a function of the
GL parameter 𝜇,

Δ1(𝜇) = 2.879 + 3.415𝜇−3.166 (22a)

and

Δ2(𝜇) = 𝜇(−0.2258 + 1.044𝑒1.866𝜇), (22b)

which are plotted as solid lines in Fig. 13 along with the
data of Table V (symbols).

Notice that for the V-AV interaction, we did not find
different behaviors in different ranges of 𝜇, as observed
for the V-V and V-GV cases, since the V-AV interac-
tion is always attractive and becomes only stronger as
𝜇 increases from zero, instead of exhibiting zero force at
𝜇 = 1 and becoming repulsive for 𝜇 > 1, as observed
for V-V and V-GV interactions. Therefore, substituting
Eqs. (22) into Eq. (21) yields a single expression

Ω(𝑑) = −(2.879 + 3.415𝜇−3.166)𝐾1(𝑑)

+(0.2258− 1.044𝑒1.866𝜇)𝜇𝐾1(𝜇𝑑), (23)
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which is expected to provide an accurate description of
the V-AV interaction force, at separations 𝑑 > 𝑑𝐸 , for
any value of 𝜇.

V. CONCLUSIONS

We presented a theoretical study of the interaction
between vortices in bulk superconductors within the
Ginzburg-Landau theory. An analytical study of the
asymptotic behavior of the vortex-vortex interaction
shows that a combination of first order modified Bessel
functions of the second kind describes the behavior of the
numerically obtained forces for large vortex-vortex sep-
aration. At small distances, the fitting curves for V-V
and V-GV interactions show that the force in this region
behaves as a power function of the separation between
vortices. We proposed a fitting function that combines
both limiting behaviors, namely, the power law for small
distances and the modified Bessel function behavior for
large distances. This function, given by Eq. (17), gives
fairly accurate fitting of the interaction force for any value
of 𝜇, even in the type-I regime. It depends on four fit-
ting parameters, which can be obtained for any value of
𝜇 either by interpolating our data presented in Table I
(Table III), for vortex-vortex (vortex-giant vortex) inter-
actions, or by using Eqs. (18 a-d) with the parameters
presented in Table II (Table IV).
Our analytical study of the V-AV interaction shows

that the V-AV interaction force is attractive for any value
of the GL parameter 𝜇, which is confirmed by our nu-
merical results and contradicts the conjecture proposed
in previous works17–19 which implies that the V-AV in-
teraction force is repulsive for 𝜇 < 1 (type-I). For large
V-AV separation 𝑑, the interaction force decays with 𝑑 as
a combination of modified Bessel functions. However, for
𝑑 smaller than a critical separation 𝑑𝐸 , the conventional
V-AV pair is no longer the lowest energy state. Instead,
the lowest energy state exhibits a strong suppression of

the super-current and amplitude of the order parameter
in the region between the vortex and antivortex, which
results in a different behavior of the force as a function of
𝑑 in this case and, as a consequence, the V-AV interaction
force is discontinuous at 𝑑𝐸 . Furthermore, the conven-
tional V-AV pair becomes unstable for 𝑑 lower than the
separation 𝑑𝐴, which is interpreted as the V-AV annihi-
lation point. We fitted the interaction force for V-AV
separations 𝑑 > 𝑑𝐸 by Eq. (21) and proposed an ap-
proximate analytical expression for the V-AV interaction
force at these separations, given by Eq. (23), which is
valid for any value of 𝜇.

The fitting functions for the V-V, V-GV and V-AV
force given in this work will be useful, for instance, for the
study of bulk and mesoscopic systems consisting of many
vortices using molecular dynamics techniques. We nev-
ertheless remark that, although deformations are taken
into account in the interaction force between two vortices
in this work, the deformations in a many vortices system
are expected to be more complex. Hence, the molecular
dynamics study of many vortices, even with the improved
expressions for the interaction force provided in this pa-
per, is still an approximate description of the system. As
a method, the derivation and handling of the differen-
tial equations describing the interaction between vortices
presented in this work can be further adapted to describe
such interactions in e. g. two-band superconductors, or
hybrid systems comprising different superconducting ma-
terials.
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Aharonov-Bohm oscillations in the energy spectra of graphene quantum rings
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The magnetic field dependence of the energy spectrum of graphene quantum rings is theoretically
investigated. Energy levels of zigzag and armchair hexagonal quantum rings, as well as circular
rings, are obtained by diagonalizing the tight-binding Hamiltonian. Due to the ring confinement, a
gap is opened in the graphene spectrum at zero magnetic field and Aharonov-Bohm oscillations in
the energy levels are observed as function of the flux penetrating the ring. Our results show that the
energy spectra for each ring geometry and edge type exhibit qualitatively different features. The
results obtained from the tight-binging model are compared with those obtained from the Dirac
model of graphene, where we discuss which features of the former can be recovered by using the
approximations imposed by the latter.
KEYWORDS: graphene, tight-binding model, Dirac Hamiltonian, quantum ring, Aharonov-Bohm
effect

I. INTRODUCTION

Graphene, a two-dimensional lattice of carbon atoms,
has been widely studied during the past few years. This
interest is not only due to its possible future technological
applications, but also because it provides the possibility
to probe interesting phenomena predicted by quantum
field theories. Several of the exotic properties originate
from the fact that the low energy electrons in graphene
obey the zero mass Dirac equation.

Previous works have demonstrated interesting features
coming from ring-like confinement in graphene. Recher
et al.12 have shown that the combined effects of a ring
shaped mass-related potential and an external magnetic
field can be used to break the valley degeneracy in
graphene.

In this paper, we calculate the energy spectrum of
graphene quantum rings with different geometries and
different type of edges. The results present in this work,
.... The Dirac approximation for graphene is meant to be
valid for infinite graphene sheets. In finite samples, con-
sidering the appropriate boundary conditions, one might
expect to obtain the correct energy spectrum. Even so,
the results from tight-binding calculations for quantum
rings presented here show that the edge structures play
an important role in these systems,

II. TIGHT-BINDING MODEL

Graphene consists of a honeycomb lattice of carbon
atoms, which can be described by the Hamiltonian

HTB =
∑

i

(εi + Mi)c
†
i ci +

∑

<i,j>

(
τijc

†
i cj + τ∗ijcic

†
j

)
, (1)

where ci(c
†
i ) annihilates (creates) an electron in the site

i, with on-site energy εi, and the sum is taken only
between nearest neighbors sites i and j, with hopping

R
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E

NI

(a)

(b)

(c)

N
E
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FIG. 1: Sketch of the (a) Armchair and (b) zigzag hexagonal
rings, as well as the (c) circular ring, considered in this work.
The first two geometries are characterized by the number of
carbon rings NE in their outer (inner) edge, whereas the latter
is characterized by its width W and average radius R.

energy τij . Due to the effect of Klein tunnelling in
graphene, it is hard to confine electrons by applying an
external potential profile.16 On the other hand, a “site-
dependent” potential Mi, which is positive (negative) if
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i belongs to the lattice A (B),1 opens a gap in the en-
ergy spectrum of graphene. Due to this property, such
a potential is normally used to simulate confining struc-
tures in graphene, such as quantum dots11 and rings12,
within the Dirac model, where it appears as a mass-
related term. Recent papers have suggested a way to
obtain such a potential experimentally, namely, by de-
positing the graphene lattice over specific substrates.23,24
The effect of an external magnetic field can be intro-
duced in the TB model by including a phase in the
hopping parameters according to the Peierls substitu-
tion τij → τij exp

[
i e
~

∫ i

j
~A · d~l

]
, where ~A is the vector

potential describing the magnetic field.10 For a magnetic
field ~B = Bẑ, we conveniently choose the Landau gauge
~A = (0, Bx, 0), so that the Peierls phase becomes zero in
the y-direction and exp

[
i e
~

∫ i

j
~A · d~l

]
= exp

[
i 2πx

3a
Φ
Φ0

]
in

the x-direction, where a = 1.42 Å is the lattice parameter
of graphene, Φ0 = h/e is the magnetic quantum flux and
Φ = 3

√
3a2B/2 is the flux through a carbon hexagon.

After writing the Hamiltonian HTB in a matrix form, we
diagonalize it numerically, obtaining the energy spectrum
for the different ring geometries schematically shown in
Fig. 1: hexagonal rings, with (a) armchair and (b) zigzag
edges, and (c) circular rings, where each edge exhibits an
admixture of zigzag and armchair regions.

In Fig. 2, the energy spectra for hexagonal armchair
rings are shown as a function of the magnetic flux Φ.
These spectra exhibit crossings and anti-crossings. The
latter is a consequence of the hexagonal geometry of the
ring. In fact, previous works have shown that the energy
spectra of triangular and diamond-like graphene rings
exhibit three-fold and four-fold sub-bands, respectively,
separated by anti-crossings.9 Moreover, these spectra ex-
hibit a gap around E = 0 in the absence of a magnetic
field, but E = 0 states are found for specific values of
magnetic flux, which are almost equally spaced in flux
for the thinner ring in Fig. 2(a). This is reminiscent of
the energy spectrum for Schrödinger electrons confined in
quantum rings under perpendicular magnetic fields,2–4
where the energy oscillates periodically with the mag-
netic flux, due to the Aharonov-Bohm effect. A detailed
analysis of this feature will be made further, in the next
section. The qualitative features observed in Fig. 2(a),
including the gap around E = 0 in the absence of mag-
netic fields, are present for all ring widths. This is surpris-
ing, since in armchair nano-ribbons, the character of the
system oscillates between metallic and insulating as the
width changes.17 Although the armchair ring in Fig. 2(a)
is made just by connecting six armchair nano-ribbons,
the qualitative features of such ribbons are not directly
transferable to the quantum ring case, which suggests
that the ring geometry and the ribbons connections are
playing a major role in these systems.18 The influence of
increasing the ring width on the energy states is shown
in Fig. 2(b), where we observe that the gap between
sub-bands is larger, compared to the thinner case in Fig.
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FIG. 2: Energy spectrum as a function of the magnetic flux
through a single carbon comb for the armchair hexagonal
quantum rings schematically shown in Fig. 1(a), consider-
ing two ring widths: (a) NE = 15, NI = 10 and (b) NE = 15,
NI = 3. The spectrum is symmetric with respect to E = 0.

2(a), but decreases as the magnetic field is enhanced.
The energy spectra of zigzag hexagonal rings, on the

other hand, are strongly dependent on the ring width,
as shown in Fig. 3. Depending on the ring width, the
system can either exhibit two six-fold sub-bands sepa-
rated by a gap around E = 0, as shown in Fig. 3(a),
or a central six-fold sub-band around this energy, as in
Fig. 3(b). A structural difference determines the qual-
itative behavior of the spectrum: the (former) latter is
obtained when the external and internal zigzag edges of
the ring are (anti) aligned, as illustrated in the insets.
As a consequence, the lowest energy states in the two
cases shown are qualitative different; for instance, in the
first (second) case, the ground state is non (double) de-
generate. Thus, contrary to the nano-ribbon case, for
quantum rings it is the zigzag structure that exhibits an
oscillatory behavior as the width changes. This agrees
with the fact that the electronic properties of 120◦ junc-
tions of zigzag nano-ribbons exhibit oscillatory behavior
as the width changes, whereas such junctions made with
armchair nano-ribbons show no qualitative dependence
on the width,19 which supports the idea that the energy
spectra of hexagonal graphene rings are strongly depen-
dent on the electronic properties of their corner junctions.

The energy spectrum for the circular ring schemati-
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FIG. 3: Energy spectrum as a function of the magnetic flux
through a single carbon comb for the zigzag hexagonal quan-
tum rings schematically shown in Fig. 1(b), considering two
ring widths: (a) NE = 15, NI = 10 and (b) NE = 15, NI = 9.
In the (former) latter the inner and outer zigzag edges are
(anti-) aligned, as sketched in the insets. The spectrum is
symmetric with respect to E = 0.

cally illustrated in Fig. 1(c) is presented in Fig. 4(a)
as a function of the magnetic flux ΦR = πR2B thread-
ing the average ring radius R = 80 Å . As there is no
hexagonal symmetry, the energy sub-bands are no longer
six-folded, as those discussed in the previous cases, but
they are rather two-folded and exhibit AB oscillations
as the magnetic flux increases, which are not perfectly
periodic in ΦR due to the finite width W = 60 Å of
the system. In Fig. 4(b), we present results for a differ-
ent kind of circular quantum ring, suggested by previous
papers12,21,22 in the litterature: we consider the case of
an uncut graphene lattice, instead of the one cut into a
circle illustrated in Fig. 1(c), but with a site-dependent
potential Mi which is zero (M0) inside (outside) the ring
region. In order to avoid edge-related effects, we consider
a smooth transition between the zero and M0 potential
regions, so that Mi is given by

Mi(ri) = ±M0[2 + tanh
(
r+
i

)
+ tanh

(
r−i

)
] (2)

where r+
i = (ri − R − W/2)/S and r−i = (−ri + R −

W/2)/S, S is the width of the smooth region and ri =√
x2

i + y2
j is the position of the i-th site of the lattice.

The results for a potential height M0 = 1 eV and smooth

0.000

0.003

0.006

0.009

0.012

0 1 2 3 4 5

0.10

0.15

0.20

0.25

2 3 40.0030

0.0031

0.0032

 

 

 

 

E 
(e

V
)

(a)

 

 

E 
(e

V
)

R
(

0
)

(b)

FIG. 4: Energy spectrum as a function of the magnetic flux
through a single carbon comb for (a) the circular graphene
ring schematically shown in Fig. 1(c), and (b) a quantum
ring formed by a site-dependent potential given by Eq. (2),
with smoothness S = 10 Å and height M0 = 1 eV. In both
cases, the average radius of the ring is R = 80 Å and the
width is 60 Å . The spectrum is symmetric with respect to
E = 0.

region S = 10 Å are shown in Fig. 4(b), for a ring with
the same radius and width as in Fig. 4(a). The spectrum
in this case exhibits a ≈ 170 meV gap at zero magnetic
field and a degenerate ground state. As the magnetic
field increases, the ground state degeneracy is lifted and
clear AB oscillations are observed.

III. CONTINUUM MODEL

The energy spectrum of an infinite graphene sheet in
the absence of external potentials and magnetic field, as
obtained from the TB Hamiltonian (1), is gapless in six
points of the reciprocal space, from which only two are
inequivalent, labelled as K and K ′.14,15 In the vicinity of
each of these points, the energy depends almost linearly
on the wave vector ~k and the electron behaves as a quasi-
particle described by the Dirac Hamiltonian

HD =
[
vF~σ · (~p + e ~A) + V (~r)I + τM(~r)σz

]
, (3)

where vF = 3τa0/2~ is the Fermi velocity, ~A is the
electromagnetic vector potential, V (x, y) is an external
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potential, I is the identity matrix, ~σ = (σx, σy) is the
Pauli vector and the wavefunctions are pseudo-spinors
Ψ = [ΨA, ΨB ]T , with ΨA(B) as the probability of finding
the electron in the sub-lattice A(B) that composes the
honeycomb lattice of graphene. As mentioned earlier, the
site-dependent potential Mi in the TB Hamiltonian (1)
is introduced in the Dirac Hamiltonian as a mass-related
potential M(~r), which is multiplied by a factor τ = 1
(-1) for the K (K ′) Dirac cone in Eq. (3). Considering
the mass as zero (infinity) inside (outside) of the confine-
ment region yields the condition ΨB(~r)/ΨA(~r) = τeφ at
the boundary between the zero and infinity mass regions,
where φ is the angular coordinate.13

Let us first consider a simplified model of a circular
graphene ring. Around the K point (τ = 1),26 the Hamil-
tonian (3) in polar coordinates reads

HD = ~vF




M
~vF

−i
(
Π∗r + πrB

Φ0

)

−i
(
Πr − πrB

Φ0

)
− M
~vF


 , (4)

where Πr = eiφ
(

∂
∂r + i

r
∂

∂φ

)
. No confining potential is

considered a priori in Eq. (4), and the constant M is
able to model any possible gap in the energy spectrum.
We then assume that the momentum in the radial direc-
tion approaches zero due to the quantum ring confine-
ment and, from the definition of the radial momentum
operator25

pr =
1
2
(pr · r̂ + r̂ · pr) =

∂

∂r
+

1
2R

, (5)

where r̂ is the unitary vector in the radial direction and R
is the ring radius, we obtain ∂/∂r → −1

/
2R, as p̂r → 0

and r → R. Then, the simplified Hamiltonian for the
graphene quantum ring is

HD =


 M −e−iφ

(
d

dφ + iΦR

Φ0
− i

2

)

eiφ
(

d
dφ + iΦR

Φ0
+ i

2

)
-M


 ,

(6)
where ΦR = πR2B is the magnetic flux through the
quantum ring and the energy is in units of E0 = ~vF /R.

Notice that the definition of the radial momentum Eq.
(5) solves an old problem when describing electrons in
quantum rings. Indeed, in 1993, Aronov and Lyanda-
Geller6 used the same approach, i.e. an electron confined
in a quantum ring has approximately zero radial momen-
tum, in the study of Schrödinger electrons in a quantum
ring with Rashba spin-orbit interaction, which exhibits
similarities to the Dirac Hamiltonian for graphene.14
However, they mistakenly defined the radial momentum
as pr = ∂

∂r , which leads to ∂
∂r → 0 as the radial mo-

mentum approaches zero. Due to this wrong assump-
tion, they ended up with a non-Hermitian Hamiltonian
for this system. The non-Hermiticity of this Hamiltonian
was eliminated artificially in sub-sequent papers,7,8 by
assuming an additional term −1

/
2R in the off-diagonals

of the Hamiltonian. A physical explanation for such a
term was given only almost ten years later in a work by
Meijer et al.5, where the authors split the Hamiltonian
into two parts, one for the radial confinement and the
other for the Rashba interaction, and used the eigenfunc-
tions of the radial part to show that the average value of
the radial first derivative term in the Rashba Hamilto-
nian is 〈∂/∂r〉 = −1

/
2R. However, this is not the most

general way to explain this term and such an explana-
tion does not help for the graphene ring Hamiltonian
(4), since in this case we cannot split the Hamiltonian
and obtain a separate radial confinement term. By us-
ing Eq. (5), on the other hand, one obtains the result
found by Meijer et al. in a more natural way, showing
that the identity 〈∂/∂r〉 = −1

/
2R is actually a conse-

quence of the zero radial momentum. Our derivation of
the graphene ring Hamiltonian in Eqs. (4-6) shows that
if one simply defines the radial momentum properly, the
correct expression for the radial derivatives and, conse-
quently, the Hermitian Hamiltonian will appear naturally
from the derivation. It is straightforwardly seen that the
same happens in the derivation of the Rashba interaction
Hamiltonian for quantum rings.

The eigenstates of the Hamiltonian (6) are found as
Ψl = [AReilφ, iBRei(l+1)φ]T , with eigenenergies given
by

E = ±
√(

l +
ΦR

Φ0
+ 1

)(
l +

ΦR

Φ0

)
+

1
4

+ M2, (7)

where l is the angular momentum index.
Among the quantum ring structures discussed in the

previous section, the armchair hexagonal ring is the best
candidate to exhibit the features predicted by the sim-
plified model, since these structures do not present edge
states, i.e. the electronic density is maximum inside the
ring arms, which can be roughly modelled by a circle.
Our results show that this is indeed the case: the energy
spectrum given by Eq. (7) for the circular ring of radius
R = 47 Å , illustrated by the red curve in Fig. 5(a), is
shown by the solid curves in Fig. 5(b), where the symbols
are the results obtained by the TB model for the hexago-
nal armchair ring shown in Fig. 5(a). In the energy spec-
trum obtained by the simplified model for M = 0, one ob-
serves that: i) the energy gap reaches a maximum value
E = ~vF /R at ΦR = nΦ0 (n integer) and ii) the system
is gapless for ΦR = (n+1/2)Φ0. The results from the TB
model exhibit practically the same features, although a
better agreement with the simplified model is observed
for lower energies and magnetic fields, where the effects
due to the curvature of the energy bands, which are due
to the finite width of the sample, are less important. We
also consider the case of a ring deposited over a substrate
that provides a mass-related potential M = 0.5E0. No-
tice that this is not the same as shown in Fig. 4(b), since
in the present case we have a constant mass term M , in-
stead of the space-dependent potential Mi(ri) of Eq. (2).
The simplified model (curves) then predicts that such a
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(a)

(b)

L

R

FIG. 5: (a) Hexagonal armchair quantum ring (black circles)
considered in the TB calculation, with NE = 15 and NI = 10,
along with the one-dimensional R = 47Å ring (red curve) con-
sidered in the simplified model. (b) Energy spectra, obtained
from the simplified (curves) and TB (symbols) models, as a
function of the magnetic flux threading the red circle illus-
trated in (a). Curves with different colors represent different
angular momentum index l. The results from the TB model
with a background mass term M = 0.5E0 are also compared
to those from the simplified model in this case.

mass term is responsible for a minimum gap of E0 in the
energy spectrum at ΦR = (n + 1/2)Φ0. Such prediction
is confirmed by the results from the TB model (symbols)
for such a site-dependent potential.

As discussed in the previous section, the energy spectra
of hexagonal zigzag rings with aligned and anti-aligned
zigzag edges are qualitatively different. It is clear that
both spectra cannot be obtained from our simplified
model. Nevertheless, we can still estimate the period
of the AB energy oscillations observed in Fig. 3 by
ΦR = nΦ0, using a reasonable value of ring radius, which
in the case of Fig. 3 is ≈ 29 Å . As the energy spectrum
for the anti-aligned case, shown in Fig. 3(a), exhibits
a gap around E = 0, one could expect that introduc-
ing M 6= 0 in Eq. (7) would lead to the correct energy

spectrum. Although the low-lying states of this spectrum
resembles qualitatively those in Fig. 4(b) for M = 0.5E0,
the AB oscillations found by the simplified model exhibit
a π-phase shift in comparison to the results in Fig. 3(a),
so that the ground state for ΦR = 0 in Fig. 4(b) (Fig.
3(a)) is double (non) degenerate.

Finally, let us discuss the case of a finite width
graphene ring. In this case, one must consider the ap-
propriate boundary conditions in order to describe the
zigzag and armchair edges properly.20 Due to the geom-
etry and the complicated boundary conditions involved
in the case of armchair and zigzag hexagonal rings (see
Figs. 1(a) and (b)), the Dirac equation for these cases
does not allow analytical solutions. In the circular case
shown in Fig. 1(c), although the circular symmetry
provides an easy way to study the problem by a one-
dimensional (radial) equation, the boundary conditions
are still too complicated for an analytical treatment of
this system, since they are an admixture of zigzag and
armchair edges. Thus, in order to compare the results
from the Dirac equation with those from the TB model
for finite width systems, one must solve the Dirac equa-
tion for these structures numerically, which is left for
future works. On the other hand, Recher et al.12 have
shown that in the case of a circular ring, when the con-
finement is provided by a gap opened in its inner and
outer regions due to an infinite mass term, an analyti-
cal solution can be obtained. This solution was repeated
in subsequent papers,21,22 where it was shown that the
ground state energy oscillates periodically with the mag-
netic flux and is degenerate in the absence of a magnetic
field. As the analytical solution and these results where
discussed previously in Refs. 12,21,22, we will not repeat
them here. Nevertheless, we point out that the features
of the energy spectrum that we mentioned are indeed ob-
served in Fig. 4(b), although the energy spectrum is still
a little different from those in Fig. 2 of Ref. 12, or Fig. 1
of Refs. 21 and 22, probably due to the smoothness and
finiteness of the mass term that we considered in our TB
model, which are technically necessary, as mentioned in
the previous section.

IV. CONCLUSION

We calculated the energy levels of graphene quantum
rings under an applied magnetic field and observed that
the energy spectrum and the AB oscillations for these
systems are strongly dependent on their geometry and
edge structures.

The energy spectrum obtained from the TB model for
hexagonal quantum rings with armchair edges exhibits
six-fold sub-bands separated by narrow gaps, which be-
come larger as the width of the ring increases. The spec-
trum does not have E = 0 states at zero magnetic field,
but exhibits such states for certain values of magnetic
flux. The main features of this energy spectrum can be
obtained by a simplified model, which considers electrons
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obeying the Dirac equation for a circular ring with zero
width. With such a simple model, one can estimate the
energy levels and the period of AB oscillations or, alter-
natively, estimate the ring radius by analyzing its energy
spectrum as a function of the magnetic field. The ap-
proximation is better for smaller widths of the hexagonal
ring and for lower energies and magnetic fields.

For zigzag rings, the spectrum is qualitatively differ-
ent. The six-fold energy sub-bands, separated by large
gaps, are more clearly seen than in the armchair case.
When the inner and outer zigzag edges are aligned, the
energy spectrum exhibits a sub-band around E = 0 and
the lowest energy state is double degenerate. In addi-
tion, the system exhibits zero energy states for specific
values of magnetic flux that can be approximated by
ΦR = (n+1/2)Φ0. On the other hand, when these edges
are anti-aligned, the spectrum is drastically modified: the
degeneracy of the lowest energy level is broken and two
sub-bands, separated by a small gap, are observed around
E = 0. It is an interesting question whether the strong
dependence of the energy spectrum on the edge struc-
tures, e.g. the oscillatory behavior of the spectra with
changing ring width, can indeed be modelled by a con-
tinuum approach, which is an interesting topic to be an-

alyzed in future works.
We also studied two cases of circular rings within the

TB model: in the first, where the ring is cut from a
graphene layer, we observe an energy spectrum composed
by pairs of energy states which exhibit AB oscillations
as the magnetic field increases. In the second, where
the electrons are confined in a ring-like structure by an
external site-dependent potential, the energy spectrum
exhibits a gap around E = 0 and the ground state is
doubly degenerate in the absence of a magnetic field. As
the magnetic field increases, this degeneracy is lifted and
AB oscillations are observed. Similar results were ob-
tained analytically in previous works12,21,22 by consider-
ing sharp infinite mass barriers.
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We find localized electron and hole states in a ring-shaped potential kink in biased bilayer graphene.
Within the continuum description, we show that for sharp potential steps the Dirac equation
describing carrier states close to the K �or K�� point of the first Brillouin zone can be solved
analytically for a circular kink/antikink dot. The solutions exhibit interfacial states which exhibit
Aharonov–Bohm oscillations as functions of the height of the potential step and/or the radius of the
ring. © 2010 American Institute of Physics. �doi:10.1063/1.3431618�

Graphene, a one atom thick crystal sheet of carbon, has
been shown to display striking electronic and mechanical
properties which are expected to lead to the development of
devices �for a review, see, e.g., Ref. 1�. These properties are
related to the unusual electronic structure of graphene, in
which the charge carriers behave as massless fermions with a
gapless linear dispersion. For two coupled graphene sheets,
known as bilayer graphene �BG�, the electronic structure is
modified due to the interlayer interaction, with the otherwise
linear dispersion becoming approximately parabolic. Another
important feature of BG is the fact that the electronic disper-
sion can develop a gap, either by doping one of the layers or
by the application of an external perpendicular electric field.
This gap is tunable by varying the external electric field,2

allowing the tailoring of the electronic structure of BG for
the development of devices, such as quantum dots3,4 and
quantum rings.5,6 Recently it has been shown that another
consequence of the existence of a tunable gap in BG is the
possibility of topological confinement of carriers in antisym-
metric potential “kinks,” i.e., at the interface between two
regions of an antisymmetric external electric field.7–9 These
states have similarities with the surface states of topological
insulators.10,11 Their energies are found inside the gap and
the wave functions are predicted to decay away from the
interface of the kink potential. These topological states are
expected to be robust with respect to the effect of disorder,
with the carrier propagation along the potential kink display-
ing electron-hole asymmetry. In addition, the geometry of the
potential interface is determined by the shape of the voltage
gates used to induce the gap. That in turn can be used to
further constrain the carrier propagation.

In this paper we propose a system in which topological
confined states are realized at the interface of a kink potential
shaped as a ring. This system can be regarded as a good
approximation of an ideal quantum ring of zero width. We
obtain analytical expressions for the electronic wave function
of the BG four-band Hamiltonian. Bilayer graphene can be
described as two bipartite coupled sheets with four triangular
sublattices labeled as A �A�� and B �B�� in the upper �lower�
layer. For Bernal stacking12 the coupling between layers is
described by the hopping energy t̄=400 meV between sites

A and B�, so that the Hamiltonian around the K point of the
first Brillouin zone can be written as

H = �
Ū1 � t̄ 0

�†
Ū1 0 0

t̄ 0 Ū2 �†

0 0 � Ū2

� , �1�

where Ū1 and Ū2 are external electrostatic potentials
applied, respectively, to the upper and lower layers. In
polar coordinates we have �=−i�vFei���� /���+ �i /��
��� /���� and �†=−i�vFe−i���� /���− �i /���� /����. The
eigenstates of Eq. �1� are four component pseudospinors �
= ��A ,�B ,�B� ,�A��

T, where �A and �B ��A� and �B�� are the
envelope functions for the probability amplitudes for sublat-
tices A �A�� and B �B��, respectively, in the upper �lower�
layer. The resulting four coupled differential equations can

be decoupled, giving, for Ū2=−Ū1

�2�2�A + 2�	2 + U1
2��2�A + ��U1

2 − 	2�2 + t2�U1
2 − 	2���A

= 0, �2�

with U1= Ū1 /�vF, U2= Ū2 /�vF, t= t̄ /�vF, and 	=E /�vF,
where E is the energy.

For the case of a quantum ring with radius R, following
Ref. 7, we assume a sharp potential kink, so that one can
define two regions, namely, �I� 0
��R and �II� ��R. The
upper inset of Fig. 1 illustrates a sketch of the system con-
sidered in the present letter. In order to simplify the calcula-
tions, the potentials U1 �red, dashed-dotted� and U2 �blue,
solid� are assumed to be piecewise constant, defined as V and
−V for region I and −V and V for region II, respectively, as
illustrated in the lower inset of Fig. 1. Notice that this quan-
tum ring potential is different from the one studied in Ref. 5,
where the potential was defined as zero inside a finite width
circular ring and U1=−U2=V otherwise. In order to obtain
an analytical solution for this problem, one must solve the
system of differential equations for each region and match
the eigenfunction at the boundaries. For region I the solu-
tions are Bessel functions, which obey the relation
�2Fm���eim�= �2Fm���eim�, where the function Fm���
denotes the Bessel functions Jm��� or Ym���, with eigen-a�Electronic mail: andrey@fisica.ufc.br.
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value +2, or the modified Bessel functions Im��� or
Km���, with eigenvalue −2. The circular symmetry of the
problem implies that m=0, �1, �2, . . .. By substituting the
solutions one finds a fourth order algebraic equation for ,
whose solutions are,

 = � �V2 + E2 � �4V2E2 − t2�V2 − E2� . �3�

Henceforth, we consider only energies within the
interval where  is complex, such that Fm��� exhibits
real and imaginary parts. If one chooses 

=�V2+E2−�4V2E2− t2�V2−E2�, four linearly independent
�LI� solutions are found: R�Jm����eim�, I�Jm����eim�,
R�Km�i���eim�, and I�Km�i���eim�. It can be verified that
these functions are solutions of Eq. �2�, although they are not
separately eigenfunctions of the Laplacian. It is important to
point out that, for this choice of , this set of functions is LI
only when the imaginary part of  is negative.

The functions R�Jm����eim� and I�Jm����eim� are fi-
nite at the origin but diverge as �→� for any value of m. On
the other hand, R�Km�i���eim� diverges for �→0 and van-
ishes when �→�, for any value of m. The function
I�Km�i���eim� has the same behavior as R�Km�i���eim� for
m�0 but for m=0 it is finite at the origin. Based on this we
construct the wave function �A

� for the region I as13

�A
���,�� = 	AR�Jm���� + BI�Jm����
eim�. �4�

Using this expression for �A
�, the radial part of the other

components of �� for region I are

�B
���� =

i

V − E
	AR�Jm−1���� + BI�Jm−1����
 , �5�

�B�
� ��� =

1

t�V − E�
	AR��1Jm���� + BI��1Jm����
 , �6�

�A�
� ��� =

i

t�V2 − E2�
	AR��1Jm+1����

+ BI��1Jm+1����
 , �7�

where �1=2− �V−E�2 and �B
��� ,��=�B

����ei�m−1��,

�B�
� �� ,��=�B�

� ���ei�m��, and �A�
� �� ,��=�A�

� ���ei�m+1��. Simi-
larly, for region II, we choose for the wave function �A

� a
linear combination of solutions that go to zero as r→�,
namely,

�A
���,�� = 	CR�Km�i��� + DI�Km�i���
eim�, �8�

and find the other components of �� as

�B
���� =

i

�V + E�
	− CI�Km−1�i���

+ DR�Km−1�i���
 , �9�

�B�
� ��� =

− 1

t�V + E�
	CR��2Km�i��� + DI��2Km�i���
 ,

�10�

�A�
� ��� =

i

t�V2 − E2�
	− CI��2Km+1�i���

+ DR��2Km+1�i���
 , �11�

where �2=2− �V+E�2 and �B
��� ,��=�B

����ei�m−1��,
�B�

� �� ,��=�B�
� ���ei�m�� and �A�

� �� ,��=�A�
� ���ei�m+1��. The

continuity of the wave function at �=R implies that
���R ,��=���R ,��. That condition leads to a system of
equations from which we obtain the energy eigenvalues.

The energies of the topologically confined states of a
bilayer graphene ring with radius R=50 nm are shown in
Fig. 1 as function of the square root of the kink/antikink
potential height. The energy spectrum exhibits the symmetry
E�m�=−E�−m�, which corresponds to E�ky�=−E�−ky� as
found for a one-dimensional kink/antikink potential in the
x-direction.7 Notice that the m=0 state is not the lowest en-
ergy state, and the less energetic confined electrons in such a
system will have nonzero angular momentum index, even in
the absence of a magnetic field. The zero energy states are
twofold degenerate �without taking spins into account�, and
are realized only for specific values of the potential height V.
Moreover, the derivative of E with respect to V has not a
unique sign at E=0, as it is negative �positive� for −m�+m�.

Figure 2 shows the energy states with angular momen-
tum index m=0, �1, . . . , �7 as a function of the ring radius

FIG. 1. �Color online� Energy states with angular momentum index m
=0, �1, . . . , �5 as a function of the square root of the kink/antikink poten-
tial height �lower inset� for a bilayer graphene ring as schematically shown
in the upper inset, considering a ring radius R=50 nm. Full �empty� sym-
bols refer to negative �positive� m. The black solid lines depicts the limits
�V between the confined states and the continuum, whereas the thin dotted
line is E=0.

FIG. 2. �Color online� Energy spectrum for m=0, �1, . . . , �7 as a function
of the ring radius for bilayer graphene in the presence of a circular kink/
antikink potential of height V=20 meV. Full �empty� symbols refer to nega-
tive �positive� values of m. Three lines are drawn to help visualization: the
black solid lines delimits the potential height �V, whereas the thin dotted
line is E=0.
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R for a kink/antikink potential height V=20 meV. The solid
lines delimits the −20 meV�E�20 meV energy spectrum
of confined states. Notice that double degenerate E=0 states
are observed only for specific values of the radius. The en-
ergies converge to two values, �Ec, as the ring radius in-
creases, forming two merged bands around these energies.
The value Ec�13.9 meV is identical to the energy of the
corresponding one-dimensional problem with ky =0.

The origin of the zero energy states in Figs. 1 and 2 is
similar to those found earlier for the one-dimensional prob-
lem: the energy spectrum for a kink/antikink potential, as
shown in Ref. 7, exhibits E=0 states at two values of the
linear momentum �ky with the same modulus, say, �ky

�0� and
−�ky

�0�, which were shown to be proportional to the square
root of the potential height V for V� t. In the bilayer
graphene ring problem, an analogy can be made between the
angular momentum Lz=�m /R �see, e.g. Eq. �23� of Ref. 6�
and the linear momentum �ky of the one-dimensional case.
Whenever Lz=�m /R= ��ky

�0�, zero energy states appear,
hence, if one fixes the potential height V, ky

�0� will be a fixed
value, and for each value of m, there will be a value of R that
satisfies this condition, leading to a double degenerate zero
energy state for this value of the radius. For example, Fig. 2
shows the results for V=20 meV, where ky

�0� is found to be
�0.1 nm−1, consequently, zero energy states are observed at
R�10 nm for m= �1, R�20 nm for m= �2 and so on.
Moreover, as the E=0 states satisfy the condition m /R
=ky

�0���tV / �23/4� for V� t,7 the equally spaced zero energy
states observed in Fig. 1 occur for m /�V=2−3/4R�t, which
for the parameters of Fig. 1 becomes �V�0.9 meV1/2 for
m= �1, �V�1.8 meV1/2 for m= �2 and so on. It is worth
to point out that the condition ky

�0�=�tV / �23/4� proposed by
Martin et al.7 for the one dimensional problem was obtained
from the reduced 2�2 Hamiltonian, which is valid only for
V� t, hence the dependence of ky

�0� on �V is no longer guar-
anteed for large values of the kink/antikink potential height.
By analyzing Eqs. �14� and �15� of Ref. 7, one can also see
that the derivative of E with respect to V in the one-
dimensional case has opposite signs for �ky

�0� and −�ky
�0�,

which agrees with the nonunique definition of this derivative
observed at E=0 for +m and −m in Fig. 1 for the ring case.

The fact that the energy of the lowest energy states os-
cillates as function of R and V, where angular momentum
transitions take place, suggests the possibility of observing
persistent currents in each valley K or K� induced by the
external potential, in analogy to Aharonov–Bohm rings but
in the absence of a magnetic field. The angular component of
the probability density current6 for the lowest energy state is
shown as a function of the kink/antikink potential V �top�
and the ring radius R �bottom� in Fig. 3, where current jumps
are observed when angular momentum transitions occur be-
tween states with different m. We point out that J��m�
=J��−m� and that the current for K and K� valleys have
opposite sign, so that the net current, taking into account
both valleys, is zero. Nonzero persistent currents for each
valley in the absence of magnetic fields were also observed

by Recher et al.14 in single layer graphene quantum rings.
Although, for the sake of simplicity, the potential profile

was assumed to be abrupt in the present work, in a more
realistic description it should have a continuous shape. Nev-
ertheless, the present results must give at least a good quali-
tative agreement with a kink/antikink BG ring, which would
be helpful for the understanding of future experiments on
such a system.
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We derived a nonlinear differential equation that describes the profile of a suspended helium film over a
ring-shaped substrate in the presence of a perpendicular external electric field. The profile of the helium film
was calculated as a function of the bulk liquid helium level and for several values of the external radius of the
ring. The one electron surface states were calculated in the presence of external electric and magnetic fields.
The electron energy levels increase with electric field as well as with the height of bulk helium. Aharonov-
Bohm oscillations were observed in this system under appropriate conditions.
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I. INTRODUCTION

Since the first works of Sommer,1 Cole and Cohen,2 and
Shikin,3 the study of surface states of electrons bounded to
the surface of liquid helium has been the subject of many
studies.4,5

The progress in nanofabrication of semiconductor materi-
als allowed the construction of quantum wires and a new
confined structure called quantum rings �QRs�. The semicon-
ductors materials, QRs, are modeled by a cylindrical quan-
tum dot with an internal axially symmetric cavity. This
unique geometry has attracted much attention in the last few
years.6–8 Although the new techniques of building new semi-
conductor structures improved considerably in the last few
years, the electron properties are strongly influenced by spa-
tial inhomogeneities and impurity scattering.9–11 The unifor-
mity and cleanliness of electron systems on a helium surface
have proved to be practically ideal for experimental and the-
oretical research on low-dimensional systems. Taking into
account these studies on low-dimensional systems devoted to
quantum wires and quantum dots in semiconductor devices,
it would be natural to study similar systems of electrons
above a helium surface in quasi-one-dimensional �Q1D� and
quasi-zero-dimensional structures �see review12�. The physi-
cal realization of Q1D electron systems over liquid helium
allowed us to study different phenomena, such as transport
properties, plasmons, and polaronic states.12–14 In these sys-
tems, the charge carriers can move only in one spatial direc-
tion due to lateral confinement. Such confinement leads to a
lateral potential introducing a new spatial quantization lead-
ing to a multisubband electron system. Considering a para-
bolic lateral confinement, Sokolov and Studart15 studied the
effects of a transverse magnetic field on the electron states in
a Q1D electron system over liquid helium. Recently, the pro-
file of the suspended helium film, forming a channel, was
calculated self-consistently. It was shown that, under certain
experimental conditions reported in the literature,14 the lat-
eral potential can be approximated by a parabolic potential.16

In fact, a very efficient way to produce Q1D electron systems
over liquid helium is the technique of suspended helium film
on a structured substrate. Compared to a thin van der Waals

film, a suspended helium film has the advantage of being
much thicker and therefore less sensitive to the roughness of
the substrate beneath it. This improves the mobility of the
electrons on the film.17 Furthermore, since the suspended he-
lium film follows the substrate shape, it opens up the possi-
bility to create one-dimensional channels by suspending a
film between ribs, zero-dimensional structures by making
�small� holes in a flat substrate, and even rings.

The QR is usually modeled by a cylindrical quantum dot
with an internal axially symmetric cavity. This unique geom-
etry has attracted much attention in the last few
years.6–10,18–22 In the presence of an axially directed mag-
netic field, oscillations of the electron energy as a function of
the magnetic flux �Aharonov-Bohm effect �ABE�� were
found to occur.23 The AB oscillations are due to a change of
phase of the wave function when the magnetic flux � passing
through the ring reaches the magnetic quantum flux �0
=h /e �h is the Planck constant and e is the electronic
charge�. As expected for semiconductor structures, some
works have pointed out that the presence of impurities and
geometrical imperfections affect strongly the optical proper-
ties and the electronic states of these structures and eventu-
ally can suppress the ABE in quantum rings.9,11,24,25 In order
to study electron states in ring-shaped systems, free of impu-
rities and pinning centers, Dyugaev et al.26 proposed an ex-
perimental apparatus consisting of a thin film of liquid he-
lium over a substrate with a metal ring placed below,
producing an electron confinement in the shape of a ring.
Since its confinement potential is electrostatic, the proposal
was applied only in the limit where the lateral confinement
could be approximated by a parabolic potential, when the
ABE is achieved.27,28

In the present paper, we propose a geometrical ring-
shaped electron confinement built by a liquid helium film
suspended by a substrate, where the distance between the
helium film surface and the substrate is large enough, such
that the van der Waals effect is not important and subjected
to external electric and magnetic fields. Considering a single
electron problem, the paper is organized as follows. In Sec.
II, we present the calculation of the helium film profile and
calculate the lateral confining potential of the electron in the
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ring for various values of the external electric field, height of
the bulk helium, and for different external radii of the ring.
In Sec. III, we present the energy states of one electron sub-
jected to the lateral confining potential, where we observe
AB oscillations in the presence of a magnetic field. Finally,
in Sec. IV, we present our conclusions.

II. HELIUM FILM PROFILE AND CONFINEMENT
POTENTIAL

The system is schematically shown in Fig. 1 and consists
of superfluid helium that flows from bulk liquid helium at a
given level z=−H and fills a ring-shaped structure of height
h, produced on a substrate, due to the action of capillary
forces. The ring has internal and external radii r� and r�,
respectively, where electrons over the liquid helium surface
will be confined.

In order to obtain the helium profile suspended over the
circular substrate, we calculate the pressure difference be-
tween the suspended film over the substrate and the free
surface of the bulk liquid at height −H, as shown in Fig. 1,
that produces a curved surface, due to the surface tension
�.29 We use the fact that in equilibrium, the chemical poten-
tial per unit mass is the same everywhere on the surface of
the helium.30 Thus, the work necessary to deform the surface
by −�� from its equilibrium position, z=0, is given by29

�W =� �p1 − p2���df + ��f , �1�

where df is the surface element, p1 the pressure on the free
surface of the bulk, and p2 the pressure inside the suspended
helium film. The first term in Eq. �1� corresponds to the
volume variation, whereas the second one corresponds to the
surface area variation associated with this volume variation.

In accordance with Fig. 1, the surface of the helium film is
described by z�r�=��r�−h and we assume that ��r� is small
everywhere, i.e., that the surface deviates only slightly from
the plane z=0. Then, as the surface has angular symmetry,
the surface area is given by

f = 2��
r�

r�

r�1 + �d�

dr
�2

dr , �2�

where r� and r� are the internal and external radii of the
ring. Since we assumed ��r� to be small, we can expand Eq.
�2� and obtain

f 	 2��
r�

r� 
1 +
1

2
�d�

dr
�2�rdr , �3�

such that the variation �f is given by

�f = 2��
r�

r� d�

dr

d��

dr
rdr . �4�

Integrating Eq. �4� by parts, we find

�f = − 2��
r�

r� �d2�

dr
+

1

r

d�

dr
���rdr . �5�

Inserting Eq. �5� into Eq. �1� and taking �W=0 �thermo-
dynamic equilibrium condition�, we obtain the pressure dif-
ference at the helium film that is suspended by the substrate,

p2 = p1 − ��d2�

dr2 +
1

r

d�

dr
� . �6�

Knowing the pressures in and out of the ring, we can
calculate the total chemical potential per unit mass in all
regions, which is given by30

	 =
p



− sT + gz�r� −

�


�3�r�
, �7�

where p is the pressure per unit mass, 
=0.145 g /cm3 the
helium density, �=9.5�10−15 erg the van der Waals cou-
pling constant of the helium substrate �assumed to be glass�,
s the specific entropy per unit mass, gz�r� the potential en-
ergy per unit mass at height z�r�, ��r� the thickness variation
of the helium film, and g the gravity acceleration. Conse-
quently, the total chemical potential per unit mass of the free
surface of the bulk liquid, at height −H, is given by

	1 =
p1



− sT − gH , �8�

and the chemical potential of the suspended liquid helium
film by the substrate is given by

	2 =
p2



− sT + gz�r� −

�


�3�r�
, �9�

where z�r�=��r�−h. In thermodynamic equilibrium, we have
	1=	2. Using Eqs. �6�–�9�, we obtain

(0,0)

z

-x(r)-H
-h

He Substrate Au

(a)

(b)

FIG. 1. �a� The cell transversal section of the helium film sus-
pended over a ring-shaped substrate. �b� Top view of the system.
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d2��r�
dr2 +

1

r

d��r�
dr

=

g

�
���r� − h + H� −

�

��3�r�
, �10�

which describes the profile of the liquid helium film in the
ring, where �=0.378 erg /cm22 is the liquid helium surface
tension. Similar equation was obtained in Ref. 16 for the
liquid helium film profile in channels.

Since the bonding energy of the electron over the liquid
helium is around 8 K,31 to confine the electron inside the
ring of the suspended helium film, it is necessary to add an
external electric field Ep in the z direction. The lateral con-
fining potential due to the presence of this external electric
field is given by

V�r� = �
r̄

r

dr�eEp
dz�r��

dr�
, �11�

where r̄ is the lowest point at the surface of the suspended
helium film. Since z�r�=��r�−h, the integral in Eq. �11� is
straightforward and the lateral confining energy potential of
the electron in the ring is given by

V�r� = eEp���r� − ��r̄�� . �12�

We solved Eq. �10� numerically, considering a ring with
fixed internal radius r�=200 Å and height h=3�104 Å, and
calculated the lateral confining energy potential of the elec-
tron as a function of the radius for different values of the
bulk liquid helium level H, ring external radius r�, and ex-
ternal electric field.

Considering an external ring of radius r�=6000 Å and an
external electric field Ep=3 kV /cm, we show in Fig. 2 the
lateral confining potential as a function of the radius for sev-
eral values of H. The inset shows the corresponding helium
film profile. First, we notice that the helium film profile be-
comes deeper with increasing H and, consequently, the lat-
eral confining energy potential also increases, with energy
values up to 35 K. As can be seen, the lateral confinement

potential is asymmetrical, such that only very close to the
region of the lowest point at the surface of the suspended
helium film the parabolic approximation is valid.

In Fig. 3�a�, we show the helium film profile for several
values of the external radius. In Fig. 3�b�, we show the con-
finement potential for the same external radius. These results
were obtained for a bulk helium level of H=10 cm, internal
radius r�=200 Å, height h=104 Å, and an external electric
field of Ep=3 kV /cm. We note that the liquid helium profile
becomes deeper when the external radius increases. Again,
the lateral confinement is asymmetric and can reach values
of the order of 4000 K, allowing electron confinement inside
the ring for realistic values of the geometrical parameters.
The parabolic approximation of the confinement potential is
valid for values up to r�=4.6�104 Å. In Fig. 4, we show
the frequency �0� associated with each parabolic potential
approximation shown in Fig. 3�b�, and in the inset, we
present the minimum value of the liquid helium film profile

FIG. 2. The lateral confining potential of an electron in the ring
as a function of the radius for various values of H. The solid,
dashed, dotted, and dot-dashed curves correspond to H=3, 4, 5, and
6 cm, respectively. In the inset, we show the corresponding helium
film profile.

FIG. 3. �a� Helium film profile in the ring for several values of
the external radius. The solid, dashed, dotted, dash-dotted, dash-dot-
dotted, and short-dashed curves correspond to external radii r�=1,
2, 3, 4, 5, and 6�104 Å, respectively. �b� The lateral confining
potential of an electron in the ring for the same conditions.

FIG. 4. The parabolic confining frequency versus r�. In the
inset, the minimum value of the liquid helium film profile ��d� as a
function of the external radius. The parameters used here are the
same as in Figs. 3�a� and 3�b�.
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��d� as a function of the external radius. We observe that, for
an external radius up to r�=3.5�104 Å �r��lim��, �d is a
linear function and 0 is a constant. For values of the exter-
nal radius greater than r��lim� and below r��max�=r�

=4.6�104 Å, there is a transition such that the curve �d
versus r� is still linear but changes its slope and the fre-
quency 0 decreases. For values above r��max�, a second
transition occurs, such that the parabolic approximation is no
longer valid and the liquid helium profile becomes flat and
behaves as a van der Waals film. The parameters used here
for the liquid helium film are far below the first transition.

III. HAMILTONIAN MODEL AND ELECTRON ENERGY
LEVELS

Considering now the system subjected to external electric
and magnetic fields applied in the z direction, the Hamil-
tonian is given by

H =
1

2m
�p� −

e

c
A��2

+ V�r� , �13�

where V�r� is given by Eq. �12�. For an applied magnetic

field perpendicular to the ring plane, i.e., B� =Bẑ, the symmet-

ric gauge A� =1 /2Br�̂ is taken for the vector potential, which
leads to the following form for the Schrödinger equation:

�−
�2

2m

1

r

�

�r
�r

�

�r
� +

1

r2

�2

��2� −
i

2
�c

�

��
+

1

8
mc

2r2

+ V�r���r,�� = E��r,�� , �14�

where c=eB /mc. Taking the solution in � given by
eil� /�2�, where l=0, �1, �2, . . .. is the angular momentum
quantum number, the radial part of the Schrödinger equation
will be32

�−
�2

2m

1

r

�

�r
�r

�

�r
� +

l2�2

2mr2 +
l

2
�c +

1

8
mc

2r2 + V�r�Rn,l�r�

= En,lRn,l�r� . �15�

Again, considering a ring with fixed internal radius r�

=200 Å and height h=3�104 Å, we obtain the energy levels
of the electron confined in the ring as a function of the ex-
ternal electric field, bulk liquid helium level H, and external
magnetic field. Also, to solve numerically Eq. �15�, we con-
sider an infinity potential for the region r�=200 Å which is
a very good approximation, as can be seen from Figs. 2 and
3. This approximation does not change significantly our re-
sults since the electron wave function is already negligible
for r�r�.

Considering initially B=0, H=5 cm, and r�=2000 Å, we
obtain the electron energy levels �Eq. �15�� as a function of
the external electric field �Fig. 5�. We observe that the num-
ber of bound states in the ring increases with the external
electric field. This behavior is due to the fact that the lateral
confining potential in the ring also increases with the exter-
nal electric field. The line �n , l�= �3,0� represents a bound
state energy limit on the ring. Moreover, we note degenerate

states in the crossing of the levels, for Ep	1.5 kV /cm,
�n , l�= �1, �4� and �2, �1�, as well as for �1, �4� and �2,0�
for Ep	2.5 kV /cm.

Taking r�=6000 Å and Ep=3 kV /cm, we obtain the en-
ergy levels of the electron confined in the ring as a function
of the bulk liquid helium level �see Fig. 6�. The results with
l= �1 were not shown since they differ from the ones with
l=0 by less than 10−2 K. We observe that the distance be-
tween the energy levels with n and n+1 increases with H,
whereas the difference between energy levels with l and l
+1 for a given n is constant, forming an energy band struc-
ture. The levels increase with H since the lateral confining
potential increases with H, as shown in Fig. 2.

In Fig. 7, we show the energy levels as a function of the
external radius with B=0, Ep=3 kV /cm, h=3�104 Å, and
H=5 cm. The numbers of bound electron levels increase for
rings with larger radius. We also note crossing of energy
levels for different values of n. Therefore, more degenerate
states can be obtained when increasing the external radius.
Again, an energy band structure is observed in the limit of
large values of the external radius. Note that the energy lev-
els do not go to zero near r�=104 Å but remain constant.
The reason for this remarkable result is that for this value of

FIG. 5. Energy levels of the electron confined in the ring as a
function of the external electric field. From bottom to top, the
dashed, dotted, and solid curves correspond to energy levels n
=1�l=0, �1, �2, �3, �4, �5�, n=2�l=0, �1, �2�, and n=3�l
=0�, respectively.

FIG. 6. Electron energy levels as a function of the bulk liquid
helium level. The dashed, dotted, and solid curves correspond to
levels n=1, 2, and 3, with l=0, �2, �3, and �4 for each value of
n, respectively.
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the external radius, H=5 cm and h=3�104 Å, the confining
potential may be approximated by a parabola, with confining
frequency 0	1011 s−1, which is constant up to
r��max��9�105 Å. For external radius larger than
r��max�, 0 decreases to zero since the helium film profile
and the confining potential become flat. This is consistent
with the results shown in Figs. 3 and 4.

In Fig. 8, we present the energy levels of the electron
confined in the ring as a function of the external magnetic
field for r�=1600 Å, Ep=3 kV /cm, and H=5 cm. Notice
that the magnetic field lifts the −l , l degeneracy as expected.
We observe that the ground state oscillates with magnetic
field, showing the well known Aharonov-Bohm
oscillations.23 The present results shown are not limited, as
the ones obtained by Dyugaev et al.,26 to the weak-field
limit.

IV. CONCLUSIONS

We obtained the lateral confining potential for an electron,
subjected to external electric and magnetic fields, in a sus-

pended helium film over a ring-shaped substrate. Consider-
ing realistic values for the geometrical parameters, we found
that the parabolic potential approximation for the confine-
ment potential has a very limited applicability. The energy
levels tend to form an energy band structure, in the limit of
high external electric field and large values of the outer ring
radius. AB oscillations were found when a magnetic field is
applied. Finally, this system can be used to study similar
phenomena previously observed in quantum rings grown in
semiconductor heterostructures, where geometrical imperfec-
tions and impurities are usually present, and the geometrical
dimensions are an order of magnitude less than the one con-
sidered here.
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Grading effects in semiconductor nanowires with longitudinal heterostructures
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The role of graded interfaces between materials in a cylindrical free-standing quantum wire with longitudi-
nal heterostructures is theoretically investigated by solving the Schrödinger equation within the effective-mass
approximation. Previous works on such wires with abrupt interfaces have predicted that, as the wire radius is
reduced, the effective potential along the growth direction is altered and might lead to a carrier confinement at
the barriers, as in a type-II system. Our results show that when graded interfaces are considered, such potential
acquires a peculiar form, which presents cusps at the interfacial regions yielding to electron confinement at
interfaces. Numerical results also show that, in some special cases, interfacial confinement and type-I to type-II
transitions can also be induced by applying a magnetic field parallel to the wire axis.

DOI: 10.1103/PhysRevB.78.155306 PACS number�s�: 73.21.Hb, 73.43.Cd

I. INTRODUCTION

Semiconductor nanowires have attracted much interest
due to their electronic and optical properties owing to their
one dimensionality and possible quantum confinement ef-
fects in two dimensions.1 In the past few years, many re-
search groups have reported the growth of semiconductor
nanowires with longitudinal heterostructures, namely, super-
lattice nanowires �SLNW�.2,3 Much theoretical and experi-
mental study has been made about such wires, where poten-
tial applications of these structures as nanobar codes,
waveguides, light-emitting diodes, and lasers have been
suggested.4–6

Lin and Dresselhaus7 have theoretically investigated
SLNW composed by PbS, PbSe, and PbTe, and it was shown
that they are promising systems for thermoelectric applica-
tions. A hybrid pulse laser ablation/chemical vapor deposi-
tion �PLA-CVD� process was developed by Wu et al.8 for the
synthesis of single-crystalline nanowires with periodic longi-
tudinal Si/SiGe heterostructures. Moreover, it was suggested
that these nanowires could be used as important building
blocks for constructing nanoscale electronic circuits and de-
vices. The fabrication of high quality InP/InAs SLNW by
chemical beam epitaxy has been reported by Samuelson and
co-workers,2,9 where it reached a high degree of control of
size and electron number of such systems. A recent publica-
tion by Gudiksen et al.4 has presented high-resolution trans-
mission electron microscopy �TEM� images and composition
analysis of a GaAs/GaP SLNW, synthesized by laser-assisted
catalytic growth. It was revealed that the transition between
GaAs and GaP layers is not atomically abrupt but rather
exhibits a graded interface of 15–20 nm for a �20 nm di-
ameter Au catalyst. Their results indicate that for a smaller
wire radius the interface would be reduced, and a 5-nm-
diameter SLNW, e.g., should have variations of �5 nm
across the junction interfaces.

Calculations based on the one-band effective-mass theory
were made by Lew Yan Voon and Willatzen10 for studying
the electronic states in free-standing �i.e., not embedded in a
matrix� GaAs/AlAs and InAs/InP SLNW. They predicted the
existence of a barrier localization of longitudinal states, as in
a type-II confinement potential,11 which is induced by the

strengthening of the radial confinement for thin wires. Their
results indicated the possibility of this modulated structure to
display free-carrier-like behavior along the nanowire axis
when a critical wire radius is considered. These predictions
were confirmed later by Willatzen et al.12 Moreover, it has
been shown that the existence of critical radii for inversion of
state localization is much more general and it is also present
in multiband based calculations.13 Although some of the ex-
perimental work in the literature has demonstrated gradual
transitions between the heterostructure materials,4 all of
these theoretical investigations on SLNW have dealt only
with models for abrupt interfaces, and the existence of
graded interfaces was neglected.

In the present work, the effective-mass approximation is
used to describe the confinement of electrons in a cylindrical
free-standing quantum wire �QWR� with longitudinal hetero-
structures under an applied magnetic field parallel to the wire
axis. In our model, the existence of graded interfaces be-
tween materials is taken into account, and the effective mass
is assumed to depend on spatial coordinates.14 This model
has been applied to the description of confined states of GaP/
GaAs and InP/InAs QWRs. Numerical results confirm the
predictions of previous studies in the literature: indeed, for
abrupt interfaces, as the wire radius becomes thinner, a
change in longitudinal localization of carriers is induced by
the creation of a steplike effective potential, composed by the
heterostructure bands mismatch and the radial confinement
energy. In this case, a critical radius can also be found where
the longitudinal effective potential has a band offset equal to
zero, which makes the electron behave like a free carrier
along the wire axis, despite the presence of a heterostructure.
However, considering smooth interfaces, the effective poten-
tials along the wire axis acquire a peculiar form, in which
electron states may be confined inside traps formed at the
interfacial regions, even for a small interface thickness �less
than 5 nm�. This result allows us to discard any possibility of
having free-carrier-like behavior in such wires with non-
abrupt interfaces. Our model also shows that, for excited
states, such features of abrupt and nonabrupt QWR can be
observed not only by reducing the wire radius but also by
increasing the intensity of a magnetic field parallel to the
wire axis. This can be an interesting result for device appli-
cations, since it demonstrates that a change in longitudinal
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potential and carrier localization in heterostructured free-
standing QWR can be obtained just by tuning an external
parameter, namely, the magnetic-field intensity.

The paper is organized as follows: in Sec. II, we present
our theoretical model for the description of electronic states
in heterostructured QWR with graded interfaces under ap-
plied magnetic fields. In Sec. III, the results for GaP/GaAs
and InP/InAs QWR are presented and discussed. Finally, in
Sec. IV, we present our conclusions.

II. THEORETICAL MODEL

Our system consists of a circular cylindrical quantum wire
at an infinite potential region with a single longitudinal het-
erostructure. In cylindrical coordinates, the inclusion of a

magnetic-field potential into the Hamiltonian, for a B� =Bẑ
field, is made through the symmetric gauge vector potential,

namely A� = 1
2B��̂. Hence, the Schrödinger equation for this

system, within the effective-mass approximation, is given by
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where �c=eB /m� is the cyclotron angular frequency and
m� �m�� is the longitudinal �in-plane� mass, which depends
on z, since there is a heterostructure along this axis. For a
QWR with a R radius, the potential function is defined as
V�� ,z�=Vhet�z� for ��R, and V�� ,z�=� otherwise, where
Vhet�z� is the heterostructure quantum well potential. For nu-
merical examples, we have used the parameters for GaP/
GaAs and InP/InAs heterostructures obtained in Ref. 15. For
a better description of the interfacial layer between materials,
the existence of graded interfaces is taken into account, con-
sidering a XP	As1−	 �X=Ga or In� alloy at this region and
assuming that the P composition 	 varies linearly with z
from one �XP� to zero �XAs�. Moreover, it also assumes that
m��z�=mXP

� 	�z�+mXAs
� �1−	�z�� and Vhet�z�=Qe�
1	�z�

+
2	2�z��, where 
1 and 
2 are interpolation parameters and
Qe is the conduction-band offset.15 This approach is similar
to the model of Oliveira et al.16 but now the in-plane mass is
also assumed to depend on the material composition m��z�
=mXP

�
	�z�+mXAs

� �1−	�z��. It is important to point out that
this one-band approach within the effective-mass approxima-
tion for heterostructured QWR is good for studying only
conduction-band states while the description of valence-band
states must be made by a k · p multiband model.13

To solve Eq. �1�, we start from a separation of variables.
The solution in � is chosen as �1 /2��eil�, where l
=0, �1, �2, . . . is the angular momentum. This leads to
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for the radial confinement. If � is transformed as =�2 /2ac,

where ac= �� /eB�1/2 is the cyclotron radius, Eq. �2� is rewrit-
ten as
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It is reasonable to try a solution of the form R��
=�l�/2 exp�− /2�F��, where the polynomial and asymptotic
behaviors of R�� are explicit. With this solution, Eq. �3�
becomes
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This equation is easily identified as a confluent hypergeo-
metric equation, namely xy�+ �c−x�y�−ay=0, which is
solved in terms of Kummer functions.17 The eigenfunctions
are then found as

Rn,l��i� = N�l�/2 exp�− /2�F�− xn,�l�, �l� + 1,� , �5�

where N is the normalizing parameter and F�� ,� ,� is the
Kummer function of the first kind, which remains finite at
=0. From the boundary condition, since ��R ,zi�=0, one
has F�−xn,�l� , �l�+1,R�=0; hence xn,�l� must be the nth zero of
F�−xn,�l� , �l�+1,R2 /2ac�. The radial confinement energies are
given by

En,l
��� = ��c�xn,�l� +

l

2
+

�l�
2

+
1

2
� , �6�

which clearly depends on z since �c depends on m��z�. Then,
this energy must be added as a potential in the remaining
equation for this coordinate, yielding
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� + Veff�z�	Zm�z� = En,l,mZm�z� , �7�

where Veff�z�=Vhet�z�+En,l
����z� for the heterostructure longitu-

dinal confinement, which is solved by a finite differences
scheme.

It is straightforward to show that Eq. �2� becomes the
Bessel equation when B→0, giving the Bessel functions of
the first kind as eigenfunctions, i.e., Rn,l���=Jl�xn,l� /R�, and
then the energies are given by En,l

����z�=�2xn,l
2 /2m��z�. Indeed,

the former and the latter functions agree with Eqs. �5� and
�6�, respectively, when the limit of small B is taken.17

III. RESULTS AND DISCUSSIONS

We have calculated the electron confinement energies for
cylindrical QWR with longitudinal heterostructures with
graded interfaces under applied magnetic fields. The material
parameters are considered as mGaAs=0.063m0 �mInAs
=0.027m0� and mGaP=0.33m0 �mInP=0.077m0� for electron
effective masses, 
1=−1.473 eV and 
2=0.146 eV �
1
=−1.083 eV and 
2=0.091 eV� for the interpolation param-
eters, and the conduction-band offset is assumed as Qe=0.5
�Qe=0.68� for GaP/GaAs �InP/InAs� heterostructures.15

Figure 1�a� illustrates a representative sketch of our model
of heterostructured QWR. The darker regions represent the
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material of the barrier, whereas the lighter one represents the
material that compounds the well. There is a smooth change
from one region to the other, which represents the existence
of graded interfaces. In Fig. 1�b�, a qualitative scheme shows
the potentials Vhet�z�, due to the bands mismatch between the
heterostructure materials, and En,l

����z�, due to the lateral con-
finement, both as functions of z. Looking at this scheme, it
seems that Vhet�z� exhibits linear behavior at the interfaces
but actually it is parabolic in z at this region, as described by
the quadratic expression given in Sec. II. In fact, with this
expression, it can be easily shown that z at the interfacial
region is far from the vertex of the parabola describing the
potential at the interfaces and, consequently, the quadratic
curve in this region looks linear. Since the effective masses
at InAs and GaAs are lighter than the ones at InP and GaP,
respectively, the lateral confinement energy En,l

��� is higher at
GaAs �InAs� than at GaP �InP�; hence En,l

����z� presents a bar-
rierlike profile because this energy depends on the inverse of
the effective mass. Besides, a reduction in the wire radius
enhances this barrierlike potential since En,l

��� also depends on
the inverse of the squared radius. The effective confinement
potential Veff�z�=Vhet�z�+En,l

����z� is also illustrated in Fig.
1�b�, where one observes that, depending on the wire param-
eters, it can exhibit a peculiar form where cusps appear at the
interfacial regions. The effective potential Veff�z� is adjusted
so that the energy referential is at the GaP �InP� layers.

Figure 2 shows the confinement energies En,l,m of elec-
trons in the absence of magnetic fields for E1,0,1 �symbols�
and E1,1,1 �curves� states in a GaP/GaAs QWR as a function
of the well width L, formed by the longitudinal heterostruc-
ture. We have considered interface thicknesses of �a� w=0
and �b� 20 Å between materials, and two values for the wire
radius R :35 ��, solid� and 75 Å ��, dotted�, which are a
small and a large value of wire radius, in order to observe the
different behaviors due to stronger or weaker bidimensional
confinements. The electron wave functions for l=1 states in
a L=200 Å nonabrupt QWR with R=35 Å and R=75 Å
�points marked by arrows� are plotted in Fig. 4�a� for further
analysis. For abrupt interfaces, all energies decrease as the
well width L is enlarged, as usually observed in quantum
wells. However, when graded interfaces are taken into ac-
count in a R=35 Å wire, the energy of the electron l=1 state

increases with the well width for small values of L. This
indicates that this state is now confined at the interfacial
regions so that an enlargement on the well width L further
separates the interfaces and increases the confinement energy
of the n=1 state, analogous to the case of confinement in
double quantum wells.18 On the other hand, l=0 states for
R=35 Å and the states for R=75 Å keep the same qualita-
tive behavior for abrupt and w=20 Å interfaces, i.e., their
energies decrease as increasing L. But quantitatively, the
presence of graded interfaces still plays an important role,
giving a significative blueshift on these energies specially for
small L and large R. As a numerical example, for L=45 Å,
the energy blueshift due to the graded interfaces, given by
�Ee=Ee�w=20�−Ee�w=0�, is about �Ee�30 meV �105
meV� for l=0 states in a R=35 Å �75 Å� QWR. This blue-
shift, in confinement energies for nonabrupt heterostructures,
has also been predicted in quantum wells, core-shell QWR,
and quantum dots with graded interfaces.19–21 In fact, for
large wire radius, En,l

����z� is small; thus the presence of
graded interfaces only reduces the confinement region in
Vi

het�z�, enhancing the energy levels. Yet, for small R, the
presence of an interfacial region creates cusps that can con-
fine carriers �see Fig. 1�b�, solid�, which are responsible for
the reduction in the energy blueshift due to interfaces in this
case and can even lead to a redshift, as observed for l=1
when R=35 Å.

As was just discussed, the interfacial confinement for
electron lower energy states, as well as the type-I �well� to
type-II �barrier� transition in effective potential predicted in
previous works,13 are found for small values of R, which can
be troublesome for experimental verification of these fea-

w w

L

E (z)
( )�

n,l

effV (z)

het
V (z)w

w

L

2R

a) b)

FIG. 1. �a� Sketch of a cylindrical QWR with wire radius R,
consisting of a single-quantum well of width L and considering an
interface thickness w. �b� Potential profiles along z for abrupt �dot-
ted� and smooth �solid� interfaces. The vertical thin lines denote the
limits of the interfacial regions.

FIG. 2. Electron confinement energies in a cylindrical quantum
wire with a longitudinal GaP/GaAs heterostructure with interface
thickness �a� 0 and �b� 20 Å, as a function of the well width L for
l=0 �symbols� and l=1 �curves�. Two values of the wire radius R
were considered: 35 ��, solid� and 75 Å ��, dotted�. The electron
wave functions for the points indicated by arrows �L=200 Å� are
plotted in Fig. 4�a�.
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tures of QWR. Nevertheless, one could try to find another
way to induce these variations on the carrier´s localization:
the main effect produced by reducing the QWR radius is that
the carrier´s wave functions are squeezed toward the wire
axis. If a magnetic field is applied parallel to the wire axis,
the same effect can be obtained; hence, type-I to type-II tran-
sitions and interfacial confinements, which were found for
wires with small radii, are expected to be found for high
magnetic fields as well.

Figure 3 is then devoted to the study of the influence of an
applied magnetic field parallel to the wire axis on the con-
finement energies of electrons. The energies of l=1 states in
a GaP/GaAs QWR with R=42 Å are shown as functions of
the well width L, considering �a� w=0 Å and �b� w=20 Å.
Four values of magnetic field are considered: B=0 �dashed
dotted�, 10 �dotted�, 20 �dashed�, and 30 T �solid�. The l=0
states are not shown because the dependence of such states
on the magnetic field is negligible; l=1 states are much more
affected by increasing this field since, in the Hamiltonian of
Eq. �2�, there is an additional term involving the cyclotron
frequency �c and the angular momentum l. The electron
wave functions of l=1 states in the nonabrupt case with L
=200 Å, for B=0 and 30 T �points marked by arrows�, are
plotted in Fig. 4�b� for further analysis. For abrupt interfaces
�Fig. 3�a��, the presence of a magnetic field enhances the
confinement energies but gives no appreciable change in
qualitative behavior of Ee�L curves. However, considering
graded interfaces �Fig. 3�b��, these curves are qualitatively
different: the energy behavior for B=20 �dashed� and 30 T
�solid� is crescent as the well width L increases, whereas the
opposite behavior is observed for B=0 �dashed dotted� and
10 T �dotted�. This can be understood as an interfacial con-

finement of these states, not induced by reducing the wire
radius, as in Fig. 2�b�, but due to the presence of a magnetic
field parallel to the wire axis. Numerical results obtained
from our model demonstrate that, keeping the same interface
thickness w=20 Å but considering a slightly smaller radius,
R=40 Å, the electron would be already confined at the in-
terface so that there is no need for applying a magnetic field
to observe this kind of confinement. However, with R
=40 Å and a smaller interface thickness w=15 Å, the elec-
tron is confined at the GaAs layer. Moreover, in this case,
interfacial confinements induced by magnetic fields were
also found but only for B�30 T, which is higher than the
values for R=42 Å and w=20 Å shown in Fig. 3�b�, where
a B=20 T magnetic field was enough for inducing an inter-
facial confinement. Our results also predict that interfacial
confinement of l=1 electrons due to magnetic fields can be
found in InP/InAs QWR, as well, with a slightly larger radius
R=48 Å �not shown in this work�. This can be an interesting
feature of these systems since, once the QWR has grown, its
radius is fixed and an external parameter, namely the mag-
netic field, can just be tuned to obtain an electron confine-
ment at the well or at the interfaces.

The interfacial confinement of states in GaP/GaAs QWR
can be verified by analyzing the electron wave functions as a
function of z in such systems, which is illustrated in Fig. 4,
for E1,1,1 states. In Fig. 4�a�, two values of wire radius are
considered in the absence of magnetic fields, while in Fig.
4�b� the wire radius is kept and two values of magnetic field
are considered. It can be observed in Fig. 4�a� that a confine-
ment of l=1 states at the interfaces is induced when the wire
radius is reduced from R=75 �dotted� to 35 Å �solid�. When

FIG. 3. Electron confinement energies as functions of the well
width L for l=1 states in a cylindrical GaP/GaAs QWR with wire
radius R=42 Å, considering �a� abrupt and �b� w=20 Å interfaces,
under applied magnetic fields B=0 �dashed dotted�, 10 �dotted�, 20
�dashed�, and 30 T �solid�. The electron wave functions for the
points indicated by arrows �L=200 Å� are plotted in Fig. 4�b�.

FIG. 4. Electron wave functions for l=1 states in a cylindrical
GaP/GaAs QWR with graded interfaces of w=20 Å thickness and
well width L=200 Å, as a function of z, considering �a� wire radius
R=35 �solid� and 75 Å �dotted� in the absence of magnetic fields;
and �b� magnetic fields B=0 �dashed dotted� and 30 T �solid� for a
R=42 Å wire radius.
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a magnetic field is applied, in Fig. 4�b�, the wave function of
such states in a R=42 Å QWR is also altered, and for B
=30 T �solid�, two peaks at the interfacial regions can be
seen. Thus, these results confirm that, in the presence of
graded interfaces, confined states at the interfacial regions
are observed by reducing the wire radius or increasing the
magnetic field intensity.

In Fig. 5, we present the electron confinement energies as
a function of the well width L for l=1 states in InP/InAs
QWR with R=45 Å. These results demonstrate that the
type-I to type-II transition predicted in previous work on
abrupt wires can also be obtained by increasing the intensity
of a magnetic field parallel to the wire axis: for w=0 Å �Fig.
5�a��, the confinement energies for B=0 �solid� decrease with
increasing L, but for B=10 T �dashed� E1,1,1=0 for all L,
which shows that these states are not confined in z despite
the presence of a heterostructure. This indicates that the ra-
dial confinement energy En,l

����z� for B=10 T, which is a bar-
rierlike potential, is high enough to suppress the contribution
of the heterostructure potential in Veff�z� for this system,
yielding a type-II effective potential. Hence, with a InP/InAs
QWR with abrupt interfaces, one could control the electron
band offset or even change from a confinement to a scatter-
ing potential for l�0 states just by setting the external mag-
netic field. However, real QWR are shown to present graded
interfaces, and taking them into account in Fig. 5�b�, the
results show that if one considers an interface thickness w
=20 Å �symbols�, e.g., the magnetic field does not change
the qualitative behavior of l=1 electrons, which are confined
at the interfaces for both B=0 ��� and 20 T ���. For a small
interface thickness w=5 Å �curves�, in the absence of mag-
netic fields �solid�, the electron l=1 state is confined at the

InAs �well� layer and it depends weakly on the well width
due to the new form of Veff�z�: for L varying from 40 to
200 Å considering w=0 Å, E1,1,1 decreases in �5 meV,
whereas for w=5 Å, it varies only �1 meV. For a B
=20 T magnetic field, considering w=5 Å �dotted�, a weak
interfacial confinement of l=1 electrons is still observed for
L lower than �80 Å, while for greater values of L, the bar-
rier on the effective potential is large enough to avoid con-
finement at the interfaces, leading to E1,1,1=0 with an elec-
tron localization at the InP layers just like in a type-II
system. Thus, for a perfect type-I to type-II transition in-
duced by a magnetic field in InP/InAs nonabrupt QWR, one
would need a R=45 Å wire with a large InAs layer and
small interfaces ��5 Å�, i.e., with a very high quality of
heterostructure modulation, in order to avoid interfacial con-
finements.

The presence of magnetic fields has been shown to induce
interfacial confinement for l=1 states because this field en-
hances the radial confinement energy En,l

��� and then supports
this change of localization. However, for l=−1 states, the
magnetic field reduces En,l

���; hence, it would never induce a
change from well to interfacial localization of such states.
Conversely, there are some cases where the l=−1 electron
state is already confined at the interfaces, for instance, in a
GaP/GaAs QWR with R=39 Å and w=15 Å, and a mag-
netic field B=30 T can induce a transition from interfacial to
well localization. Such a transition can also be obtained with
R=40 Å and w=20 but applying a higher magnetic-field in-
tensity, B=35 T.

Since the mass variation through the interfacial regions is
of major importance for the effective potential and, conse-
quently, for the carriers confinement, it is worthwhile to dis-
cuss on the possible types of function which can be used to
describe such a variation. In present work, as one can verify
in Sec. II, the interfacial region is assumed to be a XP	As1−	

�X=Ga or In� alloy with a P composition 	�z� varying lin-
early along z at the interfaces. The effective masses are then
assumed to depend linearly on 	�z�. However, other depen-
dencies on 	�z�, for instance, a linear dependence for
the reciprocal effective mass, i.e., 1 /m�z�= �1 /mXP�	�z�
+ �1 /mXAs��1−	�z�� could be considered. The following pro-
cedure shows straightforwardly that even for this kind of
variation one can still tailor the system in order to find con-
fining potentials at the interfaces. Suppose one has a linear
function 	�z�=z /w describing a composition variation at an
interface lying within 0�z�w, the effective mass and the
heterostructure potential are then given by 1 /m�z�=A�z /w�
+ �1 /mXAs� and Vhet�z�=Qe�
1�z /w�+
2�z /w�2�, respectively,
with A=1 /mXP−1 /mXAs. The effective potential in this re-
gion is then

Veff�z� = Vhet�z� + En,l
����z� = a

z

w
+ b� z

w
�2

+ C�A
z

w
+

1

mXAs
� ,

�8�

where a=Qe
1, b=Qe
2, and C is obtained from Eq. �6� as
C=�eB�xn,�l�+ �l /2�+ ��l� /2��. A minimum value of Veff�z� ex-
ists within 0�z�w if dVeff /dz=0 somewhere in this inter-
val. After some manipulation of the equations, one eventu-

FIG. 5. �a� Electron confinement energies as functions of the
well width L for l=1 states in a cylindrical InP/InAs QWR with
wire radius R=45 Å and abrupt interfaces under applied magnetic
fields B=0 �solid� and 10 T �dashed�. �b� The same as �a� but
considering graded interfaces of w=5 �curves� and 20 Å �symbols�,
and magnetic fields B=0 �solid, �� and 20 T �dotted, ��.
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ally finds that a minimum value of Veff�z� can still occur at
the interface for this kind of mass variation, provided ��CA
+a� / �2b���1. The parameters A, a, and b are constants of
the material while C is a function of the wire radius R that
can be tuned so that this inequality is satisfied. This inequal-
ity would be satisfied by no value of C only if b=0, i.e.,

2=0, and this means that the energy gap of the alloy de-
pends linearly on the composition 	, which is not true for
most of the materials in the literature.15 Figure 6 shows the
electron wave functions along z for l=1 states in GaP/GaAs
and InP/InAs QWRs with well width L=200 Å and inter-
faces thickness w=20 Å. Dashed line is obtained by consid-
ering 	�z� as a linear function of z and a variation on the
reciprocal effective mass 1 /m, whereas the other curves de-
pict the results considering 	�z� as an error function5 of z
with variations on the direct m �dotted� and reciprocal 1 /m
�solid� effective masses. Electron confinement at interfaces is
observed in all the curves shown although for the reciprocal
mass cases the electron is just weakly bound in this region
and is more dependent on the wire parameters: when the
reciprocal mass varies in GaP/GaAs �InP/InAs�, the interfa-
cial confinement was found only for R�33 Å ��45 Å�,
whereas for a variation in the direct mass used in our model
to obtain the previous results of this paper, an interfacial
localization is observed for radii varying within a range from
R�27 to �40 Å �R�42 to �46 Å�.

The theoretical model we suggest in this work is good for
the description of electron states in conduction band. But it
fails when studying valence-band states because in cases

where the wire diameter 2R and the heterostructure width L
have almost the same dimensions, the lowest valence state is
a combination of heavy-hole �HH� and light-hole �LH�
states. Hence, to correctly solve the QWR problem for holes
when 2R�L, one must use a 4�4 Hamiltonian, taking into
account HH and LH states. Even so, based on the fact that
the changes in localization are strongly dependent on the
differences between effective masses, it can be inferred that
the critical radii for type-I to type-II transitions, as well as
those for interfacial confinements, are not expected to be the
same for electrons and holes since the effective masses of
these carriers are completely different in each material. In-
deed, in a previous work, Lew Yan Voon et al.13 have used a
four-band k · p based theory to predict type-I to type-II tran-
sitions also for valence-band states in abrupt InGaAs/InP and
GaAs/AlAs QWRs, and they found that critical radii are dif-
ferent for electrons and holes. Furthermore, considering a
GaAs/GaP QWR, changes in valence-band state localization
would hardly be obtained due to the small difference be-
tween the hole effective masses in GaAs and GaP. However,
changes in the electron localization are found in this system
�see Fig. 2�b��. These electron-hole separations might de-
crease the overlap between their ground-state wave func-
tions, which would reduce the probability of an interband
transition for such states, a feature that is also commonly
found in type-II systems.10 Thus, a low probability of inter-
band transitions would be observed in cases where the hole
remains at the well layer and the electron is confined at the
interfaces or vice versa.

IV. CONCLUSIONS

The confinement energies of electrons in cylindrical nano-
wires with longitudinal GaP/GaAs and InP/InAs heterostruc-
tures, under an applied magnetic field parallel to the wire
axis, were calculated for several values of wire radius, well
width, interfaces thickness, and magnetic-field intensity. The
difference between effective masses of the heterostructure
materials plays an important role in the carrier confinement
along the wire axis; it is responsible for creating a
z-dependent potential since the lateral confinement energy
depends on such masses. It was demonstrated that, for abrupt
interfaces, reducing the wire radius leads to a weaker effec-
tive confinement potential along the wire axis due to an en-
hancement of the radial confinement energy. The energies of
l=1 states are lower than the ones for l=0 states, which are
due to the fact that the former present higher radial confine-
ment energy, and consequently the effective confinement po-
tential along the wire axis is reduced. The existence of
smooth interfaces between materials drastically changes the
effective potential profile and can yield to a carrier confine-
ment at the interfacial region for thin wires with w�0 in-
stead of the free-carrier behavior or the type-I to type-II tran-
sitions predicted in previous works on abrupt QWR.12,13

Several kinds of functions were considered for the descrip-
tion of the effective-mass variation at the interfaces, and our
results demonstrate that an interfacial confinement of carriers
can be found for all cases shown. The confinement energies
are slightly affected by the presence of magnetic fields, par-

FIG. 6. Electron wave functions for l=1 states in cylindrical
GaP/GaAs and InP/InAs QWR with graded interfaces of w=20 Å
thickness and well width L=200 Å, as a function of z, considering
three different approximations for the effective-mass variation on
the interfacial region: direct �dotted� and reciprocal �solid� mass
variations considering 	�z� as an error function, and a variation on
the reciprocal mass with a linear function for 	�z� �dashed�. The
wire radius is R=33 Å �R=45 Å� for GaP/GaAs �InP/InAs�.
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ticularly for l=0 states. But in some special cases, increasing
the magnetic-field intensity also induces a type-II potential in
the abrupt case or a carrier confinement at the interfaces
when w�0. This can be a useful feature of these systems for
device applications since it shows that the carrier behavior
can be controlled by an external field. Our results also sug-
gest that in some cases of heterostructured QWR, interband
transitions may be strongly suppressed due to spatial separa-
tion of electrons and holes states. Finally, the features shown
in present work allow us to infer that a high control of com-

position and size parameters is essential to the design and
fabrication of heterostructured quantum wire based devices.
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Theoretical investigation of excitons in type-I and type-II Si/Si1−xGex quantum wires
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This work presents a theoretical study of the excitonic properties of Si1−xGex cylindrical quantum wires
surrounded by a Si matrix, considering two possibilities for the conduction band alignment, type I and type II.
The effect of nonabrupt interfaces between these materials on the exciton energies is investigated: an interfacial
region of 15 Å in a 50 Å wide Si0.85Ge0.15�Si0.7Ge0.3� type-I �type-II� quantum wire leads to an exciton energy
blueshift of the order of 10 meV. The excitonic behavior under an applied magnetic field parallel to the wire
axis is also studied: exciton energies in type-I wires are weakly affected, while for type-II wires, increasing the
field causes the electron angular momentum to change almost periodically, giving rise to Aharonov-Bohm
oscillations of the exciton ground state energy.

DOI: 10.1103/PhysRevB.74.085317 PACS number�s�: 78.67.Lt, 71.35.�y

I. INTRODUCTION

Over the past few years, many researchers have studied
one-dimensional nanoscale structures such as quantum wires
�QWR�, due to their potential applications in electronic de-
vices, e.g, transistors, diodes, lasers, and biological sensors,
and also because their chemistry is quite easily manipulated.
1–3 Many groups have used several growth techniques to syn-
thesize QWR composed of two single-crystalline semicon-
ductor materials, forming core-sheath, core-multishell, and
block-by-block heterostructures.4–6 In particular, recent pa-
pers have reported the growth of Si/SiGe QWR by using
chemical vapor deposition and vapor liquid solid deposition
methods, which exhibit enhanced electrical transport proper-
ties making possible high-mobility devices.4,7

Experimental studies on Si1−xGex quantum wells, wires,
and dots surrounded by a Si matrix have indicated that such
heterostructures exhibit a peculiar characteristic of their band
structure: the valence band always forms a well for holes,
whereas there are two possible kinds of band alignment for
electrons, depending on the Ge concentration x. It has been
shown that for low Ge concentrations, the conduction band
forms a well �type I� for electrons, while at higher concen-
trations it may form a barrier �type II�.8–12

There are many papers in the literature related to excitons
in type-II quantum dots and wells. Although the exciton con-
finement in type-II wires is also an interesting problem, there
have been few theoretical works on this subject. Rorison13

was one of the first ones to present theoretical studies of
excitonic properties of type-II QWR systems, in which exci-
ton binding energies and oscillator strengths were calculated
for GaAs/AlAs QWR, for both finite and infinite confining
barrier cases, using a variational approach and a self-
consistent method. However, his work did not study how the
excitonic properties of these systems may be affected by the
presence of external magnetic fields. Recently, the problem
of exciton confinement was addressed for type-II planar
quantum dots under an applied magnetic field, perpendicular
to the dot plane, by Janssens et al.,14 where interesting re-
sults were found about the angular momenta of carriers in
the ground state for high fields. The influence of magnetic
fields on the exciton states in QWR has also been widely
studied,15–19 but mainly in type-I systems.

Another important topic is the influence of an interfacial
layer between Si and SiGe on the calculation of exciton en-
ergies, since in almost all recent experimental publications,
the composition analysis of the wires indicates the presence
of nonabrupt interfaces between materials. The problem of
graded interfaces in low dimensional systems, such as quan-
tum dots and quantum wells, has been widely studied, and
significant alterations of the exciton energy spectrum have
been demonstrated.20–22

The aim of the present work is to study the excitonic
properties of Si1−xGex cylindrical quantum wires embedded
in a silicon matrix. We consider the two known possibilities
for band alignment in these systems, type I and type II, for
appropriate Ge compositions. Taking into account the exis-
tence of graded interfaces, the effective mass approximation
is used to calculate the exciton energies. The electron and
hole behaviors under an applied magnetic field parallel to the
wire axis are also investigated, showing Aharonov-Bohm
�AB� oscillations of the electron ground state energies of
type-II Si/Si1−xGex QWR.

II. THEORETICAL MODEL

Considering the symmetry of the problem, circular cylin-
drical coordinates are used, taking � as the confinement di-
rection and z as the free direction. Using the symmetric
gauge for the vector potential, A= 1

2B�ê�, the Hamiltonian
that describes the system is given by25

Hexc = −
�2

2 � 1

�i

�

��i
� �i

mi
���i�

�

��i
� +

1

mi
���i��i

2

�2

��2 +
1

��

�2

�z2�
−

i

2
��c

�

��
+

1

8
mi

�
�i

2�c
2 + Vi��i� , �1�

where i=e, h, mi
� is the in plane �-dependent effective mass

of each charge carrier, �� is the electron-hole reduced mass
in the z direction, and �c=eB /mi

� is the cyclotron angular
frequency. We use the relative coordinates z= �ze−zh� and �
=�e−�h. The potential Vi��i� includes the heterostructure po-
tential Vi

het��i� and the Coulomb interaction between elec-
trons and holes.
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To take into account the existence of a graded interface
between materials, the Ge concentration � of the alloy is
assumed to be �-dependent, similar to the model of Freire et
al.23 For a ���i� increasing linearly in the interfacial region,
one has

���i� = 	 x , 0 � �i 	 �1;

x − ��i − �1�x/w , �1 � �i 	 �2;

0, �i 
 �2,



where �1 and �2 are the limits of the interfacial region and
w=�2−�1 is the interface thickness. Vi

het��i� and mi
���i� are

then expressed as functions of ���i�: Vi
het��i�=Qi��1���i�

+�2�2��i�� and mi
���i�= mi,Ge���i�+mi,Si�1−���i���, where �1

and �2 are interpolation parameters and Qi is the band offset.8

The eigenfunction which is the solution in the � coordi-
nate is chosen as �1/�2��eil�, where l=0, ±1, ±2, . . ., is the
angular momentum. Using a variational approach, we take a
Gaussian-type “orbital” wave function24 as the solution in z

�z� =
1

��
� 2

�
�1/4

exp�−
z2

�2� , �2�

with � as the variational parameter that minimizes the exci-
ton binding energy.

For type-I systems, it is used for the exciton wave func-
tion ���e ,�h ,� ,z�= �1/�2��eil��e��e��h��h��z�, where �e

and �h are normalized one particle wave functions, in the
Schrödinger equation with the Hamiltonian of Eq. �1�,
namely ���Hexc���=Ex�� ���. Thus,

Ex = ��e�He��e� + ��h�Hh��h� + ���He-h��� , �3�

where the one particle Hamiltonian Hi is given by

Hi = −
�2

2�i
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� +
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���i��i
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2 + Vi
het��i� �4�

with i=, e, h, and He−h is the electron-hole interaction Hamil-
tonian

He-h = −
�2

2��

�2

�z2 −
e2

4��

1

�re
� − rh

� �
. �5�

This procedure leads to a differential equation in � for each
carrier �Hi−Ei��i��i�=0, which is solved by a discretization
method25 with an uniform mesh, and the binding energy fol-
lows from Eb= ���He−h���, which yields

Eb = −
�2

2��
�

−�

+�

*�z�
�2

�z2�z�dz

−
e2

4��
�

V

��e��e��2��h��h��2��z��2

�z2 + ��e
� − �h

� �2�1/2
dV , �6�

where dV=�ed�e�hd�hd� dz and the integral of the Coulomb
term is carried out over a cylinder with an infinite interval
along the z direction. Since �z� is a variational function

such that in Eq. �2�, one can solve analytically the first term
integral

�
−�

+�

*�z�
�2

�z2�z�dz = −
1

�2 , �7�

and the second term assumes the form

−
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��e��e��2��h��h��2 exp�− 2z2/�2�
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2 + �h
2 − 2�e�h cos ��1/2 dV , �8�

which is simplified, leading to the final expression for the
binding energy

Eb =
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2���2 −
e2
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0
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�9�

where a=−2��e
� −�h

� �2 /� and K0�x� is the modified zero-order
Bessel function of the second kind.26 These integrals are cal-
culated numerically, and the exciton energy is obtained by
Eexc=Egap+Ee+Eh−Eb.

In type-II systems, since the potential for the electron has
a step form, the electron is no more confined by the band
mismatch of the wire materials, but it is just bounded by the
Coulomb interaction. This implies that solving the
Schrödinger equation for the electron in the absence of a
Coulomb interaction leads to an electron energy Ee=0. To
solve the type-II problem, one takes the same form of
���e ,�h ,� ,z� used previously for the type-I case in
Hexc���=Ex��� and multiplies it by the complex conjugate
of the �h and z dependent parts of the wave function.27

Therefore, the Schrödinger equation with the one particle
Hamiltonian of Eq. �4� is solved first for the hole, so that

Ex��e� = �He + Eh + ��h�He-h��h����e� . �10�

Once the hole wave function �h is known, the electron
effective Coulomb potential due to the presence of the hole is
calculated, yielding the following differential equation for
�e��e�:

�He + Eh + I��e���e��e� = Ex�e��e� , �11�

where I��e�= ��h�He−h��h� is the effective Coulomb po-
tential, given by

I��e� = −
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2 − 2�e�h cos ��1/2

��hd�hd� dz , �12�

which is simplified such as in the type-I case,26 yielding to
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I��e� =
�2

2���2 −
e2

4���
� 2

�
�

0

+�

��h��h��2�h�
0

2�

�exp�a�K0�a/2�d�hd� . �13�

The parameter � is adjusted to minimize the exciton en-
ergy Ex, as in the variational method developed for type-I
wires, and now the exciton binding energy is given by Eb
=Eh−Ex.

III. RESULTS AND DISCUSSIONS

The binding and total exciton energies in Si/Si1−xGex
QWRs are calculated for several wire radii and interface
thicknesses, with x=0.15 �type I� and x=0.30 �type II�. The
material parameters of the alloy were obtained by an inter-
polation of pure Si and Ge parameters, which are listed in
Table I.

A. Type-I Si/Si0.85Ge0.15 QWR

Figure 1 shows the binding energy �top� and the ground
state energy �bottom� of e-hh excitons as a function of the
Si/Si0.85Ge0.15 QWR radius �type-I band alignment� for sev-

eral interface thicknesses. It can be observed that Eb in-
creases when the wire radius increases up to a maximum at
R�50 Å, and after this it decreases. For wire radii below
this value, the inclusion of a graded interface shifts down the
binding energies, while the opposite occurs for a larger radii.
This can be explained by considering that reducing the wire
radius makes the system seem like bulk Si, where the bind-
ing energies are naturally lower.28 For a 30 Å wire radius
with interface thickness of w=15 Å, the binding energy is
reduced by �25%, while for wire radii greater than 50 Å
there is an average increase in the binding energies of about
5.5%, in relation to the abrupt case.

On the other hand, the ground state exciton energy always
decreases with the increase of the wire radius, and the inclu-
sion of a graded interface shifts up this energy, especially for
thin wires, where these shifts may reach about 30 meV. For
a 50 Å radius Si/Si0.85Ge0.15 QWR with interface thickness
of w=15 Å, the increase in the total exciton energy is about
10 meV in relation to the abrupt case.

The influence of applied magnetic fields on the binding
�top� and total �bottom� ground state exciton energies is pre-
sented in Fig. 2 for several values of the wire radius, for an
abrupt interface �lines� and for a w=15 Å �symbols� inter-
face thickness. As can be seen, the magnetic field does not
greatly affect these energies, giving them only small blue-
shifts of the order of 2 meV, for all values of wire radii
considered. Wires with larger radii are more affected by this
external field. These results are in good agreement with pre-
vious studies in such systems for other materials.15,29

B. Type-II Si/Si0.70Ge0.30 QWR

Figure 3�a� shows the effective potential Vef f��e�
=Ve

het��e�+ I��e� for electrons in type-II quantum wires. A

TABLE I. Selected properties of Si and Ge, which are used to
obtain values for Si1−xGex by linear interpolation �Ref. 8�.

a �Å� Eg �eV� ���0� me�m0� mhh
� �m0� mhh

�

Si 5.43 1.12 12.1 0.191 0.277 0.216

Ge 5.65 0.66 16.0 0.081 0.208 0.057

FIG. 1. Binding energy �top� and ground state energy �bottom�
of e-hh excitons in Si/Si0.85Ge0.15 type-I QWR as a function of the
wire radius, for interface thicknesses w of 0 Å �solid�, 5 Å
�dashed�, 10 Å �dotted�, and 15 Å �dashed-dotted�.

FIG. 2. Binding �top� and ground state exciton energies �bottom�
of e-hh pairs in Si/Si0.85Ge0.15 type-I quantum wires as functions of
magnetic field, with w=0 Å �lines� and w=15 Å �symbols�, for
several values of wire radius �2: 50 Å �dotted, ��, 100 Å �dashed,
��, 150 Å �solid, ��, and 200 Å �dashed-dotted, ��.
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plot of this potential as a function of � is shown in Fig. 3�b�,
where it can be clearly seen that a depression in the potential
appears due to the electron-hole Coulomb interaction, which
is responsible for the electron bound state at the silicon layer
near the Si0.70Ge0.30 wire, despite the fact that the hetero-
structure forms a barrier for this carrier.

In Fig. 4, the binding energy �top� and the ground state
energy �bottom� of e-hh excitons are plotted as a function of
the QWR radius for Si/Si0.70Ge0.30 �type-II band alignment�
wires with several interface thicknesses. The binding ener-
gies of type-II wires are lower than those of type I, which is
expected, since in type-II systems the electron and hole are
localized in different regions of space. Moreover, these en-
ergies are always reduced when the wire radius is enlarged.
This occurs because now, in the limit of very thin wires, the

system no more seems like bulk Si, but like a bulk system
with a localized impurity, since the hole is confined within
the thin wire, while the electron is bound to it on the Si layer.
For a Si/Si0.70Ge0.30 with 40 Å wire radius and w=15 Å in-
terface thickness, the increase of binding energies is about
12% in relation to the abrupt case, while the total exciton
energy is increased by about 20 meV.

Figure 5 depicts the influence of a magnetic field parallel
to the wire axis on the excitonic behavior of Si/Si0.70Ge0.30
quantum wires with abrupt interfaces for the ground and first
excited states. The split between these two states is large for
the thinner wire, but it is reduced as the wire radius in-
creases, becoming very small for a 150 Å wire radius, espe-
cially for the total exciton energy �bottom�. It is also shown
that the binding and total exciton energies in type-II wires
oscillate almost periodically as the magnetic field increases,
due to changes of the angular momentum of the electrons.
The periodicity of the electron angular momentum depends
on the wire radius. This can be explained by the fact that
only the electrons in this system are localized around the
wire, which causes the magnetic field to push the electron
towards the barrier, giving rise to a change in l in each elec-
tron state, because this is energetically more favorable. Since
the holes are localized inside the wire, they are just squeezed
towards the wire axis by the magnetic field, hence there is no
change in their angular momentum. These changes in l in-
duced by an increase of a magnetic field are analogous to the
Aharonov-Bohm effect, which has been widely studied lately
for several structures where carriers are localized around a
barrier potential, such as quantum-rings.30–32

Although type-II wires have a ringlike potential for the
electron, the periodicity of the Aharonov-Bohm oscillations

0 100 200 300

-20

0

20

40

V
e
ff

(m
e
V

)

� (Å)

a) b)

FIG. 3. �a� Effective Coulomb potential for electrons in a type-II
Si/Si1−xGex QWR with 50 Å wire radius. �b� The plot of this po-
tential as a function of �, showing a depression near the interface
between materials.

FIG. 4. Binding energy �top� and ground state energy �bottom�
of e-hh excitons in Si/Si0.70Ge0.30 type-II QWR as a function of the
wire radius, for interfaces thicknesses w of 0 Å �solid�, 5 Å
�dashed�, 10 Å �dotted�, and 15 Å �dashed-dotted�.

FIG. 5. Binding energies �top� and total exciton energies �bot-
tom� of e-hh excitons in Si/Si0.70Ge0.30 type-II QWR as a function
of the magnetic field for 50, 100, and 150 Å wire radii, with abrupt
interfaces. Solid lines are related to ground state excitons, while
dotted lines are first excited states.
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exhibits small changes by increasing the magnetic field, in
contrast to the energy states of quantum-ring structures
where this periodicity is constant and well defined.30,31,33

There is a clear dependence of the periodicity on the sec-
tional area of the wire: the number of electron angular mo-
mentum transitions increases when the wire radius increases,
representing a lower period for a larger radius. Since the
periodicity depends on the area enclosed by the ringlike po-
tential, its variation even for a constant wire radius can also
be explained. In fact, increasing the magnetic field changes
the hole wave function, causing the effective Coulomb po-
tential to vary with the field, and consequently, the area en-
closed by the effective potential for electrons does not re-
main constant for all values of the field, implying in a change
of the periodicity of the AB oscillations.

The electron behavior in type-II wires under applied mag-
netic fields is further illustrated in Fig. 6, which shows the
average radii of the electron ground state ���e�� as a function
of the applied magnetic field, for three values of wire radius
with interface thicknesses of w=0 Å and w=15 Å. The inset
shows the exciton energies related to a 50 Å QWR radius,
for ground and first excited states, considering abrupt and
nonabrupt interfaces. Increases of the magnetic field also
give rise to oscillations in ��e�, which is expected since the
angular momentum of this carrier is changing almost peri-
odically, and wave functions for states with a larger modulus
of angular momentum are more extensive than those for l
=0. Thus, when the magnetic field pushes the electron to-
wards the Si1−xGex layer, its average radius decreases until a

change of angular momentum occurs, when l assumes a
higher modulus value, which implies a more spread electron
wave function. For magnetic fields varying from 0 up to
10 T, for a 50 Å wire radius there is just one transition,
whereas for a 150 Å wire radius there are five such transi-
tions. It also can be seen in Fig. 6 that a graded interface
affects the angular momentum transition points of AB oscil-
lations, which is expected since the inclusion of such an
interface reduces the effective radius of the quantum wire
potential. Indeed, its influence on the transition points of AB
oscillations can be observed even for larger radii. For a
150 Å wire radius with an abrupt interface, the fifth electron
angular momentum transition occurs in a magnetic field B
about 8.75 T, while for a w=15 Å interface it occurs at B
�9.4 T. For a smaller radius, 50 Å, for example, this effect
is stronger: the first transition occurs at B�5 T for an abrupt
interface, whereas for w=15 Å it occurs at B�6.4 T. An
exciton energy blueshift also appears due to the inclusion of
graded interfaces, as one can observe in the inset of Fig. 6,
which is consistent with earlier results of Fig. 4 �bottom�.

IV. CONCLUSIONS

We have investigated the excitonic properties of
Si/Si1−xGex cylindrical quantum wires with type-I and
type-II band alignments. Our results show that the existence
of a graded interface between materials gives a significant
blueshift of the exciton energies for thin wires. The presence
of a magnetic field parallel to the wire axis does not greatly
affect the ground state excitons in type-I QWR, especially
for smaller wire radii. However, such a field alters drastically
the excitonic behavior for type-II wires, since the ringlike
shape of electron states is responsible for the occurrence of
the Aharonov-Bohm effect, where the angular momentum l
of each electron state changes almost periodically by increas-
ing magnetic field, whereas the l of hole ground states re-
mains the same for all B. The periodicity of these energy
oscillations depends on the area enclosed by the electron
effective confinement potential. This explains the nonperiod-
icity of Aharonov-Bohm oscillations in such systems, since
the area of the effective Coulomb potential produced by the
hole is altered by changes of the magnitude of the external
field, which squeezes the hole wave function towards the
wire axis. For a type-II Si/Si0.70Ge0.30 QWR with 40 Å wire
radius, and w=15 Å interface thickness, the binding energies
increase about 12% in relation to the abrupt case, while the
total exciton energy is blueshifted by about 20 meV. Graded
interfaces alter the angular momentum AB periodicity even
for a larger wire radius.
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