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Resumo

Estudamos as estruturas e as propriedades dinamicas de um cristal classico bidimen-
sional (2D) em bicamadas de particulas dipolares magnéticas carregadas em um arranjo no
qual os dipolos sao perpendiculares as camadas e com mesma densidade de particulas em
cada camada. A energia do sistema é devido a interacao carga - carga (interagdo coulom-
biana) e a interagao dipolo - dipolo. Devido ao fato dessas interagoes serem de longo
alcance, usamos o método da soma de Ewald para obter uma expressao para a energia
envolvendo somas que convergem rapidamente. Comparando as energias de possiveis ge-
ometrias do cristal, determinamos o diagrama de fase do sistema em func¢ao do parametro
n (que estd relacionado com a distancia entre as camadas de dipolos magnéticos carregados
e a densidade de particulas) e da intensidade relativa das interagoes elétrica e magnética.
Mudando a intensidade relativa da interacao dipolo - dipolo com respeito a interacao
elétrica, podemos encontrar seis diferentes estruturas cristalinas estaveis em funcao de 7.
Uma caracteristica interessante desse sistema é a possibilidade de permanecer em arranjos
nos quais as camadas sao ou nao deslocadas uma em relagao a outra, apenas variando
a interacao magnética entre os dipolos, por exemplo, através de um campo magnético
externo. As transicOes entre as estruturas cristalinas podem ser continuas e descontinuas.
No intuito de investigar a estabilidade das configuragoes de minima energia, calculamos o
espectro dos fonons do sistema usando a aproximacao harmoénica. Para isto, recorremos
novamente a técnica de Ewald para obter somas que convergem rapidamente. A andlise da
relagao de dispersao (fonons) revela caracteristicas do sistema que sdo de grande utilidade
no estudo da transigao sélido-liquido (fusao).



Abstract

We study the structural and dynamical properties of a two-dimensional (2D) classical
bi-layer crystal of charged magnetic dipolar particles in a setup where the dipoles are
oriented perpendicular to the layers and equal density of charged dipolar particles in
each layer. The energy of the system is due to the charge - charge interaction (Coulomb
interaction) and the dipole - dipole interaction. Due to the long-range nature of the
interactions, we use the Ewald summation method to obtain an expression for the energy
involving rapidly convergent sums. By comparing the energies of a number of possible
crystal geometries, we determine the phase diagram of the system as a function of the
parameter 1 (which is related to the separation between the layers of charged magnetic
dipoles and the particle density) and the relative intensity of the magnetic and electrical
interactions. By changing the relative intensity of the dipole - dipole interaction with
respect to electrical one, we are able to find six different stable crystalline structures as a
function of . An interesting feature of the present model system is the possibility to tune
between the matched and staggered arrangements by varying the magnetic interaction
between the dipoles, e.g. through an external magnetic field. The phase boundaries of
the crystalline structures consist of both continuous and discontinuous transitions. In
order to investigate the stability of the minimum energy arrangements we also calculate
the phonon spectra of the system within the harmonic approximation. In this case, we
resort again on the Ewald technique to obtain the rapidly convergent sums. The analysis
of the phonon spectra reveals interesting features which are useful in the study of melting.
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1 Introducao

1.1 Cristalizacao de Wigner

Um aglomerado de particulas interagindo fortemente pode apresentar uma fase estru-
tural de cristalizacao, dependendo dos valores de densidade e temperatura. Esta condigao
geral é observada em sistemas de natureza bastante distinta, de modo que o estudo das
propriedades dessa fase estrutural é de interesse fundamental. O fenomeno de cristalizacao
em um gas de elétrons tridimensional (3D), no limite de baixas densidades e temperaturas,
foi originalmente previsto por Eugene P. Wigner [1], em 1934. A cristalizacao de elétrons
em trés dimensoes ainda nao foi observada experimentalmente. Em 1971, Crandall e
Willians propuseram que um fendémeno de cristalizacao analogo, deveria ocorrer em um
sistema bi-dimensional (2D) de elétrons em superficie de hélio liquido, para densidades

suficientemente altas [2].

No regime classico, o estado termodinamico de um sistema coulombiano, é determi-
nado pelo parametro de acoplamento I', definido como a razao entre a energia de interacao
média e a energia cinética média. Para o sistema 2D classico de elétrons este parametro

¢ dado por

e2\/mn
I'= 1.1
KT (1.1)

onde e é a carga do elétron, n é a densidade, Kp é a constante de Boltzmann e T é
a temperatura do sistema [3]. Para I' < 1, a energia cinética é dominante, de modo
que o sistema se comporta como um gas de elétrons. Para densidades intermediarias,
1 < T < 100, o movimento dos elétrons se torna fortemente correlacionado e o sistema
se comporta como um liquido. Para altas densidades, I' > 100, a energia potencial
coulombiana passa a ser dominante e é esperado que o sistema de elétrons sofra uma

transicao de fase, formando uma estrutura cristalina [3].

Em 1977, Bonsall e Maradudin, mostraram, através de calculos analiticos usando o

método da soma de Ewald, que um sistema 2D cléssico de elétrons numa monocamada se
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cristaliza numa estrutura hexagonal (ou triangular) a temperatura zero [4]. Este sistema,
denominado cristal de Wigner em uma camada (CW1C), foi observado experimentalmente
em 1979, por Grimes e Adams, em elétrons na superficie do hélio liquido, para baixas

temperaturas e altas densidades [3].

Atualmente, o fenomeno de cristalizacao de Wigner é observado em diversos sistemas
nao-eletronicos, e o termo cristal de Wigner ¢ também usado em um sentido mais amplo
para aglomerados de particulas com interacao forte o bastante em relacao as flutuacoes
térmicas. Exemplos podem ser encontrados em sistemas bastante diferentes tais como:
dispersoes coloidais [5], plasmas complexos [6], sistemas bioldgicos, aglomerados atémicos
e moleculares e esferas metdlicas [7]. Além do caso carregado, o CW1C pode também
ser obtido em um sistema de particulas dipolares, como demonstrado em experimentos
realizados em suspensoes coloidais bi-dimensionais com particulas paramagnéticas em uma

interface gas/liquido [8].

Além da monocamada, CW1C, outro sistema que atrai bastante atengao é o cristal de
Wigner numa estrutura de bi-camada (CW2C). Em 1996, Goldoni e Peeters, mostraram
através de cdlculos analiticos usando o método da soma de Ewald, que o CW2C de
particulas carregadas apresenta um diagrama de fase estrutural bastante rico em com-
paragao com CWI1C. Cinco diferentes estruturas cristalinas estaveis sao observadas em
fungao da distancia entre camadas e densidade do sistema [9]. Em 2001, Weis, Levesque e
Jorge [10], usando o método de Monte Carlo, identificaram a sequéncia de fases do estado

fundamental do CW2C calculada por Goldoni e Peeters.

Em 2008, Xin Lu et al. [11], estudaram o CW2C composto apenas por particulas con-
tendo dipolos orientados perpendicularmente as camadas. Os pesquisadores observaram
que devido ao carater anisotrépico da interacao dipolar, a estrutura de menor energia
corresponde a uma rede hexagonal em cada plano, para todo o intervalo de parametros
(distancia entre as camadas e densidade do sistema) analisado. Além disso, essas estru-
turas estao alinhadas ao longo da direcao perpendicular as camadas, fato este contrario
ao caso do sistema carregado, no qual as redes de ambas as camadas sao deslocadas uma

em relagdo a outra ao longo da dire¢ao perpendicular as camadas [9].

Mais recentemente, em 2009, uma série de trabalhos abordaram as fases estruturais e
suas dependéncias em funcao de parametros especificos, de sistemas mono- e bi-dispersos

com diferentes nimero de camadas [12, 13].
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1.2 Sistemas Coloidais e Fluidos Magnéticos

O termo coldide é usualmente associado a particulas com tamanho variando en-
tre 10 nm e 10 pm (fase dispersa) e que estdo dispersas em outro meio material de-
nominado solvente (fase dispersante). Quando a fase dispersa, solida, é constituida
por nanoparticulas magnéticas, uniformemente distribuidas em uma fase dispersante,
liquida, de natureza polar (dgua) ou apolar (hexano, benzeno, éleos minerais), esse sistema
magnético coloidal é denominado ferrofluido ou fluido magnético [18]. As nanoparticulas
sao mono-dominios magnéticos, usualmente esféricas, com diametro (D) abaixo de 15 nm

(diametro critico) [18, 31].

Para entender como surgem os mono-dominios magnéticos usaremos o conceito de
sélidos ferromagnéticos. Sélidos ferromagnéticos sao materiais nao-lineares (possuem
magnetizacdo mesmo na auséncia de campo magnético externo) composto por regioes
onde os dipolos magnéticos dos atomos individuais sao orientados numa diregao fixa; essas
regioes sao denominadas dominios magnéticos [19, 37]. Exemplos de dominios magnéticos
sao mostrados na Fig. 1. Como exemplos de materiais ferromagnéticos temos o ferro,
niquel, cobalto e algumas de suas ligas e compostos [19, 37]. O dipolo magnético é re-
sponsavel pelas caracteristicas magnéticas do material e tem sua origem no momento

angular orbital e no spin dos elétrons.

A
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Figura 1: Um material com quatro dominios magnéticos. As setas dentro de cada dominio
indicam os dipolos magnéticos do material. Figura extraida da Ref. [20]

Quando o tamanho do material ferromagnético é reduzido, os dominios se fundem em
um unico, gerando uma particula mono-dominio. Este tamanho para o qual um material

ferromagnético passa de multi-dominio para mono-dominio depende de cada material, e
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é denominado tamanho critico. Se a particula gerada for esférica, denomina-se diametro
critico. Como mostrado na Fig. 2, se o diametro for menor do que o diametro critico,
temos uma particula mono-dominio; caso contrario temos um material multi-dominio

20, 31, 32].

Em 1946, Kittel [31] apresentou a primeira estimativa do valor do diametro critico
(D,) a partir do qual a particula esférica é dita mono-dominio. Esse diametro critico é de,
aproximadamente, 15nm [31, 30, 21]. As particulas magnéticas com diametro (D) menor
do que o diametro critico (D < D.), apresentam comportamento superparamagnético, de-
vido ao fato de o momento magnético total estar entre o paramagnético e o ferromagnético
[22, 30]. Entao, a magnetizacao de saturagdo é maior nos materiais superparamagnéticos
do que nos paramagnéticos. Outras caracteristicas dos materiais superparamagneticos sao
a auséncia de histerese na curva de magnetizagao, e campo coercivo nulo [30]. Na curva
de magnetizacao de um material, o campo coercivo é o campo magnético necessario para

remover a magnetizacao residual.

D<Dc

D=De

Figura 2: Exemplo de uma particula esférica multi-dominio (D > D.) e mono-dominio
(D < D,), onde D é o diametro do material e D, é o diametro critico. Figura extraida
da Ref. [20]

Uma caracteristica fundamental dos sistemas coloidais é a tendéncia natural de aglom-
eragdo das nanoparticulas e, consequentemente, a precipitagao [22]. Para minimizar a
possibilidade de aglomeracao, as particulas dispersas sao grandes o bastante para que o
solvente possa ser descrito como um meio continuo e homogéneo e pequenas o suficiente
de modo a apresentar movimento browniano. Além disso, as particulas sdo revestidas
com uma camada de determinadas substancias, que sao escolhidas de acordo com o fim

desejado [23]. Dependendo do tipo de revestimento escolhido para se obter a estabilidade
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dos fluidos magnéticos, estes podem ser classificados em surfactados ou ionicos.

Nos fluidos magnéticos surfactados, a superficie da nanoparticula é recoberta por uma
camada molecular chamada surfactante, com espessura da ordem de 1 a 3 nm, que adere
a superficie da particula criando uma repulsao entre elas, que impede a aglomeracao e

promove a estabilidade do fluido [18, 19, 21].

Nos fluidos magnéticos ionicos, a estabilidade coloidal estd associada & repulsao elet-
rostatica. O solvente é a 4gua e a nanoparticula é carregada com uma densidade superficial
de carga elétrica (o) positiva ou negativa, dependendo do pH do meio. Os fons presentes
na solucao sao adsorvidos a superficie da nanoparticula através de reacao acido-base

[18, 19, 21].

Dessa forma, nos fluidos magnéticos surfactados e ionicos, as nanoparticulas se mantém
em suspensao na forma de objetos isolados, evitando assim a aglomeracao e subsequente
precipitacao (estabilidade coloidal). Uma amostra tipica de fluido magnético contém
nanoparticulas na concentragao de 106 a 10'7 particulas/cm3. Assim, a distancia média

entre as particulas situa-se entre 20 e 50 nm [18].

A Fig. 3 mostra a densidade de carga superficial (o) para nanoparticulas coloidais
de ferritas de cobalto em funcao do pH do meio. As superficies das nanoparticulas sao
carregadas positivamente em meio dcido (pH < 7) e negativamente em meio basico (pH >
7) [24].

Notemos ainda que os fluidos magnéticos ionicos apresentam em um tnico sistema,

caracteristicas magnéticas e elétricas.

1.3 O Problema

Os resultados citados anteriormente apontam para outra possibilidade que seria criacao
e seu estudo, de redes cristalinas compostas de particulas carregadas que possuem também
um momento de dipolo magnético permanente. Nesse caso, a estrutura do sistema sera
o resultado da competicao entre a interacao coulombiana e o potencial dipolar. Além
disso, note que o uso de particulas com propriedades magnéticas ¢é interessante visto que
sua organizacao pode ser alterada pela aplicacao de um campo magnético externo, de
modo que novas estruturas “adaptadas” ou “sintonizadas” pelo campo externo podem,
em principio, ser obtidas. Essas novas estruturas podem apresentar novas propriedades

que venham a ser importantes para aplica¢oes em pesquisa fundamental e/ou tecnologia.
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Figura 3: Densidade de carga superficial em funcao do pH do meio para nanoparticulas
coloidais de ferritas de cobalto. Figura extraida da Ref. [24]

Como exemplo, pode-se citar o caso de monocamadas de particulas coloidais adsorvidas
em substratos periddicos que podem ter sua intensidade varidvel [15, 16]. Neste caso, é
possivel explorar a idéia de que a estrutura de bandas do espectro de fonons é variavel,
de acordo com a intensidade do substrato. Desde que o espectro de fonons esta associado
as propriedades térmicas, tem-se a possibilidade de criar estruturas cristalinas sobre as

quais, em principio, tais propriedades fisicas possam ser controladas.

No caso de particulas coloidais com momento de dipolo magnético, como se pretende
considerar neste trabalho, a presenca de um campo magnético externo pode permitir
controle sobre o espectro de fonons do sistema e, consequentemente, sobre as propriedades
fisicas a ele relacionadas. O ponto motivador aqui é o fato de que o estudo das diferentes
fases cristalinas apresentadas pelo sistema é importante pela possibilidade real de cria-las
experimentalmente, visto que sistemas coloidais sao, atualmente, altamente “controlaveis”
[25], e com importantes aplicagdes cientificas e tecnolégicas tais como novos materiais com
band-gap éptico (os chamados cristais fotonicos) [26], peneiras moleculares [27] e micro- ou
nano-filtros com porosidade desejdveis [28]. Nano peneiras e filtros podem ser construidos

em camadas coloidais confinadas em interfaces [28].

Por fim, e em associagao a nanociéncia, destacamos que em estruturas ordenadas
de sistemas coloidais, mono- e bi-dispersos, na escala nanométrica as distancias envolvi-

das estao, em alguns casos, fora de uma escala “natural” de comprimento, gerando pro-
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priedades que sao fortemente dependentes da forma e tamanho do nanocristal. Nesse
limite, novas estruturas cristalinas tém sido obtidas artificialmente [29]. Portanto, a car-

acterizacao de tais estruturas é de extrema relevancia cientifica.

1.4 Estrutura da Dissertacao

No capitulo 2, abordamos as ferramentas matematicas utilizadas durante toda a dis-
sertacao, a saber: o método da soma de Ewald e a aproximacao harmonica. Para intro-
duzir e exemplificar a importancia da soma de Ewald, utilizamos um sistema ctbico de
particulas carregadas com interacao coulombiana, sob condi¢oes de contorno periédicas e
calculamos a energia do sistema. Por outro lado, a aproximacao harmonica é discutida

utilizando-se, como exemplo, um cristal bidimensional com p atomos por célula unitaria.

No capitulo 3, calculamos as estruturas e a relacao de dispersao, ambas em tem-
peratura zero, de um cristal classico de dipolos magnéticos carregados em estruturas de

bicamadas.

No capitulo 4, apresentamos as conclusoes do trabalho e as perspectivas para estudos

futuros.
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2 Métodos Matematicos

Neste capitulo, apresentamos as ferramentas matematicas usadas neste trabalho. A
primeira delas é a técnica da soma de Ewald, usada em sistemas com grande numero
de particulas cujas interacoes sao de longo alcance, no intuito de alcancar melhor pre-
cisao e rapidez do ponto de vista numérico. Como exemplo do uso da soma de Ewald,
abordaremos um sistema ctibico de cargas pontuais sob condi¢oes de contorno periédicas,
eletricamente neutro, com interagao coulombiana e usaremos a soma de Ewald para obter-
mos uma expressao para a energia do sistema em termos de expressoes que convergem
rapidamente. O método da soma de Ewald é o mais conhecido entre os métodos de soma
de redes. No entanto, outros métodos igualmente eficientes existem na literatura , tais

como a soma de Lekner e soma de dipolos [13, 33].

Em seguida, comentaremos sobre a aproximacao harmonica, usada para a obtencgao
dos modos normais de vibragao de um sistema cristalino e caracterizacao do mesmo em
relacao a sua estabilidade estrutural. Na aproximacao harmonica, as particulas executam
pequenas oscilagoes (comparadas com a distancia entre elas) em torno de suas respectivas
posicoes de equilibrio, onde a hipotese de que a energia potencial s6 depende da posicao

¢ assumida.

2.1 Soma de Ewald

Interacoes de longo alcance aparecem frequentemente em problemas fisicos. Como
exemplo, temos a interagao eletrostatica entre cargas e a interacao dipolo-dipolo. Em
simulagao computacional de sistemas muito grandes de cargas ou particulas com interacao
de longo alcance, é comum usar a condi¢ao de contorno periddica de Born-von Karman
para o calculo da energia eletrostatica de interacao entre as cargas, que nao é um prob-
lema simples [17, 34, 35]. Isso é devido ao grande esfor¢co computacional exigido nos
calculos e, mesmo com computadores de alto poder de processamento, o calculo direto

é impraticavel. Além disso, nao se pode dizer que existe uma distancia a partir da qual
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podemos desprezar as interagoes entre particulas, como é o caso em interacoes de curto
alcance, sob pena de que a acurdcia dos resultados fica fortemente comprometida. Esse é
um dos muitos contextos onde o Método de Ewald [38] é importante pois é uma técnica
que transforma, matematicamente, expressoes de longo alcance em outras equivalentes
mas de curto alcance e que torna o esforco computacional bem menor. Nas proximas

subsecoes iremos expor o método de Ewald detalhadamente.

2.1.1 Modelo Teérico

Consideremos um sistema cubico de N cargas pontuais, eletricamente neutro, sob
condicoes de contorno periddicas, com interacao coulombiana. A energia eletrostatica

desse sistema ¢é dada por

1 al qiq;
B=32 2.2 Fva 21)
onde

Tij:ﬁ—@> (2-2)

i = (ngL,n,L,n,L) (2.3)

¢ o vetor da rede, com n,, n,, n, inteiros e L é o comprimento dos lados do cubo. A
virgula no somatorio significa que devemos omitir o termo em que ¢ = j quando 7 = 0.
A energia dada pela expressao (2.1), além de convergir lentamente é condicionalmente
convergente, e isso significa que, dependendo da ordem em que os termos sao somados,
obtemos um valor diferente da energia do sistema, o que ¢ fisicamente inconsistente [39].
Dessa forma, essa expressao nao ¢é interessante do ponto de vista computacional, o que
torna necessario encontrar uma outra expressao para a energia que seja equivalente a
anterior, mas que convirja rapidamente, e que seja absolutamente convergente. Esse ¢é o

intuito do método de Ewald.

2.1.2 Meétodo de Ewald do ponto de vista qualitativo

A idéia do método de Ewald é a seguinte: primeiro, cada carga pontual é envolvida por
uma distribuicao de carga de mesma magnitude, mas de sinal oposto, que se extende ra-
dialmente a partir carga. Por ser mais simples, escolhemos uma distribui¢ao gaussiana de

carga. Com essa distribuicao, a interagao acontece apenas entre as cargas mais proximas,
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ou seja essa distribuicao blinda a interagao entre as cargas mais préximas, nao permitindo
interacao entre cargas distantes. Segundo, a energia eletrostatica total blindada é entao
calculada no espaco real. Terceiro, uma distribuicao gaussiana de carga, de mesma magni-
tude, mas de sinal contrario a anterior é adicionada. Ou seja, somamos e subtraimos uma
distribuicao gaussiana de carga. Assim, a energia do sistema nao é alterada, e continua
sendo devido a distribuicao original de cargas pontuais. Essa distribuicao gaussiana que

cancela a primeira é somada no espago reciproco.

2.1.3 Método de Ewald do ponto de vista quantitativo

Antes de iniciarmos a deducao da expressao da soma de Ewald, é necessario citarmos
que o resultado depende do tipo de meio que envolve o sistema. Mais precisamente, o
resultado final depende da constante dielétrica do meio. A soma de Ewald é dada em

termos de quatro contribuigdes, explicitadas a seguir [40]:
E=E" +E"+ E* 4 B4 (2.4)

onde E" é a contribuicao dada no espaco real, E¥ ¢ a contribuicao no espaco reciproco,
E%S ¢ o termo de auto-interagao que deve ser subtraido (esse termo tem o sinal negativo),
e £ ¢ o termo de superficie que é uma energia associada com uma camada dipolar sobre

a superficie do sistema, devido ao meio que envolve o sistema. Esse termo é dado por [40]

E = | Z Ak (2.5)

26+1

onde € é a constante dielétrica do meio e V' é o volume do cubo. Se o meio circundante é
um bom condutor (e = c0), entdo E? = 0. Por outro lado, se o meio é o vacuo (¢ = 1),

temos que E? é
27 &
E'= i) 2.6
o S0 (2:6)
Entao, temos a seguinte relagao [17],

N
2w .
E(e = ) :E(e:l)—ﬁ| g a2 (2.7)
i=1

Vamos obter a expressao da soma de Ewald para o caso em que o meio circundante é um

condutor (¢ = 00). Nesse caso, como ja discutimos, ndo temos o termo de superficie. O
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potencial em 7 devido a uma particula ¢ de carga ¢; em 7; é

qi
|7 — 7

9252(7#) - (2-8)

Assim, o potencial que as N particulas carregadas mais suas cargas imagens, em 7; + 17,

sob condicoes de contorno periédicas, geram em 7, é escrito como

o(r) = ZZ|7’—7’—i—n| (2.9)

Dessa forma, o potencial na posicao 7; da particula ¢ fica

N/
i)
= _— 2.10
Xﬁ:;|ﬁ—@+ﬁ| (2.10)

A virgula no somatério da equagao (2.10) é para indicar que devemos excluir a particula
¢ no somatoério. No intuito de facilitar os calculos, vamos definir o potencial gerado por
todas as particulas mais suas imagens, excluindo a particula 7, em uma posigao r qualquer,

como [41]
(1) = i 2.11
o (1) = ¢(7) — du(1) = ;ZIT—TJH%! (2.11)
Comparando esta equacao com a equagao (2.1), concluimos que
L N
=5 > iy (7). (2.12)
i=1
A densidade de carga para uma carga pontual ¢; é dada por

pz(F) = %‘5(7_"— 771‘)- (2~13)

Pelo método de Ewald, podemos escrever esta densidade de carga, como

pi(7) = p; (7) + py (7) (2.14)
onde
P (F) = qio(F = 75) — G(F = 7%), (2.15)
pr(7) = G (7 — ), (2.16)
G(7) = :— exp(—a?r?). (2.17)

Dessa forma, somamos e subtraimos uma distribuicao de carga gaussiana G(7) a cada
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carga pontual do sistema. Com isso, o potencial de uma carga pontual pode ser escrito

da seguinte forma,

6i(7) = o7 (7) + 67 (F) (2.18)

onde ¢7(7) e ¢F(7), sdo os potenciais devido as distribuicoes de carga p?(F) e pX(7),

respectivamente. Usando a defini¢ao (2.12), podemos ainda escrever as seguintes equagoes,

¢y (7) = o3y (7) + o () (2.19)
b1 (F) = o3y (7) + 6" (7) — o1 (7). (2.20)
Entao, a equagao (2.12) pode ser reescrita como
RN RN
E = 3 ; i (73) + 3 ;C]sz (75) — 5 ;qiqﬁi (75) (2.21)
tal que
E=FE°+ EF — E* (2.22)
onde
1 N
B% =2 aid(7), (2.23)
i=1
L1 - L=
B = B izlqz'ﬁb (73), (2.24)
self _ 1 = L=
B = B ; Gy (75)- (2.25)

Usando a equacao de Poisson na forma integral, temos

¢; (M) = a; / = 7) =G =7) (2.26)
=7

donde (7 - 7)

s gi 7=
- = ———F—q | ———==dV 2.27
070 = e —a [ S 221

onde usamos uma propriedade da fungao delta
+o0

f(Mo(r— a)dr = f(a). (2.28)

Por outro lado,

() = qi/—h?_ ATV (2.29)
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Como a distribuicao gaussiana s6 depende de r, é mais conveniente encontrar o potencial
devido a uma distribuicao de carga gaussiana via equacao de Poisson na forma diferencial.

Assim, temos

V27 (F) = —dmp; (7) (2.30)
L0 ,00/(r) L
ST, = A G =), (2.31)
onde usamos o laplaciano em coordenadas esféricas. A equaca@o (2.31) pode ser reescrita
como
10, o
53 1oy (r) = —4mq,G(7 = 7)) (2.32)
que resulta em
SH7) = =L serf(alr = 7i) (2:33)

que € o potencial devido a uma distribuicao gaussiana de carga centrada em ;. Aqui, er f

é a funcao erro, definida por

2 [T
erf(:v):ﬁ/o e " dt (2.34)

Observe que para 7 > 7, ou seja, para grandes distancias, temos que, ¢X(7) = \ngm’
pois er f(co) = 1. Tal resultado é consistente com a teoria eletromagnética, que diz que o
potencial a grandes distancias de uma distribuicao de carga comporta-se como se fosse o
potencial devido a uma carga pontual [37]. Uma outra fun¢do que iremos usar ¢ a fungao

erro complementar. Tal fungao, é definida por

2 [
erfc(:c):ﬁ/m e " dt. (2.35)

Como
erf(xz)+erfe(x) =1, (2.36)

¢7 () é dado por

67 = =L erfelalr =) (2:37)
que é o potencial devido a uma carga pontual mais uma distribuicao gaussiana de carga
com sinal contrario. Assim, para grandes distancias, temos ¢ = 0, uma vez que
er fc(oo) = 0. Esse resultado pode ser pensado em termos da expansao de multipolo es-
tudada em eletromagnetismo, que nos mostra que o primeiro termo da expansao quando
a carga total é zero (que é o caso para ¢7) é o termo de dipolo que cai com 1/r? [37]. A
funcao erro é uma funcao de longo alcance, e dessa forma, o potencial dado na equacao

(2.33) ainda nao resolve o nosso problema. Por outro lado, a fungao erro complementar é
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de curto alcance, e o potencial em (2.37) atende ao objetivo. Entao,

;Z F—7, +n|67“f0(0zlf—73 + 7il) (2.38)

() = Z Z 7 e7”]”0(047“ — 7+ 1), (2.39)

e a equacao (2.23) torna-se

ZZZ 7 _q;q] erfC(ozln 7 + 1) (2.40)

7 =1 j=1

que resolve parte do nosso problema. O fato de o potencial em (2.33) ser de longo alcance,
é util para calcularmos todas as autointeracoes existentes no nosso sistema, o que nao é
possivel quando a fungao erro complementar estd presente, pois esta é de curto alcance e
nao varre todas as partes do sistema. Para calcularmos as autointeragoes, vamos usar o
seguinte resultado, )

iiir(l) erf(z) = ﬁx (2.41)

que é obtido usando a definicao da funcao erro e a série de Taylor da funcao exponencial.

Assim, usando (2.33) e (2.41), temos que

o7 (1) = q lim — 7 er f(a|F —7il) (2.42)
BH(77) = 22 (2.43)

ﬁqz'-

Com esta tltima equagao e a equagao (2.25),

N
se o
i=1

que é o termo de autointeracao que deve ser subtraido da energia total do sistema. O
n0sso préximo passo agora ¢ encontrar uma maneira de obter o termo E¥ da energia na
equagao (2.24) numa forma que seja de curto alcance, uma vez que a equagao (2.33) nao
é interessante para esse fim. A densidade de carga gaussiana para uma carga é dada na
equagao (2.16). A densidade total de carga devido a todas as cargas mais suas cargas

imagens ¢ dada por
PR =3 G — 7 + 7). (2.45)

Como a densidade de carga gaussiana e o potencial sao periédicos, ambos podem ser
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expandidos em série de Fourier como

o) = 5 3 M) (2.46)
P = 3 3 B (2.47)
tal que k
V2GH(7) = —dmpH(7) (2.48)
K28 (k) = ampt (k) (2.49)
BH(F) = 3t (B (2.50)

Por outro lado, os coeficientes p=(k) da série de Fourier (2.47) sao,
P(R) = / Pl () e g (2.51)
v

Substituindo (2.45) em (2.51), temos

N
pr(k) = / DN ¢G5+ e *dr. (2.52)
VR =

n

Como 7 varre todas as células que formam o sistema peridédico, a integral acima pode ser

reescrita como N
B =Y [ G- (2.53)
j=1 7o

cuja integral acima é a transformada de Fourier de uma gaussiana. Usando o fato de
que a transformada de Fourier de uma gaussiana é outra gaussiana [36] e fazendo uma

mudanca de variaveis simples, temos que
N -
prk) = gtk (2.54)
j=1
e usando (2.50), a equagao (2.46) fica
N
M) = 5 3D e e e (255)
k0 =1

Observe que para k = 0,

VAT 2 (2.56)

Ou seja, se o sistema nao for eletricamente neutro, a energia do sistema diverge, e se o
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sistema for eletricamente neutro esse termo é igual a zero. Vemos assim que a condigao
de que o sistema seja eletricamente neutro aparece explicitamente nos calculos. Assim,

substituindo (2.55) em (2.24), encontramos

N N
]_ ﬂ F—i) — 2 /402
L:W E E E ququ ko (7i=75) g =k /4a% (2.57)
=1 j=1 ]‘5750

Entao, a energia do sistema quando o meio circundante for um condutor ou vécuo, é dada

pelas equagoes (2.7), (2.40), (2.44), e (2.57). Para o segundo caso,

%Zzzgqiqjezkrlje k2 /402

o) 5  2m 9
— “+ — i 2.58
i+ gl Y (258)

Concluindo, reescrevemos a energia eletrostatica de um sistema de N cargas pontuais,
eletricamente neutro, sob condi¢oes de contorno peridédicas, em uma outra forma equiva-
lente, mas que convirja rapidamente. Assim, temos uma expressao que € interessante do

ponto de vista numérico.

2.2 Aproximacao Harmonica

Como veremos no préximo capitulo, para determinar as configuracoes do cristal
classico de dipolos magnéticos carregados em bicamadas, calculamos a energia do sistema
considerando todas as particulas em repouso (do ponto de vista quantico esta suposigao
viola o principio da incerteza) nas suas respectivas posigoes de equilibrio em 7' = 0 e
usamos o critério de minima energia. Ou seja, a configuracao de menor energia dentre as

consideradas é assumida como o estado fundamental do sistema.

Em T # 0 (mas muito menor que a temperatura de fusd@o do cristal) vamos consid-
erar que as particulas executam pequenas vibragoes, comparadas com a distancia entre as
particulas, em torno de suas respectivas posigoes de equilibrio (flutuagoes térmicas) e que
a energia potencial do cristal é funcao apenas das posicoes instantaneas das particulas.

Neste contexto, podemos usar a aproximacao harmonica, que consiste em expandir a en-
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ergia potencial do cristal usando a série de Taylor, em torno das respecticas posigoes de
equilibrio de cada particula, até segunda ordem. Depois disso, encontramos as equagoes
de movimento das particulas que , a principio, geram solugoes muito complicadas, pois sao
equacoes diferenciais acopladas. No entanto, levando em conta a periodicidade do sistema
e interessados em solugoes do sistema como um todo (movimento coletivo), usamos uma
solugao do tipo ondas planas. Dessa forma, obtemos a matriz dinamica, que através dos
seus autovalores, que sao as frequéncias ao quadrado, nos da a relacao de dispersao do
sistema, e cujos autovetores dao a direcao de vibragao. Como a matriz dinamica é hermi-
tiana, temos que os autovalores sao reais e os autovetores sao ortogonais. Vale ressaltar
que a relacao de dispersao é importante, pois complementa o estudo das possiveis estru-
turas do sistema, determinando se tais estruturas sao ou nao estaveis. Uma configuragao
é dita estavel se todos os autovalores da matriz dinamica forem positivos. Por outro lado,

se pelo menos um dos autovalores for negativo, entao a estrutura ¢é instavel.

2.2.1 Equacao de Movimento

Consideremos um cristal bidimensional formado por um numero infinito de células
unitarias, e que cada uma delas tenha p atomos. O vetor posicao do k-ésimo atomo na

l-ésima célula unitdria é dado por [42, 43, 44],
R(Ik) = R(l) + R(k) (2.59)

com

R(l) = L@, + loa@ (2.60)

onde [y, l3 sdo nimeros inteiros e dy, dy sao os vetores de translacao primitivos da rede.
No caso em que o k-ésimo atomo na l-ésima célula unitaria executa pequenas oscilagoes
(comparadas com a distancia entre os atomos) #(lk), temos que o vetor posi¢ao agora é
dado por,

X (Ik) = R(lk) + a(lk). (2.61)

Na hipotese de que a energia potencial total ¢ do cristal é funcao apenas da posicao
instantanea dos atomos, podemos expandir ¢ em série de Taylor em torno das posigoes
de equilibrio R(lk) [42, 43, 44]. Ou seja,

¢ =0+ > dallk)ua(lk) + Z > Gap(lh, Uk Yua (Uk)us('k') + - - (2.62)

Lk,o lkalk/g
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onde «, f= z, y. Além disso, temos que

9¢
Pa(lk) = 2.63
( ) aua(lk) equilibrio ( )
! i a2¢
¢a3<lk,l k ) - aua(lk)auﬁ(l/k') cquilibrio (264)

Na configuracao de equilibrio, a forca que atua em cada particula é zero. Assim, como a

energia cinética do cristal é

T=%" Pallk) , (2.65)

Lk, 2my,
o Hamiltoniano H= T+¢ ¢é dado por
2
. pa(lk') 1 I ’o
H=) S5 = +d+; D" Gapllh, Uk Yua(lh)us (') (2.66)
Lk,a Lol k' s
Usando as equagoes de Hamilton,
0OH
1o (lk) = 2.67
fa(1F) Ipa(lk) (267)
oOH
a(lk) = — , 2.68
Pa(lk) Fu (IR (2.68)
as equacoes de movimento do cristal sao
miia(Ik) = = > dag(lk, UK ug(l'k). (2.69)
UK.B

Devido a periodicidade do cristal, procuramos solugoes do tipo onda plana na forma

1
VM

onde, como ja vimos, R(lk)=R(1)+E(k) é a posicao de do k-ésimo atomo na l-ésima célula

ug(lk) = eo (k) expli(7R(Ik) — wt)] (2.70)

unitaria e, e, (k) da a dire¢ao de vibragao. Substituindo (2.70) em (2.69), obtemos

D Coglkk | Des(k | §j) = i (@ealk | G) (2.71)
NG

onde

1

C5(kk S —
s(kk | q) S

> Gaglk, 'K ) expl—iq.(R(lk) — R('K))] (2.72)
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é a matriz dinamica do sistema. A matriz acima, é uma matriz hermitiana 2p x 2p, onde
p é o nimero de particulas por célula unitaria [46, 48]. Devido a invariancia translacional,

temos a seguinte relagao para as constantes de forga [42]

> asllh, k) =0. (2.73)

kUK

Da equagao (2.70), podemos ver porque os autovalores da matriz dinamica tém que
ser positivos para a estrutura ser estavel. Notemos que para um dado autovalor negativo,
a frequéncia se torna imagindria e assim, a amplitude do movimento dos atomos aumenta

exponencialmente com o tempo, o que acarreta uma instabilidade da estrutura [45, 47].
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3 Resultados e Discussoes: T=0

3.1 Modelo do Sistema

3.1.1 Energia Estatica do Estado Fundamental e Diagrama de
Fase

O modelo estudado consiste de um cristal cldssico em uma estrutura de bicamadas
de particulas magnéticas dipolares carregadas com densidade total n. As particulas sao
igualmente distribuidas sobre as camadas, cada uma com densidade ny = n/2. Cada
particula possui carga ) e momento de dipolo magnético ji = uZ e estao dispostas em
dois planos paralelos ao longo das diregoes (z,y), separados por uma distancia d ao longo
da diregao z; ou seja, os dipolos sao perpendiculares a esses planos. O cristal é considerado
como uma rede 2D na qual cada célula unitaria possui duas particulas situadas em ca-
madas opostas. No intuito de facilitar os cdlculos, denominamos as camadas como A e B,
tal que as posicoes de equilibrio das particulas em cada uma sao dadas, respectivamente,
por:

—

Ry = Ly + lydy, (3.1)
Rp = L, + iy + ¢, (3.2)

onde [; e Iy sao numeros inteiros, d; e dy sao os vetores primitivos de translacao, e ¢ é
um vetor bidimensional associado a posicao relativa entre as camadas ao longo do plano
zy, como ilustrado na Fig. 4. Ou seja, se @ = 0, significa que as camadas nio estéo
deslocadas uma em relagao a outra, estando portanto alinhadas verticalmente. No caso
c # 0, as camadas estdao deslocadas uma em relacao a outra ao longo do plano xy.
Definimos, portanto, o caso com alinhamento vertical (CAV), no qual ¢ = 0 e 0 caso sem

alinhamento vertical (SAV) no qual & # 0.

Consideramos a energia do sistema como sendo dada pela interacao carga-carga (in-

teracao coulombiana) e pela interagao dipolo-dipolo, entre particulas numa mesma camada
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(4a)

Figura 4: (a) Duas redes hexagonais, em principio, deslocadas uma em relacao a outra
(SAV) e separadas por uma distancia d. Cada particula possui carga ) e momento de
dipolo magnético i = pz. (b) Figura anterior vista de cima. Figura adaptada da Ref.
[49].

e em camadas diferentes. Assim, a energia total é dada por

V=Va+ Viag (3.3)
onde,
1 2 1 2 2
Vel:§ZQ— 5 “Q R +Z - *Qz 211/2 (3.4)
RatF, [ = | Rutf, |Rp — Ry o [|[Ra — Rp|? + d?]
é a interagao carga-carga e
1 > 1 p? 12(|Ra — Rp|? — 2d2)
Vmag -y Z =+ Z P S—— , (35)

2§A¢E’A |Ra— Ry 2§ |RB—RB|3 P HRA—RB|2+d2]5/2
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¢ a interagao magnética dipolo-dipolo, onde d é a distancia entre os planos ao longo
da diregdo z. A multiplicagao por % evita dupla contagem. Como as duas camadas
sao equivalentes e estamos desconsiderando efeitos de superficie, a energia potencial por

particula fica

v
E - N - el + Emag (36)
com
1
E = §(E0E + Erg) (3.7)
1
Emag == §(E0M + EIM) ; (38)
onde )
B =3 % Q (3.9)
R;éO
e
12
Eoy = Z T (3.10)
R+#0

representam, respectivamente, a energia de interagao elétrica e magnética numa mesma

camada, e R= lyay + lady. Por outro lado,

Eip = Z T A (3.11)
R

R+ a2 + d2)1/?

pA(|R + 2 — 2d?) 319
_Z |R—|—E]2+d2]5/2 (3.12)

representam, respectivamente, a energia de interacao elétrica e magnética entre as ca-

madas. Seguindo as Refs. [4, 14, 9, 11] definiremos as seguintes fungoes:

G (F-R) 1

To(7,q) = e 07 — — - (3.13)
T

r

iq.(F— R+3)

- e
7 qrE - 3.14
I a) = = |7 — R+ c)? + d?]V/? ( )

o e—izj.(F—i—E)
Wo(T, q) = e'" _ 3.15
oD = S (3.15)

i (F+R+¢) _3d26—i<7.(F+R+5)>
+

(7 q) = €77y < (3.16)
i

7+ RJ? 7+ RJ5
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Além disso, ¢;(7, ¢) pode ser reescrita como

wl(F7 q_> - wll(f: (jj - BdeIQ(Fa (jj (317)
com (_‘ ,
. e—i(z R+-c
Un(rq) = ——=— (3.18)
7 [T+ R[?
’ (B+2)
N e—i@ R+-¢C
V(P =) ——=— (3.19)
s [T+ R
onde
7+ R| = [|[F+ R+ &> + d})'/2. (3.20)

Com essas fungoes, as equagoes (3.7) a (3.10) sao dadas por,

= Q* lim 77", 0) , (3.21)
Eip = Q* lim 77 (7, 0) , (3.22)
Eop = ILLQ LH% %(777 6) ) (323)
Eryr = i lim (7, 0). (3.24)

Como ambas as interacoes sao de longo alcance, utilizaremos o método da soma de Ewald
para transformar Ty, 1o, T7 e 17 em expressoes que convergem rapidamente. Para o caso
elétrico (os detalhes dos cdlculos estao no apéndice A), seguindo as Refs. [4, 14, 9], as

expressoes transformadas sao,

To(7,q) = \/n—sze*l TP <|Q+G| ) s e R (|7 — RP?) +

4mng £

Vs ®(mn ) — ; : (3.25)

s

- o —i( +G)7’ —iG.¢ ‘ é‘ 2
Tm@—WZ ’ ‘1’<4n’”>+
\/—Ze—lq O (|7 — B+ + 7)) (3.26)
onde as fungoes ®(z) e V(x,y),

O(x) = \/gerfc(\/}) : (3.27)
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1

= —\/g[e\/merfc(\/z + /) + e_‘/merfc(\/_ VY (3.28)

V(z,y) 5

convergem rapidamente a zero para grandes valores de seus argumentos, e 7 = dy/n/2 é
um parametro adimensional, onde d é a distancia entre os planos ao longo de z e n é a

densidade total de particulas. Além disso,
G = 11by + by | (3.29)

onde [y, I sao numeros inteiros e by, by sao os vetores primitivos de translacao da rede

reciproca. Com as expressoes (3.25) e (3.26), as equagoes (3.21) e (3.22) sdo dadas por,

Eop = Q*v/n, [2) ®(mn | R?) — 4 (3.30)
R#0

ou

Eop = Q> A | (3.31)

2 —iG.¢ ’q + G‘Q
Ep = Qi Zcb (s B 82 7)) + ) e | E e |+
G40 ®

2{7merfc<ﬁn> — ey (3.32)
ou

Ep = QZ\/”_sB(U) ) (3.33)

com B, = %(EOE + Erg). Por outro lado, para o caso magnético, seguindo a Ref. [11], as

expressoes que convergem rapidamente sao,

a4 IR B .
W) = D [7' & —2|@+Glerfc<|qél ') .

G

2ee—e%r’ _erf(er) +Z _iqi | erfel e|R + )

var: a R#0 IR + 73

2\ e~ 1B+
(_g>e“— (3.34)
VT ) |R+ 72
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7 — ™ ei(tf+é).F6i@.€
\7, q s
G

Z 10 (R+C)

F |§+f13 V) R it
5 2 2:2 5 2 752|§+F|2
R+ 7P VT R+t

onde € é maior que zero e esta relacionado, por conveniéncia, com o inverso da distancia
média entre as particulas, ou seja, ¢ = 1/ry = /mns. Assim, as equagoes (3.23) e (3.24)

tomam as seguintes formas, respectivamente:

Eou T 2|C|m el
— Are |G|?/4mns erfc
2n3? EG; Vs 2,/

-erfc(w/wns|]§|) 2\ e~mnslR’ A7
Z 3/2|§|3 + . ‘R’P EY (3.36)
Reo LTt 3
ou
Eon = pi?n?C | (3.37)

E 3 G122
S = e e
prns a

7T|é’ —|Gln//ms |G|
—\/n_se erfe SN — /™

|G |Gy ( el )
e "serfc —i—\/_??
PNGETN

rfc(Wnst( 3 >+
PIRP ng| 2

9 77rnS|R| 2
i (1 S )] (3.38)
ns|RJ? n5|R|2

s
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ou

By = i*nD(n) (3.39)
com E,.y = %(EOM + Erv), ns =n/2 e n = dy/ng.

Entao, a energia total por particula é dada por

E = %(EOE + Emg) + %(EOM +Eiv) (3.40)
E = JQ*(A+ Bn) + 5und(C + Din) . (3.41)

1 O2 1 12 3/2
E = 5Q\/\gﬁ(/HB(n))+§“23L/2(O+D(n)) , (3.42)

E 1 n 1
= S5 A+ B + g 55(C+ D)) (3.43)

Seja ,

A= % (3.44)

um parametro adimensional que relaciona o médulo do momento de dipolo, a carga de

cada particula e a densidade do sistema, que consideraremos constante. Assim,
E 1
Q*V/n  2V/2

Note que A, estd relacionado a intensidade relativa da interagao dipolo-dipolo com respeito

(A+ B(n)) + #(C + D(n)) . (3.45)

a interagao elétrica, e que pode estar associado, por exemplo, a um campo magnético
externo. Além disso, a energia do sistema é fungao somente de 7, de modo que um

diagrama de fases A x n a T'= 0 pode ser obtido.

Para determinar as possiveis estruturas cristalinas do sistema, calculamos E/Q*\/n
(lembrando que E é a energia por particula) para as diferentes redes listadas na Tabela
1, tanto para @ = 0 (caso CAV) como para & # 0 (caso SAV) em funcio de X e 7.
Das varias curvas de energia, aquela com menor valor de energia para o conjunto dos
parametros (A, 7n) escolhidos, é a configuragdo do estado fundamental. Exemplos das
curvas de energia em funcao de n para as varias redes cristalinas mostradas na Tabela
1 sdo apresentadas na Fig. 5, no caso em que A = 0.04. Na Fig. 5(b) apresentamos
ainda exemplos de transicoes estruturais de primeira e segunda ordem. No primeiro caso,
o sistema muda abruptamente da estrutura rombica (sem alinhamento vertical) para a
estrutura hexagonal sem alinhamento vertical. No caso da transicao de segunda ordem

mostrada na Fig. 5(b), o sistema passa da estrutura quadrada para rémbica, ambas sem
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alinhamento vertical. Note que neste caso, as curvas de energia das estruturas quadrada
e rombica coincidem antes da transicao. De fato, a diferenca entre tais estruturas ocorre
apenas no angulo 6 entre os vetores primitivos. Para a estrutura rombica, 6 < 7/2,

enquanto que para a rede quadrada 0 = 7/2.

Fases z & z (27131 . (252(1) n.a2
[.uma-comp. hexagonal (h1) | (1,0) (0,/3) et (1,0) (0, LS) \/ig
ILretangular SAV (reSAV) | (1,0) (0,22) i (1,0) (0,8) | &
II1.quadrada SAV (qSAV) | (1,0) (0,1) Lri [ (1,0) (0,1) 1
IV.rombica SAV (roSAV) | (1,0) | (cos@,sin6) ‘?JQF‘? (1, === [ (0, L5) | =5
Vhexagonal SAV (hSAV) | (1,0) | (3,%) |2 | (L3) | (0,F) | Z
VLhexagonal CAV (hCAV) | (1,0) | (3, 0 | L) [0H | F
VIILretangular CAV (reCAV) | (1,0) (0, Z—f) 0 (1,0) (0, Z—;) Z—;
VIILquadrada CAV (qCAV) | (1,0) (0,1) 0 (1,0) (0,1) 1
IX.rombica CAV (roCAV) [ (1,0) | (cosf,sin®) | 0 | (1, =28 [ (0,1)) [ L5

Tabela 1: Parametros de rede das nove geometrias consideradas, onde a é a distancia entre
os primeiros vizinhos, d@; e dy sdo os vetores primitivos, ¢ é o vetor deslocamento entre
camadas, 51 e gg sao os vetores da rede reciproca, e ng é a densidade em uma camada. SAV
e CAV significam sem alinhamento vertical e com alinhamento vertical, respectivamente.
A sigla comp. na fase I significa componente. Nas fases Il e VII, ay/a; é a razao entre os
moédulos dos vetores primitivos, e nas fases IV e IX, 6 é o angulo entre eles.

Ressaltamos aqui que uma transigao estrutural de segunda ordem (continua) é aquela
em que a energia e a sua primeira derivada em relacao a um dado parametro y que esta
sendo variado sao continuas, enquanto que a segunda derivada da energia em relagao a x
¢ descontinua. Ja a transicao estrutural de primeira ordem ¢é aquela em que a energia é

continua, mas a sua derivada primeira em relacao a um dado x ¢é descontinua.

Seguindo entao o procedimento acima descrito, de encontrar as estruturas de menor
energia para diferentes valores dos parametros A e 7, obtivemos o diagrama de fases A\xn a
T = 0, que é apresentado na Fig. 6. Seis diferentes estruturas energeticamente favoraveis
foram observadas. Além disso, caracterizamos as transigoes estruturais de primeira (linhas

pontilhadas) e segunda (linhas sélidas) ordem, que separa as diferentes fases.

Iniciamos nossa andlise do diagrama de fase considerando o ponto (A,n) = (0,0).
Nesse caso particular, o sistema apresenta-se em uma tnica camada (n = 0) e somente
com interagao elétrica (A = 0). A estrutura observada é hexagonal (fase I), resultado esse
de acordo com aqueles anteriormente obtidos nas Refs. [4][9]. A linha (A = 0) do diagrama
de fases representa, conforme mencionado, o caso em que as particulas possuem apenas

interacao eletrostatica. Nesse caso, cinco estruturas energeticamente favoraveis, todas sem
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Figura 5: (a) Curvas de energia em funcao de 7 para as varias redes cristalinas mostradas
na Tabela 1, no caso em que A = 0.04. (b) Exemplos de transigoes estruturais de primeira
e segunda ordem. No primeiro caso, o sistema muda abruptamente da estrutura rombica
(sem alinhamento vertical) para a estrutura hexagonal sem alinhamento vertical. No
caso da transi¢ao de segunda ordem, o sistema passa da estrutura quadrada (note que

as/ay; = 1) para rombica, ambas sem alinhamento vertical.
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alinhamento vertical, foram encontradas, a saber: retangular (reSAV), quadrada (qSAV),
rombica (roSAV), hexagonal (hSAV) e aquela do ponto (0,0) que corresponde a uma
camada hexagonal (h1). O resultado obtido estd de acordo com aquele apresentado na
Ref. [9], com uma transi¢ao estrutural de segunda ordem entre as fases de estrutura uma-
componente hexagonal e retangular, entre as fases retangular e quadrada, e entre as fases
quadrada e rombica. Uma transicao estrutural de primeira ordem ocorre entre as fases
rombica e hexagonal. Todas as estruturas sem alinhamento vertical. Quando a interacao
magnética é introduzida no sistema (A # 0) observa-se que independentemente de 7, o
sistema sempre sofre uma transicao estrutural de primeira ordem para a fase hexagonal
com alinhamento vertical (hCAV), onde o valor critico de A depende de 1. Como pode
ser visto na Fig. 6, o valor critico de A cresce monotonicamente com 7 até atingir uma
saturagao, alcan¢ando um valor constante (A ~ 0.044) quando o sistema esta inicialmente
na fase hSAV.

O comportamento da curva A x n pode ser entendido levando-se em conta o alcance
das interagoes elétrica (longo alcance) e dipolar magnética (curto alcance). Frequente-
mente, uma interacao é definida como sendo de curto alcance, se diminui com a distancia
mais rapidamente do que 1/r?, onde d é a dimensionalidade do sistema; caso contrario, a
interagao é de longo alcance[17]. Para n pequeno (camadas préximas uma da outra) a in-
teracao dipolar magnética torna-se relevante em relagao a interacao elétrica, de modo que
um menor valor de A é suficiente para o sistema atingir a configuracao hCAV, que é a tinica
observada no caso em que as particulas possuem apenas interagao dipolar magnética[l1].
Note que a tendéncia dos dipolos de se alinhar for¢a rapidamente o sistema para a estru-
tura hCAV. A medida que n aumenta, (camadas mais separadas) uma interagao magnética
mais intensa (maior \) é necessaria para superar a repulsao gerada pela interagao elétrica
de longo alcance. Para n grande (fase hSAV), as camadas estao suficientemente separadas
de modo que as fases hSAV e hCAV praticamente nao apresentam diferenca de energia.
Vale ressaltar que a fase I s6 aparece para A = 0 e valores de n préximos de zero. Para

A #£ 0, o diagrama de fase sempre comeca com a estrutura hCAV.

3.2 Relacao de Dispersao

Conforme comentario do capitulo anterior, a relacao de dispersao complementa o es-
tudo da estabilidade das estruturas mostradas no diagrama de fase (Fig. 6), pois somente
o critério de minima energia nao informa se temos um estado de equilibrio associado a

um minimo local ou global de energia. A relacao de dispersao determina a dependéncia
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Figura 6: Diagrama de fase do sistema. No eixo vertical, temos a intensidade relativa da
interacao dipolo - dipolo com respeito a interacao elétrica. No eixo horizontal, temos o
parametro 7, que para uma densidade fixa, representa a distancia entre as camadas. Temos
seis estruturas energeticamente favoraveis dependendo dos valores desses parametros. As
linhas solidas entre as fases I1 e I11, e entre as fases I1] e IV representam transicoes de
segunda ordem. Todas as outras (para A # 0 ) s@o de primeira ordem. Existem diferentes
possibilidades (dependendo de 1) de variarmos entre uma dada fase sem alinhamento
vertical e a fase hexagonal com alinhamento vertical. Para um dado 7, basta variar A,
que pode estar associado, por exemplo, a variacao de um campo magnético externo. A

fase I s6 aparece para A = 0 e valores de 1 proximos de zero, e sua transi¢cao para a fase
I1 é continual9].
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entre as frequéncias e vetores de onda dos fonons (vibragoes de rede), e estd associada a
propriedades térmicas (como expansao térmica, calor especifico e temperatura de fusao),

bem como a propriedades sonoras.

3.2.1 Matriz Dinamica

Para calcular a relagao de dispersao usando a aproximacao harmonica, usaremos
a matriz dinamica dada pela equagdo (2.72), onde pela (2.71) seus autovalores sao as
frequéncias ao quadrado. Como o sistema considerado é um cristal bidimensional (2D)
com duas particulas por célula unitaria, a matriz dinamica é uma matriz 4 X 4 que pode

ser escrita em blocos da forma [9]

DAA DAB
D = , (3.46)
DBA DBB

onde DA4 DAB DBA o DBB 50 matrizes 2 x 2 que contém as interacdes elétrica e

magnética entre particulas numa mesma camada e entre particulas de camadas distintas.

Entao,
[DA(D)]as = [D (D]as + [Diag(D]as (3.47)
(DA (D)ap = [DA" (D)ap + [Dinag(D]as (3.48)

onde a, # = z,y, e da equagao (2.72),

1 e 5\ —iq.R
DA @DNas = — > daig(R)e7F (3.49)
1 D —ig.(R—¢
(D&% (Dlap = o > Gily(R — g)em A (3.50)
R
1 mag 3\ . —id.R
[(Dinag(@as = — > éug? (R)eF (3.51)
R
1 mag (3 —ig.(R—¢
[Dréfg@_)]a,@ = m Zﬁbaﬁg(}% — e g.(R-3) 7 (3.52)
R
onde
- 1
bo(R) = Q7 lim 0,05, (3.53)
; 1
(R—0) =@ lim 0a0p~ (3.54)

e L R UL
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= 1
ma 2 7:
Gag’ (1) = 7 im0, 05— (3.55)
1
Grad(R—¢) = lim 0 ag— — 3d*u® lim Oals— (3.56)
rﬂ[|1§76|2+d2]1/2 S[|R—a2+d2]1/? r

Vamos, inicialmente, trabalhar com a parte elétrica das matrizes (3.47) e (3.48). Da

equagao (2.73), temos que

Gap(R=0) == dup(R Z $op(R — ©) (3.57)

RAO
tal que (3.49) fica
1 —
(DG (@) = —diis(R = Z¢ (R)e (3.58)
"
~ 1 7 1 NS

DAA = —— - _ el —iq.R ) )

= | S ) - Z¢> A+ 2 dus(Be (3.59)
" i R#0
Substituindo (3.53) e (3.54) em (3.59) ficamos com
2
1
DAMND]ap = —= hmaa——— lim 0a0p— +
Q° : 1 i

i 1 - iq. .

- ZE% Oas~e (3.60)
R#0
2 1 Q2
= [DIND]a _ @y Duls y - — = li N
(DA (Dl pr 0005 > - lm Z +
R#0
Q e—i(jﬁ

— 1 . .

— lim 9, 652 - (3.61)
R#0

Seguindo o procedimento apresentado na Ref. [9], obtemos

) e~k
(S84 (@Das = ~Q* lim 0a05 Y : (3.62)

. T
R#0

que pode ser reescrita em termos da equagao (3.13) como

[S44(Dap = —Q* lim 0u05To(7,7) - (3.63)
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Além disso, seja

e_lq(é_a
[SA5(Pas = —Q*  _lim 0a0p Y  ———— (3.64)
r | Rafa2]1/2 i

que, reescrita em termos de (3.14), toma a forma

AP (Do = ~Q* I 00T (7 ) (3.65)
Assim,
1
(D& (Do = {154 (0)]as + 1527 (0)as — [S7(Das? (3.66)
1

DA (@ = (517 @lus} - (3.67)

Vale lembrar que Ty e 17 sao reescritas, usando o método da soma de Ewald, em
termos de fungdes que convergem rapidamente, dadas nas equagoes (3.25) e (3.26), re-

spectivamente. Entao das equagdes (3.25) e (3.63) temos

(2™ (Das = —Q lim Du05To (. @) = —Q*V/n[E(@)]as (3.68)
onde
LA . A 7+ G L
E(@)es = — Z(q + @)+ G) 0 (%) + leO iRy 0D (7rn5|'r — R )
G s A0
5aﬁgms | (3.69)

Por outro lado, das equagoes (3.26) e (3.65) obtemos

(27 (@)]ap = —Q* lim 0a05T; (7, 4) = —Q*V/ns[F(@,n)]ap (3.70)

com

- 21 (72
F@ s = =320+ Duld+ G iGC\IJ('“G' ,wn2)+

lim " e *aaaa@(w[ns\f—émun?]). (3.71)

r—0
R
Para a parte magnética das matrizes (3.47) e (3.48), seguindo a Ref. [11], temos que

[Dinag(Dlas = 1 —{[Smag D]es + [Sinag (0] = [Shnay(Das} (3.72)

(DA @l = (- 1SA% (@las} (3.73)
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(S (@l = —4* i 0,007, D) = —E VA Gl(@as (374
[Sifg((j)]aﬁ = _MQ }}L% 30[8/577/}[(77, (j) = —MZ\/H_S[H(J, n)]aﬁ ) (375)
onde
A e A 7+ G
G(D]as = —7ns Z(q +G)ald+ G)pY 9% 0+
€
; L= 8e”
lim Ze TR, 050 <|r + R|) +hasg (3.76)
RAD
— _ — ~ — ~ 1G.C ’Cj‘i‘ G_:’
[H(g:n)]lasg = —7ns Z(q + G)alq+ G)pe™ T 2 yed | +
€
: —ig.(B+2) S B
llir(l]ZB LD 0,0 <|T—|—R’> , (3.77)
R
com
4e 2,2
T = Ty -9 +2zy + ]
(e,9) = —=e + %j( Jewe=*er fo(z £ y) (3.78)
erfe(ex) 2ee "
Q = :
1(32') 3 ﬁxQ ) (3 79)
erfe(ex) 2ee =" o lerfe(ex)  2¢(3 4 2e222)e <"
Q = - :
o(x) p + N 3d - + N , (3.80)

e lembrando que ¢ = 1/rg = \/7n; e d é a distancia entre os planos. Entao, a matriz

(3.46) fica

(DA (@)]ap =

(DA (@)]es =

S () + (0, M)y~ [E@es} +

%{[G(Oﬂaﬂ + [H(0,7)]as — [G(@)]as} (3.81)

T B(0)as + (PO, m)Jos — (B (@) +

GG O + (HO0. )~ G(@as} - (35
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Como ny =n/2 e XA = u’>n/Q? temos que

— 0232
DM @las =~ B s + FO. 1)~ (B}
GO + [0 - G(@as}| (359
Da mesma forma, obtemos
—_023/?
D (@las =~ 2 | F @+ - H@ea| - (38

Como as duas camadas sdo equivalentes, temos que D44 = DPB_ e da equacao (2.72),

DAB = [DPA]T. Ou seja, a matriz dinamica

DAA DAB
D = (3.85)
DBA DBB

j4 pode ser obtida e, dadas as varidveis A, ¢, e i, obtemos os autovalores w?/w?, com
w? = Q*n’?/m, e seus autovetores correspondentes. Em geral, a matriz D é hermitiana
complexa. No entanto , é possivel aplicar uma transformagcao unitaria que resulta numa

matriz real simétrica[9][50]. Tal transformacao ¢ dada pela matriz

1 [ L, il
N (3.86)
ily I

onde I, é uma matriz identidade 2 x 2, tal que

(3.87)
ReDAB DAA — ImDAB

_ DA + ImDAB ReDAP

D=UDU ' = ( )
onde ReDAP e ImDAP sao as partes real e imagindria de DAP, respectivamente. Como
uma transformacao unitaria nao altera os autovalores , a matriz a ser diagonalizada passa
a ser a matriz real simétrica D. Assim, dados A e 1 que especificam as estruturas no
diagrama de fase, variamos o vetor de onda ¢ ao longo das direcoes de alta simetria da
primeira zona de Brillouin das fases correspondentes. Para cada vetor de onda ¢ geramos
uma matriz 4 x 4 que fornece quatro autovalores wf(q”) Jw? (j = 1,...,4), e para cada

autovalor temos um autovetor correspondente é(q, j).

Na relacao de dispersao, apresentamos apenas as frequéncias para as quais w?(cf) Jw? >
0. Lembremos que para w? < 0, as frequéncias se tornam imagindrias e o movimento das
particulas aumenta exponencialmente com o tempo (pela Eq. 2.70); isto significa que a

estrutura cristalina se torna instével[45]. Em todas as estruturas estudadas, temos duas
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particulas por célula unitaria, uma em cada camada. Neste caso, a relagao de dispersao
apresenta modos de vibragao actsticos e 6ticos, que estao relacionados com as vibragoes
em fase e fora de fase das particulas em cada célula unitaria, respectivamente. Os ramos
acusticos sao aqueles para os quais w(q) — 0 quando ¢ — 0 e 0s ramos Gticos sao aqueles
para os quais w(q) — constante quando ¢ — 0. Além disso, os ramos acusticos e oticos

podem ser longitudinais tal que € || ¢, e transversais tal que & L ¢ [45].

O espacgo de parametros do sistema permite uma grande variedade de possibilidades
de combinagoes de (n,\) a serem estudadas. No caso dos modos normais, escolhemos aqui
alguns exemplos que descrevem o comportamento geral do sistema. Voltando ao diagrama
de fases n x A\ (Fig. 6), observamos seis estruturas energeticamente favoraveis (contando
com aquela encontrada em (7, A\) = (0,0) ). No entanto, vale lembrar que tais estruturas
sao obtidas em temperatura 7' = 0. E interessante, portanto, estudar a estabilidade de
tais arranjos estruturais fora dessa condicao. Conforme comentado, as frequéncias dos
modos normais sao obtidas considerando uma pequena perturbacao das particulas em
relagdo as suas respectivas posigdes de equilibrio (aproximagao harmonica). Este fato é
suficiente para observarmos se uma dada estrutura energeticamente favoravel é estavel ou
nao. Além disso, informacoes sobre a estabilidade sao de grande importancia no estudo do

sistema em 71" # 0, onde, por exemplo, estamos interessados na transi¢cao sélido-liquido.

A seguir, apresentamos os resultados para o espectro dos modos normais em fungao
de n e A. O parametro n é definido em termos da separagao entre as camadas (ao longo
do eixo z) d e da densidade n. No entanto, como as frequéncias estao em unidades de
wi = (Q*n%?/m)"/2, fixamos a densidade, de modo que 7 estéd associado diretamente &

separacao entre camadas.

Em geral, o comportamento qualitativo do espectro de frequéncias, para uma mesma
geometria da configuracao de minima energia nao depende de A, sendo funcao apenas
do parametro n. Como exemplo, mostramos na Fig. 7, o caso da rede quadrada, onde
consideramos A = 0.002 (Fig. 7(a)) e A = 0.029 (Fig. 7(b)) e diferentes valores de 7.
Note que para valores de A uma ordem de grandeza distintos, o0 mesmo comportamento
qualitativo é encontrado. No entanto, ao longo da direcao I'X ocorre um amolecimento
do modo transversal acistico (TA) quando o valor de 1 é aumentado. O comportamento
oposto é observado ao longo da direcao de alta simetria I'M. Nesse caso, o amolecimento
do modo TA ocorre quando 7 é diminuido. Em ambos os casos, tal comportamento é
explicado pelo fato de que os valores de n estao se aproximando daqueles que definem

os limites da regiao onde a fase qSAV é energeticamente favoravel e estavel. A fase
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gSAV nao é energeticamente favoravel no caso de particulas com interacao apenas dipolar
[11]. A presenga da interacao coulombiana torna possivel a estabilidade de tal fase. Por
exemplo, para n = 0.27 e A > 0.03, a estrutura energeticamente favoravel é a hCAV.
Neste caso, observamos na Fig. 10, que a fase qSAV mantém-se estavel, indicando que
existe a possibilidade de uma transi¢ao estrutural termicamente induzida, por exemplo.
A Fig. 11 , paran = 0.8 e A > 0.0169, nos mostra que a fase hSAV ¢ instavel mesmo
na regiao onde ela é energeticamente favoravel. Isto pode indicar que a fase hSAV tem
uma temperatura de fusao muito baixa. Por outro lado, a fase hCAV, assim como a fase
gSAV na Fig. 10, também ¢é estavel fora da regiao onde ela é energeticamente favoravel.
Mas, para 0.0169 < A < 0.0401, nem uma das fases hSAV e hCAV é estavel. Um
comportamento similar é também observado quando o valor do parametro A\ é fixado
e analisamos a estabilidade das configuragoes em funcao de 7. Vale lembrar que para
A = 0 (somente interacao elétrica), o intervalo de estabilidade da fase qSAV coincide
com o intervalo onde ela é energeticamente favoravel [9]. Por outro lado, observa-se
na Fig. 12 que estes intervalos nao mais coincidem quando a interacao magnética é
introduzida no sistema (A # 0). Novamente, isto é um indicativo que transi¢oes estruturais
termicamente induzidas podem, em principio, serem observadas, ja que as fases qSAV e

hCAV apresentam estabilidade fora da regiao onde elas sao energeticamente favoraveis.

Na Fig. 8, analisamos o espectro de frequéncias em funcao de n, considerando A =
0.046, que corresponde a estrutura energeticamente favoravel como sendo hCAV. Observa-
se altos valores das frequéncias associadas aos modos 6ticos para 7 = 0.1. No caso em que
n = 0.8, ambos os modos éticos e actsticos apresentam frequéncias com mesma ordem de
grandeza. Tal comportamento pode ser entendido com base no forte acoplamento dipolar
que ocorre quando as camadas estao proximas. Note que a interacao dipolar (que diminui
com 1/r®) é dominante em relagdo & interagao coulombiana (que diminui com 1/r) para

pequenos valores de r, que estd associado & separagao entre as camadas (7).

Na Fig. 9, para n = 0.8, temos a relagao de dispersao para as fases V' (hSAV) e VI
(hCAV) que, pelo diagrama de fase, sdo as duas estruturas energeticamente favoraveis.
Podemos notar que aumentando-se o valor de A, as frequéncias dos ramos transversais
acusticos da fase V' (hSAV), ao longo das diregoes I'J e I'X, se tornam imagindrias; ou
seja, esta estrutura vai se tornando instavel com o aumento de A (que como ji dissemos,
pode estar associado, por exemplo, a um campo magnético externo) e acima de um valor
critico de A\, por exemplo, A = 0.046, é mais conveniente para o sistema passar para
uma fase mais estdvel, que é a fase VI (hCAV). Lembremos que aumentar \ significa

aumentar a interagao magnética, e como os dipolos nas duas camadas tendem a ficar
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alinhados numa rede hexagonal[11], é de se esperar que o sistema passe para a fase VI
(hCAV). Esta transigao estrutural indica que podemos permanecer em arranjos nos quais
as camadas sao ou nao deslocadas uma em relacao a outra apenas variando a interacao
magnética entre os dipolos. Do diagrama de fase, temos que essa transi¢ao é de primeira

ordem.

M qSAV - A =0.002

(@)
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qSAV-2 = 0.029 M

Figura 7: Relagao de dispersao da fase I11 (qSAV) ao longo das diregdes de alta simetria
da primeira zona de Brillouin, para A = 0.002 (Fig. (a)) e A = 0.029 (Fig. (b)) e diferentes
valores de 7, como indicado na legenda. Os pontos de alta simetria ao longo da abscissa
sao rotulados de acordo com a figura auxiliar. As frequéncias sao dadas em termos da
frequéncia caracteristica w; = (Q*n%2/m)'/2.
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137.1588 |-
137.1586 |-
137.1584 »
" | hCAV -1 =0.046 T
137.1582 |- -
5 * n=0.1 r J -
137.1580.k © =08 4
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Figura 8: Relagao de dispersao da fase VI (hCAV) ao longo das diregoes de alta simetria
da primeira zona de Brillouin, para A = 0.046 e dois valores de 7, como indicado na
legenda. Os pontos de alta simetria ao longo da abscissa sao rotulados de acordo com
a figura auxiliar. As frequéncias sao dadas em termos da frequéncia caracteristica w; =

(Q2n3/2/m)1/2.
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hSAV -1 =0.01
hSAV - =0.04
, L hCAV - 1 = 0.046 i

Figura 9: Relagao de dispersao das fases V' (hSAV) e VI (hCAV) ao longo das diregoes
de alta simetria da primeira zona de Brillouin, para n = 0.8 e diferentes valores de A,
como indicado na legenda. Os pontos de alta simetria ao longo da abscissa sao rotulados
de acordo com a figura auxiliar. As frequéncias sao dadas em termos da frequéncia
caracteristica w; = (Q?n®?/m)'/2.
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n=0.27
qSAV
| g
hCAV
[ | = 2
SAaN hCAV

,:. d 5 ! =
| -
0.0  0.0113 0.0308 0.8141 A

Figura 10: Contorno onde as fases gSAV e hCAV sao energeticamente favoraveis (circulos)
e intervalo de estabilidade (quadrados) em T' = 0, para n = 0.27, em funcao de A.

n=0.8
hSAV
hCAV
B >
hSAV . hCAV N
' | —
10.0 0.016%9 0.0401 0.0435 A

Figura 11: Contorno onde as fases hSAV e hCAV sao energeticamente favoraveis (circulos)
e intervalo de estabilidade (quadrados) em T = 0, para n = 0.8, em funcao de A.
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A=0.03
qSAY
| N
hCAV
g
_ hcav X qSAV >¢

| 1 — ' —tie
0.0 0.2376 0.2617 0.5263 05340 0.5383 n

Figura 12: Contorno onde as fases qSAV e hCAV sao energeticamente favoraveis (circulos)
e intervalo de estabilidade (quadrados) em T' = 0, para A = 0.03, em fungao de 7.
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4 Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho, estudamos as estruturas e as propriedades dinamicas de um cristal
classico de dipolos magnéticos carregados em bicamadas. A energia do sistema é devido

a interacao carga-carga e a interagao dipolo-dipolo.

Para determinar as estruturas do cristal, calculamos a energia total considerando todas
as particulas em repouso nas suas respectivas posicoes de equilibrio, em T" = 0, e usamos o
critério de minima energia. Ou seja, a estrutura de menor energia dentre as consideradas
é assumida como o estado fundamental do sistema. Dessa forma, fizemos o diagrama de
fase do sistema em fungao da distancia entre as camadas (7) e da intensidade relativa da
interagao magnética com respeito a interacao elétrica (A). Dependendo das combinagoes
de (1, A), obtemos seis estruturas energeticamente favoraveis, e transi¢oes estruturais de
primeira e segunda ordem. Como resultado da competicao entre a interagao coulombiana
e a interacao dipolar, podemos ter arranjos onde as camadas sao deslocadas uma em
relagdo a outra (sem alinhamento vertical), onde a intera¢ao coulombiana é dominante, e
arranjos onde as camadas nao sao deslocadas uma em relagdo a outra (com alinhamento
vertical), onde agora, a interagao dipolar passa a ser dominante. Podemos controlar esse
alinhamento ou nao alinhamento entre as camadas, apenas variando o parametro A, que

pode estar associado, por exemplo, a variagao de um campo magnético externo.

No intuito de saber se as estruturas no diagrama de fase sao estaveis ou nao, consid-
eramos uma pequena perturbacao das particulas em relacao as suas respectivas posigoes
de equilibrio (aproximagao harménica), e calculamos as frequéncias de vibragao do sis-
tema. Dessa forma, estudamos a estabilidade das estruturas em funcao de n e A. Devido
as varias possibilidades de combinagoes de (1, A), escolhemos apenas alguns casos que
representam o comportamento geral do sistema. Vimos que a instabilidade pode resultar
tanto da variacdo de 71, no caso da fase 11 ( qSAV ), como da variagdo de A, no caso
da fase V' (hSAV). Além disso, na fase VI (hCAV), observamos que quando as camadas
estao muito préoximas, ocorre um aumento consideravel das frequéncias dos ramos 6ticos,

resultado do forte acoplamento entre os dipolos, pois nessa condicao, a interacao dipolar
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passa a ser dominante.

Vimos também, que uma fase pode ser estavel fora da regiao onde ela é energetica-
mente favordvel, caso da fase I11 (qSAV) e da fase VI (hCAV), e pode ser instavel mesmo

na regiao onde ela é energeticamente favoravel, caso da fase V' (hSAV).

As informacoes sobre a estabilidade sao de grande importancia no estudo do sistema
em T # 0, onde, por exemplo, estamos interessados na transigao solido-liquido. Ou seja,
pretendemos calcular a temperatura de fusao do sistema em fungao de n e A usando o

critério de Lindemann modificado, apropriado para sistemas 2D.

Pretendemos ainda, estudar esse sistema através de simulacao de Monte Carlo, e

também, estudar sistemas com varias camadas.



APENDICE A - Energia por particula

o8

usando a soma de Fwald

Neste apéndice, vamos mostrar em detalhes o calculo da energia por particula usando

a soma de Ewald para o caso elétrico, ou seja, somente intera¢do coulombiana (para os

interessados no célculo com a interacao dipolo-dipolo, a Ref. [11] fornece os detalhes).

A.1 Caso elétrico

A.1.1 Energia por particula de interacao coulombiana entre as

particulas numa mesma camada

Da equagao (3.9) temos

1
EOE = Q2 lim Z

7—0
Seguindo as Refs. [14, 9], definiremos a seguinte fungao:

ei‘j- (F_é)

To(’F, @ = G_i(j'FZ

R
Entao, podemos reescrever (A.2) da seguinte forma:
oz = Q* im Ty (7 0) .
Usando as equacoes,
erf(z)+erfe(x)=1

erf(x) = eV dt

S

0

— |7 _R|
R

F—R|

1

r

1

r

(A.4)

(A.5)

(A.6)
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2 RO
erfe(r) = ﬁ/x e " dt. (A7)
podemos escrever 1/|7 — R| como
= ferf (el — R + er fe(el — ) (A9
— = —[erf(e|r — erfe(e|lr — : :
| —R| |F—R)|

Substituindo (A.8) em T(7, ¢) temos:

B s i er f(elF = R|) + erfe(e|F — R|)]
T F.q) =e 1q.7 6zq.(r R) [67’ _ _
o) 2 |7 — |

(A.9)

S| =

R | A£G
erfe(elr]) 1
|7 ” (A.11)
Seja
t=1¢ (A.12)
dt = ~yd§ (A.13)
Assim,
erf(z) = 2 /ff e dt = 2 /ff/V e T dg (A.14)
V7 )y 7y
nos da )
erf(ey 2 /5 g2
=—= | e’ dS A15
v VT Jo ( )
Substituindo (A.15) em (A.11), temos
= a5 2 S 4 B2 P L= _’—R'
To(’f’,(f) = Ze Zq'Rﬁ/ e |7—R|%¢ d€+€ lq.Tzezq.(r R)erfCE€’T§ |)
R 0 R’#ﬁ |T - |
Lerfelelr) 1 o

R
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Vamos trabalhar separadamente com o primeiro termo desta equacao:
Ze—z’q”.éi /‘E e—|F71§|252d£ — 2 /5 Z o IT-RIPE? ~id R d¢ (A.17)
— VT Jo VT Jo —
R R
Substituindo a seguinte transformacao
3 o IF=RP€ —id R _ ”52” > o |T+G /A€ =i+ )T (A.18)
R G
em (A.17) ficamos com
o AN = 1 =1 N2 /462
Qﬁnsze—%(ﬁ-@-r {/ _26—\q+G| /4€ dé} (A.19)
Se
t=|q+G|/2€ (A.20)
entao
€ 1 =1 A2 2 2 e 2 7 C_j
/ —267IQ+G‘ M e = — [/ et dt} = —_'ﬁ_, erfe —|q—|— | (A.21)
0§ 7+ G| Ligraiyoe 7+ G 2e
e (A.19) torna-se
—i(q+G).F 71 G
27msz ‘ ———erfc 7+ (A.22)
& 17+G] 2e
Seja
O(x) = \/Eerfc(\/}) (A.23)
x
Com isso, (o)
erfc(er €
L = (P A.24
= ) (A.21)
Lembrando que € = \/mng, temos
/W) _ e (eng?) (A.25)
r
Analogamente,
—»_ R .
SELC Ul Iy YT (A.26)
|7 — R
nos da
Vgl — R
erfel VTN = Rl) g7 — ) (A.27)
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e
erfe(|q+ é]/QE) _ erfe(|g+ G|/2/mny) _ 1 (ID 17+ G2 (A.28)
7+ G 7+ G 2my/ns \ 4
Assim,
TO('F J) _ \/n—sze—i(d'+@).Fq) (’(j‘i‘ é|2> N \/n_sze_iqﬁﬁq)(ﬂnsh?_ é|2) +
’ — 41 o
e R#0
1
V(i) - (A.29)
r
Como

Eop = Q* lim 7y (7, 0) , (A.30)

To(7,0 \/n—sze%rcb (f' ) + /gy (| — RP?) +

R#0
V(i) - (A.31)

Agora, vamos trabalhar separadamente com os dois tltimos termos da equagao (A.31).

Assim,
i [Vo(on ) — ] = oy [ < v A
Expandindo em série de Taylor a funcao erro temos que
i € ( ) 2 (A.33)

z—0 ﬁ

Entao,

S | =

i | V(oo 2 - 1] = ~2y (A34)

Para o primeiro termo da equacao (A.31) temos
hm\/n_z e"GTY lep \/n—Z@ " = /n, ® lee +
3 4mng * 47ms * 4mng -

G ) (A.35)

Ql

viye!

G#0

4,
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Das equagoes (A.5) e (A.23), obtemos
—iG.F, ‘GP o 271'713
() - 2

G
NI (H) (A.36)

e usando a equagao (A.33), podemos escrever

—iG.F ’G|2 o 27Tn3
ZMDW oI -

— 2N+ g »_ @ ( ‘GP) (A.37)

G=0 G40
Mas,
G = 2mn,(2 x R) (A.38)
e como Z é um vetor unitario normal a camada, temos
G =2mnsR (A.39)
= TN, _ A4
pr— msR (A.40)

Dessa forma,

—zGr |G|2 _ 27Tn8
71"1_1)1(1)\/71_52 i <47m > e

— 2y, + /g » @ (7n,R?) (A41)

G=0 R#O
e
21N 9
lim Tp(7,0) = —2\/n_5+ \/n_SZCD 7TT7,SR
r—0 G G=
R#0
NG <1><7m3|1%|2> —2y/ng (A.42)
R#0
nos da,
21 Q% 9 9
Eop = - +2Q°/n, Y @ (mn,R?) — 4Q%/n, (A.43)
G=0

R£0

O termo divergente na tltima equagao é cancelado levando-se em conta a energia de in-
teracao com um plano de cargas de densidade p, = @ng, localizado na mesma camada

(background), de sinal contrario as cargas das particulas (com isso, o sistema é eletrica-
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mente neutro) [4, 9]. Essa interagao é dada por
d’r 21Q%n
EB. = —Qp, | — =— u A.44
OF + |7;»‘ q 0 ( )
Entao, obtemos
Eop = 2Q°n; Y @ (mn,R*) —4Q*/n, (A.45)

R+£0

A.1.2 Energia por particula de interacao coulombiana entre as

particulas em diferentes camadas

A equagao (3.11) é dada por

QQ
Eip = —
I1E % [|R+E12+d2]1/2
e seguindo a Ref. [9], definimos

0. (F—F+)

|7 — R+ &2 + d2]\/?

T[(F, (D = G_i(ifz

R

tal que
Com

e da equagao (A.5) temos:

IS [ (o 2
1) = Y
I v
. 0. (F—F+¢)
Ty, @) = e er f (=) + erfe(7)]
R
e D
Ty(7,q) = ey erf(ev) +
R
. i§.(F— R+¢)
e T Z ¢ erfc(ey)
R

(A.46)

(A.47)

(A.48)

(A.49)

(A.50)

(A.51)

(A.52)
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A.1 Caso elétrico

Lembrando que
erf / 2
df A.53

podemos escrever

TI (Fa Cj) =
- R+2)
(A.54)

Para facilitar os calculos vamos definir

o B 2 € 262
—ig.7 iq.(F—R+€) _“ -4
TaA(F,q) = '@ Zeq \/7?/0 e T de (A.55)
e com isso,
B . IR A Gy )
TFD) = Ta(Fd)+e ™Y S erfe(ey) (A.56)
7 Y
Vamos trabalhar separadamente com a equagao (A.55)
2 [ =B
TWF D) = — / S iR | g (A.57)
VT o |4
R
2 R o B 242
Ta(Fq) = —= / e'ee e TR de (A.58)
NZD 2;
R
Usando a equagao (A.49) ficamos com:
Ta(7,q) = / e D e (A.50)
NG é
2 € . LB B 9.2 242
TaA(7,q) = —/ e'dc P e e T de (A.60)
VT Jo
_lq‘ﬁ(a_l(ﬂ”?)_ﬁl252 e_d252d§ (A.61)

TA(T7q = \/—/ ‘(TE
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Mas,
—|P—R|2¢2_—iGg.R nsm 15+ O12 /462 il D7
Ze [F=R[*¢* j—ig.R _ 6_226 |G+GI? /482 ,—i(T+G) (A.62)
= =
nos da
3 o |+~ —ig. R _ ”5277 3 o |THGI2 /482 —i(q+G).(7+2) (A.63)
R a
e com isso,
- 2 —i(q+G) .7 —iG.8 °1 —|g+G|? /482  —d2e?
TA(7,q) = —nyrZe e —e e | . (A.64)
VT E 0o §

Seja I a integral dada por

€1 AL A2 A2 3242
I:/ & THE/AE o= e (A.65)
0
Fazendo
7+ G
t = A.66
i (4.60)
7+ G
dt = — d. A.67
dt d.
g M _ (A.68)
T+G| €
temos que se £ = 0, entao t = co. Por outro lado, se £ = ¢, entao t = W;Lf'. Assim, a
integral I torna-se
=2 ooq e~ PO /4t 12 gy (A.69)
7+Gl e
9 oo [ (d7x61)\? 1
- [ . [+ (1) ] (A.70)
|q + G’ \q;scl
e usando o resultado
/ _[t2+?2 } dt = Tﬂ [e%‘erfc (x + —) + e erfe (:1: — g)} (A.71)
com
y = TG (A.72)
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— A.
o' 5 (A.73)
«
~—ad A.74
e (A7)
temos
00 [a, (ad+GIN? 1 R g 5
/ € {t (759 tZ}dt _ VT Mt Cler fe 7+l +ed | +
Lade] 4 2e
e_d|‘j+é|erfc (M - 5d>] (A.75)
2¢e
Facamos ¢ = /mn;. Definindo a funcao ¥(z,y) dada por
1
U(z,y) = 5\/§ [e\/merfc (\/E + \/g) + e Vier fe (\/_ — \/ﬁ)} (A.76)
com
7+ G
p— A.-
V== (A.77)
_g+GP g+ GP
=T = p— (A.78)
1 s
-\/E _ TV (A.79)
2V |q+G]
y = d’mn, (A.81)
e, como 1) = dy/n,, temos
y =70 . (A.82)
Com essas definigoes, obtemos
— ~12 . - =
U 7+ G| 2| = TV edTtCler fe lg+dl +ed |+
4mng |7+ G| 2e

e T+Cley fe <|q ;€G| — €d>] (A.83)
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7+ G 7+ G2 e 7+ G
7+ rq,<\q+ \W) _ [ed.qmerfc(\q—; +5d)+

19

e 7+G
e~ UTH+Cler fe (!q Ll 5d>
2e

(A.84)

Substituindo (A.84) em (A.75) temos

0o [y (daré\? 1 > A S A2
/ e (45 >t2}dt:ﬁ’(I+G|\IJ(|Q+G’ ,7r172) (A.85)

31 4 mn, drn
Entao,
2 [ _|es(a0rd)’s 2 7+ G| |7+ G|
r=—=_ [ ¢ () ] _ qgkﬁ Ly |q4+ ) (ase)
|+ G| Jizze 7+ G| 4 T/ s
2 o —[t2+(—d'q;a‘)2%] 1 1 7+ G|
I=——— [ e Zlat = = v ] . (A8T)
7+ G| Jizze 2T/ s 4mng
Assim,

(A.88)

9 P N | 17+ G)?
TA(7 = ——n, i(q+G).7 ,—iG.¢ | — U 2
a(r.0) ﬁn W%e ‘ 2 \/m\/1s 47t T

~ _ —i(g+8).7 —iG.E 7+GP?
Ta(Fq) = VY e e iCCy ) (A.89)

= 4mng
e
(A.90)
Por outro lado, com & = \/an, e v = [|F— R + &% + d]"/2, temos que
erf(ey) erf(ymnlF — R+? + d*'/?) (A91)

v 7= B+ 2+ 2]\

e novamente, vamos escrever esta equacao em termos da funcao ®(z) dada por

O(x) = \/gerfc(\/}) : (A.92)
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Se
Vz = /T, ||[F — R + & + d?)'/? (A.93)

entao

& = 7|7 — R+ &> + nd?] . (A.94)

Mas, lembrando que n = dy/n; e assim, n? = d*n,, obtemos

x = 7ns|7— R+ &> + n? (A.95)

erf(ey)  erf(y/mms||F — B+ a2+ d?)"/?)
v |7 — B+ &2 + d?)\/2

= /m®(n[ng7 — R+ a* +7?])  (A.96)

e podemos escrever

+GP?
T (7. — —i(3+@G).7 —zGc\I/ ‘ 2
/(7 ) WZ ( e
\/_Ze TR0 (n[n,|F — R+ &2 +77]) . (A.97)
Como
Erp = Q? lim T (7" 0) (A.98)

vamos calcular 77(0,0):

7—0

G 2
lim 77 (7, \/n_sZe_’GC\IJ (Jl | 7r772> +
WSZ e TPl | B+ o + 7)) (4.99)
R

S : ek G2
R )
G40 s

WTSZ B0 (nng| B+ & + %)) (A.100)
‘Gln/\/aerfc <—|G‘ + ﬁn) +

\Ij |G’2 77772 — T
dmng’ |G| 2\ /Tg

e"é‘"/‘/’TSerfc (2\|/l \/_77>] : (A.101)

com
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Da equagao
erf(xz)+erfe(x) =1 (A.102)

temos,

G G
erfc <2\|/7T’_nsi\/%n> =1—erf <2\|/7r’_nsiﬁn> (A.103)

v G2 ot | = DV |l | 18y _ olGn/vs ey f ﬂhﬁn
Arng’ G| 24/,
G|

e IGI/s gy f (W _ \/;,7)] (A.104)

ar T [ i@ i@ s | G el
N | = IV [e| /s 4 ol In/\/ﬁ} Vs i@ vas e (2L
(47?718 G| |G| 2,/Tng
|G/ v Gl A.105
+e erf (2\/7T_ns ﬁn) (A.105)
Novamente, para facilitar os calculos, definimos
T/Ms [ 1A @
v, = LV [6|G\n/¢nt+ . \G\n/ﬁ] (A.106)
G|
s | a G| @ G|
Uy — Vs | Gy Gln/ s _
B % e erf 2m+ﬁn +e erf NGO V7
(A.107)
e dessa forma,
Gr
1\ LT = U,+Vp (A.108)
4mng
v (0,7°) = éli% Uy + (1;13% Up (A.109)
onde
/Mg
éin%) Up =— |\C/?|_ lerf (vV/mn) +erf (—v/mn)] (A.110)
. Ty/Ng 0
gg%] Up=— |\(/_;,|_ lerf (v/mn) —erf (V)] = 9 (A.111)
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pois er f(—x) = —erf(x). Entao, podemos aplicar o teorema de L’Hospital. Para isso,

definamos

M = —n s [€|é|n/¢aerf< ] +\/—n>+€ |Gn/x/77serf< ¢l \/_77>

2./1n 2./
(A.112)
e
N=¢ (A.113)
e assim,
M
Up = N (A.114)
com
M
hm Up = linﬁ—% (A.115)
Com o teorema de L’Hospital
M dM
M 4G
11511)0 Up = (1;111}0 N é@o 1y (A.116)
onde
dN
— =1 . A1l
dG ( 7)
Por outro lado, para calcular ¢ dG, precisamos calcular derivadas de integrais. Assim, se
b(t)
I(t) = f(z)dx (A.118)
a(t)
entao,
dl(t) db(t) da(t)
—= = f(b(t))—— — t A1l
= R — flalt) (A.119)
e
G RV
erf VN / | ’tht (A.120)
(a5 - 7

i Tf< G| i\/ym> _ sty 1 (A.121)
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nos da
a1 o
nerf(v/mn)
lim Up = hm = —2m/n; : (A.122)
G—0 G—0 9 [W\/n_s Vs
Por outro lado,
lim W = lim % [ Gln/v/ms 4 e—|G\77/x/TTs] (A.123)
S e Y e e YV Wt "V N
o e = iy G M A2y
) el R R cln N
Jim Uy = QW\/H_SGHH e + W\/n_s im G (A.125)
y |G/ /s 0 R
GILI%) \I’A = QW\/H_ST o + 6 ( 126)

Novamente, aplicando o teorema de L’Hospital, temos que

o~ 1Gln/ /s
G

élino Uy = 2m/n,

+7r\/n_5 hm { . lGln/\ﬁTs_,_ 7318 —Ié\n/\/@ (A.127)

G=0

e_|é|77/\/ s

e + 21 (A.128)

G=0

lim Uy = 2
i Va = 21V

Entao a equagao (A.109) torna-se

o~ Cln/ s

U (0,70°) = 2m/ng G

+ 27 — 2 [e”mz - 7T7767"f(\/7_1'77)] (A.129)
G=0

e, finalmente,

. e_|é|77/\/'n: 2
LiI% T;(7,0) = 27msT + 21\ /ns — 24/ [6_7”7 + Wnerf(ﬁn)] +
" G=0
LN o é 2 —
Vs Y et JmL ) —l—\/TL_SZe_“] P (n[n B + d® + n?))
G0 *

(A.130)
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com
= Q* lim 77 (7, 0) . (A.131)
Assim,
e—|Cln/ vz )
Eip = Q|+ 2rQny i, — 2Q3 ity [+ mmer (/)| +
G=0
GI?

QQ\/n_Sze—ié.gql

= 47ms
G40

)+Q wTsZe‘” 99 ([ R + & + 1)
(A.132)

e novamente, o termo divergente na ultima equacao é cancelado levando-se em conta
a energia de interagao com um plano de cargas de densidade p, = Qng, localizado na
camada oposta (background), de sinal contrario as cargas das particulas [9]. Essa interagao

é dada por
d27" 9 ef‘q‘m/\/nis

B
EIE:_QPJr/m:—QWQ U

Entao, finalmente, obtemos

(A.133)

q=0

+ G2
EIE = Q\/— Zq) nS|R+E|2+77 +Z —ZGC\I](’q ‘ : 77>+

4mng
G£0

2{7?7767“f0(ﬁ77) —e ™ }] . (A.134)
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