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RESUMO

Estudaremos uma técnica de suavizacdo de uma singularidade nua em um conifold cha-
mada Brane Resolution. Por um lado, a singularidade aparece como uma solu¢@o de brana de
supergravidade contendo apenas termos do setor de Neveu-Schwarz. Por outro lado, podemos
ver a singularidade do conifold como oriunda de um ponto fixo do grupo de simetria discreto,

responsavel pela geracdo do conifold.

O conifold tem bastante importancia no processo de compactificagdo em teorias de cordas,
em particular nas chamadas transi¢des conicas. De fato, existem diferentes tipos de espagos de
Calabi-Yau que podem ser variedades internas. Apesar de tais espacos terem caracteristicas to-
poldgicas distintas, pode-se transformar um espaco no outro através das transi¢des conicas. Isso
se faz através da geracdo de singularidades no espaco de Calabi-Yau que surpreendentemente

ndo gera problemas quénticos.

A técnica consiste em acrescentar um termo topoldgico do setor de Ramond-Ramond a
acdo. A inclusido de um termo de Chern-Simons, responsavel pela interagdo entre os campos
do setor de Ramond-Ramond (C,,), gera um fluxo dos campos H3z = dBy e F3 = dC, sobre
a singularidade do conifold. A partir da equacdao de movimento do campo pode-se, dado uma
escolha adequada para a configuracdo da métrica e dos campos, encontrar os fatores de warp
que sdo responsaveis pela retirada da singularidade. O método também pode ser entendido

topologicamente como a incisdo de uma esfera no lugar da vizinhanga do nodo do cone.

O estudo do comportamento de campos sobre o conifold é feito no intuito de extender a cor-
respondéncia AdS-CFT: originalmente a correspondéncia foi proposta para o espago AdSs x S°
mas logo surgiram extensodes utilizando outras variedades como M, x Cg. Préximo a singula-
ridade o espaco pode ser escrito como AdSs x X°, onde X° é o espaco base do conifold.
Geralmente toma-se o espagco base como um espago homogéneo de Einstein Ricci-plana onde
X5 = SU(3)/SU(2) x SU(2). Contudo, para manter a invaridncia conforme da teoria de
campos dual € necessario suavizar o conifold através de incisdes do tipo Eguchi-Hanson, que

podem ser de dois tipos: por uma 3-esfera S® é chamada deformation ou por uma 2-esfera S? é

chamada resolution.

Recentemente, foram propostas resolucdes do conifold em um cendrio de teoria heterdtica



dotada de torcdo. Tal efeito € relevante em teorias onde solugdes do tipo buraco negro exis-
tem na variedade interna, como as black branes e spinning branes;esta ultima leva em conta o
momento angular do buraco negro - spin - e ¢ uma solugdo do tipo Kerr. A partir da transgres-
sdo da identidade de Bianchi para a 3-forma intensidade de campo de Kalb-Ramond, oriundo
de um termo de Gauss-Bonnet e de instanton, podemos introduzir uma tor¢do € com isso, um
novo termo na conexao nao dependente da métrica. Estudaremos os efeitos de tais termos so-
bre a suavizacdo de um conifold comparando com o caso sem tor¢ao. Além disso, buscamos
estudar o efeito que um outro termo topoldgico tem sobre a resolucio de branas: o termo BE.
Tal termo surgiu como uma extensao do termo de Chern-Simons para quatro dimensdes tendo
como funcdo gerar massa topologicamente para campos de calibre. Nesse trabalho, iremos mo-
dificar a acdo da teoria heterética de modo a obtermos o termo BF como um dos termos de
anomalia e logo responsavel pelo fluxo que retira a singularidade. Encontramos para um ansatz
bastante conhecido uma configuracdo onde o fluxo gerado pelo termo BF é o responsdvel pela

desingularizacdo do espaco.

Palavras-chaves: Resolucdo de branas, Conifold, extensdo da correspondéncia AdS-CFT, bra-

nas com torcao.



ABSTRACT

In this work we shall study a technique for smooth out a naked singularity in the conical
manifold called brane resolution. This singularity arise as a fixed point of a discrete group of
symmetry in the compactification. We put a stack of N D-3 branes close to a singularity;the
fields that live in the brane create a flux over the conifold resolving it. From Chern-Simons
supergravity action and the suttle choice of the kind of metric, we can find the warp factors

without problems, because it has a sphere instead of the singularity.

The study of behavior of fields in the conifold is done for to enlarge the gauge-gravity
correspondence: in beggining, it was proposted for a bulk of kind AdSs x S% but after it has
arised extensions taking instead of S®, a Einstein ricci-flat manifold X°, known Sasaki-Einstein
manifolds and the conifold is a noncompact representant. But for keep the conformal invariance
we need to smooth out the conifold, using two techniques: in the deformation, we incise the tip

of cone and put a S? and in the resolution we change it by a S2.

Recently, it was proposted conifold resolution in the heterotic supergravity with torsion.
Such efect is relevant in theories using black-holes solutions in higher dimensions like black-
branes and spinning-branes. This last brane take in account the spin of black-hole. From the
transgression of Bianchi identity for Kalb-Ramond field strengh, that cames from a topological
term of instanton and Gauss-Bonnet, we can introduct torsion and then, a new term in the
conexion, independent of metric. We shall study the effects of such terms in the resolution of

conifold comparing with torsionless case.

Keywords: Conifold, extension of AdS-CFT correspondence, spinning branes, fractional bra-

nes, torsion branes, RG flow, Supergravity, M theory; .
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Introducao

Nos tltimos anos houve bastante estudos em teorias de calibre supersimétricas e supergra-
vidade. De fato, como o modelo padrdo trata as interacdes como provenientes de campos de
calibre supersimétricos, onde esta tltima condicdo € assumida para evitar-se problemas relativos
a renormalizacdo, € de se experar que extensdes supersimétricas possam incorporar a gravitacao
e assim, obtermos uma teoria quantica da gravidade. Hoje sabemos que ambas as teorias sur-
gem como descricdes complementares no limite de baixas energias de uma teoria envolvendo
branas em teoria M e em cordas. Branas, ou p-branas, sdo variedades (p+ 1)-dimensionais, com
uma coordenada do tipo tempo, e um grupo de simetria SO(p,1) que sdo solucdes das equacdes
que aparecem em teoria de cordas. As Dp-branas sdo fontes para os campos de calibre no se-
tor de Ramond-Ramond e sua origem € topoldgica, como um séliton, como mostrado por Paul
Townsend e Joseph Polchinski. Se a brana tiver supersimetria e se sua energia tiver um limite

minimo relacionado as cargas topoldgicas tal brana ¢ chamada do tipo BPS [1],[2].

A relacdo entre campos de calibre e gravitacdo é fundamental ainda no sentido de prever
propriedades de particulas elementares do modelo padrio e de suas possiveis extensdes a partir
da teoria de supercordas. Nessa linha de pesquisa um resultado bastante interessante € a cor-
respondéncia AdS-CFT, conjectura que associa campos em teoria M e supercordas definidos
no interior da variedade M = AdS, x S*. onde S* é uma esfera de k-dimensdes, com um
(p — 1) campo conforme especifico na fronteira de AdS,. Inicialmente Maldacena sugeriu que
uma teoria de cordas em AdSs x S° € dual a uma teoria de Yang-Mills supersimétrica com
N = 4 no bordo de AdS; que € uma variedade de quatro dimensdes [3]. Aqui dual significa
que as funcdes de correlagdo das duas teorias sdo iguais devido o grupo de simetria de Ad.Ss,
SO(2,4) ser o mesmo que o grupo conforme da teoria de Yang-Mills. Tal dualidade permite
obter informacdes de regimes nao-pertubativos de teorias de Yang-Mills, como o confinamento

em cromodinamica, a partir do correspondente pertubativo em teoria de cordas.

Inicialmente, utilizou-se D3-branas imersas em um espaco com curvatura nula, obtendo-se
campos supersimétricos com N = 4. Generalizagoes, realizadas no sentido de utilizar outras
variedades de Calabi-Yau compactas diferentes de S°, utilizaram orbifolds, espagos gerados

pela acdo de um grupo de simetria sobre uma variedade inicial, calculando-se proximas as



singularidades destes [4],[5], [6]. O resultado foi a quebra de determinadas supersimetrias
e extensdo da correspondéncia para AdSs x X°, onde X° é uma variedade de Einstein. A
introducdo de branas quebra a simetria de Lorentz do bulk e reduz a supersimetria pois a teoria
de cordas do tipo II e I, onde tais objetos aparecem tem supersimetria respectivamente, N = 2
e N = 1. Estudando essa dualidade préxima a singularidades de um tipo especial de orbifold
que é uma subvariedade do grupo CP? chamado conifold [5],[8] mesmo na auséncia de uma
3-brana transversal descobriu-se que a singularidade do conifold € dual a um sistema de branas

de Neveu-Schwarz se intercectando sobre um volume mundo (3 + 1) dimensional.

O conifold é uma espaco conico de seis dimensdes, compacto em cinco € ndo-compacto em
uma, chamada dire¢do radial[!],[2],[9],[! I]. A componente compacta é chamada espaco-base
e geralmente € tomada como uma variedade de Calabi-Yau de Einstein. Espacos com essas
caracteristicas sdo chamados espagos de Sasaki-Einstein. Um espagco-base muito utilizado na
literatura € o espago-quociente T = SU(2) x SU(2)/U(1), que tem grupo de isometria
SU(2) x SU(2). Além de ser um espago homogéneo, 7! também possui a propriedade de
ter um espinor covariantemente constante, caracteristica esta que o torna uma variedade de
Kdihler. A singularidade do conifold t€ém propriedades interessantes, devido ser um ponto fixo
da aplicagdo quociente M /G, onde G é o grupo de simetria sobre a variedade que gera o orbifold.
Uma dessas propriedades é que, colocando-se uma D3-brana préxima a singularidade pode-se
deduzir uma teoria N' = 1 supersimétrica de calibre na D3-brana a partir das propriedades do

conifold.

Outra caracteristica importante do conifold é que se pode gerar outros tipos de espagos de
Calabi-Yau a partir de um processo chamado conifold transitions[1],[2]. Tal processo consiste
em comprimir um ciclo no interior do conifold até gerar um ponto, chamado conifold singu-
larity. Em seguida, expande-se outros ciclos. O resultado final é uma variedade que nao é
homotdpica a original e portanto, ndo tem o mesmo nimero de Hodge, que determina o nimero
de modos ndo-massivos. Apesar de tal processo ndo ser continuo e logo invariantes topolégicos
nao sdo conservados, ndo ha divergéncias ou anomalias na fun¢do geradora, ou seja, na quan-
tizagcdo da teoria. Isso se deve as cargas topoldgicas das branas que envolvem a singularidade,
formando uma espécie de escudo e retirando-a no nivel quantico. Logo, pode-se gerar muitos,
e talvez todos, os espacos como uma tnica rede conexa a partir do conifold. Nos pontos de co-
necao o espago degenera. Como nem todos os espagos de Calabi-Yau t€m singularidades faz-se

ainda mais importante os processos de suavizacdo da singularidade.
Por servir de gerador para outras variedades de Calabi-Yau, define-se um espaco modular
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para o conifold e sobre esse espago define-se uma métrica e um grupo de isometria que deve
preservar ainda a condicdo do conifold ser uma variedade Ricci-plana [1],[2]. Desta dltima
condi¢do surge uma equacdo diferencial para a variagdo da métrica do conifold em fungao da
curvatura de Ricci, chamada equacgdo de Lichnerowitz [!]. Tal equacdo surge quando fazemos
uma pertubagcdo da métrica de tal forma que a métrica resultante ainda seja uma solucio de
vacuo. O campo de Kalb-Ramond tem um papel fundamental sobre a classificacdo dos possiveis
espacos de Calabi-Yau determinando os nimeros de Betti do espago modular. Tal espago, assim
como o conifold, ¢ uma variedade de Kdhler, onde pode-se definir um superpotencial de Kdhler

de onde a métrica provém.

Outro motivo para se analisar dualidades em conifold é um resultado envolvendo os campos
de Kalb-Ramond e o dilaton. De fato, a equacdo de Killing, que vém da condi¢do de supersi-
metria da teoria e assegura no minimo um espinor covariantemente constante, condi¢@o esta ne-
cessdria para que a variedade interna seja de Kdhler, impde certas restricdes sobre que espacos
sdo compativeis. Em particular, se tal espaco for compacto e o dilaton for globalmente definido
entdo os Unicos espacos que preservam no minimo 4 supersimetrias sao espagos de Calabi-Yau
cujo campo de Kalb-Ramond é nulo e o dilaton € constante [!]. Para termos solu¢des com
dilaton ndo constante e H3 # 0 devemos entdo buscar espagos de Calabi-Yau ndo-compactos,
cujo conifold € um bom representante. Se o campo de Kalb-Ramond for nao-nulo temos ne-
cessariamente um dilaton nao constante. Isso acarreta duas propriedades interessantes para a
variedade interna: a torcdo oriunda do campo H3 e constantes de acoplamento varidveis, pois
gs = €. Tais campos tem implicacdes importantes em cosmologia: a presenca de um dilaton
ndo constante € conjecturada por muitos como fonte da energia escura [12],[13], enquanto que

um universo dotado de tor¢c@o pode ser livre de uma singularidade inicial - big bang-[14].

Por ser uma variedade ndo compacta em uma dimensao, o conifold serve de pano de fundo
para modelos do tipo mundo-brana como os cenérios do tipo Randall-Sundrum. No modelo
RST1 [15], duas branas paralelas interagem gravitacionalmente sendo a gravidade localizada em
uma das branas. Utilizando o conifold como espaco-base, pode-se deduzir a distancia entre as
branas através de fluxos dos campos H3, F5 sobre ciclos internos do conifold[!]. H4 também
relacdes com os modelos do tipo RS2 [16] onde hé apenas uma brana com um fator de warp que
decai exponencialmente com o raio da variedade interna; de fato, buscando conifolds com uma
métrica conformemente Ricci-plana, pode-se encontrar solugdes desse tipo. Ainda nos modelos
de mundo brana tem-se estudado cendrios com dilaton e Kalb-Ramond nédo nulos sendo tais

campos necessdrios no processo de localizacdo de outros campos. No cendrio do chamado
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cigar-like universe[17], estudam-se solugdes do tipo corda numa variedade transversal de duas

dimensdes CP! que pode ser considerado como uma subvariedade do conifold.

Apesar das atraentes propriedades da singularidade do conifold, a relatividade geral nao é
bem comportada em singularidades, principalmente nas desprovidas de um horizonte de even-
tos, por isso chamadas nuas, como € o caso da origem do conifold. Klebanov e Strassler [7] e
depois Klebanov e Murugan [8] estudaram o efeito que a singularidade gerava em uma teoria de
campos conforme e mostraram, estudando o fluxo do grupo de renormalizacdo, que a simetria
conforme era quebrada a n@o ser que se suavizasse a regido em torno da singularidade. Surgiu
dai a idéia de suavizar o conifold. Anos antes, Candelas e de la Ossa[”] haviam estudado duas
técnicas, ambas com nomes sugestivos: uma, chamada deformation, se faz ao substituir uma
regido em torno da singularidade por uma S?, através da deformaco do polindmio que define o
conifold, enquanto a outra, chamada resolution, consiste na mudanca da vizinhanca singular por
5?2, sem alterar o polindmio mas simplismente reinterpretando-o e introduzindo um parimetro
de resolucdo. Tais métodos de suavizagio através da incisdo de uma bola S™ /Z,, pois identifica-
mos dois pontos antipodas, em torno das singularidades sdo chamados de Eguchi-Hanson pois
utiliza-se espacos com mesmo nome [|]. Espacos de Eguchi-Hanson sio variedades que tem
tensor de Riemann ou a 2-forma de Ricci auto-duais. Por esse motivo, tais espacos sao solucdes
da equacdo de Einstein em quatro dimensdes que por serem auto-duais sdo chamados instantons
gravitacionais[ 1], [18]. Tais espacgos sdo ainda exemplos de espacos mais amplos usados para
suavizar-se variedades, chamados espacos de Stenzel, definidos sobre o fibrado cotangente de

S com grupo de isometria SO(n + 2) [19],[20].

Para suavizar o conifold usandos tais técnicas, Klebanov e Strassler introduziram D3-branas
em teoria de cordas do tipo II-B. Tais branas sdo sub-variedades do espaco de base T*! =
SU(2)xSU(2)/U(1). O termo de Chern-Simons, que aparece naturalmente nas a¢des de baixas
energias de supergravidade oriundas de teoria de cordas e M e que estabelece a interacao entre
os campos de calibre F,, = dC),_; de tais branas, sendo ainda responsdvel pelo cancelamento
da anomalia de calibre de tais campos, introduz uma transgressdo a identidade de Bianchi, na

forma:

dF, = F, A F, (1)

onde ¢ + r = p + 1. Tal equacdo descreve um fluxo que, para uma escolha devida da métrica,

ou seja, da configuracdo do conifold, suaviza a regidao em torno do nodo. Klebanov e Strassler
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estudaram o fluxo do campo F5 = % Fj; na teoria II-B que € da forma:

dF5:F3/\ﬁg (2)

sobre um conifold com métrica da forma:

ds?, = H(r) 2, datdz” + H(r)? (dr? + r’ds*..) 3)

O campo Fg = F5+1H5 é harmonico, dF 3 = 0, e tem seu fluxo calculado sobre D3-branas
geradas tomando uma D5-brana e colapsando um 2-ciclo interno. Tais branas sdo chamadas
Branas fraciondrias. A escolha de tomarmos uma D-3 brana € justificada pelo fato de que tal
defeito topoldgico é o que gera um campo de Ramond-Ramond C e este tem uma 5-forma

intendidade de campo F75 essencial em nossa analise.

Pela equacdo de Einstein podemos relacionar o fator de warp com F3, pela relagdo:

2
DH(r) = 5| Ff? @

onde A é o laplaciano na variedade interna. Logo, encontrando uma 3-forma harmonica ade-
quada podemos suavizar o conifold. Cvetic et al [21] mostraram que se tal forma for de qua-

drado integravel L? a suavizacdo é possivel [19],[20].

Uma propriedade interessante comum aos trés tipos de solu¢do (singular, deformada e resol-
vida) é que elas podem ser obtidas a partir de um sistema de equagdes diferenciais de primeira
ordem oriundas de uma a¢do unidimenional no regime BPS, admitindo-se um superpotencial no
espaco modular [1],[1 1], [10]. De fato, o potencial de Kdhler do conifold pode ser relacionado

com um superpotencial e este, aos fluxos de F3 e de H3 sobre uma D3-brana fraciondria [1].

Todos os resultados acima foram obtidos tomando um conifold sem tor¢ao, ou seja, fazendo
dHs = 0. Cvetic et al [21] estudaram a resolu¢do do conifold utilizando como cendrio a teoria
heterdtica. Nessa teoria ndo ha campos de Ramond-Ramond e logo, o papel central entre os
campos de calibre é dado pelo campo de Kalb-Ramond Hz = dBy + tr(A A F — %A3). Note

que a identidade de Bianchi fica:

dj‘(g = tT(FQ VAN F2) (5)

Ofractional branes na literatura inglesa.
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O lado direito desta equagdo € a densidade de carga de um defeito topoldgico do tipo ins-
tanton. Logo, podemos dizer que tal defeito topoldgico, vivendo em um 4-ciclo na variedade
interna, gera um fluxo cuja carga topoldgica é a responsavel pela transgressao da relacdo de

Bianchi. Escolhendo uma soluc¢do gravitacional de uma D5-brana temos, [21],[18]:

ds* = H(r)’inw,dx“ ® dx” + H(r)%dsi (6)

onde o 4-ciclo estudado pelos autores é um espaco de Eguchi-Hanson, que € uma solugdo auto-

dual e Ricci-plana conhecida das equagdes de Einstein gerada por um instanton, e

F2 = ng (7)
Hs =dH ' Adab (8)
entao
m2
A H(r) = —ILQ )

Assim, escolhendo uma configuragdo na qual o 4-ciclo seja um espago de Kdhler, os autores

obtiveram a resolucdo da variedade conica.

Recentemente, Carlevaro e Isrdel [22] estudaram o processo de resolucdo do conifold no
cendrio da teoria heterética. Tal transgressao se deve a introduc@o de termos topoldgicos sobre

branas internas no conifold como o termo de Gauss-Bonnet e o de instanton:

dj’(g = tr(ng VAN :RQ) - t?”(FQ VAN Fg) (10)

Ao se introduzir tor¢do, a variedade interna deixa de ser um espaco de Calabi-Yau, nao sendo
nem mesmo uma variedade de Kdhler. Portanto devemos procurar um outro método que nio o
largamente desenvolvido por Cvetic et al [21] que consiste em encontrar uma forma harmonica

sobre a brana em questao.

Os termos de Gauss-Bonnet e de instanton podem ser obtidos de uma acdo geral de Chern-
Simons em teoria de cordas do tipo II que carrega informagdo sobre a anomalia que o volume
mundo da brana tem, anomalias de calibre e de curvatura [1],[2], [33]. Se definirmos uma nova
2-forma de calibre

Fy = By + kF 11
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onde k = 2wa/. Expandindo o termo de anomalia até segunda ordem, obtemos além dos termos

citados, um termo do tipo Bo A Fo, H3 A A; e Bo A Bs. A transgressio fica entdo:

AHz = tr(Ro A Ry) — tr(K2Fy A Fy + k(B AF2 + H3 AA;) + B ABy)  (12)

Note que ao redefinirmos a curvatura de calibre, introduzimos um parametro k£ que depende do
comprimento caracteristico da corda. Assim, podemos interpretar esse procedimento como uma
adicdo de termos de anomalia dependendo da escala: para k2, ou seja, para comprimentos bem
maiores que o comprimento da corda, L > [, teremos apenas o termo de instanton como termo
relevante. Para k, ou seja, para comprimentos da ordem do comprimento da corda, L. ~ [, os
dois termos By A F» + H3 A\ Ay passam a dominar. Note que ambos pertencem a mesma classe
de cohomologia pois d(Bs A A1) = H3 A Ay + By A\ F; e referem-se a um acoplamento do tipo
By N\ A; entre os potenciais de calibre de uma particula e uma corda. Ja o termo BB se refere a
uma poténcia zero de k, ou seja, independe da escala. Tal termo aparece na teoria de cordas do
tipo II-A massiva. Além disso, Baez[4 1] propds que um termo do tipo AB A B seria o andlogo

topoldgico de um termo de constante cosmoldgica.

O termo BF € o andlogo em quatro dimensdes do termo de Chern-Simons L§° = A} A Fy
em trés dimensoes, este tltimo conhecido por gerar uma teoria de calibre massiva sem utilizar
o mecanismo de Higgs. Tal analogia pode ser deduzida das caracteristicas de Chern: de fato,
a lagrangeana de Chern-Simons é uma 3-forma tal que sua derivada d(A; A Fy) = Fy A\ Fy,
a segunda caracteristica de Chern, cuja integral em uma 4-variedade fornece um invariante
topolGgico. Assim, para a caracteristica de Chern tr(Hs A Fy) em cinco dimensdes, teremos a
lagrangeana LP¥ = By A Fy. Ao contrdrio das caracteristicas de Chern definidas em variedades
de dimensdo par, onde tomamos polindmios simétricos da forma de curvatura de calibre F/,
nesta Ultima tomamos um produto entre a forma de tor¢cdo e de curvatura. Ja o dltimo termo
aparece em uma teoria do tipo II-A massiva e talvez seja o andlogo de um termo de instanton
para o campo de Kalb-Ramond. E possivel relacionar campos da teoria II-B com campos da
teoria heterodtica através de dualidades T e teoria F [37], [36]. Contudo, vamos nos limitar a

andlise dos efeitos que tais termos t€m sobre o conifold seguindo uma perspectiva heuristica.

A organizacdo dessa trabalho serd a seguinte: no capitulo 1 vamos fazer um breve revisao
das teorias de supergravidade ressaltando seus campos, equacdes e dando especial atengcdo ao
termo de Chern-Simons geral, oriundo da teoria do indice de Atyah-Singer. No final, destacare-

mos como o termo BF aparece na acdo de Chern-Simons e qual o papel que termos de curvatura
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alteram as equacgdes de movimento dos campos.

No capitulo 2 estudaremos o conifold comecando por suas caracteristicas de conservacao
de supersimetria e geométricas como sendo uma variedade de Calabi-Yau. Apds uma breve in-
troducao aos conceitos que necessitaremos (curvatura, tor¢ao, 3-forma holomorfica, forma fun-
damental), bem como as equagdes que determinam a estrutura geométrica chamadas equacdes
de Strominger, vamos analisar o espaco modular dos espacos de Calabi-Yau, onde o conifold
€ essencial devido as transicoes conicas. Por fim, definiremos o conifold e estudaremos suas

caracteristicas geométricas.

No capitulo 3 discutiremos um pouco sobre os processos de suavizacdo do conifold, desta-
cando suas propriedades geométricas. No capitulo seguinte, trataremos da técnica de suavizagao
por fluxos -brane resolution- em teoria II-B, teoria M e teoria heterdtica. Nesse capitulo iremos
nos basear no trabalho de Cvetic et al [21] onde reproduzimos a resolu¢do de um conifold sobre

o espaco Eguchi-Hanson utilizando um termo B F' no lugar do termo de instanton F'F'.

No quinto e dltimo capitulo estudaremos a resolucdo de conifold com tor¢dao no cendrio
heterdtico, em uma abordagem mais ampla que a anterior. Iremos nos basear no artigo de
Carlevaro-Isriel onde os autores tomam um produto warped entre uma 3-brana e um cone
sobre o espaco 7!, Como a variedade possue tor¢do deve-se agora obter as solucdes a partir
das chamadas equacdes de Strominger que sdo as equacdes de movimento para os campos bem
como condi¢des sobre a forma fundamental .J; ; e sobre a forma holomérfica €23 de forma a
preservar a supersimetria. Analisaremos o trabalho acima relacionando-o com o caso abeliano

sem tor¢ao.
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1 Supergravidade

1.1 Supergravidade em D=10

No limite de baixas energias de uma teoria de supercordas, obtemos acdes para supergra-
vidade em dez dimensdes. Nesse regime pode-se mais facilmente estudar solugdes clédssicas de
campos e gravidade, com ou sem interagdo. Além disso, uma teoria de supergravidade € fun-
damental no intuito de unificar a relatividade geral com o modelo padrao porque estes ultimos
sdo descritos por teorias de calibre e usando o formalismo de referenciais moveis ou vielbeins

podemos ver a gravitacdo como uma teoria de calibre do grupo de Lorentz.

1.1.1 Os campos e os tipos de supergravidade

As teorias de supergravidade sdo teorias de campos em um espacgo-tempo curvo de dez ou
onze dimensdes, chamado genericamente bulk, onde se une o grupo de calibre dos campos com
o grupo de Poincaré em um supergrupo de Poincaré. Assim, podemos definir o bulk da teoria
de supergravidade como uma variedade semi-riemaniana Mp, D € (10,11). A utilizacdo de
supersimetria em gravitacdo surgiu como uma solu¢do ao problema da ndo-renormabilidade
gravitacional. Além disso, como tal teoria é essencial para o modelo-padrdo, a inclusao de

supersimetria € um componente basico para uma teoria unificadora.

Os campos bosonicos em teorias de supercordas podem ser divididos em duas classes: 0s
do setor de Neveu-Schwarz e do setor de Ramond-Ramond. Vamos descrever tais campos, que
sdao de natureza escalar, vetorial e n-tensorial, por seus respectivos duais, O-formas, 1-formas,
n-formas. O primeiro é formado por pelo dilaton ¢, o gravitron g, € o potencial de Kalb-
Ramond B,,. Tais campos aparecem no espectro da corda bosodnica e se acoplam diretamente
a métrica da folha mundo. Ja o setor de Ramond-Ramond é formado por campos de calibre
Co, C1, Oy, U5, Cy cujas cargas sdo de origem topoldgica e vivem nas D-branas, subvariedades

de M, onde cordas abertas tem suas extremidades.

Existem cinco tipos diferentes de teorias de supercordas relacionadas por dualidades: a do

tipo I possui supersimetria do tipo N = 1 do espago-tempo; a do tipo II possui supersimetria do



tipo N = 2 e é dividida em dois tipos: a II-A que ndo possui espinores quirais e que a do tipo
II-B os possui. Tal divisdo mantém os mesmos campos para o setor Neveu-Schwarz mas separa
os campos de calibre do setor de Ramond-Ramond: a tipo II-A possui os campos C', C3, Cs, C
enquanto que a do tipo II-B possui Cy, Cs, Cy, Cg, Cs. Os indices dos campos sdo a ordem das
formas diferenciais ou tensores antisimétricos associados.Para qualquer desses campos pode-
mos definir um campo de intensidade de campo como, em anologia como o eletromanetismo,

da forma:

Fypy = dC, (1.1)

Em termos de coordenadas a forma intendidade de campo acima se escreve como:

1 i1 1
Fq+1 = —(q T 1)!E1,.,.7iq+1d$ VANRUVAN d.fl?q+ (12)
€ cComo
1 %1 q+1
dC, = aa,.l((32.27,__,%)619; A Nda (1.3)
Logo,
F‘ilv---vitﬁ-l = a[jlcjm--quﬂl (14)

Assim, por exemplo, para o campo eletromagnético, cujo campo € vetorial, vamos tomar
uma 1-forma A, representando o 10-potencial vetor, cujo tensor intensidade de campo € dado
por:

Fy = dA; = 0, Apda® A dz® (1.5)
Logo,
Fo = a[a*’élb] = aaAb - abAa (1.6)
Como se V&, a utilizagdo do formalismo de formas diferenciais - dlgebra exterior -, deixa os
calculos mais estéticos.

Outro campo que estudaremos bastante € o campo de Kalb-Ramond B,, que é uma espécie
de potencial tensorial de calibre cujo tensor intensidade de campo Hj3 é dado, como no caso

eletromagnético, por:
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H; = dBs (1.7)

ou em coordenadas,

Hyp = a[uBVp] (1.8)
Assim como AP é o potencial vetor gerado por uma carga pontual, o campo Bp é um
potencial tensorial antisimétrico de segunda ordem gerado por um corda.

As duas ultimas sdo chamadas heterdticas pois sdo o resultado da jungdo - heterosis - entre
a teoria de cordas bosonica em D = 26 com a supercorda em D = 10. Tal teoria tem dois
grupos possiveis de simetria: Fg x FEg e SO(32). Tais grupos sdo cotados como possiveis
grupo de simetria de uma teoria unificada. Daremos um destaque especial a teoria heterética

nos capitulos posteriores devido ser mais facil analisar tor¢ao nesse cendrio.

Vamos agora expor os principais ingredientes que iremos utilizar das cinco teorias acima.

1.1.2 Acao para a teoria do tipo II-B

O setor bosonico da acdo para tal modelo pode ser dividida em trés partes:

S167" = Sns—ns + Sr—r + Scs (1.9)

Setor de Neveu-Schwarz

No setor de Neveu-Schwarz temos o dilaton (¢), um termo de Einstein-Hilbert sem constante

cosmoldgica e a intensidade de campo correspondente ao campo de Kalb-Ramond, Hs = dBs,

1 1 1
Sns/Ns = ﬁ/e—%5 (R/\*l — §*d¢/\d¢— E*Hg/\H;;)
_ 1 e 2[R — l\dd)\Q _ 1’}[3’2 \/—_gdlox
2k2 2 2
1 1 1
= 53 e ¢ <R — §gAB&4¢83¢ — 5HABCHABC) V—gdz (1.10)
K

onde
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H*"P“H ypo = g ¢"F ¢°“0pBra10jaBpcy (1.11)

Acima utilizamos o operador estrela dual de Hodge, » : A — AP~P_ que leva uma p-
forma em uma (D-p)-forma de tal modo que possamos definir um produto interno entre forma

diferenciais:

(a,ﬁ):/*a/\ﬁ:/ﬁ/\*a (1.12)
M M
e a partir desse produto interno o médulo das formas diferenciais.

Todos os campos nesse setor t€ém acdo dependente da métrica do volume mundo formado

pela evolugdo temporal da 9-brana.

Setor de Ramond-Ramond

Ja no setor de Ramond-Ramond, temos os campos intensidade para os campos de calibre gera-

dos pelas branas:

1
SRR/RR:_@ (*Fl/\Fl +*F3AF3+*F5/\F5)
1
=13 [ (BP+IBP+|5)y=gd' (1.13)

Note que na a¢do acima apenas temos campos de calibre com indice impar; tal € uma caracte-

ristica da teoria de cordas do tipo II-B.

O primeiro campo gera a 1-forma intensidade de campo:

F = F =dCy (1.14)

onde Y = Cj € o axion, um campo escalar.
0

A segunda forma acima é:

A 3-forma intensidade de campo acima é o resultado da combinacdo de duas derivadas
exteriores que combina campos do setor de Neveu-Schwarz com campos do setor de Ramond-
Ramond. Tal interagdo € origunda de um termo de origem topolégica chamado de Chern-Simons
que veremos a seguir. Esta forma serd essencial no estudo da suavizagao do conifold em seis

dimensdes por estar intrinsecamente ligada a D-3 branas.
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O ultimo tensor € a 5-forma:
1 1

Como estamos em uma variedade de dez dimensdes, podemos tomar F; como sendo auto-dual,

ou seja,

*10 F5:F5 (117)

Tal condi¢do de autodualidade aparece na teoria eletromagnética usual, em quatro dimensoes,
pois o tensor intesidade de campo F, = dA; pode ter solugdes auto duais conhecidas como ins-
tantons. Logo mais veremos que o papel de tais solu¢des conhecidas como defeitos topolégicos

¢ essencial no estudo da resolucao do conifold.

Note que os termos na acdo acima ndo dependem do dilaton, o que indica que a constante

de acoplamento nido varia ponto a ponto nem € mediada por um outro campo.

O setor de Chern-Simons

SCS - —L <C4/\dBQ/\d02) (118)

4K2

Note que tal termo ndo depende da métrica do volume mundo. Logo, interagdes medi-
adas por tal termo tem cardter ndo-locais. Esse termo representa a interacdo dos campos de
Ramond-Ramond e sdo de origem topoldgica tendo suas simetrias e cargas origem topoldgica,
das classes caracteristicas de Chern que discutiremos logo mais. Note que na a¢do acima ja
ha um acoplamento entre campo do setor de Neveu-Schwarz e Ramond-Ramond, responsavei

pelas definicao das 3-forma Fj e a 5-forma auto-dual F5.

Equacoes de movimento

Extremizando o termo da acdo referente ao campo C';, encontramos as equagdoes de movimento:

Sl :/*F5/\F5+C4/\dBQ/\dOQ (119)

531 =0= d(*10F5) = dBy N\ dCy (120)
Como
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*5F5 :F5

podemos reescrever a equagdo acima como:

651 =0 :>dF5 = dBQ/\dCQ

(1.21)

(1.22)

Note que a transgressao na identidade de Bianchi é gerada pelo termo de Chern-Simons.

Ja para a parte geométrica, a variagdo em relacdo a métrica fornece a equacdo de Einstein

sem constante cosmoldgica:

@
(&
Rup +2V Vo = T [HapcHAPC]

(1.23)

Para o dilaton, obtemos a equacdo de Klein-Gordon em um background gravitacional:

040 — (V)? — iR =0

1.1.3 Acéo da teoria do tipo II-A

Como na teoria tipo II-B, podemos dividir a agdo em:

SI=4 = Sys ns + Sr_r + Scs

O setor de Neveu-Schwarz € o mesmo que o da teoria II-B.

O setor de Ramond-Ramond

SR_R = — / *Fg/\F2+*F4/\F4
Mo

NN

| (B +15) v=gas
Mio
O setor de Chern-Simons

II—A 1

4K2
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1.1.4 Acao da teoria heterdtica

A agdo dateoria é [1]:

2

30¢°2

eBOP(FypFop + fRABfRCD))

1 1
Shetz—Q/ e (RA*1+4*d¢Ad¢—§*%gAf}c3 Tr(*FQ/\F2+.’R/\fR))

/12

30g°

1 ~
252 d:cm\/ ge 2 (R+4|V¢\2—§|H3|2—

(1.28)

Interessante notar que a acdo acima nao contém campos de Ramond-Ramond. Logo, sua
= 4 o _9 . .
acdo é geométrica, tendo todos os termos um fator e~ 2. Contudo, devido a anomalia, a 3-forma

intensidade de campo de Kalb-Ramond terd um termo a mais, de origem topoldgica:

2

I
3y = dBy + +(Les + Lon) (1.29)

onde, Lg € a 3-forma de Chern-Simons de calibre e L € a 3-forma de Gauss-Bonnet gravi-

tacional, da forma:

2
LcszA/\dA—FgA/\A/\A (1.30)

2
LGB:w/\dw—i—gw/\w/\w (1.31)

onde, A; o potencial eletromagnético e w uma vielbein, que ¢ uma 1-forma diferencial que faz

o papel andlogo de potencial para a forma de curvatura.

A identidade de Bianchi para o novo campo JHs fica:

dHs =Tr(FAF+RAR) (1.32)

Daremos uma explicagc@o para o aparecimento do termo topolégico na secdo de anomalias.

1.2 Teoria M

Podemos obter as acdes acima de uma teoria de supergravidade em D = 11, chamada teoria M.

O setor bosdnico é da forma[1]:
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1
511 == 5(/R/\1—F/\*F>

1

_ 5/(R—|F4\4) J—gd"'z (1.33)

onde Az € uma 3-forma e F € a forma intensidade de campo, dada por:
Fy=dAs (1.34)

Pelo lema de Poincaré:

PA=0=dF =0 (1.35)

Tal equacdo € chamada de relacdo de Bianchi.

d(*F) =0 (1.36)

O potencial de Kalb-Ramond pode ser deduzido do potencial A3 através de um reducdo de

Kaluza-Klein

Bay = Aapn (1.37)

Termo de Chern-Simons

Introduzindo um termo de Chern-Simons do tipo:

SCS—/F4AF4/\A3 (1.38)

Fazendo uma varia¢do funcional da agdo sobre o campo Aj, obtemos a seguinte equagio

diferencial:

d(xFy) = Fy A Fy (1.39)

1.3 Branas e cargas

Uma p-brana interage com um campo de calibre através do acoplamento:
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Sint = ,up/Ap—i-l (140)

De fato, uma particula - O-brana - acopla-se com o campo de calibre A; através do intervalo

no espago-tempo:

dA
Sint = 6/ Al = 6/ —dr (141)
C C dT

Note que na acdo de Chern-Simons para a teoria II-B, temos um potencial C}, o que indica
que a brana sobre a qual tal campo vive é um D-3 brana. Tais branas terdo papel importante na

resolugdo do conifold.

A presenca do potencial A3 num espaco de onze dimensdes indica o acoplamento de uma
brana, chamada M-brana, de dois modos possiveis: eletricamente, com uma M2-brana, através

da forma:

e:/*F (1.42)

e magneticamente com uma M5-brana através do termo

g:/F (1.43)

O acoplamento com a M2-brana € deduzido pelo fato de que o campo de calibre se acopla com
uma p-brana na forma: e tendo o espaco ambiente dimensdo D,0 acoplamento magnético vai

necessitar de um termo com uma n = (D — p — 4)-brana.

1.4 Anomalias e o termo de Chern-Simons

Anomalias aparecem como divergéncias nos diagramas de Feynamm de um laco, onde ndo
h4 mais conservagdo de uma corrente devido uma quebra de simetria. De fato hd consevacdo
no nivel cldssico da teoria mas tal conservacio € quebrada através do processo de quantizagdo.
Se o grupo de simetria que gerou a carga e a corrente for global, entdo nao ha problemas mas
quando a simetria de calibre € local a equacdo de conservacdo da corrente € alterada. Se antes

tinhamos uma corrente J conservada, entdo

dJ =0 (1.44)
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ou em termos de coordenadas

9,J" =0 (1.45)

Com a quebra da simetria, a corrente ndo serd mais conservada, donde

dJ = aF, A F, (1.46)

onde a € uma constante. Note que a anomalia alterou a derivada da n-forma J,;tal relacdo é
chamada identidade de Bianchi e logo, um dos efeitos das anomalias € alterar a relagdo de Bi-

anchi dos campos.

Em geral, anomalias estao ligadas a violagao de paridade com campos quirais, o que apenas

ocorre em dimensoes pares [|]. Logo, tomemos p + g = 2n.

Como tal variacdo do fluxo ndo se deve a variagdes do espaco ambiente, devemos estudar
o surgimento desse novo termo usando aspectos ndo geométricos mas topolégicos. Para isso,
vamos estudar as chamadas classes caracteristicas I, que sdo classes de equivaléncia entre

formas fechadas e invariantes de calibre, ou seja,

€ Iy, <= dr=20

dr =0 (1.47)

Anomalias na teoria de Yang-Mills e na relatividade geral podem ser estudadas utilizando
essas classes caracteristicas. De fato, podemos escrever a 2-forma curvatura de calibre para o

campo de Yang-Mills como:

F=dA+ANA (1.48)

tomando uma fator de calibre A = A\(x):

SA =d\+[A, N (1.49)

5F = [F,) (1.50)
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Enquanto que para a curvatura do grupo de Lorentz,

R=dw+wAw (1.51)

cujas transformacdes de calibre sdo, para um parametro 6:

dow = df + [w, 0] (1.52)

do = [R, 0] (1.53)

Na auséncia de fontes, dF' = 0, dR = 0, conhecidas como identidade de Bianchi e afirmam

que as 2-formas de curvatura sio fechadas.

1.4.1 Classes caracteristicas

Como as 2-formas sao fechadas podemos localmente encontrar uma 1-forma « tal que:

F =da (1.54)

Para extendermos tal resultado globalmente, tomemos duas curvaturas F' e [ cuja integral

sobre uma 2-variedade sem bordo - 2-ciclo - € igual a um constante real,

/F:/F/:k (1.55)
M M

Mais adiante veremos que tal integral estd ligada a invariantes topoldgicos como a carga de

monopolos e instantons. Pelo teorema de Stokes,

/F—F’sz/F—F':/daéF—F’:da (1.56)
M M M

Assim, para estudarmos as simetrias entre F e F’, tomemos o conjunto de todas as 2-formas
fechadas Z%(M) = (w, dw = 0) € o conjunto de todas as 2-formas exatas B*(M) = (w, dw, =

day ). O quociente

H*(M) = 7°/ B? (1.57)
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¢ chamado o grupo de Cohomologia de dimensdo dois. Sobre H?, tomemos um grupo de

simetria GG entre F e F’, de tal forma que:

F'=gFg ' = Fg=gF (1.58)

A equacdo acima afirma que podemos gerar todas as formas de curvatura sobre H? a partir da

acdo do grupo G sobre H2.

Contudo, o resultado acima € restrito a dimensdo dois. Para expandi-lo, pode-se construir
classes caracteristicas a partir tanto de F como de R, tomando-se polindmios simétricos da

forma:

Iy =tr(FAN..ANF)+tr(RN..A\R) (1.59)

A importancia desses polinomios se deve ao teorema de Chern-Weil que afirma ser tais
polindmios formas fechada e que mesmo tomando duas curvaturas de calibre F' e F’, corres-

pondente a dois potenciais A, A’, a diferenca I(F”’) — I(F) é uma forma exata, ou seja,

(I(F') = I(F))2n = dwan— (1.60)

Existe entdo uma simetria entre tais potenciais e tal simetria pode ser medida tomando-se
as classes de equivaléncia de todas as formas exatas que sejam a diferenca entre duas formas

fechadas,

Assim, dizemos que

I(F') ~ I(F) < I(F) — I(F) = dws,_1 (1.61)

Seja Z**(M) o conjunto de todas as 2n-formas diferenciais fechadas e B2"(M) o conjunto

de todas as 2n-formas exatas. Para estudarmos a simetria acima, tomemos o quociente

H* = 7*"(M)/B*"(M) (1.62)

tal conjunto dotado de soma é o grupo de cohomologia de M. E sobre grupos de coho-
mologia que se constrdi a teoria de Chern-Simons. Para cada tipo de curvatura, tomada sobre
um certa fibra especifica, temos diferentes classes caracteristicas. Vamos estudar algumas que

aparecem com freqiiencia em supergravidade.
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Em supergravidade é comum trabalharmos com a forma de anomalia sendo uma (2n+2)-

forma e satisfazendo as seguintes condicoes:

Vamos definir a (2n + 2)-forma de anomalia a partir das equagdes

Ippyo = dwop it (1.63)

5w2n+1 = dGy, (1.64)

Para isso, tomemos uma agdo cuja variacao de calibre tem a forma:

08 = /ng (1.65)

onde 2n é a dimensdo da brana.

Tal sistema de condi¢des € chamado descent equations of Wess-Zumino[42].

Classes de Chern-Simons

Um exemplo de classe caracteristica sdo as classses de Chern, definidas como:

c(F) = det (I+ g) (1.66)
= 14+ c(F)+c(F)+.. (1.67)

Note que sendo definida a partir de um determinante, as classes de Chern ndo dependem da re-
presentacao escolhida. Calculando o determinante numa representagdo diagonalizada, ou seja,

fazendo A = gFg~!, temos:

o(F) = 1+trA+ %((trAf — trA%) + ..+ det A (1.68)

Assim,
¢ =1rA (1.69)
¢ = %((trA)2 — trA?) (1.70)
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De uma forma geral, podemos representar a forma caracteristica a partir de invariantes
topoldgicos do volume mundo como a caracteristica de Chern ch(F, R), caracteristica de Euler
e(R) e o roof genus A. Para isso, divide-se o volume mundo em suas componentes tangentes e

normais e toma-se a formula [33]:

I(F, Ry, Ry) = ch(F) A ch(—F) A i@ﬂ Ae(Ry) (1.71)

Rr

Tal férmula é oriunda do indice de Atyiah-Singe que caracteriza um fibrado de uma va-
riedade a partir de invariantes topolégicos da mesma e do nicleo de operadores diferenciais
definidos sobre tal fibrado. Um exemplo que acontece em Fisica € a classificacdo das varieda-
des que comportam uma estrutura de spin - um fibrado de spin - e que possamos definir um

operador de Dirac - operador diferencial - atuando sobre as se¢des dessa fibra - fungdes de onda

Caracteristica de Chern

Podemos definir outro polindmio simétrico a partir do traco da curvatura. Uma defini¢do bas-

tante comum da caracteristica de Chern é:

ch(F) = Tr (exp (%))

1 1 F? i\ F"
= 1+—Fr———++ .. — | — 1.72
i 27 472 2! L <27r) n! (1.72)
Como
ch(F) = chg + chy + ... + ch, (1.73)
temos
cho =1 (1.74)
1
chy = —F (1.75)
2T
1 F?



ch,, = < ! ) a (1.77)

or) nl

Lembrando as equagdes de Yang-Mills, na presenca de uma carga magnética,

d«F =J, (1.78)

dF = J, (1.79)

Desta dltima equagdo, integrando-a,obtemos

/F:/ chi(F) =g (1.80)
S2 S2

Ou seja, a carga magnética € oriunda de um fluxo sobre uma 2-esfera que engloba a carga
gerado pela primeira caracteristica de Chern. Podemos entdo atrelar a caracteristica de Chern a

um monopdlo magnético.

Repetindo o mesmo procedimento para a segunda caracteristica de Chern, obtemos

1 iF\?
N = 5/52 Tr (%) :/52 ch(F) (1.81)

Assim, a segunda caracteristica de Chern estd relacionada com a carga de um instanton. Con-
cluimos entdo que a caracteristica total de Chern fornece a informagdo topoldgica necessdria
para caracterizarmos quais defeitos topoldgicos existem em determinadas variedade que su-

porta um campo com simetria de calibre dada.

A caracteristica de Chern tem propriedades ainda interessantes no estudo de variedades que

podem ser separadas, como:

ch(E®F) = ch(E)Ach(F)
h(E®F) = ch(E)® ch(F) (1.82)
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Roof genus

Até agora apenas relacionamos os polindmios gerados pela curvatura de calibre e ndo do espago-
tempo. As classes caracteristicas para a variedade em questdo é chamada de Roof genus', A(R),

definida como:

k
A(R) = HW@/@ (1.83)
=1
= 1 pt e (]~ ) g (31 A, (18)
— 16ps) (1.85)
B (O (i@rﬁﬁ)? + Ltr(}zf) (1.86)
48 16 \ 248 360

Assim como a caracteristica de Chern, o roof-genus também produz grandezas conservadas

topologicamente. A integral da segunda forma esta relacionada com a caracteristica de Euler:

/ e(M) = x (1.87)
M

onde

e(M)e(M) = p,(A) (1.88)

¢ a chamada classe de Euler. A identidade acima é chamada teorema de Gauss-Bonnet em
quatro dimensdes. Ela relaciona a integral de uma forma construida a partir do quadrado da
curvatura com um invariante topoldgico, a caracteristica de euler. Por esse motivo, as teo-
rias topologicas de gravidade quando utilizam o termo de Chern-Simons ao invés do termo de

Einstein-Hilbert sdo chamadas de Gauss-Bonnet.

Podemos expressar o termo de Chern-Simons em termos do roof genus e da caracteristica

de Chern:

T A(I
Scszgp C/\Ch(F)/\ ﬂ

~ (1.89)
Op+1 A(RN)

'0 nome talvez venha do fato de que tal forma diferencial é a raiz - esté relacionada com - o género da variedade
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1.4.2 Branas dentro de branas

Considerando volumes mundo triviais, onde tomamos apenas o primeiro termo do Roof genus,

A(Ry) = A(Ry) = 1, e a caracteristica de Chern na forma exponencial,temos

(C Ntr(exp(F/2m))) (1.90)

'/
] (zop“w( )

= M [y L / (CP D AtrF)

Scs =

T,
+ 8—/ CP=) Atr(FAF))

—_— (PH1=2k) A (R .
+ ot (2]{).(%) /(C Atr(F*)) + (1.91)

O primeiro termo da expansdo acima € o fluxo total dos campos de calibre sobre a variedade
e logo pode ser interpretado, usando uma espécie de lei de Gauss generalizada, como a carga dos
campos de Ramond-Ramond gerado por uma pilha de N D-branas. Tal € a carga topoldgica da
brana e serd bastante importante no estudo da dualidade calibre-gravidade. Além disso, como
N € N, e define a ordem do grupo de simetria, SU(N), entdo podemos ter teorias de calibre para
além do modelo padrdo, cujo grupo de calibre é G = SU(3) x SU(2) x U(1), cuja dindmica

seja descrita por teorias topoldgicas sobre branas.

O segundo termo pode ser interpretado como o acoplamento de um potencial de Ramond-
Ramond CP~! carregando uma carga 5 f 52 trF') de uma (p-2)-brana, onde a 2-esfera utilizada
para calcular a carga estd imersa no volume mundo. Como tal carga € essencialmente a de um
monopdlo magnético, podemos ver tal termo como um voértice ou monopdlo imerso no volume
mundo gerando tal carga. Vale a pena ressaltar que o termo de fluxo aparece naturalmente
quando fazemos p = 1, ou seja, quando tomamos como fonte uma carga pontual. Note que a

dimensdo minima para termos um defeito do tipo monopolo sera trés e do tipo vortice serd dois.

J4 o terceiro termo descreve a interagdo de um campo vivendo em um espaco de no minimo
quatro dimensdes, como em uma D3-brana com carga de um instanton. Tais defeitos aparecem
em teorias de Yang-Mills em quatro dimensdes e sua integral é o equivalente do teorema de
Gauss-Bonnet para o campo de calibre de Yang-Mills. De uma modo geral, dada a classe
de cohomologia de ordem k, tr(F*), existe um sistema de (p-2k)-branas imersas na p-brana

original e com carga topoldgica
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/ tr(F*) (1.92)
M

Note que cargas topoldgicas se referem a campos vivendo em branas que vivem dentro do
volume mundo de uma 9 — brana, logo dizemos que existem branas dentro de branas.

Para a teoria II-B, temos que D = 10 e p deve ser um inteiro par. Logo, tomemos a teoria

como sendo tomada sobre o volume mundo de uma D9-brana teremos os seguintes termos:

T F? F3
SCS = ?9 TT(010+08/\F+06A7+C4/\§
010 :
F? F5
+ CohZp +Con ) (1.93)

1.4.3 Anomalia na teoria heterotica

Como estamos trabalhando em dez dimensdes, o termo de anomalia € uma 12-forma. Po-

demos fatora-lo como:

Iy =Yy N Y3 (1.94)

Tomando a acdo de Chern-Simons, podemos definir a 4-forma de anomalia como:

Yy =Tr(FAF)+Tr(RAR) (1.95)

enquanto

Ys=Tr(FANFAFAF)+Tr(RARARAR) (1.96)

Como o termo de anomalia altera a identidade de Bianchi dos campos, fazemos considerar
o caso onde Y altera a identidade de Bianchi para H3. De fato, tal campo, antes definido por

Hj3 = dBs, e que logo, satisfazia, dH3 = 0, obedecera:

dHs; =Y,
= Tr(FAF)+Tr(RAR) (1.97)

33



Como,

2
&m:AAdA+§AAAAA:d&m:TMFAF) (1.98)
e
2
LGB:w/\dw+§wAwAw:>dLGB:TT(R/\R) (1.99)
Entdo, redefinimos J{, agora com a introdu¢do dos termos topolégicos como feito na agdo
heterética.

1.5 Teoria BF

Agora, se tomarmos F como:

F=B+kF (1.100)

onde B € a 2-forma de Kalb-Ramond, teremos para o termos de segunda ordem na curvatura:

Tr(F?) = Tr(B* + 2kBF + k*F?) (1.101)

Note o aparecimento de um termo 7r(B A F'). Como B é a forma que representa o campo
eletromagnético gerado por uma corda - ou melhor, uma 1-brana- e F a forma de Maxwell que
representa o campo eletromagnético gerado por uma particula - ou uma O-brana- entdo tal termo
pode ser interpretado como representando o acoplamento entre uma corda e uma particula no

volume mundo da 9-brana.

O termo tr(BAB+BAF’) é bastante estudado devido ser um andlogo para quatro dimensdes

do termo de Chern-Simons tridimensional

1
&ngMAF—gAAAAm (1.102)

Como existe uma teoria topoldgica da gravidade em trés dimensdes utilizando o termo de

Chern-Simons ao invés do termo de Einstein-Hilber-Cartan, a teoria BF é candidata a uma teoria
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de gravitacdo topoldgica em quatro dimensdes. Nesse sentido, o termo BB seria um andlogo do

termo de constante cosmoldgica [41].

Além disso, como o termo de Chern-Simons gera defeitos topoldgicos do tipo vortices em
trés dimensoes, sendo utilizado no estudo do efeito Hall quantico fracionario [27], a teoria BF

seria um andlogo quadridimensional de defeitos do tipo vortice.

O termo BF tem ainda a caracteristica interessante de acoplar o potencial de calibre de Hj
com a curvatura do fibrado de calibre F'. Veremos que Hj pode ser interpretado como um

gerador topoldgico de tor¢ado, introduzindo uma conexao antisimétrica. Como

dtr(BAF) = Hy A F (1.103)

Assim, podemos relacionar o termo BF em quatro dimensdes com a classe caracteristica tr(H A
F) em cinco dimensdes, assim como fazemos com a lagrangeana de Chern-Simons em trés

dimensdes que relacionamos com a caracteristica de Chern em quatro dimensdes. Como

d(Hs A Fy) =0 (1.104)

entdo a cinco forma,

Ys = Tr(H; A F) (1.105)

pode ser considerada como uma classe de Chern em cinco dimensdes. Note que a classe acima

¢ um polindmio ndo s6 da curvatura de calibre como também da torcao.

1.6 Curvatura no termo de Chern-Simons

Vamos agora analisar o papel que a curvatura do espaco tangente tem sobre o termo de Chern-

Simons. Para isso, consideremos:
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T,
Scs = ?p/tr C Nexp(F/2m) AN A)
T,
= éi/w +?+-32+ $?+ 94
L os
+ a&“)/\
T,

= p/trC’10+Cg/\ff"~l—C’6 (9:2+A1)+C4/\53

+ FAA)+Con (FHH+FPA A+ Ay)
+ CoN(FP+FAA+TFAA))

(1.106)

A identidade acima contém termos apenas com F, termos cruzados F A R e outros termos

apenas com R. Vamos separar o termo de Chern-Simons nesses trés termos:

SCS — SCS + S + SCS

T CoNF? C,NTF3
SgS = Ep/tr(Cm%—Cg/\ff%— 62 + 46
CoNTFr  CoNT

24 * 120

)

Cy NF?2 N Ay

T
Sg? = Ep/tr(C@/\?/\Al%— 9

SANA
+(%A(?2 1+?AAJ)

T,
Sgs = ?p/tT(CG/\Al—FCQ/\Az)

(1.107)

(1.108)

(1.109)

(1.110)

Podemos diminuir o nimero de campos utilizando o operador estrela de Hodge em dez

dimensoes:

* Oq = Clg_q
Logo,
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ClO :*CO (1112)

Oy = «Cl (1.113)
Cys = «C) (1.114)
Cs = «Css (1.115)

Assim, além de poder escrever a acdo de Chern-Simons usando apenas os campos Cp, Cs €

C} e seus respectivos duais, encontramos um campo auto-dual Cj.

Reescrevendo as expressdes de Chern-Simons, temos

T 32 F3
ST ——f/mﬁaﬁw@A?+*@; -+@2
CoAFL  Cy AT

24 + 120

) (1.116)

2
SI% = %/tr(C4A?AA1+M
SAA
+ %A(?g 1+?AM)) (1.117)
R TP
SC’S = ?/t’f’(*04/\141+02/\f12) (1118)

Note que apenas o termos que contém termos cruzados € totalmente definido a partir unica-

mente de Cy,C5 € Ch.

Usando a identidade,

/tr(*w/\,u) = /tr(w/\*p) (1.119)

Podemos reescrever o termo
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1 F4 *F2 T3
Sgs = ?p/tr(*Cg—l—C'g/\(*?+ﬂ)+C4A<T+F)
Co AT

+ 120

) (1.120)

O termo de anomalia geral ficard

T, F* L oo 1 1 2\2 Y
= 2 [y F+—+ —FR+ — [ —(R —R
Scs 5 / r(*C'o—l—C'Q/\(* totE + 75 288( ) + 355

F g1 1
+ 04A<*—+—+—9AR2)+COA(?5+—93A932

2 6 48 288
- 1STA( ! (R*)? + = RY) (1.121)
16 288 360 '

Assim, a correcdo na agdo efetiva pela adicdo de um termo de anomalia serd da forma:

Sef:kl/CQA}%+k2/C4A}%+k3/CoAEO (1122)
Onde,
1 1 /1 1
Vs = —F R4+ — [ —(R?)?+ —R* 1.12
T T: (288(9” +360R) (1.123)
Ys = 13”/\922 (1.124)
6748 '
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2 O Conifold

Dentro do projeto de teoria unificadora das cordas estd a capacidade de deduzir resultados
do modelo padrao, o que ficou conhecido como fenomenologia de cordas. Como o espago-
tempo de supercordas tem dez dimensdes prop0s-se limitar as coordenadas extras. Tal procedi-
mento leva o nome técnico de compactifica¢do. A principal variedade escolhida para tal € uma
sem torcao, cujo tensor de Ricci € nulo - variedade Ricci-plana - e com uma estrutura complexa
que a torna bastante simétria e computacionalmente atraente, chamada variedades de Kdhler,
chamada espacos de Calabi-Yau. E dentre os espagos de Calabi-Yau o principal representante
talvez seja o conifold devido ser um gerador de outras - e possivelmente todas - as variedades
de Calabi-Yau através de transformagdes possibilitam transitar entre espagos topologicamente
distintos, chamadas transicoes conicas. O conifold tem a propriedade fenomenologicamente
atraente de ser um orbifold, ou seja, uma variedade obtida de outra através de um quociente por
um grupo de simetria e com isso, além de ser maximalmente simétrica, ter um nimero menor
de supersimetria que a variedade original. Tal propriedade € interessante visto que em baixas

energias os modelos devem quebrar supersimetria.

Além disso, sendo uma variedade compacta em cinco dimensdes mas ndo-compacta em
uma, o conifold abriu portas aos modelos de mundo-brana. Nesse capitulo vamos mostrar
como o conifold aparece como variedade de calabi-Yau ressaltando suas simetrias e estudando

seus componentes geométricos como a métrica, o potencial de Kdhler, curvatura, tor¢ao, etc.

2.1 Espacos de Calabi-Yau

Um critério para a escolha da variedade extra é que ela gere um universo observavel o mais
simétrico possivel em larga escala. Dentro as simetrias requeridas temos o nimero maximo de
vetores de Killing bem como a supersimetria. Variedades com tensor de Ricci nulo e logo, com

primeira classe de Chern nula satisfazem tal condi¢do e s@o chamadas espacos de Calabi-Yau.



2.1.1 Conservacao de supersimetria e espinores covariantemente cons-

tantes

Vamos considerar um variedade de dez dimensdes My que chamaremos Bulk e que pode
ser separada em outras duas subvariedades, uma de quatro dimensdes M, que consideraremos
ser o espago-tempo usual da relatividade geral e que chamaremos variedade externa e outra de
seis dimensdes Mg que chamaremos variedade interna. Assim, o bulk é o produto direto entre

a variedade interna e a variedade externa:

Mip = My x Mg 2.1)

Consideremos que M, tenha curvatura escalar constante e que seja uma variedade de ma-

xima simetria. Logo, podemos ter 3 classes de equivaléncia entre as variedades [23]:

e R =0 - Espacos de Minkowisky
e R > 0 - Espacos de Sitter (dS)

e R < 0 - Espacos Anti-de Sitter (AdS) Teceremos um breve comentério sobre o ultimo

espaco devido ser um dos focos de nosso estudo. Tal espaco € definido pela quddrica:

Zp: r? — qutg = —R? (2.2)
i=1 Jj=1

Aqui escolhemos a forma mais geral de AdSp,i, onde D = p + ¢q. R é chamado o
raio do espaco, x; sdo as coordenadas do tipo espaco e ¢; sdo as coordenadas do tipo
tempo. Geralmente, estudamos um espaco com uma coordenada temporal imerso em
um espaco com uma outra coordenada temporal. Com as duas coordenadas, tal espaco é
hiperbol6ide de duas folhas; fixando uma coordenada temporal, obtemos um hiperboléide

de uma folha, como mostrado na figura:




A métrica para o espago anti de Sitter tem assinatura (1,D-1), logo,

p
ds® =) da} — dt? (2.3)
=1

Tal espaco € especialmente estudado devido ser uma solu¢gdo maximalmente simétrica
das solucdes de viacuo de Einstein com constante cosmoldgica negativa. Além disso, tem
sido utilizado em teoria de cordas, na chamada correspondéncia AdS-CFT, e em modelos

de mundo brana, no estudo da hierarquia entre as formas nucleares e a gravidade.

Para que a variedade externa tenha médxima simetria, devemos desconsiderar os tensores
intensidade de campo de Kalb-Ramond H,,,, = 0 e de Maxwell F},, = 0. Se além disso, con-
siderarmos que tais campos também sdo nulos na variedade interna, obtemos espinores covari-
antemente constantes. De fato, as transformagdes de supersimetria sobre os férmions gravitino

v, e dilatino A sdo:

1~
oV, = Ve — ZHaa 2.4)
1 1~
(5)\ = —51“@,1(1)6 + ZHE (25)

Vamos agora fazer H,;,. = 0 e analisar a condi¢do de supersimetria dos dois espinores acima.

Para o dilatino,

N=0=V,0p=0 (2.6)
logo, ¢ é constante e com ele a constante de acoplamento.

Para o gravitino,

W, =0=V,e=0 (2.7)

Tal identidade é chamada equacao espinorial de Killing. Decompondo o espinor numa com-

ponente na variedade externa e outra na variedade interna, temos:

ez, y) = &(z) @n(y) (2.8)

Para a componente espinorial na variedade externa,
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1
Vil =0 [V, VoJE = T RupI?E= 0= Ry =0 (2.9)

Logo, a consevacao de supersimetria juntamente com o anulamento dos tensores in-
tensidade de campo de Kalb-Ramond e Maxwell implica uma variedade externa de Min-

kowisky.

Pelo mesmo argumento, conclui-se que

Ry, =0 (2.10)

ou seja, a variedade externa é Ricci-Plana'. Como nio estamos assumindo que a variedade
interna € maximalmente simétrica, o tensor de Riemann ndo € identicamente nulo e logo, a
variedade ndo € necessariamente plana. Na verdade, estamos interessados em variedades que
tenha tal propriedade mas que tenham ainda curvatura de Riemann ndo nula, ou seja, ainda

tenham alguma curvatura.

e
o ©

2.1.2 Holonomia e consevaciao da supersimetria

Para que o espinor tenha sua supersimetria conservada no decorrer de um transporte paralelo
pela variedade interna, devemos escolher um grupo de holonomia que preserve supersimetria.
Para 6-variedades com spin, o grupo de rotagdo Spin(6) = SU(4) conserva holonomia mas para
conservar supersimetria, devemos tomar o subgrupo SU(3). Em tal grupo podemos tomar um

espinor com quiralidade bem definida. Além disso, podemos tomar a representagéo de SU (4):

4=391 2.11)

Um espinor com simetria SU(4) tem 8 componentes e pode ser decomposto em duas com-

ponentes com quiralidade oposta:

!Ricci-flat na literatura inglesa.
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8=404 (2.12)

Logo,

n=1n+Dn- (2.13)

Como os espinores tem modulo covariantemente constante, podemos tomar:

niny =nin. =1 (2.14)

2.1.3 A forma fundamental

A partir dos espinores covariantemente constantes podemos definir o tensor de estrutura

complexa J":

Tn = ik (2.15)

Usando a férmula de transformacdo de Fierz[|] pode-se mostrar que:

Jr gl = s (2.16)

Tomando o tensor contravariante J,,,,, = Gk ij , podemos definir a 2-forma J = %Jmnd:vm/\da:”

que satisfaz:

J?=—1 (2.17)

Como a variedade interna tem dimensao par (d=6) podemos vé-la como uma variedade com-

plexa de dimensao (d=3). O tensor misto (1,1)-J fica entao:

s 0 o a 0
J =1idz ®%—zdz ®82a

Tal forma é chamada forma fundamental e tal condi¢do faz da variedade interna uma variedade

(2.18)

quase-complexa’. Aplicando o tensor J na base do fibrado tangente da variedade interna, temos:

2Almost complex manifold na literatura inglesa.
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Jp( 0 ) _ ;0 (2.19)

0z° 0z°
0 .0
Jp (%) = _262‘1 (220)

Com essa propriedade, podemos definir uma métrica hermitiana sobre Mg na forma:

g(x,y) =g(Jx, Jy) = g = gmadz" @ dZ" + gmndzZ™ @ dz" (2.21)

As componentes de J se relacionam com as componentes da métrica pela simples relagdo:

G = JE T g (2.22)

logo,

O tensor J,;, é covariantemente constante, logo,

Vadve = Oadpe — T4 Jge — T4 Jpq = 0 (2.24)

Aplicando a mesma equacgdo para a (1,1)-forma .J,;, obtemos uma relacdo entre a conexdo e J

(0 —0)Joe = T 9ae + T g4 (2.25)

Se a conexdo for compativel com a métrica, o que significa que VxY = 0 através de um

transporte paralelo, entao:
dJ = 0J 4+ 0J = iV aqpedz® A dz® A dz° 4 iV qgpedz® A dz° A dz° =0 (2.26)

Variedades cuja forma fundamental é fechada sdo chamadas variedades de Kihler e J recebe
o nome de forma de Kéhler. Em variedades com conexdo compativel com a métrica, também
chamada de conexdo de Levi-Civita, os coeficientes métricos sdo determinados a partir da mé-
trica apenas. Contudo, nas lagrangeanas de supergravidade existem conexdes que ndo provém

da métrica e nesse caso teremos variedades com estrutura complexa mas nao-Kihler.

Em uma variedade de Kdhler é possivel definir uma fun¢do K : M — C, chamada potencial

de Kdhler, de onde podemos obter a métrica e a forma de Kihler:
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95 = 005K (2.27)

J = 00K (2.28)

2.14 Torcao de M;

Nas se¢des anteriores vimos que uma variedade interna de Kdhler € livre de torc¢ao e Ricci-

plana. Vamos estudar detalhadamente tais propriedades.

A torgdo € definida como uma aplicagdo bilinear T : x (M) X x (M) — x(M);* [42]

T(u,v) = Vv — Vyu — [u, v] (2.29)

Tomando a base real, (9,),

[00,00] =0 = Ty =T(0;,0;) = V;0; — V;0; =T}, = T, (2.30)

Assim, a tor¢cdo mede a simetria dos simbolos de Christofell associados com determinada base.

Tomando a base %, %, temos:
0 o 0 7
T8 = (=, T(w—, =) = 9“(0uGod — OGad 2.31
ab <az€7 (azaa 920 )> g ( Ibd bgad) ( )
Note que para determinarmos os coeficientes da tor¢c@o precisamos apenas das derivadas pri-

meiras da métrica. Assim, ela pode ser vista como uma taxa de variacdo de primeira ordem da

variedade.

Para uma métrica de Kdhler, temos 0,9,; = 049.4, € logo,

TS, = (2.32)

Mostraremos agora que tal propriedade € o resultado de M ter H3 = 0: de fato, pela conservagao

de supersimetria dos espinores no regime de supergravidade, temos:

. 1
Ve = Ve — gJLIMABFABe (2.33)

3x(M) é o conjunto de todos os vetores tangentes de M.
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onde, V € a conexao de Levi-Civita. Mas a derivada covariante para um espinor é:

- 1
Ve = Ve + ZFM apYBe (2.34)

onde , 748 = 4~ & o produto das matrizes de Dirac e I'j; 45 sdo os coeficientes da conexio.

Assim, podemos definir uma nova conexao:

V=V- iH (2.35)

Tomando um sistema de 1-formas invariantes pela esquerda sob acao de um grupo, podemos
relacionar as conexdes de spin com os coeficientes das matrizes de onde tais formam tomam
seu grupo de simetria. Isso permite conectar formas em pontos distintos da variedade e assim

estudar suas taxas - derivadas covariantes -.

De fato, sendo G o grupo de simetria do espago em questdo, g € G um elemento fixo, e

v, € T, M, a agdo de G sobre T, M pela esquerda é:

Lg(p) = gp (2.36)

Sobre as formas w € T}, * M, podemos tomar a a¢do pela esquerda:

Ly-1we = wy (2.37)

Tomando uma base de 1-formas invariantes pela esquerda, o conjunto satisfaz as chamadas

equacdes de Maurer-Cartan:

1
do? = —§C§Cd03 A do® (2.38)

Assim, dado a base padrédo de 7; M, podemos definir um conjunto de 1-formas invariantes

pela esquerda chamado vielbeins:
e* =ejdx™ , e, €G (2.39)

A partir das €, sdo as vielbeins, definimos um conjunto de 1-formas chamadas conexdes

de Spin.
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wi = TageS de™ (2.40)

Logo, podemos a partir da nova conexdo V definir novas conexdes de spin relacionando

com Hj:

1
op = wh — 3 A sda™ (2.41)
Hiyp =Tlgel, (2.42)

Note que o campo H3 gera um termo a mais na conexdo. Tal termo ndo é oriundo da métrica

mas sim do grupo de simetria G' no qual as vielbeins tomam valores. Geralmente, G = SU(n).

A torcdo pode ser vista como a taxa com que as tetradas variam sobre a variedade. Como

esta foi definida como um operador linear sobre y (M) podemos redefini-la como:
T =T5(dz" A da®) @ e, (2.43)

Substituindo as vielbeins na definicdo de tor¢dao, obtemos:

c _ T¢C c c
ab — +tab~ “ba  “ab (244)
Assim, mesmo tomando uma conexao de Levi-civita, podemos ter uma variedade cuja tor¢ao €

oriunda dos coeficientes de estrutura do grupo sobre a variedade.

Vamos definir uma (2)-forma de tor¢ao, tomando valores sobre o grupo End(G), dada por:

T=D,0=di+wNb=T"=do"* +wp NO° (2.45)

onde , 94 = eéde. Escrevendo a 2-forma de torcao em relacio a base dz?, temos

1
T4 = §H@Nd:cM A daN (2.46)

Vemos assim que, se H3 = 0 = 7% = 0 = T;. = 0, como dito no inicio. Nesse caso, a

variedade € dita livre de tor¢do.

Como o tensor J,;, de estrutura complexa € covariantemente invariante, usando a conexao

V, teremos:
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a

- 1
Vadpe = Vadpe — §(HdedC + HE Jpg) =0 (2.47)

e logo,

H=(0-0)J (2.48)

Assim,

dJ=0&H=0 (2.49)

De maneira geral, dado o campo H3 podemos encontar a forma fundamental e dai determi-
nar a estrutura geométrica da variedade. Uma equagdo desse tipo serd estudada no capitulo 5

no cendrio heterético quando formos estudar o conifold com tor¢ao.

2.1.5 Curvatura de Mg

Além da tor¢cdo, que nos da informacgdo sobre as derivadas primeiras de vetores sobre o
espaco, definimos a curvatura como uma grandeza que mede a variacdo segunda de tais vetores.

De fato, a curvatura de Riemann é definida como: R : x(M) x x(M) x x(M) — x(M)

R(x,y)z =V,Vy,z2 =V, V.2 — [z,y]z (2.50)

Escolhendo uma base para TM, temos:

R(z,y)z = RY a%y’2eq (2.51)

b.c 4

onde RY, xy2¢ é o chamado Tensor de Riemann.

A partir do tensor de Riemann podemos definir uma 2-forma de curvatura:

RE = RE e A et (2.52)

Assim como a tor¢ao, podemos definir a 2-forma de curvatura como derivada covariante de

uma 1-forma, no caso, as conexoes de spin:
R=Dyw = dw + [w,w] = RF = dwg +w§ Awj (2.53)
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Dotando M com uma estrutura complexa, podemos relacionar tal forma com o determinante

da métrica:

R = iRdz" A dz = i0,05ln(G)dz"dz" (2.54)

Como R é uma diferencial exata entio sua classe de cohomologia [R] € nula. Assim, a primeira

classe caracteristica de Chern também ¢ identicamente nula, pois

[R] =0 (2.55)

Espacos com caracteristica de Chern nula sdo chamados Espacos de Calabi-Yau.

2.1.6 Equacoes de Cartan

A determinacdo da tor¢do e da curvatura se d4 através das equacoes:

de® +wi Neb =T°

dwy +wi ANwy = Ry (2.56)

Tais equagdes sao chamadas equacoes de estrutura de Cartan. Note que o sistema de equacoes
acima determina as vielbeins e as conexdes de spin a partir da tor¢do e da curvatura. No caso

de uma variedade sem tor¢ao nula, as conexdes de spin sdo riemanianas, ou seja,

Wap = Wha (2.57)

Em relatividade geral, normalmente toma-se variedades livres de tor¢do, o que possibilita
escrevermos as conexdes de spin em fungdo das vielbeins. Tal condicdao pode ser deduzida

tomando-se a variagdo funcional da acdo de Einstein-Hilbert-Cartan[26]:

S = ¢Wed Rab a ye A yd (2.58)

My
Contudo, fora da camada de massa, pode-se ter wy ndo riemaniana. Na verdade, em super-
gravidade, podemos ver o par (e”, wi) como um multipleto na representagao adjunta do grupo de

Poincaré. Nesse sentido, podemos ver a curvatura como um tensor intensidade de campo para a
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conexao de spin que pertence ao subgrupo de Lorentz, enquanto a tor¢ao € o tensor intensidade

de campo das vielbeins que pertence ao subgrupo das translagdes do grupo de Poincaré.

Aplicando o operador derivada covariante exterior, podemos encontrar as identidades de

Bianchi para a curvatura e tor¢ao:

DR =0 (2.59)

DT =RA0O (2.60)

Assim, espagos ndo Ricci-planos terdo uma forma de tor¢do nio constante.

2.1.7 (3,0)-Forma holomérfica

Ainda a partir dos espinores covariantemente constantes podemos definir uma (3,0)-forma €23 o):

1
Qs.0) = 37 aedz" A dz" A dz (2.61)
onde
Qube = €2n" Yaper)— (2.62)
)(3,0) € holomdrfica, ou seja,
00 =0 (2.63)

Se o dilaton for constante, €2 é fechada pois,
dQ = Vo Qpeadz® A dz" A dzC A dz? =0 (2.64)

visto que os espinores sdo covariantemente constantes. Contudo, {2 ndo é exata. De fato, d{2 =
OS2 + 09 = 0 mas como ela estd relacionada a forma volume por Q A = —i|Q|?dV ela ndo

pode ser exata [?].

Uma caracteristica importante de {23 é sua relagdo com a forma de curvatura,

R = —id0In |Q2]? (2.65)
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Tal equacdo implica que a forma de curvatura € uma diferencial exata e como tal, tem
caracteristica de Chern nula.
2.1.8 Equacoes de Strominger

Para variedades com tor¢ao oriunda do tensor 3, podemos determinar sua estrutura geo-
métrica através de equacdes de primeira ordem para a 2-forma fundamental J e para a 3-forma

holomdrfica €2. Tais equagdes sdo chamadas Equagdes de Strominger.

O quadrado de (2 estd relacionado com o dilaton por:

Q[ =e* (2.66)

A relacdo entre o dilaton e €2 € mais geral, dada pela equagdo:

d(e™*Q) =0 (2.67)

Como o dilaton satisfaz

de™**JNJ) =0 (2.68)

entdo, obtemos uma equagdo que relaciona {2 e J

(|| T A J) =0 (2.69)

Como o quadrado de €2 é proporcional ao volume da variedade, teremos:

Q/\Q:—%JAJ/\J (2.70)
Além disso,
JAQ=0 (2.71)

As duas equacdes acima determinam a estrutura geométrica da variedade interna. A ultima

equagdo estd relacionada com a inexisténcia de SU(3) vetores invariantes.
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Nesse trabalhos iremos constantemente utilizar as equacdes de Strominger para determi-
narmos a métrica do espaco. Nos espacos ricci-planos, o dilaton € feito constante de forma que

tanto J como €2 sdo fechadas.

2.1.9 O espaco modular - Simetrias entre espacos de Calabi-Yau-
Classificacao topolégica dos espacos de Calabi-Yau

Dada uma variedade, podemos obter informagdes sobre sua topologia através dos grupos de
homologia, homotopia, cohomologia,etc. Deste tltimo definimos o nimero de Betti como a

dimensao dos grupos de Cohomologia de M, ou seja,

b, = H*(M) (2.72)

Tais nimeros s@o invariantes topoldgicos e portanto descrevem uma classe de variedades
que podem ser continuamente deformadas entre si. Determinam propriedades geométricas da

variedade a partir da caracteristica de Euler:

n

X(M) =" (=1)k (2.73)

k=0

No caso de variedades complexas como € o caso dos espagos de Calabi-Yau podemos relacionar

os numeros de Betti aos chamados nimeros de Hodge hP¢ através da relagdo:

k
by, = Z ppk—p (2.74)
p=0

Tais nimeros sao determinados por caracteristicas topoldgicas das variedades. Assim, se M for
simplismente conexa, h'Y = 0. Fisicamente, também determinam o nimero de estados ndo

massivos da corda.

Espaco Modular

O conjunto de todos os espacos de Calabi-Yau topologicamente simétricos - que possuem o
mesmo numero de Hodge - . O espaco modular de 3-variedades complexas - que é o caso dos

espagos de Calabi-Yau- precisa apenas dos nimeros h', h?! e logo, pode ser fatorado como
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o produto direto de um espaco onde todas as variedades tem nimero de Hodge h'! e outro de

todos com h*!:

M(M) = M>' x MM (2.75)

O primeiro fator € responsdvel pelo médulo da estrutura complexa e o outro o médulo da es-
trutura de Kdhler. Para se ter uma descri¢do completa dos estados nao-massivos gerados pela
variedade interna, devemos acrescentar a forma de Kahler o campo B formando a forma de

Kahler complexificada:

d=B+1iJ (2.76)

Podemos definir uma métrica do espago modular escrita como a soma de um termo corres-
pondendo a deformacio da estrutura complexa e outro descrevendo a deformacdo da forma de

Kahler complexificada:

1 _ _
ds* = v 9% [69ac0G5q + (094d09.q — 0B,a0Ba)] v/9d°x (2.77)

A métrica do espaco modular pode ser escrita como:

i [ Xa A X3
Guy=—|——F=% 2.78
o ( i[QAQ ) (278)
onde,
1 , _
Xo = §(xa)abadz“ Adz? A dz° (2.79)

é uma (2,1)-forma pertencente a M?>! e:

1 7 09ed
—Qd c
2" b o

t* a € 1,2,...,h*! sdo as coordenadas do espago modular. Sobre uma mudanga na estrutura

(Xa)abe = — (2.80)

complexa, a (3,0)-forma € varia na forma:

of

O K Q4. 2.81

ot + X (2.81)
onde K, = —9,X?'. Dai, podemos definir uma derivada covariante em M?! como

Dy = O + 0, K> (2.82)
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A partir desta equagio podemos deduzir o potencial de Kihler do espago modular M>!:

GaE’ = 8(18[33(2’1 = K2’1 = —ln(Z/Q A Q) (283)

Podemos tomar outras coordenadas de M?*, chamadas coordenadas especiais a partir de

periodos sobre 3-ciclos A':

Xt = / Q (2.84)
Al

Tomemos uma base de 3-ciclos A%, B7, j € 1,2..., h*! satisfazendo as condicdes:

A'NB;=-B;NA =4 (2.85)

A base dual pode ser definida de tal forma a satisfazer:

AJ

O grupo de simetria desse conjunto de 3 — ciclos é o grupo simplético modular Sp(2h%! +

2, 7)

Em relacdo a esse sistema de coordenadas podemos escrever a (3,0)-forma 2 na forma:

Q= X'0; — Ff (2.87)

Os coeficientes F; podem ser determinados a partir de uma fun¢do chamada prepotencial.:

oF

Fi= :
0X'i

(2.88)

Outra caracteristica importante do prepotencial ¢ que ele determina o potencial de Kahler

de M:

h2’1

e — Z XF — X'F, (2.89)

Quando uma das coordenadas X’ anula-se dizemos que hd nesse ponto uma singularidade

conica. Pr6ximo a singularidade temos:

K In(| X2 In(| XH?)) (2.90)
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e logo a métrica € singular em X! = 0 o que est4 relacionado ao fato de que nesse ponto certos

campos massivos tornam-se sem massa.

Ja para o espago modular M*!, definimos uma métrica a partir do produto interno:

1

e 2.1
(p,0) QV/MM*U (2.91)

e o produto
H(p,O',T):/ pANT AT (2.92)

M
e logo,
Glp, o) = ——r(p, 0, ) + — i, J, J)i(0r, J. ) (2.93)
1070- - 2‘/’% p’o-a 8V2Hp7 9 ”{0-7 Y .

Tomando uma base e, de (1,1)-formas, definimos o niimero de intersecoes:
Rabe = /{(611, €p, ec) (294)

2.1.10 Subvariedades de Calabi-Yau do tipo CP" geradas por polinémios

Podemos gerar espagos de Calabi-Yau a partir de subvariedades do espago projetivo CP™.
Dado (z,w) € C"™"1/0 definimos uma relagio de equivaléncia z ~ w < I\ € C;z = Iw.
CP"™ = [w]. Tal espago é uma variedade de Kéihler pois admite uma métrica oriunda do poten-

cial:

K =1+ |w.l’) (2.95)
a=1

Essa variedade € ideal no processo de compactificagdo pois além de ser simétrica a aplica-
¢do quociente leva retas em C"™! em pontos em CP". No entanto, CP" ndo é uma espaco de
Calabi-Yau pois nao é Ricci-Plano. Contudo, existem subvariedades M,, C CP™ que s3o. Tais
variedades podem ser definidas como solu¢des de equacdes polinomiais sobre um dado anel,
problema classico de geometria algébrica. Por exemplo, no estudo das transi¢des possiveis en-
tre espagos de Calabi-Yau sobre CP*, toma-se um polindmio G(z), invariante sobre o grupo
73, da forma[?]

G(z) = 25 + 25 + 25 + 25 + 22 + 2225202028 (2.96)
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onde,

2mn;

Zi~zie =65z (2.97)

Podemos ainda escolher o polindmio definido sobre uma algebra de Lie de um determinado
grupo de simetria como o SU(n). Para polindmios homogéneos de grau k, ou seja, para a

fungio G : C* — C™ G(2) = G(21, ..., Znsa) = Y1y ¢;2" satisfazendo:

G(\2) = \G(2) (2.98)
Pode-se mostrar que se kK = n + 2 entdo a subvariedade é de Calabi-Yau [|]. Nessa referéncia

também hd uma discussao sobre varios espagos construidos com diferentes polindmios. Vamos

agora ao caso de interese, o conifold.

2.2 O conifold

O conifold ¢ um espago cOnico, ou seja, um espaco com uma singularidade na origem,
gerado no processo de compactificacdo de uma variedade através da acao de um grupo discreto.
Parte-se de uma variedade M e um grupo discreto G. A ag@o desse grupo sobre a variedade
torna equivalentes certos pontos tornando-os simétricos. O espago quociente M /G é um espaco
conico se houver um ponto fixo da acdo do grupo sobre a variedade inicial. Tal ponto € chamado
singularidade, dpice, nodo,etc. Espacos gerados dessa maneira sao chamados orbifolds pois sdao

a oOrbita da acdo do grupo sobre o espaco inicial.

Como exemplo, se tormarmos o plano complexo , que é um espago nao-compacto, e defi-
nirmos a relacdo de equivaléncia z ~ —z, o resultado serd a compactificacdo do plano superior

num cone.
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Note que z = 0 € um ponto fixo dessa aplicagdo, pois O ~ (. Tal ponto € a singularidade do

cone.

Podemos definir o conifold Cs C C* como a solugio para a equagio quadrica [?]:

G:C'—CHG(z) =) wi=0 (2.99)

a
a=1

Como G(z) = 0, dizemos que a quadrica é degenerada. Tal equagdo descreve um hiper-
cone,pois, dado w € Cg = Aw € Cg, ou seja, dado um ponto do cone, se multiplicarmos sua
distancia por um nimero continuaremos sobre o cone. Tal € uma caracteristica pecualiar dos
cones que facilmente podemos ver para um 2-cone imerso em trés dimensdes. Nesse caso, a

equagdo algébrica do 2-cone é:

X2 yr 22
ST S (2.100)

a? b? c?
Para toda variedade cOnica, temos um espago-base. No caso, de um 2-cone cujo espago-

base é a 1-esfera - circulo - temos:

2 2 2
Y2y (2.101)

a? a? c?

Existe na literatura outras definicdes para os espacos conicos, como:

Y2=XZ (2.102)

ou ainda,

TY = UV (2.103)
onde, z,y,u,v € C. Todas elas tomam parametriza¢des diferentes e portanto sdo equivalentes.

Podemos buscar uma representag¢io matricial para o conifold tomando o produto C* = C? x
C? e como SU(2) C C?, tomemos uma parametrizagio do conifold onde Cs = SU(2) x SU(2),

donde w = (wy, wq, w3, wy)

W = w;c’ 4+ w4l (2.104)

onde, o; sao as matrizes de Pauli, donde
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w3 + Wy W1 — Wy
W =

wy + iU)Q —ws + iw4

com

det (W) =0 (2.105)

Fazendo w = u + v; u = wy + 1wy € v = w3 + 1wy, teremos:

u
W —
vo—Uu
Como det(W) = —(u@i + v7) = —(3_;_, w}) entdo o anulamento do determinante é uma

outra forma de escrever o conifold.

Outra forma de vermos o conifold é relacionando-o ao grupo CP". De fato, partindo de uma
ST = w € C*z| =1 e fazendo uma redugio dimensional através da relagdo de equivaléncia

u ~ w < u = \w, obtemos a variedade CP3 = S% = SU(2) x SU(2).

A partir da matriz W podemos também definir uma coordenada radial independente de

representagao,pois

r? = tr(WWH) (2.106)

Satisfazendo a condi¢do acima, podemos tomar a seguinte representagdo em SU (2) x SU(2)

para ' W:

W = rLy(oy +i0s) L} (2.107)

onde

COS&G%(%'HM) _Senﬁe_%(¢j_¢j)
I.— 2 2
’ sen%e%wi"z’j) 003%6’%(%*@)

onde L; € SU(2). W fica entdo:
cos% sen b2 05 ($1-¢2) cos@cos®2 02 o % (¢1+02)

W = re2? , _
—sen%sen%e‘i(m”L@) Sen%cos%e_5(¢l_¢2)
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Na representacdo acima, fizemos ¢ = 1)1 + 15, ou seja, tomamos o quociente do espago
anterior S(U) x SU(2) pelo grupo U(1). Essa operagdo permite definirmos uma coordenada
radial r e um espago perpendicular a essa coordenada. Tal espaco é chamado espaco de base

do conifold e é o espaco quociente homogéneo:

T = SU(2) x SU(2)/U(1) (2.108)

O estudo dos espacos homogéneos € bastante importante, principalmente no caso das va-
riedades cOnicas, visto que tais espacos sdo o quociente de um grupo de isometria de uma

variedade pelo seu subgrupo que deixa pontos invariantes,como € o caso do conifold.

T € um espago de Einstein homeomorfo a S® parametrizado por w = (1, ¢, 0y, 0o, d1, ¢2).
Tal variedade servira de extensdo da correspondéncia AdS-CFT. Tais espacos conicos de Eins-

tein formados a partir de espacos homogéneos sdo chamados espacos de Sasaki-Einstein.

2.3 Meétrica do conifold

Para um 2-cone imerso em R3, cujo espaco base é S', podemos tomar a seguinte parame-

trizagdo:

w € Cy = w = (rsenacoso, rsenasend, sena) (2.109)
onde, 0 <r < R, 0 < ¢ < 27, a constante.

Em relacdo a essa parametrizacdo, o elemento de linha fica:

ds% =dr® + r236n2adgb2 (2.110)

Vamos buscar uma métrica que extenda a acima citada em seis dimensdes. Tomemos a
seguinte configuracdo para a métrica desse espago conico, anteriormente utilizada por Cvetic et

al [21]:

dsg, = B2 (r)dr® + o*(p)o® + (p)dw} + 7*(p)dw} @.111)
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onde,

02 = (d + cosbdp, + cosbydgy)?
dw? = db; + sen’0;d¢’

(2.112)
O escalar de curvatura desse espaco € do tipo:
9(r)
R=——2— 2.113
T @.113)

onde g(r) é uma fungdo gerada pela combinagdo das fungdes «, 3, v, h. Assim, dependendo da
combinacdo entre os fatores de warp, podemos ter uma métrica com ou sem singularidade na

origem.

A partir da métrica acima, os autores definiram um sistema de vielbeins

et =h(r)dr , e =alr)o
e? = B(r)do* , e = B(r)sen(6,)de¢*
et =~(r)do* | e’ = ysen(fy)de? (2.114)

e propuseram uma 2-forma de estrutura quase-complexa da forma:

Jy = 2Nt +etned —el Ael

= B%*sen(0))dO0* A de' + v*sen(6;)d0" A dgp* — hadr A o (2.115)

Como dJ; = 0, temos uma forma de Kdhler.L.ogo, o conifold é uma variedade de Kéhler e

assim, podemos definir uma métrica oriunda de um potencial de Kihler da forma:

Imin = OmOn K (p) (2.116)

Assim, o elemento de arco para o conifold singular fica:

dst, = 0mOnK(p)dz"dz"

= K'(tr(W'dW))? + K'(tr(dW'dW)) (2.117)
1
= (PPK" + K')dp* + §(p4K" + P2 K')(dip + cosfidey + cosbadgs)?
1
+ ZLK/P2 (d67 + sen’61dgs + db} + sen®61d¢?) (2.118)
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Tomando K (p?) = 1,temos:

2
1 1
dsg, = dp® + p* <§(d¢ + cosfidey + cosbadgs)® + E(Z do? + senQHid¢2)> (2.119)
i=1

Tal é a métrica do conifold sem tor¢do cujo espaco-base é T11. Generalizacdes para espagos-

bases do tipo T4, p, q € Z, t€m a forma [31]:

ds%, = A\ (dp4-pcostdd,+qcoshaddy )+ Ao (dO?+sen01ddp? )+ Mg (dO2+senGodd?) (2.120)

Tais espagos sdo ainda localmente homeomorfos a S x S? e se seus pardmetros satisfize-

rem:

2 2 2 2
p* (M q (M
AN = — | — — | — 2.121
1 2 <>\2> e (/\3) @120
entdo TP serd um espaco de Einstein com constante cosmolégica A. Sep = ¢ = le

Al = §, As = A3 = ¢ entdio T € Ricci-plano.

Note que o ansatz utilizado por Cvetic et al € o da generaliza¢do para um espago-base TP,
Tais espacos tem uma singularidade que ndo depende da parametrizagdo escolhida, visto que o

escalar de curvatura R €é:

o JO)

/\27“2

(2.122)
que obviamente diverge na origem.

Vamos agora escrever a métrica do conifold em funcdo de vielbeins. Tal abordagem sera
util na constru¢do da forma quase-complexa e da forma de curvatura. Tomando uma base de

1-formas pertencentes ao grupo SU(2) x SU(2), satisfazendo as relacdes de Maurer-Cartan:
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er = VPPK"+ K'dp
p tr (dip + cosbdpy + coshadgps)

€y =

2
ez = p\/zﬁ(senwsenﬁldqbl + cosypdb,)
€4 = p\/Qﬁ(—COS@bsen@ldqbl + senidf)
es = p\/Qﬁ(semﬁsenegd@ + costpdbs)
g = p\/zﬁ(—coswsen%d@ + senidfy) (2.123)

) 1. .

de' = Zeje Net (2.124)
~i 1 i ~j A sk

de' = isjkej A e (2.125)

podemos escrever a métrica do conifold na forma:

s’ =) el (2.126)

A partir das vielbeins podemos definir um conjunto de 1-formas complexificadas:

E1 = €1+i€2
E2 = €3+i€4

E3 = €5 +i66

(2.127)
A partir das vielbeins complexificadas podemos definir a (3,0)-forma holomdrfica €2:
Q30=E1NEy N Es (2.128)
Pela equacdo de Strominger
de™Q) =0 = e 22dQ 4+ d(e™ )2 =0 (2.129)
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Supondo que o dilaton seja constante sobre o espaco interno, temos:

dQY=0 (2.130)
Assim, para o conifold Ricci-plano, {23 o deve ser fechada. Logo,
dQz0=0= p’G'— G =0 (2.131)
onde, G = p?K'(p* K" + p>K’)%. Integrando esta equagdo, obtemos:

32 c 5
K' = (— + —) (2.132)
2[72 p6

onde A é uma constante positiva e ¢ € uma constante de integracdo arbitraria.

Para c = 0, o potencial de Kéhler tem a forma:

oA\ 3
K(p) = (I) p? (2.133)

O potencial acima se anula na origem p = 0 o que implica que a métrica € singular neste ponto.

2.4 Branas sobre a singularidade do conifold e uma extensao

da correspondéncia calibre-gravidade;

O conifold pode ser usado para extender a correspondéncia calibre-gravidade. Tomando

um bulk da forma:

MlO = M4 X C@ (2134)

com uma métrica [?]:

ds?y = h(r) 2 ndatde” + h(r)? (dr? + r’ds2) (2.135)
Note que estamos escolhendo uma geometria ndo-fatorizavel, pois a variedade interna interfere

sobre as propriedades da variedade externa. Além disso, os fatores de warp tornam o espaco

h(r) = (1 + (§>4> (2.136)

conformalmente Ricci-plano. onde,



Préximo a origem, ou seja, 7 = 0, o bulk converge para um espago da forma AdSs x T, pois
sua métrica toma a forma:
2
ds?, = E(n,wczg;ﬂda:” + dr?) + R*ds>. (2.137)
O primeiro termo da métrica acima € o de um espaco AdSs com raio R, em coordenadas
de Poincaré, enquanto o segundo termo é a métrica do espaco quociente T'!, que por ser

topologicamente idéntico a S°, também tem raio R.

O fator de warp escolhido é préprio de configuracdes do tipo branas negras*. Tais solugdes
sdao o andlogo nas dimensdes extras das solugdes esfericamente simétricas, carregadas e com

singularidade [39].

Ao invés de tomarmos um fator de warp a mao, podemos determindlo via equacao de Eins-
tein, se definirmos um tensor energia-momentum para campos vivendo na variedade interna.
O fator fica entdo determinado pela cargas - inclusive topoldgicas - dos campos vivendo em

branas.

Klebanov-Strassler [?] estudaram os efeitos que tal singularidade teria sobre uma teoria
conforme via grupo de renormalizacdo. Tomando um pilha de N D3-branas sobre a singula-
ridade do conifold, o grupo de simetria é o SU(N) e os autores concluiram que a teoria era
conforme. Ja introduzindo M D3-branas fraciondrias,formadas ao colapsar um 2-ciclo de uma
D5-brana, o grupo de simetria muda para SU(N+M) e a invariincia conforme é quebrada. De

fato, o fator de warp fica em funcdo das cargas na forma:

Q(r)
hr) =1+ i (2.138)
onde,
Q(r) = c1gsN + ca(gsM)?* In (;) (2.139)
0

O termo logaritimico indica a presenca de uma singularidade nua em r» = 0, chamado regime
infravermelho. Ja em largas distancias, chamado regime ultravioleta, a variedade converge para
um conifold Ricci-plano. Para manter tal simetria, deve-se suavizar o conifold. As técnicas

utilizadas para esse objetivo serdo desenvolvidas no préximo capitulo.

“black branes em inglés.
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2.4.1 O conifold e os modelos de mundo-brana

Por ser uma variedade ndo-compacta em uma dimensdo, o conifold serve de base para
modelos de dimensdes extras que sejam uma alternativa para a compactificacdo, como o modelo
Randall-Sundrum|15]. Em tal modelo, ha também um bulk de cinco dimensdes ndo-fatorizavel

da forma [16]:

ds? = e 2%y, dx'dx™ + r2de? (2.140)

A partir desse modelo, os autores conseguiram obter uma explicacdo geométrica para a
hierarquia presente no modelo-padrdo entre a escala eletrofraca e a gravitacional. Novamente o

bulk tem uma geometria Ads; e fatores de warp dependentes apenas da dimensido extra.

Em seguida surgiram modelos propondo configuracdes de campos escalares na dimensao
extra que gerassem uma geometria desse tipo além de extensdes utilizando mais dimensdes.
Para uma dimensdo extra é possivel obter o modelo acima a partir de um defeito topoldgico
do tipo parede de dominio. Para duas dimensdes extras é possivel termos um defeito do tipo
vortice, em trés um monopolo magnético e em quatro um instanton. Gregory tomou um ansatz

da forma:
dst = A H2g,, datdx” — dr* — C*(r)df> (2.141)
Ghergetta e Shaposhnikov escolheram:
dsg = o*(r)gudzdz” — dr* — C*(r)d6* (2.142)

Assim como o conifold, tais configuracdes sdo conformemente Ricci-planas, com fatores de
warp dependentes apenas da coordenada radial. No capitulo de suavizag¢des por fluxo, veremos
que € possivel obter uma extimativa para o comprimento da dimensao extra em termos de fluxos

sobre D-3 branas fracionarias.
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3 Suavizacoes do conifold

H4 dois méto
outro é chamado
por S3, enquantc
conifold é topolo

COmo uma expan:

e

5§ o

As duas técnicas foram pioneiramente estudadas por Candelas e De la Ossa [?] e sdo na
verdade versdes de uma métrica mais geral construida sobre 7*CP", o fibrado cotangente do

espaco projetivo complexo, a chamada métrica de Stenzel.

Um espaco que tem métrica de Stenzel e que tanto a resolution como a deformation sdo
representantes sao os chamados espacos de Eguchi-Hanson. Tais variedades sdo as Unicas nos
quais se pode fazer uma incisdo de uma esfera de raio a na vizinhanga da singularidade, obtendo
como contorno S*/Z,, pois identifica-se pontos opostos da esfera[ | ]. A métrica desse espago é

da forma:

1 1
ds? = A7 dr® + ZTQA(OW + cosfdg)? + ZTQ(dQQ + sen0*d¢?) G.1)

4 RPN, . . .
onde A(r) =1 — (%) . Tal métrica € propria das geradas por defeitos do tipo instantons. De
fato, quando estudarmos a resolucdo do conifold utilizando fluxos veremos que tais fluxos sao

gerados por instantons.

Vamos estudd-los em detalhes apesar de darmos maior €nfase a resolution que serd o obje-

tivo principal de nosso estudo.



3.1 Deformation

Nessa técnica, buscamos suavizar o conifold modificando- deformando- o polindmio que

define a variedade. Ao invés de G(z) = 0, teremos:

Gz) = ¢ (3.2)

donde

D (W) =¢ (3.3)

onde z € R é uma constante real ndo negativa conhecida como pardmetro de deformagdo. Tal

solucdo descreve uma variedade de Calabi-Yau tridimensional cdnica cuja base € 5% x S3.

Novamente, paramentrizando C por SU(2), temos:

W =rL,Z°L} (3.4)

e logo,

1
detW = —562 (3.5)

Vamos decompor W* em componentes reais e imagindrias:

w® =z + iy® (3.6)

Definindo

zx+yy =p’° (3.7

logo, o polindmio do conifold se reduz ao sistema de equagdes z2 = % 0%,

y? = %pQ e xy = 0 que podem ser interpretados como: a primeira equagdo descreve uma

3-esfera e as duas dltimas descrevem uma 2-esfera fibrada sobre a 3-esfera.

Ja no cone deformado, ao acrescentarmos a constante z, devemos adicionar a equagao:

-y =z (3.8)



Como

2 < p? < o0 (3.9)

entdo para z > 0, a singularidade € removida. Quando p — z, a 2- esfera vai se reduzindo
sobrando apenas a 3-esfera e por isso diz-se que o método constiste em substituir a regido em

torno da singularidade por uma 3-esfera.

O conifold deformado tém a vantagem de ser suave proximo a origem e logo, no regime

infravermelho, as teorias duais sdo conformes.

3.2 Resolution

Nesse método, ao invés de modificarmos o polindmio que define a variedade, vamos extender
o conjunto solucdo da equagdo polinomial G(z) = 0, reinterpretando tal equagéo. De fato a

equagdo polinomial é equivalente a equacao matricial:

X U A1
=0 (3.10)
VY A2
onde,
X = w1 + iWQ
Y = w1 — iu)g
U= w3 + iw4
V= —w3 + 1wy (311)

O polindmio que define o conifold pode agora ser estudado a partir das solu¢des da equagao

matricial acima.

Note que apesar da equag@o matricial acima ser equivalente a equagdo polinomial, introdu-
zimos dois novos pardmetros complexos, as constantes A;,\ € C'. Assim, sobre a singularidade

do conifold estamos definindo uma fibra C'P' que ser4 essencial na retirada da singularidade.

Se definirmos o pardmetro A = ’A\—;, podemos ainda reescrever a matriz W
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-\U U
W = (3.12)

-AY Y
Paraw = (X,Y,U, V) = 0, qualquer A = (A, \y) € C? satisfaz a equagfio matricial. Logo,
sobre o ponto onde havia a singularidade, definimos um parametro que toma valores sobre o
grupo C'P! = S2. Como para descrever completamente a variedade precisamos encontrar W e

A entdo, fixado o ponto, ainda resta determinar A\. Como tal solu¢do é uma 2-esfera, dizemos

que nesse processo estamos trocando a singularidade através de uma 2-esfera.

Note que além de ndo alterarmos a equagdo polinomial que define a variedade mas sim
ampliarmos o conjunto solu¢do, quando |A\| = 0, obtemos o conifold singular. Assim, tal
método suaviza a variedade introduzindo um parametro de resolugdo, de onde provém o nome

da técnica.

3.2.1 Meétrica do resolved conifold

Vamos considerar um potencial de Kéhler para o conifold resolvido de forma que ele dependa

de um parametro de resolugd@o a e quando a — 0, obtemos o conifold singular:
K(p,\) = F(p*) + 4a®In(1 + \?) (3.13)

ondea >0e

= (1+ X)) (U*+Y?) (3.14)
Note que a métrica fica entdo parametrizada por a. No caso a = 0, temos o conifold singular.

Como o sistema tem simetria SU(2) x SU(2) x SU(1), vamos tomar a seguinte represen-

tacdo para U, V, \:

U= pe%(w+¢1+¢2) cos (%) cos (%) (3.15)

Y = pez@=1+92) gipy (%) oS <%) (3.16)
_; 0o

A= e tan 5 (3.17)
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A métrica fica:

1 ~
d82 — (pQF”—l-F/)d,OZ—l-§(p4F”—|—p2FI)(€3+€3)2

+ EFIPQ ((61)2 + (62)2> + }l(F/pQ +4a2) ((él)2 + (52)2> (318)

Note que a métrica acima pode ser analizada segundo o ansatz de Cvetic et al[21] fazendo:

h2:p2F”—|—F/ ’ a2:p4F//+p2F/

1
F=Fp* = (Fp +da?) (3.19)

Supondo que lim, o F"(p) = 0, entdo

R=22 (3.20)

onde novamente, ¢(r) é uma fungdo de h, «, 3, . Assim, o conifold resolvido ndo é singular na

origem.

A partir da métrica acima podemos tomar o seguinte conjunto de formas diferenciais -

Vielbeins -:

et = senipsentdo, + cosypdd;
e? = —cospsenbidp, + senipdb
et = senipsenfydps + cosypdhs
&? = —cosypsenbadgy + senipdfsy

€3 + & = dip + cosbrdp + cosbydd? (3.21)

E a partir dessas 1-formas béasicas, podemos definir as formas préprias do conifold resolvido:

E' = %(pQF’)ée1 , B = %(sz’ﬁ
1 1 1 ,
E3:§(p2F/+4a2)§'él 7 E4:§(p2F/+4a2)§'éZ
1 1 1 1
B = S F 4 g F )i dp o B = S + ) ) (322)
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Em termos dessas formas, a métrica toma a forma:

dst = 6B @ E° (3.23)

A partir das Vielbeins podemos definir a 3-forma holomorfica:

Q3 = (E' +iE*) A (E? +iE*) A (B 4 iE°)

_ (E135 o E245 o E146 + E146) +Z~(E145 + E235 + E136 - E246) (324)

Como estamos estudando conifold como espacos de Calabi-Yau, a forma acima deve ser fe-

chada.Como
dQ = Vo Qpeadz® A dx? A dzf A dz? (3.25)

entdo ao tomarmos a coordenada radial p, cuja forma diferencial respectiva é E?, devemos
derivarmos apenas as componentes diferentes de » = 5. O niimero das componentes que t€m
coordenadas na dire¢do p € igual a que ndo tem. Logo, apds efetuar todas as derivacdes e

agrupar os termos com fator E?, obtemos a equacao

Q=0 = p’G’' -G = (3.26)
onde,
G = G(r) = \/p2F'(p*F' 4 4a2)(p*F" + p*F") (3.27)
Tomando
% =\ (3.28)
P

A € R, uma constante, obtemos a seguinte equa¢ao nao-linear para F:

3
(P*F')" + 6a” (P°F')" = TN%" +c (3.29)
Tal equagdo determina a forma do potencial de Kihler a menos de constantes de integra-

¢ao.Temos entdo uma familia de solucdes parametrizadas pelo fator a.
Para solucionarmos a equagdo acima vamos fazer a substituicao:

z=p’F'(p) (3.30)
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A equagdo fica entdo na forma

73 + 6ax? — ng‘* =0 (3.31)

Na equacdo acima, fizemos ¢ = 0 pois d’outra forma ndo teriamos a condi¢do x(p = 0) =0 e

logo, F'(p = 0) x 0 = ¢ # 0, um absurdo.
Outra simplificag¢do possivel na equacgdo cubica € a mudanca de coordenadas:

T=14/=p (3.32)

O que faz a equacao ficar na forma mais estética:

22 +6a%2 —rt =0 (3.33)

Utilizando o algoritmo de Tartaglia-Cardano para a obtencao das raizes de uma equacao do

terceiro grau, encontramos a expressao para :

Wl

2(r) = —2a% + 4a®N(r)~5 — N(r) (3.34)

onde,

1
N(r) = 3 (r4 — 16a® + V/r8 — 32a67’4) (3.35)

A andlise das solu¢des de uma equacdo do terceiro grau mostra que uma condi¢cdo para

termos trés solucdes distintas é:

r® — 32451 < 0 = r? < 4247 (3.36)

Tal condicdo impde um vinculo sobre o método da retirada da singularidade: a resolugdo

depende diretamente do ponto do conifold analisado e vice-versa.

Podemos expressar a métrica do 6-cone em fun¢do de x na forma:
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dsi = 2'dr®+ ds; + ds;

1 1 1
= 2'dr’* + 4.%/7’265) - 4x(egz +e5,)+ Z(x +4a®)(e5, + €5,)
Fazendo uma mudanca de varidveis para
3
pl=u

a métrica fica na forma:

p* +6a* a1 L p* + 9a? e
p* + 9a2 9 \ p? + 6a? ¢
1
6"

p*(eq, +e5,) + =(p° + 6a%)(ej, + €3,)

| =

(3.37)
(3.38)

(3.39)

(3.40)

Vamos mostrar o grafico do escalar de curvatura em funcio da coordenada radial e parametri-

zado pelo fator de resolugdo a:

R(r,a)

O grafico azul € para a = 1 e o grafico vermelho € para a = 0. Note que o escalar de curvatura

¢ finito no primeiro caso e diverge no segundo caso.

A partir desta forma podemos analisar o comportamento da métrica nos casos limites a — 0

e p — oo. De fato, definamos a funcado
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[ p*+6a?
fp,a) = (m) (3.41)
2
1+6(2
i (3.42)

" 2
1+9(;)

Analisando o comportamento desta fungdo para % — 0, temos

()G () o () em

Logo, para a — 0, o que significa para o parametro de resolucdo indo a zero, ou para p — 00,

o que significa que estamos analisando a métrica longe do ponto onde h4 singularidade, temos

1 2
ds2 = dp* + g (%) ds3 + 6(/)2 + 6a?)ds3 + O( (%) ) (3.44)

Tal é a métrica de um 6-cone cujo espaco base é S* x S2. Note que quando fazemos p — 0,
o coeficiente da métrica da 2-esfera converge para um raio a.Assim, o 6-cone ndo tem mais a

singularidade na origem.

Vamos analisar o gréfico de x para a = 1 € dado por:

xir)

-10r

-15}

20+

do potencial de kahler.jpg

Hé uma divergéncia desta fungdo em torno de » = 2.4. Como para a = 1, > < 4/2 =

r=24.

Vit —32a8 > 0 = 1?2 > 424 (3.45)

Veja como o comportamento da solugcdo e logo a retirada da singularidade depende do

intervalo tomado.
Para ¢ = 1, num intervalo bem maior:
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x(r)

—40 - 20 20 40

—501

-100

- 150

Ja para um a = 0.0001,temos:

004 -

0.02

L
-0.10 -0.05 005 010

-002

-004 -

Analisando esse gréfico, onde a estd muito préximo de zero vemos como ele se aproxima
do valor exato de x para a = 0.De fato, tomando o polindmio de Taylor até segunda ordem para

a fungdo z(r, a), em torno de zero, temos

1, 1

4 6
= — O 3.46
z(r,a) \/éar i + O(r°) (3.46)
Escolhendo a = 0.1,temos
Ja parar — oo,
x(r) = —ri — 20 + O(T%> (3.47)

A solucdo paraa = 0 é:
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(3.48)

cujo grafico é

A P T
200 400 600 BOO 1000

- 2000 F

— 4000 F

- G000

- 8000

- 10000 F

Logo, a solucdo resolvida se aproxima da solucao singular - ou sem o método- para pontos
distantes do nodo. Isso era de se esperar pois 0 método se destina apenas a alterar a geometria

local numa vizinhanga da singularidade.

x(r)
- 20k

-30F

do potencial de kahler mais precisa.jpg

Além disso ha também um comportamento simétrico em relacdo a origem

=pzl

A partir da fungdo z(r) é possivel encontrar o potencial de Kilher, pois

2

x(r) = (g) : r2F'(r) (3.49)

e logo,
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F(p) = F(po) + (g) / mﬁg)dr’ (3.50)

Com a expressdo para o potencial de Kéhler € possivel termos uma descri¢do geométrica

local completa do conifold resolvido,dado por:

K(p,a,\) = 4a*In(1+ )\?) + (é) ' /T m(r,)dr’ (3.51)

2 72
onde acima fizemos F'(py) = 0, pois como p, representa o potencial inicial para o conifold
singular e a métrica depende apenas da derivada do potencial ndo se tem diferencas geométrica

na escolha arbitraria do potencial inicial.

3.2.2 Configuracoes do potencial de Kihler
Vamos agora analisar algumas configura¢des do potencial de Kihler fixando A = 1.

e Paraa = 0.5
K[ pl]

g

Jof

E e o PR feag o PR g g G [N S o
10 20 30 40 50

e Paraa =1

04

-06F

-n@at

03F

02t

01F

n " n " p
2000 4000 G000 BOOD 10000

-01k
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Note que a medida que aumentamos o intervalo de valores para p mais rapidamente o po-
tencial decresce até um valor minimo gerando assim uma espécie de "ctspide"ou vértice.

Para a = 2 podemos ver melhor a formagado do vértice

e qg=2

=107
-108 |
-108t
-11.0}

-11.1F

I L 1 L L
100 200 300 400 500

- 106 [

=107 |

-10.8 H

- 109 }

-11.0

-11.1F

200 400 600 800 1000

Tal comportamento pode vir do termo escrito na forma de integral na expressdo de F'(p, a),cujo
gréfico é:

0406 -

— 40 -20 20 40

-00zF

Note que ha uma divergéncia logaritimica na origem seguida de um crescimento rapido até um

determinado ponto onde forma uma espécie de ponta; a partir dai a func¢do decresce.
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4 Brane-Deformation e Brane-Resolution

No capitulo anterior, vimos como suavizar o conifold usando métodos algébricos que altera-
vam a métrica. Mas qual a origem fisica dessa alteracao? Deve haver algum campo modificando
essa geometria! Nesse capitulo iremos estudar alguns modelos que se propdem explicar esse

efeito a partir de campos que vivem em D-p branas.

4.1 Fluxos sobre o conifold na teoria I11-B

Utilizando a acdo da teoria de cordas do tipo II-B, Klebanov-Strassler[?], Pando-Zayas-
Tseytlin [10], Cvetic et al. [21] estudaram o efeito que o fluxo gerado pelos campos dessa

teoria poderiam gerar sobre o conifold.

Lembremos que nessa teoria, o termo de Chern-Simons, responsdvel pela transgressao da

relacdo de Bianchi, é dado pela acao:

Scs = /C'4 A dBy N\ dCy 4.1)

A equagdo de movimento para Fj fica:

d(Fs) = dBy A dCy (4.2)

onde, em dez dimensdes

*10 F5 = F5 (43)
ou seja, tal campo é auto-dual.

Como a agdo possui um acoplamento com o potecial C}y, entdo tomemos esse campo Vi-
vendo em uma D-3 brana. Adotando um ansatz para a métrica onde os fatores de warp deixem
o espaco conformalmente equivalente ao produto de um espago de Minkowisky com um coni-

fold, temos:



ds3, = H_%nm,dx“dm” + H%dsg 4.4)

De forma geral, para uma D-p brana com a configuragcdo acima, a equagdo de Einstein leva

a equagao [25]:

(3—p)

e =g’H, * (r) (4.5)

Logo, para um D-3 brana, ¢2? = g2, que podemos assumir ser constante.

Além disso, o fator de warp deve ser da forma:

a’P
Hy(r) =1+ — (4.6)
Logo, para uma D-3 brana, temos:
a4
H(r)=1+ s 4.7)

No capitulo passado ressaltamos que tal fator é proprio de um espago de Eguchi-Hanson

que € a solucdo gravitacional de um defeito do tipo instanton.

Fs=ds NdH ™' + %0dH (4.8)

F3 = G3 + ZH3 = ng (49)

Fazendo a variacao funcional da acdo para a supergravidade do tipo II-B, obtemos as equa-

9665 para os campos:
d*lO FBZ’iF5/\F3:>’iL3:L3 (410)

2
dg:quszH:—%wgﬁ (4.11)

A primeira equacdo nos diz que L3 é uma 3-forma auto-dual e harménica. A segunda
equagdo fornece uma ligagdo entre o fator de warp e os campos (3 do setor de Ramond-Ramond

e H3 do setor de Neveu-Schwarz, ou seja, L3 age como uma fonte para a fun¢do harmonica H.
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Integrando a ultima equacdo no espacgo interno, temos um fluxo gerado pelo termo de

Chern-Simons

/ F; :/ Gs N\ Hs (4.12)
§X X

Tal fluxo € responsdvel pelas propriedades da variedade interna pois € fonte para o fator de

warp.

Nessa técnica de suavizacdo por fluxos € essencial encontrarmos uma 3-forma harmonica

L3 para determinarmos o fator de warp.

Vamos analisar a configuracao estudada por Cvetic et al:

als%6 = h2(r)dr® 4 o*(p)o? + B2(p)dw? + 2 (p)dw? (4.13)

onde,

o? = (d + cosbdp, + cosbydgy)?
dw? = db? + sen®0;d¢*

(4.14)
A partir da métrica acima, os autores definiram um sistema de vielbeins
et =h(r)dr , e =alr)o

e? = B(r)dot , e = B(r)sen(6,)dep*
et =q(r)ds* , € = ysen(fy)do? (4.15)

e propuseram uma 2-forma de estrutura quase-complexa da forma:

Jo = 2N +etne® —el nel

= B*sen(0))do0* A de' + v*sen(6;)d0" A dgp* — hadr A o (4.16)

que por ser fechada € na verdade uma forma de Kdhler. Os autores tomaram ainda uma 3-forma

u)gzU/\Ql—O'/\QQ (417)
onde, ; = senb;d0* N d¢'.
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A partir dessa 3-forma podemos definir Ls:

L3:w3+z'*6w3 (418)

Calculando o quadrado de L3 e substituindo na equagdo do fator de warp, obtemos uma

solucdo da forma:

H(r)=1+klnr+ K In(r* + 9a°) 4.19)
onde, k e k’ dependem de m e a.

Préximo a origem,

18m?
H(r)y=1- i (4.20)
Assintoticamente,
81(b + 2m? 162m?1Inr
H(r)y=1+4+ ( ) + + (4.21)

4t r4
Note que o fator de warp fica determinado a partir de m, uma espécie de carga resultante dos
campos H3 e F3 e que pode ser obtida, via lei de Gauss, tomando-se um fluxo desses campos

sobre um 3-ciclo no espago interno.

4.1.1 Adicao dos termos de curvatura

Levando em conta os termos contento o campo de calibre F; e a curvatura, as equacdes ficam:

1 1 /1 1
dxig Fy =iFs A F3 + —F*R* + — | —(R?)?* + —R* 4.22
*l0fs = AT RN g <288< I+ 360 ) (422)

A equacdo para Fj fica inalterada pois para termos mais um termo deveriamos introduzir

um termo de anomalia de ordem seis, ou seja, uma termos na lagrangeana da forma:

Cy AN trR? (4.23)
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4.1.2 Brane resolution em teoria M

Brito[29] estudou alteracdes na a¢do vinda de corre¢des do termo de Chern-Simons oriundas de
uma anomalia do modelo sigma no volume mundo da M5-brana. Tais variacdes sdo geralmente

chamadas transgressoes A variacdo é dada por:

= _L 22 L 4
N L ) @24

4.1.3 Equacoes do movimento

Tal termo altera a equagc@o de movimento do campo de calibre ficando da forma:

1
dx F = —§F A F + (210)*Bxs (4.25)
onde
_(_ ]' 23\ 2 ]' 4
xs = ( =63 (trR°)” + 103 (trR%)) (4.26)

Estudaremos a acio do fluxo gerado por N M2-branas com simetria de Lorentz imergidas
no bulk onze dimensional cujo espaco transverso ¢ uma 4-variedade de Calabi-Yau cOnica cujo

espaco de base € da forma S? x S3.

Podemos utilizar uma métrica nao-fatorizavel com fatores de warp da forma [1]:

ds® = a(y) 'ndatds” + oz%gmndymdyn (4.27)

Pode-se escrever a 4-forma F); como[1]:

F;wpm - g,uupfm(y> (428)

Através do vinculo sobre os espinores,

V(=0 (4.29)

podemos deduzir a relagdo entre a componente do tensor intensidade de campo e o fator de

warp:
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(4.30)

Substituindo tal expressdo na equacdo do campo F, obtemos uma expressao para o fator de

warp em funcao do proprio campo F com a adi¢do do termo de anomalia:

1

dmdma::—EFAF—2@ﬂMﬁ8 (4.31)
1 4

AgmyzngAF+§@ﬂMﬁ8 (4.32)

Note que durante o processo de tomarmos o dual de F; e suas derivadas exteriores, apenas restou
o dual em relacdo ao espaco interno Mg e logo o laplaciano é tomado apenas nessa variedade

transversal.

A equacdo acima determina o fatorr de warp e logo a geometria do espaco, tanto da brana

como da variedade transversal, em termos do F e do termo de anomalia.

4.1.4 Fluxos sobre a 8-variedade

Integrando a equag@o acima em todo a 11-variedade, e usando o fato de que o lado esquerdo
da equacgdo se anula, obtemos uma relacdo entre o fluxo de F sobre a variedade e o termo de

anomalia:

4
/FAF:/gﬁJmm (4.33)

Como x5 pode ser relacionada com as caracteristicas de Chern da variedade e esta com a

caracteristica x de Euler temos:

1
X8 = @ (0411 — 40102 -+ 80103 — 804) (434)

Mas, para espagos de Calabi-Yau, a primeira forma de Chern ¢; = 0, restando apenas a

quarta forma, que relaciona-se com a caracteristica de Euler através de

1
/Xs =—5; ] ca= X (4.35)



Logo, a condi¢do do fluxo sobre a 8-variedade de Calabi-Yau é:
! / FAF=2 (4.36)
4k2, T 24 ’

Brito escolheu um chute para a métrica na forma:

ds® = a’%nuyda:”dx” + Oz%dsf3 (4.37)

A relacdo entre o campo e a métrica é dada originalmente pela condi¢do

Forar = Opa (4.38)

A 4-forma F) € dividia em sua componente na M2-brana F e sua componente no espago
transversal Fy:

Fy=F +F (4.39)

A 4-forma F) deve conter um fator do 3-volume da brana e do fator de warp; Brito escolheu
um ansatz da forma

Fy=dz Nda™! (4.40)

Ja a componente transversal tem sua existéncia devido a estrutura dos espinores no espago
interno. Hawking e Taylor-Robinson[3”] representaram tal forma em relacdo as conexdes de

spin:
ha 2

F=> v (4.41)

Tal termo a mais oriundo do espaco transversal € chamado termo de trans-

gressdo pois altera as equacdes do movimento do campo.
Fazendo F;, = mGy, o tensor intensidade de campo é dado por:

F=ddxNdH '+ mGy (4.42)

Hawking e Taylor [32] mostraram que o campo preserva supersimetria se

1
AH = —@m%:i + (27)*Bxs (4.43)
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onde A € o laplaciano na variedade transversal.

Para solucdes de vacuo, m = 0 e para um sistema livre de anolalia, ys = 0, a funcdo H é

harmonica, ou seja,

AH =0 (4.44)

Note entdo que a 4-forma (G4 € a fonte para o fator de warp.Dizemos entdo que tal termo ad-
vindo do espaco transversal induz sobre a M2-brana um fluxo que serd responsdvel pela retirada
da singularidade no conifold. Como a forma G, origina-se da estrutura de spin na variedade
transversal, podemos ter vdrias formas de retirar a singularidade dependendo da variedade in-
terna que escolhermos. Cada variedade terd seu grupo de spin e tal grupo também dependera de

que tipo de teoria de cordas estamos lidando.

A estrutura de spin depende crucialmente do grupo de holonomia da variedade em questao.
Assim, se a holonomia da 8-variedade nao € trivial, o fator de warp nao € mais harmonico e logo,
uma constante nao € uma solucao aceitavel. Isso pode ser interpretado como resultado de uma
distribui¢do de cargas topoldgicas sobre o espago transversal que afeta a estrutura topoldgica e

geométrica da brana.

Solugdes regulares para o fator de warp podem ser encontradas mesmo sem a inclusdo do
termo de transgressdo; contudo tais solu¢des nao t€m uma boa interpretacdo em termos da dua-
lidade AdS-CFT, porque tém uma escala de curvatura da ordem do comprimento caracteristico
da brana, [, [29]. Por outro lado, adicionando 4-fomas anti-duais, pode-se obter solu¢cdes com

escala de curvatura bem maior que o comprimento caracteristico.

Brito escolheu como grupo de holonomia do espaco interno spin(7) pois com esse cali-
bre o espago possui um espinor covariante € constante e a teoria de campos holograficamente

correspondente na M2-brana tem supersimetria N = 1. Em seguida, tomou a métrica:

dsz = h2dr? + a*(DO")? + b0 + 2dQ? (4.45)

para o caso especial a = b, encontrou as solucgdes

h(r)={1- <£> ° (4.46)



W2 18;0 (1 _ (%) 3) (4.47)

= —r (4.48)

Se | = 0, a métrica do espago transversal fica:
ds% =dr* + r2d32§7 (4.49)

ou seja, o espago transversal € assintopticamente conico cujo espago de base é uma variedade
de Einstein - uma 7-esfera - construidas como uma fibra S® sobre S?. Note que utilizando esse
procedimento surgem naturalmente o conifold e as fibras sobre sua singularidade que re-

presentam os processos de suavizacao.

Tomando uma pilha de M2-branas sobre a singularidade do conifold e escolhendo um limite
apropriado de escala, podemos encontrar uma correspondéncia entre uma teoria M em AdSy X

S7 e uma teoria de campos supersimétrica vivendo no volume mundo das M2-branas.

O
@/

De fato a inclusdo das M2-branas acarretam o aparecimento de uma carga, fazendo que o fator
de warp satisfaca:
A H =co(r) (4.50)

cuja solugdo é H(r) = 327;# O espago-tempo € entdo da forma AdS,; x S”, com escala
R = (327%N)z1,,.
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4.2 Brane resolution no cenario heterotico

Vamos agora analisar o efeito do termo acima sobre um cone tomando o cendrio heterdtico

da teoria de cordas pois nessa teoria aparece naturalmente a tor¢ao como efeito do campo Hs.

A lagrangeana dessa teoria €:

1 1 1
Lhet = 9%/\*1—56_“5*d¢/\d¢—56‘¢*H3/\H3—§e_%*9‘2/\3"2

1
— 56_%_82/\}/8

onde, fazendo a troca ¥ = By + kF, como feito nas teorias do tipo II, temos

Ys =tr(R3 + REN Fy + RENFZ 4+ Ry A F3 + Fy)

Como o termo de anomalia satistaz,

Ly =Y, NY5

terermos uma transgressao da identidade de Bianchi do campo H3:

dH3 =Y,

onde,

Yy =tr(Ro ARy +Ro A Fy — K*Fy AN Fy — k(Ba AFa + Hz A Ay))

logo, vamos redefinir o campo H3 para H3 inserindo termos topoldgicos:

Hy =dBy + L/CS(A) -+ LGB(UJ) + tI‘(B2 A Al)

onde,

1
L'CS(A) =1tr (Al VAN F2 — 5141 VAN Al VAN A1>

¢ a 3-forma de Chern-Simons para a conexao de calibre A; e

1
LGB(w) =1tr (wl A :RQ — gwl N w1 /\wl)
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€ a 3-forma de Chern-Simons para conexdo de spin w;. Integrando a identidade de Bianchi

sobre um 4-ciclo do conifold, temos:

/ ng :/ tr (Rg/\RQ) —/ tT(FQ/\F2+Bg/\F2+J'C3/\A1) (459)
My My

My

Como o termo de Gauss-Bonnet f My Ry N\ R estd ligado a caracteristica de Euler y temos
X:/ tr(Fo A Fy 4+ By A Fy + Hz N Ay) (4.60)
My

podemos relacionar essa grandesa geométrica que € invariante topoldgica aos fluxos gerados
por defeitos topolégicos como a carga do instanton | v, F2 A\ Fp e dos termos BA Fe H A A.

Vale lembrar que a caracteristica de Euler estd ligada ao nimero de estados ndo-massivos.

As equagdes de campo para a 3-forma JHs sdo:

dx19Hs = —(*10B2 + k %10 F) (4.61)

dHs = tr(RoARo— By A By — 2kBy A Fy — k2 Fy A Fy) (4.62)

Note que hd uma corrente que depende do dual de B, e de F5 e que vem dos termos %1952 A Bo

e x10F5 N\ By que aparecem devido nossa extensdo Fo = By + kF5.

Como tais fluxos estdo definidos sobre um 4-ciclo, vamos estudar resolucdes de 4-cones
imersos em um espago ambiente que € o produto emaranhado' de uma D-5 brana e um 4-cone,

ou seja, Mg = RY® x C* com uma métrica da forma

dsi, = Hi (r)nudztdx” + Hi (r)ds] (4.63)

Vamos inicialmente seguir o trabalho pioneiro de Cvetic et al[” 1] que estudaram a resolugdo

nesse cendrio tomando apenas o termo de instanton, ficando com o sistema de equacoes:

d*lO g’Cg = 0 (464)
dHs = Ktr(F A F) (4.65)

Como o dual de H; € fechado entao Cvetic et al[2 1] escolheram o ansatz

e w0 Hy = dfc AN dH ™ (4.66)

Ywarped product em inglés.
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Assumiremos também o seguinte comportamento para o dilaton e o campo intensidade de

campo de calibre

o) = %lnH

A forma L, é importante no estudo feito em [2 1] porque é escolhida para ser auto-dual, visto
estar relacionada com F3 e este gerar defeitos do tipo instantons, isso com relagcdo ao operador
de Hodge em quatro dimensdes. Usando os ansatz acima e a identidade de Bianchi para J;,

obtemos:

m2

AN H =
4

L3 (4.68)

Cvetic et al [21] estudaram resolucdes de cones a partir de solugdes dessa equagdo de Pois-
son para varios espacos, dentre eles Eguchi-Hanson, Taub-Nut. Tais espacos s@o interessantes
nessa perspectiva pois sao solucdes autoduais da equagdo de Einstein e logo existe uma simetria

entre o campo gravitacional e o campo de calibre que gera solugda autoduais do tipo instanton.

O espaco de Eguchi-Hanson é uma variedade EH, que globalmente é topologicamente

equivalente a

EH, =R" x S%/Z, (4.69)

Tomando a parametrizacdo x = (7,6, ¢, 1), onde as coordenadas angulares sdo os angulos

de Euler, encontramos a seguinte métrica:

2 2
ds? = W(r)Ldr® + %@)(dw + cosfdp)? + 7ﬂz(aléz + sen®0dp*) (4.70)

onde,

Wr)=1-— 4.71)

4.72)



As vielbeins desse espago sdo:

el =W 2dr , el = gd@

4 TW%(T)
2

e = gsenﬁdgb e (dip + cosf A do) (4.73)

A partir delas pode-se definir uma 2-forma fundamental J,:
Jy = etAet—e2ned

r?senf
4

= Sdr A (A + cosfdg) - do A do (4.74)

A 2-forma acima € fechada, logo € uma forma de Kdhler.

Como o espaco de Eguchi-Hanson considerado aqui é de quatro dimensoes, Cvetic et al

consideraram a seguinte 2-forma auto-dual:

2
Ly=—(e'Ne® + e’ Ne') (4.75)
T

Em termo de coordenadas temos:

2

Ly = r7%dr A (dt) + cosfde) + %senede A dop (4.76)

Auto-dualidades sdo caracteristicas bem conhecidas dos espacos de Eguchi-Hanson. De
fato, assim como os instantons sdo solu¢des autoduais para a acdo de Yang-Mills, tais espacos

sdo solugdes autoduais para a agao de Einstein-Hilbert, tal que

*4 Raped = £ Raped 4.77)

Relacionando L, com F5, visto ambas as formas serem autoduais, através de:

2

Fy =mLy = m(r3dr A (dip + cosOdo) + %senede A do) (4.78)

obtemos um ansatz para o tensor intendidade de campo eletromagnético. Note que em tal

ansatz, o campo I3 tem uma dependéncia radial na forma:
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2
F, = —T(e1 Aet +e? Ae?) (4.79)
r

Logo, tal campo tem uma a¢ado efetiva apenas préxima a brana, ou seja, a origem do conifold.

Substituindo tal campo na equacao de Bianchi de Hs, obtemos a equacdo diferencial para o

fator de warp Hs(r):

4 2
(W () H'(r) = ——¢ (4.80)
cuja solugdo é:
(m? + a'b) r? — a? m?
H(r)y=1+ 106 In a2 + St (4.81)

Note que a fun¢do acima tem uma singularidade logaritimica no ponto r = a. Para evitar-

mos isso, podemos escolher a constante de integracido b como:

h= - (4.82)
a
e logo,
m2
H(r) =14 5 (4.83)

Tal solucdo tem agora um horizonte de eventos e logo € retirada a singularidade nua. O
termo inversamente proporcional a 2 € anulado com o produto de 72 pelo elemento infinitesimal
de linha referente ao espago base do cone. Logo, a singularidade € totalmente retirada e o cone

€ agora suavizado.

4.2.1 Influéncia do termo BF

Vamos agora considerar a transgressao da identidade de Bianchi devido o termo BF, ou seja,

g‘fg = T’T’(BQ N Fg) (484)

Vamos supor que a configuracao geométrica nao seja alterada, ou seja, que ainda continue-

mos tendo uma variedade que conformalmente € um espaco de Eguchi-Hanson.
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Baseando-nos no ansatz para o campo B utilizado por Pando-Zayas e Tseytlin[ 10] no estudo

da resoluc¢do do conifold em teoria II-B:

By = fi(r)senidd* A do' + fo(r)sendodd® A dop? (4.85)

Note que o campo acima independe da varidvel angular 1); na verdade a 2-forma acima est4
definida sobre o espaco cotangente das 2-esferas, tendo uma dependéncia em r somente em

modulo.

Em nosso caso, como apenas temos uma 2-esfera, escolhemos:

By = f(r)senfdd N d¢ (4.86)
Logo,
4 2
BynFy= 0 o p 2 p o et (4.87)
r

Assim, a equagdo para o fator de warp sera:

4m? f(r)

r

(W (r)H'(r)) = — (4.88)

Note que, se

1) = (4.89)

obteremos a mesma equacao diferencial para H (r) encontrada utilizando o termo de instanton.

Logo, nessa situagdo, teremos uma resolucao da variedade através do termo BF.

O ansatz escolhido para B, tem a caracteristica de estar definido sobre a S?, que é a com-
ponente do espago-base S?/Z, mais simétrica. Além disso, a escolha da dependéncia radial faz

com que os efeitos desse campo estejam localizados proximo a D5-brana, ou seja, para r — 0.

Um ansatz dessa forma foi anteriormente estudado por Klebanov e Murugan no estudo da
dualidade calibre-gravidade sobre um conifold resolvido. Nesse trabalho os autores estudaram

o fluxo do grupo de renormalizagdo, obtendo a equagao:

e N
Am A ¢< //Brﬁ) (4.90)
91 91 gs€ 2ral J g2
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Assim, se By ~ senfdf N d¢, iremos satisfazer a condi¢do acima.

Com o campo B acima, obtemos o campo Hj:

Hs = dBy = f'(r)senfdf A dp = —4r senfdf A d¢ (4.91)

e a partir dele a 2-forma de tor¢ao:
1 1
T = échde A dx® = §gA[HIBCde A dx® (4.92)

Como o campo Hs cai com r—°, entdo assintoticamente a variedade € livre de torc¢do.

E interessante notar também que como o campo B, tem uma dependéncia radial de 7%, o
termo BIF pode ser tomado como desprezivel em uma primeira aproximacao. Além disso, como
seus efeitos s6 podem ser sentidos em uma vizinhanga da origem, em um estudo global, tal
solu¢do, pelo menos na configuracdo estudada, pode ser descartada no sentido de estudarmos
apenas a resolucdo do cone. Contudo, ela se torna interessante na busca por efeitos de tor¢ao,
ainda que locais. No préximo capitulo, estudaremos como obter solu¢des mais gerais a partir

das equagdes de Strominger.
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95

S Conifold com torc¢ao

O conifold e suas versdes suavizadas estudadas até aqui foram tomadas como variedades
Ricci-planas sem tor¢@o. Tais condi¢des vinham da imposicdo da conservacdo de supersimetria
sobre o espago interno e a condicdo de maxima simetria sobre o espaco externo, o que fazia-se
tomando-se 3 = 0, ou seja, anulando o fluxo dos campos de calibre. Contudo, vimos no
procedimento da brane resolution em teoria do tipo II B que tal campo tem papel fundamental:
primeiro pelos fluxos sobre D-3 branas fraciondrias responsaveis pela suavizacio do conifold e
segundo pelo fato de que espacos com tais campos tém dilaton ndo constante. Assim, € interes-
sante considerar-se espagos com Hs # ( pois torna mais rica a fisica visto que o dilaton esta
relacionado com constante de acoplamento. O fluxo dos campos de calibre também possibilita
resolver o problema da estabilidade do espaco modular, essencial para explicarmos algumas
propriedades do modelo padrao de particulas e campos, como o padrao de massas dos quarks e
leptons e amplitude da hierarquia de caibre, a partir da teoria de cordas. A geometria também
amplia-se pois com a introducao da tor¢ao nossa variedade interna nao serd mais um espago de
Calabi-Yau, visto ndo ser mais de Kdhler e serd dotada de torcdo. Abre-se entdo um horizonte
para o estudo da correspondéncia AdS-CFT em espagos com tor¢do. Assim, vamos pouco a
pouco avangando do regime de baixas energias supersimétrico em supergravidade para regimes

nao-pertubativos, essenciais para um maior entendimento da teoria de supercordas.

A introdugdo de torcdo no espago se faz mais facilmente nas teorias heteréticas a partir das
condi¢des de conservagdo de supersimetria da acdo de supergravidade. Iremos nos basear nos

trabalhos pioneiros de Becker et al[37] [38] e mais recentemente, de Carlevaro e Isrdel[40].

Como visto no capitulo 2, a condi¢do de conservacdo da supersimetria dos espinores na

teoria heterdtica gera o sistema de equacoes

1
W, =0 = Vge— ZHabcrbce =0 (5.1)
1 1
A=0 = —§F“va¢ + ZHabcrabc =0 (5.2)

Logo, a inclusdao do campo H3 na variedade interna introduz:

e uma conexao nao-oriunda da métrica na forma:



~ 1
Vo=Vq— §Ha (5.3)

onde, H, = H, I'* e ' sdo as matrizes de Dirac. Buscaremos agora variedades que
tenham espinores covariantemente constantes com respeito a V, chamada conexdo de

Strominger :

Vn=0 (5.4)

e Um dilaton ndo-constante, pois

1 be

aa¢ = _§Habcg (55)

De um modo mais geral, a variacdo do dilaton obedece o sistema de equacOes de Strominger

que discutimos no capitulo 2 e voltaremos a comentar em breve.

Antes de estudarmos os modelos com tor¢do, vamos destacar alguns pontos sobre as cha-
. l ~ ~ .
madas branas girantes ' que sdo solucdes do tipo buraco negro, como estudado nas branas

negras’, mas que possuem momentum angular.

5.1 Branas girantes

Vamos agora buscar configura¢des de branas com mais um tipo de carga, o momento angu-
lar. Assim como as branas negras t€ém uma carga cuja soluciao assemelha-se ao buraco-negro

carregado de Reissner-Nordstrom, as branas girantes t€m uma métrica do tipo Kerr.

Em R3, a métrica de Kerr em coordenadas de Boyer-Lindquist é [23]:

1 2
ds? = p? (Zdrz + d92) + (r* + a*)sen®0d¢® — dt* + %(aserﬂedqﬁ —dt)*  (5.6)

p? =1*+a*cos’0 | NA(r)=r®—2mr+a’ (5.7)

!spinning branes em inglés.
2black brane em inglés.
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m € a massa da particula e ma 0 momentum angular.

Note que a métrica acima tem termos cruzados, além de fatores do tipo

Hr) =2 (5.8)

Solucdes desse tipo para branas extendem naturalmente os ansatz de Klebanov-Strassler.
Além disso, a solucdo de Kerr, ao contrario da solu¢do de Schwarzchild, ndo tem simetria
esférica. De fato, como ela descreve corpos girantes existem direcdes privilegiadas na dire¢ao

do eixo de rotacao.

Em seis dimensdes temos trés planos independentes e logo, trés eixos de rotagdes inde-
pendentes. Tomando os angulos 6,1 como parametriza¢do de S, 0 < § < 2w, 0 < ¢ < m,

podemos definir trés cossenos diretores: 1 = cosf, s = cosseni), s = costcosi.

Em termos desses cossenos, temos ainda trés angulos ¢;. Em termos dessa parametrizacio,

temos uma métrica da forma [39]:

i 4
dsiy = Hj ° <— [ T—H] dt* + dx? + das + dx%)

BRTYN
A 3
+H | —————dr’ 17 Z H,(dp? + u?dqbf)] (5.9)
HyHyHs — T—IZ i=1
onde,
k
Hy =1+ — (5.10)
r
12
Hi=1+—=% (5.11)
r

Note que os fatores de warp acima sao os mesmos utilizados por Klebanov-Strassler [?],
Pando-Zayas,Tseytlin [10], na resolu¢dao do conifold. Estudaremos uma configuracao andloga

a acima.

5.2 Variedades com torcao

Como discutido no capitulo 2, para determinarmos a estrutura geométrica da variedade

interna com tor¢do, precisamos determinar a (1,1)-forma J e a (3,0)-forma €2, através das equa-
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¢coes

d(e Q) = 0 (5.12)
de™®J) = 0 (5.13)
dle®*JNJ) = 0 (5.14)

Desta tltima equacdo dizemos que a variedade interna é confomalmente balanceada °. Para

determinarmos ./, lembremos que esta esta relacionada com o campo 3 através da relacdo:
H=(0-0)J=dH =00J (5.15)

Mas, como visto no capitulo 1 e 4, a transgressao na relagdo de Bianchi para o campo 3 € da
forma dH3 =Y}, e logo:
00J =Y, (5.16)

onde,

Yi=tr(RAR—FANF—-BANF—-BAB—-HA\A) (5.17)

A conservagdo de supersimetria sobre o espinor gaugino x fornece vinculos sobre os campos

de calibre. De fato,

1
=0 = ZFabra”e =0 (5.18)
Dai,
gF; = Fu=F;=0 (5.19)
FJ: = 0 (5.20)

A equagdo acima € chamada equacio de Yang-Mills hermitianas e garante que o fibrado de
calibre, onde F, A toma valores é holomoérfico. Ja a segunda equagdo assegura que tal fibrado
¢ estavel e é chamada condi¢do DUY*. O conjunto de equagdes acima é chamado equacdes
de Strominger. Note que d.J # 0 e logo, o espaco em questdo ndao € uma variedade de Kdih-
ler. Como as equagdes acima sdo bastante complexas, vamos escolher uma configuracdo onde

possamos introduzir a tor¢ao preservando a condi¢io do espaco ser Ricci-plano.

3conformally balanced em inglés.
“Donaldson-Uhlenbeck-Yau
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5.3 Meétrica

Vamos procurar solugdes que tenham a mesma estrutura das que foram estudadas recentemente
por Carlevaro e Isriel[40]: Tomando a 6-tupla (r, 601, ¢1,02, ¢2, ) = (x1, X2, T3, T4, X5, T)

como uma parametriza¢ao para o conifold, os autores tomaram o elemento de comprimento:

3 1 r?
dsyy = nuda’ds” + §H(r) (fQ—(r’)dT2 + E(dé’f + sen®0; + df3 + sen0s)

2
n % FAr)(di + cos B1dy + 00392d¢2)2) (5.21)

Agrupando os elementos infinitesimais:

L 3H(r) r’H
ds%o = ndatdx” + 2}52 dr? + 1 d2¢91+r2H(
65en20 + 42c05%0 217 f2

sen 2;4““ 2)d2¢2+r 3f cosydip @ !

TQHfQ 7’2Hf2 T2f2Hd2
6

6sen?0y + 4 f2cos*0; 72!
24

2p
+%rfm+ﬂH(

+ cosOydi) @ do?* + cosfcosbadd’ @ do?* +

b (5.22)

Note a semelhanca da métrica acima com a métrica da brana girante devido os termos

cruzados.

Logo, a matriz métrica para o espago interno € entao:

3H
37 0 0 0 0 0
0o A 0 0 0 0
oy — 0 0 T2H(6sen201—;if2c05101 ) 0 T2I3{f2 0089100892 T2Hf§C0891
ab —
0 0 0 i 0 0
0 0 rzlgf2 0039160892 0 TZH( GSenQGQJ;if%OSQQQ ) rQHfgcosé?z
r2H f2cosf r2H f2cos r2H f?
0 0 3 : 0 3 : 7]
(5.23)
Se definirmos uma varidvel w, cuja diferencial é:
dw = wy = dip + coshidd' + cosbadd? (5.24)

podemos escrever a métrica em rela¢do a parametrizagdo (7, 01, ¢1, 0o, P2, w), como:
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5 0 0 0 0 0

0o =f 0 0 0 0

0 0 r2H=Eh g 0 0
Gab = 0 0 0 ’"ZH 0 . (5.25)

0 0 0 0 rPHEe

0 0 0 0 0o  CHS
Nessa parametrizacao, o elemento de volume do conifold € dado por:
dVs = \/gdr AdO* Ndet A dO* A de* A w,

= \/g %Hsrﬁsenﬁlsenﬁgdr AdOY A dot A dO* A dp? A wy (5.26)

Colocando a métrica acima na forma proposta por Cvetic et al e estudada no capitulo 2,

podemos escrever o escalar de curvatura na forma:

g(r)
3 r5H?

43 f2

R:

(5.27)

onde novamente, g é funcdo dos fatores de warp. Assim, a retirada da singularidade dependera

da razdo %

Note que o bulk tem uma geometria fatorizdvel, ou seja, ndo temos fatores de warp sobre a
3-brana que tem simetria de Lorentz. Tal escolha € feita a fim de preservarmos a supersimetria
N = 1 do modelo.[40] Assim,

Mg = My x Mg (5.28)

Ja sobre a variedade interna temos um fator de warp interno H (1) que traz uma dependéncia

radial na métrica do espago-base e torna o espaco conformalmente um cone Ricci-plano. Vale

1

lembrar que os valores dos fatores

1 2 P . o .
e 5 € proprio do conifold ricci-plano.

Contudo, incluimos um outro fator f(r) que divide a métrica da base do cone. Tal fator tem

a propriedade de incluir a tor¢ao no espaco .De fato, a métrica do conifold Ricci-plano é:
2 2 Lo 2 2 2 1 2
dsg = dr® + g(dﬁl + sen“6y + db; + sen“6s) + §(dw + cosOidpy + cosbrdps)”  (5.29)

logo, f(r) causa uma quebra de simetria entre as dire¢des angulares.
Vamos procurar solugdes que assintopticamente sejam Ricci-planas, ou seja, que
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lim f(r) =1 (5.30)

r—00

e que tenham fator de warp H (r) limitado no infinito

lim H(r) = H, (5.31)

r—00

Para obtermos a resolucao, esperamos uma solu¢ao que na origem tenha a forma:

Hr)=1-——+.. (5.32)

5.3.1 Conexao

Vamos tomar uma conexao com dois termos:

~ 1
E _ 1k k
Iy =15+ 51 (5.33)
o primeiro, oriundo da métrica, € a conexao de Levi-Civita e € obtida na forma:
k= L 0, 0 0
ij = 39 (Digij + Ojgu — Drgij) (5.34)

Ja para o segundo termo, oriundo do tensor intensidade de campo de Kalb-Ramond, Carle-

varo e Isrdel propuseram o seguinte ansatz[40]:

ak
g’(:g = Fg%(r}(Ql + Qg) VAN W1 (535)

Tomando as coordenadas de SU(2), temos:

k
Hsy = %g%(r)(sen@ldel A dpy A dip + senbicosbadby N ddy N do + senbadby A dig N dip
+ senbycosbidfs N do N ¢1) (5.36)
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logo, as componentes nao-nulas de I sado:

Hg 4,9 = Hozs = asenb;

Hg 4,9, = Hazs = asenticosby

Hp,pop = Hisg = asenby

Hp,p06, = Hiss = asenfzcosb, (5.37)

onde a = % gi(r).
Em termo da coordenada w, H fica:
H91¢1w = H236 = asen6’1

H92¢2w :H456 = CLS(ETIQQ (538)

A solucdo proposta pelos autores diferem consideravelmente da utilizada na resolucdo do

conifold sem torcdo estudada por Pando-Zayas e Tseytlin[10] que foi:

H3 =dr A [f{(?”)Ql + fé(?”)Qg] (539)

Note que JH proposta por Carlevaro e Isrdel nao tem componentes na direcdao r. Assim,

teremos termos ndo origundos da métrica na conexao apenas nas direcdoes angulares.

5.3.2 Vielbeins

As 1-formas invariantes pela esquerda - Vielbeins - sdo:

H1 VH
61 — 3__d7* , 62 = " Senydel — 605%86n01d¢1
V27 2 2 2

el = —T\/ﬁ (cos%dt% + sen%sen&d@) , et = r\éﬁ (Senydez - COS%SGW%CI%)

2 2

VA il
b =— 5 (cos%d@z + sen%senégd@) e \/éfwl
(5.40)
onde
wy = dip + cosOi1dpy + cosOadps (5.41)
é uma 1-forma de S®. A partir dessas 1-formas definimos as 1-formas complexificadas:
E'=e>+ie® | E?=¢'+ié
E® =e' + i€ (5.42)
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E a partir dessas 1-formas definimos coordenadas complexas tais que

dz'=F" | dZ'=F' (5.43)

5.3.3 Forma fundamental
Podemos ainda definir a (1,1)-forma fundamental
.3 .
s a A a Lol oA il 2 A B2 3 4 3
Jii=5Y EAE* = _(E'AE'+E*AE®+ E° N EP) (5.44)
’ 2 p 2
i3
_ 2 3 1 6 4 5 n n
= e“Ne+e NeP+e Ne +§;e ANe (5.45)
Tomando apenas a parte real temos:
Jii=e Nl +e*ne’ +et A€ (5.46)
Tal expressao se aproxima da tomada por Papadopoulos e Tseytlin[10]:
J=d(r*K')Aw; +e*Ae® +et Ae® (5.47)

Nesse trabalho, os autores analisam o conifold Ricci-plano sem torcdo e logo a forma funda-
mental é a forma de Kéhler. Em termos das coordenadas reais de S(2), a solugdo com tor¢do

fica:
H
Ji=Jy = % dr A wy — g(Q1 Q) (5.48)

onde Q; = sen;df® A d¢'. Logo, as inicas componentes nio nulas de .J, sio:

rH
T =y
J91¢)1 = _TTsenel ’ J92¢2 = _TTseHQQ (549)

Note que a 2-forma obtida dessa forma € uma extensdo da forma de Kdhler utilizada anteri-
ormente por Cvetic et al [21], onde consideramos um 2-ciclo a mais, pois estamos introduzindo

duas novas coordenadas, 0, ¢».

Pela equacdo de Strominger,

de™®JNJ) =0 (5.50)
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Como

d(6_2¢<] A J) — Va(e_2¢chJde)d:E“ A ... Ndzf
= 2 [aa(chJde) — 20,0 — ((fibjic + L) Jae + (Dl Jie + ficjbi)‘]deﬂ X

X dx® A\ ... \dx© (5.51)
Assim, a equacdo de Strominger fica:

O (JneTae) — 2006 — ((fgbjic ST ) Jae + (T8 T + fgchi)Jdeﬂ dz® A . Adz® =0
(5.52)

Na direcdo radial, a equagdo fica:
(0 (JoeTae) =20, JyeJae— (Diy Tt T o) Jae+ (Tl JioA T o Ji) Jae) )da™ A...Adz® = 0 (5.53)

Em termos de coordenadas, temos

3

H {2 send, send
J/\J:—TTdr/\w/\(quLQg)qu NS

do* A det A dO? A dg? (5.54)

Devido a antisimetria do produto exterior, devemos pegar apenas os termos de J nas dire¢des

angulares, donde
senbsenbs

d(InJ) =

o, (r*H?) (5.55)

Assim,

Op(r*H) — 2(r*H) Dy p — €7 [(fibjic + T i) e + (T Jie + fieJdi)ch] =0 (5.56)

Como
=i i 1. i

[ =T+ 5%, . 9, =0 (557)

entao,
Fij — Fij (5.58)

logo,

€MD Tl = €MLY oy Jgsgn + €N Tgs0, 010,

+ €T¢19192¢2Pfql51 J¢191 J92¢2 + 6r¢29291¢1rf;2j¢292 J91¢1 (559)

Como

1 1/
T =T9 =T =T? = (; + Eﬁ) (5.60)
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entao

Erjklmfwijjik(]lm = 4@01¢102¢2I‘%1 J61¢>1 J92¢2

1/1 1H
= Z (; + 5?) 7’4H256n29186712‘91 (5.61)

e logo,

erbede (T8, Jio 4+ T8 Jui) Jae + (D Jie + fiejdi)ch} = (% + %%) r* H? sen’6y sen6,

(5.62)
a equacao de Strominger para a 2-forma fundamental fornece a equacao diferencial de primeira
ordem:

2r8H? +r*HH' — 2r*H*¢' = 0 (5.63)

Além disso, a forma fundamental deve satisfazer a equacao:

e*?d(e™*J) = xsH (5.64)
Como
g %] m n
g Hs = G {3)!el%€nHijkdxl Adaz™ A dx (5.65)

entdo, usando o ansatz de Carlevaro-Isrdel, obtemos:

20k
6 Hs = glg‘ (senfrdr A d6? A d® + senbadr A dO* A dg')

gfozk

r

dr A (senfy A dO* A do' + senbfy A dO* A dg?) (5.66)
Por outro lado,

e?d(e™J) = ¥V, (e Jy)da A da® A dat

= (Vadse — 20,0 Jpe)da A da® A dat

(5.67)
Na direcdo radial, temos
Vidvedr A dz® A da® = (0, Jg, 5, — Thg, Jigy — Uig, Joi)dr A dby A depy
+ (67=J92¢2 — FiQQ Ji¢2 — Ff”(bz J92i)d7’ A\ d02 VAN d¢2)
1 9 9 1 1H 1 1
=—2 Op(r*H) —2r°H . + ST dr N\ (sen01d9 d¢y + senbdb d¢1))
=0 (5.68)

105



ou seja, Jo € covariantemetne constante em relagcdo a esta conexao. Jé para o dilaton,

OrdJpedr A dz® A dx® = ¢'dr A (Jg,p,d01 A dpy + Jo,p,d02 A do)

= —i(rQH)&dr A (senfdf A dp' + senfydf? A d?) (5.69)

Logo, obtemos a equagao diferencial ordindria de primeira ordem:

(5.70)

3
A equacdo acima relaciona o fator de warp com o médulo do tensor intensidade de campo de

Kalb-Ramond.

Note que o fator de warp depende da taxa com que o dilaton varia no espago. Vale ressaltar

que se tivéssemos relacionado o dilaton com o campo H3, através da relac@o de supersimetria:

1
Oat = =5 Haneg" (5.71)
obteriamos:

O =0 (5.72)

Assim, a equacgdo de Strominger para .J; ficaria:

0 0
e g win?) =0 = Hr) = Y (5.73)
T

onde ¢ é uma constante. Logo, teriamos uma singularidade na origem - nodo do conifold - e

nao obteriamos uma resolucao do espago.

5.3.4 Forma holomorfica

Como a (3,0)-forma homorfica €23, € proporcional a forma volume do conifold tomemos o

seguinte ansatz, também anteriormente utilizado em [10]:
Q30=FE'ANE*NE? (5.74)

Logo,

Q30 = (€124 — 135 — 256 _ g346) | (o125 | o134 4 o246 _ .356) (5.75)

onde €% = ¢! A\ ¢/ A e*. Tomando o sistema de coordenadas de SU(2), temos:

106



QH%
Re(3) V3 r dr N\ ((serfﬁ — 0032%> df1 A dby — senip(senbydoy A dba+

N 2
+ senbydf* A do? + (0052% - senzg) senbsenbadpy A d(/ﬁg) +
f 3 2 ¥ 2
+ —(r\/ﬁ) sendfy N dfy — senipsendisenboddy A dps + | sen” = — cos*—= | X
44/6 2 2
(sen02d01 A d¢2 - sen01d02 A dgbl)] A w1 (576)
V3 r2H2

[m(Qgp) = —

42 f

+ (senQ% — 0052%) senbodf* A dp? — senipsend; senbadpt A dqbQ—i-)

dr N\ (semﬁd@l A dO* + (86%2% — 0052%> senbfadf' A do*+

3H%
+ T4\/6f [(senQ% — COSZ%) do* A dO* — senipsenbodft A dep?

— senpsenbidd® A dO? + (cosQ% — sen2%> senf;senfydd’ N dqﬁﬂ ANwr (8.77)

Tal forma satisfaz a equagao:

JANQ=0 (5.78)
Tal condigdo estd relacionada a auséncia de vetores invariantes sobre o grupo SU(3).
Pela equacdo de Strominger para a 3-forma holomoérfica,
d(e™*Q30) = 0 (5.79)
logo, para a componente radial, temos:

V(672 Qeq)dx” A da® A daf A dx? = €72 (0,(0) Upeq + Vi Qpea) drr A da® A dx® A da?
(5.80)

Como o primeiro termo de ) tem uma componente na dire¢do r, ap6s o produto por dr resta

apenas o segundo termo e portanto,

[ar( FriHT) — 20,61 H? — €T Qg + Ty Qieq + T Qed) | dir A da® A dat A dz = 0
(5.81)

logo, a equagdo de Strominger fornece a equacao diferencial de primeira ordem nao-linear

relacionando f,H e: ¢:
3 , , ‘
rPHf +3r’Hf + §r3 fH —2r° fHY — (T8 Qied — Thia — Thyei) = 0 (5.82)
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Procedendo dessa forma, Carlevaro-Isriiel obtiveram o seguinte sistema de equacOes de

primeira ordem que determinam a geometria do conifold:

2d/g7

fPH' = fPH¢' = — (5.83)

r3

PHEf +3r°H(f? —1) + a’'kg? =0 (5.84)

Para determinarmos f, H, ¢ e assim obtermos a forma exata da variedade, devemos utilizar
ainda as condi¢des DUY e a transgressdao da identidade de Bianchi para J{3. Mas para isso,

precisamos buscar um ansatz para os campos Ay, Fb.

5.3.5 Campos

Os autores tomaram o seguinte ansatz para o potencial vetor e seu tensor intensidade de

campo:

Ay = = [(costdpy — cosOadpa)p + g2(r)wiq] H (5.85)

e~ =

Fy= _411 (= Q)p + (g2(r) (U + Q) — ga(dr Awr)) g H (5.86)

onde, H € SO(16) subalgebra de Cartan. Nesse grupo, p, g sdo chamados vefores de deslo-
camento®. O nome vem do fato de que em um diagrama de Dynkin, que representa um espécie
de teia que descreve tanto a dindmica de orbifoldes como a estrutura dos grupos de Lie, existem

vetores que pela acdo do grupo de simetria, levam de nodo a outro [1],[43].

Para determinar g, os autores utilizaram a condi¢dao DUY:

Fob g, = 0= gy — (%)4 (5.87)

Para encontrar ¢y, 0s autores tomaram um vinculo sobre p, q:

pP=q’=k (5.88)

3shift vectors em inglés.
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Com essa condi¢do, o termo de Chern-Simons - instanton - € o tinico relevante até primeira

ordem. Assim, substituindo o ansatz para F; na equacdo de Bianchi para H3, obtem-se:

§ = Z {1 - (gﬂ (5.89)

Note que g; anula-se em r = a e que tal fator € da forma encontrado para os fatores da

métrica de Kerr descrevendo buracos negros girantes.

!
= g;‘; , it constante, podemos obter a solu¢ao

No intervalo, a? < r? < o'k, com g, — 0, p

P =g =3 1= (2)] (590

O comportamento de f%(r) pode ser melhor analisado observando o grafico:

Como os autores nao fizeram nenhuma meng¢ao ao campo B, que nao foi utilizado no seu

trabalho, vamos nos inspirar no ansatz que Becker et al utilizaram [37]:
B.: = aAdz* A dz® + bAyd2® A dZ° (5.91)

Note que a solugdo acima é simétrica. Fazendo a = be A; + Ay = h(r), obtemos:

vH 3H 1

B = h(r)(T (sen%dﬁg — cos%senegdqﬁg) A der
_ r\gﬁ[(cos%dﬁg + sen%senﬁgdgbg) A r\/\/gfwl
+ (sen%dﬁg — cos%sen&dgzﬁg) A T\/\/zf
H1
— 4/ %?dr A (cos%deg + Sen%senﬁgdgbg)]) (5.92)

Como estamos interessados em conifolds resolvidos vamos comparar a expressao acima

com o ansatz de Pando-Zayas e Tseytlin [ 10]: Nesse trabalho, os autores tomaram:
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By = fi(r) + fo(r)S (5.93)

onde Q; = senf;dfi A d¢'. Note que o campo de Kalb-Ramond tem apenas componentes

angulares sobre S*. Dai,
Hy = dBy = dr A [f1(r)Q + fo(r)Qs] (5.94)
Assim, vamos tomar apenas as componentes angulares de nosso chute, donde

r?H f
2v/6

+ (sen%dGQ — cos%sem?gd@)] A wq

[(cos%d@z + sen%sen&dqbg)

(5.95)

Note que em nessa configuracao temos ciclos entre todas as coordenadas angulares do grupo
SU(2) x S(2)/U(1) ao contrario do que se encontra em [ 0] onde B toma valores apenas sobre
as S52.Tal solugdo deverd ser estudada futuramente com o objetivo de sabermos se o termo BA F

também pode suavizar o conifold com tor¢ao.
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6 Conclusoes

A suavizacdo do conifold através da técnica brane resolution € possivel tanto no caso sem
tor¢do, amplamente estudado na literatura principalmente na teoria de supergravidade do tipo

II-B, como no caso com tor¢ao, particularmente estudado aqui no cendrio heterético.

Enquanto na teoria II-B o papel fundamental é dado por uma 5-forma F}; auto-dual e por
uma 3-forma (3, no cendrio heterdtico focamos apenas na 3-forma de intensidade de campo de

Kalb-Ramond, em particular na transgressao de sua identidade de Bianchi.

Analisando o trabalho de Cvetic et al, que estudaram a resolug@o de um espacgo conformal-
mente de Eguchi-Hanson a partir de uma trangressao da identidade de Bianchi por um termo
de instanton, vimos que, para uma configuracdo esfericamente simétrica do campo de Kalb-
Ramond, podemos obter a resolugdo desse espaco com um termo topoldgico de anomalia do
tipo BF. Como o campo B, tem uma dependéncia radial de 7—*, o termo BF pode ser tomado
como desprezivel em uma primeira aproximagdo. Além disso, como seus efeitos s6 podem ser
sentidos em uma vizinhanca da origem, em um estudo global, tal solucdo, pelo menos na con-
figuragdo estudada, pode ser descartada no sentido de estudarmos apenas a resolu¢do do cone.

Contudo, ela se torna interessante na busca por efeitos de tor¢do, ainda que locais.

Vale a pena salientar que os efeitos do termo BF s@o préprios para um escala de compri-
mento da ordem do comprimento caracteristico das cordas. Assim, podemos ver a inclusao do

termo BF como uma corre¢do de anomalia para mais altas energias.

A partir das equagdes de Strominger, obtivemos os fatores de warp para uma métrica de
um espago conico dotado de torcdo. De fato, tal espaco tem uma configuragdo de fatores de
warp que quebra a simetria entre dire¢des angulares. Repetindo o procedimento utilizado por
Carlevaro-Isrdel, obtivemos uma variedade conica sem singularidade na origem e dependente
de um fator de resolucdo, ou seja, obtivemos um conifold resolvido com tor¢ao. Carlevaro-

4

Isrdel obtiveram um campo de Kalb-Ramond que cai com r~*, ou pouco mais forte que a

solug¢do encontrada por nés repetindo o procedimento estudado por Cvetic et al.

Embora a resolucdo a partir de um defeito do tipo BF foi tomada heuristicamente, utili-
zamos ansatz bastante conhecidos dos campos B e F e os resultados foram bem animadores.

Contudo, nao podemos esquecer que precisamos ainda estudar com mais detalhes as solucdes



de todos os campos, inclusive as solucdes gravitacionais, e conferir se o ansatz geométrico
tomado € também valido no caso de um defeito do tipo BF. Além disso, o teorema de Green-
Schwarz do cancelamento de anomalias ndo leva em conta acoplamentos entre B e F e logo,

devemos ainda mostrar que tais soluc¢des sdo livres de anomalia e presevam supersimetria.
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7 Perspectivas

1. Deduzirmos os termos de anomalia contendo B A F', B A B utilizando dualidade T e outros

mecanismos discutidos em [36] e [37];
2. Utilizarmos o termo B A F' na resolu¢do do conifold com tor¢ao;

3. Buscarmos uma deformation ao invés de uma resolution do conifold com tor¢ao seguindo

a andlise feita por Carlevaro-Isrdel,
4. Buscarmos obtermos a resolu¢@o do conifold com tor¢ao a partir de um superpotencial;

5. Localizacdo de campos: Estudar a localizacdo do campo H3 levando em conta a adi¢do
dos termos topoldgicos de Chern-Simons A; A Fy — %Al ANA; NAq, Gauss-Bonnet w AR —
%w ANwAw, BAF e HsN\A;. Otermo de Chern-Simons pode ser interpretado como um
vortice na dimensao extra. Existem alguns trabalhos utilizando solugdes do tipo vortice
de Nielsen-Olesen em duas dimensdes extras [34],[35]. J4 o termo de Gauss-Bonnet pode

ser interpretado como a inclusdo de termos de mais alta ordem na acdo de gravidade;

6. Termo de Born-Infeld: Utilizarmos o termo de Born-Infeld com o intuito de estudar os

efeitos que termos de ordem mais alta | H3|", | F3|™ teriam sobre a brane resolution.

7. Fluxo de Ricci: Estudar o fluxo de Ricci sobre o espaco modular do conifold de forma
a obter continuamente, através da equagdo de Ricci, o conifold deformado e o conifold
resolvido. No caso de um conifold Ricci-plano, uma outra equacao possivel que descre-
veria essa mudanca seria a equagao de Lichnerowicz [ 1].De forma mais geral, poderiamos
buscar um grupo de evolucdo - deformacao - definido no moduli space - que geraria uma
familia de solucdes entre as versoes do conifold. Assim, poderiamos estudar a estabili-

dade dessas variedades. Qual seria a mais estavel?

8. Geometria nao-comutativa: As deformacdes que espacgos de Calabi-Yau podem ser clas-
sificadas em estados no moduli space. Como em mecanica quantica, pode-se passar de
um estado a outra através de um grupo descontinuo - o operador escada - [1]. Ha entdo,
um espectro discreto de variedades. Tal resultado também € conhecido quando se aplica
geometria ndo-comutativa no estudo de entropia de buracos-negros. Como existem solu-

¢oes do tipo buraco-negros em D-branas, poderiamos extender entropia a branas, que no



10.

11.

12.

caso estudado seriam branas de kerr. Poderiamos ainda estudar uma explica¢do micros-
cOpica para o espectro discreto da entropia dos buracos negros, usando deformacgao de

cordas em um conifold.

COSMOLOGIA: Estudar solu¢des cosmoldgicas que a métrica do espago-tempo oriunda
do fator de warp do conifold possa fornecer. Neupane [42] encontrou solu¢des com ace-
leracdo do universo sobre conifolds resolvidos. Além disso, o termo BF + BB sdo
lagrangeanas topoldgicas para a relatividade geral em quatro dimensdes. Podemos ainda
estudar o papel que os campos de Kalb-Ramond oriundo de uma acdo de Born-Infeld e o
dilaton t€m sobre modelos cosmoldgicos usando a métrica do conifold. O mais simples

seria introduzir um termo de Constante cosmoldgica a acdo de Einstein-Hilbert;

Estudar a relacdo entre o modelo Randall-Sundrum e parades de dominio construidas

sobre a brana resolvida que localizam a gravidade;

Branas nao-BPS As branas estudadas nesse trabalho sao do tipo BPS, conservando me-
tade das supersimetrias do background inicial. Em tal cendrio, para mantermos tal nimero
de supercargas, precisamos ter uma brana com métrica de Minkowisky representando
nosso universo. Talvez se tomdssemos branas nao-BPS poderiamos obter métricas mais
gerais, com geometria ndo-fatorizavel, com termos de constante cosmoldgica, buracos-

negros, etc.

Estudar os processos de suavizacido em outras subvariedades de CP" geradas por outras

quédricas;
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