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RESUMO

Dissertacdao de Mestrado
Programa de Pds-graduacdo em Fisica
Universidade Federal do ABC

RADIA(;AO DE HAWKING E ANOMALIAS GRAVITACIONAIS
AUTOR: DANIEL ALF DREHMER
ORIENTADOR: VILSON TONIN ZANCHIN
Data e Local da Defesa: Santo André, 04 de Agosto de 2009

A radiagdo de Hawking € considerada um dos efeitos quanticos mais impressionantes
emergentes na teoria de gravitagdo semicldssica. A relacdo entre a radiacdo de Hawking
e anomalias conformes € extremamente bem estabelecida, tendo advento em meados da
década de setenta com o trabalho seminal de Christensen e Fulling, os quais mostram
que para o buraco negro de Schwarzschild o fluxo de energia da radiagdo de Hawking
deve-se inteiramente a anomalia conforme do trago do tensor de energia-momento, mos-
trando dessa forma que a origem da anomalia de traco se deve ao fendmeno de criacdo de
particulas no horizonte de eventos do buraco negro. Recentemente Robinson e Wilczeck
propuseram um novo método para determinar o fluxo de energia da radiacio de Hawking
empregando anomalias gravitacionais € anomalias de gauge. A generalidade do método
proposto por Robinson e Wilczeck proporcionou a este grande aceita¢do, impulsionando
o surgimento de um grande nimero de trabalhos onde sdo calculados o fluxo de energia da
radiacao de Hawking para os mais diversos buracos negros. Nesta dissertacao fazemos uso
dos métodos desenvolvidos por Christensen e Fulling e por Robinson e Wilczeck para de-
terminar os fluxos de energia da radiacdo de Hawking emitida por buracos negros estéticos
em espagos-tempos assintoticamente Minkowski e anti-de Sitter. Primeiro apresentamos
os métodos citados e revisamos sua aplica¢do de forma geral para uma métrica genérica
que descreve os buracos negros de nosso interesse. Posteriormente fixamos uma dada
métrica e determinamos a forma exata do tensor de energia-momento andémalo correspon-
dente. Este estudo € feito para os buracos negros de Schwarzschild, Reissner-Nordstrom,
Schwarzschild-anti-de Sitter e para a black brane, considerando cada um dos dois métodos
citados acima.

Palavras-chave: Buracos negros; anomalias de traco; anomalias gravitacionais; anoma-
lias de gauge; tensor de energia-momento; radiacdo de Hawking.



ABSTRACT

Dissertacdao de Mestrado
Programa de Pds-graduacdo em Fisica
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HAWKING RADIATION AND GRAVITATIONAL ANOMALIES

AUTHOR: DANIEL ALF DREHMER
ADVISER: VILSON TONIN ZANCHIN
PLACE AND DATE: Santo André, August 4th, 2009

The Hawking radiation is considered one of the most striking quantum effects arising
in the semiclassical theory of gravitation. The relationship between the Hawking radiation
and the conformal anomalies is very well established. It has emerged in the middle of the
seventies with the seminal work by Christensen and Fulling, where it was shown that for
the Schwarzschild black hole the energy flux of the Hawking radiation is due entirely to
the presence of the conformal anomaly of the stress tensor. This has also demonstrated
that the arising of the trace anomaly is caused by the particle creation phenomenon close
to the black hole horizon. Recently Robinson and Wilczek presented a new approach to
obtain the energy flux of Hawking Radiation using gauge and gravitational anomalies. The
generality of this new method has motivated a great number of studies calculating the
energy flux of the Hawking radiation for many different black holes. In the present work
we use the methods developed by Christensen and Fulling and by Robinson and Wilczek
to calculate the energy fluxes of the Hawking radiation emitted by static black holes in
asymptotically anti-de Sitter and asymptotically Minkowski spacetimes. First we present
each method and review the main applications using a generic metric which describes the
black holes of our interest. Later we chose an specific metric and determine the exact form
of the anomalous stress tensor. This is done for both of the above mentioned methods, and
for the Schwarzschild, Reissner-Nordstrom, Schwarzschild-anti-de Sitter black holes, and
finally for the black brane.

Keywords: black holes, trace anomalies, gravitational anomalies, gauge anomalies,
stress tensor, Hawking radiation.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Revisao Historica e Motivacao

Uma das questdes de maior interesse na fisica tedrica nas ultimas décadas tem sido a
formulacdo de uma teoria de Gravitagdo Quantica (GQ) consistente. Apesar dos grandes
esforcos realizados para a obtencdo desta, pouco progresso tem sido feito e ainda estamos
longe da formulacdo de uma teoria que descreva a gravidade em um nivel quantico. Na
auséncia de uma teoria de Gravitagdo Quantica consistente e buscando informagdes a res-
peito do que seria o comportamento quantico da gravidade ou da influéncia da gravidade
sobre os fendmenos quanticos, teorias efetivas e teorias semicldssicas vem sendo usadas
para tentar compreender este tema. Dentre estes modelos, um dos de maior repercussao
e aceite € a Gravidade Semicléssica, na qual os campos de matéria sdo quantizados sobre
um background curvo que € descrito por uma métrica classica. Esta abordagem é conhe-
cida como Teoria Quantica de Campos em Espagos-Tempos Curvos (TQCETC) [} 2, 3].
Este modelo surge como uma unido entre a Relatividade Geral (RG) e a Teoria Quantica
de Campos (TQC). De uma forma geral pode-se dizer que o objetivo fundamental desta
teoria € descrever a evolucdo dos campos quanticos em um background curvo cléssico,
que € solugdo para as equagdes de Einstein, usando os métodos padrao da Teoria Quan-
tica de Campos. Assim, a Teoria Quantica de Campos em Espagos-Tempos Curvos estd
estruturada de forma que apenas os campos da matéria sdo quantizados enquanto o campo
gravitacional ainda € descrito classicamente em acordo com a Relatividade Geral.

A aplicacao desse método de quantizacdo, onde se mantém as caracteristicas geométri-
cas classicas do espaco-tempo, torna-se importante no estudo da evolu¢do dos campos da
matéria em espagos-tempos dindmicos, bem como, para estudar a evolugdo destes campos
quanticos nas vizinhangas de fontes de gravidade intensas, como por exemplo, os buracos
negros. E neste dltimo cendrio que surge o fendmeno de criagdo e emissdo de particulas

por campos gravitacionais. Em 1974, ao estudar os campos quantizados na vizinhanca de



um objeto submetido ao colapso gravitacional formando assim um buraco negro, Hawking
conseguiu mostrar que quando considerados do ponto de vista quantico, buracos negros
sdo instaveis, podendo decair através da emissdo de radiagdo térmica numa temperatura
caracteristica que € determinada inteiramente pelas propriedades gravitacionais do buraco
negro [4,15]. Este fendbmeno € atualmente conhecido pelo nome de radiagdo de Hawking e
devido a suas implicacdes € considerado um dos efeitos quanticos mais surpreendentes até
hoje conhecidos.

Antes da descoberta de Hawking acreditava-se que apds sua formacdo os buracos ne-
gros seriam eternos, € dado que nenhuma forma de energia poderia sair do horizonte de
eventos a massa de um buraco negro estatico jamais diminuiria. As principais caracteristi-
cas classicas dos buracos negros foram estudadas por Hawking, Bardeen, Carter e Penrose,
e reunidas em um conjunto de quatro teoremas conhecidos como as leis da mecanica dos
buracos negros [6, 7,8, 9, [10]. As leis da mecanica dos buracos negros [6] apresentam uma
grande semelhanca com as leis da termodinamica. Entre estas a que mais se destaca € a
segunda lei, que afirma que “a drea do horizonte de eventos de um buraco negro ndo pode
diminuir no tempo”, estabelecendo assim a analogia entre a drea do horizonte de eventos
de um buraco negro e a entropia. As semelhancas entre as leis da dindmica dos buracos
negros e as leis da Termodinamica também sdo ressaltadas por Bekenstein [[11, [12]], que
sugere a possibilidade de associarmos uma entropia aos buracos negros, e que esta deva ser
um multiplo da drea do horizonte de eventos do buraco negro. Mas até entio estas seme-
lhancgas eram consideradas apenas coincidéncias, uma vez que a temperatura dos buracos
negros seria nula. Com a descoberta de Hawking de que buracos negros podem emitir ra-
diacdo com um espectro caracteristico de radiagdo de corpo negro com uma temperatura

que depende apenas de suas propriedades gravitacionais, sendo dada por

_h
B 2nckp

K,

onde 7 € a constante de Dirac, ¢ é a velocidade da luz no vacuo, kg é a constante de

Boltzmann e k € a gravidade superficial no horizonte de eventos, que para um buraco

4
negro com massa M € dada por Kk = CM foi possivel associar uma entropia aos buracos
negros dada por
N C3k3
T 4G

onde A € drea do horizonte de eventos do buraco negro. As principais razdes pelas quais
este resultado € considerado uma das grandes descobertas da fisica tedrica sdo sua gene-

ralidade, pois ao que tudo indica este € um resultado fundamental, e sendo assim pode ser



considerado uma teste pelo qual qualquer modelo candidato a teoria de Gravitagdo Quan-
tica deve passar. Esta generalidade se deve ao fato de que ele é reproduzido por varios
outros métodos, entre os quais destacam-se os apresentados nas referéncias (13, [14, [15].
Além disso, este resultado d4 origem a termodinamica dos buracos negros [[16} 17, 18], es-
tabelecendo uma conexao entre Termodinamica, Mecanica Quantica e Relatividade Geral.

Outro resultado importante da quantizagdo dos campos em espagos-tempos curvos €é
o surgimento de anomalias. Na Teoria Quantica de Campos, anomalias aparecem como
um conflito entre uma simetria respeitada pela acdo cldssica e o procedimento de quan-
tizacdo, i.e., uma simetria da ac¢do cldssica que € quebrada no processo de quantizacdo
dos campos [19]. Dentro deste contexto as anomalias em simetrias de gauge se apre-
sentam como correntes de gauge ndo conservadas e podem representar inconsisténcias na
formulacao da teoria, implicando principalmente em problemas na interpretacdo probabi-
listica da mecanica quantica. No caso das anomalias gravitacionais [20] temos uma quebra
na covariancia geral, a qual se manifesta como a nao conservagdo do tensor de energia-
momento, V Ty* # 0. As anomalias conformes [21}, 22, 23] aparecem como uma quebra
da invariancia da a¢do frente a uma transformac¢do conforme da métrica e dos campos,
manifestando-se explicitamente no tensor de energia-momento que adquire traco ndo nulo
no processo de regularizacdo, (T # 0), o qual é nulo na teoria cldssica.

As anomalias conformes apresentadas por Capper e Duff [22] foram inicialmente vistas
como um problema devido ao processo de regularizacdo usado, e desta forma as anoma-
lias deveriam ser removidas com o emprego de algum método de regularizac@o consistente
e, desta forma, ndo teriam interpretacdo fisica. Porém, Christensen e Fulling [24] conse-
guiram relacionar as anomalias conformes com o fendmeno da criagdo de particulas por
campos gravitacionais, e ainda mostrar que em duas dimensdes a radiacdo de Hawking se
deve inteiramente as anomalias conformes. Recentemente Robinson e Wilczek [25]] conse-
guiram mostrar que é possivel usar também anomalias gravitacionais e de gauge para obter

o fluxo de energia da radiacdo de Hawking.

1.2 Objetivos e Estrutura da Dissertacao

No presente trabalho apresentamos um estudo sobre o fendmeno da evaporagdo de bu-
racos negros, focando-nos principalmente na relagcdo entre a radiacdo de Hawking e o sur-
gimento de anomalias na Teoria Quantica de Campos em Espacos-Tempos Curvos, usando
os dois métodos citados acima para determinar o tensor de energia-momento da radia-
cdo de Hawking emitida por alguns buracos negros em espagos-tempos assintoticamente

Minkowski e assintoticamente anti-de Sitter.



A dissertagdo se organiza da seguinte forma: No Capitulo [2] apresentamos uma revi-
sdo sobre as bases tedricas necessarias para a compreensao do fendmeno de evaporagdo de
buracos negros, que engloba a teoria da Relatividade Geral de Einstein e a Teoria Quan-
tica de Campos, apds isto abordamos a unido destas teorias na formulacdo da teoria de
Gravitacdo Semiclédssica dando énfase ao aspecto dos efeitos gerados pela gravidade sobre
os campos da matéria. Fazemos ainda uma revisdo sobre buracos negros e o surgimento
de anomalias na Teoria Quantica de Campos em Espacos-Tempos Curvos. No Capitulo
[3] descrevemos os espagos-tempos nas vizinhangas dos buracos negros considerados neste
trabalho. Nos Capitulos [ e [5] fazemos uso dos métodos que empregam respectivamente
anomalias conformes e anomalias de gauge para calcularmos o tensor de energia-momento
da radiagdo de Hawking para os buracos negros descritos no Capitulo[3] Para finalizar faze-
mos uma comparacao entre os métodos apontando seus pontos fortes e fracos enfatizando

os resultados obtidos.

1.3 Notacao e Convencoes

Exceto quando explicitado de forma contréria, usaremos neste trabalho o sistema de
unidades no qual todas as constantes fundamentais da natureza sao normalizadas a unidade,
ie.(c=G=Kg=h=1).

A convengio de sinais para as componentes da métrica é (—, +, +,+). Indices gregos
variam de 0 a 3 enquanto indices latinos variam de 1 a 3, i.e., (x =x" = xo,xl,xz,x3) e
(X' = x!,x%,x%).

Valores esperados de quantidades fisicas, X, calculados através da mecanica quantica
serdo expressos entre bra-ket’s, (X), enquanto quantidades cléssicas serdo expressas da
forma convencional, com simbolos em italico, X.

Defini¢des e convengdes adicionais sao apresentadas no Apéndice [A]



Capitulo 2

Teoria de Gravitacao Semiclassica e
Efeitos Quanticos na Gravitacao

A Relatividade Geral e a Teoria Quantica de Campos sdo consideradas os dois prin-
cipais pilares da fisica moderna. A Relatividade Geral de Einstein € a teoria padrdo para
descrever a gravidade. Sua formulagdo foi uma verdadeira revolucdo para Fisica, uma
vez que mudou totalmente nossa compreensao dos fendmenos gravitacionais e do espago-
tempo. Por outro lado, a Teoria Quantica de Campos € a nossa melhor descri¢do da fisica
das particulas elementares. Entretanto, é impossivel, do ponto de vista computacional,
aplicar a Teoria Quantica de Campos para sistemas com um nimero extremamente grande
de particulas como aglomerados estelares, sistemas planetarios ou galdxias, onde a fisica
predominante ¢ determinada pelas interagdo gravitacional entre estes corpos. Da mesma
forma, a Relatividade Geral ndo € uma boa teoria para descrever a interacdo gravitacional
em escalas de distancias muito pequenas, como a escala de Planck (l b~ 10_33cm), para
determinar o papel da gravidade em um fendmeno de criacdo de pares ou na colisdo de
particulas em grandes aceleradores, pois nessa escala esperamos que possam surgir efeitos
quanticos relevantes a ponto de mudar a descricdo da interacdo gravitacional. A incompa-
tibilidade entre estas teorias se deve principalmente ao fato da Relatividade Geral ser uma
teoria puramente cldssica, onde os valores dos observaveis fisicos, tanto quanto a métrica
do espaco-tempo, apresentam valores bem definidos. No estdgio atual de nosso conheci-
mento da natureza, a Relatividade Geral e a Teoria Quantica de Campos sdo duas teorias
muito boas para prever e explicar os fendmenos fisicos em seus respectivos regimes de vali-
dade. Espera-se que numa teoria de gravidade quantica, onde o campo gravitacional seja
tratado em pé de igualdade com os campos da matéria, isto €, onde a métrica do espago-
tempo seja quantizada da mesma forma que os campos de matéria, a Relatividade Geral
e a Teoria Quantica de Campos sejam limites a ser satisfeitos por esta teoria mais funda-

mental. Atualmente existem algumas propostas de teorias de gravidade quantica, sendo as



principais a Teoria de Cordas, [26l 27], e a Loop Quantum Gravity, 28, 29, 30, 31} 32].
Entretanto, estas propostas promissoras ainda encontram-se em estdgios iniciais carecendo
tanto de confirmacdes experimentais que possam fundamentar seus principios quanto de
desenvolvimento tedrico para fazer previsdes bem definidas.

Apesar de carecermos de uma teoria de gravitagdo quantica completa e consistente,
dispomos de uma teoria que para fins préticos € totalmente satisfatéria, e embora sendo
apenas uma aproximacao, prediz alguns fendmenos que por sua generalidade podem ser
considerados manifestacdes reais de uma teoria de gravitacdo quantica. Esta teoria co-
nhecida como Gravita¢ido Semicléssica é construida de tal forma que a gravidade € descrita
classicamente de acordo com a Relatividade Geral enquanto os campos da matéria sdo
descritos através dos principios da Teoria Quantica de Campos. Tal interface tedrica tem
origem no trabalho de Parker [33], que estuda a criacdo de particulas em um universo
em expansdo. Os principais aspectos desta abordagem sdao por um lado usar a equacdo
semiclédssica de Einstein para explicar como os campos da matéria tornam-se fontes de
gravidade, e por outro, estudar os efeitos da gravidade sobre os campos quanticos através
da Teoria Quantica de Campos em Espacos-Tempos Curvos.

Nas secoes que se seguem nos concentramos neste ultimo aspecto, procedendo da se-
guinte forma: primeiro fazemos uma breve revisdo sobre os fundamentos da Relatividade
Geral e da Teoria Quantica de Campos, partindo entdo para a descri¢do da Teoria Quantica
de Campos em Espacos-Tempos Curvos. Posteriormente apresentamos alguns dos efeitos
causados pela gravidade sobre os campos quanticos dando énfase a radiacdo de Hawking.
No final do capitulo apresentamos uma conseqiiéncia deste procedimento de quantizacao

conhecido como anomalias conformes e anomalias gravitacionais.

2.1 Relatividade Geral

A Relatividade Geral apresentada em sua forma definitiva por Einstein em 1915 € atu-
almente a melhor teoria para descrever a gravidade em nivel cldssico. A teoria pode ser
resumida pela afirmagdo de que o espaco-tempo tem suas propriedades geométricas total-
mente definidas por seu conteudo de matéria e energia. Ou, de forma reciproca, que a forma
como a matéria e a energia se distribuem no espaco e no tempo € totalmente determinada
pelas propriedades do espago e do tempo.

Os pilares sobre os quais a Relatividade Geral € formulada sdo trés principios conside-
rados fundamentais. O primeiro € o principio da equivaléncia, que estabelece a igualdade

entre a massa inercial e a massa gravitacional de um corpo:



O resultado de qualquer experimento local, em um laboratorio em movimento em um
sistema de referéncia inercial, é independente da velocidade do laboratorio e sua

localizagdo no espago-tempo.

Uma conseqiiéncia desta afirmacdo é que um referencial inercial em um ponto onde exista
um campo gravitacional é localmente equivalente a um referencial acelerado na auséncia
do campo gravitacional.

O segundo principio fundamental no qual Relatividade Geral se apdia € o principio de

covariancia geral, que estabelece que:
As leis fisicas devem ter a mesma forma para todos os observadores inerciais.

Por tltimo temos o principio de invariancia da velocidade da luz:

A velocidade da luz no vdcuo é uma constante (c), que independe da velocidade do

referencial onde esteja sendo feita a medida.

Matematicamente as propriedades locais do espaco-tempo sdo totalmente determinadas
por sua geometria, sendo esta totalmente caracterizada por um objeto matematico deno-
minado tensor métrico, g,v, 0 qual determina “como as distincias devem ser medidas”
num determinado espago-tempo, (ds®> = g,vdx*dx"). Esta métrica é obtida resolvendo-se
as equacgdes de Einstein, que sdo a base matemadtica da Relatividade Geral. Em sua forma

compacta, as equagdes de Einstein sdo dadas por

No lado esquerdo de (2.1), o tensor de Einstein, Gy, carrega a informacao a respeito
de como a matéria e a energia se distribuem geometricamente no espaco e no tempo. O

tensor de Einstein é dado por (veja também o Apéndice [A)

1
Guv = Ruv - ERguw (2.2)

onde R,y € o tensor de Ricci, que € definido a partir da contragdo do primeiro e terceiro

indices do tensor de Riemann, isto €&,
A
Ruyv =R UAV) (2.3)

onde o tensor de Riemann, ou tensor de curvatura, ¢ definido em termos das conexdes de



Christoffel (I'};,) por

R* uvo = O Thg — 96Tk, + TloTh, — T\ Tk, (2.4)
com
1 _ 1 e
Fuv = zg (augcv +0dvgou — acguv) . (2.5

O outro termo (R) é o escalar de Ricci, obtido pela contragdo do tensor de Ricci,
R=g""Ryy. (2.6)

No caso particular em que o tensor de Riemman € zero, (Rﬁv(y = 0), o espago-tempo
¢ dito plano, chato, ou de Minkowski, e a métrica pode ser posta na forma da métrica de
Minkowski, (guv = diag{—1,1,1,1}).

O segundo termo do lado esquerdo da equagdo de Einstein, Eq. (2.1)), é proporcional a
constante cosmoldgica A. No caso em a constante cosmoldgica é nula (A = 0), e para dis-
tribui¢des localizadas de matéria e energia, o espaco-tempo € assintoticamente Minkowski.
Isto €, a grandes distancias das fontes de gravidade a curvatura do espaco-tempo tende a
zero, o tensor de Riemann (2.4)) se anula.

No lado direito da equacéo (2.1]), a constante k estd definida em termos da constante de
Newton da gravitagdo universal (G) como k = 8wG. O tensor Ty € o tensor de energia-
momento, que carrega a informagdo a respeito da dindmica do sistema, ou seja, a in-
formacdo a respeito da constituicdo de matéria e energia do espago-tempo. O tensor de
energia-momento € definido como a variagdo da acao dos campos da matéria em relagcdo a

uma variacdo arbitrdria da métrica, ou seja:

2 OSy
Tuy = ——— : 2.7)
uv
Vgl 08"
Portando, a forma mais geral de se escrever as equacdes de campo de Einstein é
1

2.2 Buracos Negros

A existéncia de buracos negros talvez seja a previsdo mais surpreendente da teoria da
gravitacdo de Einstein. Sob o olhar da fisica cldssica, buracos negros podem ser definidos

como regides no espago-tempo onde a densidade de energia é tdo grande que o campo



gravitacional resultante € tao intenso, i.e., a curvatura do espaco-tempo € tdo grande que
nada pode escapar desta regido, nem mesmo a luz. Assim, qualquer corpo que se aproxime
suficientemente de um buraco negro estd condenado a morrer em seu centro. Apesar da
existéncia desta classe de objetos ser especulada desde o final do século XVII por Michell,
Cavendish e Laplace, a previsdo matematica de que buracos negros poderiam existir teori-
camente foi feita por Schwarzschild em 1916, logo apds Einstein apresentar sua teoria de
gravitacdo [34].

A aplicag@o mais simples e direta da teoria de Relatividade Geral de Einstein consiste
em estudar o campo gravitacional nas vizinhancas de um objeto com simetria esférica em
um espago assintoticamente Minkowski, (A = 0), no vécuo, (7;,y = 0). Nesse caso, as

equagdes de campo de Einstein (2.8)) assumem a forma

1
RI.LV - ERg”V — O, (2.9)

ou, equivalentemente, R,y = 0. A resolu¢do desta equagdo sob as condi¢des acima esta-
belecidas fornece como resultado a métrica de Schwarzschild [34], para a qual o quadrado

do elemento de caminho é dado por

r r

2M /AN
ds? = — <1 — —) dt* + (1 — —) dr* +1* (d6* +sin’ 6d¢?) (2.10)

onde M é a massa do objeto. Esta métrica é importante pois descreve muito bem a ge-
ometria do espaco-tempo nas vizinhancas de fontes de gravidade com simetria esférica,
como por exemplo estrelas e planetas. Porém, sua caracteristica mais importante é dada
pelo fato que para r = 2M o coeficiente da parte temporal da métrica, (g ), anula-se. Este
ponto e conhecido como o raio de Schwarzschild (Rg = 2M). A superficie de “raio” cons-
tante r = 2M, é conhecida como horizonte de eventos do buraco negro de Schwarzschild.
Para a regido interior ao horizonte de eventos (r < 2M), o coeficiente temporal da métrica
muda de sinal, i.e. f(r <2M) < 0, e como conseqiiéncia um observador que cruzar esta
superficie para a regido interior ao horizonte de eventos do buraco negro teria que se mover
com uma velocidade maior que a da luz para retornar a regido exterior e, portanto, ficaria
confinado no interior do buraco negro. Assim, buracos negros podem ser caracterizados
pelo fato que nenhuma forma de energia pode escapar do interior do horizonte de eventos.
Dessa forma, o que define a existéncia de um buraco negro € a presenca do horizonte de
eventos. O horizonte de eventos € uma superficie nula (tipo-luz), que separa os pontos do
espaco-tempo que podem ser conectados ao infinito através de uma trajetdria tipo-tempo,

dos que nao podem.
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Outro fato importante que merece ser ressaltado € que buracos negros sao totalmente
caracterizados por trés pardmetros globais: massa (M), carga elétrica (Q) e momento angu-
lar (J), sendo estas as tnicas informagdes acessiveis a um observador externo ao horizonte
de eventos. Esta afirmacao é conhecida como teorema de no hair.

As principais caracteristicas de alguns buracos negros de interesse para a realizacdo

deste trabalho sdo apresentadas no Capitulo [3]

2.3 Teoria Quantica de Campos em Espacos-Tempos Cur-
VoS

A Teoria Quantica de Campos pode ser vista como uma aplicagdo da Mecénica Quan-
tica onde o sistema que esta sendo quantizado trata-se de um campo ao invés de uma
particula ou um sistema destas. Da mesma forma, como na Mecanica Quantica, o processo
de quantizacdo é composto de quatro etapas fundamentais: A obtencdo da lagrangiana
ou das equacdes de movimento que descrevem a dindmica do sistema cldssico que estd
sendo quantizado; A escolha do procedimento de quantizacdo a ser empregado (quantiza-
¢do canodnica, integrais de caminho, etc...); A caracterizac¢do dos estados quanticos obtidos
e interpretacdo fisica dos estados quénticos e das quantidades observaveis. Uma revisdao
completa sobre a Teoria Quantica de Campos e de como cada uma dessas etapas € imple-
mentada € encontrada em [35} 136, 37].

No caso da Teoria Quantica de Campos em Espacos-Tempos Curvos, o background
onde os campos que estdo sendo quantizados evoluem € descrito por uma métrica que é
soluc@o das equagdes de campo de Einstein (2.8). De uma forma geral o processo de
quantizacdo segue os mesmos passos que na Teoria Quantica de Campos em espacos-
tempos minkowskianos. Entretanto, o fato de a Relatividade Geral ndo ser uma teoria
invariante frente as transformagdes de Lorentz impde dificuldades na caracteriza¢do dos
estados quanticos e, por conseqiiéncia, na interpretacio fisica dos estados dos observaveis.
Na quantiza¢do dos campos em espagos-tempos planos, o estado de viacuo € independente
do observador, ou seja ele € invariante frente a qualquer mudanga de referencial e assim
pode-se definir o conceito de particula de maneira univoca. Ao contrario do que ocorre na
Teoria Quantica de Campos usual, em espacos-tempos curvos a auséncia da invarincia
de Lorentz faz com que o viacuo nio possa ser definido de forma tnica para todos os
observadores, e portanto, o conceito de particula se torna dependente do observador [38),
39,140, 41, 142]].
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2.3.1 Fundamentos da TQCEC

No que segue, apresentamos de forma sucinta as principais etapas do processo de quan-
tizagdo candnica dos campos em espagos-tempos curvos. Para evitar demasiadas dificul-
dades matematicas vamos considerar um campo escalar ¢(x), porém os conceitos fun-
damentais e técnicas evolvidas sdo em sua maioria aplicaveis a situagdes mais realistas
envolvendo campos fermidnicos e bosonicos. Uma descricdo completa da Teoria Quantica
de Campos em Espacos-Tempos Curvos pode ser encontrada em [1, 43, 44].

A acdo cldssica para um campo escalar ¢(x) evoluindo em um espago-tempo curvo

quadridimensional €, em geral, escrita na forma

S = % / d*x/|g| (VFoVyup —m*9> —ERG?) (2.11)

A equagdo de movimento a ser satisfeita pelo campo ¢ (x) é a equagao de Klein-Gordon

generalizada, obtida através da variac@o da integral de acdo (2.11]) em relacdo ao campo ¢,
¢ +m?¢> 4+ ERP =0, (2.12)

na qual [J representa o operador de d’ Alembert covariante, m € a massa do campo escalar,
R é o escalar de Ricci (2.6)), & é uma constante de acoplamento que carrega a informagao de

como o campo ¢ (x) interage com o campo gravitacional. Em particular, duas escolhas de

& tem interresse fisico: & = 0, que define o acoplamento minimo e & = G que € conhecido
como acoplamento conforme. Nesse caso, no limite de campo ndo massivo, m = 0, a teoria

¢ invariante frente a transformacdes conformes da métrica,

guv — &y =" Vgpuy. (2.13)

Frente a uma transformacao desse tipo, os campos da matéria sofrem variagdes dadas por

¢ — ¢ =e W, (2.14)
Ay — Al =Ay, (2.15)
Yy = e 200y, (2.16)

onde ¢ representa campos escalares, Ay, campos vetoriais de gauge € Y, campos fermio-
nicos. Observa-se que campos de gauge vetoriais ndo variam frente a transformagdes con-
formes da métrica. Esta invaridncia do potencial eletromagnético frente a transformacdes
conformes se deve ao fato da Teoria Eletromagnéetica tratar-se de uma teoria relativistica

em sua génese.
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De uma forma geral, para que a acdo seja invariante frente a transformagdes conformes
€ necessario que os campos sejam ndo massivos. Nesse caso, a identidade de Noether

correspondente a simetria da teoria frente a estas transformacgdes pode ser escrita como

0 0

28y = ki®i—1|S o | =0, 2.17
g/.iv aguv +; 1 lé(bl [g[.LV,CID,} ( )

onde k; representa o peso conforme do referido campo:

ki=—1 para campos escalares 9, (2.18)
3

ki = ) para campos de gauge Ay, (2.19)

ki=0 para férmions V. (2.20)

Um conceito importante para que a quantizagdo canonica possa ser feita de forma con-
sistente € a definicdo de produto interno. Para tal, consideremos duas solu¢des complexas
da equacdo de Klein-Gordon classica (2.12)), u;(x) e uj(x). A densidade de corrente de
klein-Gordon € dada por

T [y uj) = =i [uf () VFu (x) = (V0 () ) (x)

— i [u;f(xﬁﬂu ,-(x)] : ’ 22D

que é uma quantidade conservada (V,J*[u;,u;] = 0). Com isso, pode-se definir o produto

interno entre as duas solu¢des da equagdo de Klein-Gordon através da relagdao

(ui(x),uj(x)) = —/ZJu[u,',uj]dZ“, (2.22)

com dX* = d¥n*, onde dX é o elemento de volume em uma superficie tipo-espago arbitra-
ria X, e n* € um vetor tipo-tempo, futuro-dirigido, normal a superficie X. O produto escalar

acima definido satisfaz as seguintes propriedades de ortonormalidade:

(ui,uj) =6 (i, ),
(i, uj) =0.

A quantizagdo candnica é implementada definindo-se a densidade de momento 7(x),
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canonicamente conjugado ao campo ¢ (x), por

0

nx)=—=> 2.24

(=5 224

e impondo-se as seguintes condi¢cdes de comutacdo em tempos iguais para os operadores
de campo:

[9(1,2), 7(t,)] =i (x —), (2.25)

[9(.x).9(1.5)] =0, (2.26)

[7(1,4"), 7(2,5)] =0, (2.27)

com a funcdo delta de Dirac obedecendo a condi¢ao sz 5G) (xi — yi) dx=1.

O conjunto das solucdes da equacdo de movimento (2.12)), {u;(x), u] (x)}, formam uma
base completa em relagdo ao produto interno de Klein-Gordon (2.21)) para o campo ¢ (x) e
para 0 momento candnicamente conjugado 7(x). Porém, como o produto escalar de Klein-
Gordon ndo é positivo-definido em espagos-tempos curvos, ndo pode-se atribuir a u;(x)
as solugdes de freqiiéncia positiva e a ] (x) as solugdes de freqiiéncia negativa de forma
univoca. Entretanto, é possivel expandir o campo ¢(x) em termos dessas solugdes que

formam um conjunto completo, i.e.,
o(x) =) [aiui (%) + ) uf (x)| - (2.28)
i

T

Os operadores de “destruicdo” (a;) e de “criacdo” (a; ) sio obtidos pelo produto interno

dos modos u;(x) com o campo ¢ (x), ou seja,

ai = (ui(x), ¢ (x)), ai = (u; (x), 9 (x)). (2.29)

As relagdes de comutagdo do campo ¢ (x) com seu momento candnicamente conjugado
7(x) definem a dlgebra a ser satisfeita pelos operadores de destrui¢do e criacdo, a qual é
dada pelos comutadores

[ai,a;] = |af.a}] =0, (2.30)

aaf] = 8(0,)), 2.31)
sendo que estado de vacuo |0) é definido pela acdo aniquilamento do operador de destrui-
¢do,

a;|0) = 010). (2.32)
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De posse da dlgebra construida acima, € possivel construir o espaco de Fock para o

sistema. Para isso considera-se a acdo do operador de criacio sobre o estado de vacuo,
a;|0) = 1]1;), (2.33)

obtendo-se o estado de particula tinica. Os estados de multiplas particulas, por sua vez, sdo

obtidos pela acdo sucessivas deste operador sobre o estado de vacuo.

2.3.2 Criacao de Particulas por Campos Gravitacionais

Consideremos agora um espaco-tempo arbitrario composto por trés regioes distintas:
Uma regido (A) que é plana (Minkowski), (guv = diag{—1,1,1,1}), e representa o pas-
sado; uma segunda regido (B), também plana que representa o futuro; e uma regiao (C)
intermedidria as regides (A) e (B) e que tem curvatura ndo nula (R # 0).

Na regido (A) € possivel definir um conjunto de modos {p;(x), p¥(x) }, que sdo solugdes
para a equagdo de Klein-Gordon (2.12)) formando uma base ortonormal em relagdo ao
produto interno (2.22), para o campo ¢ (x) e para densidade de momento conjugada 7(x).
Nesse caso, podemos escolher p;(x) como sendo as solugdes de freqiiéncia positiva em
relacdo a uma coordenada temporal conveniente para esta regido, e p; (x) representando as

solucdes de freqiiéncia negativa. Assim, o campo ¢ (x) pode ser decomposto como

0(x) = ¥ |api(x) +alpi ()] (2:34)
i

Nesta regido (A), os operadores de criacdo e destruicdo sdo definidos por a;r|0> in = |1i)in
e ai|0);» = 0]0);,, respectivamente. Os indices in foram introduzidos para indicar a regido

interna (A).
De maneira andloga, é possivel definir para a regido (B) um novo conjunto de modos
{q i), 47 (x)} que sdo solugdes para a equacdo de Klein-Gordon e formam uma nova
base para o campo e seu momento canonicamente conjugado nesta regido. Sendo assim, o

campo ¢ (x) pode ser decomposto na forma seguinte

0(x) = ¥ |bjaj(x) + blgj(x)] (2.35)

J

Agora, os operadores de criagdo bj e de destrui¢@o b; sdo definidos respectivamente por
bj|0>0m = [1;)ou € bj]0)ous = 0]0) s, onde os indices out foram introduzidos para indicar
a regido externa (B).

Para a regido intermedidria (C), onde a curvatura do espago-tempo ndo € nula, nio é
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conveniente definir modos de freqii€éncia positiva, pois a ndo invariancia de Lorentz nesta
regido faz que existam, em principio, infinitas possibilidades para tal e, entretanto, ne-
nhuma delas € privilegiada. Porém, a formulacdo da Mecanica Quantica em termos do
operador densidade garante que estas solugdes existem.

Os modos {pi(x), pf(x)} e {qi(x),q; (x)} formam conjuntos completos e sio solugdes
para a equagdo de Klein-Gordon em todas regides do espago-tempo de curvatura nula.
Portanto, pode-se expandir os modos in em termos dos modos out, e vice-versa. Ou seja,

pode-se expandir os modos p;(x) em termos dos modos g;(x),

pi(x) = Z [ijq;(x) + Bijq; (x)] (2.36)
j

e, também, os modos ¢;(x) em termos dos modos p;(x),

q;(x) =Y [oipi(x) — Bijp; ()] - (2.37)

1

Estas expansdes sao conhecidas como transformacdes de Bogolubov, com os coeficientes

de Bogolubov dados por

a = (pilx),qj(x)) e Bij=—(pi(x),q;(x)). (2.38)

Da ortonormalidade dos modos p;(x) e g;(x), os quais satisfazem condi¢des andlogas as

dadas nas Egs. (2.23), segue que os coeficientes de Bogolubov devem satisfazer as relagdes

Y (B — i) =0, (2.39)
%
c
) (Oiikafk - ﬁikﬁfk) = 0;; (2.40)
3

Igualando as equagdes (2.34) e (2.35)) e substituindo na equag@o resultante os resultados
dados pelas Egs. (2.36) e (2.37), juntamente com a condi¢do de ortonormalidade (2.23),
obtém-se as transformacgdes de Bogolubov para os operadores de criag@o e destrui¢ao,

ai=Y (65~ Bjb}) (2.41)
7

bj= Z <06ijdi — ﬁf}aj) . (242)
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Agora, vamos supor que o estado descrito por p;(x) na regido (A) seja o estado de
vdcuo desta regido (|0);,). Além disso, o operador niimero de particulas na regido (B) é
dadopor N; = bj- b ;. Portanto, tomando o valor esperado de N; no estado de vacuo definido
na regido (A) temos que o nimero de particulas criadas pelo operador de criagdo b; no
vdcuo |0);, é dado por

(Nj) =in (01D}b110)in = Y 1B (2.43)
i

Isto significa que, caso qualquer um dos coeficientes de Bogolubov f;; seja ndo nulo, um

observador na regido (B) ird medir um ndmero de particulas (N;) =Y ;|B; j|2 no estado de
vdcuo |0);, da regido (A). Esse nimero ndo nulo na regido (B) é atribuido ao processo de

criacdo de particulas pelo campo gravitacional na regido (C).

2.3.3 Radiacao de Hawking

A radiagcdo de Hawking consiste no fendmeno de criacdo de particulas em espagos-
tempos curvos onde exista um horizonte de eventos [4} 5]. Este efeito tem origem ao
aplicarmos os conceitos descritos na se¢do anterior ao espaco-tempo de um buraco negro.
Como veremos nesta se¢do, o efeito da emissdo térmica de particulas por buracos negros se
deve a uma mistura de modos com freqiiéncias positivas e negativas que ocorre quando os
campos da matéria se propagam por regides muito préximas ao horizonte de eventos. De
forma geral seguiremos as mesmas etapas do trabalho original de Hawking, considerando
a evolugdo de um campo escalar ndo massivo ¢ (x) no espago-tempo do buraco negro de
Schwarzschild. Uma revisao detalhada sobre radiacio de Hawking € encontrada em [2,
3L 145]]. Apesar deste ser o modelo mais simples possivel, as idéias fundamentais podem
ser aplicadas a qualquer tipo de campo evoluindo no espaco-tempo de um buraco negro
arbitrario. Uma descricdo detalhada do espaco-tempo de Schwarzschild é dada na secdo
[3.2.1] Portanto, apresentaremos aqui apenas as caracteristicas mais relevantes para a o
entendimento do fendmeno de criagio de particulas por buracos negros.

Vamos assumir que o buraco negro foi formado em algum momento em um passado
distante, ( — —o0), pelo colapso gravitacional de uma casca esférica de matéria, sendo
que o colapso se da de tal forma que a simetria esférica do espaco-tempo exterior ao objeto

seja preservada. A Figura[2.1|mostra o diagrama de Penrose deste espaco-tempo.
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Figura 2.1: Diagrama de Penrose do colapso gravitacional de um objeto esfericamente simétrico.
A regifo escura representa o interior do objeto. O diagrama € limitado a esquerda pela worldline do
objeto. A linha horizontal superior corresponde a singularidade fisica na origem r = 0. Geodésicas
nulas fazem um angulo de 45° com a vertical e a superficie H™ corresponde ao horizonte de eventos.
Um raio de luz futuro-dirigido com v < vy = const, que parte do infinito nulo do passado (.# ),
atinge a superficie do objeto colapsando e é refletido para o infinito nulo do futuro (.#*) como um
raio de luz com u = const. Raios de luz com v > vy atingem a superficie do objeto apds a formagao
do horizonte e sdo absorvidos pelo buraco negro.

A geometria do espaco-tempo exterior a superficie esférica é descrita pela métrica de
Schwarzschild (ver a Segdo[3.2.1)

oM oM\ !
ds* = — (1 - —) dr® + (1 — —) dr* +r?d6? +sin’ 6%d ¢?,
r r
2M
= (1 — —> (—dt* +dr*?) +r*d6* +sin* 0°d *, (2.44)
r

oM
=— <1 — —) dudv + r*d6? + sin® 6%d p>.

r

. . . * ~1
Nesta métrica a coordenada tartaruga r* € definida por % = (1 — 27M) , € as coordenadas
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doconedeluzporu=t—r*,ev=t+r*.
O espacgo-tempo na regido interior da casca esférica € plano, e pode ser descrito pela

métrica

ds? = —dT?* +dr* + r*d6” + sin® 62d ¢,

(2.45)
= —dUdV + r*d6* +sin® 6%d ¢?,

comU=T—-reV =T+r. A coordenada r € a mesma nas duas regioes e é definida
de forma que a drea da superficie da casca esférica seja a mesma quando medida por um
observador dentro ou fora desta, A = 47r2.

A evolugdo de um campo escalar ndo massivo minimamente acoplado com a gravidade
nesse espaco-tempo é governada pela equagdo de onda [J¢ (x) = 0. Para essa geometria, o
campo @ (x) pode ser decomposto de em ondas parciais em termos de harménicos esféricos
(veja-se o Apéndice [B)) na forma

0(.r.0.0) = ¥ 220y, (0.4, 2.46)

Im
e, portanto, a equacdo de onda € separavel.

Vamos considerar agora que antes do colapso gravitacional comecar ndo existam par-
ticulas escalares no espago-tempo. Portanto, o estado quéntico € o estado de vacuo dos
modos ingoing, |@) = |0);,. Tais modos ingoing sdo solugdes para a equagdo de onda
que formam um conjunto completo em relagdo as condi¢des de ortonormalidade (2.23)),
com o produto escalar de Klein-Gordon (2.22)) tomando como superficie de integragio
o infinito nulo do passado, e possuindo freqiiéncias puramente positivas em .# . As-
sim, no limite v — oo, temos que os modos ingoing sao tais que (])(m)lm(t,r) ¢ da forma
¢(in)lm<t7r) ~e

formam a base para o campo ¢ (x) em ¥~ é

7 / e A . . PO . .
!0V Como conseqiiéncia, a forma assintdtica dos modos ingoing que

Ylm(97 o e—iw’v_
drw’

Jorim(x) ~ (2.47)
De forma andloga, podemos definir os modos outgoing como solugdes para a equacao de
onda com freqiiéncia puramente positiva no infinito nulo do futuro .# . Isto é, Dour)im ™~

e '?" a medida que u — . Ou seja, a forma assint6tica dos modos que formam a base

para o campo ¢ (x) em Z* é

Ylm(97 q)) e—ia)u

2.48
drtowr ( )

Foim (x) ~



19

Para calcular os coeficientes de Bogolubov (2.38) e obter o nimero de particulas emi-
tidas pelo buraco negro (2.43) € preciso obter a relagdo entre os modos ingoing e outgoing.
Para obter tais relacdes, vamos considerar particulas que sdo produzidas muito tempo apds
o colapso gravitacional comecar. Estas particulas sdo descritas por modos que partem de
4~ com freqii€ncias altas, atravessam a superficie da casca esférica na eminéncia da for-
magdo do horizonte de eventos, e sdo refletidas para .#* com um redshift na freqiiéncia.
Como as freqiiéncias dos modos emitidos de .# ~ sdo extremamente altas, pode-se descre-
ver a propagacdo destes modos no espago-tempo usando a aproximacdo de Gtica geomé-
trica. Assim, temos que um raio de luz ingoing com v = const < v parte de .# ~, atravessa
a casca esférica e é emitido para .# T como um modo outgoing com u = g(v) = const. A
relagdo para os modos outgoing que partem de .# *, atravessam a superficie esférica e che-
gamem ¢, é v = g~ ! (u) = const. A forma da funcio g(v) depende das caracteristicas

do colapso gravitacional. Para o caso de uma casca esférica de matéria, tem-se

Yy — g(v) — _4AMIn (V _C‘VO) = _4AMIn <VE> , (249)

onde C € uma constante e vo € o maior valor possivel que v pode assumir antes que o ho-

rizonte de eventos se forme. Portanto, a forma assintética dos modos ingoing que chegam
até 7t é

Yim —ia'[vg—Ce™"/*M]
Jorim ~ me : (2.50)
Por outro lado, a forma assintética dos modos outgoing em .~ é
Y, : /
Foppy o M pi4M@Inly /C] 2.51)

4 or

Os modos outgoing podem ser expressos em termos dos modos ingoig usando-se a

relacao (2.37), resultando em
lem - /0 dCO/ (O‘z)/a)lmfa)’lm - ﬁw’wlmf:)/lm) . (2'52)

A partir disso, os coeficientes de Bogolubov relevantes obtidos a partir de (2.38)) sdo

az)/wlm 27: / l(DvO/ dv/ —iw'V l4MCOlIl(V//C)7 (253)

Boroim = _ﬂ 1a)v0/ dv'e iV 14Mw1n(v’/C)_ (2.54)
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Além do mais, as integrais dadas nas expressdes acima estao relacionadas por
/ dv e~ 10V GiAMoIn(//C) _ _ ArMo / A i@V giAMoIn( /C) (2.55)
0 0
Portanto, os coeficientes de Bogolubov satisfazem a relacdo
* 4nM o
Oyapim =€ Potwim- (2.56)
Usando a condicéo (2.40)), segue que

Y (8™ — 1) |Boyayim|* = 1. 2.57)

(D/
Assim, o nimero de particulas criadas no estado de vacuo dos modos Fyy;,,, € dado por

1
(Noim) = Z |Ba)’a)lm|2 = 2”—1, (2.58)

g e?w —

que corresponde a um espectro de radia¢do de corpo negro com temperatura

1 K
Ty = — — — 2.59
= 8am — 2r (259)
onde k € a gravidade superficial do buraco negro. Além disso, o fluxo de energia destas
particulas que chegam até o infinito nulo do futuro () é dado por
2

(Tuw) = T (2.60)

2.4 Anomalias

Na Teoria Quantica de Campos anomalias sdo efeitos quanticos que surgem no pro-
cesso de quantizacdo dos campos e que violam alguma das simetrias da agdo cldssica. A
forma mais comum na qual se manifestam sdo como quantidades nao conservadas, po-
dendo representar inconsisténcias na formulacdo da teoria. Porém, em alguns casos as
anomalias se devem ao surgimento de novos fendmenos fisicos sem andlogos classicos, o
que ocorre por exemplo no caso da radiagao de Hawking, onde as particulas emitidas pelo
buraco negro carregam um fluxo de energia para o infinito. Matematicamente este fluxo de

energia manifesta-se como uma quebra da da covariancia geral e da invariancia conforme
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do tensor de energia-momento. No que segue apresentamos trés exemplos de anomalias
que sdo uteis para o cdlculo dos fluxos de energia da radiacdo de Hawking. Duas destas,
a anomalia conforme e a anomalia gravitacional, t€m origem no processo de quantizacio
dos campos em espagos-tempos curvos. O terceiro exemplo de anomalia é a anomalia de
gauge, a qual se manifesta também em espagos-tempos planos. Uma revisdo matemaética
completa sobre anomalias € encontrada em [19]. No que segue descrevemos os principais
pontos para uma melhor compreensdao de como as anomalias surgem na Teoria Quantica
de Campos e de sua aplicag@o para o cdlculo dos fluxos de radiacao de Hawking.

A forma mais simples para a acao do vacuo da Teoria Quantica de Campos em Espacos-

Tempos Curvos (sem campos de matéria) pode ser escrita como
Svac = SEH + SED, (2.61)

onde Sk € a acdo de Einstein-Hilbert, que fornece as equagdes de campo de Einstein (2.8§)),

1 4
Sen =1 [ /gl (R+20); (2.62)

e Sgp envolve derivadas do tensor métrico de ordens superiores, sendo dada por

1
SED = Ton /d4x \g| (a1F —I—a2E+Cl3DR+a4R2) , (2.63)

com R sendo o escalar de Ricci, e E e F sdao quantidades dadas em termos dos tensores
de curvatura, conforme definidas no Apéndice [A] em e (A.18) respectivamente.
Portanto, a acao descreve apenas o background cléassico da teoria.

Na presenca de campos da matéria, a dindmica da evolucdo destes € governada pela
acdo (2.11) quando forem campos escalares (¢(x)). Para campos fermidnicos (y(x)), a

acao livre é da forma

S fermion = i / d*x\/1g] (WYY — imPry), (2.64)

onde y* s@o as matrizes de Dirac. Além disso, para campos de gauge (do tipo Yang-Mills)

(Af;(x)), a agdio livre ¢ dada por

1
Svetor = _Z/d4x\/ ’gl [leFa[.tv7 (265)

com o tensor de campo dado por Fyf, = dyAj, — dvA{.

De posse da agdo de background (2.61) e das a¢des para os campos da matéria (2.11)),
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([2:64) e (2:63), pode-se definir a acdo efetiva para a gravidade W [g,,v] através da integrais
de caminho de Feynman por

W law] — / 9, [ ®riu], (2.66)

onde ®; representa o conjunto de todos os campos da matéria presentes, e ZP; é o operador
covariante de integracao funcional. § [CID,- ; guv} representa a acdo cldssica contendo todos
os campos da matéria e os termos de interac@o entre estes, a a¢do cldssica do vacuo (2.61)),
e os termos de interacdo dos campos da matéria com o backgroung. Portanto, a dinamica

da evolucdo quantica do sistema totalmente descrita por esta acao efetiva.

2.4.1 Anomalias Conformes

As anomalias conformes, também conhecidas como anomalias de traco [21} 22]], mani-
festam-se como uma quebra da simetria conforme, que torna-se expliicita no tensor de
energia-momento , sendo que este adquire traco no processo de renormalizagao.

Frente as transformacdes conformes (2.13)), a acdo efetiva se torna divergente.
Entretanto, € possivel contornar este problema adicionando-se contra-termos que anulam a
parte divergente. Porém, como conseqii€ncia, a teoria se torna andmala, o que se manifesta
através do trago do tensor de energia-momento, o qual passa a ser ndo nulo.

A forma geral do trago andmalo do tensor de energia-momento (7) pode ser escrita
em termos das caracteristicas geométricas do espaco-tempo [21]]. Para espagos-tempos

bidimensionais o traco andmalo do tensor de energia-momento € dado por:

1
o
(1) = 53R (2.67)

onde R é o escalar de curvatura. Em espacos-tempos quadridimensionais, a forma geral da
anomalia de traco do tensor de energia-momento em termos dos invariantes geométricos

do espaco-tempo €

2
(Tg)=BF+p' (E— §DR), (2.68)
onde os coeficientes B e B’ dependem dos campos considerados e podem ser escritos na
forma
B=1 (147:)2 (Ns +6Np + 12Ny) (2.69)
B’ = ——L— (Ng+ 11Np + 62Ny), (2.70)

360(47)>
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sendo que as quantidades Ng, Ny e Ny representam respectivamente o nimero de campos
com spin 0,1/2 e 1. Ou seja, Ns é o nimero de campos escalares presentes no espago-

tempo, N, de férmions de Dirac e Ny, de campos vetoriais, respectivamente.

2.4.2 Anomalias de Gauge

Anomalias de gauge sao efeitos da teoria quantica de campos que surgem como uma
quebra na simetria de gauge. Manifestam-se como correntes ndo conservadas quando os
campos sofrem uma transformacgdo de gauge. No caso de espacos-tempos bidimensionais
com a presenca de um potencial de gauge A = A,dx*, a forma consistente da anomalia
de gauge para campos abelianos, carregados e com simetria chiral ¢ dada em [19] e [46]

como sendo
2 2

VIt = j::—ﬂé“V&”Av - iﬁs”vauf\v, @2.71)
onde os sinais + e — correspondem a campos left-handed e right-anded, respectivamente,
e €% = —gy; = 1. A corrente J* em ¢ chamada de corrente consistente pois satisfaz
a condi¢do de consisténcia de Wess-Zumino, o que significa que a condi¢do de integrabili-

dade
oJH (x) B 0JV(y)

0Av () N 5AH (x)

(2.72)

¢é satisfeita. Entretanto, esta corrente ndo se transforma de forma covariante. Uma corrente

de gauge covariantemente conservada pode ser definida a partir desta, sendo dada em [47/]]

por
T & (2.73)
JE = F ——=A, """, .
4my/lgl
para a qual a anomalia de gauge ¢ dada por
- e?

47+/g|

No caso do potencial de gauge ser o potencial eletromagnético, tem-se que F*Y é o tensor
de Maxwell.

2.4.3 Anomalias Gravitacionais

As anomalias gravitacionais t€ém origem na quantizacdo dos campos em espagos-tem-

pos curvos, manifestando-se como uma quebra na lei de covariincia geral, ou seja, como
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violagdo na lei de conservagdo da energia-momento, V,TH, # 0. Para um campo esca-
lar chiral outgoing, isto é, com orientacdo right-anded evoluindo em um espaco-tempo
bidimensional com curvatura constante, a forma consistente da anomalia gravitacional é

[19, 48]
u

v,T", = !
pul™v=———
967/ |g|

onde F‘O,‘ﬁ s@o as conexdes de Christoffel. O tensor de energia-momento presente na equa-

eﬁ5agaar3‘ﬁ7 (2.75)

cdo acima satisfaz uma condi¢io de consisténcia andloga a (2.72), onde é considerada a
variagdo em relagdo a métrica, ou seja,

STHY(x)  STYM(y)
5gvu()’> B 58#\/(@'

(2.76)

Pode-se também obter uma forma covariantemente conservada para o tensor de energia-

momento andmalo, para a qual a anomalia covariante assume a forma

- 1

967+/|g]

com R sendo o escalar de Ricci.



Capitulo 3

Alguns Espacos-Tempos Estaticos

3.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos as métricas que descrevem as geometrias dos espagos-
tempos nas vizinhangas dos buracos negros estiticos para os quais calculamos o tensor de
energia-momento da radiacdo de Hawking. Consideramos espagos-tempos que sdo distin-
tos tanto em seu conteido de matéria e energia quanto em seu comportamento assintotico
no infinito espacial (geralmente caracterizado pelo limite r — o), a saber: espagos-tempos
assintoticamente anti-de Sitter e espacos-tempos assintoticamente Minkowski. No que
segue apresentamos uma descricdo das principais caracteristicas desses espacos-tempos
ressaltando os pontos relevantes para o presente trabalho.

A geometria dos espagos-tempos na vizinhanca dos buracos negros considerados neste
trabalho é descrita por métricas que, em coordenadas do tipo Schwarzschild (¢, r, 0, @),

podem ser escritas na seguinte forma geral

2
ds* = —f(r)dr* + J% +7 (d0* +7%(0)de?), 3.1)

onde f(r) é uma fungdo continua que depende apenas da coordenada r,

b
f(r)=ata??—24+5. (3.2)
r T

Os parametros b e ¢ sdo proporcionais a massa e ao quadrado da carga elétrica, o estd
relacionado com a constante cosmoldgica por, o> = —%A. O horizonte de eventos cor-

responde a raiz cujo valor de r é o maior valor dentre os que anulam f(r), tal que f(r) >0

25
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para r > rj,. A geometria das superficies de ¢ e r constantes € dada por
dQ =d6’*+7(0)d¢?, (3.3)

onde a fungdo Z(0) é determinada pelo valor de a, sendo as possibilidades apresentadas na
Tabela[3.11

Tabela 3.1: Geometria das Superficies de (¢, r) Constantes

Geometria a  Z(0)

Hiperbdlica —1 sinh6
Planar 0 1,6
Esférica 1 sin 6

Em vdrios estudos ¢ interessante truncarmos a métrica (3.I) nas coordenadas (6, ¢)
ficando com um espago-tempo de dimensdo (1+ 1) que descreve a regido exterior de um
buraco negro bidimensional, cuja métrica € dada por

dr?

ds? = —f(r)dt* + Ch (3.4)

A fungdo horizonte f(r), dada na Eq. (3.2), ndo € alterada por esta redu¢do dimensional.

3.2 Espacos-Tempos Esféricos Assintoticamente Planos -
Minkowski

Por espagos-tempos assintoticamente Minkowski, as vezes também identificados como
espacos-tempos assintoticamente planos, entendemos que no limite » — oo, ou seja, em
pontos distantes das fontes de curvatura, a métrica que descreve estes espagos-tempos

aproxima-se da métrica de Minkowski
ds? = —d* + (dx')°,  i=1,2,3. (3.5)

Isso exige que no limite assintdtico a curvatura destes espacos-tempos seja nula. Evidente-
mente, para espacos-tempos com tais caracteristicas as equacdes de Einstein exigem que a

constante cosmoldgica seja nula, A = 0. Dentro desta classe de geometrias consideraremos
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as métricas de Schwarzschild e Reissner-Nordstrom que sdo descritas de forma completa
por Chandrasekhar em [49] e por Townsend [50], e cujas caracteristicas relevantes para

este trabalho sdo apresentadas a seguir.

3.2.1 O Buraco Negro de Schwarzschild

A métrica de Schwarzschild

ds* = — (1 — ZTM) dt* + (1 —~ ZTM) ldr2 +7* (d6* +sin*0de*),  (3.6)
¢ uma soluc¢do das equagdes de Einstein para o vicuo (Tuv = 0), sem constante cosmolo-
gica (A =0),

Ryv — %guvR =0. 3.7
Para obtermos como solucao de assume-se ainda que o espago-tempo € esfe-
ricamente simétrico e estdtico. As coordenadas ¢, r, 8 e ¢ sdo comumente chamadas de
coordenadas de Schwarzschild.

A métrica (3.6) é uma boa aproximagao para descrever o campo gravitacional nas vizi-
nhancas de objetos como estrelas, planetas e buracos negros com geometria esférica e sem
carga elétrica. Esta solucdo apresenta duas singularidades, sendo uma sobre toda a super-
ficie r = 2M. Nestes pontos g;; = 0 e g, — oo, a outra singularidade estd em r = 0, onde
estas componentes da métrica divergem. O lugar geométrico onde a coordenada radial
assume o valor r = 2M ¢é conhecida com o raio de Schwarzschild (ry) do objeto, sendo a
singularidade neste ponto apenas uma singularidade aparente que se deve a m4 escolha do
sistema de coordenadas, podendo ser removida através de uma mudanca de coordenadas.
De fato, conforme mencionaremos a seguir, as quantidades fisicas de interesse sdo bem
definidas nesta superficie. Entretanto, a singularidade na origem, i.e., em r = 0, é uma
singularidade fisica, uma vez que ela ndo pode ser removida por uma mudanga de coorde-
nadas. Esta diferenca entre as singularidades fica explicita ao considerarmos quantidades
que independem da escolha do sistema de coordenadas, como por exemplo o escalar de

Kretschmann, que para esta geometria é dado por

Como podemos ver, nada especial ocorre em r = 2M, ao contrdrio do que acontece em

r =0, onde a curvatura € infinitamente grande e, conseqiientemente, os fendmenos fisicos
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nio podem ser descritos de forma consistente. Ou seja, € impossivel realizar medidas de
quantidades fisicas no ponto r = 0.

Conforme dito mais acima, a métrica de Schwarzschild dada na forma € boa para
descrever a geometria de espagos-tempos na regido exterior a estrelas e outros objetos
esféricos para os quais o raio de sua superficie € maior que seu raio de Schwarzschild,
(r > ry). Para buracos negros, quando estamos interessados também na regidao onde o
raio r é menor que o raio de Schwarzschild, (r < ry), é necessdrio fazer uma mudanga
de coordenadas de forma que o intervalo 0 < r < ry e também a superficie r = ry facam
parte da regido fisicamente acessivel do espago-tempo. Dentre algumas dessas mudancgas
de coordenadas podemos citar as que sugerem o uso de uma nova coordenada radial r*,
e outras que usam coordenadas do cone de luz u e v. Essas coordenadas sao tais que a

métrica de Schwarzschild pode ser escrita nas formas

ds® — (1 _ 2_M) <_dt2 +dr*2) +r? (d92 + sin? Qd(pz)

e (3.8)
=— (1 —~ —) dudv+1* (d6* +sin® 0d¢*) ,
r
onde a coordenada tartaruga r* é definida por dL = m As coordenadas nulas u e v sdo
r r

definidas respectivamente por
u=t—r", (3.9)
v=rt+r". (3.10)

A descricao completa da geometria do espaco-tempo de Schwarzschild € feita a partir
da maxima extensdo analitica da métrica de Schwarzschild , escrevendo-a em termos das
coordenadas de kruskal-Sekeres [51]],

32M3
r

ds* = - "PMauav + r* (d6* + sin® 6d¢?), (3.11)

com
o —u/4M
U=—e" ,

V — eV/4M

sendo que r(U,V) é determinado implicitamente por

- M )¢
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Uma representagcao da geometria de Schwarzschild € entdo obtida pelo diagrama de Krus-

kal da maxima extensdo analitica, conforme apresentado na Figura[3.1] Vale observar que

- Singularidade - - . -
- r=0 e

;
r<2M !
S ¥ rsoM

= "__Sing"u.'lar‘idade'-_"._
e =0 BN,

Figura 3.1: Na figura acima é apresentado um diagrama do espago-tempo de Schwarzschild nas
coordenadas de Kruskal-Sekeres (U, V). O setor (I) corresponde a regido do espago-tempo exterior
ao horizonte de eventos, r = 2M que € indicado pelas retas a 45° que se cruzam na origem, U =
V =0, esta regido € assintoticamente plana. O setor (II) corresponde a regido interior ao horizonte
de eventos, que contém a singularidade fisica em r = 0. Os setores (III) e (IV) deste diagrama
correspondem a um outro espago-tempo assintoticamente plano (setor (III)) e a um buraco branco
(setor (IV)) com uma singularidade fisica em r» = 0 e um horizonte de eventos r = 2M.

para buracos negros formados a partir do colapso gravitacional de estrelas esféricas, ape-
nas os setores (I) e (III) deste espaco-tempo sdo aplicaveis, e tal espago-tempo pode ser
representado pelo diagrama mostrado na Figura[3.2]

Para a andlise feita a seguir vamos truncar a métrica (3.6) nas coordenadas (z,r), des-

considerando a parte angular, resultado num espago-tempo bidimensional com métrica

dada por

2M dr? 2M

2 e 2 I e g2 *2

ds® = (1 r)dt+ : 57 (1 r)( dt* +dr*?)
r (3.12)

2M 32M3

- (1 — —> dudv = — =" "M gy qy.
r r

Os diagramas das Figuras [3.1] e [3.2] correspondem de fato a métrica bidimensional es-

crita na Eq. (3.12).
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gingularity

Figura 3.2: Neste diagrama as regides (III) e (IV) da mdxima extensdo analitica ndo aparecem,
uma vez que sdo inacessiveis para buracos negros formados por colapso gravitacional. A regido em
branco corresponde ao exterior da estrela e € andlogo ao setor (I) da Figura[3.1] A regido em cinza
corresponde ao interior da estrela.

3.2.2 O Buraco Negro de Reissner-Nordstrom

Analogamente ao espaco-tempo de Schwarzschild, a métrica que descreve o espago-

tempo de Reissner-Nordstrom ,
2 M QP oM PN s s o
ds"=—(1-—+=5 Jdt"+ (1 - —+ = dro+r (dG +sin”“ 0d ¢ ), (3.13)
r r r r

¢ uma solucdo para as equacgdes de Einstein sem constante cosmoldgica, com simetria
esférica e estitica. Porém, o tensor de energia-momento do lado direito da equacgdo de

Einstein ndo € do vacuo, e sim o tensor de energia-momento de Maxwell,
P ! po

JA, A,

oxh  oxV’
tanto, a solucdo de Reissner-Nordstrom para as equacdes de Einstein-Maxwell descreve o

com Fyy = onde Ay, = %SL € o potencial de gauge eletromagnético. Por-

espaco-tempo nas vizinhangas de um buraco negro de massa M e carga elétrica Q.

A geometria correspondente a métrica (3.13) depende fortemente da fungdo

Ar)=r*—2Mr+Q*=(r—ry) (r—r_), (3.15)
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a qual apresenta duas raizes dadas por
re=M=E/M?*—- Q2 (3.16)

Para valores de massa e carga elétrica tais que M2 > Q?, as duas rafzes sio reais e distintas.
A raiz r4, € o horizonte de eventos do buraco negro de Reissner-Nordstrém , sendo inter-
pretada da mesma forma que o horizonte de eventos do buraco negro de Schwarzschild. A
outra raiz, r—, é um horizonte de Cauchy. Dependendo do valor de r a fungdo A(r) pode
assumir valores positivos ou negativos e o espaco-tempo descrito pela a métrica (3.13)) é

constituido por trés regides distintas:

A O<r<r_, A>0,
B: ro<r<ry, A<O,
C: ry <r<oo, A>0.

As singularidades da métrica (3.13)) em r+ ndo sdo singularidades fisicas e se devem
apenas a escolha do sistema de coordenadas. Novamente, estas podem ser removidas fa-
zendo mudancgas de coordenadas apropriadas. Para tanto vamos definir a coordenada tarta-

ruga r* por
2

dr* = %a’r, 3.17)

que depois da integracdo resulta em

1 — 1 —r_
prpmm () (), (3.18)
2K+ ry 2K_ r_

onde x4 representam as gravidades superficiais sobre os horizontes,

(re —rs)

Ky =
2r_%E

(3.19)

Com esta mudanca de coordenadas podemos definir as coordenadas nulas u e v de forma
andloga ao caso do buraco negro de Schwarzschild conforme as Eqgs. (3.9) e, conseqiiente-
mente, obter a mdxima extensao analitica para métrica de Reissner-Nordstrom em termos

de coordenadas tipo Kruskal-Sekeres definidas por
Ut = —e ke, (3.20)

VE =V, (3.21)

O indice sobreescrito positivo designa as coordenadas validas nas regides A e C onde A > 0,
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e o negativo designa as coordenadas para a regido B, onde A < 0. Para a regido C, a métrica

em termos das coordenadas de Kruskal-Sekeres do buraco negro de Reissner-Nordstrom é

ds* =

ol (e dUTdVT 47 (d0* +sin*0dg),  (3.22)
+ —

L=
ror_ €2K+r< r_ ><K 1)

sendo r(U™,V ™) determinado implicitamente por

Kt

Uty = 2k (TP (PN
r4 r—

Esta métrica descreve quatro regides da maxima extensdo analitica do espago-tempo de

Reissner-Nordstrom, as quais estio representadas na Figura[3.3]

I-+

Singular
nestas

coordenadds
m

Ut = v+ =

Figura 3.3: O setor (I) deste diagrama é andlogo ao setor (I) da Figura e descreve a regiao
exterior ao horizonte de eventos do buraco negro de Reissner-Nordstrom. O setor (II) coresponde a
regido entre o horizonte de eventos e o horizonte de Cauchy (r— < r < r;). Os setores (III) e (IV)
idénticos aos (I) e (II), porém estdo no espago-tempo do buraco branco.

No ponto r = r_ a métrica (3.22) apresenta uma singularidade. Assim, a regido B
ndo pode ser descrita pelas coordenadas (U™,V™) pois a métrica (3:22) é complexa nessa
regido. A regido B pode ser descrita usando as coordenadas (U ~,V ™) em termos das quais

a métrica é dada por

ds* =

ror_ ezK—r< ry

2 1’2 ry—r

K-
U_V_:—e_ZK’r r——r ry —r ﬁ
r— r4 '

A métrica (3.23) descreve o espago-tempo de Reissner-Nordstrom nas quatro regides na

=1
><+ )dUdv+r2(d92+sin29d<p), (3.23)

com

vizinhanca do ponto U~ =V~ = 0, apresentadas na Figura
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Como mostrado por Carter [52]], o espaco-tempo de Reissner-Nordstrom pode ser esten-

-

L= const.
A R =

- r=10
- Singularidade
fisica

Figura 3.4: Neste diagrama o setor (II) é o mesmo apresentado na Figura e estd conectado ao
espaco-tempo exterior pelos setores (I), (II) e (IV), podendo ser descrito por ambas as métricas
(3.22) e (3.23)). O setor (VI) representa a regido interior ao horizonte de Cauchy (r = r_) e contém
a singularidade fisica em r = 0. O setor (III’) estd conectada a uma outra regido espaco-tempo que
¢ idéntica as regides (1), (II) e (IV). Sendo (I) e (IV) novas regides assintoticamente planas.

dido como uma colecdo infinita de regides andlogas as descritas nas Figuras e
A Figura [3.5] mostra o diagrama de Penrose completo para o buraco negro de Reissner-
Nordstrom , e também o diagrama para um buraco negro de Reissner-Nordstrom formado
a partir do colapso gravitacional de poeira eletricamente carregada.

No decorrer deste trabalho consideraremos o buraco negro de Reissner-Nordstrom bi-

dimensional, usando a métrica truncada nas coordenadas (7, r),

M Q2 M 02\ !
dS2:— 1___|_Q_ d[2+ 1———|—Q— drz. (324)
r r2 r r2

3.3 Espacos-Tempos Esféricos Assintoticamente Anti-de
Sitter

Espacos-tempos maximamente simétricos com curvatura constante e negativa sao co-

nhecidos como espagos-tempos anti-de Sitter (AdS). Tais espacos-tempos sdo solu¢des das
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regido .
assintoticamente :‘ -
plana i i i
Singularidade -
-
r=0 L

PR Horizonte

0

A de eventos

ot “emI' r=r+

]

Singularidade
. r=0

“or=r.

Trageloria
tipo-tempo

infinitos
espaciais | __
internos

Horizonte
7 do fututre
o r=ri

ot

herizante
... de eventos

in r=ris

- Tragetéria de uma
geodesica radial nula.

Tragetdrias com

r=f = =const.

Figura 3.5: (A): Diagrama de Penrose completo da maxima extensao analitica de um bu-
raco negro de Reissner-Nordstrom mostrando todos os setores descritos pelas Figuras [3.3]
e (B): Diagrama de um buraco negro de Reissner-Nordstrom formado a partir do co-
lapso gravitacional, evidenciando que uma trajetéria tipo-tempo pode viajar livremente na
regido entre o horizonte de eventos e o horizonte de Cauchy sem estar condenada a cair na
singularidade fisica em r = 0.

equacgdes de campo de Einstein para o vacuo

1

que correspondem as equagdes de Einstein na presenga de uma constante cosmoldgica
negativa,

A= lR, (3.26)

4
0s quais sdo, portanto, espacos-tempos com curvatura escalar de Ricci constante. Uma das
implicacdes fisicas da constante cosmoldgica €, no limite Newtoniano, a presenca de um
termo atrativo adicional na forca gravitacional efetiva.
A métrica que descreve o espaco-tempo anti-de Sitter € dada por

ds* = — (1 +o*r?) di* + dr* +r* (d6* +sin? 6dg) , (3.27)

(14 o2r?)
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onde .

e (t,r,0,¢) sdo coordenadas tipo Schwarzschild. E facil perceber que no limite assintético
r — oo este espaco-tempo ndo se aproxima do espago-tempo de Minkowski.
Espagos-tempos com constante cosmoldgica negativa admitem solu¢des que contém
buracos negros. Apesar destes espagco-tempos nao serem globalmente anti-de Sitter, no li-
mite assintético sao AdS. Neste trabalho consideramos apenas as solugdes Schwarzschild-
anti-de Sitter e as solugdes tipo black string [S3,154]]. Nas secdes que seguem apresentamos

uma breve descri¢cdo da geometria do espaco-tempo nas vizinhancas destes buracos negros.

3.3.1 O Buraco Negro de Schwarzschild-Anti-de Sitter

O espaco-tempo de Schwarzschild-anti-de Sitter € uma solucdo para as equagdes de
campo de Einstein no vidcuo com simetria esférica e na presenca de uma constante cosmo-
l6gica negativa. A métrica que descreve tal espaco-tempo € dada por

oM 1
ds? = — (1 -4 a2r2) dr* + ( o dr*+1* (d6* +sin* 6d¢) . (3.29)
5 er)

r
r

Esta métrica representa um espaco-tempo assintoticamente anti-de Sitter com a presenga

de um buraco-negro cujo horizonte de eventos esta localizado em

1 1 1 1
I $<M—f— M2+27a2>+3 $<M— M2+27a2>- (3:30)

As outras duas raizes da equacgdo g, (r) = 0 sdo imagindrias, e portanto, existe somente
uma singularidade coordenada na métrica (3.29).
A singularidade coordenada da métrica (3.29) em r = rj, pode ser removida fazendo-se

as mudancas de coordenadas da mesma forma que para os buracos negros de Schwarzschild
dr

1—2M/r—|—062r2’e

e Reissner-Nordstrom. A coordenada tartaruga r*, definida por dr* =

dada em [55]] como sendo

r
~ 1
Tn

2xr* =1In

11 r2+rrh+r}21+oc*2
——In
2 r%+or2

>+F(r), 3.31)
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sendo k a gravidade superficial no horizonte de eventos e onde definimos

32 4202 2ry\/3r + 402

F(r)= "t arctan 5 5 , (3.32)
rh,/3r%+4oc*2 4ry, H4o=+rry

Definindo as coordenadas de Kruskal-Sekeres por U = —e™* ¢ V = X", com u =

t—r*ev=t=r% amétrica do espaco-tempo de Schwarzschild-anti-de Sitter pode ser

escrita na forma

NSO

ds — T (,,2 +rpr+ r}zl + 0672)
rK%/r%%—az

sendo que r(U,V) é determinado implicitamente por

(é_ 1) V rle-'_a_ze—F(r)_

r+ rhr—l—r% +a2

o2 Ndudv +r*(U,V) (d6° +sin’ 0dg),  (3.33)

Uv =— (3.34)

3.3.2 Branas Negras/Black Strings

A designacgao branas negras black branes, ou black Strings é dada a uma familia de bu-
racos negros em espacos-tempos assintoticamente anti-de Sitter, para os quais a topologia
do horizonte de eventos pode ser toroidal, cilindrica ou planar. A forma mais geral para a
métrica que descreve 0s espagos-tempos na vizinhanga destes buracos negros foi obtida por
Lemos e Zanchin [53]]. Neste trabalho nos concentramos apenas nos casos sem rotagao,

para os quais a métrica é [S6]]

s 1
PRI PRI A P —dP+ 2 (d62+dg?) . (3.35)
ror By
r r

Nesta métrica, e ¥ estdo relacionados respectivamente com a massa e a carga elétrica do
buraco negro, sendo seus valores dependentes das especificacdes dos intervalos de dominio
das coordenadas, ou seja, dependem da topologia do buraco negro. A topologia do hori-
zonte de eventos destes buracos negros € caracterizada por tais especificagdes, sendo que
as topologias possiveis sdo: (i) planar, para a qual as coordenadas (¢, r, 0, @) estdo definidas

nos intervalos t € (—eo, o), r € (0, 00), @ € (—o0,00) & @ € (—o0, 00), cOm 0S pardmetros
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de massa e carga elétrica dados respectivamente por 8 = 4M e y> = 4Q?; (ii) cilindrica,
com os intervalos ¢ € (—oo, ), r € (0,), 6 € (0,27) e @ € (—o0, ), € cuja massa e
carga elétrica sdo dadas por B = 4M e y* = 4Q?; (iii) toroidal com intervalos ¢ € (—oo, o0),
re (0,00),0 € (0,2n] e ¢ € (0, 27), para a qual temos f3 = e}/—4Q
Consideraremos neste trabalho o casos (i) e (ii), para os quals a topologia do horizonte

de eventos do buraco negro é, respectivamente, planar e cilindrica. Nesses casos a métrica

(3.35) toma a forma

4M 407 1
P (azrz__+£) i+ —dr?+2dQ2. (3.36)
r L, 4M 40
a2 — 2 T
r r2

L. . 4 L. .
Para valores de massa e cara elétrica tais que Q2 < % N %, esta métrica apresenta dois

horizontes dados por

B 1/ 80 2VA 4V2V3M

_ B — + , 3.37
v 2\ v Ve T s 37
€
2 3 3
B 1 8 2VA  4V2Y3M
S T
V32 2 /34 v9a? o’B
sendo
43020 + VA2
PN AL Q3+\/_7 (3.39)
a2vVA
com
A=9M>a® +/81M* ot —1920%a. (3.40)

A superficie r = r corresponde ao horizonte de eventos, enquanto que a superficie r = r_
¢ um horizonte de Cauchy. Vé-se, entdo, que a métrica (3.36) representa um buraco negro

andlogo ao buraco negro de Reissner-Nordstrom-anti-de Sitter.



Capitulo 4

Radiacao de Hawking e Anomalias de
Traco: Método Christensen-Fulling

4.1 Introducao

Obter o tensor de energia momento da radiacdo de Hawking usando as técnicas con-
vencionais da Teoria Quantica de Campos em Espacos-Tempos Curvos € um processo
extremamente complicado, isto quando executdvel. Na tentativa de contornar estes pro-
blemas foram propostos alguns métodos que empregam o conhecimento de anomalias para
impor restricdes importantes sobre a forma funcional do tensor de energia-momento, ou
no caso de algumas geometrias privilegiadas, determinar por completo o tensor de energia-
momento da radiacdo de Hawking e de outros efeitos quanticos que surgem na presenga
de campos gravitacionais. Dentre tais métodos destaca-se, por sua eficiéncia e praticidade,
o método proposto por Christensen e Fulling [24]], onde se determina o tensor de energia-
momento da radiacdo de Hawking usando o conhecimento da anomalia conforme, a qual é
dada em termos dos invariantes geométricos do espaco-tempo. Nas se¢des que se seguem
apresentamos uma revisao sobre este método, dando énfase a fundamentacio tedrica do
mesmo e ressaltando as vantagens e limita¢des do seu emprego.

Uma vez realizada a revisdo do método proposto por Christensen e Fulling [24],passa-
remos ao estudo do processo de evaporacio de buracos negros, obtendo assim o tensor de
energia-momento da radiacdo de Hawking emitida pelos buracos negros estaticos descritos
no Capitulo [3] restringindo nossa aten¢@o ao caso de um campo escalar. Primeiro usamos
a lei de conservagdo da energia-momento para obter a forma geral das componentes do
tensor de energia-momento, as quais serao dadas em termos da anomalia de trago e de duas
constantes de integracdo. Isto serd feito para espagos-tempos quadri e bidimensionais. De
posse de tais expressoes, escrevemos a anomalia do traco para o campo escalar em termos
dos invariantes geométricos do espaco-tempo. Por tltimo, determinamos as constantes
de integracdo para o caso bidimensional através da imposi¢do de condi¢cdes de contorno
fisicamente aceitdveis para o tensor de energia-momento que representa o estado de vicuo
da radiagdao de Hawking. Com isso, podemos comparar nossos resultados com o tensor de
energia-momento da radiacdo de Hawking encontrados na literatura e calculados através
de outros métodos.

38
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4.2 O Método de Christensen e Fulling

Na metade da década de setenta quando Capper e Duff apresentaram os primeiros
resultados a respeito do surgimento de anomalias na teoria da gravitacdo semiclassica
usando o método de regularizacdo dimensional [22, 23], havia um discussdo intensa so-
bre se as anomalias possuiam alguma interpretacdo fisica ou se eram apenas uma con-
seqiiencia da mé escolha do processo de regularizagdo como argumentado por muitos
[57,158, 143,159, 160,161, 62]]. Nesse contexto o trabalho de Christensen e Fulling é de grande
importancias pois mostra que as anomalias gravitacionais sao realmente uma conseqiiéncia
fisica da quantizacdo dos campos em um background curvo, e que o surgimento delas se
deve ao processo de criagao de particulas. Em duas dimensdes a radiagdo de Hawking se
deve inteiramente a anomalia de traco. Outro ponto relevante deste método € sua simpli-
cidade, uma vez que permite obter o tensor de energia-momento da radiacdo de Hawking
sem a necessidade de realizar os cdlculos complexos da teoria quantica de campos. De uma
forma geral, o método € o descrito a seguir.

Parte-se da equacao de conservacdo da energia-momento,
VuTy' =0. 4.1)

Resolve-se esta equagdo para a regido de estados estaciondrios, onde os valores esperados
das componentes do tensor de energia-momento sdo aproximadamente independentes do
tempo, e assume-se que as simetrias do espaco-tempo podem ser estendidas para o tensor
de energia-momento dos campos quanticos evoluindo nesse espago-tempo, ou seja, para
um buraco negro com simetria esférica assume-se que o tensor de energia-momento seja
esfericamente simétrico.

A equacdo de conservacdo da energia, em geral, fornece equagdes diferenciais para as
componentes ndo nulas do tensor de energia-momento. Porém, a independéncia temporal
do tensor de energia-momento implica que a componente puramente temporal 7}, fique
indeterminada. Entretando, esta pode ser obtida em termos do trago andmalo e das outras

componentes ndo nulas, sendo dada por:
T'=TY T/ (4.2)

As componentes do tensor de energia-momento sdo obtidas através da resolucdo das equa-
coes diferenciais, que em geral feita por integracao direta. Para espagos-tempos que admi-
tem reducdo dimensional consistente para duas dimensdes para a obten¢ao de um espago-

tempo bidimensional equivalente, ou no caso em que a métrica pode ser truncada, este
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procedimento fornece as componentes nao nulas do tensor de energia-momento em termos
de uma funcdo que é totalmente determinada quando o traco andmalo € conhecido e de
duas constantes de integracdo. Sendo que seu valor exato pode ser obtido fazendo-se por
consideragdes fisica a respeito de seu comportamento no infinito espacial e sobre os hori-
zontes do passado e do futuro, onde se estabelecem condi¢des de contorno bem definidas e
fisicamente aceitdveis para determinar os valores das constantes de integracdo. O sucesso
da aplicagcdo deste método para buracos negros quadridimensionais esta fortemente rela-
cionado com as simetrias da parte “angular” do espago-tempo. Além das duas constantes
de integracdo e da funcdo dependente do trago anomalo, a determinag¢do das componentes
transversais € dada em funcdo do traco andmalo e de uma fun¢do que geralmente ndo €
conhecida, podendo ainda a equacdo de conservacao fornecer uma equagdo identicamente
nula. Porém, para algumas geometrias privilegiadas € possivel determinar as componentes

transversais usando argumentos semicldssicos e consideragdes geométricas.

4.3 Forma Geral do Tensor de Energia-Momento Ano-
malo

Nesta secao estudamos o processo de evaporacdo de buracos negros usando os métodos
que usam as anomalias de traco para obter a forma geral do tensor de energia-momento da
radiacao de Hawking. Estamos interessados em espagos-tempos estiticos € com simetria
tal que a métrica pode ser escrita na forma (3.1)), ou, para os espagos-tempos bidimensionais

truncados, na forma (3.4)).

4.3.1 Para Buracos Negros Quadridimensionais

As geometrias dos espacos-tempos na vizinhanca dos buracos negros considerados
neste trabalho podem ser descrita por uma métrica na forma geral dada no capitulo an-
terior, cf. Eq. (3.I). Para os espagos-tempos descritos por tal métrica, e assumindo que
os campos da matéria preservam as simetrias do espago-tempo, as Unicas componentes do
tensor de energia-momento possivelmente ndo nulas sdo: T/, 7/, T}, T/, T99 e T(g’ . Com

estas consideracoes, a equacao de conservagdo de energia,

VuTy* =y + T4, T4 —T, T * =0, (4.3)
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fornece as seguintes equacdes diferenciais

2
AT+ T, =0, 4.4)
p
/! /! 2 9
o,T," T, ——T,"—ZT,% =0 4.5
+(2f 2f t r 0 ) ( )
c
To% =T,°. (4.6)

A equacdo (4.4) pode ser integrada para 7;" fornecendo

A

., (r)= — 3 4.7)

onde A é uma constante de integracdo. A componente 7;’ pode ser escrita em termos do

trago, e das outras trés componentes da diagonal principal do tensor de energia-momento,
T =Ty % T, —2T,°. (4.8)

Usando esta relagdo, a equagao (4.5) pode ser escrita como

&T’+—f Q2rf+rf)T." — (2rf —r*f') Ty —%Ta =0, (4.9)
cuja solugdo em termos de f(r) e f'(r) é
Trr(r) Z%‘{B—A+H4D—|—G4D}, (4.10)
com 12 ()
Hin(r) = [ P g, 0har, @11
¢ 12 (o0
Gap(r) = / (r’ Fiy— L 2(r )> To ® (¥)dr. (4.12)

Colecionando esses resultados obtemos a forma geral do TEM, o qual, em termos da coor-

denada tartaruga, r*, pode ser expresso como a soma de quatro termos

Tk =R k@) i) o p() (4.13)
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onde definimos

To‘j‘(r) 2f(r)H4D(I”) 1 0 0 O
TR = 0 WHALDU) 0 0 (4.14)
0 0 0 0
i 0 0 0 0
1 -1 0 0
A |1 =100
T*H(2) — , 4.15
v 2fr)lo 0 0 0 (415)
0 0 0 0,
" Gan() i
r2f(r) 0 0 0
G4D(I’)
* (3
Tv n(3) — 0 I’zf(l’) 0 0 7 (4.16)
0 0 To 9 (r) 0
|0 0 0 Tr)
c
-10 0 0
B 0 10 0
TR = —— 4.17
v 2fr) 0 0 0 0 @417)
0 000

)

Note-se que apenas 7, () depende do traco andmalo do tensor de energia-momento, que
apenas T,/ 1) tem componentes ndo nulas fora da diagonal principal, e que apenas 7, K@)
carrega as informacdes a respeito das componentes transversais do tensor de energia-
momento. A solu¢do do problema depende do fornecimento do trago andmalo T, (r),
através da fungdo Hyp(r), e das componentes transversais do tensor de energia-momento
andémalo T (r) = T (r), via fungdo Gap(r). Dadas tais fungdes, as constantes A e B sdo de-
terminadas por condicdes de contorno (assintéticas) adequadas. Porém, dado que em geral
ndo temos informacdo sobre as componentes transversais do tensor de energia-momento,
o método ndo € eficaz para espacos-tempos quadridimensionais. De fato, as componentes
transversais do tensor de energia-momento (cf. Eq. (4.6)) ndo sdo conhecidas e a func¢do
(@.12)) fica indeterminada. Portanto ndo se pode obter o tensor de energia-momento de
forma fechada. Apesar disso, no caso da geometria de Schwarzschild € possivel estimar as
componentes transversais através de argumentos indiretos [24] . Porém, tal procedimento é

peculiar a esta geometria, ndo podendo ser generalizado e, por isso, ndo o reproduziremos
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aqui.

4.3.2 Para Buracos Negros Bidimensionais

A métrica (3.1)) pode ser truncada, eliminando-se as coordenadas (0, ¢), resultando
num espago-tempo de (1 + 1) dimensdes que descreve a regido exterior de um buraco
negro bidimensional. A fung¢do horizonte nao € alterada por esta reducdo dimensional.
Como as componentes angulares foram suprimidas, a equacao de conservacio da energia-
momento (4.3)), fornece apenas duas equacdes diferencias para as componentes nao nulas

do tensor de energia-momento, sendo estas:

o,T," =0, (4.18)
/
o1, + = (2T, — T*) =0, (4.19)
2f
A solugdo da Eq. (#.18) é
T,” = —A = constante, (4.20)

correspondendo a um fluxo constante de energia. Para a componente 7,” temos que a

Eq. (4.19) tem solucao geral da forma

1

0=

{B—A+Hp(r)}, (4.21)

onde o
HZD(I"):/ %Tg(r/)dr. (4.22)

Assim, no caso bidimensional e em termos da coordenada tartaruga, o tensor de energia-

momento fica

T‘;k,u _ T‘:k”(l)+T‘;k“(2)+T‘;k“(3), 4.23)
onde definimos
o |0 HJZ‘I()r()r) ’
*u(l)
T , Hap(r) | @2
f(r)
A |1 —1
T* u2 . 2 , 4.25

v fin 1 —1 ( :
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sue _ B 710
TH “ﬂﬂ[o 1]. (4.26)

Para determinarmos as constantes de integracdo A e B é conveniente escrever o tensor

de energia-momento em termos das coordenadas nulas u e v, em funcdo das quais temos

Tou = 2B+ 2H5(r) — F(DTE ()] @27)
T,=T,—A, (4.28)

¢ 1
Tow =T = = F(NTL(r). (4.29)

O método proposto por Christensen e Fulling foi inicialmente aplicado ao buraco negro
de Schwarzschild considerando anomalias de traco devido a um campo escalar. Em tal
caso, para que o tensor de energia-momento andmalo corresponda ao tensor de energia-
momento da radiacdo de Hawking, é necessdrio que as condicdes do vacuo de Unruh
sejam satisfeitas [42, |63], i.e., que na regido assintdtica ndo exista um fluxo de particulas
entrando do infinito em dire¢ao ao horizonte de eventos 7,,,(r — o) = 0, e que no horizonte
do passado (V = 0, nas coordenadas de Kruskal) ndo haja fluxo de energia, 7,,,(V — 0) =0.

Com estas condigdes de contorno, temos que

A = lim [T (r) — Ty (r)], (4.30)

r—oo

B=0, (4.31)
e, para um campo escalar, a constante A é dada por

A= lim [Hap(r) — £(r) TE()]. (432)

2 F—oo

Entdo, como a constante A representa o fluxo de energia da radiacdo de Hawking no infi-

nito, deve-se ter
o,

_K R
4871

onede k2 é a gravidade superficial do buraco negro bidimensional.

(4.33)

Tuu(r - °°) =

As expressdes gerais para os tensores de energia-momento em quatro dimensoes, (4.14)
a (.17), e para duas dimensodes (4.24) a (4.26), fornecem a forma correta do tensor de
energia-momento andmalo independentemente do tipo de campo considerado. No caso

bidimensional € possivel obtermos de forma exata o fluxo de energia devido a radiacdo de
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Hawking. Para isto, é necessario fornecermos somente valor do trago do tensor de energia-
momento. O caso particular de um campo escalar em espagos-tempos bidimensionais é
estudado a seguir.

Apesar dos resultados listados acima terem sido obtidos com base num buraco negro
de Schwarzschild, acredita-se que os mesmos se apliquem de maneira geral aos buracos
negros estdticos descritos no Capitulo[3] Vale notar porém que a equacao (4.32)) pressupoe
que a quantidade Hop(r) — f(r) TZ(r) seja bem comportada no infinito radial. Este fato
requer uma andlise cuidadosa no caso de espacos-tempos que ndo siao assintoticamente
triviais. Conforme vemos a seguir, no caso de espacos-tempos assintoticamente anti-de
Sitter tais dificuldades podem ser suplantadas. Por outro lado, no caso de espacos-tempos
assintoticamente de Sitter, o limite r — oo, ndo estd bem definido, uma vez que ha um
horizonte cosmolégico num valor finito de r = r.. A singularidade métrica no horizonte
cosmoldgico cria problemas adicionais na aplicacdo do método de Christensen e Fulling
a espacos-tempos tipo de Sitter. Uma solugdo para este tipo de problema foi proposta por

Mottola e Vaulin [64], mas ndo a analisaremos no presente trabalho.

4.4 As Anomalias de Traco para o Campo Escalar

Neste trabalho consideramos apenas um campo escalar ¢(x) evoluindo nos espagos-

tempos nas vizinhangas de buracos negros. Neste caso, ao considerarmos as equagdes

(2.69) e (2.70) temos: Ng = 1 e Ny = Ny = 0. Portanto,
1

1

A seguir escrevemos a forma geral das anoalias de trago para este caso particular.

4.4.1 Para Buracos Negros Quadridimensionais

Uando os resultados [4.34] para os espagos-tempos descritos pela métrica quadridimen-
sional (3.1I), com a funcdo horizonte (3.2), obtemos que o trago do tensor de energia-
momento andmalo (cf. Eq. (2.68))) é dado por

4a2a  a* 18ab  12b* 2ac T2bc  78c?

r? r

1
T¢(r) = ——— |18a*
o (r) 270(4%)2 + ’,.5 r6 ,,-6 r7 ”'8

(4.35)
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Além disso, fungido Hyp(r) definida pela Eq. (4.11)) toma a seguinte forma

1
5 {9066(r4 - rﬁ) —|—4oc4a(r2 — rﬁ) + 18064b(r —rp)+

Hip(r) = —————
0N = ~gio6n)
11 11
—2a’%ab (— —~ —) + (18a%b* + 160%ac) (_2 - _2> T
r

roor ri
1, , ) 1 1 222bc? (11
—(a“b—144a°b - — — - — =

+3 (a c) (r3 r2> + 7 <r7 r;71> +
1 2 2 22 1 1

+= (—4ab —a‘c+178a°c ) — —— |+ (4.36)
2 r4 r2
2 3 1 1

+§ (Clb + 14abc) <I’_5 - é) +

1 1 3923 (11
—(18b%c+4ac*) | - - = | - = [ = — —
(18b%c +4ac”) <r6 1’2) 5 <r8 rﬁ>+

—20? (a2 + 180620) In(r—ry)}.

Por sua vez, a forma geral fungdo G4p(r) ndo pode ser determianda. Devido a tal fato, ndo
analisaremos aqui os espacos-tempos quadridimensionais, nem mesmo nos casos particula-
res de Schwarzschild e Reissner-Nordstrom , nos quais este problema pode ser contornado
[24].

4.4.2 Para Buracos Negros Bidimensionais

Em espacos-tempos bidimensionais, a anomalia de traco do tensor de energia-momento
(2.67) depende apenas do escalar de curvatura que para a geometria descrita pela métrica
(34) vale R = —f"(r). Logo, temos que

1 2b  6¢
o_ 1 2 46 bc
T.% = i (205 3 + r4> (4.37)

Substituindo este resultado na fungdo (d.22)) que depende do traco andmalo temos

1 11 11
Hap(r) = 7o {—2“4 (r*—r;) —2a°b (— — —) +40’c (r—2 — —2)

r ry

4.38
RN () a1 0
2 \r* rf r rg ro rg '

Vale a pena acrescentar que, para o caso de um campo escalar num espago-tempo bi-

dimensional, com métrica da forma (3.4)), o trago do tensor de energia-momento anémalo
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< S . 4o _ 1 (2 [P 5
¢ dado por Ty = —55—f"(r). Assim, obtém-se Hop(r) = 55 ( K 4 ),onde Kk éa
gravidade superficial do buraco negro. Além disso, tem-se f(r) T3 (r) = —5t= f(r) f"(r).

Portanto, para buracos negros estiticos e com simetria esférica ou plana, a constante A, que

determina o fluxo da radiacdo de Hawking, é dada por

1,1 v )
A_@K +@}Eg<f(r)f (r)— 4 ) (4.39)

Interessantemente, se f’(r) e, conseqiientemente, f”(r) se anulam no infinito a constante A
fornece o fluxo de energia da radiacdo de Hawking conforme determinado por um observa-
dor inercial. Por outro lado, se f'(r) ndo se anula no infinito, a constante A pode nio estar
bem definida. Veremos a seguir que este € o caso de buracos negros em espagos-tempos

assintoticamente de Sitter e anti-de Sitter.

4.5 O TEM da Radiacao de Hawking: Campo Escalar,
Espacos Bidimensionais

No caso dos espagos-tempos bidimensionais, obtidos pelos truncamentos das métricas
quadridimensionais, € possivel obter a forma exata do tensor de energia-momento andémalo
determinando os valores das constantes de integracdo A e B. Consideraremos a seguir 0s
quatro buracos negros cujas geometrias foram descritas no Capitulo [3] O primeiro caso a
ser revisto € o buraco negro de Schwarzschild, para o qual este método foi empregado no
trabalho original de Christensen e Fulling [24], apresentamos os resultados aqui apenas
para verificacdo de concordancia de nossos resultados. Apods isto aplicamos 0 mesmo
procedimento para os buracos negros de Reissner-Nordstrom, Schwarzschild-anti-de Sitter

e para black branes.

4.5.1 Para o Buraco Negro de Schwarzschild

Vamos reproduzir aqui, resumidamente, a andlise realizada no trabalho original de
Fulling e Christensen [24] para o buraco negro de Schwarzschild. Em tal caso, o termo
proporcional a massa em (3.2) é b = 4M, a carga elétrica € nula, ¢ = 0, e 0 espago-tempo

¢ esfericamente simétrico, a = 1, e assintoticamente Minkowski, ¢ = 0. A anomalia do
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traco do tensor de energia-momento em duas dimensdes resulta na forma

M

Ty =
« 6mr3’

(4.40)

e a funcdo que depende da anomalia de trago (4.38)) fica

M [ 1

Assim, usando estas duas ultimas equagdes e a Eq. (4.32)), obtém-se

1

A= 632’ (4.42)

o qual corresponde exatamente ao fluxo da radiacdo de Hawking. Além disso, pelos argu-
mentos mencionados acima, obtém-se B = 0.

Para comparagdo, vamos escrever explicitamente as componentes do tensor de energia-
momento andmalo. Usando as Egs. e (@.41)), a parte do tensor de energia-momento
dependente da anomalia (4.24)) fica

M %(1_¥)_%<16}W‘_%) B

L S N )
28 1
om (1-2) 0 %(W‘Fm)

Por outro lado, as componentes do tensor de energia-momento que dependem das cons-

tantes de integracdo A e B s@o dadas por

A 1 -1 B -1 0
* (2 * (2
T; u(2) — [1 1] . e T u(2) — [ 0 1] ) (4.44)

r r

Além disso, sabemos que o valor esperado do tensor de energia-momento da radiacao de

Hawking para o buraco negro de Schwarzschild foi calculado por Hawking [4], sendo dado

(T,M) : [_1 _l] : (4.45)

por

= 7687M?2 1 1

Tomando o limite r — oo, em (4.43)), (4.44)) e comparado com o resultado obtido por Haw-

king, pode-se determinar as constantes de integra¢do como sendo A = —————> e B =0,
768TM

coincidindo com o resultado original obtido por Christensen e Fulling [24].
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4.5.2 Para o Buraco Negro de Reissner-Nordstrom

Para o buraco negro de Reissner-Nordstrom, que correspode a um buraco negro esfe-
ricamente simétrico, @ = 1, de massa M (b = 2M), com uma carga elétrica nao nula que
contribui para a curvatura através do parimetro ¢ = 0%, em um espaco-tempo assintotica-

mente plano, & = 0, a anomalia conforme € dada por

1 [4M 60?
T = — [ ——]. 4.46
* 247r(r3 r4) (4.46)

Assim,

"= 5an A 5 /6 7 5 6 (4.47)

" Th T

1 M? 2MQ? A M O2MQ? 4
Hapr) — (-— ¢ o' M omg? Q_),

onde o raio do horizonte de eventos é r, = M + /M? — Q2. Substituindo as fun¢des dadas
nas Eqs. (4.46) e (4.47) na Eq. (4.32), obtemos

M2 N2
= —g, (4.48)
487r,

resultado que € consistente com a forma geral do fluxo de radiacdo de Hawking dado por
1, M Q?
—5 - K7, uma vez que no presente caso temos K = — — 3
4871 r,or
No limite assintético (r — o) a parte do tensor de energia-momento que depende da

anomalia de trago, (4.24)), assume a forma

2
1 (M Q? 1 0
= (L 4.49
v 247.[: }’% ]"2 0 _1 9 ( )
enquanto que a componente (4.23) resulta em
I —1
TR = A L 1] : (4.50)

Agora, para verificar o resultado da Eq. (#.48), comparamos com os valores espera-
dos das componentes do tensor de energia-momento da radiacdo de Hawking emitida pelo
buraco negro de Reissner-Nordstrom, os quais foram calculados por Hiscock [65] e por

Balbinot et al [66]. As componentes nas coordenadas nulas (u«,v) sdo dadas por

2 N2 2 2 2 4
I(M 0 M+3(M+Q)_3MQ +Q_6)

~ 24w A3

(L) 2r2 r3 2r4 r “.51)
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1 M 3M>+Q%* 3MQ* Q*
) = 2m (_r_3 TToA TS T F) ’ (42)
c
B 1 M 2M?* 30* 4MQ* 30*
(il = o) =34z (- 4o e o) G

Fazendo a transformacdo de coordenadas para (¢,7") e tomando o limite r — oo, temos

M>—Q%* -1 —1
Hip S oo)) — 2
(V5 (r — o)) 487 [1 1]- (4.54)

Comparando este resultados com {.49) e (.23) e (@.26) no limite assintdtico, determina-

M2 — 02 _ 02 M 2
se que as constantes de integracdo sao A = —g, eB= O s 1——+ Q—2 =0,
487r, 24nr;, r ri

confirmando o resultado obtido pelo método de Christensen e Fulling (4.48)).

4.5.3 Para o Buraco Negro de Schwarzschild Anti-de Sitter

Para obter a funcdo horizonte do buraco negro de Schwarzschild-anti-de Sitter toma-
mos o pardmetro de massa como sendo, » = 2M em (3.2). Como este buraco negro nao
possui carga elétrica, ¢ = 0, e a simetria do horizonte de eventos € esférica, a = 1. Assim,

a funcdo horizonte resulta na forma

2M
fr) =1+ - =—. (4.55)
A anomalia de traco do tensor de energia-momento para esta geometria é
1 [4M
Ty* = — [ —— — 202 4.56
* T 24rm ( r3 ) ’ (4.56)
e a funcdo que depende da anomalia de trago (4.38)) fica
1 M? 2Ma? 4, M? 2Mo®
H e N o / —_— (04 . 4.57
(r) 247 ( r4 r r re * I + rh) (4.57)
Assim, ao tentarmos aplicar a férmula (4.32)), obtemos
Vo[ aa, 00 M 2Ma® 4,
A=—1m | r" +20°+—F + +a'r|, (4.58)
48T r—oo rl‘}l r,

o que € obviamente inconsistente com o que € esperado para o fluxo de energia da radiacdo

de Hawking e conforme ja calculado de forma direta. Por outro lado, pelo método de
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Christensen e Fulling, em termos das coordenadas nulas (u,v) e no limite assintético, r —

oo, temos que

1 20°M  M? 1, a?
T, (o0 202 + ot — | = —K —_— 4.59
w (%) = gor ( +olr+ P r,j> 85 Tounr (4.59)

de onde, juntamente com a Eq. (4.28)), obtém-se

1 2
A= X _limT, 4.60
w55 T aan (), (+:60)

indicando que o fluxo de energia é bem definido somente se 7,,(r) é bem comportado
no infinito. Porém, por esta via, o método de Christensen e Fulling ndo determina tal
fluxo completamente, uma vez que 7,,(r) ndo é conhecido, a menos que seja determinado
diretamente. De fato, Hemming e Keski-Vakkuri [67] calcularam os valores esperados do
tensor de energia-momento da radiacdo de Hawking de particulas escalares e sem massa

para o buraco negro de Schwarzschild , sendo estas em termos das coordenadas nulas dadas

por
1 202M  M? K2
Tu) = 72— o'ri =)= 4.61
(i) 487t( i, +r;j) 487 (“-6D)
e
<Tvv> = <Tuv> = <Tvu> =0. (4.62)

Esse resultado ¢ incompativel com a Eq.[4.59] Outra forma de confirmar a inconsisténca
do método de Christensen-Fulling para espacos-tempos assintoticamente AdS € comparar
a Eq. (¢.20) com o resultado obtido por Zeng, Lin e Yango [68]] para o fluxo assintético da

radiacdo de Hawking, 7;"(— o0) = 48n Dai obtém-se a constante A como sendo

1 20°M  M?
A= —— a4 2 =4
48 < rh + ry + r]‘i > ’

que € o valor correto do fluxo de energia devido a radiagdo de Hawking para o buraco-negro
Schwarzschild-AdS, mas que € inconsistente com a Eq. (4.60).

4.5.4 Para a Black Brane/Black String

Para este buraco negro carregado com simetria plana em um espago-tempo assintético

mente anti-de Sitter temos: a = 0, b = 4M e ¢ = 4Q?. Portanto a fungio horizonte (3.2)) é
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dada por
fr)=o*r* - —+ — (4.63)

A anomalia conforme do tensor de energia-momento é

1 /8M 2407 )
Tp%=— | —& — —2a 4.64
* 24w ( r rt > ’ (4.64)
logo
1 1o 4a’M  8a*Q? 4AM?  16MQ* 160*
H S - — _ _
2(r) 241 ( ar r * r? r4 * r ro +

4.65
4o 40PM  8a?Q* 4M?  16MQ?  16Q* (4.65)

T T T3 T T3 T

"h "h "h "h "h

Entdo, a Eq. (¢.32) produz

1 40°M  8aQ* 4M? 16MQ* 160*
A=—lim |a*? +a*r] + — 2Q +— - 5Q + g . (4.66)
247 r—eo n r, " " "n

um resultado inesperado, a exemplo do que ocorre para o espaco-tempo Schwarzschild-

anti-de Sitter. O calculo direto do fluxo de energia da radiacdo de Hawking no infinito para
2
o K .
este buraco-negro foi feito por Peng e Wu [69], como sendo 7, (r — o) = T Com isso
conseguimos determinar constante de integragdo A,

r : & = = (4.67)

1 40°M  8atQ* 2M?* 16MQ* 160*
Ae gty _ 8a7Q N B 0 . 0 .
48T I ri r, r r

Os resultados mostrados acima evidenciam a inconsisténcia da férmula estabelecida
por Christensen e Fulling para determinar uma das constantes de integracio e assim deter-
minar o fluxo de energia da radiacdo de Hawking no caso de espacos-tempos assintotica-

mente AdS. No que segue porpomos uma alternativa para remover tal inconsisténcia.

4.6 Adaptacao do Método de Christensen e Fulling para
Espacos-Tempos AdS

Conforme vimos acima, a determinacdo de uma das constantes de integragdo segundo

a sugestdo de Christensen e Fulling resulta numa indeterminacao para espacos-tempos as-
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sintoticamente nao triviais. A seguir, sugerimos uma alternativa para resolver tal problema
que tem validade para todos os espacos com estrutura assintético do tipo dos espagos anti-
de Sitter.

Considere-se o espago-tempo AdS puro cuja métrica é da forma (3.1)) com a funcao

horizonte dada por f(r) = 1 4+ a®r2. Nesse caso, o trago andmalo do tensor de energia-

2
. . (04
momento devido a um campo escalar conformemente acoplado é dado por T,y = “Ton
T
064
Com isso, dado que ndo existe buraco negro, resulta Hyp(r) = —Erz e tem-se
T

2 2.2

o 2—a°r 0
Tru) — 7 4.68
v 24w f(r) 0 22|’ (4.68)

A 1 =1
*u(2)
T, o1 1) (4.69)
c _ -
B [—1 0
xu3) P
T; 7o 1) (4.70)

Visto que ndo hd buraco negro no espago-tempo anti-de Sitter, o tensor de energia-
momento andmalo encontrado acima ndo pode corresponder a radiagao de Hawking. Além
disso, as componentes do TEM em termos das coordenadas nulas u e v divergem no infinito.

De fato, considerando que devemos ter B = 0, resulta

2
o
T, =— 4.71
uu 4871_7 ( )
2
(04
Ty = — —A, 472
R TY (4.72)
e
1 a o 2.2
Tuv:Tvuz—Zf(r)Ta (r) = 187 (l—l—oc r ) (4.73)

Embora ndo se tenha uma interpretacao fisica para este tipo de resultado, a andlise
acima permite propor uma modificacdo do método de Christensen e Fulling para espagos-
tempos estaticos assintoticamente anti-de Sitter, de modo que o tensor de energia-momento
proveniente da anomalia de trago possa ser associado unicamente a anomalia de trago as-
sociada a curvatura do espago-tempo causada pela presenca do buraco negro. Na prética,
isso pode ser feito subtraindo do traco do tensor de energia-momento andmalo, 7, a com-
ponente do espaco-tempo de fundo, T(b)g, 0 que corresponde a curvatura do espaco-tempo

de fundo, ou equivalentemente, a curvatura do espaco-tempo na regido assintética, despre-
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zando a presencga do buraco negro. Assim, nos casos estudados neste trabalho, a anomalia
de traco efetiva a ser considerada é definida por

T(ef)g - TO(CX - T(b)a . (474)

o

Uma forma de justificar a presenca do termo de background T(b)g € considerando-o como
tendo origem em termos de superficie que surgem da variacido da a¢do dos campos gra-
vitacional e da matéria S, conforme o procedimento estabelecido por [70]. Porém, detalhes
acerca desta interpretacio estdo além do escopo deste trabalho.

Para o caso de um buraco negro bidimensional estdtico num espago-tempo assintotica-

mente anti-de Sitter, esta definicdo resulta em

1 // //
TeNa = "5a7 (f (r) —f(b)(r)) : (4.75)

onde f(y) (r) € o fator conforme da métrica do espacgo-tempo de fundo. Com isso, usando o
trago efetivo definido acima e repetindo os procedimentos que conduzem a determinacao
do fluxo da radiacdo de Hawking para um observador inercial, que corresponde a constante

de integracdo A, resulta,

[ . 11 11 1 / 2 / 2
A= g lim | F( S () = fiay (0 ffy (1) = 5 ([ O) = £y ()]
(4.76)
Nao ¢ dificil mostrar que o segundo termo no lado direito da equacdo acima se anula e
resulta
A= L2 4.77)
487 '

conforme esperado para o fluxo de energia da radiacao de Hawking. Além disso, pode-se

mostrar também que a componente 7, = T,,,, agora dadas por

1
Ty=T,= _Zf(r)T(ef)Z(r% (478)

tém limite bem definido no infinito, ou seja, 7, () = T,,,(e0) = 0, assim como T,,,(e0) = 0,
consistentemente com os casos de espagos-tempos assintoticamente Minkowski e com os

calculos diretos do tensor de energia-momento para o caso de um campo escalar [67,169].



Capitulo 5

Radiacao de Hawking e Anomalias:
Método Robinson-Wilczek

5.1 Introducao

Neste capitulo analisamos como o método de Robinson e Wilczek [25] é usado para
obter o fluxo de energia da radiacdo de Hawking emitida por alguns dos buracos negros
descritos no Capitulo 3| Uma vez que a reducdo dimensional da acao depende da natureza
de campo que estd evoluindo nas vizihangas do buraco negro, da topologia do horizonte
de eventos, além da forma explicita da fungdo horizonte f(r), torna-se dificil apresentar
uma forma geral para a implementacdo deste método e do tensor de energia-momento
da radiacdo de Hawking obtido através de sua aplica¢do, como foi feito para o caso das
anomalias conformes na Secdo 4.3.1] Porém, uma vez definida a geometria do espaco-
tempo e os parametros globais de massa e carga elétrica do buraco-negro em questdo, é
possivel encontrar o fluxo da radiagdo de Hawking para cada caso, conforme veremos a

seguir.

5.2 O Método de Robinson e Wilczek

O método desenvolvido por Robinson e Wilczeck faz uso do conhecimento de ano-
malias de gauge e de anomalias gravitacionais para calcular os fluxos de energia-momento
e os fluxos de carga da radiacdo de Hawking emitida por buracos negros (veja-se, e. g.,
[250 71} [72]]). Para descrever de forma geral este método vamos considerar um campo
escalar carregado, ¢(x), evoluindo em um espago-tempo quadridimensional cuja geome-

tria é descrita por uma métrica na forma (3.1)), com a presenga de um potencial de gauge,

A= —gdt. A equacdo de onda que descreve a evolu¢ao dos campos quanticos da materia
r

55
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no espaco-tempo pode ser decomposta em ondas parciais como feito no Apéndice Bl A

acdo livre, Sj;,[@], para um campo escalar ¢ (x) é dada por

Sivelo] = 5 [a*x 0" 7 (VIgle" 2u9). 6.0

onde o operador derivada covariante, &, para um campo escalar carregado € dado por,
Dy = Vy —ieAy, e para um campo neutro, Z,, = V. Expandindo as derivadas parciais na

acdo em termos da métrica temos

1

1 1
f(l") ‘@tz—i_ﬁa}’ (rzf(r)ar)+r_28£22:| ¢7 (52)

Sialo] = 3 [ardrdo dprZ 00" |

onde 85 € o operador de momento angular

1 1

2 2
% = 7g7% (2(0)90) + 92. (5.3)

22(9) ¢

Uma vez definida a integral da acdo em termos da métrica, o passo seguinte no mé-
todo Robinson-Wilczek € proceder-se a reducdo dimensional da acdo resultante. Para
isso, faz-se uma decomposi¢do em ondas parciais dos campos da matéria na forma ¢ =

Ry ;(2,7)Y (6, @), e realiza-se a integracdo nas coordenadas angulares resultando em

1 1 A
Slivrew)] = EZ/dtdrrzR}k,m {_m@tz'i‘ar (f(r)ar) - ﬁ Rl,m(lar)' (5.4
I,m

Por ultimo, realiza-se a mudanga de coordenadas pra a coordenada tartaruga, r — r*, es-

crevendo a agdo (5.4) na forma
1 * * *
Sueld) = 5 ¥ [drdr' PR, [ 724+ 2 + Vi) Rinltr). 59
I,m

onde V, (r(r*)) é o potencial efetivo (cf. Eq. (B.7) do Apéndice A). Note-se que potencial
radial efetivo anula-se no horizonte de eventos, pois f(r) = 0 par r = ry, e, proximo ao

buraco negro, a a¢do (5.4) reduz-se a forma

1 2 2., 32

MIESES) / drdr PR}, [~ T2+ 2] Rin(t,1). (5.6)
l,m

Portanto, a fisica na regido proxima ao horizonte de eventos pode ser descrita usando uma

colecdo infinita de campos bidimensionais, R; ,,(t,7), propagando-se em um espaco-tempo

bidimensional dado pelo setor “r — ¢ do espago-tempo quadridimensional, com agdo efe-
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tiva dada na Eq. (5.6). A métrica que descreve a geometria deste espago-tempo bidimensi-

onal é dada por
ds® = —f(r)dt®* + d_r2 (5.7)
f(r) '

A agdo (5.6) mostra que, além dos campos da matéria e das fontes de gravidade, tem-se
ainda a presenga de um campo de gauge acoplado ao campo ¢ (x) através da sua carga e,
resultando no termo eA; = ¥ ha acdo bidimensional, e um dilaton, ¥ = r?, que surge
na reducdo dimensional. '

Uma vez feita a reducdo dimensional na acdo, o ponto fundamental do método de
Robinson e Wilczeck consiste na consideracdo que na regido préoxima ao horizonte de
eventos os modos ingoing dos campos da matéria sio classicamente irrelevantes, podendo
ser ignorados nesta regido. Fazendo esta hipétese, a teoria quantica efetiva torna-se chiral,
o que leva ao surgimento das anomalias de gauge e das anomalias gravitacionais descritas
nas Secoes[2.4.2)e[2.4.3] respectivamente. Assim, o espaco-tempo exterior ao buraco negro
¢ dividido em duas regides de interesse designadas por (O) e (H), sendo que (O) € a
regido onde a teoria preserva as simetrias cldssicas, a qual se estende das proximidades
do horizonte de eventos até o infinito, ((O) € [r;+ €,0]), enquanto que (H) é a regido
proxima ao horizonte de eventos, ((H) € [ry, r, + €]), onde a teoria se torna andmala.

A forma consistente da anomalia de gauge, cf. Eq. (2.71)), na regido (H) do espago-

tempo bidimensional € tal que
2
4m/lg|

Enquanto que a forma covariante ¢ dada por

Il = £"0,A,, (5.8)

&2

o J = e F". (5.9)

4r+/|g|

Para a anomalia gravitacional a forma consistente (2.73]) foi calculada em [48, 20, [19])
sendo dada por

VuT(‘;I) v =uN*y, (5.10)
onde o tensor N* ,, ¢ dado por
N', =N, =0, (5.11)
Ny = oo (04 (), (512
N = gz R =1 00)). (5.13)
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Ou seja, a anomalia gravitacional € puramente tipo-tempo, pois somente a componente tipo
tempo da Eq. [5.10]¢ diferente de zero. Portanto, a tinica componente ndo-nula da anomalia

gravitacional covariante (2.77)), satisfaz a equagao

VrT(;.])z = arNrt, (5-14)
onde usou-se a defini¢do
= 2 (- L0 (5.15)
' 96w 2 ) '

Usando as identidades de Ward obtém-se os fluxos de energia-momento e de corrente
devidos as anomalias gravitacionais e de gauge, respectivamente, sendo que o tensor de
energia-momento e a corrente de gauge totais sdo dados pelas somas destes em cada uma

das regides (O) e (H), isto é:

JH :J(ro)®(rh>+JzH)H(r), (5.16)
e
TH, = T(‘(‘)) vO(r—r, — &)+ T(‘;{) vH(r), (5.17)
onde definiu-se
H(r)=1-0(r—r,—¢). (5.18)

Por dltimo, usa-se o fato de que a teoria efetiva que descreve os fenomenos quanticos
deve ser invariante frente a transformacdes de gauge e a transformagdes de difeomorfismo,
mostrando que os fluxos de corrente e de energia-momento que restauram a invariancia da
acdo efetiva correspondem aqueles da radiacdo de Hawking.

A seguir analisaremos alguns exemplos de aplicacdo do método descrito acima. Para
simplificar a apresentacdo, faremos a descricdo do método separadamente para cada um
dos buracos negros estudados, introduzindo gradativamente os elementos necessarios para

a realizacdo dos célculos envolvidos em cada exemplo.

5.3 Campo Escalar na Presenca de Buracos Negros Neu-
tros

Por simplicidade, consideremos inicialmente um campo escalar neutro ¢ (x), evoluindo

no espaco-tempo de um buraco negro sem carga elétrica. Como visto acima, apds fazermos
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a decomposicdo do campo em ondas parciais e a redu¢ao dimensional da ac@o, a métrica
bidimensional que descreve este espaco-tempo € dada por (3.7), com a presenca de um
dilaton, ¥ = r*. Na regido (0), que se estende das proximidades do horizonte de eventos

até o infinito, o tensor de energia-momento € conservado

VuT(gyv =0Ty =0, (5.19)

enquanto que na regido (H) ocorre a quebra da covaridcia geral, e o tensor de energia-

momento nio é mais conservado
VuTlyv #0. (5.20)

O tensor de energia-momento em cada um dos setores do espaco-tempo pode ser obtido

pela integragdo direta das equacdes (5.19) e (5.10), resultando

Tv(ro)[ = do (521)

Ty =au +N"¢(r) =N"(rn), (5.22)

onde ap € ay sdo constantes de integracdo. De acordo com a interpretagdo de Robinson e
Wilczeck [[72], ao representando o fluxo de energia no infinito (r — o), sendo a quantidade
a ser determinada. O tensor de energia-momento total pode ser escrito como uma soma de

(.21) e (5.22)), respeitando-se os limites de validade em cada regido. Isto é,

Trt :7’("0)t®(r—rh —8)-|-T('}_])IH(I”),

(5.23)
=ao®(r—rp,—¢€)+[ag +N"(r) = N"(rp)|H(r).
Tomando-se divergente deste tensor de energia-momento temos que
T i =lao—auy +N"1(ry)]8(r—rpn—€)+ 0, [N":(r)H(r)]. (5.24)

Para verificarmos que esses resultados sdo consistentes com o que se obtém da teoria de
campos, consideremos agora a acao efetiva bidimensional na Teoria Quantica de Campos
em Espacos-Tempos Curvos. A contribui¢do para a agdo efetiva da métrica gy, devida

ao acoplamento com os campos da matéria ¢, € dada na Ref. [25] e se escreve na forma
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(veja-se também a Eq. (2.66) no Capitulo 2

Wiguv] = —iln (/@[(p]els[%guv}) : (5.25)

com Z[¢] representando o operador de integragdo funcional, S[¢, g,v] sendo o funcional
de acdo, que € composto pela acdo classica de Einstein, pela acdo dos campos livres, e por
um termo de interacdo. Frente a uma transformacgao geral de coordenadas, a variacdo da
acao cléssica é dada por

5,8 = —/dzx AV, TE, (5.26)

sendo A o parAmetro variacional. A invariincia da teoria quéntica frente a esta transforma-

cdo de coordenadas implica que a acdo efetiva seja invariante, isto €,

—S;LW:/dzx gAYV, TS
(5.27)
/ d*xA! [ao —ay + N1 ()] 8(r — rp— €) + 0, [N"(r)H (r)] = 0.

O termo d,[N",(r)H(r)], cuja contribui¢cdo para o tensor de energia-momento é 7" =
—N/(r)H(r), cancela-se por considerarmos a contribui¢do dos modos ingoing classica-

mente irrelevantes. Portanto para que a variagdo da a¢do efetiva seja nula, a condicao
do —dady —|—Nrt(rh):O (528)

deve ser satisfeita.

As componentes do tensor de energia-momento representam quantidades fisicas men-
surdveis e, portanto, devem ter valores bem definidos em todo o espago-tempo, incluindo o
horizonte de eventos. Esta condicao de regularidade implica que as componentes do tensor

de energia-momento covariante devem se anular no horizonte de eventos, i.e., T(’H) () =

1 .
Ty 1(rn) + 997 [f(rn) f'(rn) = 2" (rn)] = 0. Assim, usando (5.22) segue que

ay = 2N/ (ry), (5.29)

e, portanto,

K2

481

que corresponde a um fluxo de energia visto por um observador no infinito. O célculo

ao=N"(r,) = (5.30)

do tensor de energia-momento da radiacdo de Hawking coincide com este resultado [J5].

Assim podemos interpretar este resultado considerando que o fluxo de energia que restaura
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a covaridcia geral da teoria quantica efetiva coincide com o fluxo de energia das particula
emitidadas pelo buraco-negro. Portanto, a anomalia se deve ao fendmeno de criagdo de

particulas pelo buraco negro.

5.3.1 Na Presenca de um Buraco Negro de Schwarzschild

A andlise apresentada na dltima secdo aplica-se de imediato ao caso de um campo
escalar no espaco-tempo de Schwarzschild . A geometria esférica permite a decompo-
sicdo do campos escalar ¢ (x) em termos as fun¢des esféricas harmonicas, ¢ (¢,r,0,¢) ~
Ry (t,1r)Y;(0, @), conforme resumido no Apéndice [B| Entdo, repetindo os procedimentos
descritos na Secdo [5.3] obtemos que o fluxo da radiagdo de Hawking de acordo com um

observador no infinito é dado por

1 /M\* 1 1
[ J— = 5.31
90~ 487 (r,’f) 487 16M2 31

concordando com o resultado obtido na Sec¢ao pelo método de Christensen e Fulling

(cf. Eq. (4.42).

5.3.2 Na Presenca de um Buraco Negro de Schwarzschild-anti de Sit-
ter

De forma andloga, a andlise acima aplica-se também caso de um campo escalar no
espaco-tempo de Schwarzschild-anti de Sitter. Novamente a constante ap determina o

fluxo da radiacdo de Hawking,
K2 1 . M\?
=—=—|0 - | - 5.32
“0= 48 487:( ”l*,f,g) (5.32)

Vale observar que este resultado estd em concordancia com o que foi obtido pelo método

de Christensen e Fulling somente depois da modifica¢do proposta na Segdo {.6] (cf. Eq.

@.77).
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5.4 Campo Escalar Carregado na Presenca de um Buraco
Negro Carregado

Consideramos agora um campo escalar carregado ¢ (x) no espago-tempo nas vizinhan-
cas de um buraco de Reissner-Nordstrom, descrito na Secao (3.2.2)), cuja métrica que des-
creve a geometria do espago-tempo é dada por (3.13). O potencial de gauge devido a
presenca do campo elétrico é

A=A,dr. (5.33)

Ap6s fazermos a redugdo dimensional da acdo, a métrica bidimensional que descreve o
espaco-tempo é dada por (3.24). Na regido (H) € [ry,r, + €], préxima ao horizonte de
eventos, além da anomalia gravitacional, teremos a presenca de uma anomalia de gauge
devida a omissdo dos modos ingoing do campo carregado, que sdo classicamente irrele-
vantes nessa regiao.

A forma consistente da anomalia de gauge para campos de gauge abelianos neste

espago-tempo é dada por (5.8). Portanto, nesta regido a corrente andmala satisfaz a equacao
o2

e"9,A,. (5.34)
4w

Sy =
Na regido (O) € [r, + €,0], distante do horizonte, a corrente de gauge é conservada,

i) = 0. (5.35)

Resolvendo as duas ultimas equagdes, obtemos as correntes de gauge em cada regiao

como sendo
Jio) = Co; (5.36)
e
o2
Sy =cn + e [As(r) — As(rn)] s (5.37)

onde cp € cy sao constantes de integragao.

Analogamente ao procedimento usado no caso dos buracos negros neutros, vamos com-
parar os resultados acima com o que se obtém a partir da acao efetiva da TCETC. Neste
caso, a acdo efetiva deve ser invariante frente a uma transformacgao de gauge, i.e, devemos

ter

W = /dzx\/|g|7LV“J“ _o, (5.38)
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onde a corrente gauge J* é dada pela soma da parte conservada e da parte andmala,
com 8 sendo o delta de Kronecker. Portanto, a variagio total da acdo efetiva é dada por

2 2
e e
O tultimo termo da equacdo (5.40) se cancela por efeitos quinticos dos modos ingoing
classicamente irrelevantes. Assim, para que a invariancia frente a transformacodes de gauge
seja re-estabelecida, o coeficiente da funcdo delta de Dirac deve anular-se, ou seja,

2

e
co—CH +HAt(rh) =0. (5.41)

Deve-se fixar o valor do fluxo de corrente no horizonte de eventos. Como a corrente J#

deve ser um invariante de gauge, é conveniente assumir que a corrente covariante dada por
2

(2.73) seja nula no horizonte, | J© = J" + e—A, r)H(r) =0 |. Assim, temos que
d an q

2

e
cy = -I—HA,(rh). (5.42)

Além deste fluxo de carga, temos ainda um fluxo de energia-momento devido a quebra
da covariincia geral na regido préxima do horizonte (H). As formas da anomalia gravita-
cional consistente e covariante sdo as mesmas que no caso do buraco-negro de Schwarzs-
child, sendo dadas respectivamente por e (5.14). Entretanto, a presenga do campo
elétrico no background faz com que o tensor de energia-momento ndo seja conservado
nem mesmo na teoria cléssica.

Sob uma transformagdo de difeomorfismo da forma x — x' — &, a métrica varia por
oghY = — (VHEY +VVEH); o campo de gauge, por §A, = EHIvAy +EVIuAy; o dilaton,
por 6% +EH 9, . Além disso, a agdo dos campos da matéria, S[gyv, Ay, @,¥], é invariante,
0S[guv,Au, ¢, ¥] =0. Portanto, a forma correta para as identidades de Ward considerando

a presenca da anomalia gravitacional é

oo 0S

—=
\/E5G

2 68

Vgl 08*Y

onde o tensor de energia-momento € definido por 7,y = e a corrente associada
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1 68

V/1g] 84n°

Consideremos agora a componente tipo-tempo da identidade de Ward (5.43)) na regido

com o campo de gauge é dada por J* =

(0), que resulta

Ao efetuarmos a integracdo nesta dltima equag@o obtemos o tensor de energia-momento

nesta regiao

Trt(o) =ap+ CoAt<I’). (545)
Na regido (H) temos
T vy = Fud gy + 0N, (5.46)
2
com, Fr STy, = Fud "y + AVl e Ty = co+ ze—nAt(r). Assim, fazendo a integracio

o tensor de energia-momento nesta regido fica

r 62
Trt(H) =day +/ dr&r (C(O)At+4—Atz—|—Nrt) . (547)
rp T
Finalmente, obtemos a variagao total na acdo efetiva:

~6W = [ dx/[glEv, T,

2
= /d2x§’ [COQrAt(r) + 0 (EA;Z‘FNrt) (5.48)
r r e2 2 r
1T 10— T 1y +EAt +N"y | o(r—r,—€)|,

onde o primeiro termo € um efeito do campo elétrico presente no background, enquanto que
o segundo termo deve ser cancelado por efeitos quanticos dos modos ingoing desprezados.
Assim, para a invariancia de difeomorfismo ser restaurada, o coeficiente da funcdo delta de

Dirac deve se anular,

62

4r

Impondo a condi¢do de que o tensor de energia-momento covariante, T, deve ser nulo

ap=4ay + A,Z(rh)—Nrt(rh). (549)
no horizonte de eventos, obtemos

2

- 5.50
24w ( )

ay =2N";(ry)

Portanto, o fluxo total de energia devido a producdo de particulas carregadas pelo buraco
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negro € dado por

62 2

K
_ o x
ao = Ai(m) + o

A forma especifica desse fluxo para alguns buracos negros carregados € obtida a seguir.

(5.51)

5.4.1 Na Presenca de um Buraco Negro de Reissner-Nordstrom

A andlise apresentada na ultima se¢do aplica-se de imediato ao caso de um campo
escalar carregado (e também sem carga) no espago-tempo de Reissner-Nordstrom . A
geometria esférica permite a decomposi¢do do campos escalar ¢ (x) em termos as fungdes
esféricas harmonicas, ¢ (¢,7,0,¢) ~ Ry, (t,r)Y;(0, @), conforme resumido no Apéndice

Ap6s a redugio dimensional, o espaco-tempo é descrito pela métrica ds®> = — f(r)dt> +
2

f71(r)dr?, com f(r) = 1 — =+ =5, na presenca de um potencial de gauge A = —th
r r

e do campo de dilaton ¥ = r?. Entio, repetindo os procedimentos descritos na Secio

obtemos que o fluxo da radiacdo de Hawking de acordo com um observador no infinito é

dado por (cf. Eq. (5.51))

2
212 2 22 2 4
=2 L (M Q) _co 1 (M 0 (5.52)
47tr% 487 r% ”2 47tr% 481 r]‘i r2

O segundo termo deste resultado concorda com o resultado da aplicacdo do método de
Christensen e Fulling, obtido na Se¢ao[d.5.2](cf. Eq. (4.48). O primeiro termo ndo aparece
no resultado obtido através do método de Christensen e Fulling pois ele se deve a presenca
da anomalia de gauge que s6 surge se o campo for carregado. Porém, de acordo com o
resultado de Hawking [S]] este termo se deve a um potencial quimico presente no bakground

que contribui para a energia das particulas emitidas pelo buraco negro.

5.4.2 Na Presenca de uma Black String/Brana Negra Carregada

Consideremos agora um campo escalar carregado ¢(x), evoluindo no espacgo-tempo
de uma black string carregada [69]], descrita na azSec¢ao Ap6s fazermos a reducdo
dimensional na a¢do Sj;,[¢], que descreve a evolugdo dos campos da matéria, a evolucdo

destes na regido préxima ao horizonte de eventos pode ser descrita por por uma colecdo
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infinita de campos bidimensionais, para os quais a acao é,

I
S]] = /dk /dtdrrzR* (kst,r) D+ (1)} | Rulkst,r),  (5.53)

_ 1
m,_w f(r)
4Q2
onde I, = 0, +ieA;, f(r) = a’r? —74—

campos evoluem € descrito pela métrica b1d1mensiona1 ds* = —f(r)dt* + f(r)~'dr?, um

2
e A (r)= TQ O espacgo-tempo onde estes

2 .
campo de gauge A = ——th, e por um dilaton ¥ = r2.
r
Dai, seguindo os passos descritos na Secdo [5.4] acima, encontramos que o fluxo de

energia da radiacao de Hawking devido ao black string carregado é dado por

"(r 2
GOZ%AZO’)—# 1 (f(h)>:$A2( )+K_

4 967 2 487
(5.54)

e 1 6M _ 8¢?

C4m2 48x\ 2 A )

Note que novamente surge um termo que depende da carga das particulas emitidas.
Entretanto o outro termo desse fluxo de energia que ndo depende do fluxo de particulas
carregadas € idéntico ao resultado encontrado pele método de Christensen e Fulling modi-

ficado, conforme feito na Segao (4.6



Capitulo 6
Consideracoes Finais

Na presente dissertagdo apresentamos um estudo sobre a radiacdo de Hawking, que
consiste no efeito de evaporagao de buracos negros. Tal efeito tem importancia crucial no
contexto da Teoria Quantica de Campos em Espacos-Tempos Curvos sendo considerado
um dos efeitos que indiscutivelmente deve fazer parte das previsoes feitas por uma Teoria
de Gravidade Quantica ainda a ser formulada. O principal objetivo do presente trabalho
consistiu numa revisao a respeito da relacio entre a radiacdo de Hawking e o surgimento
de anomalias na Teoria Quantica de Campos em Espagos-Tempos Curvos, e do uso desta
relagdo para a obten¢do do tensor de energia-momento da radiacdo de Hawking através de
métodos que utilizam o conhecimento prévio destas anomalias. Esta relacdo foi demons-
trada pela primeira vez por Christensen e Fulling no final da década de setenta, quando
estes conseguiram mostrar que no espago-tempo bidimensional a radiagdo de Hawking
emitida pelo buraco negro de Schwarzschild se deve inteiramente a presenga da anomalia
conforme do trago do tensor de energia-momento. A principal importancia do trabalho de
Christensen e Fulling estd no fato de fornecer uma justificativa fisica para a anomalia de
traco, descartando assim a hipétese de que seu surgimento se deva a inconsisténcias do
método de regularizacdo empregado para a remogao das divergéncias da teoria quantica
efetiva. Recentemente Robinson e Wilczeck apresentaram uma nova proposta para obter
o fluxo de energia da radiacdo de Hawking empregando anomalias gravitacionais. Esta
proposta motivou o surgimento de dezenas de artigos na drea, pois uma extensao do método
proposto inicialmente, que inclui ainda o uso de anomalias de gauge permitiu a aplicacdo
do método para as mais diversas geometrias.

Nesta dissertacdo foram aplicados os métodos de Christensen e Fulling e de Robinson
e Wilczeck para calcular o tensor de energia-momento da radiacdo de Hawking de buracos
negros em espacgos-tempos assintoticamente Minkowski e assintoticamente anti-de Sitter.

No Capitulo ] descrevemos o método de Christensen e Fulling fazendo uma generali-
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zacdo deste para uma métrica que possibilita descrever espacos-tempos estaticos das mais
diversas geometrias e topologias. Esta generalizacdo tornou-se possivel pelo fato de dei-
xarmos a fun¢do horizonte sem a especificagdo dos parametros globais de massa e carga
elétrica. Dessa forma conseguimos obter uma representacao geral para o tensor de energia-
momento em func¢io da anomalia de traco e de duas constantes de integracdo. Apds isto,
especificamos os parametros globais de massa e de carga elétrica de forma a obtermos
os buracos negros de Schwarzschild e Reissner-Nordstrom, e determinamos as constantes
de integracdo por consideragdes fisica feitas sobre os valores esperados da componentes
do tensor de energia-momento nos limites assintdticos, e por comparagdo com resultados
conhecidos, obtendo resultados consistentes. Porém, quando especificamos os parame-
tros globais da funcdo horizonte de maneira a recuperarmos a geometria de buracos ne-
gros em espacos-tempos assintoticamente anti-de Sitter, encontramos inconsisténcias nos
resultados previstos pelo método de Christensen e Fulling pois obtivemos que as constan-
tes de integracdo apresentavam um termo que ndo € constante e que divergia no infinito.
Tal inconsisténcia no resultado se deve ao fato de que a anomalia de traco do tensor de
energia-momento , dada em termos dos invariantes de curvatura do espaco-tempo, diverge
no infinito espacial. Este problema pode ser contornado como mostrado no final do Capi-
tulo ] ao observarmos que em espacos-tempos assintoticamente anti-de Sitter a teoria se
torna anOmala mesmo sem a presenca do buraco negro. Assim, se subtrairmos do tensor
de energia-momento a parte que corresponde a anomalia de traco na auséncia do buraco
negro, obtemos um resultado consistente com o previsto pela universalidade da radiacdo
de Hawking. Entretanto, a subtragdo deste termo parece ser apenas um truque matematico,
para o qual até 0 momento nio encontramos interpretacao fisica.

No Capitulo [5] estudamos o método proposto por Robinson e Wilczeck, no qual ao
invés de usar-se a anomalia conforme do trago do tensor de energia-momento, usa-se o
conhecimento da anomalia gravitacional no caso de campos neutros e, no caso de cam-
pos carregados, emprega-se ainda a anomalia de gauge. Uma vez que, nesta abordagem,
divide-se o espaco-tempo em dois setores, sendo que somente no setor proximo ao hori-
zonte de eventos do buraco negro a teoria se torna andmala, e as constantes de integracao
sdo determinadas por condi¢des de contorno sobre o horizonte de eventos, ndo € necessa-
rio fazer a andlise das componentes do tensor de energia-momento no limite assintético e,
portando, ndo surgem termos que divergem no infinito. Assim, os resultados obtidos atra-
vés desse método para os buracos negros de Schwarzschild-anti-de Sitter e para a black
string nao apresentam inconsisténcias.

De uma forma geral, podemos fazer uma comparagio entre os dois métodos apontando

como vantagens no método de Robinson e Wilczeck dois pontos principais: (i) o mé-
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todo pode ser empregado para calcular a radiacao de Hawking emitida por buracos negros
em espagos-tempos que ndo sdo assintoticamente Minkowski, para os quais o método de
Christensen e Fulling falha e precisa ser adaptado; (ii) pode-se considerar a evolucdo de
qualquer tipo de campo seja ele vetorial, spinorial ou escalar enquanto que o método de
Christensen e Fulling € aplicdvel somente para os campos cuja anomalia de trago seja co-
nhecida a priori. Por outro lado, o método de Christensen e Fulling apresenta a vantagem
de determinar todas as componentes do tensor de energia-momento, enquanto o método
de Robinson e Wilczeck apenas determina o fluxo de energia da radiagdo.

Na continuagdo do trabalho, resta-nos ainda fazer a interpretagdo fisica para o fato do
trago do tensor de energia-momento ndo ser nulo para espagos-tempos assintoticamente
de Sitter e anti-de Sitter, mesmo na auséncia de buracos negros, e, assim, dar interpretacao

fisica para a adaptagdo do método de Christensen e Fulling feita no final do Capitulo (4]
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Apéndice A

Invariantes de Curvatura dos
Espacos-Tempos e o Traco do TEM

Neste apéndice apresentamos os tensores de Riemann, Ricci, o escalar de curvatura e
os produtos destes que estao envolvidos no calculo do trago andmalo do tensor de energia-

momento das geometrias usadas neste trabalho, as quais sdo descritas pela métrica

2
ds* = — f(r)dt* + J% +1% (Z%(0)d6* +d¢?), (A.1)

onde a fungdo horizonte f(r) é dada por

b ¢
fr)=a+a*r* - —+3 (A.2)
sendo os parametros b e ¢ proporcionais a massa e ao quadrado da carga elétrica, respecti-

vamente, e ¢ estd relacionado com a constante cosmolégica por o = —§A. A geometria
das superficies de t e r constantes € definida pela escolha da constante a, conforme mos-
trado na tabela[Al 1.

Tabela A.1: Dependéncia de Z(0) com a

Geometria a  Z(0)

Hiperbdlica —1 sinh6
Planar 0 1
Esférica 1 sin 6
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A.1 Os Simbolos de Christoffel

Os coeficientes de Christoffel sdo definidos por

1
Fﬁv = iglc (augov + &vgou - aoguv) ) (A.3)
sendo simétricos por permutacoes de L e V,
(A.4)

A _ 1A
Ik, =T},.
Para a métrica (A.I)) os coeficientes ndo nulos sdo dados na Tabela abaixo.

Tabela A.2: Simbolos de Christoffel

fO - SO0 SO e 20

Ft — —
tr 2f(r) 1t 2 rr 2f(r)

1 Z(6 1

Ty =—rf'(r) T = Iy = % rf = -

A.2 Curvatura

A.2.1 Tensor de Riemann

O tensor de Riemann ¢ definido por

R* ivo = o — 06T hy + Ty, — T s (A.5)
O qual pode ser escrito com os quatro indices covariantes
Rauve = 81aR" avo, (A.6)
que satisfaz as seguintes propriedades
Rypve = Rveaus (A7)
(A.8)

R/’Luvc = _R,ulvc = _R)Luov = R,u)taw
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RMLVG +Rlcuv "’R?chm =0. (A.9)
Ou ainda, com os quatro indices contravariantes
RMVO = ghttgVB gOTRA .. (A.10)
As componentes do tensor de Riemann ndo nulas sdo dadas na Tabela A.3.
Tabela A.3: Tensor de Riemann
R* uve R)Luvcr RAHvo
c S _f'() . S0
R rtr — 2f(r) Rtrtr D) R rtr — D)
I (072 () S O VA (s 74 C) PP
R g1 = 5 1010 2 - 2r3f(r)Z( )2
R prp = _”fz(r) Rigrp = rf(r)zf (r) RIOO — _2’{;;’2”)
R 1y f(r)g”(r) Ry = _f”z(r) R™M" = ——fllz(r)
. _rfi(nz(e) rf'(r)z(6)> roor _ S (1) (r)
Roor == Rroor == R =52m200)7)
R gpr = rfz_(r) Rrppr = ;];((:)) R = f(i’z)’]; (r)
6 f(r)f'(r) rf(Nf(NZ6)°  owe (1)
Rluo === Rewo=—"""7 K= a5 zier
f'(r) rf'(r)z(6)? oo _ S ()f'(r)
00 = "ok e = T R = =%37(e7
RO 0o — — ( ) Req)(pe = rzf(r)Z(Q)z RG(p(pe = %
R?yp = iy )2]: ) Roitg = S RP1® = _—25’;](‘?)1’)
_ ) _ () ror S (N)f(r)
S ) o= 35 R =0
R? 90 = —f(r)Z(6)>  Rggpo = —1*f(r)Z(6)* Ryopo = — J(r)
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A.2.2 Tensor de Ricci

O tensor de Ricci € obtido pela contracdo do primeiro e terceiro indices do tensor de

Riemann
Ruy =R* 5, (A.11)

que é simétrico em U e V. As componentes nao nulas do tensor de Ricci sdo apresentadas
na Tabela A.4.

Tabela A.4: Tensor de Ricci

Ruv REV
S50, S0 SO0
Ry = - + 5 R" = 7(r) + 270r)
LS00 e SO0 500
T 2/() r 2
Roo=-Z/(O)(1) -7 (020) &= Lo L
Rypp = —f(r)+rf(r) R?9 = —% + flr(;)

A.2.3 Escalar de Ricci

O escalar de Ricci ou escalar de curvatura € obtido pela contracdo do tensor de Ricci,
R — g”vRuv. (A.lz)

Para a métrica (A.1)) é
C2f(r) 4f'(r)

R =
r2 r

1 (r). (A.13)

A.3 O Traco Anomalo do TEM

O tragco Andmalo do tensor de energia-momento em termos dos invariantes geométri-

cos do espaco-tempo foi obtida por Deser, Duff e Ishan [23], sendo dada por

(Tg)=BF+p’ (E—%DR), (A.14)
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onde 3 e B’ sdo constantes que dependem do niimero e do tipo de campos considerados:

B Ny +6Ng + 12Ny) (A.15)

1
B 120(47:)4(

1
B = ~360(dn) (Ny+ 11NF + 62Ny ), (A.16)

sendo Ng o nimero de campos escalares, Nr o nimero de férmions de Dirac e Ny o nu-

mero de campos vetoriais. Os simbolos E e F representam quantidades que dependem dos

tensores de curvatura, sendo dados por
E =Ry yoR*™° —4R*VR,\, + R?, (A.17)

1
F = CauveC*™ % = Ry 1y RMYT —2R*VRy,y + §R2, (A.18)

onde Cy v € 0 tensor covariante de Weyl.

Para a métrica (A.1]), os termos dos tensores de curvatura envolvidos no traco andmalo

sao
2 /()2
R0 = 0 AU iy, (A19)
2 / /(122 / 1 1 (02
RUVR,, = WO HOI0) AP 02 2O f10P )
r r r r 2
[
R2:4fr(:)2+16f(rzf’(”)+4f(r)J;”(r)2_|_ 16f’2(r)2+8f’(’>f"(r)+f”<r)2. (A21)
r r r r
Portanto, )
E_ 4f(r){ (r) _4f (Zr) 7 (A22)
r r
€
2 / 11 1()2 / 11
o 07 8 A1) AT AFST) PR (A23)

3r4 r r? r? r
O d’Alembertiano do escalar de curvatura € dado por

_A0) 8IS 20(n)f1) | 2 0)

’4 r 3 }"2 }"2
SIS OO (A24)

7

LR =
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Assim, o traco andmalo do tensor de energia-momento € da forma

ay _ ! Af(r)  f()f'(r) _4f'(r)?  Af(f"(r) | Af(n " (r)
Tl =" 3g0ame | 3A T8 a2 vz
PO 20 21O ]

(A.25)



Apéndice B

Equacao de Onda Para o Campo

Escalar em Espacos-Tempos Curvos

A evolucdo de um campo escalar de massa mgp minimamente acoplado ao campo gra-
vitacional no espaco-tempo dado pela métrica € descrita pela equacdo de Klein-
Gordon,

O = m%,®, (B.1)

com o d’Alembertiano dado por

1
0= —=au (VIgls"' o).
Vgl
onde g é o determinante do tensor métrico.
No espaco-tempo dado pela métrica (A.1)), a equacao de Klein-Gordon para um campo

®(x) resulta na forma

!
f

1 1 1
O+ —50r (P f0r) + — <00 (2(6) %) + - 7

2Z(8) 7Z5ﬁ¢ym:%@m.®m

A parte angular pode ser fatorada escrevendo o campo @ (x) como o produto de duas fun-

coes

R(t,r)
r

¢<t7r7 97 (p> =

Y(6,0).

Com essa fatoragdo e usando separacdo de varidveis obtemos duas equagdes diferenciais.
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A parte angular € solucdo da equacdo

- [Lae (Z(6) )

Z(6) Z(le)z <p] Y(0,0) =AY (6,9), (B.3)

A é uma constante de separacdo. A fungdo R(¢,r) satisfaz a equacéo

rf

3k(0.) = £ |00~ 2+ 132wy & | R =0, B.4)

Fatorando a fungiio R(,r), e resolvendo a parte temporal na forma R(z, ) = '® R(r), temos

que a equagdo para a parte radial R(r) fica

A o’

{(a,f) oy — rf + 0% —m ﬁ} R(r)+ TR(r) =0. (B.5)
. _ dar* 1
Podemos ainda escrever essa equagdo em termos da coordenada tartaruga, o= m,
r r
d2 2 * *
S+ o —Vo(r(r*)) | R(r(r*)) =0, (B.6)
dr+?
onde o potencial radial efetivo V; (r(rx)) ao qual o campo esta sujeito é

2 A

Vi) = 700) | 2 i+ 5 ®.7)

As solugdes destas equagdes, Egs. (B.3) e dependem da forma das fungdes Z (6)

e f(r), respectivamente. Alguns casos particulares sdo considerados a seguir.

B.1 Buracos Negros Esféricos

Fazem parte desta classe de buracos negros os que sdo descritos por métricas da forma
geral (A.T)) com a = 1, o que determina a geometria como sendo esférica, Z (6) =sin 6. Os
pardmetros de massa e carga elétrica deste buraco negro sido b = 2M e ¢ = Q. Portanto, a

métrica é dada por

r

2
ds? = — (1 + ot — Q ) dr* + ! dr*+

2
(1+a2r2—2£+Q—2> (B.8)

+ 77 (sin® 0d0* + de?).
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Para esta geometria tem-se A = [(/ + 1), sendo / um niimero inteiro ndo negativo. Neste
caso, m € também um ndmero inteiro limitado no intervalo —/ < m < [. Dai temos que a
funcdo Y (60, @) corresponde a uma das fun¢des harmonicas esféricas, e o campo escalar
pode ser expandido na forma

o+l
r09)=Y Y [ doe R ()% (0.9). (B.9)
—0 m——

O potencial efetivo é dado por

2M 2 I(1+1) 2M 20?
V(l"):(1+a2r2—7+%> {mé+20€2+ (+ >+__£ (BIO)

r2 r3 |’

o qual tem uma barreira infinita para r — oco. De fato, para valores grandes de r, o potencial

€ dado por
V(r— o)~ 207+ a*(I+1) +mg+ (20" + o’mg) ], (B.11)

que diverge no limite r — oo. Pode-se dizer que o potencial apresenta uma barreira infinita

nesse limite.

B.2 Brana Negra/Black String

Esta classe de buracos negro é caracterizada pela métrica (A.I)) com a = 0, o que

determina a geometria como sendo planar, Z (6) = 1 e portanto métrica é¢ dada por

1

b
e t)
r r

A geometria da sec¢ao espacial parat e r fixos € plana e a topologia da mesma pode ser plana

dr*+r* (d6*+d¢*).  (B.12)

b
ds* = — (Oczrz——+£2> dt2—|—
ror

(brana negra, —oo < 0, ¢ < o0), cilindrica (corda negra/black string, —c0 < 0 < oo, 0 < @ <
27), ou toroidal (toro plano negro, 0 < 6,¢ < 27). A relagdo exata entre os parametros
de massa e de carga elétrica deste buraco negro dependem da topologia. No caso da corda

negra, tem-se b = 4M e ¢ = 4Q%. Com isso a equagio angular (B.3)) assume a forma

- (a§+a§,) Y(0,9) =AY (6,0). (B.13)
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Fatorando esta equacdo na forma Y (0,¢) = ®(0)¢(¢), encontra-se que as solugdes para
@(6) e ¢(¢) sdo exponenciais complexas, @(0) ~ e*% e ¢ (@) ~ e’P?, onde k e p sio tais

que k% + p> = A. Portanto, a funciio de onda ¢(z,7,0, @) pode ser expandida na forma

0(t,,0,0) = Z / dwe @ Ry, (r)e' KO TP9), (B.14)
7p_7°°

Para topologia planar, kK e p assumem valores na reta real e as somatérias indicam na
verdade integragcdes nesses parametros. No caso da topologia cilindrica, um dos pardmetro
¢ um nimero inteiro, enquanto que o outro € um nimero real, com a somatéria indicando
uma integracdo. Finalmente, no caso da topologia toroidal, ambos os parametros k € p sdo
discretos.

No presente caso, o potencial efetivo € dado por

AM  40?
V(r) = (Oézr2 ——+ r—2>

r

I(I+1) 4M 8Q?

2 2

2 Y = B.15
mg +20° + 3 + 3 | ( )

o qual para grandes valores de r € aproximado por
V(r— o)~ [I(1+ 1) + 2a* + a®mg) 7] . (B.16)

Ou seja, o potencial tem uma barreira infinita no limite r — oo.
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