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Resumo

Na anélise de dados de sobrevivéncia é frequente a ocorréncia de um grande
numero de individuos censurados a direita. Este fato pode ser a indicacao de que
para uma fracao de individuos no estudo o evento de interesse nunca vai ocorrer,
ou seja, uma fracao de individuos da populagao é de curados ou imunes. Este
caso nao ¢ admitido pela teoria de sobrevivéncia usual, que em geral considera que
todos os individuos em risco nao terao cura durante o periodo de acompanhamento.
Por isso, os modelos de sobrevivéncia com fracao de cura, ou de longa duracgao, tém
recebido muita aten¢ao em anos recentes. Utilizamos a distribuigao exponencial para
o tempo de sobrevivéncia dos individuos em risco e a uniforme-exponencial para o
tempo de censura. Em muitas situagoes é evidente que o mecanismo de censura ¢é
informativo. Lagakos & Williams (1978) propuseram uma classe de modelos em que
o papel do mecanismo de censura em analise de sobrevivéncia é avaliado e Lagakos
(1979) apresentou varias situagoes em que a suposi¢ao de censura nao-informativa é
violada. Este trabalho tem como objetivo principal verificar o impacto da censura
informativa uniforme-exponencial na anélise de dados de sobrevivéncia sob o modelo

de mistura padrao.



Abstract

In survival data analysis it is common the occurrence of a large number of
individuals to the right. This fact can indicate that, in a fraction of the individuals
the event of interest will never happen, in other words, a fraction of individuals of the
population is cured or immune. This case is not usually taken into account by the
usual survival theory that, in general, considers that the individuals at risk will not
achieve cure during the follow-up period. Therefore, the survival models with cure
fraction, or long-term survival models, have received a lot of attention in recent years.
We consider the exponential distribution for the survival time of individuals at risk
and the uniform-exponential distribution for the censoring time. In many situations,
it is evident that the censoring mechanism is informative. Lagakos & Williams
(1978) proposed a class of models where the acting of the censoring mechanism in
the survival time is evaluated and Lagakos (1979) presented several situations in
which the assumption of noninformative censoring is violated. The main purpose
of this work is to verify the impact of informative uniform-exponential censoring in

the survival data analysis under the standard mixture model.
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Capitulo 1

Introducao

Em muitos estudos de sobrevivéncia com dados clinicos, por exemplo em
estudos de varios tipo de cancer, verifica-se que uma parte dos individuos pode ser
considerada curada. Esta caracteristica nao é admitida pela teoria de sobrevivéncia
usual, que em geral nao considera a presenca de individuos curados durante a
terapia ou periodo de acompanhamento do estudo. Neste caso, sao recomendados,
os modelos de sobrevivéncia com fragao de cura, ou de longa duragao e o uso destes
é muito frequente em anos recentes, como pode ser visto por exemplo em Maller &
Zhou (1996), Yakovlev & Tsodikov (1996), Sy & Taylor (2000), Ibrahim et al. (2001),
Yau & Ng (2001), Tsodikov et al. (2003), Chen et al. (2004), Rodrigues et al. (2009),
entre outros. Os modelos com fracao de cura foram desenvolvidos originalmente para
analisar dados de sobrevivéncia de individuos portadores de cancer por Boag (1949)
e Berkson & Gage (1952), que propuseram um modelo de mistura em que ha uma
proporcao de individuos curados na populacao. Iremos nos referir ao modelo de
Berkson & Gage (1952) como modelo de mistura padrao. Chen et al. (1999) e
Tsodikov et al. (2003) sugerem modelos alternativos a esse, baseados no nimero de
células suscetiveis a desenvolver metéstase. Rodrigues et al. (2009) propoem uma
teoria unificada da qual o modelo de mistura padrao, que sera definido no Capitulo

2, e 0 modelo de Chen et al. (1999) s@o casos particulares.

Dados de tempo de vida nos quais estéa caracterizada a presenca de unidades

amostrais de longa duragao ou individuos curados possuem curva de sobrevivéncia,
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Sp(t) = P(T > t), como a apresentada na Figura 1.1. Nestas situa¢oes, em que
o estimador de Kaplan-Meier (vide por exemplo, Kaplan & Meier, 1958; Colosimo
& Giolo, 2006) da funcao de sobrevivéncia S,(t) converge para um valor py > 0
quando t — o0, fica caracterizada a possibilidade de cura ou a presenca de imunes

na populagao.

Funcéo de sobrevivéncia

0.0

FIGURA 1.1: Estimativas paramétricas e estimativas de Kaplan-Meier (EKM) da funcdo
de sobrevivéncia de longa duracdo Sp(t) com dados simulados com fragdo de cura e fungdo de

sobrevivéncia sem a presenga de imunes S(t).

Os métodos usualmente encontrados na literatura para analisar dados de
sobrevivéncia com censuras e fracao de cura sao desenvolvidos sob suposicao de
censura nao-informativa. Lagakos & Williams (1978) propuseram uma classe de
modelos em que o papel do mecanismo de censura é avaliado. Lagakos (1979)

apresentou varias situacoes em que a suposicao de censura nao-informativa é violada.

Neste trabalho desenvolvemos estudos cléssicos (vide Capitulos 3 e 4) e
Bayesiano (vide Capitulo 5), com um mecanismo de censura informativo mais flexivel
que os usuais, encontrados na literatura. Este mecanismo sera expresso através do

modelo uniforme-exponencial.

Definimos na Se¢ao 1.1 o modelo uniforme-exponencial que utilizamos para
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representar a distribuigdo de probabilidade do tempo de censura. Algumas pro-
priedades relacionadas com as distribui¢oes uniforme e exponencial sao determi-
nadas. Apresentamos na Segao 1.2 os objetivos do trabalho e na Segao 1.3 a

organizacao dos capitulos seguintes.

1.1 Modelo Uniforme-Exponencial

Considere uma variavel aleatoria 7' com fung¢ao de sobrevivéncia S(t). Um
modelo uniforme-exponencial hibrido das distribuigdes uniforme (7" ~ U(0,T)) e

exponencial (T'~ Exzp()\)) pode ser formulado pelas equagoes

1
—dS(t) % se T ~ U(0,Tp),
di AS(t), se T ~ Exp(\).

De acordo com Piantadosi & Crowley (1995), combinando estas duas equagoes
diferenciais, um modelo uniforme-exponencial como uma func¢ao implicita do tempo
¢ definido por: log[S(t)] + A\TpS(t) = A(Tp — t). Eles utilizaram este modelo para
ajustar dados de sobrevivéncia de pacientes com cancer de pulmao que receberam
quimioterapia e terapia de irradiagao. O modelo uniforme-exponencial com a fungao
de sobrevivéncia especificada como uma funcao explicita do tempo, foi utilizado
por Patterson & Smith (1985) e Ghitany (1993). Em anélise de sobrevivéncia
tradicional, Patterson & Smith (1985) utilizaram as distribuigoes Weibull, exponen-
cial e exponencial mista para o tempo de vida, e uniforme e uniforme-exponencial
para o tempo de censura. Em andlise de sobrevivéncia de longa duragao Ghitany
(1993) utilizou para o tempo de vida uma distribui¢do exponencial e para o tempo
de censura as distribui¢oes uniforme-exponencial em (0,7}), uniforme em (0, 7))
e uma distribuicao degenerada em T,. Embora a formulacao de Piantadosi &
Crowley (1995), seja atraente em originalidade, foi pouco difundida em analise de
sobrevivéncia. Para os nossos objetivos atuais, optamos pelo modelo uniforme-

exponencial utilizado por Patterson & Smith (1985) e Ghitany (1993).

Suponha que héa interesse em modelar uma situacao que pode ser repre-

sentada por uma funcao de risco hibrida das distribui¢coes uniforme e exponen-
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cial. Definimos, como uma fung¢ao explicita do tempo, uma distribui¢ao uniforme-

exponencial para uma v.a. T, denotada por T' ~ U Exp(\, T), como segue.

Definicao 1.1 Uma variavel aleatéria 7' tem distribuicao uniforme-exponencial
(UExp) com parametros A e Ty, o tempo de duragao do estudo (conhecido), se sua

funcao de distribuicao de probabilidade, GG, for dada por
t
G(t;N)=1- (1 - —) e M, (1.1)
T

emque 0 <t<TygeA>D0.

Uma nova formulagao da distribui¢ao uniforme-exponencial e algumas pro-

priedades de uma v.a. T ~ UExp(\, Ty) sdo dadas nas seguintes proposigoes:

Proposigao 1.1 Suponha que 77 ~ Exzp(\) e Ty ~ U(0,Ty), Ty conhecido, séo
variaveis aleatorias independentes com fungoes de sobrevivéncia Sp(t) e Sa(t), res-
pectivamente. Entao, a v.a. T = min{Ty,T>} tem fungdo de distribui¢ao de

probabilidade dada por (1.1).

Prova. Seja G(t) = P(T < t). Entao,

Logo G(t) é dada por (1.1). =

Esta formulagao sugere a construcao de novas distribuigoes de probabilidade
pela substituicao de 77 na Proposicao 1.1 por outras distribuicoes a fim de generalizar
o modelo uniforme-exponencial. Além disso, outras distribui¢oes de probabilidade

envolvendo Ty podem ser propostas para ajustar dados de tempo de vida.

Proposicao 1.2 A funcao densidade de probabilidade (fdp) g e a funcao de risco
h de uma v.a. T ~ UExp(\, Ty) sdo dadas respectivamente por

1 t
(a) g(t; A) = {To + A(1— To)} eM 0<t<Ty, A>0 (1.2)

1
(b) h(t;)\):)\+T n 0<t<Ty, A>0. (1.3)

0 —
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Prova. (a) Basta usar a equacdo g(t;\) = G'(t; A). (b) Pela definigdo da funcao
de risco, temos que h(t;\) = g(t; A)/S(t; \), em que g(t; ) e S(t;\) = P(T > t)
representam, a fdp e a fungao de sobrevivéncia da v.a. T, respectivamente. Desse

modo, os resultados (1.2) e (1.3) sdo determinados trivialmente. m

1
Note que, lim g(t; A) = —+ A e lim h(t; A) = oo, nas equagdes (1.2) e (1.3),
t—0 TO t—1Tp

respectivamente.

Proposigao 1.3 Se T' ~ UEzp(\, Tpy), entao

(a) im G(t; ) = Gu(t;Tp) e (b) lim G(t;N) = Grap(t; N), (1.4)

A—0 To—o00

em que Gy(+; 7o) € Grgp(-; A) s@o as fungdes de distribuigdes acumuladas das varia-

veis aleatorias uniforme em (0, 7p) e exponencial com parametro A, respectivamente.

Prova. Os resultados (a) e (b) sdo obtidos ao tomarmos o limite da expressao (1.1)

quando A — 0 e Ty — o0, respectivamente. m

Proposigao 1.4 O valor esperado e a variancia de uma v.a. T ~ UExp(\, Tp) s@o

dados respectivamente por

(a) B(T) = % {1 - )\LTO(l - e’\TO)} (1.5)
(b) Var(T) = % {1 - AiTO L+ AlTO)e—ATo} - % {1 - ALTOQ - e—ATo)r. (1.6)

Prova. (a) Da definigao de valor esperado de uma v.a. T' com valores possiveis em

IR, , temos que

E(T) = /000[1 — G(t; \)]dt = /OOO (1 — Ti“o) e Mdt.

Apos uma integragao por partes obtém-se o resultado desejado. (b) Basta calcular

E(T?), em seguida determinar Var(T). =

Apresentamos, na Figura 1.2, graficos da fdp da v.a. T' ~ UEzp(\, Ty) para

alguns valores de A e Tj. Os graficos foram construidos a fim de ilustrar a Proposigao
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1.2. Podemos observar tanto o comportamento exponencial quanto o uniforme da

va. T.

oo}
® -
o |
—
© |
© _| o
o
_— A1 —_— Tp=2
— A=025 — To=5
© — A =0,001 — To=200
= S ] = <
= = o 7
<
3 S
N
A
o~
S S
o \ o
[SE [SE
T T T T T 1 T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

FIGURA 1.2: Fungoes densidade uniforme-exponencial. (a) Tp = 10 e diferentes valores de \;
(b) A = 0,25 e diferentes valores de Tj.

Podemos observar diferentes exemplos da funcao de sobrevivéncia de uma
v.a. T uniforme-exponencial na Figura 1.3. As curvas foram tragadas para Ty = 20

e A =1;0,25;0,1;0,001.

1.0

0.8
|

0.6

0)

0.0
|

FIGURA 1.3: Funcoes de sobrevivéncia uniforme-exponencial para diferentes valores de A e

Ty = 20.
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Podemos observar diferentes
uniforme-exponencial na Figura 1.4.

A=4;2;1;0,25.

exemplos da func¢ao de risco de uma v.a. T

As curvas foram tragadas para Ty = 50 e

©
o
A=4,00
< 1
.
= ;
g I
A=2,00 TR
N b -e---- i
A=1,00
=7 G
A=0,25
o
T T T T T T
0 10 20 30 40 50
t
FIGURA 1.4: Funcées de risco uniforme-exponencial para diferentes valores de A e Ty = 50.

1.2 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo principal avaliar, com o uso de dados

simulados, o impacto da censura informativa uniforme-exponencial em inferéncias

dos parametros do modelo de mistura padrao.

seguintes objetivos:

Especificamente, destacamos os

e Obter a matriz de informacao de Fisher para os parametros do modelo de

mistura padrao com censura informativa uniforme-exponencial e censura nao-

informativa.

e Desenvolver um algoritmo e programa computacional para simular dados de

acordo com o modelo de mistura padrao com censura uniforme-exponencial.

e Construir intervalos de confianga assintoticos para os parametros do modelo

de mistura padrao com censura uniforme-exponencial.
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e Avaliar, utilizando dados simulados, as propriedades assintoticas dos esti-
madores de méxima verossimilhanca e intervalos de confianca dos parametros
do modelo de mistura padrao com censura nao-informativa e censura informa-

tiva uniforme-exponencial.

e Aplicar a metodologia desenvolvida em conjuntos de dados reais.

1.3 Organizacao do Trabalho

Este trabalho esté organizado em seis capitulos e trés apéndices. Apresen-
tamos no Capitulo 2 a funcao de sobrevivéncia de longa duragao, o modelo com
fracao de cura unificado e, como caso particular deste, o modelo de mistura padrao.
Definimos uma func¢ao de probabilidade de cura sob o enfoque do modelo com
fracao de cura unificado, e analisamos a identificabilidade do modelo de mistura
padrao. No Capitulo 3 introduzimos o modelo de mistura padrao com censura
informativa com distribui¢ao uniforme-exponencial e com censura nao-informativa.
As matrizes de informagao de Fisher sao obtidas analiticamente para os dois casos
utilizando os teoremas construidos no Apéndice A. A fun¢ao de verossimilhanga com
censura nao-informativa com dados ampliados é também introduzida. No Capitulo
4 propomos um algoritmo para simulagao de amostras do modelo de mistura padrao.
Além disso, desenvolvemos uma inferéncia cléssica para analisar conjuntos de dados
simulados e um conjunto de dados reais com mecanismo de censura nao-informativo
e informativo uniforme-exponencial. No Capitulo 5 desenvolvemos uma inferéncia
Bayesiana objetiva para o modelo de mistura padrao sob distribuicoes a prior: de
Jeffreys. O conjunto de dados reais utilizado no Capitulo 4 é analisado. No Capitulo
6 apresentamos as conclusoes e propostas de trabalhos futuros. Introduzimos no
Apéndice B as distribui¢oes ponderadas com interesse especifico na distribuigao
exponencial ponderada que generaliza o modelo exponencial ordinario. Além disso,
o modelo uniforme-exponencial é obtido como um caso especial. Dois programas
computacionais que desenvolvemos em R (R Development Core Team, 2009) estao
apresentados no Apéndice C, o primeiro para obtencao da inferéncia classica do

Capitulo 4 e o segundo para a inferéncia Bayesiana do Capitulo 5.



Capitulo 2

Modelo com Fracao de Cura

Unificado

Em estudos clinicos de sobrevivéncia ou em analise de dados de tempos de
falha, o evento de interesse associado a uma determinada causa pode ser a morte
de um individuo, a falha de um sistema, a remissao de uma doenga, a perda de um
cliente por uma instituicao financeira ou a faléncia de uma empresa, entre outros.
Em muitos desses estudos ou experimentos o evento de interesse especificado poderé
nunca ocorrer. Isto significa que uma parcela de unidades da populagao ¢ de curados
ou imunes e a funcao de sobrevivéncia associada é impropria. Diferentemente dos
modelos usuais de sobrevivéncia é assumido que tll)rgo Sp(t) = po, em que py é a
proporc¢ao de imunes ou fragao de cura e a propor¢ao complementar 1 —pg é de nao-
curados. Na metodologia que apresentamos, a classificacao individual de curados
ou nao-curados numa amostra nao é possivel. Entretanto, se o grafico do estimador
de Kaplan & Meier (1958) da funcao de sobrevivéncia apresentar cauda longa, num
nivel visivelmente acima de zero, teremos uma forte indicacao de que as observagoes

censuradas irao determinar uma fragao de cura maior do que zero.

Neste capitulo sumarizamos o modelo com fracao de cura unificado proposto
por Rodrigues et al. (2009), que considera a presenca de individuos imunes ou
curados no periodo de acompanhamento do estudo. O modelo de Berkson & Gage

(1952) também denominado de modelo de mistura padrdo, utilizado por varios
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autores, vide por exemplo, Farewell (1982), Yakovlev & Tsodikov (1996), Maller
& Zhou (1996), Ibrahim et al. (2001), Chen et al. (2002) e Tsodikov et al. (2003), é
obtido como caso particular do modelo com fragao de cura unificado. Na Segao 2.1
apresentamos a fungao de sobrevivéncia de longa duragao, na Secao 2.2 o modelo
com fracao de cura unificado, na Secao 2.3 uma fun¢ao de probabilidade de cura e

na Secao 2.4, a identificabilidade do modelo de mistura padrao é discutida.

2.1 Funcao de Sobrevivéncia de Longa Duracao

Nesta segao destacamos dois teoremas apresentados em Rodrigues et al.

(2009). De acordo com Feller (1968), temos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 2.1 Seja {a,,}, m = 0,1,2,..., uma sequéncia de nimeros reais. Se
para s € [0, 1],
A(s) = ag + a5 + azs® + - - - (2.1)

converge, entao A(s) é definida como fungao geradora da sequéncia {a,}.

Seja M uma variavel aleatoéria representando o niimero de causas ou riscos

da ocorréncia de um particular evento de interesse com distribuigao

pm=P(M=m), m=0,1,2,... (2.2)

Dado M = m considere Z;,© = 1, ..., m, variaveis aleatorias independentes
e identicamente distribuidas (i.i.d.) representando o tempo de ocorréncia do evento
de interesse devido a i-ésima causa ou risco. Entao, a funcao de sobrevivéncia de

um individuo da populagao em risco associado a i-ésima causa é dada por
St)=P(Z;>1t), i=1,....m, t>0, (2.3)

em que S(t) é uma fungao de sobrevivéncia propria, isto é, tlim S(t) =0.
O tempo de ocorréncia do evento de interesse para um individuo da po-
pulagdo é dado por T' = min{Zy, Z1, ..., Zy}, sendo que P (Zy = o0) = 1. Esta

suposicao admite a possibilidade de uma proporc¢ao py da populagao nao apresentar a
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ocorréncia do evento de interesse. Fracao de cura, proporgao de curados e proporgao
de imunes da populagao sao denominagoes equivalentes de p,. As variaveis aleatorias
Z; e M sao variaveis latentes, enquanto a variavel aleatéria T é uma variavel

observavel com funcao de sobrevivéncia dada por
Sy(t) = P(T > t). (2.4)

Teorema 2.1 Dada uma fungao de sobrevivéncia propria S(t), para os individuos
em risco da populagdo, temos que a funcao de sobrevivéncia de longa duragao da

variavel aleatoria T' é dada por
Sp(t) = A(S(8) = D pmlS (D)™ (2.5)

em que A(-) é a fun¢do geradora da sequéncia {p,,}, que é convergente para 0 <

S(t) < 1.

Prova. Pode ser vista em Rodrigues et al. (2009), mas devido o uso da mesma para

provar o Teorema 2.4, uma reproducao é dada como segue. Note que

Sp(t) = P(T >t) = P(min{Zy, Z1,..., Zy} > 1).

Sp(t) = P(Zy>t,M =0)+ P(min{Z,Zs,..., Zy} > t, M > 1)

= P(Zy>t,M=0)+P(Zy>t,Zy>t,..., 72y > t,U2, {M =i})

= P(Zy>t,M =0)+P(Z >t,M=1)
+P(Zy>t,Zy>t, M =2)+---+P(Zy>t,..., Zpy>t, M=m)+---

— P(Zy>t|M = 0)P(M = 0) + P(Z > t|M = 1)P(M = 1)
+ P(Zy >t,Zy > M =2)P(M = 2)
+P(Zy>t,Zy>t,..., 2y > M =m)P(M =m) +---

= po+S(Ep1+ (SE))’p2+---+ (SE) P + - -

= po+ Y pu(SE)™ = A(S(t)). m

Podemos observar que S, (t) nao é uma fungao de sobrevivéncia prépria, isto

é, tlim Sp(t) > 0. A fragao de cura da populagao é dada pelo seguinte teorema:
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Teorema 2.2 Dada uma fungao de sobrevivéncia propria S(t), para os elementos

da populagao em risco, temos que

lim S, (t) = po = P(M = 0), (2.6)

t—o0

em que py é a proporc¢ao de individuos curados ou imunes da populagao.

Prova. Vide Rodrigues et al. (2009). =

2.2 Modelo com Fracao de Cura Unificado

Com a finalidade de formular o modelo de mistura padrao, considere de

acordo com Rodrigues et al. (2009) o seguinte teorema:

Teorema 2.3 O modelo com fracao de cura unificado é dado por

Sp(t) = po + (1 —po)S™(t), (2.7)

sendo que

* - * m * Pm
S*(t) = _p(SW)", pi, = o
m=1

Prova. Escrevendo S,(t) como

2 ome1 Pm(S(1)™

Sp(t) =po+ _ pm(S(£))™ = po + (1 — po) T— o

a equacao (2.7) é obtida. =

Devemos observar que S*(t) é uma fungao de sobrevivéncia propria associ-
ada aos individuos da populacao em risco. Um caso particular do modelo de longa
duragao unificado dado pela equagao (2.7), assumindo que o nimero de causas M
segue uma distribuicao de Bernoulli com parametro 1 — py, ¢ o modelo de modelo

de mistura padrao, dado por

Sp(t) = po + (1 —po)S(), (2.8)

em que S(t) = P(T > t|M = 1) é uma funcado de sobrevivéncia propria, isto &,
0.

tlim S(t) =
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De acordo com a equagao (2.5) a derivada da fungao de sobrevivéncia de

longa duracao é dada por
Sy(t) = =F(8) D mpm(SH)™, (2.9)
m=1

sendo que f(t) é a fungdo densidade propria associada a S(t). Da equagao (2.9), a
subfuncao densidade associada a funcao de sobrevivéncia de longa duracao é dada
por

dA(s)
ds

fp(t) = f(2) ls—sty = =S (t). (2.10)

A subfuncao de risco de longa duracao é dada por

A ORI = e
=50 Y5

Decorre da equagao (2.7) que a fungao densidade propria da populagao em

hp(t)

(2.11)

risco e sua correspondente fungao de risco sao dadas por

o dst @) e
f(t) =~ pra f(t)dl_—po (2.12)
B (1) = F ) SOhy(t) Sp(t) ho(t). (2.13)

S*(t)  (L=po)S*(t)  Sp(t) —po

Sp(t)

Sp(t) — po
em (2.13) nao possui a propriedade de riscos proporcionais (Cox, 1972). Quando

Como > 1, entao h*(t) > hy(t), Vt. Devemos observar que h*(t)
variaveis explicativas sdo ligadas a py em (2.11), o modelo com fra¢do de cura
unificado, (2.7), tem a propriedade de riscos proporcionais de Cox se, e somente
se, a distribuicao de probabilidade de M for Poisson com parametro 6. Além desta,

outras propriedades do modelo com fracao de cura unificado sao demonstradas em

Rodrigues et al. (2009).

2.3 Funcao de Probabilidade de Cura

Nesta secao apresentamos uma questao de bastante interesse que ocorre

durante o tempo de acompanhamento em analise de sobrevivéncia na presenca de
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individuos curados, conforme analisada em Gordon (1990), Maller & Zhou (1996) e
Lambert et al. (2010).

Dado que um individuo tenha sido acompanhado até o tempo ¢t > 0 e o
evento falha nao tenha sido observado, desejamos determinar a probabilidade de
que este individuo esteja curado. Sob o modelo de mistura padrao, Maller & Zhou
(1996) calcularam esta probabilidade e apresentaram estimativas nao-paramétricas

em dados de dois grupos de pacientes com leucemia.

Utilizando um modelo de mistura de duas distribui¢oes de Gompertz, uma
para associar a morte por cancer de mama e outra para associar a morte por
outras causas, Gordon (1990) apresentou uma definigdo equivalente para calcular
a proporc¢ao de curados dado o tempo ¢ apods a cirurgia. Uma observacao necessaria
¢ que neste modelo a proporcao de pacientes curados da doenca morre de outras

causas, isto é, a funcao de sobrevivéncia é propria.

Baseada em Maller & Zhou (1996), definimos a fungao de probabilidade de

cura do seguinte modo:

Definicao 2.2 Dado que um individuo tenha sobrevivido até o tempo ¢ > 0, a
probabilidade de que este individuo esteja curado é determinada pela funcao de
probabilidade de cura

p(t) = P(M =0|T > t). (2.14)

A fungao p(t), de acordo com o modelo com fra¢do de cura unificado, é

obtida pelo seguinte teorema.

Teorema 2.4 Dado que um individuo tenha sobrevivido até o tempo t > 0, a
funcao de probabilidade de cura, baseada no modelo com fragao de cura unificado,
é dada por

p(t) = = : (2.15)

Prova. Pela Defini¢ao 2.2 temos que p(t) = P(M = 0|T > t) e pela formula de

Bayes,
P(M=0,T>t) P(T>tlM=0)P(M=0)

O =—p7>pn P(T > 1) ‘ (2.16)
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Note que P(T > t|M = 0) = 1Vt e P(M = 0) = py. Pela prova do Teorema 2.1
Sp(t) = P(T >t). Logo, p(t) é dada por (2.15). =

Observar que p(t) é ndo-decrescente. A conexao desta fungao com as fungoes
Sp(t) e hy(t) pode ser explorada na busca de outras propriedades do modelo com

fracao de cura unificado.

2.4 Identificabilidade do Modelo de Mistura Padrao

Em anélise de dados de sobrevivéncia sem a presenca de fracao de cura,
o problema de identificabilidade tem sido amplamente estudado, vide por exemplo,
Tsiatis (1975), Emoto & Matthews (1990), Kalbfleisch & Prentice (2002), Dunson &
Dinse (2002), Ebrahimi et al. (2003) e Oller et al. (2007). Sob a presenga de fragao
de cura Farewell (1986), Gordon (1990), Li et al. (2001) e Peng & Zhang (2008)
investigaram a identificabilidade considerando o modelo de mistura padrao e outros
modelos de sobrevivéncia com fracao de cura. Em geral, uma familia paramétrica
de densidades f(t;;0) ¢ identificavel se distintos valores de @ determinam distintos

membros da familia de densidades {f(¢;;0) : @ € ®} (McLachlan & Peel, 2000).

Para determinar a identificabilidade do modelo de mistura padrao seguimos
a abordagem dada aos modelos de mistura por Yakowitz & Spragins (1968), Tit-
terington et al. (1985) e a abordagem dada aos modelos de sobrevivéncia de longa
duragao por Li et al. (2001). Com este proposito, seja F = {F(t;0|M = 1) :
t > 0,0 € ©} a classe de distribuigoes condicionais proprias para o tempo de vida T’
dos individuos em risco (suscetiveis), t < T, para excluir distribui¢oes degeneradas

em t = 4+00. Entao, a classe H de todos os modelos de mistura padrao é dada por

H = {F,(t;0,p) : F,(t:0,po) = (1 —po)F(t;0|M = 1),
F(t;0|M =1) € F,py € O}. (2.17)

A defini¢ao seguinte, baseada em Li et al. (2001), estabelece a identificabilidade de

H. Note que é necessario que todos os membros de H sejam distintos.

Definicao 2.3 Considere dois membros da classe de modelos de mistura padrao I,
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dados por Fy(t:6, po) = (1—po) F(t;0]M = 1) ¢ F2(t 6", p5) = (1—pi) F* (10" | M =
1). Entao, 3 ¢ uma classe identificavel se Fy,(t;0,po) = F;(t;0%,p;) se, e somente

se, po = p e F(t;0|M = 1) = F*(t;0"|M = 1), para quase todo t em (0,77).

Considerando a Definicao 2.3 a identificabilidade do modelo de mistura

padrao é formalizada pelo seguinte teorema:

Teorema 2.5 (Li et al., 2001). Suponha que a fungdo de sobrevivéncia condi-
cional propria, S(t;0|M = 1), seja completamente especificada por um modelo
paramétrico. Entdo, a funcéo de sobrevivéncia S,(t; 6, po) = po+ (1 —po)S(t; O|M =

1), t <T™ & identificavel.

Prova. Pela Definicio 2.3 suponha que Sy(t;6,p0) = S;(t;0%,p;). Entao (1 —
po)(1 = S(t;0|M =1)) = (1 —p§) (1 —S*(t;0"|M = 1)). Segue que a razao,

L-p _1-S(0M=1)
l—p5 1-SHOM=1)

sendo que ¢ é uma constante positiva independente de ¢. Portanto, S*(¢;0*|M = 1)
nao pertence a familia F da qual S(t;0|M = 1) pertence se ¢ # 1, a menos que

0"=06. u

Para ilustrar graficamente o problema de identificabilidade do modelo de

mistura padrao, apresentamos o seguinte exemplo.

Exemplo 2.1 (Peng & Zhang, 2008). Considere dois modelos de mistura padrao.
O modelo S, () com fragao de cura 0,3 e fungao de sobrevivéncia dos individuos em
risco S1(t) seguindo uma distribuigdo de Weibull com parametros de forma e escala
iguais a 0,5. O outro modelo Sy»(t) com fracao de cura 0,2 e func@o de sobrevivéncia
dos individuos em risco S3(t) seguindo uma mistura de uma distribui¢ao degenerada
em oo e uma distribuicao de Weibull com parametros de forma e escala iguais a
0,5 e pesos 0,125 e 0,875, respectivamente. A Figura 2.1 (a) mostra duas curvas
de sobrevivéncia S,(t), em que S,1(t) = Spa(t), enquanto a Figura 2.1 (b) mostra
duas curvas de sobrevivéncia dos individuos em risco S(t), em que S;(t) e Sy(t) s@o
totalmente diferentes com o aumento de . Neste caso, os parametros de interesse

do modelo S,(t) = po + (1 — po)S(t) nao sdo identificaveis.
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FIGURA 2.1: Reprodugao baseada em Peng & Zhang (2008). (a) Curvas de sobrevivéncia com

fragao de cura; (b) curvas de sobrevivéncia de individuos em risco.

Neste capitulo foi apresentado, sob o enfoque de fun¢ao geradora de pro-
babilidades, o modelo com fracao de cura unificado e o modelo de mistura padrao.
Apresentamos também a funcao de probabilidade de cura e o problema de identi-
ficabilidade do modelo de mistura padrao. No proximo capitulo este modelo sera
utilizado para destacar o impacto da censura informativa em tempos de vida com dis-

tribuicao exponencial e tempos de censura com distribui¢ao uniforme-exponencial.



Capitulo 3

Censura Nao-Informativa e Censura

Informativa

Na anélise de dados de sobrevivéncia a maioria dos estudos utiliza a su-
posicao de que a funcao de sobrevivéncia nao sofre interferéncia do mecanismo de
censura, sendo admitido que uma determinada observacao ¢ censurada simples-
mente porque o correspondente evento de interesse, falha ou morte, nao ocorreu
no periodo de acompanhamento ou tempo de estudo. Entretanto, existem muitas
situagoes, como mostram Williams & Lagakos (1977), Lagakos (1979), Link (1989)
e Siannis et al. (2005) em que o tempo de sobrevivéncia é claramente perturbado
pelo mecanismo de censura. Por exemplo, em experimentos clinicos nos quais o
paciente é removido do estudo devido ao alto grau de toxicidade da terapia. Por
outro lado, pacientes que tiveram melhora significativa ou foram curados durante
a terapia podem ser removidos do estudo causando um aumento do tempo de vida
esperado. Consequentemente, nao é razoavel ignorar o efeito que o mecanismo de
censura produz no tempo de sobrevivéncia. Lagakos & Williams (1978) propuseram
uma classe de modelos em que um parametro é especificado para medir o efeito do
mecanismo de censura no tempo de sobrevivéncia. Siannis (2004) e Siannis et al.
(2005) utilizaram um modelo no qual a dependéncia entre o tempo de sobrevivéncia
e o mecanismo de censura é avaliado por meio de um parametro que é coeficiente

de uma funcao de vicio introduzida na distribui¢ao de censura.

18
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Neste capitulo o desenvolvimento tedrico que apresentamos revela o impacto
da censura informativa na matriz de informacao de Fisher, calculada analiticamente
para o modelo de mistura padrao, sugerida por Maller & Zhou (1996). Com este
proposito, determinamos uma importante relacao funcional entre os parametros da
distribuicao do tempo de sobrevivéncia dos individuos em risco e a distribuigao
do tempo de censura. Apresentamos um estudo com um mecanismo de censura
informativo mais flexivel que os usuais encontrados na literatura. Este mecanismo
estéd expresso pelo modelo uniforme-exponencial que pode ser encontrado em Pat-
terson & Smith (1985) e Ghitany (1993). As matrizes de informagao de Fisher
sao obtidas com o uso da fun¢ao de verossimilhanga com censura nao-informativa
e com censura informativa. Para calcular os elementos da matriz de informagao
de Fisher utilizamos os resultados tedricos que desenvolvemos no Apéndice A. Em
particular destacamos os teoremas associados as derivadas parciais de segunda ordem
em relacao a fracao de cura py. A funcao de verossimilhanga com censura nao-

informativa com dados ampliados é também apresentada.

Com a finalidade de representar o modelo de mistura padrao completamente

parametrizado considere a seguinte definicao.

Definicao 3.1 Seja T' uma varidvel aleatoéria representando o tempo de ocorréncia
do evento de interesse e seja M uma variavel aleatéria Bernoulli representando o
ntmero de causas do evento de interesse, em que M = 0 se o individuo nao esta em
risco (individuo curado ou imune) e M = 1 caso contrario. Seja P(M = 0) = py
€ (0, 1) a proporgao de individuos curados que nunca falharao. O modelo de mistura

padrao é dado por

S(£:0.0) = po + (1 — po)S(t; 8| M = 1), (3.1)

sendo que 8 = (0y,...,0;) e py pertencem ao espaco paramétrico ® = RR* x (0, 1)
e S(t;0|M = 1) ¢ uma fungao de sobrevivéncia propria associada aos individuos em

risco da populacao.

Para caracterizar os dois tipos de censura que iremos trabalhar, censura
nao-informativa e censura informativa, introduzimos, motivada por Lawless (1982),

Kalbfleisch & Prentice (2002) e Siannis et al. (2005), a seguinte defini¢ao.
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Definigao 3.2 Sob o modelo (3.1) o mecanismo de censura ¢ informativo se existir
uma relacao funcional entre os parametros da distribuicao de probabilidade da v.a.
T e os parametros da distribuicao de probabilidade da v.a. X, o tempo de censura.

Caso contrario, a censura é nao-informativa.

3.1 Censura Nao-Informativa

3.1.1 Funcao de Verossimilhanca e Matriz de Informacao de

Fisher

O conjunto de dados D que temos interesse em analisar consiste de n
observagoes (Y;,0;) das variaveis aleatorias (Y,d). Seja T o tempo de vida dos
individuos em risco e seja X o tempo de censura variaveis aleatorias independentes
com fungbes de distribuicdo F' e G, respectivamente. A varidvel aleatoéria Y; é

definida por

Y =min{T;, X;}, i=1,...,n, (3.2)
sendo que T1,...,T, sao variaveis aleatorias i.i.d. com funcao de distribuicao F,
independentes de X7,...,X,, as quais sao i.i.d. com funcao de distribuicao G. A

variavel indicadora ¢; é tal que §; = 0, se a i-ésima observacao é censurada e d; = 1,
se a i-ésima observacao esté associada a uma falha. Note que d;, i = 1,...,n, pode

ser representada do seguinte modo

]-a se ,IZL S Xi)
0, seT;>X;.
No modelo (3.1) existem dois mecanismos de censura atuando simultane-

amente, um dado pela variavel aleatoria ¢; definida em (3.3) e outro pela variavel

aleatoria

1, se o individuo 7 esta em risco,
M; = (3.4)
0, se o individuo i ndo esta em risco (curado),

em que, de acordo com a Defini¢ao 3.1, M; ~ Bernoulli(l — po) iid.,i=1,...,n.
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Suponha que a censura seja nao-informativa, isto é, a fungao de distribuig¢ao
G da variavel aleatoria X; nao envolve @ e py. Representamos a funcao de verossi-
milhanga com censura nao-informativa L(8, py; D), de acordo com a Definigao 3.2,

Maller & Zhou (1996) e de Castro et al. (2009) pela expressao

n

L(0,po; D) o< [ ] [£o(ys; 0, 20))" [Sp(yi5 0, p0)] (3.5)

=1

sendo que f,(-) = =S, (-).

Na equacio (3.5) o estimador de maxima verossimilhanca (EMV) 9 de 9 =
(01, ...,0k,po) € determinado pela maximizagao da fungao de log-verossimilhanga,
[ =1(0,po; D) =log L(0, py; D), com respeito a 8 e py. Admitindo que 1(8, py; D) =
[(9;D) é continua e diferenciavel em O, o sistema formado pelas equagoes

91(9; D)

=0,i=1,...,k+1
09,
¢ resolvido por meio de algoritmos computacionais de otimizagao nao-linear, por

exemplo, Newton-Raphson e quase-Newton (Nocedal & Wright, 1999).

A matriz de informagao esperada ou matriz de informacao de Fisher deno-

tada por I(1¥) tem componentes dadas por

921(9; D)
Iij=—-FE ——— 5,7 =1,... 1. .
o= —E{ e i = Lkt (3:6)

Pela propriedade de normalidade assintotica do EMV de 1, a distribuicao assin-
totica de 9 ¢ normal multivariada com valor esperado 19 e matriz de covariancia
I(9)7, isto é, 9 ~ N(9, I(19)""). Um estimador consistente de I(¥9) é a matriz de
informagao observada Io(1) cujas componentes sdo dadas por

)
8191619] 9=> ’

ij=1,... k+1.

Um intervalo de confianga de 100(1 — )% para um determinado parametro

Y;, baseado na equacdo (3.6), é dado por 1§j + Za/gw/]-_l

-1 .
5> em que [0 € o ele-
mento (j,) da matriz I~ () e z4/2 ¢ 0 quantil /2 de uma distribuigio normal
padronizada. Para testar a hipotese Hy : ¥ = ¥, podemos utilizar a estatistica

da razao de verossimilhangas A = —2[l(¥g) — {(¥)], sendo que A tem distribuicao

assintotica X%k 1)
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Podemos observar que o céalculo da matriz de informacao de Fisher cor-
respondente a fun¢ao de verossimilhanga (3.5), se for realizado pela aplicagao dos
Teoremas A.2, A.3 e A.4 do Apéndice A, é menos oneroso em relagao ao calculo
baseado nas derivadas parciais de segunda ordem definido em (3.6), pelo menos

para as componentes que envolvem py.

Embora esta secao tenha o enfoque da censura nao-informativa, devemos
chamar atengao para a existéncia de uma relagao funcional entre os parametros
das distribuicoes T' e X, que possui papel fundamental para caracterizar a censura
informativa da Definicao 3.2. Esta relacao funcional é expressada pela probabilidade

k* definida na proxima subsecao.

3.1.2 Relacao Funcional Entre os Parametros das Distribui-

coesde T'e X

Uma configuragao de dependéncia entre os parametros das distribuig¢oes de
T, X, Med;, i =1,...,n segue do fato de que a probabilidade de censura do

1-ésimo individuo, p., é dada por

1 K*
7\ 7\
N

= poP (6 =0/M; =0)+(1—po)P(6; =0|M; =1), i=1,....,n. (3.7)

Logo,
Pe =po + (1 —po)k™. (3.8)

Nas equagoes (3.7) e (3.8), k* representa a probabilidade do i-ésimo indi-
viduo ser censurado dado que estda em risco. Esta probabilidade determina uma
relacao funcional entre os parametros das distribuicoes de T' e X caracterizada pelo

seguinte teorema.

Teorema 3.1 Considere o modelo de mistura padrao dado em (3.1) e seja X
uma v.a. representando o tempo de censura com funcao de distribuigao G(x;)

independente da v.a. T', o tempo de sobrevivéncia dos individuos em risco. Entao, a
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probabilidade £* do i-ésimo individuo ser censurado dado que esté em risco, é dada

por
K* = / S(z;0|M; = 1) g (x;9|M; = 1)dz, i =1,2,... n, (3.9)
0
em que g(-) = G'().

Prova. Temos que

{(t,x): t>z,z>0}

- // F (16010 = 1) g (5| M; = 1) dtda
{(t,x): t>z,z>0}
= [ o= nafg i = vas
0 x

Portanto, k* é dada pela equagao (3.9). m

3.1.3 Censura Nao-Informativa Uniforme-Exponencial

Utilizamos nesta subse¢ao uma distribui¢ao uniforme-exponencial para o
tempo de censura conforme a equagdo (1.1), com parametros A. e Tp, isto é X ~
UEzp(A.,To). Assumimos no modelo de mistura padrao (3.1) e fungao de ve-
rossimilhanga (3.5) que os tempos de vida dos individuos em risco seguem uma
distribui¢@o exponencial com parametro A e fungao densidade de probabilidade (fdp)
f(t;A) = f(t; \]M = 1). Desse modo, na fungao de verossimilhanga (3.5) @ = X e a

funcao de sobrevivéncia de longa duracao do i-ésimo individuo é dada por
Sp(Yis A po) = po + (1 — po)S(yss A|M = 1), (3.10)

sendo que S(yi; A\|M = 1) = e, Entdo, a fun¢ao densidade impropria é dada por
Folyis Aspo) = (1= po) f i A) = (1 = po)Ae™ ", (3.11)

Para T' ~ Exzp(\) e X ~ UEzp(\.,Tp) em (3.9), apos alguma algebra
obtemos

1

A
AA) = I R Rl P
W) = s e oo™

+ A (A + Ap) em AT, (3.12)
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Neste caso, conseguimos a determinagao analitica de x*, mas em geral métodos de

integracao numérica sao requeridos.

Assumindo que p. e py sao fixos e desconhecidos, a relacao funcional entre
os parametros A e A\, expressa pela quantidade x*(\, A\.) na equacao (3.12) estabe-
lece que o mecanismo de censura nao pode ser ignorado, caracterizando a censura
informativa, a qual sera considerada na Se¢ao 3.2. Para introduzir esta dependéncia
na funcao de verossimilhanga por meio da distribuicao de censura, percebemos que
o procedimento natural requer a determinacao de A. em funcao de k*, A e Ty. Em
varias tentativas de uma solucao geral em \. nao obtivemos sucesso. Felizmente,
a solugao sugerida quando Ty — oo fornece uma importante reparametrizagao em
(3.12) do ponto de vista de interpretacao estatistica e objetivos de simulagao. Esta

reparametrizacao ¢ dada por

A
— 3.13
A (3.13)
ou
AR
Ae = . 14
11—k (3:.14)

Note que, das equagoes (3.12) e (3.13),

lim "(\, Ae) = K.

To—o0

De acordo com a equagado (3.13), k representa a proporcao da taxa de falha da
distribuicao de censura em relacao a taxa de falha total quando as variaveis T e X
sao exponencialmente distribuidas. Outra propriedade de £*(\, \.) que faremos uso
é dada por

1

. * _ =Ty
)\lclglo/ﬁ (A Ae) = )\To(l e ). (3.15)

A equacao (3.15) representa o quociente entre a probabilidade de falha no
intervalo (0,7)) e a taxa de falha até o tempo Tj dos individuos em risco. Esta
equagdo representa ainda o limite inferior de x*(X, A.) quando A. — 0, ;. Logo,

a partir das equagdes (3.12) e (3.15) temos que

* 1 —
K = A_TO(1 — e M), (3.16)
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Com as equagoes (3.8) e (3.16) estabelecemos o limite superior de pyg, repre-

sentado por
Pc — ’%fnf
Posup = 1—*
- Kinf

Apresentamos na Figura 3.1 os graficos de k* = k*(\, \.) e k em funcao de

Po-
(a) (b)
n
g
<
3
o |
35 o
~
N
N
-
g
o
2 >
T T T T T I T T T T I
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
Po Po

FIGURA 3.1: Probabilidade de um individuo ser censurado dado que esta em risco (k*, k) versus

po para A = 0,25 e p, = 0,50. (a) Ty = 200 € posup = 0,4898; (b) Ty = 10 € ppsup = 0, 2099.

Utilizando as equagoes (3.10) e (3.11), a fungao de verossimilhanga com

censura nao-informativa é dada por

L(\, po; D) H[(l — po)Ae Mo [po 4 (1 — po)e i (3.17)

=1

A fungao de log-verossimilhanga correspondente a equagao (3.17) é dada

por
LA\, po; D) ox Z {5i[10g(1 —po) +1og A — Ayi] + (1 — &;)[log(po + (1 — po)e_Ayi)]} .

As segundas derivadas parciais de [(\, pg; D), com respeito a A e py sao

dadas por

Pl & 5 po(1 — po)yZe i
- — - 1—96; L q
Y Z{ Y + (1 —9;) Do+ (1= po)e W2 } , (3.18)

=1



3. Censura Nao-Informativa e Censura Informativa 26

0%l _ yie Wi
= 1—9; 3.19
ApoOX 2 ) [po + (1 — po)e—wi]? (3.19)

=1

3_21 o . —0; s (1 — e wi)2
apg - Z { (1= po)? (1-46) o+ (1 —po)e_Ayi]Q} . (3.20)

i=1
A partir dos Teoremas A.2, A.3 e A.4 do Apéndice A e de (3.18) — (3.20)
os valores esperados das segundas derivadas parciais de —I(\, po; D) com respeito a

A e py sao dados por

0?1 1 — XX X 26X
FE {_W} = (1 —pO)nE { \2 - Do + (1 —po)e—’\X} = nlyy, (3.21)
02l XX
. {_apom} -t {po +(1 —po)eAX} = dpor = 1oy (3.22)
e
0%l 1 ] — e AX
{ 3p8} 1- pon {po + (1 — po)e—/\X} ML popo (3.23)

Para a determinagao analitica dos valores esperados nas equagoes (3.21) —
(3.23) com respeito a variavel aleatoria X ~ UFExzp(\.,Tp), definimos a transfor-

magao parameétrica

To xu—le—az (
o (o, v, 3 :/ ——dx, 3.24
( ) o 1+ e " )
1—
com a > 0, f = Po >0ev =1,2,.., a qual chamaremos de transformacao

Po
integral p*-paramétrica.

A transformacao integral p*-paramétrica, dada pela equagao (3.24), possui
véarias propriedades relacionadas com as fungoes Lerch, Lerch-Zeta, Zeta de Rie-
mann, dilogaritmo, exponencial-integral, entre outras, que podem ser encontradas
em Abramowitz & Stegun (1964) e Gradshteyn & Ryzhik (2007). Algumas dessas
propriedades sao dadas por

e lim ¢"(o,v,1) = (v — 1)I®(—1,v,a), em que P(-,-,-) é a funcdo Lerch

To—o00

(Gradshteyn & Ryzhik, 2007) com representagao integral dada por

(¢ )—Fl / = 16wd (#1l,a>0,vr>0
a,v T (07 v .
Y ) () 0 1 C T ) Y )



3. Censura Nao-Informativa e Censura Informativa 27

—1)! 1
d 30* (O‘a%ﬁ) < (V&V ) E(l—i-ﬂe_x

dade de probabilidade dada por

), se X ~ Gama(v,«) com fungao densi-

aV

F(V)x

v—1_—ax

e a>0,v=12...

fz) =

(y_—ﬁl)! i,

(Cvijovi¢ & Klinowski, 1997) com representac¢ao em série dada por

. Tlim " (Ly,pB) = (—B), em que Li,(-) ¢ a fungao polilogaritmo
b—00

[e.e]

Liy(x) = Zj”—] v>1, Jo] < 1.
j=1

Desenvolvemos algumas solugoes analiticas e computacionais com represen-
tagao em série da integral ¢* com uso de métodos tradicionais como o método de
Simpson, trapezodides, pontos médios e combinacao destes. Nenhum destes métodos
de integracao numérica que utilizamos produziu resultados satisfatérios em relagao
ao tempo computacional e magnitude do erro, principalmente para valores de py
proximos aos extremos do intervalo (0, 1). Felizmente, para 0 < py < 1 observamos
que as solugoes por integracao de Monte Carlo produziram resultados satisfatoria-
mente equivalentes as solugoes obtidas com a func¢ao de integragao numérica da
linguagem R (R Development Core Team, 2009), que utiliza quadratura adaptativa.
Portanto, para desenvolver a anélise de sensibilidade da censura informativa moti-
vada pela matriz de informagao de Fisher, a transformacao integral ¢* sera obtida
numericamente com a fungao “integrate” da linguagem R, implicando num custo

computacional bastante inferior em relagao as solugoes por integracao de Monte

Carlo.

Para determinar a matriz de informacgao de Fisher utilizando as equagoes

(3.21) — (3.24) considere o seguinte teorema.

Teorema 3.2 Sob o modelo de mistura padrao com fragao de cura pg, sejam T; ~
Exzp(\) e X; ~ UExp(A.,Tp) o tempo de sobrevivéncia e o tempo de censura do
1-ésimo individuo em risco variaveis aleatorias i.i.d., ¢ = 1,...,n, respectivamente
e suponha que a censura seja nao-informativa. Entao, a matriz de informacao de

Fisher, baseada na func¢ao de verossimilhanca (3.17), é dada por
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I I
IOupo)=n| ™ | (3.25)
IPO)\ Ipopo
em que
(1 po) (]. - HJ)Z )\T() )\2:%2 )\Tg
Ly = - (01— exp (- _ AN exp(—
A 2 ( N7 +r)(1—exp (=7 —1)) (1_R)2GXP( T
(1—po) (1 K 1 1—1po
_ * 3
A2 )\T0+1—Ii 1z Do
l—py K 1 1 —po
* 4 3.26
+ /\3T0 ]_—I{SO (1—/{77 Po )7 ( )
1 K 1 1 1 —po
Ly =Ly = — (= . 2
ot (o) 5
ko1 1 1—pp
¥ 3 3.27
1 — kAT, " <1—/<” o ) (3:27)
e

1 1 K K 1 —po
Lypy = —— =+ * 1
rore Apo(1 — po) (T0+ 1_’1)90 <1—H’ " Po )
1 K *( K 1 —p0>
- % 727
Apo(1 — po) To(1 — k) 1—«k Do
1 1 K K 1 —po
Apo(1 — po) (TO 1—x)7 \1-% Do
1 K . 1 1 —pg>
+ , 2, . 3.28
/\po(l—pO)To(l—/f)SO (1 — K Do ( )

Prova. Apos uma aplicacao direta das equagoes (3.21) — (3.24) os elementos Iy, Ly,

e I,,p, da matriz de informacao I (A, po) s@o obtidos. =

Observe que a matriz I (X, pg) envolve a quantidade x definida pela equagao
(3.13), caracterizando que os mecanismos de censura sao informativos. Para resolver

este problema consideramos a censura informativa na Secao 3.2.

3.1.4 Funcao de Verossimilhanca com Dados Ampliados

Uma maneira mais atrativa de representar a funcao de verossimilhanca
(3.17) consiste na introdugdo de uma variavel latente W no modelo, consequente-

mente aumentando o conjunto de dados. Note que L(\, po; D) pode ser escrita do
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seguinte modo:

n

L(X, po; D) o (1 = po)> H (ys; V2 [ [P0 + (1= po)S(yis V' (3.29)

=1

Observamos que a equagao (3.29) pode ser expressa numa forma fatorada
com a inclusao das variaveis latentes W;, i = 1,...,n independentes, seguindo uma

distribuicao de Bernoulli com parametro p; dado por

Pbo

p; = ,i=1,...,n. 3.30
po + (1 —po)S(yi; A) ( )
Logo, a funcao de verossimilhanca ampliada pelos dados artificiais {wy, ..., w,} é
dada por
La(A\po; D) oc (1 —po)==r% T 1A (wis V' ] Jlpo + (1 — po)S(yss M)
i=1 i=1

X]1:<m+w14?w5@a»)quﬁ

n 1—w; 1-4;
Po
| (- s se) ] ‘ 31

=1

=

.

Reescrevendo a equagao (3.31) temos que

o (1—=6;)w; - —w;)(1=8;
Li(A\,po; D) o pgll,l( ) (1 —po)™~ 2= (1=6i) H (yi; M) %S (s )] w010
=1

(3.32)

Logo, uma forma fatorada de (3.17) ¢ dada por

Lo(\po; D) p(]ZELzl(l—‘si)wi(l _ po)n—ZLl(l—éi)wi/\Z?:1 0i o= A X0y yi[l—(1=6:)wi]

(3.33)

Podemos observar que a forma fatorada de L,(\, po; D) em (3.32) simpli-
fica a func¢ao de verossimilhanga (3.29) permitindo a implementagao de algoritmos
computacionais mais simples nos contextos classico e Bayesiano. Um estudo de
simulagao com inferéncia Bayesiana via métodos de Monte Carlo em cadeias de
Markov (MCMC) e dados ampliados (Tanner, 1996) sera objeto de pesquisas futuras
(vide Capitulo 6).
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3.2 Censura Informativa

Nesta secao iremos considerar o mesmo conjunto de dados e variaveis alea-
torias definidas por (3.2) — (3.4) e distribuigdes de probabilidade X ~ UFEzp(A., Tp)
e (3.10).

3.2.1 Funcgao de Verossimilhanca e Matriz de Informacgao de

Fisher

A funcao de verossimilhanga com censura informativa, motivada por La-

gakos (1979), Lawless (1982) e Maller & Zhou (1996), ¢ dada por

L*(8,p0,%: D) = [ [ £ (w1 0,00)S) % (33 0. po Hl — G(yi; )" g (yis ).

- (3.34)
sendo que g(-) = G'(+) e ¥ é um vetor de parametros associado a distribui¢ao de
censura G(-). Em (3.34) estamos assumindo que o segundo produtério nao pode
ser ignorado porque depende de 8 (Lawless, 1982). Fica estabelecida dessa forma a
funcao de verossimilhanga com censura informativa que utilizamos neste trabalho,

caracterizada pela relacao funcional entre os vetores 6 e 1.

Podemos escrever 1*(6,pg, ;D) = log L*(0,po,v; D), a fungdo de log-

verossimilhanga com censura informativa, da seguinte maneira:

(3.35)
em que (0, py; D) decorre de (3.17).

A matriz de informagcao de Fisher I* (6, py, 1)) baseada em (3.35) pode ser
obtida pela aplicacao dos Teoremas A.1, A.2 e A.3 do Apéndice A.
3.2.2 Censura Informativa Uniforme-Exponencial

Considere 8 = X ¢ ¥ = . na equagao (3.34). Entao,

L*(\ po. At D) = [T 1£o i A po) (1 = Glss Ae)]” [Sn(wi A po)g (i A)] ™ . (3.36)
=1
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A fungao de log-verossimilhanga correspondente a funcao (3.36) é dada por

F(Npo A D) = Y diloglf(yi A po) (1 — Glyis Ac))]

i=1

T Z 1 — 6:) 1og[Sp(wi; A o) g (yis Ac)]. (3.37)

Note que
(A po, Aei D) = 1A, po; D) + Y [6:1og(1 = Glyi; Ae)) + (1= 8:) log(g(wi; Ae))] -
i=1
Das equagoes (1.1), (3.10) e (3.14), segue que
I*(\, po, 53 D) 25 [log(1 — po) +log A — Ay; + log(1 — To)]

+ Zl— )llog(po + (1 — po)e™))]

1 AR Yi AR
E (1—9;)1 1—=)]— i}
+ 2 A0 =0)loglze 4+ 7= (1= )l = 7 vk

(3.38)

As segundas derivadas parciais de (3.38), com respeito a A, py e k sao dadas

por
27% 2 n 1 — 2(1 — B)y2
alzza_i_z(l_di)(fe{( /Z) ( y.T°3 |
O\ oA — [To (1 — T—;)]
an* n (1 y_:‘))Q/\ (1 %)2)\2
orZ Z(l_éi) 37 1 TAH viy] 411 TM i \]2
K = (I=rPlg+50-2) Q-r)g+50 -2
& 2>‘yz 2)\yz
> R ol
02l " 1-# (1= %) Aw
oNOK Z(l_(si) 1— g)2[L TA_Hl_ﬂ (1 — )31 Tﬁl_ﬂ2
w i=1 (I =r)2lg+ 250 =5 A=rPlF+ 250 - 3)]
- Yi Y;
;[“ ]
P P P P P P P

DRON  ONOK’ Opodh  ONIp  OpodN Opodr  Ordpy - Op2  Op2
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Observe que —82l —an e —821 sao dadas pelas equagoes (3.18), (3.19) e
v - :
e N OpodOX — Opd P anag ’

(3.20), respectivamente.
Os valores esperados das segundas derivadas parciais de —I*(\, po, k; D),
com respeito a A, pg e k, obtidos pela aplicagao dos Teoremas A.1 — A.3 do Apéncice

A e por (3.26) — (3.28) sao dados por

loal
E {— ETE } = nl}, = nln + nly,, (3.39)

0%l
Lhw=F——
em que nlyy { 8)\2}’

=" plsu0t-n)
W p(X) (X[

7+ (-5
o2 )
p{-05 b =B {5,000 + Q) = i, (3.40)
Ccom
B —(1— X2 (1— 2N 20X
R e I (oL F o g AN (YO
e
QQ(X) = %[%(1 — 6*/\X) _ Xef)\X]’
o1 )
B{ = S | = B (00X + Qi) = . (3.41)
Ccom
B —(1-2) (1—2)*\k X
S S T T (-0 Ut =0 - DF AP
€
Q4(X) = Ei :i;g [%(1 _)\X) _ XG_AXL
0%l* 0%l
E{_c?Aapo}:E{_{?/\apo}:nI’\m:nI;pO’ (3.42)
o2 521 )
E {_a_pg} —E {_a_pg} = nlppy =l (3.43)
€
o1e .
E {— - 8p0} S () (3.44)
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Portanto, segue das equagoes (3.39) — (3.44) que a matriz de informacao de

Fisher é dada por

I;)\ [;po [;/4
I*(\po,s)=mn| Iy, L. 0 |, (3.45)
];\kﬁ O ]:H
em que I3, = DIy, Lypy = Ipopo © Iy = Do+ I}y Calculamos I5,, I3, e I},

aplicando o Teorema A.1 do Apéndice A. Note que I5, é determinado analiticamente

do seguinte modo:

— AKX
2 70 po(Ty — x)? exp(m) + (1 = po)(Tp — z)? exp(—2L)
_ A
(1 "i) TO 0 1+ K (To—il?)
1—k
(3.46)
Para continuar a determinacao de I§,, definimos a transformacao paramé-
trica
To xu—le—ax
Tla, v, \) = / dzx, 3.47
gpl ( ) 0 1 _|_ )\C(T(] _ I) ( )
em que o > 0, A\. é dado por (3.14), Ty > 0 e v = 1,2,..., denominada de

transformacao integral ¢j-paramétrica.

Utilizando as equagoes (3.46) e (3.47), apos algumas simplificagoes algébri-

cas temos que
K2 Do AK AK AK AK
I, = ———==1T5¢; 1 — 2Ty} 2
M (1—,%)2T0{ 0901(1—5 ’1—,@) 0901(1—5’ ’1—/1)}
k2(1 = po) A AK A AR
TRk 1 —2Thp5 2
+(1—r<;)2T0{0(p1<1—m”1—/<;) 0901(1—5”1—,@)}

K2 Do AK AR k2(1 — po) A AR
— ] 3 1 3
+(1—/<;)2T0S01<1—/<a’ ’1—/@)+(1—/£)2T0g01(1—/£’ ’l—n)’

(3.48)

em que ~ ¢ dado pela equacdo (3.13). Expressoes analiticas de I}, e I}, podem ser

derivadas com o uso da equagao (3.47).

Note que I, > Iy, o que resulta em nao podermos ignorar o mecanismo

de censura na estimacao de A e consequentemente na estimacao de py.
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Neste capitulo destacamos a fungao de verossimilhanga com censura nao-
informativa e com censura informativa uniforme-exponencial e a estimagao dos
parametros de interesse sob o ponto de vista classico. Utilizamos estas fungoes de
verossimilhancgas no préximo capitulo em um estudo de simulagao e em um exemplo

com dados reais.



Capitulo 4

Estudo de Simulacao e Aplicacao

com Dados Reais

Neste capitulo apresentamos um estudo de simulagao do modelo de mistura
padrao definido no Capitulo 3 e analisamos um conjunto de dados reais. Para
simular amostras do modelo utilizamos o algoritmo que propomos na Sec¢ao 4.1 com
implementagao em linguagem R (vide Apéndice C). Usamos o método aceitagao-
rejeicao (AR) com proposta exponencial para obter amostras aleatérias do modelo
uniforme-exponencial. Uma apresentagao detalhada do método AR pode ser encon-
trada, por exemplo, em Rubinstein & Kroese (2008). A obtengao das estimativas
de méxima verossimilhanca, intervalos de confianca assintoticos e probabilidades de
cobertura, é dada pelo programa que desenvolvemos em R, Secao C.1 do Apéndice
C. O método de Newton-Raphson (NR) introduzido inicialmente para obter as EMV
conduziu o processo de otimizacao em determinadas regioes do espago paramétrico
a matrizes de informacgoes singulares. Para evitar matrizes singulares no método
NR, uma alternativa é o uso de uma reparametrizacao apropriada, como propoem
Maller & Zhou (1996). Optamos por um esquema de maximizagao condicionada que

usa uma rotina de maximizagao da linguagem R.

Os intervalos de confianga e probabilidades de cobertura foram estimados
tendo como base as propriedades assintoticas dos EMV (Brown et al., 2001; Berger,

2006).

35
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4.1 Algoritmo Para Simulacao do Modelo de Mis-

tura Padrao

Para atender aos objetivos do estudo de simulacao do modelo de mistura
padrao com fracao de cura pg, o algoritmo seguinte permite obter D réplicas de
amostras aleatorias de tamanho n das variaveis aleatoérias tempo de vida dos indi-
viduos em risco (7'), tempo de censura (X), nimero de causas (M), indicador de

censura () e Y = min {7, X'}

Algoritmo 4.1

(1) Amostra aleatoria das variaveis aleatorias M, T e X.
(1.1) Gerar (my,...,m,) de M ~ Bernoulli(1 — py).

(1.2) Gerar (t1,...,t,) de f,afdp de T.

(1.3) Gerar (x1,...,x,) de g, a fdp de X.

(2) Amostra aleatoria das variaveis Y = min {7, X} e §. Parai=1,... n,
(2.1) Fazer t; = oo, se m; = 0. Caso contrario, fazer t; = t;.
(2.2) Fazer y; = min {t;, z;}.

(2.3) Fazer 6; = 1, se t; < z;. Caso contrario, fazer ¢; = 0.
(3) Repetir os passos (1) e (2) até obter D réplicas.

Este algoritmo é semelhante ao algoritmo desenvolvido por Mizoi (2004) em lin-
guagem Ox (Doornik, 2006) para o nimero de causas competindo para o evento de

interesse com distribuicao de Poisson.

4.2 Estudo de Simulacao

Para verificar o impacto da censura informativa nas probabilidades de cober-

tura e comprimentos de intervalos de confianca da fracao de cura e taxa de falha,
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utilizamos conjuntos de dados gerados pelo Algoritmo 4.1 com M ~ Bernoulli(1l —
o), T ~ Exp(\) e X ~ UExp(A.,Tpy). Consideramos fungoes de verossimilhanga

com censura nao-informativa e com censura informativa uniforme-exponencial.

Os intervalos de confianga assintéticos para A e py foram obtidos do seguinte

modo:
S\iza/z\/fﬂl (§ pA():i:Za/Q f2_21 s
em que [ j_jl, J = 1,2, denota o j-ésimo elemento da diagonal da inversa da matriz

de informagao, estimado conforme a censura seja nao-informativa com matriz de
informagao observada ou informativa com matriz de informacao de Fisher (3.45) e
Zas2 € 0 quantil a/2 de uma distribui¢do normal padrdo. Considerando e = 1077,
os EMV de 8 = (\,pp)’ com censura nao-informativa e os EMV de 8 = (\, py, k)’

com censura informativa, foram obtidos quando na i-ésima iteracao temos satisfeita

) a(i-1
a condigao |0() ) )| <e

4.2.1 Simulacao com p; Nao-Fixado

No estudo de simulagao desenvolvemos uma inferéncia classica baseada em
10000 réplicas de amostras aleatérias para n = 50 e 400, T, = 50, p. = 0,50,
A=0,25epy=0,02,0,04,...,0,44, po < posup = 0,4565. Para verificar o impacto
da censura informativa uniforme-exponencial nas estimativas pontuais e intervalares,
apresentamos as Figuras 4.1 — 4.6. Podemos observar as seguintes estimativas:
probabilidades de cobertura, comprimentos de intervalos de confianga de 95% e

EMYV de A e pyg.
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FIGURA 4.1: Probabilidades de cobertura com n = 50, A = 0,25, Ty = 50 e p. = 0, 50.
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FIGURA 4.2: Comprimento de intervalos de confianca (IC) de 95% com n = 50,\ = 0,25,
To = 50 e p. = 0, 50.

As Figuras 4.1 e 4.2 para valores de py < 0, 2 revelam uma forte instabilidade
nas estimativas das probabilidades de cobertura e comprimentos dos intervalos de
confianca assintoticos. Além disso, podemos observar que houve forte redugao dos
comprimentos dos intervalos de confianca com censura informativa em relacao aos

comprimentos dos intervalos de confianca com censura nao-informativa.
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FIGURA 4.3: Estimativas de maxima verossimilhanca com n = 50,A = 0,25, Ty = 50 e

pe = 0,50.

Note que as Figuras 4.4, 4.5 e 4.6 a seguir estao construidas para n = 400.

Com o aumento do tamanho da amostra de n = 50 para n = 400 temos forte redugao

dos comprimentos dos intervalos de confianga
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FIGURA 4.4: Probabilidades de cobertura com

assintoticos de A e pg na Figura 4.5.
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n = 400,\ = 0,25, Ty = 50 e p, = 0, 50.
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FIGURA 4.6: Estimativas de méaxima verossimilhanca com n = 400,A = 0,25, Ty = 50 e

pe = 0, 50.

De acordo com as Figuras 4.1, 4.2, 4.4 e 4.5, observamos que as estimativas

dos comprimentos dos intervalos de confianga assintéticos do parametro A, principal-

mente na regiao 0 < pg < 0.1, apresentam forte redu¢ao quando levamos em conta

que a censura ¢ informativa. O vicio das estimativas de méxima verossimilhanca

de A tende a diminuir quando py se aproxima de p., conforme as Figuras 4.3 e

4.6. Quando py | 0, as probabilidades de cobertura sofrem uma forte influéncia da

variavel X ~ UFExp(\,Ty). Por outro lado, se py T p. as probabilidades de cobertura
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sofrem uma forte influéncia da variavel M; ~ Bernoulli(1 —py), i =1,...,n.

4.2.2 Simulacao com 7 Nao-Fixado

Para analisar o impacto da escolha de Ty nas EMV com censura informativa
uniforme-exponencial, simulamos 10000 réplicas de amostras aleatérias para n = 50,
A=0,25 po=0,30, p. = 0,50 e Ty = 20,30, ...,200. As Figuras 4.7 e 4.8 revelam
um impacto maior nas probabilidades de cobertura e comprimentos de intervalos de

confianga 95% de A e py para Ty < 50.
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FIGURA 4.7: Estimativas de maxima verossimilhanca, probabilidades de cobertura e
comprimentos de intervalos de confianga 95% de A com n = 50, A = 0,25, po = 0,30 e p. = 0, 50.
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FIGURA 4.8: Estimativas de maxima verossimilhanca, probabilidades de cobertura e
comprimentos de intervalos de confianca 95% de py com n = 50, A = 0,25, pg = 0,30 e p. = 0, 50.
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4.3 Aplicacao com Dados Reais

Nesta se¢ao analisamos dados de pacientes com leucemia descritos em (Kersey
et al., 1987). Determinamos estimativas de méaxima verossimilhanga (EMV) e in-
tervalos de confianca para os parametros A, pg, k e xK* definidos no Capitulo 3.
Estimativas de Kaplan-Meier (EKM) da fungao de sobrevivéncia e da fungao de

probabilidade de cura sao também calculadas.

As EKM da fungao de probabilidade de cura p(t) foram obtidas, de acordo

com Maller & Zhou (1996), do seguinte modo:

N Pn

p(t) = 5.0 (4.1)
em que, p, ¢ dado pelo valor minimo do EKM de S,(t) e S,(t) é dado pelo EKM de
Sp(t).

Os intervalos de confianca assintéticos estao construidos com censura nao-
informativa com matriz de informacao observada e com censura informativa com
matriz de informagao de Fisher (3.45). Para construir intervalos de confianga de x*
utilizamos o método delta que pode ser encontrado em Migon & Gamerman (1999).

Para estimar Var(x*), é necessério escrever k* dada pela equagao (3.12) na forma

ATy

o= (U] (1- ety 2R 42)

4.3.1 Inferéncia Classica com Dados de Leucemia

Exemplo 4.1 Analisamos neste exemplo dados descritos em Kersey et al. (1987)
relativos ao tempo de recorréncia T (em anos) e indicador de censura 0 de 46
pacientes do Grupo 1 (transplante alogénico). Este conjunto de dados foi estudado
por Maller & Zhou (1996) e ainda por Rodrigues et al. (2008). Dentre as medidas
resumo da amostra temos que p. = 28,3%, tempo médio de sobrevivéncia = 1,52
ano, desvio padrao = 1,63 ano, tempo minimo = 0,03 ano e tempo maximo = 5,00

anos.

De acordo com as Tabelas 4.1 — 4.4 verificamos que as EMV de A e da

fragdo de cura (nao sofrer recorréncia da leucemia apos o transplante alogénico) py
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calculadas com o uso da funcao de log-verossimilhanca com censura nao-informativa
correspondente & equagao (3.17) sdo aproximadamente iguais as EMV calculadas
com o uso da fun¢ao de log-verossimilhanga com censura informativa (3.38), nao
dependendo de Tj. Entretanto, as alteracoes no erro padrao das EMV de X e
Po, podem provocar diferencas importantes nos comprimentos dos intervalos de
confianca assintoticos de acordo com as Tabelas 4.1 — 4.4. Notamos que o valor
de k* pode ser considerado pequeno, por isso, os resultados da Tabela 4.1 obtidos
com censura nao-informativa e matriz de informagao observada nao podem ser
descartados. Situagoes como esta, em que é possivel considerar que o mecanismo
de censura seja nao-informativo, ja estao configuradas no estudo de simulacao deste
capitulo. Entretanto, é necesséario esclarecer de acordo com (3.12) e (3.39) que
a relagao de dependéncia entre os parametros da distribuicao de sobrevivéncia e
distribuigdo de censura estabelecida por £* em (3.9) ndo permite admitir que o

mecanismo de censura informativo seja ignorado.

TABELA 4.1: Inferéncia classica com censura nao-informativa com os dados do Exemplo

4.1.
Erro Intervalo Comprimento do
Parametro EMV padrao de confianca de 95% intervalo
A 1,4332 0,2756 (0,8931; 1,9733) 1,0802
Do 0,2711  0,0676 (0,1385; 0,4037) 0,2652

TABELA 4.2: Inferéncia classica com censura informativa UExp(\., Ty = 5,1) com os

dados do Exemplo 4.1.

Erro Intervalo Comprimento do
Parametro EMV padrao de confianca de 95% intervalo
A 1,4330 0,3165 (0,8127; 2,0533) 1,2406
Do 0,2711 0,0778 (0,1185; 0,4236) 0,3051
K 0,0001 0,0494 (-0,0968; 0,0970) 0,1938

K 0,1368 0,0469  (0,0449; 0,2287) 0,1838




4. Estudo de Simulagao e Aplicagao com Dados Reais 44

TABELA 4.3: Inferéncia classica com censura informativa UFEzp(A., Ty = 10) com os

dados do Exemplo 4.1.

Erro Intervalo Comprimento do
Parametro EMV  padrao de confianca de 95% intervalo
A 1,4332 0,2812 (0,8822; 1,9843) 1,1021
Do 0,2711 0,0717 (0,1304; 0,4117) 0,2813
K 0,0185 0,0308 (-0,0418; 0,0788) 0,1206
K 0,0857 0,0310 (0,0250; 0,1465) 0,1215

TABELA 4.4: Inferéncia classica com censura informativa UFExp(\., Ty — 00) com o0s

dados do Exemplo 4.1.

Erro Intervalo Comprimento do
Parametro EMV padrao de confianca de 95% intervalo
A 1,4331 0,2901 (0,8646; 2,0017) 1,1371
Do 0,2711 0,0741 (0,1259; 0,4163) 0,2904
K 0,1150 0,0325 (0,0512; 0,1788) 0,1276
K* 0,1150 0,0325 (0,0512; 0,1788) 0,1276

Os intervalos de confianga de x com o limite inferior negativo nas Tabelas
4.2 e 4.3 podem ser evitados, como mostra a inferéncia Bayesiana que desenvolvemos

no Capitulo 5.

Sobre a escolha de T fazemos o seguinte comentario, adicional ao que foi
feito na Subsecao 4.2.2. Numa analise teérica, usando a fungao de verossimilhanca
com censura nao-informativa, fixando valores para A e py para investigar a escolha de
Ty Ghitany (1993) concluiu que para um esquema de censura fixada num tempo Tp,
as variancias de \ e Po sao minimizadas quando Ty — oo. Entretanto, nos cenérios
com dados reais como este do Exemplo 4.1 é bastante plausivel que se admita 7y o
mais proximo possivel, superiormente, do valor maximo amostral, ou fazer Ty — oo
e trabalhar com a censura exponencial, uma vez que o valor real de T nao esté

disponivel.
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As EMV e EKM da fungao de sobrevivéncia S,(t) e da funcdo de pro-
babilidade de cura p(t) para Ty = 10 est@o representadas nas Figuras 4.9 e 4.10,
respectivamente. Note que um paciente com 3.5 anos de acompanhamento tem

estimativas de probabilidade de cura aproximadamente igual a 1.
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FIGURA 4.9: Estimativas de méaxima verossimilhanga (EMV) e estimativas de Kaplan-Meier

(EKM) da funcao de sobrevivéncia S, (t) com os dados do Exemplo 4.1.
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FIGURA 4.10: Estimativas de maxima verossimilhanga (EMV) e estimativas de Kaplan-Meier
(EKM) da funcao de probabilidade de cura p(t) com os dados do Exemplo 4.1.
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Desenvolvemos neste capitulo um estudo de simulacao e aplicagoes com
dados reais sob a inferéncia classica. A anéalise Bayesiana com dados simulados
enfrentou algumas dificuldades quanto ao tempo computacional e convergéncia do
algoritmo MCMC e até aqui nao foi possivel a obtengao de resultados satisfatorios.
Para ilustrar a inferéncia Bayesiana utilizamos os dados do Exemplo 4.1 e apresen-

tamos os resultados no Capitulo 5.



Capitulo 5

Inferéncia Bayesiana com Priori de

Jeffreys e Censura UExp

Neste capitulo propomos uma inferéncia Bayesiana objetiva (IBO) para
avaliar as probabilidades de cobertura e os comprimentos dos intervalos de cre-
dibilidade dos parametros de interesse. Apresentamos um procedimento Bayesiano
com distribuigao a priori de Jeffreys (Jeffreys, 1961). O desenvolvimento teérico
esta elaborado sob o mecanismo de censura informativo uniforme-exponencial. O
procedimento Bayesiano para o caso de censura nao-informativa pode ser deduzido
de modo semelhante ao que estd descrito nas Segoes 5.1 e 5.2. Na secao 5.3

analisamos um conjunto de dados reais.

5.1 Distribuicao a Prior: de Jeffreys

Nesta secao formulamos a distribuicao a priori objetiva de Jeffreys para
os parametros do modelo de mistura padrao dado pela equacao (3.1). De acordo
com a terminologia empregada por Berger (2006) o termo objetiva representa um
estado em que nao se dispoe de informacgao subjetiva. Também denominado estado
em que a informagao a priori nao é significativa em relacao a informagao amostral
ou estado de conhecimento vago ou difuso (Paulino et al., 2003), ou estado em que

mesmo havendo informagao disponivel nao se deseja utiliza-la, segundo Migon &

47
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Gamerman (1999). Outros termos empregados sao nao-informativa, nao-subjetiva,

referéncia, default e convencional.

Para atingir os propoésitos desta se¢ao utilizamos a seguinte definigao:

Definigao 5.1 A distribui¢ao a priori nao-informativa de Jeffreys para 6 e py do

modelo de mistura padrao e k, com censura informativa, é dada por
(8, po, ) o< {det(T*(8, py, )}/, (5.1)
em que I*(0,py, k) é a matriz de informacao de Fisher.

Consequentemente, escrevemos a distribuigao a priori de Jeffreys para 0, py
e K, baseada na fungao de verossimilhanga (3.36) com censura informativa uniforme-

exponencial, como
Tr(eap(]? "i) X [IZR(I;)\IPOPO - ]ng) - ]POPO (I;H)2]1/27 (52)

em que I35y, 1%, I3, Dpy € Lpop estdo dados em (3.39) — (3.43).

5.2 Densidades a Posteriort Condicionais

Reescrevendo a fungao de verossimilhanga de acordo com (3.36), temos que
L»ﬁ(}\’pO? /{|'D) . /\Z?Zl 51'6*/\2?21 vi(6i+17%) H[po + (1 _ po)e—kyi]l—éi
i=1
"1 Xk yi ]
— 4+ —(1- = . 5.3
AT+ 250 1) (5.3

=1

De (5.2) e (5.3), a funcao densidade a posteriori conjunta das quantidades

A, po € Kk é dada por

(A, po, K|D) Aiz10ipm A b0t 50) H[po + (1 - po)e”\yi]l";"
i=1

X []:K(I;/\IPOPO - Iipo) - Ipopo (I;n)2]1/27 (54>
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sendo que 7 é conhecido.

As fungoes densidade a posteriori condicionais dos parametros A e py e K

sao dadas, respectivamente por

n

7(Apo, K, D) AZiz10ipm AL B0t 55) H[po +(1-— po)e*’\yi]lf‘s"

=1
" M g %
=
<11 (g )
X (L% (D Lpopy — I;po) — Lpopo ([;5)2]1/27 (5.5)

n 1-6;
n—=> " .68 n ) 1 — D0 i
T(po| A, &, D) o py i (1 —po)ZI:l‘SZ | | {(1—1— —po O¢ Ay’)]
i=1

X [I:n(I;)\Ipopo - Igpo) - [popo (1;5)2]1/2 (56)

\ L S Y g ]
D -1 e Yi _ (1= gt
ﬂ—(/i‘)\?p()? ) 8 € E |:(T0 + 1 _ k,( T(]>>‘|

X [I:H(I;Alpopo - I;po) - Ipopo(];n)Q]lp' (5'7)

Podemos obter amostras aleatérias das quantidades A, pg e k das equagoes
(5.5), (5.6) e (5.7) utilizando o algoritmo Metropolis-Hastings (MH), vide por exem-
plo, Hastings (1970). Uma apresentacao mais recente do algoritmo MH pode ser

vista em Chib & Greenberg (1995) ou em Gamerman & Lopes (2006).

5.3 Exemplo com Dados de Leucemia

A estimacgao Bayesiana das quantidades de interesse, vide programa em R da
Secao C.2 do Apéndice C, foi obtida por meio de simulacao Monte Carlo em Cadeias
de Markov (MCMC) usando o algoritmo MH. Determinamos estimativas pontuais
e intervalos de credibilidade com distribuicao a priori de Jeffreys dos parametros A,

Do, Kk € K*.
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Exemplo 5.1 — Inferéncia Bayesiana com censura informativa com os da-
dos do Exemplo 4.1. Desenvolvemos uma inferéncia Bayesiana com censura infor-
mativa uniforme-exponencial e com distribuicao a priori de Jeffreys utilizando o al-
goritmo MH a partir de 60000 iteragoes. As 10000 primeiras itera¢oes foram descar-
tadas para diminuir a influéncia dos pontos iniciais. Para minimizar o problema
de autocorrelacao consideramos saltos de tamanho 10 para formar uma amostra
final de tamanho 5000 das distribuicoes a posteriori de A, pg, k e k*. As densidades
marginais a posteriori de A, pg, k e k* foram estimadas com o uso das equagoes (5.5),
(5.6) e (5.7). Verificamos a indicacdo de convergéncia das cadeias pelo exame dos
graficos dos historicos das simulagoes das Figuras 5.2 e 5.4 e pelo método de Geweke
(vide por exemplo, Paulino et al., 2003; Gamerman & Lopes, 2006). Utilizamos este
método, por meio do pacote CODA da linguagem R. Considerando a particao de 10%
dos valores iniciais e a particao de 50% dos valores finais, observamos que os valores
zg(A\) = —0,0034, zc(po) = 1,1378, z¢(k) = 1,1199 e 2¢(k*) = 0,3078 pertencem
ao intervalo (—1,96; 1,96) indicando convergéncia das cadeias sob a suposigao que a
estatistica Zg do teste de Geweke segue uma distribuicao assintoticamente normal
padrao. Outros aspectos computacionais podem ser observados na Secao C.2 do

Apéndice C.

A Tabela 5.1 apresenta um resumo das densidades a posteriori de A, pg, k €
k*. Podemos observar que para Ty = 5, 1 houve uma forte redu¢ao no comprimento
de intervalos de credibilidade em relagao aos intervalos de confianca da Tabela 4.2
e que a EMV e a estimativa Bayesiana de x sao bastante diferentes. O intervalo de
credibilidade para este parametro preserva a suposicao de x > 0, diferentemente do

intervalo de confianca assintotico.
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TABELA 5.1: Inferéncia Bayesiana com censura informativa U Exp()\., To = 5,1) com os

dados do Exemplo 4.1.

Desvio Intervalo Comprimento do
Parametro Meédia padrao de credibilidade de 95% intervalo
A 1,4406 0,2766 (0,9416; 2,0281) 1,0865
Do 0,2758 00,0662 (0,1546; 0,4114) 0,2568
K 0,0130 0,0127 (0,0003; 0,0461) 0,0458
K* 0,1503 0,0301 (0,1015; 0,2185) 0,1170

histoéricos das cadeias e as autocorrelagoes.
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FIGURA 5.1: Densidades marginais a posteriori de A, py e  — dados do Exemplo 4.1.
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FIGURA 5.2: Histérico das simulacoes — dados do Exemplo 4.1.
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Capitulo 6

Conclusoes e Propostas de Trabalhos

Futuros

O desenvolvimento tedrico do Capitulo 3 com os resultados do estudo de
simulagao e aplicagao com dados reais do Capitulo 4 sao suficientes para concluir que
a distribuicao de censura nao deve ser ignorada na fungao de verossimilhanca para
o modelo de mistura padrao. A dependéncia entre tempo de sobrevivéncia e meca-
nismo de censura é objeto de pesquisa de vérios autores e acreditamos que este tema
continuara sendo amplamente explorado. E importante mencionar que os modelos
envolvidos, exponencial, uniforme-exponencial e Bernoulli nao foram analisados na
presenca de covariaveis neste trabalho. Portanto, a inclusao de covaridveis no modelo
de mistura padrao com censura informativa faz parte das nossas pesquisas futuras.
Utilizando a matriz de informacao de Fisher, verificamos que as probabilidades de
cobertura e comprimentos dos intervalos de confianca de \ e de py foram fortemente

reduzidos com o uso da censura informativa & medida que pg se afasta de p..

No Capitulo 4 os procedimentos de estimagao que desenvolvemos para in-
feréncia classica produziram resultados satisfatorios nas aplicagoes da metodologia.
Entretanto, em relacao ao método Bayesiano objetivo do Capitulo 5, com o uso
de dados simulados encontramos algumas instabilidades quanto a convergéncia do
algoritmo MCMC no intervalo 0 < pg < 0,1 e tempo de processamento. Uma

sugestao para tentar reduzir o tempo de processamento com dados simulados em
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estudos de probabilidade de cobertura é o uso de um esquema de computagao

paralela, combinada ou nao com o uso da linguagem Ox.

Como principais contribuicoes deste trabalho, destacamos a relacao de de-
pendéncia entre os parametros das distribuigoes de probabilidade de T' e X expres-
sada pela equagao (3.9), a determinagao analitica da matriz de informagao de Fisher
com censura nao-informativa e com censura informativa uniforme-exponencial, os
Teoremas (A.2) — (A.4) do Apéndice A e o Algoritmo 4.1 para simulagdo de amostras
aleatérias do modelo de mistura padrao. Finalmente, mencionamos a evidente
reducao obtida em estimativas dos comprimentos dos intervalos de confianca as-
sintoticos da taxa de falha e da fragao de cura quando nao se ignora a censura
informativa e os programas computacionais desenvolvidos em R para o ajuste dos

modelos.

Como pesquisas futuras enfatizamos os seguintes topicos:

e Estudar para pequenas e grandes amostras as propriedades frequentistas dos
intervalos de credibilidade dos parametros do modelo de mistura padrao com

distribui¢do a priori de Jeffreys (Berger, 2006).

e Estudar a sensibilidade de covaridveis na probabilidade de cobertura dos in-

tervalos de confianga e de credibilidade da fragao de cura e da taxa de falha.

e Estimar as quantidades de interesse utilizando a funcao de verossimilhanga

com dados ampliados e implementar os algoritmos MCMC em linguagem Ox.

e Aplicar a metodologia desenvolvida com a distribui¢ao exponencial ponderada
introduzida no Apéndice B e verificar o ganho de informacao em relacao a

distribuicao exponencial.

e Aplicar a metodologia desenvolvida para dados reais com covariaveis com o

uso do pacote GAMLSS (de Castro et al., 2010).

e Utililizar a distribuicao UExp(A, Tp), entre outras, para os tempos de sobre-
vivéncia e de censura, e investigar solugoes analiticas em x* para os parametros

da distribuicao de censura.



Apéndice A

Provas de Teoremas do Capitulo 3

Determinamos a matriz de informacao de Fisher considerando o seguinte
teorema, formulado a partir do Lema 2 de Ghitany et al. (1994) e do Lema 2.1 de
Zhou & Maller (1995).

Teorema A.1 Suponha que Ti,...,7, sejam tempos de sobrevivéncia indepen-
dentes com distribui¢ao acumulada (1 — p;)F;(¢;), p; € (0,1) e X,..., X, tempos

de censura independentes, Y; = min {7}, X;} e T; e X; variaveis aleatorias indepen-

dentes, : = 1,...,n. Entao, para qualquer fun¢ao mensuravel positiva, () : R — R,
PG = 1-p)E{ [ QWiR6)} (A1)

e
E((1-06)Q(Y:)) = E[{1 - (1 —p)F (X))} Q(X)]. (A.2)

Prova. Considerar o Lema 2 de Ghitany et al. (1994) e o Lema 2.1 de Zhou &
Maller (1995) para obter (A.1) e (A.2). =

Desenvolvemos a seguir trés resultados que proporcionam melhor desem-
penho computacional no célculo da matriz de informacgao de Fisher com censura
nao-informativa, pois as derivadas parciais de primeira e segunda ordem da fung¢ao
de log-verossimilhanga em relacdo & @ e py em (3.5) nao sdo requeridas. Estes

resultados estao representados pelos seguintes teoremas.
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Teorema A.2 SejaY; = min {7}, X;} sob um modelo de mistura padrao com fragao
de cura py € (0,1), em que o tempo de censura X; e o tempo de sobrevivéncia do
i-ésimo individuo em risco 7T; sao variaveis aleatorias i.i.d., 7 = 1,...,n. Suponha
que as fungoes de distribui¢oes F/(t;0|M =1) = 1—S(¢t;0|M = 1) e G das variaveis
aleatorias T; e X; ndo envolvam pg e S,(Y;; 0, py) denote a funcao de sobrevivéncia de
longa duracio. Entao, o elemento E {—821(0, po; D)/dp3} da matriz de informagao
de Fisher é dado por

B R (= S

Prova. A prova sera dada utilizando a funcao de verossimilhanca com censura

nao-informativa (3.5), mas o resultado (A.3) continua vélido no caso de fungao de
verossimilhanga com censura informativa, definida na Se¢ao 3.2. Considerando a
fungao de verossimilhanca (3.5) e a equagdo (3.1), a fungao de log-verossimilhanga

1(6,po; D) pode ser escrita na forma

n

1(6,p0; D) o< > [6;10g(1 — po) + d; log f(yi; 8|M = 1) + (1 — 6;) log S, (s 8, po)]

=1

(A4)
Entao,
Pl = <1—s<yz-;e\M:1>>2}
gr_ 5; — (1= ) A5
o =2 e T S0, ) (45)
Aplicando (A.1) e (A.2) em (A.5), temos que
1 1—S(X;9|M:1)}
E{by——r=F A6
T A S o
e

E{(l —5) (1—5(Y;0/M =1))? } _E{(l — S(X;0|M = 1))2}
U lpo+ (1= po) S(Vi; O]M = 1)) Sp(X58,po) |
(A7)
Combinando as equagoes (A.6) e (A.7), concluimos que E{—0%1(0, py; D)/

dp3} é dado pela equagao (A.3). =

Teorema A.3 Considere as condigoes do Teorema A.2. Entao, o elemento F{—d?l

(0, po; D)/0podb;} da matriz de informacao de Fisher é dado por

—021(8, po; @)} {aS(X- 0|M = 1)/89-} .
E 2 10 —nE ’ O T T A8
{ Opo0b; " Sp(X56,p0) ! (4.8)
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Prova. Basta determinar 9%1(0, py; D)/0pedf; em (A.4) e utilizar procedimento

semelhante a prova do Teorema A.2 para obter o resultado (A.8). =

Teorema A.4 Considere as condigoes do Teorema A.2 e suponha que o mecanismo
de censura seja nao-informativo para o modelo de mistura padrao com fracao de
cura py. Entao, o elemento E {—0%1(0, py; D)/00;06,} da matriz de informagao de
Fisher ¢ dado por
—0°1(8, po; D) * 0 (y:0)/99;[0f (y: 6)/96,]
E ) ) _ 1 — E ) 7 J r d
{ 06,06, } 1= o) {/0 f(y;0) ’
b's
—n(l—po)E {/ (0% f (y; 0)/%%]6@}
0

80, 90, Sp(X;6,po)
_np{d = 07 =1,...
n { ae]aer }7 ]7r ) 7k7

(A.9)

em que f(y;0) = f(y;0|M =1).

Prova. Basta determinar 9%/(0, pg; D)/00,;00, em (A.4) e utilizar procedimento

semelhante a prova do Teorema 5.2 para obter o resultado (A.9). =



Apéndice B

Distribuicao Exponencial Ponderada

Neste apéndice introduzimos uma distribui¢ao exponencial ponderada que
pertence a classe de distribui¢oes ponderadas estudada por Patil et al. (1986), Gupta
& Kirmani (1990), Gelfand & Dalal (1990), Bayarri & DeGroot (1992), Navarro
et al. (2001) e Castillo & Pérez-Casany (2005), entre outros. Destacamos o modelo
exponencial ponderado como um elemento fundamental, no caso de experimentos
com distribui¢do do tempo de sobrevivéncia X exponencial, X ~ Exp(-) e outros
possiveis modelos relacionados, X" ~ f¥“(-), que podem diminuir o vicio dos es-
timadores dos parametros de interesse e melhor explicar o conjunto de dados em
estudo. O modelo uniforme-exponencial que utilizamos para o tempo de censura é

obtido como caso particular.

B.1 Distribuicoes Ponderadas

A idealizacao de distribui¢coes ponderadas foi proposta inicialmente por
Fisher (1934). Posteriormente, o conceito foi estabelecido por Rao (1965) e possui
aplicacoes em varias areas tais como medicina, confiabilidade, meio ambiente e
finangas. Em um estudo de doencas cronicas, Zelen & Feinleib (1969) chamaram
atencao para o fato de que previsoes do tempo de sobrevivéncia de pacientes que
participaram de um programa de prevencao com diagnoéstico pré-clinico, quando

comparadas as de um grupo controle com diagnéstico no estado clinico, requerem
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uma metodologia baseada em amostras viciadas do tipo “length-biased sampling”,
que sao casos particulares de amostras de distribuicoes ponderadas. Gupta &
Kirmani (1990) utilizaram distribuigoes ponderadas em um estudo de confiabilidade
de produtos e componentes, e varias relacoes entre as v.a.’s X e X" sao desenvolvidas
considerando a funcao de sobrevivéncia, a funcao de risco e o tempo médio de
vida residual. Fisher (1934) e Rao (1965) sugeriram flexibilizar o modelo proposto
multiplicando a probabilidade (fungdo densidade) de que um particular valor faga
parte da amostra por uma fung¢ao nao-negativa tal que os dados sejam uma amostra
da distribuicao ponderada. A ideia central consiste em transformar o modelo e nao

os dados. Com efeito, considere a seguinte definigao:

Definicao B.1 Seja X uma v.a. continua nao-negativa com func¢ao densidade
f(z;0) e seja w(x;0,¢) uma fun¢do nao-negativa. Entdo, a v.a. X* com funcado
densidade

w(z;0,9)f(x;0)

fo(x:0,0) = E(w(X;0,0))

L0 < B(w(X;6,0)) < oo, (B.1)
¢ chamada de v.a. ponderada correspondente a X.

Note que a funcao densidade original é multiplicada pela funcao de peso
w(-) e dividida pela constante normalizadora E(w(-)). Para uma v.a. discreta X a
equacao (B.1) continua valida apds a substituicao das fdp’s pelas correspondentes

distribuigoes de probabilidade p(z; ) e p*(z;0, ¢).

Em geral pode ser conhecido somente que w(-) é limitado por duas fungoes
de peso especificadas (Bayarri & Berger, 1998). Uma classe especial deste tipo de
modelo surge quando a amostra é selecionada apenas em uma determinada regiao

do espago amostral associado & v.a. X (Bayarri & Berger, 1998).

B.2 Distribuicao Exponencial Ponderada

Como caso particular de distribui¢ao ponderada, motivada por Castillo &

Pérez-Casany (2005) e Kokonendji et al. (2008), introduzimos a seguinte definigao:
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Definigao B.2 Seja X uma v.a. com fdp f(z;0) = fexp(—0zx), = > 0, § > 0.

Entao X™* tem distribuicao exponencial ponderada se a sua fdp é expressa na forma

(z;0, ¢)0 exp(—0x)
E(w(X;0,0)

Fo (w30, 0) = — (B.2)

em que w(zx; 0, ¢) = exp{rt(z;0,¢)} e r ¢ uma quantidade conhecida.

Considerando a fungao de peso w(z;6,¢) = w(z;¢) em (B.1) Patil et al.
(1986) estabeleceram vérios resultados para comparar as v.a.’s X e X" discretas.
Mais especificamente, Castillo & Pérez-Casany (2005) e Kokonendji et al. (2008)
usando uma v.a. X de Poisson estabeleceram varios resultados para caracterizar
sub ou super-dispersao nas correspondentes versoes ponderadas X". Neste contexto,
para comparar as distribuigoes X e X* definidas em (B.2) alguns resultados podem
ser determinados, por exemplo, analisando a funcao t(z; 6, ¢) quanto a convexidade
e monotonicidade. Na proxima secao introduzimos trés defini¢oes e dois teoremas

que dao inicio a uma metodologia para comparar as distribuigoes X e X™.

B.3 Comparacao Entre X e X"

Defini¢ao B.3 (Croquet, 1960). A v.a. X é mais dispersa do que a v.a. Y,

representada por X > Y, quando para qualquer fungao convexa g, F(g(X)) >
E(g(Y)).

Definigao B.4 (Castillo & Pérez-Casany, 2005). Sejam X e Y variaveis aleatorias.
Entao, X ¢ estocasticamente maior que Y (X > Y) se, e somente se, P(X > a) >

P(Y >a), a€1R.

Teorema B.1 (Ross, 1983). Sejam X e Y variaveis aleatorias. Entao, X >4 Y se,

e somente se, F(f(X)) > E(f(Y)), para qualquer fungao f(-) crescente.

Teorema B.2 Seja X" uma v.a. com distribuicao exponencial ponderada de acordo
com a equagao (B.2) e seja w(x;0,¢) = w(z;¢). Entdao, X* =4 X (Y <4 X) se

t(x; ¢) ¢ mondtona crescente (monotona decrescente), com r > 0.
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Prova. A prova segue diretamente do Teorema 1 de Patil et al. (1986). m

Definicao B.5 Uma v.a. X" com distribuicao exponencial ponderada ¢ mais dis-
persa (ou menos dispersa) do que uma v.a. X com distribuigdo exponencial com

taxa de falha 6 se o coeficiente de variacao (CV) de X for tal que

[VaT(Xw)]1/2

CV(X") = 1 (CV (XY 1). B.3

(x7) = Sy — > 1OV X <) (B.3)

Resta determinar as restrigdes que devemos impor sobre t(z;6,¢) e r para que
1 1

B.4 Exemplos de Distribuicoes Ponderadas

Exemplo B.1 Distribuicao de equilibrio. A distribuicao de equilibrio surge natu-
ralmente em processos de renovagao com componente de vida X ~ F(z) (Navarro
et al., 2001). A v.a. X" correspondente tem fdp dada por

_ 1—F(z) S(x)

x > 0. (B.4)

Note que, neste caso a fungao de peso, w(x) = S(x)/f(x) ¢ o inverso da fungao de
risco h(z) = f(x)/S(x). A distribui¢do de equilibrio como exponencial ponderada é

dada por
_exp{—t(x;0)} G "
N 0E(X)

em que t(x;0) = H(z;0) — 0z e H(x;0) = f;) h(u)du = —logS(x) é a fungao de

f(x;0) , (B.5)

risco acumulada.

Exemplo B.2 Distribuicao de Weibull. Considere X" uma v.a. com distribuigao

de Weibull cuja fdp ¢ dada por
fo(z;0,¢) = " exp(—02°) = w(x; 0, ¢) exp(—0bx), (B.6)

em que ¢ > 0,60 >0ex > 0. De (B.2), w(z;0,¢c) = exp(t(x;0,c)), r = 1 e
t(z;0,c) =loge+ (¢ —1)logx —0z° + Oz.
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Exemplo B.3 Distribuicao uniforme-exponencial. Considere X uma v.a. com

distribuicao uniforme-exponencial cuja fdp é dada por

Fola N Ty) = [Tio +A(1 - %)] exp(—\z), (B.7)

xT

emque 0 <z < Ty, A > 0. Note que, de (B.2),r =1et(z;\,Tp) = log[/\#To—l-(l—To)].

A Figura B.1 apresenta a razao de variancias, Var(X")/Var(X), para 0 <
A<5eT)=210,50.

1.0

0.8
|

var(x")/var(X)

0.4

0.2

FIGURA B.1: Dispersao da distribuicio uniforme-exponencial em relacio a exponencial.



Apéndice C

Programas em R para o Modelo de

Mistura Padrao

C.1 Programa para Estimacao Classica

Este programa determina estimativas de probabilidades de cobertura, com-
primento de intervalos de confianca e EMV de A e pg para o modelo de mistura

padrao com censura informativa UExp do estudo de simulagao do Capitulo 4.

# Verossimilhanga com censura informativa UExp

rm(list=1s(all=TRUE))

set.seed(21341)

ptm <- proc.time()

D=10000; n=400

theta<-numeric () ;alfa=numeric() ;alpha<-numeric () ;alph=numeric () ;ka=numeric()

kaa=numeric(); alphacfinal=numeric()

teta=numeric(); thet=numeric();alph2=numeric();thet2=numeric(); kaa2=numeric()
Pc<-numeric() ;thetafinal<-numeric()

alphafinal<-numeric() ;ICalphal<-numeric() ;ICalpha2<-numeric()
ICthetal<-numeric() ;ICtheta2<-numeric()

Atalpha<-numeric() ;Attheta<-numeric() ; iteracao<-numeric()

d11<-numeric() ;d12<-numeric() ;d22<-numeric(); di3=numeric(); d33=numeric()
Iesperadall=numeric(); Iesperadal2=numeric() ;Iesperada22=numeric()

I11<-numeric() ;I12<-numeric(); I22<-numeric(); I13=numeric() ;Al1<-numeric()

63
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IF<-numeric() ; INFi1i=numeric() ; INF12=numeric () ; INF22=numeric ()
Vil=numeric() ;Vi2=numeric() ;V22=numeric(); pcure=numeric()
Inli<-numeric() ;Ini12<-numeric() ;In13<-numeric()

In21<-numeric() ;In22<-numeric() ; In23<-numeric ()
In31<-numeric() ; In32<-numeric() ; In33<-numeric()

Tn=numeric() ;Tzero=numeric() ;Tt=numeric(); ksfinal=numeric()
stat=numeric() ;p=numeric() ;af=numeric() ;ka=numeric() ;ks=numeric()
kst=numeric() ;kie=numeric(); ncalphae=numeric() ;ncalphad=numeric()
ncthetae=numeric() ;ncthetad=numeric() ;ncalpha=numeric() ;nctheta=numeric()
liminfalpha=numeric() ;limsupalpha=numeric() ;liminftheta=numeric()
limsuptheta=numeric(); mediaalpha=numeric() ;mediatheta=numeric()
mediaka=numeric() ;mediaks=numeric() ; meanPc=numeric(); meaniter=numeric()
yl=numeric() ;y<-numeric() ;t<-numeric(); z=numeric() ;cO=numeric() ;c=numeric()
alfac=numeric();alfacexp=numeric();alfacest=numeric(); kafinal=numeric()
Pcens=0.50; alfa0=0.25; TO=50 # verificar se TO > tOmin

rz=uniroot (function (t0) (1/(alfal0*t0))*(1l-exp(-alfaO*t0))-Pcens ,

lower = 0.001, upper = 10000, tol = 1le-20)

tOmin=rz$root

M0=10000*n

ksi=(1/(alfa0*T0))*(1-exp(-alfa0*T0))

pOmax=(Pcens-ksi)/(1-ksi)

p0<-seq(0.02,0.99%p0max,0.02) # fracgio de cura a ser estimada

for (i0 in 1:length(p0)){

ks[10]=(Pcens-p0[i0])/(1-p0[i0])

fks= uniroot (function (alfac) (1/(alfaO+alfac))*(l-exp(-(alfal+
alfac)*T0))*((1/T0)*(alfa0/(alfa0+alfac))+ alfac)+
+alfac*(alfaO+alfac)*exp(-(alfaO+alfac)*T0)-ks[i0], lower = O,

upper = 10000, tol = 1e-20)

alfac[i0]=fks$root

for (k in 1:D){

# geracao de c

c0=(1/T0) + alfac[iO]

30=0

for (il in 1:MO) {

u=runif(1, 0, 1)

z[i1]=rexp(1l, rate = alfac[iO])

fz=((1/T0) + alfac[i0]*(1-(z[i1]/T0)))*exp(-alfac[i0]*z[i1])
hz=alfac[i0]*exp(-alfac[i0]*z[i1])



C. Programas em R para o Modelo de Mistura Padrao 65

if ((u <= fz/(c0xhz)) & (z[i1]1<=T0)) {c[jOl=z[i1]
j0=§0+1}
if (jO==nt+1) break
}
ac=n/(i1-1)
y0<-rep(10°20,n)
y1<-rexp(n,alfal)
N<-rbinom(n,1,1-p0[i0])
delta <- rep(0,n)
for (i in 1:n) {
if (N[il==0) yl[il<-yO[il
else y[il=y1[i] # or else y[il<-min(yO[il,y1[il)
t[il=min(y[i]l,c[i])
if (y[il<=c[i]) deltalil=1
}
Pc[k]<-(n-sum(delta))/n #porcentagem de censura
epsilon=0.00001 # verificar magnitude dos parémetros
alphal[1]=1/mean(t); theta[1]=0.5*Pc[k]
ka[1]= 0.5*Pc[k]
M1=100
ul=function(alphal){
sum(delta*(log(1l-theta[1])+log(alphal) -alphal*t)+(1-delta)*(log(thetal[1]+
(1-theta[1])*exp(-alphalxt))))+
sum(delta* (log(1-(t/T0)))+(1-delta)*(log((1/TO)+(alphal*kal[1]/(1-ka[1]))*
(1-(t/T0))))-(alphaixkal[1]/(1-ka[1]))*t)
}
alph = optimize(ul,c(0,1000000), maximum = T)$maximum
alpha[2]=alph
u2 = function(thetal){
sum(delta*(log(1-thetal)+log(alphal[2]) -alpha[2]*t)+(1-delta)*(log(thetal+
(1-thetal)*exp(-alpha[2]*t))))+
sum(delta* (log(1-(t/T0)))+(1-delta)*(log((1/T0)+(alpha[2]*ka[1]/(1-ka[1]))*
(1-(t/T0))))-(alpha[2]*kal1]/(1-kal[1]))*t)
}
thet = optimize(u2,c(0,1), maximum = T)3$maximum
theta[2]=thet
u3=function(kal){

sum(delta*(log(l-theta[2])+log(alphal[2]) -alpha[2]*t)+(1-delta)*(log(thetal[2]+
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(1-theta[2])*exp(-alpha[2]*t))))+
sum(delta*(log(1-(t/T0)))+(1-delta)*(log((1/TO)+(alpha[2]*kal/(1-kal))*
(1-(t/T0))))-(alphal[2]*kal/(1-kal))*t)

}

kaa = optimize(u3,c(0,1), maximum = T)$maximum

ka[2] = kaa

iteracao [k]=0

for (j in 3:M1) {

if ((abs(alphalj-1]-alpha[j-2])>epsilon) | (abs(thetal[j-1]-
thetal[j-2])>epsilon) | (abs(kal[j-1]-ka[j-2])>epsilon)) {

ul=function(alphal){

sum(deltax(log(l-thetal[j-1])+log(alphal) -alphalxt)+(1-delta)*(log(thetal[j-1]+
(1-thetal[j-1])*exp(-alphal*t))))+

sum(delta* (log(1-(t/T0)))+(1-delta)*(log((1/TO)+(alphal*kalj-11/(1-kalj-11))*
(1-(t/T0))))-(alphaixkal[j-1]1/(1-kalj-1]1))*t)

}

alph2=optimize(ul,c(0,1000000), maximum = T)$maximum

alphal[j]l=alph2

u2=function(thetal){

sum(delta*(log(l-thetal)+log(alphal[jl) -alphal[jl*t)+(1-delta)x*
(log(thetal+(1-thetal)*exp(-alphal[jl*t))))+

sum(delta* (log(1-(t/T0)))+(1-delta)*(log((1/T0)+(alphaljl*kalj-1]1/(1-kalj-11))*
(1-(t/T0))))-(alphaljl*kalj-11/(1-kalj-11))*t)

}

thet2=optimize(u2,c(0,1), maximum = T)$maximum

thetal[jl=thet2

u3d=function(kal){

sum(delta*(log(1l-thetal[j])+log(alphalj]l) -alphal[jl*t)+(1-delta)*(log(thetaljl+
(1-thetal[jl)*exp(-alphal[jl*t))))+
sum(delta*(log(1-(t/T0)))+(1-delta)*(log((1/TO)+(alphaljl*kal/(1-kal))*
(1-(£/T0))))-(alphaljl*kal/(1-kal))*t)

}

kaa2 = optimize(u3,c(0,1), maximum = T)$maximum

kal[j] = kaa2
}

else break

}

alphafinal [k]=alpha[j-1]
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thetafinal [k]=thetalj-1]

kafinal [k]=ka[j-1]

alphacfinal [k]=(alphafinal [k]*kafinal [k]/(1-kafinal[k]))
alphaci=alphacfinal [k]

pOi=thetafinal [k]

kai=kafinal [k]

alphai=alphafinal [k]

iteracao [k]=j

ksfinal [k]=(1/(alphafinal [k]+alphaci))*(1l-exp(-(alphafinal [k]+alphaci)*TO0))*
((1/T0)*(alphafinal [k]/(alphafinal [k]+alphaci))+
alphaci) + alphacix*(alphafinal[k]+alphaci)*exp(-(alphafinal [k]+alphaci)*TO0)
# Expected values  ####### # ## # # ##
rmcl<-function(u){

Sp=(p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u))

fu=(((1/T0) + alphaci*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))
(1-p0i)*((1/(alphai~2))*(1l-exp(-alphai*u)) - pOix(u~2)x*
(exp(-alphaix*u))/Sp)*fu +
Sp*(((kai/(1-kai))*(1-u/T0)/((1/T0) + alphaci*(1-u/T0)))~2)*fu
}

I11<-integrate(rmcl, lower = O, upper = TO)
I11=as.numeric(I11[1])

di1[k]=I11

rmc2<-function(u){

Sp=(p0i+(1-p0i)*exp(-alphaix*u))

fu=(((1/T0) + alphacix*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))

- (uxexp(-alphai*u) /Sp)*fu

}

I12<-integrate(rmc2, lower = O, upper = TO)
I12=as.numeric(I12[1])

d12[k]=I12

rmc3<-function(u){

Sp=(p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u))

Su=exp (-alphaixu)

fu=(((1/TO0) + alphaci*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))
((1-Su)/((1-p0i) *Sp) ) *fu

¥

I22<-integrate(rmc3, lower = 0O, upper = TO)
I22=as.numeric(I22[1])
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d22[k]=I22

rmc4<-function(u)q{

Sp=p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u)
Q3=((1-u/T0)*(-1/(((1-kai)~2)*((1/T0)+(alphai*kai/(1-kai))*(1-u/T0))))+
((1-u/T0) ~2)*(alphaixkai/(((1-kai)~3)*(((1/T0)+(alphaixkai/(1-kai))*
(1-u/T0))~2))) + u/((1-kai)~2))
Q4=(((1-p0i)/((1-kai)~2))*((1/alphai)*(1-exp(-alphai*u))-u*exp(-alphai*u)))
fu=(((1/T0) + alphaci*(1-u/T0))* (exp(-(alphaci)*u)))

(Sp*Q3 + Q4)*fu

}

I13<-integrate(rmc4, lower = 0, upper = TO)

I13=as.numeric(I13[1])

d13[k]=I13

rmc5<-function(u){

Sp=(p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u))

fu=(((1/TO) + alphaci*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))

Q1=((1-u/T0)*(-2*alphai/(((1-kai)~3)*((1/T0)+(alphaix*kai/(1-kai))*(1-u/T0))))+

((1-u/T0) ~2)*((alphai~2)/(((1-kai)~4)*(((1/TO)+(alphai*kai/(1-kai))*
(1-u/T0))~2))) + 2*alphai*u/((1-kai)~3))

Q2=(((1-p0i)*2*alphai/ ((1-kai)~3))*((1/alphai)*(l-exp(-alphai*u))-u*
exp(-alphai*u)))

(Sp*Q1 + Q2)*fu

}

I33<-integrate(rmc5, lower = 0O, upper = TO)

I33=as.numeric(I33[1])

d33[k]=I33
Iesperada=matrix(c(n*d11[k],n*d12[k],n*d13[k],n*d12[k],n*d22[k],O0,

n*d13[k],0,n*d33[k]) ,ncol=3)

Iinv=solve(Iesperada)

In11[k]<-Iinv[1,1]; In12[k]<-Iinv[1,2]; In13[k]<-Iinv[1,3]
In21[k]<-Iinv[2,1]; In22[k]<-Iinv[2,2]; In23[k]<-Iinv[2,3]
In31[k]<-Iinv[3,1]; In32[k]<-Iinv[3,2]; In33[k]<-Iinv[3,3]

# limites e comprimentos de intervalos

ICalphal [k]=c(alphafinal [k]-gqnorm(0.975) *sqrt(Iinv[1,1]))
ICalpha2[k]=c(alphafinal [k]+qnorm(0.975) *sqrt(Iinv[1,1]))
ICthetal [k]=c(thetafinal [k]-qnorm(0.975) *sqrt(Iinv[2,2]))
ICtheta2[k]=c(thetafinal [k]+qnorm(0.975) *sqrt(Iinv[2,2]))

Atalphalk]=ICalpha2[k]-ICalphal [k]
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Attheta[k]=ICtheta2[k]-ICthetal [k]
}
n0=0;n1=0;k0=0;k1=0
for(i in 1:k){
if (ICalphal[i]l>alfa0)
if (ICalpha2[i]<alfa0)
if (ICthetall[il>p0[i0])
if (ICtheta2[i]<p0[i0])
}
ncalphae[i0]=n0/k;ncalphad[i0]=n1/k
ncthetae[i0]=k0/k;ncthetad[i0]=k1/k
ncalpha[iO]=ncalphae[i0]+ncalphad[i0]

ncthetal[iO]l=ncthetae[i0]+ncthetad[i0]

liminfalpha[iO]=mean(ICalphal); limsupalpha[iO]=mean(ICalpha2)
liminftheta[i0]=mean(ICthetal); limsuptheta[iO]=mean(ICtheta2)
mediaalphal[iO]<-mean(alphafinal); mediatheta[i0]<-mean(thetafinal)
mediaka[i0]<-mean(kafinal); mediaks[i0O]=mean(ksfinal)

meanPc[i0]=mean(Pc) ; meaniter[i0]=mean(iteracao)

INF11[iO]=mean(Iesperadall)

INF12[i0]=mean(Iesperadal?2) ; INF22[i0]=mean(Iesperada22)
V11[i0]l=mean(Inl1) ;V12[i0]=mean(Ini2) ;V22[i0]=mean(In22)

by
Talpha=limsupalpha-liminfalpha

n0=n0+1
nl=ni+1
k0=k0+1
ki1=k1+1

Itheta=limsuptheta-liminftheta # amplitude

cobertl=matrix(c(p0,ks,mediaalpha,ncalphae,ncalphad,ncalpha,Ialpha,
mediatheta,ncthetae,ncthetad,nctheta,Itheta),length(p0),12)
IFoIC=matrix(c(meaniter,INF11,INF12,INF22,liminfalpha,limsupalpha,
liminftheta,limsuptheta),length(p0),8)

cobert= matrix(c(p0,ks,mediaalpha,ncalphae,ncalphad,ncalpha,Ialpha,
mediatheta,ncthetae,ncthetad,nctheta,Itheta,INF11,INF12,INF22,

V11,V12,V22,1iminfalpha,limsupalpha,liminftheta,limsuptheta),

length(p0),22)

pcure= mediatheta[i0]/(mediatheta[i0]+(1-mediatheta[i0])*exp(-mediaalphal[i0]*t))

timeh=(proc.time() - ptm)/3600
# RESULTADOS

timeh

c(mediaalpha,mediatheta,mediaka,mediaks)

par (mfrow=c(2,4))
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plot(pO, 1-ncalpha, type="o", pch=21, bg=par("bg"),
col = "blue", cex=1)
abline(h=0.95, 1ty=3)
plot(p0O, 1-nctheta, type="o", pch=21, bg=par("bg"),
col = "blue", cex=1)
abline(h=0.95, 1lty=3)
plot(p0O, Ialpha, type="o", pch=21, bg=par("bg"),
col = "blue", cex=1)
plot(p0, Itheta, type="o", pch=21, bg=par("bg"),
col = "blue", cex=1)
plot(pO, mediaalpha, type="o", pch=21, bg=par("bg"),
col = "blue", cex=1)
abline(h=alfa0, 1lty=3)
plot(pO, mediatheta, type="o", pch=21, bg=par("bg"),
col = "blue", cex=1)
lines(p0O, pO, lty=3)
plot(sort(t), sort(pcure), xlab=expression(t), ylab=expression(p(t)),
type="o", pch=21, bg=par("bg"),
col = "blue", cex=1)
plot(l-ncalpha,l- nctheta, type="o", pch=21, bg=par("bg"),
col = "blue", cex=1)

# END

C.2 Programa para Estimacao Bayesiana

Este programa determina estimativas Bayesianas de A, pg, kK € K* e com-
primento de intervalos de credibilidade do modelo de mistura padrao com censura

informativa UExp e dados do Exemplo 4.1.

# Estimacgdo Bayesiana com censura informativa U-Exp

rm(list=1s(all=TRUE))

ptm=proc.time()

set.seed(21341)

D=1

Pc=numeric() ; y=numeric() ;t=numeric()

theta<-numeric() ;alpha<-numeric() ;thetafinal<-numeric();ICalphal<-numeric()

ICalpha2<-numeric() ;ICthetal<-numeric() ; ICtheta2<-numeric() ;ICalphha<-numeric()
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ICthetta<-numeric() ;alphaf<-numeric() ;thetaf<-numeric() ;af=numeric()
ka=numeric() ;ks=numeric(); kst=numeric() ;kav=numeric() ; kal=numeric()
ncalphae=numeric() ;ncalphad=numeric() ;ncthetae=numeric() ;ncthetad=numeric()
ncalpha=numeric() ;nctheta=numeric() ;liminfalpha=numeric() ;limsupalpha=numeric ()
liminftheta=numeric() ;limsuptheta=numeric() ; Ialpha=numeric() ;Itheta=numeric()
mediaalpha=numeric() ;mediatheta=numeric(); meanPc=numeric(); mediaka=numeric()
INF11=numeric () ; INF12=numeric() ; INF22=numeric(); Vil=numeric() ;V12=numeric()
V22=numeric() ;alphal=numeric() ;thetal=numeric() ; kil=numeric(); ki=numeric()
iteralpha=numeric() ;itertheta=numeric() ;stil=numeric() ;sti2=numeric()
rla=numeric() ;r2a=numeric() ;lra=numeric() ;Ualfga=numeric() ;Ualfaa=numeric()
I1111<-numeric(); Il<-numeric(); I2<-numeric() ; I3<-numeric(); I4<-numeric()
I5<-numeric(); I6<-numeric(); I7<-numeric(); I8<-numeric() ;I9<-numeric()
I10<-numeric(); Ili<-numeric(); I12<-numeric(); I13<-numeric(); I14<-numeric()
Ila<-numeric(); I2a<-numeric();d1li<-numeric() ; Sp=numeric(); fu=numeric()
I121<-numeric(); Ili<-numeric() ;I12<-numeric() ;I22<-numeric();dl1<-numeric()
I221<-numeric() ;I12221<-numeric () ;d22<-numeric() ; IF11<-numeric() ; IF21<-numeric()
IF1<-numeric() ;I112<-numeric(); di12<-numeric() ;I33<-numeric() ;d112<-numeric()
I1122<-numeric() ;112122<-numeric () ;d13<-numeric () ; 1222<-numeric ()
I12222<-numeric() ;d222<-numeric(); d33<-numeric() ;IF12<-numeric()
IF22<-numeric() ; IF2<-numeric() ; J1=numeric() ; J2=numeric () ; J3=numeric()
J4=numeric(); J5=numeric();J6=numeric() ;sri=numeric(); sr2=numeric()
rit=numeric() ;r2t=numeric() ;lrt=numeric() ;rik=numeric(); r2k=numeric()
lrk=numeric() ;Ualfat=numeric() ; ILesperada=numeric(); J1O0=numeric()
alfac=numeric();alfacexp=numeric() ;alfacest=numeric()

af=numeric() ;ka=numeric(); kie=numeric() ;z=numeric() ;cO=numeric()
c=numeric();alfac=numeric() ;alfacexp=numeric();alfacest=numeric()
nb=numeric(); taxal=numeric() ;taxa2=numeric() ;taxa3=numeric()
alphaest=numeric(); thetaest=numeric() ; cobert=numeric(); kaest=numeric()
delta=numeric(); thet=numeric(); ICkal=numeric() ;ICka2=numeric(); kse=numeric()
ICkal=numeric(); ICka2=numeric(); ICksl=numeric(); ICks2=numeric()

TO=5.1

for (i0 in 1:1){

for (k in 1:D){

t=c(0.0301, 0.0384, 0.0630, 0.0849, 0.0877, 0.0959, 0.1397, 0.1616, 0.1699,

0.2137, 0.2137, 0.2164, 0.2384, 0.2712, 0.2740, 0.3863, 0.4384, 0.4548, 0.5918,
0.6000, 0.6438, 0.6849, 0.7397, 0.8575, 0.9096, 0.9644, 1.0082, 1.2822, 1.3452,
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1.4000, 1.5260, 1.7205, 1.9890, 2.2438, 2.5068, 2.6466, 3.0384, 3.1726, 3.4411,
4.4219, 4.4356, 4.5863, 4.6904, 4.7808 ,4.9863, 5.0000)

delta=c(1, 1, 1, 1, 1, 1,1, 1,1, 1, 1,1, 1,1, 1,1, 1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1,
i, 1,1,11,1,10,0,10,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0

n=length(t)

Pc[k]<-(n-sum(delta))/n #Porcentagem de censura

##  ---- Verificar dados simulados -------- = —————-

M=60000

alphal[1]=1/mean(t) # valor inicial de theta

theta[1]=0.5*Pc[k] # valor inicial de alpha
ks[1]=(Pc[k]-thetal[1])/(1-theta[1]) # valor inicial de k*
kse[1]=ks[1]

ka[1]=0.5*ks[1] # valor inicial de kappa

cont1=0; cont2=0; cont3=0

Ualfgal[1]=1

Ualfaa[1]=0.01 # Ualfaa inicial deve ser sempre menor que U inicial
J1[1]1=.9 ; J2[1]=0.5 ;J3[1]=.9 ; J4[1]=0.5

thetal[1]=0.5

Ualfgt=1

Ualfat[1]=0.1 # Ualfat inicial deve ser sempre menor que G inicial
Ualfgal[1]=1

#thet=1

r1al[1]=0.5; r2a[1]=0.2 ; ri1t[1]1=0.3; r2t[1]=0.2

lralll=rial1]l-r2al1] ; 1lrt[1]l=rit[1]-r2t[1]

alphal[1]=alphal[1];thetal[1]=thetal[1l] ; kal[1]=kal[1]

require(survival) ; ekm<- survfit(Surv(t,delta) ~ 1) ; sv=ekm$surv
svO=ekm$surv

km=sv0[length(sv0)]

nb[1]=0

for (j in 2:M) {
#### GERACAO DE ALPHA
# NEW  (lambda)
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a=sum(delta)+1; S=sum(t*(delta+(kal[j-11/(1-kal[j-11))))

#a=sum(delta)+1; S=sum(deltaxt)

#alphal[jl=rexp(l,sum(t)/n)

alphal[jl=rgamma(1,a,S)

# Jefreys

# Expected values HEHSHHE # HE # # #H#

pOi=theta[j-1]; alphai=alphall[j]; alphaci=(alphall[j]l*kal[j-1]/(1-kal[j-11))
kai=ka[j-1]

# Exata para d11 = dlambda,lambda

rmcl<-function(u){

Sp=(p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u))

fu=(((1/T0) + alphacix*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))
(1-p0i)*((1/(alphai~2))*(1-exp(-alphaix*u))- pOix(u~2)*(exp(-alphai*u))/Sp)*fu +
Sp*(((kai/(1-kai))*(1-u/T0)/((1/TO) + alphaci*(1-u/T0)))"2)*fu

}

I11<-integrate(rmcl, lower = 0, upper = TO)

I11=as.numeric(I11[1])

d11[j1=I11

# Exata para d12 = dlambda,pO

rmc2<-function (u){

Sp=(p0i+(1-p0i)*exp(-alphaix*u))

fu=(((1/T0) + alphacix*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))
- (uxexp(-alphai*u) /Sp)*fu

}

I12<-integrate(rmc2, lower = 0O, upper = TO)
I12=as.numeric(I12[1])

d12[j1=I12

# Exata para d22 = dpp

rmc3<-function(u)q{

Sp=(p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u))

Su=exp (-alphaixu)

fu=(((1/TO0) + alphaci*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))
((1-8u)/((1-p0i)*Sp)) *fu

}

I22<-integrate(rmc3, lower = O, upper = TO)
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I22=as.numeric(I22[1])
d22[j]1=122

# Exata para d13 = dlambda,k

rmc4<-function(u){

Sp=p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u)
Q3=((1-u/T0)*(-1/(((1-kai)~2)*((1/T0)+(alphai*kai/(1-kai))*(1-u/T0))))+
((1-u/T0) ~2) * (alphaixkai/ (((1-kai)~3)*(((1/T0)+(alphaixkai/(1-kai))*
(1-u/T0))~2))) + u/((1-kai)~2))
Q4=(((1-p0i)/((1-kai)~2))*((1/alphai)*(1-exp(-alphai*u))-u*exp(-alphai*u)))
fu=(((1/T0) + alphacix*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))

(Sp*Q3 + Q4)*fu

}

I13<-integrate(rmc4, lower = 0O, upper = TO)

I13=as.numeric(I13[1])

d13[j]=113

# Exata para d33 = dkk

rmc5<-function(u){

Sp=(p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u))

fu=(((1/TO0) + alphaci*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))
Q1=((1-u/T0)*(-2*alphai/(((1-kai)~3)*((1/T0)+(alphai*kai/(1-kai))*(1-u/T0))))+
((1-u/T0)~2)*((alphai~2)/(((1-kai)~4)*(((1/TO)+(alphaixkai/(1-kai))*
(1-u/T0))~2))) + 2xalphai*u/((1-kai)~3))
Q2=(((1-pOi)*2*alphai/((1-kai)~3))*((1/alphai)*(1-exp(-alphai*u))-
uxexp (-alphai*u)))

(Sp*xQ1 + Q2)*fu

}

I33<-integrate(rmc5, lower = 0, upper = TO)

I133=as.numeric(I33[1])

d33[j1=133

Iesperada=matrix(c(d11[j]l,d12[j]1,d13[j]1,d12[j]1,d22[j]1,0,d13[j]1,0,d33[j]1),ncol=3)
J1[j]l=sqrt(det(Iesperada))
#i#t

rla[jl=sum((1-delta)*(log((thetal[j-1]+(1-thetal[j-1])*exp(-alphal[jl*t)))+
log((1/T0)+(alphal[jl*kal[j-11/(1-kal[j-11))*(1-t/T0)))) + log(J1[j1)
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#

# #### OLD (lambda)

alphai=alphal[j-1]

##

# Exata para d11 = dlambda,lambda

rmcl<-function(u){

Sp=(p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u))

fu=(((1/T0) + alphaci*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))
(1-p0i)*((1/(alphai~2))*(1l-exp(-alphaix*u))- pOi*(u~2)*(exp(-alphai*u))/Sp)*fu +
Spx(((kai/(1-kai))*(1-u/T0)/((1/TO0) + alphaci*(1-u/T0)))"~2)*fu
¥

I11<-integrate(rmcl, lower = O, upper = TO)
Ill=as.numeric(I11[1])

d11[j1=111

# Exata para d12 = dlambda,pO

rmc2<-function(u){

Sp=(p0i+(1-p0i)*exp(-alphaix*u))

fu=(((1/TO0) + alphaci*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))
- (uxexp(-alphai*u) /Sp)*fu

}

I12<-integrate(rmc2, lower = 0, upper = TO)
I12=as.numeric(I12[1])

d12[j]1=112

# Exata para d22 = dpp

rmc3<-function (u){

Sp=(p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u))

Su=exp (-alphaixu)

fu=(((1/T0) + alphacix*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))
((1-8u)/ ((1-p0i)*Sp) ) *fu

}

I22<-integrate(rmc3, lower = 0, upper = TO)
I22=as.numeric(I22[1])

d22[j]1=122

# Exata para d13 = dlambda,k
rmc4<-function(u){

Sp=p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u)
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Q3=((1-u/TO)*(-1/(((1-kai)~2)*((1/TO)+(alphaix*kai/(1-kai))*(1-u/T0))))+
((1-u/T0) ~2)* (alphai*kai/ (((1-kai)~3)*(((1/T0)+(alphaixkai/(1-kai))*
(1-u/T0))~2))) + u/((1-kai)~2))
Q4=(((1-p0i)/((1-kai)~2))*((1/alphai)*(1-exp(-alphai*u))-u*exp(-alphai*u)))
fu=(((1/T0) + alphaci*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))

(Sp*Q3 + Q4)*fu

}

I13<-integrate(rmc4, lower = O, upper = TO)

I13=as.numeric(I13[1])

d13[j1=113

# Exata para d33 = dkk

rmc5<-function(u){

Sp=(p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u))

fu=(((1/T0) + alphaci*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))
Q1=((1-u/T0)*(-2*alphai/ (((1-kai)~3)*((1/T0)+(alphai*kai/(1-kai))*(1-u/T0))))+
((1-u/T0)~2)*((alphai~2)/(((1-kai)~4)*(((1/TO0)+(alphaixkai/(1-kai))*
(1-u/T0))~2))) + 2*alphaix*u/((1-kai)~3))
Q2=(((1-pO0i)*2+*alphai/((1-kai)~3))*((1/alphai)*(1-exp(-alphai*u))-
u*exp (-alphai*u)))

(Sp*Q1 + Q2)*fu

}

I133<-integrate(rmc5, lower = O, upper = TO)

I33=as.numeric(I33[1])

d33[j1=133

Iesperada=matrix(c(d11[j],d12[j]1,d13[j]1,d12[j]1,d22[j]1,0,d13[j]1,0,d33[j]1),ncol=3)
J2[j]l=sqrt(det(Iesperada))

#

r2al[jl=sum((1-delta)*(log((thetal[j-1]1+(1-thetal[j-1])*exp(-alphal[j-1]1*t)))+
log((1/T0)+(alphalj-1]1*kalj-11/(1-kal[j-11))*(1-t/T0)))) + log(J2[j1)

lral[jl=rialj]l-r2alj]
Ualfaal[jl=min(1,exp(lraljl))

if (runif(1)<=Ualfaal[j]) {alpha[jl=alphall[j]
contl=contl+1

}

else alphaljl=alphalj-1]
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#### Geragdo de theta

#### NEW  (p0)
thetal[jl=rbeta(l,n-sum(delta)+1,sum(delta)+1)
pOi=thetal[j]; alphai=alphalj]
alphaci=(alphaljl*kal[j-1]1/(1-kal[j-11)); kai=ka[j-1]

#i#

# Exata para dl11 = dlambda,lambda

rmci<-function (u){

Sp=(p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u))

fu=(((1/TO) + alphaci*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))
(1-p0i)*((1/(alphai~2))*(1-exp(-alphai*u))- pOi*(u~2)*(exp(-alphai*u))/Sp)*fu +
Sp*(((kai/(1-kai))*(1-u/T0)/((1/T0) + alphaci*(1-u/T0)))"2)*fu
}

I11<-integrate(rmcl, lower = O, upper = TO)
I11=as.numeric(I11[1])

d11[jl=I11

# Exata para d12 = dlambda,pO

rmc2<-function (u){

Sp=(p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u))

fu=(((1/TO0) + alphaci*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))
- (uxexp(-alphai*u) /Sp) *fu

}

I12<-integrate(rmc2, lower = O, upper = TO)
I12=as.numeric(I12[1])

d12[j1=I12

# Exata para d22 = dpp

rmc3<-function(u){

Sp=(p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u))

Su=exp (-alphaixu)

fu=(((1/TO0) + alphaci*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))
((1-Su)/((1-p0i) *Sp) ) *fu

}

I22<-integrate(rmc3, lower = O, upper = TO)
I22=as.numeric(I22[1])
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d22[j]=122

# Exata para d13 = dlambda,k

rmc4<-function (u){

Sp=p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u)
Q3=((1-u/TO)*(-1/(((1-kai)~2)*((1/T0)+(alphaixkai/(1-kai))*(1-u/T0))))+
((1-u/T0) ~2) *(alphai*kai/(((1-kai)~3)*(((1/T0)+(alphaixkai/(1-kai))*
(1-u/T0))~2))) + u/((1-kai)~2))
Q4=(((1-p0i)/((1-kai)~2))*((1/alphai)*(1-exp(-alphai*u))-u*exp(-alphai*u)))
fu=(((1/TO) + alphaci*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))

(Sp*Q3 + Q4)*fu

}

I13<-integrate(rmc4, lower = O, upper = TO)

I13=as.numeric(I13[1])

d13[j]1=113

# Exata para d33 = dkk

rmc5<-function (u){

Sp=(p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u))

fu=(((1/TO) + alphaci*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))
Q1=((1-u/T0)*(-2*alphai/(((1-kai)~3)*((1/T0)+(alphaix*kai/(1-kai))*(1-u/T0))))+
((1-u/T0) ~2) *((alphai~2)/(((1-kai)~4)*(((1/T0)+(alphaixkai/(1-kai))*
(1-u/T0))~2))) + 2xalphai*u/((1-kai)~3))
Q2=(((1-pOi)*2+alphai/((1-kai)~3))*((1/alphai)*(1-exp(-alphai*u))-
uxexp(-alphai*u)))

(Sp*Q1 + Q2)*fu

}

I33<-integrate(rmc5, lower = 0O, upper = TO)

I33=as.numeric(I33[1])

d33[j1=133

Iesperada=matrix(c(d11[j],d12[j],d13[j],d12[3],d22[j],0,d13[j],0,d33[j]),ncol=3)
J3[j]l=sqrt(det (Iesperada))

#it

rit[jl=sum((1-delta)*log(1+((1-thetal[j]1)/thetal[jl)*

exp(-alphal[jl*t))) + log(J3[jl1)

#
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## OLD (p0)

pOi= thetal[j-1]

##

# Exata para d11 = dlambda,lambda

rmci<-function(u){

Sp=(p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u))

fu=(((1/T0) + alphacix*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))
(1-p0i)*((1/(alphai~2))*(1l-exp(-alphaix*u))- pOi*(u~2)*(exp(-alphai*u))/Sp)*fu +
Sp*(((kai/(1-kai))*(1-u/T0)/((1/TO) + alphaci*(1-u/T0)))"2)*fu
}

I11<-integrate(rmcl, lower = 0O, upper = TO)
I1l=as.numeric(I11[1])

d11[jl1=111

# Exata para d12 = dlambda,pO

rmc2<-function(u){

Sp=(p0i+(1-p0i)*exp(-alphaix*u))

fu=(((1/T0) + alphaci*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))
- (uxexp(-alphai*u) /Sp)*fu

}

I12<-integrate(rmc2, lower = O, upper = TO)
I12=as.numeric(I12[1])

d12[j1=I12

# Exata para d22 = dpp

rmc3<-function(u){

Sp=(p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u))

Su=exp (-alphaixu)

fu=(((1/TO0) + alphaci*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))
((1-8u)/((1-p0i)*Sp)) *fu

}

I22<-integrate(rmc3, lower = O, upper = TO)
I22=as.numeric(I22[1])

d22[j1=122

# Exata para d13 = dlambda,k

rmc4<-function (u){

Sp=p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u)
Q3=((1-u/TO)*(-1/(((1-kai)~2)*((1/T0)+(alphaixkai/(1-kai))*(1-u/T0))))+
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((1-u/T0) ~2)* (alphaixkai/(((1-kai)~3)*(((1/T0)+(alphaixkai/(1-kai))*
(1-u/T0))~2))) + u/((1-kai)~2))
Q4=(((1-p0i)/((1-kai)~2))*((1/alphai)*(1-exp(-alphai*u))-u*exp(-alphai*u)))
fu=(((1/T0) + alphacix*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))

(Sp*Q3 + Q4)*fu

}

I13<-integrate(rmc4, lower = 0, upper = TO)

I13=as.numeric(I13[1])

d13[j1=113

# Exata para d33 = dkk

rmc5<-function (u){

Sp=(p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u))

fu=(((1/T0) + alphaci*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))

Q1=((1-u/T0)*(-2*alphai/(((1-kai)~3)*((1/T0)+(alphaixkai/(1-kai))*(1-u/T0))))+

((1-u/T0)~2)*((alphai~2)/(((1-kai)~4)*(((1/TO0)+(alphaixkai/(1-kai))*
(1-u/T0))~2))) + 2xalphai*u/((1-kai)~3))

Q2=(((1-p0i)*2*alphai/ ((1-kai)~3))*((1/alphai)*
(1-exp(-alphai*u))-u*exp(-alphai*u)))

(Sp*xQ1 + Q2)*fu

}

I33<-integrate(rmc5, lower = 0, upper = TO)

I133=as.numeric(I33[1])

d33[j1=133

Iesperada=matrix(c(d11[j],d12[j],d13[j],d12[j],d22[j],0,d13[j],0,d33[j]) ,ncol=3)

J4[jl=sqrt(det(Iesperada))
##

r2t[jl=sum((1-delta)*log(1+((1-thetal[j-1])/thetal[j-1])*
exp(-alphal[jl*t))) + log(J4[jl) # 1 original
1rt[j1=r1t[j]-r2t[j]

if (runif (1)<=min(1,exp(lrt[jl1))) {thetal[jl=thetallj]

#if ((U2<=Ualfat[jl)& (thetall[jl<= Pc[k])) {thetaljl=thetaillj]
cont2=cont2+1

}

else thetaljl=thetalj-1]
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#### GERAGAO DE k (kappa)

## NEW (k)
ks[jl=(1/(alphaljl+alphaljl*kalj-1]1/(1-kal[j-1]1)))*(1-exp(-(alpha[jl+alphalj]*
ka[j-11/(1-ka[j-11))*T0))*((1/T0)*(alphaljl/(alphalj]l+alphalj]*
kal[j-11/(1-ka[j-11)))+ alphal[jl*kalj-11/(1-kalj-1])) + alphal[jl*
ka[j-1]/(1-kal[j-11)*(alphal[jl+alphaljl*kal[j-1]1/(1-kal[j-11))*
exp(-(alphal[jl+alphaljl*kalj-1]/(1-kal[j-11))*TO0)

kal[jl=runif(1, 0, ks[jl)

pOi=thetal[j]; alphai=alphal[j]; alphaci=(alphaljl*kail[j]/(1-kal[j])); kai=kaill[j]
##

# Exata para dl1 = dlambda,lambda

rmci<-function (u){

Sp=(p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u))

fu=(((1/TO0) + alphaci*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))
(1-p0i)*((1/(alphai~2))*(1l-exp(-alphaix*u))- pOi*(u~2)*(exp(-alphai*u))/Sp)*fu +
Sp*(((kai/(1-kai))*(1-u/T0)/((1/T0) + alphaci*(1-u/T0)))~2)*fu

}

I11<-integrate(rmcl, lower = O, upper = TO)

Ii1=as.numeric(I11[1])

d11[jl1=111

# Exata para d12 = dlambda,pO

rmc2<-function (u){

Sp=(p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u))

fu=(((1/TO0) + alphaci*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))
- (uxexp(-alphai*u) /Sp) *fu

}

I12<-integrate(rmc2, lower = O, upper = TO)
I12=as.numeric(I12[1])

d12[j1=I12

# Exata para d22 = dpp

rmc3<-function(u){

Sp=(p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u))

Su=exp (-alphaixu)

fu=(((1/TO0) + alphaci*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))
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((1-8u)/((1-p0i)*Sp) ) *fu

}

I22<-integrate(rmc3, lower = 0O, upper = TO)
I22=as.numeric(I22[1])

d22[j1=122

# Exata para d13 = dlambda,k

rmc4<-function(u){

Sp=p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u)
Q3=((1-u/TO)*(-1/(((1-kai)~2)*((1/TO)+(alphaix*kai/(1-kai))*(1-u/T0))))+
((1-u/T0) ~2) * (alphaixkai/ (((1-kai) ~3)*(((1/TO)+(alphai*kai/(1-kai))*
(1-u/T0))~2))) + u/((1-kai)~2))
Q4=(((1-p0i)/((1-kai)~2))*((1/alphai)*(1-exp(-alphai*u))-u*exp(-alphai*u)))
fu=(((1/T0) + alphaci*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))

(Sp*Q3 + Q4)*fu

}

I13<-integrate(rmc4, lower = 0O, upper = TO)

I13=as.numeric(I13[1])

d13[j1=113

# Exata para d33 = dkk

rmc5<-function (u){

Sp=(p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u))

fu=(((1/TO) + alphaci*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))
Q1=((1-u/T0)*(-2*alphai/ (((1-kai)~3)*((1/T0)+(alphai*kai/(1-kai))*(1-u/T0))))+
((1-u/T0)~2)*((alphai~2)/(((1-kai)~4)*(((1/TO)+(alphaixkai/(1-kai))*
(1-u/T0))~2))) + 2*alphai*u/((1-kai)~3))
Q2=(((1-p0i)*2*alphai/((1-kai)~3))*((1/alphai)*
(1-exp(-alphai*u))-u*exp(-alphai*u)))

(Sp*Q1 + Q2)*fu

}

I33<-integrate(rmc5, lower = 0, upper = TO)

133=as.numeric(I33[1])

d33[j1=133

Iesperada=matrix(c(d11([j],d12[j],d13[j]1,d12[j]1,d22[j]1,0,d13[j]1,0,d33[j]1),ncol=3)
J5[j]=sqrt (det (Iesperada))
##
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rik[jl= -log(ks[jl) -(alphaljl*kal[jl/(1-ka1[j]l))*sum(t) + sum((1l-delta)x*
log((1/T0)+(alphaljl*kal[j]1/(1-kal[j1))*(1-t/T0))) + log(J5[j]1)

#

## OLD (k)

alphaci=(alpha[jl*kal[j-11/(1-kal[j-11)) ;kai= ka[j-1]

##

rmcl<-function(u){

Sp=(p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u))

fu=(((1/T0) + alphaci*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))
(1-p0i)*((1/(alphai~2))*(1l-exp(-alphaix*u))- pOix(u~2)*(exp(-alphai*u))/Sp)*fu +
Sp*(((kai/(1-kai))*(1-u/T0)/((1/TO) + alphaci*(1-u/T0)))"2)*fu
}

I11<-integrate(rmcl, lower = O, upper = TO)
I11=as.numeric(I11[1])

d11[j1=111

# Exata para d12 = dlambda,pO

rmc2<-function (u){

Sp=(p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u))

fu=(((1/TO0) + alphaci*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))
- (uxexp(-alphai*u) /Sp) *fu

}

I12<-integrate(rmc2, lower = O, upper = TO)
I12=as.numeric(I12[1])

di12[jl=I12

# Exata para d22 = dpp

rmc3<-function(u){

Sp=(p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u))

Su=exp (-alphaixu)

fu=(((1/TO0) + alphaci*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))
((1-Su) / ((1-p0i)*Sp))*fu

}

I22<-integrate(rmc3, lower = 0O, upper = TO)
I22=as.numeric(I22[1])

d22[j1=122

# Exata para d13 = dlambda,k
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rmc4<-function(u){

Sp=p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u)

Q3=((1-u/T0)*(-1/(((1-kai) ~2)*((1/T0)+(alphai*kai/ (1-kai))*(1-u/T0))))+
((1-u/T0) ~2) * (alphaixkai/ (((1-kai) ~3)*(((1/TO)+(alphai*kai/(1-kai))*
(1-u/T0))~2))) + u/((1-kai)~2))
Q4=(((1-p0i)/((1-kai)~2))*((1/alphai)*(1-exp(-alphai*u))-u*exp(-alphai*u)))
fu=(((1/T0) + alphacix*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))

(Sp*Q3 + Q4)*fu

}

I13<-integrate(rmc4, lower = 0O, upper = TO)

I13=as.numeric(I13[1])

d13[j1=113

# Exata para d33 = dkk

rmc5<-function (u){

Sp=(p0i+(1-p0i)*exp(-alphai*u))

fu=(((1/TO0) + alphaci*(1-u/T0))*(exp(-(alphaci)*u)))

Q1=((1-u/T0)*(-2*alphai/(((1-kai)~3)*((1/T0)+(alphai*kai/(1-kai))*(1-u/T0))))+

((1-u/T0)~2)*((alphai~2)/(((1-kai)~4)*(((1/TO)+(alphaixkai/(1-kai))*
(1-u/T0))~2))) + 2xalphai*u/((1-kai)~3))
Q2=(((1-p0i)*2*alphai/((1-kai)~3))*((1/alphai)*
(1-exp(-alphai*u))-u*exp(-alphai*u)))

(Sp*Q1 + Q2)*fu

}

I33<-integrate(rmc5, lower = 0, upper = TO)

I133=as.numeric(I33[1])

d33[j1=133

Iesperada=matrix(c(d11([j]l,d12[j]1,d13[j]1,d12[j]1,d22[j]1,0,d13[j]1,0,d33[j]1),ncol=3)

J6[jl=sqrt (det(Iesperada))
#i#

r2k[jl= -log(ks[j-11) -(alphaljl*kalj-11/(1-kal[j-11))*sum(t) + sum((1-delta)*

log((1/T0)+(alphaljl*kalj-11/(1-ka[j-11))*(1-t/T0))) + log(J6[j1)
1rk[jl=rik[j]-r2k[j]

if (runif(1)<=min(1,exp(lrk[jl1))) {kaljl=kall[j]

cont3=cont3+1
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}

else kaljl=kalj-1]
kse[jl=(1/(alphaljl+alphaljl*kaljl/(1-kal[jl1)))*(1-exp(-(alpha[jl+alphal[j]*
kal[jl/(1-kal[j]1))*T0))*((1/TO)*(alphaljl/(alphaljl+alphaljl*kaljl/(1-kal[j]1)))+
alphaljl*kaljl/(1-kal[jl)) + alphaljl*kaljl/(1-ka[jl)*(alphal[jl+alphalj]*
kal[j]1/(1-kalj]))*exp(-(alphal[jl+alphaljl*kalj]/(1-ka[j]))*TO)

# kse = k* estimado

} # chave M

d0=10000

salto=10

alphafl=alpha[d0+1:M]
alphaf=alphafi[seq((1), M-d0,salto)]
thetafl=theta[d0+1:M]
thetaf=thetafl[seq((1), M-d0,salto)]
kaf1=ka[d0+1:M]
kaf=kaf1[seq((1),M-d0,salto)]
ksfl=kse[dO+1:M]
ksf=ksfl[seq((1),M-d0,salto)]

ICalphal [k]=quantile(alphaf,c(0.025))
ICalpha2[k]=quantile(alphaf,c(0.975))
ICthetal[k]=quantile(thetaf,c(0.025))
ICtheta2[k]=quantile(thetaf,c(0.975))
ICkal[k]=quantile(kaf,c(0.025))
ICka2[k]=quantile(kaf,c(0.975))
ICks1[k]=quantile(ksf,c(0.025))
ICks2[k]l=quantile(ksf,c(0.975))

taxal[k]=contl/M ; taxa2[k]=cont2/M; taxa3[k]=cont3/M
alphaest [k]=mean(alphaf); thetaest[k]=mean(thetaf); kaest[k]=mean(kaf)

} # chave do D

} # chave do i0
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# Amostras
Pl=matrix(c(alphaf,thetaf, kaf, ksf),length(alphaf),b4)

write.table(P1, file = "kersey_bayes_P1.txt", quote = TRUE,

sep =" ", dec = ".", row.names = FALSE, col.names = TRUE)
P2=matrix(c(alpha,theta, ka, ks),length(alpha),4)
write.table(P2, file = "kersey_bayes_P2.txt", quote = TRUE,

sep = " ", dec = ".", row.names = FALSE, col.names = TRUE)
library(coda)

slc=mcmc(alphaf)
s2c=mcmc (thetaf)
s3c=mcmc (kaf)
s4c=mcmc (ksf)

c(geweke.diag(slic) ,geweke.diag(s2c), geweke.diag(s3c), geweke.diag(s4c))

timeh=(proc.time() - ptm)/3600
# Resultados

#dados iniciais

timeh

D; n; TO; iO

c(taxal, taxa2, taxa3, taxa3)

HHHHHEE

# END

par (mfrow=c(1,3))

hist(alphaf,col="1light blue",probability = TRUE,nclass=20,
xlab=expression(lambda) ,ylab="Frequencia",main="")
hist(thetaf,col="1light blue",probability = TRUE,nclass=20,
xlab= expression(p[0]),ylab="Frequencia",main="")
hist(kaf,col="light blue",probability = TRUE,nclass=20,

xlab=expression(kappa) ,ylab="Frequencia",main="")

par (mfrow=c(1,3))
plot(alpha, type=’1’, xlab=’iteragles’, ylab=expression(lambda))
plot(theta, type=’1’, xlab=’iteragdes’, ylab= expression(p[0]))

plot(ka, type=’1’, xlab=’iteragdes’, ylab=expression(kappa))

par (mfrow=c(1,3))
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acf (alphaf, main=’’, xlab=’defasagens’, ylab=’autocorrelagdes’)
acf (thetaf, main=’’, xlab=’defasagens’, ylab=’autocorrelagdes’)

acf (kaf, main=’’, xlab=’defasagens’, ylab=’autocorrelagdes’)

par (mfrow=c(1,3))

hist(ksf,col="1light blue",probability = TRUE,nclass=20,xlab=’kx*’,
ylab="Frequencia",main="")

plot(ks, type=’1’, xlab=’iteragdes’, ylab=’kx*’)

acf (ksf, main=’’, xlab=’defasagens’, ylab=’autocorrelagdes’)

c(taxal, taxa2, taxa3, taxa3)

c(contl,cont2,cont3, cont3)

Ictheta=c(ICthetal[k],ICtheta2[k])

c(mean(alphaf) ,sd(alphaf),ICalphal[k],ICalpha2[k],ICalpha2[k]-ICalphal[k])
c(mean(thetaf) ,sd(thetaf),ICthetal[k],ICtheta2[k],ICtheta2[k]-ICthetallk])
c(mean(kaf),sd(kaf),ICkal[k],ICka2[k],ICka2[k]-ICkall[k])
c(mean(ksf),sd(ksf),ICks1,ICks2,ICks2-ICks1)

# END
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