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Resumo

Classicamente a nogao de vacuo tem um sentido de vazio absoluto, ou seja, o vacuo
seria uma regiao do espago onde nenhuma particula seria encontrada. A teoria quantica
de campos que retine a mecanica quantica e a teoria da relatividade especial em uma
sO estrutura conceitual, nos mostra que o vacuo nao é um completo vazio, mas que na
verdade o vacuo apresenta flutuacoes de campo e essas flutuagoes de campo no estado de
menor energia caracterizam o chamado vdcuo quantico.

O confinamento de um dado campo numa certa regiao limitada do espago (condigoes de
contorno) podem alterar o vacuo quantico, ocasionando efeitos mensuraveis, como por
exemplo, a atragao entre duas placas condutoras eletricamente neutras (efeito Casimir).
Neste trabalho mostramos que para uma teoria de um campo escalar, real com auto-
interacao do tipo ¢*, apresentando quebra espontanea de simetria a “tree level”, a im-
posicao das condicoes de contorno de Neumann homogéneas sobre dois planos infinitos,
paralelos restaura a simetria quando a distancia entre os planos é menor que um compri-
mento critico.

Para isso usamos o método do potencial efetivo que é uma generalizacao do potencial
classico e é dado pela soma do potencial classico mais as correcoes quanticas da teoria,
isto é, uma expansao em poténcias de h. As corregoes de O(h) representam a interagao
do campo com o vacuo quantico e que por causa das condi¢oes de contorno, esses termos
ficam dependentes do parametro de compactificacao a. Observamos que quando a? é
da ordem da constante de acoplamento da teoria, o primeiro termo advindo da correcao
quantica torna-se de ordem cléssica (h°), ocasionando uma modificacio no minimo do
potencial em ordem cldssica. Quando o parametro de compactificacao a assume um valor

igual ou menor a um determinado valor critico a. a simetria da teoria é restaurada.



Abstract

The commonsense notion of vacuum is an absolute empty, that is, a region without
matter. The quantum field theory, which brings the quantum mechanics and the special
relativistic theory together in a only one conceptial structure, shows us that the vacuum
is not completely empty, but actualy in the vacuum take place field fluctuations and those
field fluctuations in their lowest energy state describe the so-called quantum vacuum.
Boundary conditions disturb that vacuum, raising measures effects like, for instance,
attractive force between a pair of neutral, parallel conducting plates.

In this work we show that for a theory of a real, scalar field with quartic self-interaction,
which point out spontaneous symmetry breaking in the tree level, the constrainst of homo-
geneous Neumann boundary conditions on a par of parallel surfaces restores the symmetry
when the distante between the surfaces is smaller than a critical compactification length.
In order to do that we use the effective potential method which is a generalization of the
classical potential and it is the sum of the classical potential plus quantum corrections,
that is, an expansion in order of h. The A corrections represent the interaction of the field
with the quantum vacuum and because of the boundary conditions those terms become
dependent on the compactification parameter a. We stress that, when the order of a? is of
the order of the coupling constant, the first term from the radiative corrections becomes
of classical order, modifing the minimum of the potential in the classical level. When the
compactification parameter a is equal or smaller than a critical value a. the symmetry is

restored.
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Introducao



1.1 Introducao

A teoria quantica de campos é uma conseqiiéncia direta da mecanica quantica rel-
ativistica. Nela as excitagoes dos campos (perturbagoes) sao interpretadas como as
particulas associadas a esses campos. Assim, a teoria quantica de campos é funda-
mentalmente uma teoria de muitas particulas. Na quantizagao de uma teoria de cam-
pos, os campos sao transformados em operadores que agem em um espaco de Fock
(ocupacao). O estado fundamental (de minima energia) onde agem os operadores de
campo é chamado de estado de wvdcuo (um preciso e bem definido estado quantico),
pois o valor médio do ntimero de particulas neste estado é nulo. Entretanto, como uma
conseqiiéncia do principio de incerteza, os operadores de campo nao comutam com os
operadores nimero de particulas e dessa forma, embora os valores médios (cldssicos)
dos operadores de campo e dos de nimero de particulas sejam nulos, o mesmo nao
é verdade para os valores médios dos quadrados desses operadores, o que acarreta o
aparecimento de flutuagoes. Portanto, o vacuo quantico nao é um espagco vazio, carac-
terizado pela auséncia de qualquer entidade fisica, mas sim é um espaco onde pequenas
oscilacoes dos campos ocorrem em toda parte, as chamadas flutuagoes de ponto zero.
O vacuo quantico pode, entao, ser interpretado como sendo ocupado por particulas
virtuais, que sao aquelas associadas com as flutuagoes de ponto zero. Essas particulas
sao o resultado de um constante processo de criacao e aniquilacao, de maneira que elas
possuem uma existéncia tao efémera que nao sao detectadas diretamente.

Um campo é um sistema com infinitos graus de liberdade que pode ser tratado
como um conjunto infinito de osciladores harmonicos ficticios desacoplados, cada um
tendo uma freqiiéncia propria de oscilagao, a chamada fregiiéncia normal. Dessa
forma uma teoria quantica de campos é um sistema de infinitos osciladores harmonicos
quanticos desacoplados. Como sabemos a energia do estado fundamental de um os-
cilador quantico nao é nula. Essa energia de ponto zero é proporcional a freqiiéncia de
oscilacao. Como existem infinitos desses osciladores, cada um deles contribuindo com
uma energia diferente de zero para o estado fundamental, a energia total do vacuo é

infinita. Isso esta associado a que o valor médio do quadrado dos operadores de campo



diverge. Essa energia do vacuo é constante e uma vez que no espago de Minkowski a
energia é uma grandeza relativa e nao absoluta, ela pode, em muitos aspectos, ser igno-
rada. No entanto, o vacuo quantico pode interagir com os campos, e essa interacao pode
produzir alteragoes em grandezas mensuraveis, como por exemplo a massa, a carga e a
constante de acoplamento dos campos. Essas correcoes sao, em geral, também infini-
tas, o que constitui um dos principais problemas da teoria quantica de campos. Para
tentarmos sanar esses problemas recorremos ao processo chamado de Renormalizagao.
Esse processo consiste em isolarmos as divergéncias, usando algum método de regular-
izagao, e absorve-las sistematicamente na redefinicao dos parametros mensuraveis da
teoria. Os parametros originais, nao renormalizados, sao infinitos, sendo definidos de
modo a cancelar os efeitos das divergéncias. Os parametros renormalizados sao aqueles
que coincidem com os valores observados para as grandezas fisicas. Devemos mencionar
que nem sempre é possivel aplicar a técnica de renormalizagao, uma vez que ha teorias
em que as divergéncias nao podem ser todas incorporadas nos parametros originais,
nesse caso dizemos que a teoria é nao renormalizavel.

A utilizacao de teorias efetivas provenientes da renormalizacao de seus parametros
nao é algo encontrado apenas na teoria quantica de campos, mas pode ser encontrada
em diversos outros lugares da fisica. Um exemplo simples é a massa efetiva associada a
um elétron que se desloca numa rede periddica. Nesse caso o efeito das forcas internas
exercidas pelos ions da rede é incorporado na massa renormalizada e entao analisa-se a
dinamica apenas a partir das forgas externas. O que hé de diferente na renormalizacao
que envolve o vacuo quantico é o fato de as correcbes serem infinitas. As operacoes
algébricas necessarias no processo nao sao, portanto, bem definidas, e sao efetuadas
apoés algum método de regularizacao.

O efeito Casimir esta relacionado com as diferencas na densidade de energia do
vacuo provocadas pelas alteracoes nas condi¢oes de contorno impostas aos campos no
vacuo. O efeito Casimir original [11] tem como resultado uma forca de atracao entre
duas placas planas, paralelas, perfeitamente condutoras, neutras inversamente propor-

cional a quarta poténcia da distancia entre elas no vacuo do campo eletromagnético.



Essa forga foi comprovada experimentalmente por Sparnaay [50]. Mais recentemente,
experimentos realizados separadamente por Lamoureaux [26] e Mohideen e Roy [31]
confirmaram o efeito Casimir com alto grau de precisao. Pelo fato da densidade de
energia do vacuo eletromagnético ser negativa no caso de placas planas condutoras,
Casimir, em 1953, propos que um elétron poderia ser imaginado como uma casca
esférica condutora com uma carga elétrica e e que a forca atrativa associada com o
efeito Casimir compensaria a repulsao eletrostatica. Contudo, infelizmente foi demon-
strado por Boyer [7] que no caso de uma casca esférica a energia de Casimir é positiva
e consequentemente a forca é repulsiva. Porém, é interessante notar que no caso de
férmions a densidade de energia do vicuo é negativa o que inverteria o sinal da forca
de Casimir. Embora, essas idéias nao sejam aplicadas como propostas originalmente
por Casimir, elas tém sido aplicadas no “bag model” de hadrons em cromodinamica
quantica (QCD) [30, 45]. No primeiro modelo teérico que incorporou a energia de
Casimir na estrutura dos hadrons, chamado de “bag” MIT [12], os hadrons sao vistos
como sacolas confinantes cujo contetido sao quarks e glions. Para um hadron de raio de
1 fermi (10~' m) a energia de Casimir é de aproximadamente 85 MeV. E importante
notar que a energia de Casimir depende fundamentalmente da geometria e do tipo de
campo, sendo esse um mistério da energia de Casimir.

O fenomeno da quebra espontanea de simetria tem sido amplamente estudado nos
ultimos anos, uma vez que ele possui aplicagoes em diversas areas da fisica, como das
particulas elementares, da matéria condensada, e diversas outras. Esse fenomeno é
de fundamental importancia no contexto da fisica tedrica atual, onde as teorias mais
fundamentais sao associadas com principios de simetria. Esses principios determinam
um panorama de alta simplicidade e regularidade para as leis basicas da natureza.
E claro que este ambiente repleto de simetria nao é proprio para explicar a vasta
complexidade e diversidade existentes no universo atual. E nesse ponto que a quebra de
simetria desempenha seu papel principal. Uma determinada simetria pode ser quebrada
pela acao de algum agente externo que atua diretamente sobre o sistema, ou, de outro

modo, pode ser quebrada sem nenhuma intervencao externa, caso em que a simetria é



dita ser espontaneamente quebrada. No primeiro caso, o fator que quebra a simetria
¢é representado por um termo que aparece explicitamente na equacao que descreve o
sistema. No segundo caso, ao contrario, nao existe nenhum termo que viole a simetria
na equagao, porém o que acontece é que a simetria nao é obedecida pelas solucoes
individuais desta equacao, sendo quebrada quando da escolha de uma delas.

Do exposto acima vimos que condi¢oes de contorno podem modificar o vacuo de uma
teoria. A pergunta que temos é: as condi¢oes de contorno podem restaurar a simetria
de uma teoria com quebra espontanea de simetria a “tree level”? A questao é pertinente
visto que a introducao de um novo parametro, o comprimento de compactificacao, pode
tornar termos tendo origem nas correcgoes radiativas de ordem classica, dependendo da
ordem do comprimento de compactificagao [37, 43]. Esse é, portanto, o objetivo deste
trabalho: o de verificar se a imposicao de condigoes de contorno sobre os campos
pode restaurar a simetria de uma teoria com quebra espontanea de simetria a “tree
level”. Por simplicidade escolhemos um campo escalar real com um potencial tipo
de Higgs. As condigoes de contorno escolhidas sdo as de Neumann homogéneas sobre
duas superficies planas infinitas, paralelas separadas por uma pequena distancia a.
Escolhemos as condig¢oes de Neumann porque sob essas condigoes as solucoes de campo
constantes sao permitidas o que nos possibilita o uso do bem conhecido método de
calculo do potencial efetivo como uma expansao em “loop” para determinarmos o
minimo da teoria.

O trabalho esta organizado da seguinte forma: O capitulo 1 estd dedicado a uma
introducao aos assuntos que fazem parte necessaria do trabalho. No capitulo 2 dis-
cutimos a energia do vacuo e calculamos a energia de Casimir para alguns casos. No
capitulo 3 mostramos como determinar o potencial efetivo como uma expansao em
“loop”. No capitulo 4 mostramos como determinar o potencial efetivo para uma teoria
com quebra espontanea de simetria. Finalmente, no capitulo 5 é onde propriamente
realizamos os calculos da nossa proposta de trabalho, assim ele é dedicado a deter-
minacao do vacuo de uma teoria de um campo escalar real, com quebra espontanea

de simetria a “tree level”, sujeito as condi¢oes de Neumann homogéneas sobre duas



superficies planas, infinitas e paralelas separadas por uma pequena distancia a.



Capitulo 2

Efeito Casimir



2.1 Introducao

O efeito Casimir! estd relacionado com as diferencas na densidade de energia do
vacuo provocadas pelas alteracoes nas condi¢oes de contorno impostas aos campos no
vacuo. O efeito Casimir original [11] tem como resultado uma forca de atracdo entre
duas placas planas, paralelas, perfeitamente condutoras, neutras inversamente propor-
cional a quarta poténcia da distancia entre elas no vacuo do campo eletromagnético.
Essa forga foi comprovada experimentalmente por Sparnaay [50]. Mais recentemente,
experimentos realizados separadamente por Lamoureaux [26] e Mohideen e Roy [31]

confirmaram o efeito Casimir com alto grau de precisao.

2.2 Energia de ponto zero e energia do vacuo

Ao estudar um fenémeno natural, o pesquisador procura explicar esse fenomeno
através de um modelo simples e idealizado, mas que retenha suas caracteristicas mais
importantes. Na fisica, principalmente em teoria quantica de campos, o modelo mais
usado é o do oscilador harmonico simples. Classicamente a energia do oscilador harmonico
simples é dada por

1

E = imuJQAQ, (2.1)

onde w ¢ a freqiiéncia angular e A a amplitude de oscilagao. Para um sistema massa-
mola idealizado a energia pode assumir valores que variam continuamente de zero a
infinito. Nesse caso o estado de minima energia é zero (quando A = 0), ou seja, a
particula estd em repouso na posi¢ao de equlibrio.

Para sistemas microscépicos, como por exemplo dtomos e moléculas, o modelo do
oscilador harmonico simples pode ser usado, ja que, essas particulas vibram a todo
momento. Associado a cada um desses sistemas existe um estado de equilibrio e uma

freqiiéncia w. Esses sistemas microscopicos nao sao explicados corretamente pelas

L Aqueles interessados em efeito Casimir sugerimos os artigos de revisao [41], [6] e [29].



leis da fisica classica mas sim pelas leis da fisica quantica. Quanticamente a energia

associada ao sistema é dada por

E, = hw(n+2), (2.2)

onden=0,1,2,....

Para o estado de mais baixa energia (estado fundamental), n = 0, a energia des-
ignada por FEjp, tem valor %hw que é diferente de zero. Portanto, quanticamente o
oscilador nunca pode ser encontrado em um estado de energia nula, assim diferindo
do O.H.S classico. Essa energia é chamada de energia de ponto zero. Além disso,
vemos que o espectro de energia é discreto, ou seja, a energia do O.H.S quantico s6
pode assumir valores iguais ao minimo mais um multiplo inteiro de hw que corresponde
ao “gap” de energia entre os estados n e n + 1, portanto, a energia é quantizada e o
quantum de energia é hw. O valor nao nulo de Ey é uma conseqiiéncia do principio de
incerteza de Heisenberg.

Para um sistema com muitos graus de liberdade, no qual as particulas interagem
entre si, temos um sistema de osciladores harmonicos acoplados. Realizando uma trans-
formacao canodnica para um sistema de coordenadas normais, o sistema se comporta
como um conjunto de O.H.S. independentes (desacoplados) ficticios, cada um vibrando
numa determinada freqiiéncia normal wy. Cada um desses osciladores ficticios con-
tribuem com %hw para a energia de ponto zero. Dessa forma a energia do estado

fundamental do sistema fica dada pela soma das energias de ponto zero (ZPE),

1
Ey = 5250% (2.3)
k

Assim, para um sistema com infinitos graus de liberdade existirao infinitos desses
osciladores desacoplados e o resultado determinado pela equacao (2.3) é divergente.

Uma teoria de campo é uma teoria de um sistema de infinitos graus de liberdade,
podendo ser associado a um sistema de infinitos osciladores harmonicos acoplados.
Dessa forma, uma teoria quantica de campo esta associada a um sistema de infinitos

osciladores harmonicos acoplados. As particulas sdo as excitacoes dos campos e a
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uma particula associamos o “gap” de energia hwy. Assim, em uma teoria quantica
de campos a energia do estado fundamental, isto é, o vacuo, é dada pela soma das
energias de ponto zero, como na equagao (2.3). Portanto, a principio a energia do
vacuo em teoria quantica de campos é infinita. Contudo, quando limitamos a atuacao
dos campos, ou seja, confinamos o campo numa certa regiao do espago as oscilacoes
do campo, inclusive as do ponto zero devem satisfazer certas condicoes de contorno.
Portanto essas condi¢oes de contorno restringem as possiveis freqiiéncias de oscilagao
do campo, podendo assumirem apenas certos valores especificos, que de forma geral
formam um conjunto discreto. Calculando-se essa energia do vacuo confinado, também
encontramos um valor infinito. A energia do vacuo é formalmente calculada como a
diferenca entre essas energias infinitas nas duas situagoes. Para dar sentido a essa
definicao formal, pois a manipulacao de expressoes divergentes é ambigua, recorremos
a métodos de regularizacao adequados que garantem um resultado finito. Essa diferenca
de energia, chamada de Energia de Casimir, é que tem significado fisico e é interpretada
como o trabalho necessario para introduzir os contornos. Essa energia de Casimir no
caso do campo eletromagnético confinado entre duas placas planas condutoras ideais
separadas por uma distancia a, manifesta-se provocando uma forga atrativa entre as
duas placas, dada por
m2he

F=-A—— 2.4
240at’ (2:4)

onde A é a area das placas e o sinal de menos uma indicacao de que a forga é atrativa. As
divergéncias no calculo da energia de ponto zero surgem de forma clara quando usamos
os métodos usuais de quantizacao de campos, o chamado esquema de quantizacao
canonica de campos.

Se ¢ (z) representa um campo dindmico, entdo a lagrangiana classica ¢ dada por

L(t) = [ (e, 0,01) (2.5)

e 0 momento conjugado canonico por
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, oL
(i) —
IT ok (2.6)
Pelo procedimento da quantizacao exigimos para campos bosonicos a troca dos
campos, “c-number”, por operadores, “q-number”, de campo que satisfazem as regras

de comutacao a tempos iguais

! A (s !

69(x), 6@ (@ )| =0 (2.7)

e
(60 (2), 1 (2)] = b6 (& — &). (2.8)
Para campos fermionicos sao exigidas as regras de anticomutagao a tempos iguais,
{$9(@), 6® ()} = {I1V(2), 1M (z")} = 0 (2.9)

e

{69(2), 10 (2")} = idud (& — &). (2.10)

O hamiltoniano de campo H ¢ escrito em termos de Qe I semelhantemente ao

hamiltoniano classico e é dado por

= / & <Z 105" — £(p0, QL@@)) . (2.11)
)

O hamiltoniano de campo é um observavel fisico, pois esta relacionado com a energia
do sistema e dessa forma ¢ hermitiano e isto nos diz que os operadores ¢ e II também
o sejam. A expressao (2.11) nao define o hamiltoniano de campo de uma maneira
satisfatoria, isso porque o esquema da quantizagao canonica nao fixa o ordenamento do
produto dos operadores de campo nao comutantes. Assim, para a teoria tornar-se bem
definida usamos uma prescricao de ordenagao, ou seja, exigimos um certo ordenamento

no produto dos operadores, o chamado ordenamento normal de Wick.
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Dificuldades maiores surgem com o aparecimento de singularidades quando calcu-
lamos os operadores no mesmo ponto do espago-tempo, o que causa divergéncias para a
energia do vacuo, isso porque esses operadores de campo sao vistos como distribuicoes
e o produto de duas distribui¢goes no mesmo ponto nao é definido. Para eliminarmos
esses problemas exigimos a renormalizabilidade como uma propriedade fisica da teoria
quantica de campos.

Em meio a discussao feita acima vamos ver como a divergéncia na soma das energias
de ponto zero realmente aparece na teoria. Para isso vamos tomar como exemplo um

campo escalar real, massivo e sem interacao caracterizado pela densidade lagrangiana

1 1
L(¢,0u0) = 50u00" ¢ — 5m*¢", (2.12)

a qual conduz a equacao de movimento para o campo ¢ dada por

(9,0" +m*)¢p = 0. (2.13)

Exige-se para os operadores ¢ e II as seguintes regras de comutacao a tempos iguais

(6(x), 6(2)] = [Ti(x), T1(x)] =0 (2.14)

i J

(6(x), TI(x)] = id(z - 7). (2.15)

Para discutirmos a energia do vacuo vamos adotar a representacao no espago dos
momento dentro de uma caixa ciibica de volume €2, num dado tempo. Vamos escrever

o operador (ﬁ(x), solugao da equagao (2.13) como uma expansao em série de Fourier,

() = 3 %q}(t) exp(if ). (2.16)

O operador densidade de momento canonico, determinado por

. 0L D¢
=27 =% (2.17)

fica dado por
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H(z) =Y %ﬁ_k(t) exp(ifi ). (2.18)

Os campos QAS e II sdo hermitianos, ou seja, quS = ngﬁT ell =TI e consequentemente

temos que

QL) = G_i(t) . PL(E) = i (t). (2.19)

Substituindo as equagoes (2.16) e (2.18) nas equagoes (2.14) e (2.15) encontramos as

regras de comutacao

(G (t), @ (D)] = [px(t), Py (1)] = O (2.20)

(G (1), Dy ()] = 10y, (2.21)

para os operadores G € Dy.
Considerando o hamiltoniano de campo, temos que, usando a equacdo (2.12) e

I1 = ¢ na equacio (2.11),

-1 . o .
= / |11+ (V6?2 + m?3?] . (2.22)
Q
Apo6s fazermos uma integracao por partes apenas no termo do gradiente, obtemos H

como uma forma quadratica em relagao aos operadores de campos ¢ e II, dada por

1 o .
i = / o [[12 + $(—2 +m?)g] . (2.23)
Sabendo que no espaco dos momentos (k): p2 = —V2 = k2 e substituindo as

expressoes (2.16) e (2.18) para os campos ¢ e II, respectivamente, na equacao (2.23)

temos

0= > [ﬁkTﬁk + wiqﬂcﬁf} (2.24)
s

N —
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onde wy = k2 +m2 .

Este é o hamiltoniano de um sistema de osciladores harmonicos desacoplados, o
que nao é surpresa pois decompomos o campo qg em modos normais ¢,. Os operadores
gr € pr correspondem as variaveis canonicas do problema do oscilador classico. Vamos
agora escrever o operador hamiltoniano de campo, como é usual, em relagao as novas

bases dy, dx' do espaco de Fock, para isso definimos

1 i
ik =1/ = 0o+ —pf 2.25
ay ka (Qk + wkpk ) ( )
1 i
PRI L I 2.26
di' =\ 5wk <q wkpk> (2.26)

Estes sdo os chamados operadores de aniquilacdo (dy) e criacio (dy') e satisfazem

as regras de comutagao

[, d@iT| = G (2.27)

[k, aye] = [dx!, 6 '] = 0. (2.28)

Expressando o hamiltoniano de campo em termos de dj, e d@j,' temos

H =

% zk: Wi (kaTdk + dkdkT) ;

. L1
H=> w <Nk + 5) , (2.29)
k

Td), é o operador nimero, e tem como autovalores ny, = 0,1,2,.... O

onde Nk = ay
estado |ng > é autoestado de Nk e também de H como podemos constatar facilmente
da equagao (2.29). O vécuo |0 > é o estado onde nenhuma particula é encontrada e é

definido pela equacao

|0 >= 0. (2.30)
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O valor esperado da energia do vacuo?

. h
Ey=<0/H|0>=)" 3%k (2.31)
k

¢ divergente, pois cada oscilador, ou modo normal contribui com %wk, e nesse caso

temos uma energia infinita, pois temos infinitos modos normais.

2.3 Energia de Casimir

2.3.1 Energia de Casimir para um campo escalar livre nao

massivo com condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas

Para um campo escalar real nao massivo a lagrangiana ¢ dada por

£(6,0,0) = 50,000, (2.32)

De acordo com a equacao de movimento de Euler-Lagrange

o (525 ) -2 259

o campo nao massivo da lagrangiana (2.32) deve satisfazer a equagao

0,0"p = 0, (2.34)
ou reescrevendo de outra maneira
10520)
—V%p+— =0. 2.35
¢+ 5 (2.35)

Agora vamos determinar a solugao da equacao (2.35) impondo que o campo ¢ se
anule sobre duas superficies planas infinitas e paralelas separadas por uma pequena
distancia a. Considerando as superficies perpendiculares ao eixo Z, o campo ¢ deve

satisfazer as condicoes de contorno

2Embora nés usemos i = ¢ = 1, nés mantemos h para marcar as correcdes quanticas.
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o(z=0)=¢(z=a)=0. (2.36)
Para resolvermos a equacao (2.35) usamos o método de separagao de variaveis, onde

supomos que a solugao possa ser escrita como

¢(7, 1) = Xx(M)(). (2.37)

Dessa forma a equacao (2.35) fica

02
=V [X(M ()] + 5z X(MY()] =0. (2.38)
De onde temos
1 d*y 1

O lado esquerdo da equacao (2.39) é uma funcao dependente apenas do tempo e
o lado direito é uma funcao dependente somente do espaco. Uma vez que a equagao
(2.39) deve ser satisfeita para todo 7 e ¢, ambos os lados devem ser iguais a uma mesma

constante. Assim, seja —p? essa constante, entao

2
% — (2.40)
(S
d*i)
i —p?. (2.41)

A solugao da equacao (2.41) é facilmente determinada e é dada por

¥(t) = Arexp(ipt) + By exp(—ipt). (2.42)

Para garantirmos solugao oscilatéria p deve ser real. Do resultado (2.42) vemos que

os valores das energia de ponto zero sao

w=np. (2.43)



Como as condigoes de contorno sao de Dirichlet homogéneas

D)X () [z=0= P ()X (F) |:=a= 0,

podemos nos preocupar apenas com a parte espacial.

A equagao (2.40) pode ser escrita como

VX +p*x =0,

que ¢é a conhecida equacao de Helmholtz.

Mais uma vez supondo solucao do tipo

para a equacao de Helmholtz acima, temos que

LEX 1Y 1Pz
Xdz2 " Yap  Zd2 U

E dessa maneira temos que

X )
P
42y ,
@
27 )
@z -

onde p* = p3 + p; + p2. Assim, as condigoes de contorno (2.44) ficam

X(2)Y (y)Z(2) |z=0.0= 0.

Portanto,

Z(2) |2=0a= 0.

17

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)
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A solugao da equacao (2.50), com p, real, para que possamos satisfazer as condigoes

de contorno, é dada por

Z(z) = Aexp(ip,z) + Bexp(—ip.z). (2.53)

Impondo a primeira condi¢ao de contorno, Z(z) |,—o= 0, temos que A = —B, o que
nos fornece

Z(z) = 2iAsin(p,z). (2.54)

Agora, usando a segunda condigao de contorno, Z(z) |,—,= 0, obtemos

Nm
. = —, 2.55
pe=— (2.55)
onde N = 1,2,3,.... Como podemos observar as condigdes de contorno tornam a

componente p, do momento discreta, p, — py.
Dos resultados acima a soma das energias de ponto zero, para o campo ¢ sujeito as

condicoes de contorno impostas, ¢ dada por

1
ho& oo dPp ( N2p2\27°
Eee =" / PP+ 2, (2.56)
2 sz:l —oo (2m)? a?
onde L? é a drea das superficies (L — 00).
A quantidade acima, como ja vimos, é divergente. A fim de manipularmos essa
expressao, vamos empregar o método da funcao zeta.
A funcao zeta generalizada associada ao operador H, é definida como
W; o
Cry(s) = Z ; , sed(, (2.57)
onde os w; sao os auto-valores do operador Hyeo parametro de escala y foi introduzido

para mantermos a funcao zeta adimensional para todo s. A funcao zeta generalizada

(2.57) converge para Re(s) > % e pode ser continuada analiticamente para uma funcao
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meromorfa com polos somente em s = % es= % 3. Usando os auto-valores anterior-

mente determinados a func¢ao zeta definida pela equagao (2.57) fica

Chg (s——> Z/w @ lpz (2%)2]2_22. (2.58)

W

Assim, a soma das ZPE é dada por

B 1
B = liny [CHO (s - 5)] . (2.59)

A integral da equacao (2.58) é realizada com o uso da relagao (veja Apéndice A)

0 —S m P(S - m) m
2 2 my 2 ) (42\2-s 2
/_oo(k; + A% dmk = o ADET pwa >0 (2.60)
obtendo-se
1 L2 [« B2 (s — %) s
——) = — —=c N)3=2, 2.61
Cry (8 2> 47 (au) I'(s—3) sz:l( ) (261)
Da definigao da funcao Zeta de Riemann
=Y (N)™*, para Re(s)>1, (2.62)
N=1
temos
1 L?p? [ m (s — 2)
—_ ) = . 270 .(25 — 2.
CHo (8 2) 47 (au) (s — 2)C #(25 = 3). (2.63)

Usando agora a propriedade de reflexao da fungao zeta de Riemann

w0 (2) aae) = 77T () Gt - 2, (2:6)
temos
i (S_ %) L2 2;:3 a2s— 3?23_3@%(4 2s). (2.65)

3De fato, pode-se mostrar que a funcdo zeta generalizada associada a um operador real, eliptico e
auto-adjunto, A, converge para Re(s) > g, onde d é a dimensao da variedade espaco-tempo e p é a

ordem do operador A.
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A férmula da reflexao nos deu a continuagao analitica necessaria para calcularmos

Cio (—3),

Cr(4). (2.66)

Lembrando que

2
e
4
T
4) = —
CR( ) 907
obtemos
1 L27?
B 2.
<H°< 2> 72003 (2.67)

Finalmente, usando o resultado da equacao (2.67) na equacao (2.59) temos

hm? L2
F = —— — 2.
0 1440a3 (2.68)

A continuagao analitica da fungao zeta nos fornece a prescricao necessaria para
calcularmos a energia de Casimir sem a necessidade de subtragao de pdlos. Dessa

forma, a energia de Casimir por unidade de area das superficies é dada por

—hr?
1440a3"

A forga entre as superficies por unidade de &rea (pressao de Casimir) pode ser

ECasimir = (269)

calculada de

aE astmar
FCasimir = _%7a7 (270)

assim,

hr?

_ 2.71
480a?’ (2.71)

FC’asimir -
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onde o sinal menos indica que a forca entre as placas é atrativa.

A forca de Casimir original, calculada para o campo eletromagnético difere do valor
encontrado acima, calculado para um campo escalar, de um fator 2 devido as duas
polarizagoes do setor transversal do campo A,. Entao, para encontrarmos a forca de
Casimir para o campo eletromagnético, basta multiplicarmos o resultado encontrado
acima por 2. Assim, para duas placas planas, paralelas e perfeitamente condutoras

colocadas no vacuo do campo eletromagnético a forga de Casimir é dada por

—hr?

asimir — S~ 4° 2.72
¢ 24041 (2.72)

2.3.2 Energia de Casimir para um campo escalar livre nao
massivo com condicoes de contorno de Neumann ho-
mogéneas

Essa secao difere da anterior apenas pelas condigoes de contorno que aplicamos
sobre as superficies. Nesse caso exigimos que a derivada do campo se anule sobre as

superficies, ou seja,

d¢
dz

Essas sao as condigoes de contorno de Neumann homogéneas.

_d9
dz

z=0

—0. (2.73)

zZ=a

A equacao de movimento a ser satisfeita pelo campo é a mesma da secao anterior,

portanto, a solugao

Z(z) = Aexp(ip,z) + Bexp(—ip,2), (2.74)

deve satisfazer as novas condi¢oes de contorno.

Para a condigao de contorno %|Z:0, temos que A = B o que nos fornece

Z(z) = 2A cos(p,2). (2.75)

Agora, usando a condi¢ao de contorno %|z:a7 obtemos
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para N =0,1,2,3,....

Para as condigoes de contorno de Neumann homogéneas, diferentemente das condigoes
de contorno de Dirichlet homogéneas, N = 0 deve ser incluido, pois as solugoes para a
componente z do campo sao fungoes cosseno.

Assim, para esse caso a soma das ZPE é

h & [ d?p N2g2\27°
B =2 ,/ 2y T g2 2.

Apés o uso da relacao (2.60) e algumas manipulagdes, a fungao zeta para esse caso

ap 2/ N=0

Para N = 0 o resultado da expressao acima ¢ nulo, portanto,

ap §73) N=1

2

que é idéntica a equacao (2.58) para condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas.
Logo a energia de Casimir de um campo escalar livre nao massivo tem a mesma ex-
pressao, tanto para condig¢oes de contorno de Dirichlet homogéneas quanto para as de

Neumann homogéneas, e é dada por

hr?

Ecasimir = — 77—+
¢ 1440a°

(2.80)

2.3.3 Energia de Casimir para um campo escalar livre, nao

massivo com condicoes de contorno periodicas

Nessa se¢ao vamos impor sobre o campo ¢ condigoes de contorno periddicas. Dessa

forma, consideremos que o campo ¢ deve satisfazer a condi¢ao



¢($7 y7 Z? t) = ¢(x7 y? z + a’? t)'
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(2.81)

Como resultado nds temos o campo escalar sobre um “flat manifold” com topologia

M3 x S* onde M3 é o espaco-tempo de Minkowski tridimensional e S' é um espaco

compactificado em uma circunferéncia de comprimento a.

A equacao de movimento a ser satisfeita pelo campo ainda é a mesma, portanto, a

soluc@o (2.53) deve satisfazer a condi¢ao (2.81). Assim,

Aexp(ip.2) + Bexp(—ip.z) = Aexplip. (= + a)] + B expl—ip.(z + a),

o que nos fornece

onde N =0,4+1,+2,£3,....

Dessa forma a soma das ZPE fica dada por

B e dp INT\2]2
ECC _ / 2 ( ) L2
09 N:z_:oo —oo (27)2 [p * a ’

onde nesse caso L? representa o volume do espaco nao compactificado.

A funcao zeta, apds a realizacao da integral, é dada por

(i) ey & ()]

3_
5—s

Uma vez que N aparece elevado ao quadro na somatoéria, podemos escrever

1 L2 (27 B2 (s — %) 0
— ) = - _—~ 279 N3_28.
n (+-3) = 5 ( ) NEESTRP

ap

Usando a propriedade da reflexao da funcao zeta de Riemann, obtemos

1 L27?
o <——) = T hen
2 45a3 1

Da equagao (2.87) a energia de Casimir fica

(2.82)

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)
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B2 L?
E, asimir — T oA 3 2.88
¢ 9043 (2.88)
a densidade de energia de Casimir fica dada por
h?
asimir — . 2.
=c 90a? (2:89)

E claro que nesse caso nao faz sentido de falarmos de for¢ca de Casimir, uma vez
que nao existe uma fronteira material. Assim, vemos que uma densidade de energia do

vacuo nao nula aparece como conseqiiéncia da topologia nao trivial do espaco.

2.3.4 Energia de Casimir para um campo escalar livre, mas-

sivo com condicoes de contorno de Dirichlet homogéneas

Seja a lagrangiana de um campo escalar real, massivo, ¢(Z,t), dada por

1 1
L(¢,0u0) = 50u00" ¢ — 5m’¢™. (2.90)

Da equacao de Euler-Lagrange para a lagrangiana acima temos

(0,0" +m*)¢(7,t) = 0, (2.91)

que também pode ser escrita como

82
—V%p + a—tf +m?¢ = 0. (2.92)

Aplicando a mesma técnica de separacao de varidveis que usamos para encontrar a

solugao para o caso nao massivo, supomos que a solucao possa ser escrita como

O(Z,t) = x(2)(), (2.93)

1
—— 4+ m? = =V?x. (2.94)
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Pelo mesmo argumento que usamos na segao-2.1, ambos os lados da equagao (2.94)

devem ser iguais a uma mesma constante —p? (com p real), portanto,

;vzx = —p? (2.95)

1d%

1O = ) = -t (2:96)

com as constantes p e w tendo que satisfazerem a condicao

w? =p* +m?. (2.97)

Da condigao (2.97) temos que

K, K" =m? = w® — p?, (2.98)

onde K* é o quadri-momento no espaco-tempo de Minkowski. Assim, vemos que
a constante w pode ser associada a energia e p ao modulo do momento linear das
particulas que serao as excitagoes do campo ¢, quando da quantizagao do campo. Com

isso as equagoes (2.97) e (2.98) ficam

E? = p? +m? (2.99)

K? = E* —p*. (2.100)

Resolvendo a equagao de Helmholtz,

Vix +p’x =0, (2.101)

e em seguida aplicando as condigoes de contorno de Dirichlet homogeéneas, da mesma
forma que fizemos para o caso nao massivo, encontramos que
Nm

.= — 2.102
p - ( )
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onde N =1,2,3,....

Portanto, os auto-valores do operador H, sao dados por

N 2
- \/p2 + (%) +m?, (2.103)

com N =1,2,3,.... A funcao zeta associada ao operador H, é definida como

—S

Ciy (s——) Z/OO “p [pﬂlﬂ) +m] . (2.104)

Onde, mais uma vez, L? é a drea das Superflcies (L — o0) e p é um parametro de

MI»—-

escala introduzido para tornar a funcao zeta adimensional para qualquer s.

Realizando a integral acima com a ajuda da equagao (2.60), temos

Cry (s - %) - L;‘f <%>3_28 % 3 lz\ﬂ + (%ﬂ %_S. (2.105)

N=1

A somatoria do lado direito é a funcao zeta de Epstein-Hurwitz:

(s,A) = Z (n2 + Az) . para Re(s) > (2.106)

1
5
Na verdadeira funcao de Epstein nao existe termo independente de n, enquanto na

genuina funcao de Hurwitz nds temos n e nao n?. A funcao de Epstein-Hurwitz admite

uma continuagao analitica para Re(s) < % dada por (veja Apéndice B).

’ 2 2A25-1T (s) o (NrA)y | '

onde K, ¢ a funcao de Bessel modificada de segunda espécie e de ordem p.

Usando a equagao (2.107) na equagao (2.105) temos

1 LPm3=2T(s — 2) L?am*=2 I'(s)
CHO (S - _) = - 1—2s 1 : 1 +
2 8 [(s—3) 8mzpl-2s(s—1)(s —2) (s —3)
L?am?*=2 i Ky s(2Nam) (2.108)
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onde temos usado a propriedade das fungoes de Bessel modificada: K, (z) = K_,(z).
A equagao (2.108) tem um polo simples em s = 0 no segundo termo, que pode ser
facilmente reconhecido quando usamos, para s pequeno,

2vilts) L (2.109)

-5~ s

A fim de extrairmos a parte finita do resultado (2.108) multiplicamos o termo

divergente por s e derivamos o resultado em s = 0 [49]. Nds, entéo, obtemos

1 L*m?®  L?am? m? 3]  L?am? & Ky(2Nam)
) m(2L) -2 - . (2,110
CHo ( 2) 127 * 3272 [n <,u2> 21 42 szl (Nam)? ( )

Finalmente encontramos para a densidade de energia do vacuo do campo ¢ sujeito

as condigoes de contorno, o resultado

hm?  hm* m? 3 Ky(2N am)
f=—+—In|l—|—= 2.111
0 = Y4ma + 6472 [ " <,u2 ) ] 82 Z (Nam)? ( )
1

Na expressao acima observamos que o primeiro termo (o 3) ¢ independente de a

na energia total, portanto nao tem significado fisico, isto é, uma constante na energia.
Esse termo pode diferir de um esquema de regularizagao para outro. O segundo termo
¢ independente de a na densidade de energia. Portanto, ele nao é independente de a
na energia total, isto é, nao é uma constante. Contudo, uma vez que na densidade
de energia ele independe de a, entao ele é a densidade de energia do vacuo que ocorre
independente das placas, isto é, na auséncia de condi¢oes de contorno. Dessa forma, a

densidade de energia de Casimir é

m? Ky ( 2Nam)
2
ECasimir = 8 2 9 E

(2.112)

E interessante analisarmos os casos para grandes e pequenas massas.
No caso de pequenas massas, podemos considerar que am << 1 e dessa forma

usarmos a expansao

2 1 1
<§) Ky(z) = 3 gzz +0(zY), para z <1, (2.113)
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para encontrarmos*

h? N hm?
ECasimir ~ — .
¢ 1440a* ' 96a2

(2.114)

O primeiro termo representa a densidade de energia de Casimir para o campo nao
massivo, ja calculado anteriormente.

No caso de grandes massas, podemos considerar am >> 1. Uma vez que as fungoes
de Bessel modificada caem muito rapidamente para zero, apenas o primeiro termo da so-

matéria da equagao (2.112) é significativo. Agora, fazendo uso da expansao assintética

Ky(z) ~ ”2126_2’ para z — 00, (2.115)

temos

hm? T

e~ 2am, (2.116)

ECasimir ~ — ]_671'2(1,2 am

Assim para grandes massas a densidade de energia de Casimir é exponencialmente
decrescente, logo no limite classico de particulas com grandes massas a energia de

Casimir val a zero.

2.3.5 Energia de Casimir para um campo escalar livre, mas-

sivo com condigoes de contorno de Neumann homogéneas

Do exposto anteriormente nao ¢é dificil mostrar que os auto-valores associados ao oper-
ador Hy com o campo escalar da lagrangiana (2.90) satisfazendo condigoes de contorno

de Neumann homogéneas sao dados por

N 2
W= \/p2 + (%) +m?, (2.117)

com N =0,1,2,3,.... A funcdo zeta associada ao operador Hy é definida como

. o - M
“Rigorosamente devemos dividir a somatéria em duas: Y y_; + > nens 41> tal que, M < am <

M+ 1.
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1

CHO( ) Z/OO &2p [p + (8r)? +mr_st. (2.118)

2
1
onde, mais uma vez, L? é a 4rea das superf1c1es (L — 00) e ;1 é um parametro de escala

introduzido para tornar a funcao zeta adimensional para qualquer s.

Realizando a integral acima com a ajuda da equagao (2.60), temos

[SI[oM

1 L2325 F(s—é) L2,u2 T\ F(s—§) o ma 2

) TRl 1) B v P L
2 2

(2.119)

O primeiro termo da lado direito da equagao é devido a eliminacao do termo para

N = 0 na somatoria. Notando que esse termo é o dobro positivo do primeiro termo da

equagao (2.108) a tnica modificagdo para o caso da se¢ao anterior serd a inversao de

sinal deste termo. Contudo, como ja vimos este termo nao contribui para a densidade

de energia de Casimir, portanto, os resultados obtidos serao os mesmos que os da se¢ao

anterior,

2 K QNam)
2
ECasimir = 8 2 9 E

(2.120)

E claro que a analise dos casos de grandes e pequenas massas sao também idénticas.

2.3.6 Energia de Casimir para um campo escalar livre, mas-

sivo com condigoes de contorno peridodicas

Usando um raciocinio semelhante ao da se¢ao anterior e lembrando que para o campo
escalar nao massivo satisfazendo condigoes de contorno periddicas a energia de Casimir
¢ dezesseis vezes maior, concluimos que a a densidade de energia de Casimir para o

campo escalar massivo satisfazendo condig¢oes de contorno periédicas é dada por

_h2m? & K 2Nam)

ECasimir = 1202 Z

Note que no limite de massa nula reobtemos o resultado para o caso nao massivo,

(2.121)

COMO esperavamos.



Capitulo 3

Potencial Efetivo
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3.1 Introducao

Como vimos no capitulo anterior um possivel método de se calcular a energia do
vacuo é como a soma das energias de ponto zero. Um outro método é como o minimo
do potencial efetivo. Pode-se mostrar que estes métodos sao equivalentes [35, 36] e que,
portanto, a energia de Casimir obtida por ambos os métodos € idéntica. Assim, neste
capitulo apresentamos como determinar o potencial efetivo.

O potencial efetivo é uma importante ferramenta para o estudo da quebra espontanea
de simetria, determinagao da energia de Casimir [13, 40], na renormalizagdo da massa
e da constante de acoplamento, etc. Ele é uma generalizacao quantica do potencial
classico, sendo que o vacuo quantico pode ser obtido do minimo daquele potencial. O
potencial efetivo pode ser expresso como uma expansao em loop (que coincide com uma
expansao em poténcias de &), de modo que ele é dado por uma soma do termo cléssico
com corregoes que representam o efeito da interacao do campo com o vacuo quantico.
Devido a sua interpretacao como energia, o potencial efetivo deve necessariamente ser
uma funcao real e convexa.

Uma teoria quantica de campos pode ser definida a partir do chamado funcional
gerador das fungoes de Green, Z[J], também conhecido como amplitude de persisténcia
do vdcuo sob a influéncia de fontes de campos externos J(z). Esta abordagem usa o con-
ceito de integrais de trajetéria, originalmente introduzido por Feynman, que mostrou
que o formalismo de integrais de trajetorias podia ser visto como uma alternativa aos
formalismos tradicionais de Heisenberg e Shcroedinger da mecanica quantica [17, 38].
O funcional gerador das fungoes de Green ¢é a solugao da equagao de Dyson-Schwinger
e pode ser escrito como uma expansao funcional das func¢oes de Green de n-pontos.
Através de uma transformacao funcional de Legendre encontramos o funcional gerador
das fungoes irredutiveis de uma particula (1-PI) !, T'[¢.], que é, entao, expandido em
poténcias de h. Tal funcional é chamado de acdo efetiva, pois ele contém, além da acao
classica, todas as corregoes quanticas. Uma expansao alternativa do funcional gerador

1-PI em poténcias das derivadas do campo cléssico, ¢.(x), nos fornece o potencial efe-

IDiagramas de Feynman que ndo podem ser divididos em dois cortando-se apenas linhas internas.
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tivo com o qual podemos obter o vacuo da teoria. Tal como a acao efetiva, o potencial

efetivo contém, além do potencial classico todas as correcoes quanticas.

3.2 Expansao em loop para o potencial efetivo

O potencial efetivo pode ser obtido por métodos funcionais, usando-se o formalismo
de integrais de trajetérias®.
O funcional gerador das fungoes de Green conexas W[J| é dado por
1 (07]07),

Z1J] = exp {ﬁwm} = (3.1)

onde (07|07) s é a amplitude de transi¢ao vacuo-vacuo na presenga de uma fonte externa
J(z) e Z[J] é o funcional gerador das fungoes de Green (conexas e desconexas). No

formalismo de integrais de trajetoria, a expressao acima é representada por

exp {%W[J]} - N [ Doexp {—% 8161 - [ dtwayo)] ), (3.2)

onde

S10] = [ die {50,0(0)00(2) + Va (602 } (33

é a acao cldssica, N é um fator de normalizacao, e D¢ formalmente indica integracao

sobre um espacgo de fungoes dos campos ¢(x) de dimensao infinita, isto é, a medida de
volume funcional.

O campo classico ¢.(z) é definido como o valor esperado do véacuo na presenga de

uma fonte externa J(x)

_ W] _ {0F]9]07)y
0J(x) (0*)07),

Nés podemos obter o vicuo quantico tomando o limite J — 0 na equacgao (3.4),

be() (3.4)

sendo que este pode ser diferente do vacuo classico.

2Dentre as muitas referéncias sobre o assunto citamos apenas algumas: [23, 44, 46, 22, 47, 33, 24,

4,5, 19, 8, 27, 42].
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O funcional gerador das fungoes de Green 1-PI (irredutiveis de uma particula) é
um funcional de ¢.(z), e ndo de J(x), e pode ser obtido a partir de uma transformada

funcional de Legendre como

Plod = W] = [ d'wJ(@)s.(), (3.5)
de forma que
olod _ ;.
o) " J(x). (3.6)

Quando J(x) — 0, ¢.(z) torna-se uma constante, devido a invariancia transla-

cional do vécuo, dada por (¢), de modo que (¢) é a solucao da equagao

dl'[¢]
=0. (3.7)
e |14

Nos notamos que o vacuo quantico < ¢ > é ponto estacionario de ', o que sugere o
nome agao efetiva para este funcional. Ainda podemos mostrar que, no limite i — 0,
['[¢.] torna-se a acao cldssica. A acao efetiva I' gera as fungoes de Green 1-PI, também
conhecidas como funcdes vértice de n-pontos, I'™(zy,...,z,), e pode ser escrita em

termos da seguinte expansao funcional

T[g.] = i% [ e D @, 2)0m). bl (3.8)

A expressao (3.8) é ndo local. Para darmos uma aparéncia “quase-local” a I'[¢.]
expandimos cada campo ¢.(x;),7 # 1, em torno do ponto x; comum a cada integrando,

obtendo

¢C(Iz) = ¢c(l’1) + (Iz - xl)uﬁu¢c(x1) + %(l’z - Il)“(%’ - 551)”@@@(%) + . (3-9)

Integrando sobre z;.1 e colocando os termos de derivadas de ¢. em poténcias crescentes,

podemos escrever a acgao efetiva na forma

Mo = [ d' [—U+ %A@uch(x)a”qﬁc(:c) +.], (3.10)
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onde os coeficientes U e A sao fungoes de ¢.(x).
No caso em que o campo cldssico é uniforme, isto é, ¢.(r) = ¢. (uma constante),

todos os termos na expansao (3.10) se anulam, exceto o primeiro, de maneira que

F[¢c] = _QU(¢C) = _Q‘/ef(QSc)a (311)

onde Q é o volume do espaco-tempo euclidiano?.

Desta forma a fungao? U(¢.) é a
generalizacao quantica do potencial classico e ¢ denominada potencial efetivo V..
Podemos obter a expansdao em “loop” até primeira ordem em h para W[J] da

equagcao (3.2), através do método do ponto de sela. Definindo

So, J] = So] — [ d'z(@)(x), (3.12)

o ponto de sela ¢g é aquele em que S|¢, J| é estaciondria, isto é,

5S¢, J]
9o (x)

Isto significa que ¢o(z) é uma fungao de x e também um funcional de J(z).

= 0. (3.13)

Expandindo S[¢, J| em torno de ¢g, obtemos

S[6.7] = Sloa 1 + [ dialote) - an(o)] 25 0|+
%o
#g [ dayloe) — o) ZOCES o =]+ (14

Usando a equagao (3.13), a equagao (3.14) se torna

_ *S[]
6¢(x)60(y) |,

S16,7) = 160, 7]+ 5 [ d'ad'ylo(z) — box) 9(y) — do(y)] + . (3.15)

A derivagao funcional da acao S determina o operador

3Note que, quando ¢.(x) é uniforme, J(x) também ¢ uniforme e que para cada valor de J constante

existe um correspondente valor constante de ¢,
4Note que agora U(¢.) é uma funcio ordinaria da varidvel ¢..
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_0%S[g]
36(x)56(y) |,
Substituindo n(z) = ¢(x) — ¢po(x), a equa(;éo (3.15) se torna

m(:):, y) [_5MV0M0V + V,/(¢O)]5($ - y) (316)

S[6, J] = Sleo, J] / dan(2)[=570,0, + V" (do)ln(@) + . (3.17)

Substituindo a equagao (3.17) na equacdo (3.2), e desprezando os termos de maior

ordem, obtemos

exp {31} = exp {2160, 1} [(D)exp {5 [ aten=5"0,0, + V" (60)ln} (3.18)

Podemos realizar facilmente a integral gaussiana resultante com o uso da férmula

Jun

/(Dn) exp{—%/dﬂ‘xn(a:)/ln(z)} (det A)" 2. (3.19)

Assim, a equagao (3.18) se torna

Y
2

exp {%W[J]} — exp {—%5[%, J]} [det —578,0, + V" (d0)]] . (3.20)

Desta forma o funcional gerador das funcoes de Green conexas fica dado por

W[J) = —S[do, J] - gln (det(A)] + O(2). (3.21)

Nao é dificil mostrarmos que os termos desprezados na equagao (3.17) sdo de O(h?),
basta reescalonarmos o campo ¢ = h%qﬁ.
Para encontrarmos a expansao em “loop” de I'[¢.], substituimos o resultado da

equagao (3.21) na equagao (3.5), de modo que

T[¢] = —S[¢o, J] — glndet[ 58,0, + V" (¢ / &z J(z) (). (3.22)

Substituindo o resultado da equagao (3.21) na equagao (3.4), temos
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¢e() = do(z) + O(N). (3.23)

O resultado acima mostra que ¢.(z) é igual a ¢o(z) em O(h°). Portanto, podemos

escrever ¢.(z) da seguinte forma

() = ¢o(w) + he (z) + O(K?). (3.24)

Com a expansao (3.24) para ¢.(x) podemos relacionar S[¢.| com S[pg] através de

S[pe] = S[gpo + hepy + O(h?)],

05[¢]

Sl = Slonl + 1 [ a) 5| ata+ O, (3.25)
Usando as equagoes (3.12) e (3.13), obtemos
Slod = Slgo] + b [ or(@)J(@)d"z + O(@?). (3.26)

Substituindo o resultado da equagao (3.26) na equagao (3.22), temos

T[é] = —S[6] — gln det[—6"70,0, + V" (¢.)]. (3.27)

Tomando o limite J — 0, ¢.(x) torna-se uma constante ¢., e usando a equagao (3.10),

obtemos

Ver(oe) = Valoe) + % Indet[—0""0,0, + V" ()] (3.28)

Agora, usando a relacao

Indet[m(z,y)] = trnjm(z,y)], (3.29)

no resultado (3.28), temos

| St

Vislo) = Viten) + 5 [ g1+ V(60 (3.30)
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onde k é o quadri-momento.

Como podemos ver a integral da equacao acima é claramente divergente e, por-
tanto, é necessario um procedimento de regularizacao para isolar as divergéncias. Um
procedimento de regularizagao comumente usado é o de Cut-off. Tal procedimento
conduz ao aparecimento de pélos que devem ser eliminados pela prescricao de renor-
malizagao (absorvidos nos parametros livres da teoria). Entretanto, a determinacao do
potencial efetivo usando o método da funcao zeta é mais vantajoso, pois conduz a um
resultado finito, sem a aparente necessidade de subtracao de qualquer pélo ou a adi¢ao
de contra-termos. A propria continuacao analitica realizada para restabelecimento da
teoria original é a prescrigdo de renormalizacao que elimina os pélos [34].

Como vimos no capitulo anterior a fungao zeta generalizada associada ao operador

real, eliptico e auto-adjunto M = ;”—2, é definida a partir dos autovalores {\;} de m
através da relagao
YA
Culs) =) z) seC. (3.31)

Em quatro dimensoes a fungao zeta generalizada associada ao operador M de segunda
ordem converge para R(s) > 2 e pode ser continuada analiticamente para uma fungao
meromorfa com pélos somente em s = 2 e s = 1, assim ela é regular em s = 0, bem
como sua derivada [20, 16, 28]. Com o uso da relagao

Indet M = —dé—;w(O) = —(n(0) Inp” — ——(0), (3.32)

podemos expressar o potencial efetivo, em O(h), como

‘/ef(QSc) = ‘/cl(gbc) i <dgm

-0 E(O) + (m(0) m;ﬂ) . (3.33)

O interessante no uso da fungao zeta é que a expressao (3.33) é finita, e nao ocorre
a necessidade de subtracao de pélos nem a adicao de contratermos infinitos, como ja
haviamos dito. Contudo, uma renormalizacao finita é necessaria para que ocorra o
ajuste dos parametros livres da teoria aos valores observados. Isto é feito através das

condicoes de renormalizagao
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a2V,
y ¢2f = m?, (3.34)
¢ ¢c:<d)>
€
4V,
y ¢4f = An. (3.35)
¢ d)c:(d))

3.3 A interpretacao do potencial efetivo

O potencial efetivo é definido como o valor esperado do operador hamiltoniano
calculado no estado, que entre o conjunto de estados {¢}, minimiza o valor esperado

do operador hamiltoniano H. Assim,

Vir(¢e) = MINg (0| H|o), (3.36)

tal que ¢. seja o valor esperado do operador de campo 95 calculado neste estado que

minimiza a energia,

de = (3]9]6). (3.37)

E claro que o potencial efetivo assim definido tem a interpretacao de densidade de
energia e, portanto, é uma fungao real [14, 10].

Agora, vamos mostrar que V.r(¢.) obtido da equagao (3.11) é o potencial efetivo
como definido rigorosamente acima [46].

De inicio, seja Ho operador hamiltoniano de um sistema quantico. Podemos obter
o estado |¢,) que minimiza (¢,|H|p,) e sujeito ao vinculo (@q|A|¢.) = @, para algum

operador A hermitiano, introduzindo os multiplicadores de Lagrange E e J, de

5(¢o|H — JA — E|¢,) = 0. (3.38)

Isto implica que

(H—JA—E)|¢,) = 0. (3.39)
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Assim,
Hyl¢a(J)) = (H — JA)|¢o) = E(J)|¢a(J])), (3.40)

e H; 6 a hamiltoniana perturbada pela fonte J e |¢q(J)) ¢ auto-estado de H; com
autovalor E(J). Note que |¢,(J)) significa que o estado |¢,) ¢é funcao de J. Uma vez

que H nao é funcao de J, temos que

G=——t (3.41)

e dessa forma,

DE(J)
aJ

Vamos considerar, agora, que o estado de vacuo de um sistema quantico de campos,

(a(J)|H|$a(J)) = E(J) = J (3.42)

no interior de um volume V,;, seja adiabaticamente perturbado pela presenca de uma
fonte uniforme (isto é, ndo dependente de z), que permanece por um intervalo de tempo
7. O estado de vacuo, entao, evolui adquirindo um fator de fase que permanece mesmo

apos a fonte ser removida. Portanto,

(04107} = exp {—%E(J)T} | (3.43)

Note que se nao existisse a presenca da fonte, os estado [07) e |0") seriam fisicamente

indistinguiveis e, portanto,

0%)07) =1, (3.44)

para estados normalizados.
O resultado da equacao (3.43) foi obtido no espago-tempo de Minkowski. Assim,

realizando-se uma rotacao de Wick [44, 47, 19], temos

(0707, = exp {—%gu)g}. (3.45)

Comparando o resultado acima com a equagao (3.1), obtemos
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WJ] = —e(J)Q. (3.46)

Portanto, W[J] ¢ identificado com a energia na presenca da fonte .J.

O resultado da equagao (3.46) mostra que a transformada funcional de Legendre,
equacao (3.5), é a generalizacdo quantica de campos da equagao (3.42) e que V.f(¢.)
assim obtido é o potencial efetivo Veg(¢,).

Quando a fonte é uniforme, ¢.(z) também é uniforme, ¢., e a equacao (3.5) fica

dada por

Ver(de) = e(J) + J . (3.47)

Dessa forma, V.¢(¢.) é a densidade de energia do sistema independente da fonte.

3.4 Convexidade do potencial efetivo

O funcional gerador das fungoes de Green conexas no espaco-tempo euclidiano esta

relacionado a energia do sistema perturbado pela fonte, como ja vimos, através de

en Wl = e=n BT (3.48)

onde E(J)T = Qe(J), sendo (/) a densidade de energia. Assim, das equagoes (3.2) e
(3.48), temos que

exp {—%59} = [ (Do)exp {—% [5[¢] [ J(x)qﬁ(m)d‘lx] } (3.49)

Considerando uma fonte uniforme J na equagao (3.49), temos

exp {-%59} = [ (Do)exp {—% [S[gb] 7 gb(x)dﬂ‘x} } | (3.50)

Da equagao (3.47), obtemos

Oe

= = 4. (3.51)
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Ve
Ipe

A diferenciagao da equagao (3.50) com relacao a J resulta em

= J. (3.52)

_%g_jeww _/ Do) [ /d4x¢ }exp{ { [¢]_J/d4:5¢(x)]}, (3.53)

e a derivada segunda é dada por

Q0% ww Q2 [0\ ww A
— e +?<@> e = [ (D) [ [ dteot)
Substituindo a equacao (3.53) na equacao (3.54), esta tltima se torna

Q 0%¢ 1 1 2 S
g =z | o5 [ o) e

- [Lw]t/2>¢[ [ dao)] e S”J]Q (3.55)

Sendo o valor médio esperado dado por

wp{ S10] - [ dlaola

(3.54)

|}

D F _S[d};J] DOF _5[4;;11
<F[¢]> = f f?)gb[ ] ¢J] = f ¢ e[‘%]ﬁ ) (3'56)

a equacao (3.55) pode ser expressa como

&]2 B <[/d4

—hQ

) >2. (3.57)

) ([foe

Uma vez que

(F?) > (F)? (3.58)

(F?) >0, (3.59)
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para qualquer F' real, a equagao (3.57) implica em

0?e(J)
— > .
h{) 977 = 0 (3.60)
e, portanto,
0?%e(J)
<0. .
97z = 0 (3.61)

O resultado da equacgao (3.61) mostra que € é uma fungao concava de J. Da equacao

(3.46) resulta que

O*W

> .62
572 = 0, (3.62)
ou seja, W/[J] é convexo.
Agora, usando equagoes (3.51) e (3.52), obtemos
#e_ o,
0J>  09j
e
PV oJ
= . 3.64
55~ oo, (364
Destas ultimas duas equagoes segue que
02‘/@f 028
— | =-1 3.65
(%) (57) 559
Da equagao (3.61) concluimos que
Ve (¢e) >0 (3.66)
og2 7 T '

e, portanto, o potencial efetivo é uma funcao convexa.
A demonstragao acima é fortemente baseada na referéncia [46]. Uma demonstragao
menos rigorosa da convexidade do potencial efetivo pode ser feita [10, 18].

O propagador, ou a funcao de Green conexa de dois pontos, é obtido de



_ _ W]
Glay) = A 9) = 5705570 Lo

Usando a equagao (3.4) na equagao (3.67), temos

5¢c(x)
0J(y)

A funcao vértice de dois pontos é obtida de

Az, y) =

_ _ 0To]
Iz, y) = (z,y) = 30u(@)06e())

Usando a equagao (3.6) na equagao (3.69), temos

_0J(z)
0¢e(y)
Usando as equagoes (3.68) e (3.70), obtemos

(z,y) =

[ 60ua) 37(2)
57(2) 56.()

O resultado acima mostra que A e Il sao um o inverso do outro.

/ G(z, 2)(z,y)dz =

No caso em que J e ¢. sao uniformes, podemos escrever

_ W) doe(J)

A= dJj: —  dJ
e
do? do.
Dessa forma,
II=-A""

Se nao existem tachions na teoria,

A~ = M; >0,

dz = =d(z —vy).
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(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)



44

onde Mp é a massa renormalizada. Assim,

>*w
> 0. .
5 20 (3.76)
Portanto, W[J] é convexa.
Da equagao (3.74), temos que
d’T d*Vy;
R N 3.77
a2~V as / &7
PVep _ a5 (3.78)
ez~ T '

Portanto, V. ¢(¢.) é uma funcdo convexa de ¢..



Capitulo 4

O potencial efetivo para uma teoria

com quebra espontanea de simetria
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4.1 Introducao.

Devido a sua interpretacao como energia, o potencial efetivo deve necessariamente
ser uma funcao real e convexa. Entretanto, quando a teoria apresenta, a “tree level”,
quebra espontanea de simetria, uma ingénua aplicacao da expansao em “loop” para a
determinacao do potencial efetivo, até a primeira ordem em £, conduz a um resultado
equivocado, isto é, uma funcao que nao é o potencial efetivo. A fim de determinarmos
o (verdadeiro ou correto) potencial efetivo, um emprego cuidadoso do procedimento
usado para sua obtencao deve ser realizado. Nosso objetivo, neste capitulo, é mostrar
como o (verdadeiro) potencial efetivo é obtido para uma teoria com quebra espontanea
de simetria.

O potencial efetivo é definido como o valor esperado do operador hamiltoniano
calculado no estado, que entre o conjunto de estados {¢}, minimiza o valor esperado

do operador hamiltoniano H. Assim,

Ver(9c) = MINigy (0| H|¢),

tal que, ¢. seja o valor esperado do operador de campo QAS calculado nesse estado que

minimiza a energia,

de = (3]0]0).

E claro que o potencial efetivo assim definido tem a interpretacio de densidade de
energia e, portanto, é uma fungao real [10, 14].

Em uma teoria quantica de campos o potencial efetivo é uma generalizacao quantica
do potencial classico, sendo que o vacuo quantico pode ser obtido do minimo daquele
potencial. O potencial efetivo pode ser expresso como uma expansao em loop (que
coincide com uma expansao em poténcias de f), de modo que ele é dado por uma soma
do termo classico com correcoes que representam o efeito da interagao do campo com
0 vacuo quantico.

Devido a sua interpretacao como energia, o potencial efetivo deve necessariamente
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ser uma funcao real e convexa. Entretanto, quando a teoria apresenta quebra espontanea
de simetria a “tree level”, a expansao em “loop” para a determinacao do potencial efe-
tivo até a primeira ordem em h, conduz a uma funcao que nao é real para todo ¢. Isto
indica que esse resultado nao deve ser o verdadeiro potencial efetivo. Isto ocorre porque
esta fungao é obtida de uma continuagao analitica termo a termo da expansao em O(h)
para o potencial efetivo, e nao existe garantia alguma que essa deva ser igual a expansao
da continuagao analitica do potencial efetivo. Uma vez que somente a parte real de
um potencial pode ser interpretado como energia, ingenuamente poderiamos pensar
em contornar esse problema tomando somente a parte real da continuagao analitica da
funcao obtida da expansao em “loop”. Porém, o problema ainda nao estd resolvido,
pois o resultado assim obtido conduz a uma func¢ao que nao é convexa e que, portanto,
nao pode ser o verdadeiro potencial efetivo. A falha agora estd no emprego incorreto
da transformada de Legendre para a obtencao do potencial efetivo.

A fim de determinarmos o (verdadeiro ou correto) potencial efetivo, um emprego

cuidadoso do procedimento usado para sua obtencao deve ser realizado.

4.2 O potencial efetivo.

Seja a teoria determinada pela densidade lagrangiana

_2

I(bllv (41)

1 1
L(6.040) = 50,00"6 + 3M*¢"
com a constante de acoplamento A = 23%> > 0, de modo a garantir a estabilidade
da teoria. Vamos considerar somente valores de M? > 0, para os quais a simetria de
reflexao de ¢ na origem é espontaneamente quebrada. O potencial classico é identificado
com

1 252,

V(9) = —5M*¢" + -6, (4.2)

e o minimo é degenerado em
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O i\/ﬁ%. (4.3)

Podemos determinar o potencial efetivo a partir da equacao

B h (d(n, 9
Viston) = Vi) = 5 (%20 + a0, (1.0
com a funcdo zeta (,,(s) dada por
IR LI Bl TP SR
(m(s)—w/_wdk:[k: +0?] 7, (4.5)
onde v = V/(¢.) = 3?¢* — M?. Para v* > 0, podemos realizar a integral usando (veja
Apéndice A)
o 217 m _W%F(S_%) 2\ 7 ~°
obtendo
Q (s —2) / 5 25
Cls) = TG (). (4.7)
Usando a propriedade I'(x) = (z — 1)I'(x — 1), temos
O
onl8) = G G- D)= 2)" (48)
Assim,
Qut
(n(0) = 3972 (4.9)
e
ACm vt (3 9
—20) = 3 [5 —In (v )] (4.10)

Substituindo (4.9) e (4.10) em (4.4), o potencial efetivo é, entao, dado por

4 2
Vislon) = Vo) + g [ () - 3. ()
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expressao valida para v? > 0, isto é, ¢ > J‘g—;
Ingenuamente, poderiamos pensar em usar o resultado (4.11) para determinar o

estado de vacuo da teoria. Porém, tal procedimento nao é correto, pois a equacao

M2
B2

se encontra ¢ = 0. Uma forma imediata de se contornar o problema seria estender

(4.11) somente é valida para ¢ > deixando de fora uma importante regiao, onde
(4.11) para v imaginario. Entretanto, como sabemos o potencial efetivo ¢é interpretado
como densidade de energia e, sendo assim, é uma funcao real. Assim, quando fazemos
a extensao analitica de (4.11) para a regidao em que v* < 0, obtemos uma funcao nao
real. Isto indica que esse resultado nao deve ser o potencial efetivo verdadeiro. Para
entendermos o que esta acontecendo, devemos notar que este tltimo resultado é obtido
através de uma continuagao analitica termo a termo da expansao em “loop” para o
potencial efetivo, e nada garante que esta deva ser igual a expansao da continuacao
analitica do potencial efetivo. O que queremos enfatizar é que nao existe problema
algum com o potencial efetivo, mas sim na maneira com que o calculo foi feito, us-
ando uma expansao assintética em O(h). O método usado para obtermos a expansao
assintdtica somente faz sentido se o potencial cléssico for convexo, e portanto a parte
imagindria é o preco que pagamos por usa-la inapropriadamente. Para salvarmos o
calculo, notamos que somente a parte real de um potencial pode ser interpretado como
energia !. Assim, uma maneira direta de contornarmos o problema ¢ tomarmos a parte

real da continuagao analitica, isto é,

Ver(de) = Re {Va(oe) + BV (60} (4.12)

No entanto, novamente o problema nao esta resolvido, pois, como sabemos, o po-
tencial efetivo é convexo, o que nao ocorre com o potencial da equacao (4.12). A falha
agora é decorrente do uso inadequado da transformada de Legendre na obtencao do
potencial efetivo. Usando uma defini¢ao precisa desta transformada (veja Apéndice C)

obtemos, como é esperado, um resultado convexo [8].

'Podemos interpretar a parte imagindria do potencial efetivo como a razio de decaimento por

unidade de volume de um estado bem definido [53].
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4.3 O potencial efetivo verdadeiro.

Vamos considerar o caso simples onde o funcional gerador das fungoes de Green

conexas’

W = — / Via(do)d' + / Jbod'z, (4.13)

é substituido por uma aproximacao de ordem zero, com fontes e campos uniformes.
Entdo, este funcional gerador fica dado, para O(h"), pelo produto do volume espaco-

temporal V7 com uma fung¢ao ordindria w(J), dada por

w(J) = Jdo — v(o). (4.14)

A fim de obtermos uma compreensao mais simples do procedimento, tratamos

primeiramente do caso sem quebra espontanea de simetria, ou seja, quando M? = —m?,

com m real. Assim,

V(o) = %m%é + %ﬂ%‘é. (4.15)

O campo ¢y é uma funcao da fonte J determinado pela equacao classica

dv(¢o) 2 2
=m-py+ —o¢p = J. 4.16
Aoy b0 5 o (4.16)
Podemos determinar a solugao ¢q(.J) graficamente encontrando o valor de ¢y para
o qual a curva que representa a funcao d%(gbo) intercepta d% = J. Nesse caso cada

valor de J’ determina um valor tinico para ¢, como podemos ver na figura-4.1.

Como a agao ¢é estacionaria sob variagoes de ¢y com J fixo,

dw

() = (). (4.17)

A derivada segunda é dada por

2Note que ¢ = ¢o em O(hY).
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Figura 4.1: Determinacao grafica de ¢g(J).

Figura 4.2: A fungao w(J) para o caso sem quebra espontanea de simetria.

2w déo
=0

De acordo com a figura-4.1, ¢¢(J) é uma fungao crescente, e portanto

(/). (4.18)

d—ﬂ(J) > 0, (4.19)

ou seja, a funcdo w(J) é convexa, conforme esperado [42]. O grafico dessa funcao é
esbocado na figura-4.2.

O potencial efetivo, nesse caso, é dado pela transformada de Legendre
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Ver

oo

Figura 4.3: Potencial Efetivo para o caso sem quebra espontanea de simetria

Ver(do) = Jo — w(J). (4.20)

Para determinarmos V.;(¢o) é necessério encontrarmos V.;(¢;) para cada ¢ dado.
Mas, dado ¢f que J' estd associado a ele. Como podemos ver do Apéndice C, V.¢(¢;)

¢ dado pela méxima distancia entre a reta ¢)J e a curva w(J) que é determinada por

dw

—| = 4.21
. =% (4.21)

Uma vez que, como podemos observar na figura-4.1, para cada valor de J' existe
um unico possivel valor de ¢f. Isto implica que a derivada de w(J) com relacao a J é
continua. Dessa forma podemos obter facilmente V. ;(¢), veja figura-4.3.

Para o caso M? = m?, m real (com quebra espontinea de simetria), o potencial

classico é dado por

2 2
v(60) = —5-6F + b (4.22)

O gréfico dessa fungao encontra-se na figura-4.4. Os pontos de minimo degenerados

sao dados por

ot = 4_—\/3% (4.23)

Como no caso anterior, o campo ¢o(.J) ¢ determinado através da equagao d%(%) =

J, sendo que agora
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Figura 4.4: Potencial com quebra espontanea de simetria

dv_
ddo

J,___/
7.

- j
r
: \/4;‘0 #
_—_—

L 3

Figura 4.5: Determinagao gréfica de ¢o(J) para o caso com quebra espontanea de

simetria.

v :

= —M? — oy, 4.24
déy (¢0) Po + 3 oK (4.24)
O gréfico de d%(%) é ilustrado na figura-4.5. Os pontos estacionarios de d% sao
dados por
M
+op, = +—, (4.25)
g
e definem
, 2 M3
Jr =V (Fos) = £t=—. (4.26)

3B
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Para J > J, ou J < J_, a solucdo ¢o(J) é tnica. Entretanto, quando J_ < J < J,
existem trés valores possiveis para ¢o(J). Esta ambigiiidade é removida lembrando
que (para cada J' ) o valor de ¢ ¢ definido como sendo aquele que implica na menor
energia para o sistema.

A densidade de energia do estado de vacuo perturbado adiabaticamente por uma

fonte J é dada por

e(J) = —w(J) = v(do(J)) — Jdo(J). (4.27)
Substituindo na equacao (4.27) J por d%, obtemos uma funcao, denotada por &,

que determina o valor da densidade de energia para todos os valores possiveis de ¢q

(assumidos ou nao pelo sistema fisico). Temos, portanto,

m2 2
e'(po) = 7@53 - Zﬁbg- (4.28)
Veja o gréafico da figura-4.6.

Para cada valor de J, o campo ¢ assume o valor que minimiza a funcao ¢’. Em
principio, quando 0 < J < Jy, o campo ¢y poderia assumir trés valores, sendo um
deles maior do que ¢, e os outros dois na regiao ¢_ < ¢y < ¢, (veja a figura-4.4).
Pela figura-4.5 é facil verificarmos que, dentre esses valores para o campo, o que leva
a um menor valor de ¢ é aquele em que ¢y > ¢,. Portanto, para J > 0, o campo
¢ assume somente os valores ¢g > ¢.. Por um raciocinio idéntico, temos que, para
J < 0, o campo ¢y assume somente os valores ¢y < ¢_.

Podemos obter agora, a partir da equagao (4.28) e dos valores assumidos por ¢g, a
funcao w. Ela é representada pelo grafico da figura-4.7.

A funcao w é continua em J = 0, onde

3 M*

w(0) = —v(¢x) = 13 (4.29)

Entretanto, existe uma descontinuidade na derivada primeira de w em J = 0, ou seja,
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Figura 4.6: A funcao ¢'.

Figura 4.7: A funcdo w(J) para o caso com quebra espontanea de simetria. Note que

esta funcao tem um “bico”.
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Figura 4.8: Construcao da transformada de Legendre para o caso com quebra
espontanea de simetria, onde a fungdo w(J) tem um “bico”. Linhas continuas: re-
tas para ¢, = ¢, e ¢, = ¢;. Linhas tracejadas: reta-1 para ¢, > ¢;; reta-2 para

Oy < ¢y < ¢y e reta-3 para ¢y < ..

J—0*t w

Essa funcao tem um “bico” em J = 0. Essa é uma caracteristica de sistemas que

lim [dw(J)] = ¢y (4.30)

apresentam quebra espontanea de simetria. Um fato a ser destacado em toda essa

discussao é que a funcao

dz_w( )_@
dJjz "’ dJ

como podemos ver pela figura-4.7. Portanto, mesmo nesse caso, a fungao w é convexa.

(J) >0, (4.31)

O potencial efetivo é agora obtido pela aplicacao da transformada de Legendre,

equagao (7.20), & fungao w, obtendo-se?

Ver(d) = MAX; {J ¢y —w(J)}. (4.32)

Reportando-se ao grafico da figura-4.7 e adicionando a ele a reta com coeficiente
angular igual a ¢f, obtemos a figura-4.8. A transformada de Legendre se da com

a maxima separacao vertical entre a reta e a curva para w(J). Se a reta estiver

3Note que Ver(¢p) significa Ver(¢o) calculado no ponto ¢o = ¢f.
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Figura 4.9: Potencial efetivo para quando o potencial classico tem a forma de duplo

pogo.

abaixo da curva, a separacao é negativa. O méaximo nesse caso corresponde a minima
distancia geométrica (medida verticalmente na figura). Esta situacdo acontece quando
—¢r < @ < ¢, onde ¢ é definido por v(¢;) = 0, ou seja, ¢y = \/5% Portanto, para ¢
nesta regiao, o potencial efetivo é negativo. A derivada ‘;—f‘]’ tem uma descontinuidade
na origem (veja equagao (4.30)), e ambas as derivadas a direita (¢4) e a esquerda (¢_)
sdo nao nulas. Dai decorre um fato importante. Quando ¢; = ¢, a inclinagdo da
reta é igual a derivada a direita na origem, e a distancia minima entre as curvas é
w(0) = %AB/I—; Quando a inclinagdo diminui, a distancia minima continua a ser w(0),
isso ocorrendo até que a inclinagao se torne ¢y = ¢_ = —¢. Portanto, nessa regido, a

transformada de Legendre é constante e temos

Ver(dp) = v(og) = v(o-);  o- < ) < 4. (4.33)

Fora dessa regiao (¢f, > ¢, ou ¢, < ¢_), o potencial efetivo assume os mesmos valores

que o potencial em ordem zero, ou seja,

Var(64) = v(@h). (4.34)

O gréfico do potencial efetivo é mostrado na figura-4.9. A linha pontilhada nesta figura

representa a parte real da continuagao analitica de v na regiao ¢_ < ¢. < ¢
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O verdadeiro potencial efetivo calculado até ordem zero corresponde ao potencial
classico com a parte nao convexa substituida por uma linha reta horizontal. Ele satisfaz,
portanto, o critério de convexidade. Embora tenhamos realizado a construcao acima
para o potencial em ordem zero, o raciocinio nao é alterado quando incluimos termos
de O(h). Portanto, podemos construir o potencial efetivo a partir da parte real da
expansao em loop, substituindo a parte nao convexa desse por uma linha reta. Essa
construcao, chamada construcao de Maxwell, é denotada pelo sub-indice M, de modo

que o potencial efetivo é expresso como

Vir(9e) = [Re {Vaalde) + iV (00) ] - (4.35)



Capitulo 5

Condicoes de contorno de Neumann
homogéeneas como restauradoras da

simetria
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5.1 Introducao

Vamos considerar uma teoria de um campo escalar real ¢(z) com auto-interagao
quartica e quebra espontanea de simetria em nivel classico, satisfazendo as condicoes
de contorno homogéneas de Neumann sobre duas superficies infinitas, planas e paralelas
separadas por uma pequena distancia a.

Como veremos a introducao de um novo parametro, o comprimento de compacti-
ficacao a, pode modificar o estado de vacuo da teoria, de forma a restabelecer a simetria
[37, 48, 39, 15, 52]. Termos tendo origem nas corre¢oes quanticas de ordem O(h) do po-
tencial efetivo tornam-se de ordem classica quando o comprimento de compactificagao
atinge um valor critico. A diminui¢ao do comprimento de compactificacao aproxima os
dois estado de vacuo permitidos até que, ao atingir o valor critico, o estado de véacuo

se torna unico, restabelecendo a simetria da teoria.

5.2 Potencial efetivo com condicoes de contorno de
Neumann

Seja a densidade lagrangiana de um campo escalar real dada por

£(6,0,0) = 30,606 + S M6 ~ 26 2t (5.1)

com a constante de acoplamento A\ = 23% > 0, para garantir a estabilidade da teoria e
M? > 0 (fizemos m? = —M?).

A lagrangiana dada acima é par em ¢, portanto, invariante em relacao a simetria
G-paridade dada pela transformacao ¢ — —¢. Porém, para valores de M? > 0, a
simetria de reflexdo de ¢ na origem é espontaneamente quebrada [47, 22].

O potencial cldssico da lagrangiana (5.1) é dado por

23

V(¢)=——M2¢ +

27 4, (5.2)

O minimo cldssico (vacuo cldssico) ocorre em
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¢ = i\/g%, (5.3)

sendo, portanto, degenerado (veja figura 4.4).

Dessa forma vemos que a teoria apresenta a “tree level” quebra espontanea de
simetria. Assim, para determinarmos o potencial efetivo devemos usar a construgao de
Maxwell (veja capitulo 4).

Vamos considerar a teoria em que o campo escalar ¢(x) deve satisfazer condigoes de
contorno de Neumann homogéneas sobre duas superficies planas, paralelas e infinitas
separadas de uma distancia a.

Como ja vimos, as condig¢oes de contorno modificam o momento linear na diregao
normal as superficies fazendo com que ele somente possa assumir valores multiplos
inteiros de I, portanto, tornando-o discreto (veja se¢oes 2.3.2 e 2.3.5).

Realizando a continuacao analitica usual para o espaco-tempo euclidiano da acao S,
podemos definir a funcao zeta generalizada associada ao operador da segunda variacao

da agdo, (u(s), e desta forma determinar o potencial efetivo como

Visten) = [e {vaton - 3 |20 v omea|f] 6
onde a funcao zeta é dada por
Cm(s) = Nij /;OO (23)3&&1{; l/& + (%) +v2]_ , (5.5)

2 __ /N __ Q242 2
com v* = V/(p.) = (207 — M>.
Observe que as trés dimensoes estendidas oferecem um espectro continuo enquanto
a dimensao compactificada oferece um espectro discreto.

Para v? > 0, a integral acima pode ser resolvida facilmente com uso da relagio (veja

Apéndice A)

/_+°° (K2 + 4% " dmk = (%) (42)77, (5.6)

onde A? = const. > 0, obtendo-se
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- R[] e

Agora destacando o termo para N = 0 temos,

L QT3 e, @ T—3) &[Ny )
Cm(S)_&T%a F(S) +87T%a P(S) Z[( )+ ] . (5.8)

3
Q I'(s—2) ,, Q I(s—2) (7?)3_25 > ( ) a2vz>§_s
m(8) = —4———2 0" —————2 [ — N+ —— , (5.9
Gm(3) 8w2a ['(s) 8w3a ['(s) N=1 n (59)

e usando a continuacdo analitica (veja Apéndice B)

1

00 _ 1 5 1 o K 1 (27TNB)
> [N+ B P oB W F(p——>+42 — =
N=1 2 2B%~1T (p) 2 N=1 (N7B)z™?

Y

(5.10)

para a funcao de Epstein-Hurwitz, a equagao (5.9) torna-se

_ 93 (s — %)03_23 N Q pi=2s N ﬂv‘l‘% i K8_2(2N_av)7
1672a I'(s) 1672 (s —1)(s —2) 4n?I'(s) 7=, (Nav)*=s
(5.11)

Cm(s)

onde foi usado a propriedade da fungdo Gamma I'(s) = (s — 1)(s — 2)I'(s — 2).

Da equagao (5.11) encontramos que

o _ & {—2“87‘%)@3—28111@)“3—28[r/(s_%)—F(S_%)zp(s)”+

ds 167‘(‘%@ F(S) F(S)

e Er T LU R [ e i e e

+

& _ ﬁ n (v _U4—2s¢<3) > Ky 2(2Nav) U4_28i 00 M
4”2{[ SR F<s>] E e T s (o)~ 1}2)

N=1
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onde ¥(s) = FI((SS)).

Sabendo que lim,_ (d’(s)) = —1 e lembrando que I'(s) — oo quando s — 0 e que

K,(x) = K_,(x) temos

(n(0) = (5.13)

327T2U

dCn(0)  Q r< 3>U3_ 0 4[111@) 3} S g ol2Nay) o

ds  16m3a \ 2 1672" 4] T = (Nav)?
Agora substituindo(5.13) e (5.14) em (5.4) obtemos
h 3 fiw? v? 3 h > Ky(2Nav)
e c) — chc_ir__s 1 — |-z - = T AT N9
Viston) = [Re {vaton) - Slr- ot i n (%) - 3| - et 3 S
(5.15)

Estamos interessados em saber se as condi¢oes de contorno podem modificar o vacuo
classico. Uma rapida olhada no potencial efetivo da equagao (5.15) mostra que mesmo
termos tendo origem na correcao radiativa do potencial podem se tornar de origem
classica dependendo da ordem do comprimento de compactificacao a.

Na equagao (5.15) vemos que o terceiro termo é de ordem &, ou seja , é um termo
vindo de correcoes radiativas que nao pode se tornar de ordem classica, entao de-
sprezaremos esse termo. O segundo e o quarto termos tém a presenca do parametro a,
incluido na teoria devido as condigoes de contorno e dependendo da ordem de grandeza
desse parametro esses termos podem vir a tornarem-se de ordem classica.

No quarto termo da equacao (5.15) vamos tomar um ntimero inteiro m > 0 de modo
que 2mav < 1 e 2(m + 1)av > 1. Dessa forma a somatéria na equacao (5.15) pode ser

escrita como

iwt & Ky(2Naw) K>(2Nav) it & Ky(2Nav)
87?22 (Nav)? 87?22 (Nav)? +@ 2 (Nav)?

N=m+1

(5.16)

fl
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A fungao de Bessel modificada de segunda espécie é decrescente em relagao ao seu
argumento [3, 9], entdo, quando o seu argumento é grande o bastante, Ky é muito pe-
queno, logo no segundo termo da equacgao (5.16), podemos considerar apenas o primeiro

termo da série, dessa forma

' & Ky(2Nav) T K[(2m + 1)av]

- 5.17
872 N:zm:H (Nav)2 "~ 872 [(m + 1)av]? (5.17)
Como 2(m + 1)av > 1, temos
4 4 4
hovt Ks[(2m + 1)cw] hw Kg[l] ho Ky(D), (5.18)

2 2 Qr2 [1]12 2
872 [(m+1)av]? ~ 8x [5] ~om
que é de ordem h, logo desprezamos esse termo, pois estamos considerando apenas os
termos que podem tornar-se de ordem classica.

Podemos reescrever a equagao (5.16) como

iwt & Ky(2Nav)  hot &L Ky 2Ncw)
87?22 (Nav)? 87?22 (Nav)?

Na equagao acima o argumento da fungao de Bessel modificada de ordem dois (K3) é

(5.19)
menor que um, entdo podemos usar a seguinte expansao [3, 9]
T\ 1% AT (v—1
G w38 () Fih
2 2= r+1)

1)V()2V+21
+Z l+1) (v+1+1)

[w(z+1)+w(y+z+1)—21n<§>}, (5.20)

valida para v > 0, para obtermos

fiwt & Ky(2Nav) o1 w? L1
872 NZ1 (Nav)?2  1672a4 szjl N4 167242 NZ:1 WJF
4.m Nav
1 ) —21 ha*v"). 21
g 2 [P0+ 0() — 2 (57| + O(hate) (5:21)

Desprezando o terceiro termo do lado direito da equacao acima, que é necessaria-

mente de O(h), o potencial efetivo fica dado por
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hv? R o1 v L1 5 6
Vot = [Re {Vaton) = 50z~ g 35 5+ ez oy o + Ol

Se av for pequeno o bastante (entdo, m é grande) para que as somatdrias possam

ser trocadas por fungoes zeta de Riemann com boa aproximacgao, entao,

2,4 4 4
7:;7;4% (av) ™ + %(av)_z — %(av)_l + hv4(9(av)2H

‘/;f(¢c) = |FR6 {‘/;l(¢c) -

(5.23)

Uma vez que av << 1 os dois ultimos termos sao despreziveis em relagao aos demais,

portanto,

I 2 A 2
Ver(¢e) = [ﬂ?e{%z(@) - 1447;a4 + 961;2” : (5.24)
M

Para realizarmos a construg¢ao de Maxwell devemos determinar os minimos da parte

real e uni-los através de uma reta. Assim, derivando a funcao

1 28261 hr?
V'e ) = __M2 2 c
) p M0+ = 144004

e igualando a zero obtemos a equacao

h 2 12 2
t e (B2, (5.29)

Be;  hp?
(bc <_M2 + T + M - 0, (526)
a qual admite as solugoes
¢ =0
(solugao trivial) e
3M? h
¢ ==+ AT + ¢ (5.27)
Para a derivada segunda de V. ¢(¢.) temos que
d*Vey h3?
: = —M? 5.28
do? |49 TR >:2%)
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d?V,; < h3? )
- =2 M?* - : (5.29)
doZ |, _ s 48a?

As equagoes (5.28) e (5.29) mostram que, a principio, os pontos +¢q sdo minimos

de V.(¢.) e que o potencial efetivo fica dado por (veja figura-4.9)

1202 20264 | D(B2¢i-M? hr?
_EM P + no T ( 96a2 )_1447(r)a4’ | ¢c |= ¢o

Ver(¢c) = (5.30)
4 2 7.‘.2
_34]\5/[2 +h(?f\2/[7_ 1440a4)’ | ¢e [< o

O resultado acima mostra que o vacuo ¢é degenerado e que, portanto, a principio a

quebra espontanea de simetria se mantém.

5.3 Analise das ordens

Lembrando que

1

Vcl(QSC) = _§M2¢3 +

26%¢,
ar

vamos tomar ¢. como sendo de ordem % (¢c ~ %) e dessa forma

Va(e) ~ O (;”—) ‘o (j‘g—) | (5.31)

Para o potencial efetivo sem condigoes de contorno dado por

1 2 2 44 B 4 2 3
temos que
4 4
Vep(de) ~ O (%) +0 (%) +0 (hM*). (5.33)

Vemos da equacio acima que os dois primeiros termos sao de ordem classica O(h°)

(termos do potencial cldssico), enquanto o dltimo termo é de ordem h. Assim, con-
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cluimos que sem condigoes de contorno, nao ha como modificarmos os termos vindo de
correcoes radiativas de modo que possam se tornar de ordem cléssica *.
Para o potencial efetivo com condigdes de contorno dado pela equagao (5.30) faze-

mos a mesma analise e obtemos

Vop(e) ~ O <E> +0 (hi\f) +0 <E> . (5.34)

/62 at

Nesse caso temos que os tltimos dois termos, vindo das correcoes quanticas, tém a

presenca do parametro a, devido as condigoes de contorno. Entao, notamos que de-

pendendo da ordem de grandeza desse parametro, esses termos podem vir a se tornarem

de ordem cléssica, O(R).

5.4 Restauracao da simetria

Do exposto na segao anterior, vamos considerar que a distancia entre as superficies
planas seja reduzida até que a® se torne de O(hﬁﬁj) . Desta forma, o segundo termo
na raiz quadrada da equacao (5.27), que antes era desprezivel com relagdo ao primeiro
termo, torna-se significativo, assim, a reducao do comprimento de compactificacao a
aproxima os dois minimos +¢q, encurtando o segmento de reta que une os dois minimos
do potencial efetivo. Quando o comprimento de compactificagao atinge o valor critico,
dado por

h3?

[ W, (535)

os dois minimos se encontram em ¢y, = 0 . Portanto, quando o comprimento de com-
pactificacao atinge o valor critico a. existird um tnico minimo que ocorre em ¢g = 0
e nao ocorrera mais quebra espontanea de simetria. Se o comprimento de compact-
ificacdo continuar a ser reduzido, ¢y se tornard imaginario e a equagao (5.26) nao

admitira outra solucao que a trivial e o vacuo é nao degenerado.

Lconsiderando M de O(h°)
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E facil notar que quando o comprimento de compactificagdo a, atinge um valor
igual ou menor que o valor critico a., o coeficiente do termo ¢? no potencial efetivo
da equacao (5.30) torna-se nulo ou maior que zero e, portanto, a massa das particulas
associadas a excitacoes do campo ¢ torna-se nula para a = a. ou

2
hp )

M — - M .
7V 4842 ’ (5.36)

para a < a. .

Assim, podemos concluir que quando o comprimento de compactificacao é reduzido
até atingir o valor critico dado pela equagao (5.35), isto é, quando as superficies s@o
aproximadas até a distancia entre elas atingir o valor critico, a simetria da teoria é

restaurada.
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6.1 Conclusoes

A idéia fundamental discutida nesse trabalho é que condig¢oes de contorno podem
restaurar a simetria de uma teoria com quebra espontanea de simetria. Por simplici-
dade analisamos a teoria de um campo escalar real satisfazendo condig¢oes de contorno
de Neumann homogéneas sobre dois planos infinitos e paralelos separados por uma
pequena distancia a e cujo potencial classico original apresenta quebra espontanea de
simetria de reflexao na origem. As correcoes radiativas foram obtidas através do calculo
do potencial efetivo. Primeiramente, esse potencial foi expresso como uma expansao
em ordem h. Por causa da nao convexidade do potencial classico, essa expansao nao
corresponde necessariamente ao verdadeiro potencial efetivo, mas esse pode ser obtido
da expansao, substituindo a parte nao convexa desta por uma funcao constante, a
chamada construcao de Maxwell.

Numa aproximacao onde o parametro de compactificacao a é pequeno, as correcoes
radiativas modificam o termo de massa. Se a® for da ordem da constante de acopla-
mento (em unidades tais que i = 1), ocorre alteragao significativa no termo cléssico.

. . e .\ 2
Em especial, verifica-se a existéncia de um valor critico a? = 4’;@[2,

tal que:

i) quando a > a., os minimos degenerados se aproximam um do outro. Nesse caso
ainda se mantém a quebra espontanea de simetria;

ii) quando a < a., os minimos se tornam coincidentes, e o vicuo deixa de ser
degenerado. A simetria é portanto restaurada.

Nossos resultados mostram que as condigoes de contornos desempenham um pa-
pel significativo na determinacao da quebra espontanea de simetria da teoria. Uma
questao interessante e que sugere possiveis trabalhos futuros é como ficam os resulta-
dos com o uso de outras condi¢oes de contorno, como também a utilizagao de outros
tipos de campo. Um outro aspecto interessante a se estudar é quando as condigoes de
contorno nao permitem solugoes de campos constante, assim podendo ocorrer minimos
dependentes das coordenadas espaciais, o que conduziria a uma quebra espontanea de
simetria de Lorentz [48, 52]. Nesse caso o método do potencial efetivo para a deter-

minacao do minimo nao é apropriado, tendo-se, portanto, que buscar outros métodos



alternativos.
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7.1 Apéndice A

Neste apéndice é demonstrada a relagao

o mP(S—m) m
2 2\—s jm — T3 2 2 5 S
/_OO(K + AN K =1 T (A2)% .

A funcao I'(s) é definida por [3, 28]

[(s) = /OOO e dx, Re(s) > 0. (7.1)

De inicio, convém obter (fazendo y = (K? + A%)x)

(K2 + AT (s) = [ TR 4 Ay e vy = | Tpsle s WA g (7.9)
0 0

Dividindo ambos os membros por I'(s), (7.2) se torna

1 o0 2., 42
K2 4+ A?)~5 = _/ s=1g—a(K2+A%) g .
(K= + A7) () o e dx (7.3)
Agora, com a relagao
N
PR N 2m2 [ Ny
/ f7)d"p = —x / p™ f(p7)dp, (7.4)
—00 P(E) 0
obtém-se

00 2
K? + AY)d"K = —
/_oo( ) F(g)

Com o uso de (7.3) no segundo membro de (7.5) obtém-se

/ T RTUK? 4 A?) . (7.5)
0

00 27-(-77” 00 2 o] 9
F(2 A2 —s gm — / s—1 _—xA / Kvm—l —zK K. )
/_oo( T AR T(ET(s) o € @, e (7.6)

A integral em K pode ser reescrita usando a mudanca de varidvel z = 2 K2, obtendo-se

m
2 m—2

277 e Fdz, (7.7)

[Tty =
0 2 Jo

ou seja,
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/OOO Knle gy = Lt <T) . (7.8)

Resolvida a integral em K, (7.6) torna-se

m

o K2 A2 —s mKZK/OO s—o—1 —xA? . .
/_Oo( + A%)7%d ) o x e " dx (7.9)

Usando s’ = s — % e K = 0 na integral em (7.3), a expressao para (7.9) ¢ dada por
K2 A2 SIK =712 2
/_oo( +4) ™)

e estd demonstrado o resultado.

(A%)2 s, (7.10)
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7.2 Apéndice B

Neste apéndice é demonstrada a relagao

o0 _ 1 3 2rNB
S e B = de e (o) ey BT
N=1 2 2B%-1T (p) N=1 (NWB)"”
Reportando-se ao resultado (7.3), o somatério acima é dado por
> - > 1 o0 2., 42
N+ B2 T = —/ =Tt +A%) gy (7.11)
NZ:I [ } NZ:1 F(p) 0
Permutando a integral com o somatério, obtém-se
> [N+ B p: / dits et (Z —tN2>. (7.12)
N=1

O somatorio no segundo membro acima é dado, de acordo com a férmula de Poisson,

por

e ) 1 1 T T oo <2 N2
S e Ly _\ﬁ+ \ﬁ Y e (7.13)
2 2VE TV &

N=1
Substituindo (7.13) em (7.12) tem-se

ﬁ /OO _3 442 X 2n2
+=—~ dt t*"2e et (7.14)
[(p) Jo NZ:I

Frente a defini¢do da fun¢ao gama (7.1), a equacao (7.14) se torna

00 —p F _ 1 21
NZZ:I{N2+B2} :_( 2) \/27 (F(p)2)(A) Py

Z/ dt - $etA% e (7.15)

onde no ultimo termo novamente foram permutados o somatorio e a integral. Fazendo

uso da expressao [1, 3]
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/OO ditr e (0 — o (%>_ K,(2vab), a,b> 0, (7.16)
0

onde K, é a funcao de Bessel modificada de ordem v, a equacao (7.15) pode ser expressa

como

- 2 2] 7P A%)r ml _% 22—p
S [ g7 = - RO iy

N=1

VT & TN\P"?
+@ NXZ:IQ (7) K, 1(2maN), (7.17)

ou, reescrevendo,

(V2 g2 o i m (_1> 3
>[N+ B = 5B +2B2p_1r(p)lrp 5)t4Y

N=1 N=1

K, 1 (2rNB)
(

N=B)z "
(7.18)

7.3 Apéndice C

A transformada de Legendre é uma regra em que dada uma funcao f(z) produz uma
outra g(p). Assim, dada a funcdo f(x), deseja-se determinar uma nova fungao g(p).
Para se determinar g(p), deve-se encontrar os valores de g(p’) para todo p’. Entao, a
pergunta é: dado p’ como determinar g(p')?

Define-se a funcao G de x e p, tal que,
G(z,p) = ap — f(x). (7.19)

Note que para um determinado p’ existem infinitos x que fornecerao diferentes G(z, p’).

Para associar a cada p’ um tnico G(z/,p') = g(p') define-se 2/, tal que,
g(p) = G(@',p) = MAX, [G(x,p)] = max, [zp" — f(2)]. (7.20)

Geometricamente g(p') é dada pela méxima distancia entre a reta zp’ (com coefi-

ciente angular p’ e a curva f(x)!.

Note que a reta xp’ é paralela i reta tangente & curva f(x) no ponto z’.
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Figura 7.1: A transformada de Legendre é a méxima separacao entre a reta com

inclinagao p e a fungao f(x).

Se f(x) for uma fungao convexa e diferenciavel, existe um maximo simples, e x’ é

tal que
oG )|
or |, ’
entao,
AN
dr|,

A equagao (7.22) associa a cada p um z, o que define z = x(p). Nesse caso

g(p) = px(p) — f (z(p)),

e a transformada de Legendre é uma fungao continua e diferenciavel.

(7.21)

(7.22)

(7.23)
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