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Resumo

Condigoes de contorno introduzem parametros a teoria e dependendo da ordem de
grandeza destes, corregoes radiativas podem se tornar de ordem cléssica e modificar a
teoria original. Neste trabalho, estudamos as solugoes de vacuo para campos escalares
submetidos a condi¢oes de contorno. A teoria escolhida para os calculos esta sujeita a
uma auto-interacao do tipo ¢* e apresenta a tree level quebra espontanea de simetria.
Numa abordagem puramente classica, a solucao ¢g = 0 é instavel para as condi¢oes de
contorno periddicas e de Neumann homogéneas. A fim de obter a estabilidade desta
solugao, fizemos correcoes radiativas a estas teorias e constatamos que é possivel obter
a estabilidade da solugao de campo nulo quando as correcoes radiativas tornam-se de
ordem classica. Estas corre¢oes foram feitas por meio de métodos funcionais da teoria
de campos, onde partimos do funcional gerador das fungoes de Green e obtemos a
energia do sistema. A partir, entao, desta energia iniciamos o estudo da estabilidade

da solucao ¢y = 0.



Abstract

Boundary conditions introduce parameters to the theory and depending on the order on
these, radioactive corrections may become of classic order and to modify the original
theory. In this work, we study the vacuum solutions for scalar fields constraints to
boundary conditions. The theory chosen for the calculations is subject the a self-
interaction of the type ¢* and it presents the tree level spontaneous break of symmetry.
In an approach purely classic the stability of the solution ¢y = 0 it is not guaranteed
for the periodic and homogeneous Neumann boundary conditions. With the purpose
of to obtain the stability of that solution we calculate radioactive corrections of the
theories and we note that the stability of the null field solution is, in fact, guaranteed
under certain condition that does with that the radioactive corrections if they become
of classic order. These corrections were made through functional methods of the fields
theory, where we left of the functional generator of the Green functions and we obtain
the energy of the system. After, then, of this energy we began the study of the stability
of the solution ¢y = 0.
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Capitulo 1

Introducao



1.1 Introducao

A teoria quantica de campos nasceu da tentativa de descrever o eletromagnetismo sob
o ponto de vista da mecanica quantica e da relatividade restrita. Esta teoria recebeu
o nome de eletrodinamica quantica e devido ao seu notavel sucesso, a mesma motivou
a extensao de formulagoes de teorias de campos para outros tipos de interacgoes exis-
tentes na natureza, com excecao, por enquanto, da gravitacao. Enquanto a fisica dos
sistemas classicos repousa sobre dois pilares de propriedades distintas (particulas e on-
das), a quantizacao desses sistemas nos conduz a uma juncao destas propriedades e, a
partir dai, o carater ondulatorio ou corpuscular passam a ser faces da mesma moeda.
Quando lidamos com sistemas cléssicos com um niimero infinito de graus de liberdade,
ou seja, com uma teoria classica de campos, a quantizacao da mesma faz surgir as
particulas da teoria. Este processo chamado de segunda quantizacao nos mostra que
podemos obter as particulas da teoria através da quantizagao dos campos, dai o nome
teoria quantica de campos. Desta forma, podemos supor que as entidades fundamen-
tais da natureza s@o os campos e nao as particulas. Ao exigirmos que as interagoes
da teoria ocorram num ponto, ou seja, que a teoria seja local, a mesma serd imedi-
atamente compativel com a relatividade restrita. As teorias quéanticas de campos das
interacoes fundamentais sao teorias locais. Estas teorias sao formuladas em termos de
produtos de operadores de campos, e quando estes sao calculados no mesmo ponto do
espaco-tempo, nos dao resultados divergentes, portanto, sem sentido fisico. Embora
estas divergéncias possam ser quase sempre contornadas de maneira matematicamente
satisfatoria pela teoria da renormalizacao, acreditamos que essa mé definicao dos re-
sultados previstos se deva ao nosso desconhecimento atual do comportamento da fisica
a pequenas distancias. Contudo, mesmo sem este conhecimento preferimos utilizar
teorias locais pelo fato destas serem substancialmente mais simples que as teorias de
campos nao-locais e, acima de tudo, por nos fornecer resultados que concordam con-
sideravelmente com os dados experimentais. As teorias de campos nao-locais também
tém seu valor. Por exemplo, a grande candidata a unificar as quatro interagoes fun-
damentais é uma teoria de campo nao-local chamada de teoria de cordas. Nao existe
uma unica teoria de cordas e como se nao bastasse estas teorias sao definidas num
espaco de mais de dez dimensoes. Com o uso da supersimetria, essas teorias podem ser
formuladas consistentemente num espago de dez dimensoes, sendo que as dimensoes
extras devem ser compactificadas no processo de reducao para quatro dimensoes. Esta
idéia de compactificacao foi recuperada das antigas idéias propostas por Oscar Klein
na década de 20 do século passado, baseado nos trabalhos de Theodor Kaluza, quando

o mesmo tentava unificar a gravitagao ao eletromagnetismo. Toda complexidade da
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teoria de cordas deve-se a maneira com que esta teoria se propos a enxergar o Uni-
verso. As entidades fundamentais da natureza, particulas constituintes da matéria e
das interagoes, nao sao tratadas como objetos pontuais e sim como pequenas cordas
vibrando no espago-tempo. Existe uma teoria que busca unificar as teorias de cordas,
a chamada teoria M. Entretanto, esta, como também cada teoria de cordas individual-
mente, ainda apresenta graves problemas e a tao sonhada unificacao das leis da fisica

talvez esteja longe de ser alcangada.

Historicamente foi na eletrodinamica quantica que o problema das divergéncias apare-
ceu pela primeira vez e, também, foi no contexto da mesma que surgiu a renorma-
lizagao [7]. Esta teoria ocupa um papel de extrema importancia na teoria quantica
de campos como também no estudo do Efeito Casimir [14,32]. O primeiro tipo de
divergéncia detectada e estudada foi a chamada “catastrofe ultravioleta”. KEsta surge
ao se calcular os efeitos da auto-energia do elétron e da polarizacao do vacuo. No que
se refere a auto-energia do elétron, esta resulta do fato de que existe uma continua
emissao e reabsorcao de fotons virtuais por qualquer carga elétrica. Assim, o elétron
tem que interagir com uma ‘nuvem” de fétons virtuais produzidos por ele mesmo, ou,
em outras palavras, interage com o seu proprio campo. Agora no que diz respeito a
polarizacao do vacuo, isto pode ser entendido como conseqiiéncia da criacao de pares
de elétron-positron virtuais, que por sua vez sao criados pelo campo eletrostatico dos
elétrons. Os positrons sao atraidos pela carga negativa original, enquanto os elétrons
virtuais sao repelidos pela mesma. Devido a isto, os elétron-poésitron virtuais blindam
parte da carga negativa original fazendo com que o vacuo se comporte como um meio
dielétrico. Estes efeitos nos levam a resultados que divergem quando consideramos as
contribui¢oes advindas de particulas com momentos arbitrariamente altos. Dai o nome
“catastrofe ultravioleta”. A maneira encontrada para tentar superar esta dificuldade
foi chamada de renormalizacao. Por exemplo, se quisermos calcular a carga do elétron
encontraremos um resultado divergente dado pela teoria. Entretanto isto nao deve
constituir um problema, pois a carga elétrica nao pode ser detectada diretamente, uma
vez que a mesma ¢é blindada por pares de elétron-poésitron virtuais. Quanto mais de
perto observamos o elétron notamos um aumento cada vez maior da sua carga elétrica,
ou, equivalentemente, um acoplamento mais intenso, pois estaremos mais proximos da
carga “nua’. Por isto devemos observar a carga elétrica de uma certa distancia para
podermos medir sua carga efetiva, o que em outras palavras significa medir a constante
de acoplamento efetiva, a = ¢?/47 = 1/137. O conceito moderno de renormalizagao,
quando empregado neste exemplo, baseia-se na idéia de que a carga efetiva do elétron

deve ser entendida como formada por dois componentes, a saber, uma carga ‘nua’ (sem
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a presenga de fotons virtuais), que por hipotese é concebida como infinita, e uma “auto-
carga” (resultante dos fotons virtuais), que pode ser calculada na teoria, nos fornecendo
um valor infinito. O que espera-se é que uma quantidade infinita “cancele” a outra,
num certo sentido preciso, resultando num valor finito que coincida com o valor obser-
vado experimentalmente. Desta forma, a renormalizagao é vista como um processo de
eliminar os infinitos! absorvendo-os dentro de uma redefinicao dos parametros fisicos.
Neste trabalho empregaremos a técnica de renormalizacao utilizando a fungao zeta

generalizada para regularizar grandezas divergentes.

Os resultados surpreendentes previstos acima se devem ao fato de que o vacuo quantico
é completamente diferente do previsto pela fisica classica, onde é caracterizado pela
auséncia total de qualquer entidade fisica. Ao contrario da fisica classica, na teoria
quantica de campos o vacuo nao é a “auséncia’ de matéria nem de campos, mas sim
algo repleto. O estado fundamental da teoria de campos é chamado de vacuo e as
particulas sao os estados excitados desses campos. Além disso, o vacuo quantico é
caracterizado por pequenas e constantes oscilacoes que ocorrem em toda parte, estas
oscilagoes sao chamadas de flutuagoes de ponto zero. Estas ocorrem porque na quanti-
zacao de uma teoria de campos, os campos sao transformados em operadores que agem
em um espago de Hilbert de ocupacao, ou, espago de Fock. E, ainda, o estado fun-
damental de energia, o vicuo, é um estado quantico bem definido, pois o valor médio
do nimero de particulas neste estado é nulo. Também como conseqiiéncia do principio
de incerteza, os operadores de campo nao comutam com os operadores de nimeros de
particulas e, dessa forma, embora os valores médios dos operadores de campo e dos
de numeros de particulas sejam nulos, o mesmo nao acontece para os valores médios
dos quadrados desses operadores, fazendo aparecer assim essas flutuagoes. Portanto, o
vacuo quantico pode ser interpretado como sendo ocupado por particulas virtuais. Algo
também digno de nota deve-se ao fato de que quando calculamos a energia do vacuo
encontramos um resultado divergente. Entretanto isto nao é um problema, pois so-
mente diferencas de energias podem ser mensuradas. Desta forma, podemos redefinir
a energia do viacuo como sendo nula. Contudo, se exigirmos que o campo satisfaga
condicoes de contorno, esta situacao muda drasticamente e o resultado nulo para a
energia nao podera mais ser atingido. Uma forma de constatar esta propriedade in-

trigante recebe o nome de Efeito Casimir, que a propoésito sera discutido neste trabalho.

O objetivo deste trabalho é determinar solucoes de vacuo para campos escalares sub-

metidos a condigoes de contorno. Estudaremos sob quais circunstancias as solugoes

LA renormalizacdo nao é necessariamente um processo voltado para a eliminacdo de infinitos.
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de campo nulo podem se tornar estaveis. Uma vez que iremos utilizar uma teoria
que apresenta a tree level quebra espontanea de simetria, a estabilidade da solucao de
campo nulo pode ser pensada como na restauracao da simetria da teoria. As solugoes
de vacuo, para teorias que apresentam a tree level quebra espontanea de simetria, vem
sendo determinadas por David J. Toms para campos escalares em cavidades [40], e
por Makoto Sakamoto, Motoi Tachibana e Kazunori Takenaga para campos escalares
sujeitos a condigbes de contorno antiperiodicas [37]. Ao estudarmos a estabilidade da
solugao ¢y = 0 para o campo submetido as condi¢oes de contorno peridédicas e de Neu-
mann homogéneas, veremos que esta solucao é instavel. Nossa principal contribuicao
consiste justamente em estudar uma possivel estabilidade da solucao de campo nulo
quando corregoes radiativas sao introduzidas. Mostraremos que para essas condicoes de
contorno existem comprimentos de compactificagao criticos, distintos, onde a solucao de

campo nulo se torna estavel para comprimentos de compactificagdo menor que o critico.

No segundo capitulo faremos uma discussao acerca do Efeito Casimir, onde calculare-
mos a energia de Casimir, ora usando a soma das energias de ponto zero (ZPE) e
ora usando o método do potencial efetivo. No capitulo 3, determinaremos as solugoes
de vacuo em uma abordagem classica para campos submetidos as condigoes de con-
torno de Dirichlet homogéneas, antiperiodicas, periddicas e de Neumann homogéneas.
Mostraremos que na abordagem classica nao existe um comprimento de compactifi-
cagao critico que torne a solugao de campo nulo estavel para condigoes de contorno
periddicas e de Neumann homogéneas. No capitulo 4 mostraremos que as corre¢oes ra-
diativas induzem a existéncia de um parametro de compactificagao critico onde abaixo
do qual a solu¢ao de campo nulo se torna estavel. Por fim, terminaremos nosso estudo

discutindo e comentando com mais detalhes os principais resultados obtidos.



Capitulo 2

Efeito Casimir
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2.1 Introducao

A teoria quantica de campos, em particular a eletrodinamica quéantica, permite a exis-
téncia de um fenémeno notavel, o Efeito Casimir. Previsto teoricamente pelo fisico
holandés Hendrik B. G. Casimir (1909-2000) em 1948 [12] e verificado experimental-
mente pela primeira vez em 1958 pelo também holandés Sparnaay [39], este efeito se
refere a forca de atragao entre duas placas metélicas, perfeitamente condutoras, descar-
regadas e paralelas entre si. Uma vez que as placas estao eletricamente neutras e a
contribuicao gravitacional, por questoes experimentais é desprezivel, poder-se-ia es-
perar que nada fosse acontecer. Entretanto, nao é isso o que ocorre. Neste capitulo,
procuramos apenas introduzir alguns aspectos fundamentais deste fendémeno sem a in-
tencao de fazer uma anélise cuidadosa. Por isto, sempre que for possivel indicaremos
referéncias para uma analise mais profunda do mesmo. Iniciaremos a exposi¢ao do
Efeito Casimir nos reportando para a teoria quéantica de campos, onde explicitaremos
as contribuigoes desta para a compreensao do fendmeno, bem como suas dificuldades
envolvidas no que se refere ao calculo da energia de Casimir. Nas secoes seguintes
veremos por que e como ¢é possivel calcular a energia de Casimir usando a soma das
energias de ponto zero e o potencial efetivo. Iremos impor sobre os campos condigoes
de contorno de Dirichlet e de Neumann, ambas homogéneas. Imediatamente apos fi-
zermos o que foi proposto, encerraremos o capitulo citando alguns aspectos intrigantes
do fendmeno, bem como possiveis aplicacoes do mesmo, tanto na fisica como também

em outras areas.

2.2 Energia de Casimir

Para compreendermos este fendmeno é necessario abandonar a visao classica e atentar-
mos para a teoria quantica de campos, que prevé a ocorréncia de flutuagoes do vacuo
eletromagnético. Tais flutuagoes, por sua vez, conferem ao espago todo uma densidade
de energia nao nula, que é constante, e nao produz efeito mensuravel. Entretanto, a
presenca de placas condutoras modifica esta situacao. A introducao de placas faz com
que o campo, na regiao entre elas, satisfaca condi¢oes de contorno tais que restringem
as freqiiéncias do campo flutuante, alterando assim a densidade de energia entre as
placas. Calculando a energia do vacuo encontramos porém um resultado divergente
que nao tem significado fisico, pois o que é observado sao as diferencas de energias.
Por isto, a energia do vacuo deve ser formalmente definida como a diferenca entre
as energias com as condi¢oes de contorno e sem as condi¢oes de contorno, mediante

um processo de renormalizacao. Esta diferenca de energia é um observével fisico e a
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chamamos de Energia de Casimir, que é entendida como o trabalho necessério para
se introduzir as placas no vacuo. No final da década de 1990 experimentos realizados
independentemente por Lamoureux [21|, Mohideen e Roy [24] confirmaram o Efeito

Casimir com alto grau de precisao.

A energia de Casimir, ao que sugere acima, nao ocorre somente para o campo eletro-
magnético, pois outros campos também podem flutuar. Poderfamos também impor
outras condigoes de contorno para os campos. Ou até mesmo esquecer as condi¢oes de
contorno e falar em topologias. No entanto, quando trabalhamos com topologias nao

faz sentido falar em forca de Casimir, pois, neste caso, nao existe uma fronteira material.

A energia de Casimir no caso do campo eletromagnético confinado entre duas pla-
cas perfeitamente condutoras, descarregadas, e paralelas entre si, onde a distancia de

separagao entre as mesmas é a, ¢ dada por

hm?
E asimir — T ) 2.1
¢ 144043 (1)
e a sua correspondente forca de Casimir é
w2h
Frooo = 2.2
Casimir 2404 ) ( )

onde o sinal de menos indica que a forca é atrativa.

2.2.1 Energia de Casimir e a soma das energias de ponto zero
(ZPE)

Com o objetivo de uma primeira abordagem de estudo para compreendermos o feno-
meno, ¢ inicialmente interessante um modelo que comporte toda ou grande parte da
fisica do sistema e que nao seja demasiadamente complicado ao ponto de nao ser pos-
sivel resolvé-lo. Uma vez que o modelo do oscilador harmonico simples (O.H.S.) nos da
bons resultados quando usado para modelar intimeros problemas fisicos, veremos que

em teoria quantica de campos isto nao é diferente.

Quanticamente a energia do oscilador harmonico simples é dada por

B, = fw(n +1/2), (2.3)
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onde n = 0,1,2,.... Para o estado de mais baixa energia (o estado fundamental),
n = 0, a energia é designada por Fy, e tem valor %ﬁw que ¢é diferente de zero. Esta
energia é chamada de energia de ponto zero e é conseqiiéncia do principio de incerteza
de Heisenberg. Para um sistema com muitos graus de liberdade, no qual as particulas
interagem entre si, teremos um conjunto de osciladores ocoplados. Realizando uma
transformacao candnica para um sistema de coordenadas normais, o sistema se com-
portara como um conjunto de O.H.S. independentes (desacoplados) ficticios, cada um
vibrando numa dada freqiiéncia normal wy. Cada um desses osciladores ficticios con-
tribuem com %ﬁwk para a energia de ponto zero. Dessa forma, a energia do estado

fundamental do sistema sera dada pela soma das energias de ponto zero (ZPE),

1
By =5 2’; Fiwr,. (2.4)

Assim, para um sistema com infinitos graus de liberdade existirao infinitos desses os-
ciladores desacoplados e o resultado determinado pela equacao anterior é divergente.
Sendo uma teoria de campo um sistema com infinitos graus de liberdade, podemos asso-
ciar & mesma um sistema com um namero infinito de osciladores harmonicos acoplados.
Dessa forma, usando novamente a transformacao candnica, uma teoria quantica de cam-
pos pode ser vista como um sistema de infinitos osciladores harménicos desacoplados.
Contudo, cada oscilador desacoplado, que anteriormente era ficticio, passa agora a ter
uma realidade fisica. As particulas sao interpretadas como excitacoes dos campos, e a
cada gap de energia, hwy, associamos uma particula. Assim, em uma teoria quéntica
de campos a energia do estado fundamental, isto é, o vacuo, é dado pela soma das
energias de ponto zero, da mesma maneira como na equagao (2.4). Entao, a princi-
pio, a energia do vacuo em teoria quantica de campos é infinita. Quando limitamos
a atuacao dos campos, ou seja, confinamos o campo numa certa regiao do espaco, as
oscilagoes do campo, inclusive as de ponto zero, devem satisfazer certas condigoes de
contorno. Portanto, essas condigoes de contorno restringem, como ja haviamos dito, as
possiveis freqiiéncias de oscilagao do campo, obrigando as mesmas a assumirem apenas
certos valores especificos, sendo que, sua soma, também nos déa um resultado diver-
gente. Como a manipulagao de grandezas divergentes nao é bem definida, devemos
utilizar um processo de regularizacao para podermos efetuar a diferenca entre as ener-
gias sem as condicoes de contorno e com as condigoes de contorno, obtendo assim a
energia de Casimir. Utilizaremos a funcao zeta generalizada para regularizar grandezas
divergentes. Enfim, pelo menos intuitivamente, parece ser possivel usar a ZPE para o
calculo da energia de Casimir. Veremos logo mais & frente, de maneira quantitativa,

que este raciocinio intuitivo de fato esta correto.
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2.2.2 Energia de Casimir como soma das ZPE para o campo

escalar real livre em 3-}+1 dimensoes

Para termos uma melhor compreensao de como as divergéncias de ponto zero surgem
em teoria de campos, usaremos o campo escalar real livre em 341 dimensoes para
ilustrar este fato. Consideremos inicialmente a equagao de Klein-Gordon (K-G) como
sendo uma equacao classica relativistical,

(O+m?) ¢(z) = 0. (2.5)

O campo real ¢(x) é um invariante sob transformagoes de Lorentz ndo homogéneas,

i.e., do grupo de Poincaré,

ot — o' = AF Y + at
(2.6)

¢(x) = ¢(a) = ¢(x).

Sendo um invariante de Lorentz, é, portanto, um campo escalar?. Entretanto, o campo

¢(r) pode transformar-se diferentemente sob uma inversao espacial,

20 — 20 = 20:
{ ’ (2.7)

Uma vez que o campo ¢(x) pode se transformar como ¢(—Z,t) = ¢(Z,t) ou como
o(—7,t) = —¢(Z,t), sua quantizacao descrevera particulas escalares ou pseudo-escalares,

respectivamente. Notamos ainda que a equacao de K-G exibe simetria Z», i.e.,

¢(x) = o(z') = —¢(x). (2.8)

Entao devemos exigir da densidade de lagrangeana, que nos conduz a equagao de K-G,

tal simetria. Pode-se mostrar que a densidade de lagrangeana procurada é

L(6,0,0) = %auw% _ %m2¢>2. (2.9)

A densidade de hamiltoniana é obtida através de uma transformada de Legendre

H = 7(z)p(x) — L. (2.10)

!De agora em diante usaremos unidades de medidas naturais, ou seja, i = c = 1.
2As particulas que um campo escalar descreve sdo chamadas de boésons.
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Assim,

H=: [$(@) + Vo) +m?6* ()] (2.11)

1
2
Substituindo w(z) = qb(a:) ao realizarmos uma integracao por partes apenas no termo

do gradiente, obtemos H como uma forma quadrética em rela¢do aos campos 7(z) e
¢(z) dada por

H— % 72(@) + 6(2) (V2 + m?) d(x)] . (2.12)

Podemos obter uma solugao arbitraria da equagao de K-G através de uma expansao

em série de Fourier de solu¢oes de ondas planas elementares,

o) = [ ﬁN,—;A,ﬂt)e""f‘f, 213)

onde Ny é o fator de normalizacao e Az(t) s@o os coeficientes da expansao. Substituindo

a equacao anterior na equagao (2.5), teremos

Bk 7

(07 — V2 +m?) / WN,;AE(t)eZ 7= . (2.14)

Segue-se imediatamente que

Ag(t) + wiAg(t) = 0, (2.15)

cuja solucao é

Ap(t) = Ape R Az, (2.16)

onde w% —R4+m2éa relagao de dispersao. Agora impondo a condi¢ao de realidade
para o campo e escolhendo o fator de normalizacao de tal forma que o elemento de

volume seja um invariante de Lorentz, teremos

E)ei(ﬁ-f—wgt) + a*(E)e—i(E~f—wEt)] ’ (217)

o= [ —J% o

onde
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a(k) = W (2.18)

Usando o esquema da quantizacao canoénica, faremos:

a(k) — ag; 2.19)
a*(k '

) —

Q>
I —+

A fim de quantizarmos a teoria, iremos impor relacoes de comutacao® a tempos iguais

(ETCR)

Q>
fot)
Q>
o
Il
(e
w
—~
x5
|
x
N~—

b
L

(2.20)

Q>
bt

Q>
o
I\_l

I
=

Q>
i
Q>
I+
Il
o

/

Como conseqiiéncia das substituigoes (2.19), teremos

iR E—wpt) 4 dgefi(ﬁ-f*wgt)] _ (2.21)

Agora que o campo foi quantizado, podemos utilizar a equagao (2.12) para escrever o

operador hamiltoniano na forma

= / d3*% [7%2(5, 1)+ (@, 1) (V2 +m?) o, t)} . (2.22)

Uma vez que a dindmica dos operadores de campo é determinada pela equagao de

movimento de Heisenberg,

[é(fa t), I:I:| = Z&(f> t)v
(2.23)
[7%(3?, t),H] — i (T, 1);
e de posse das relagoes de comutacao (2.20), teremos
H= /d?’l?;’w,;(N,;H/Q), (2.24)

30s campos bosdnicos admitem somente quantizacdo via relacdes de comutacdo e ndo de anti-
comutagao, como é o caso dos campos fermionicos.
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onde N é o operador ntimero de particulas definido como N := deE. Agora se os k

forem discretos, a equagao (2.24) sera dada por
H=> wi(Nz+1/2), (2.25)
k

Supondo que os k sejam discretos, uma atuacgao do operador H num estado arbitréario

do espaco de Fock nos fornece

H=> wi(Np+1/2). (2.26)
i

O resultado (2.26) mostra que o estado de nenhuma particula, o vacuo, é divergente
e que o sistema se comporta como um conjunto de O.H.S. independentes. Esta di-
vergéncia ocorre por que o esquema da quantizagao canonica nao fixa o ordenamento
dos operadores de criagao e aniquilagao. Assim, para a teoria tornar-se bem definida
usaremos uma prescricao de ordenacao, ou seja, exigiremos um certo ordenamento no
produto dos operadores, o qual é um processo de renormaliza¢cao denominado ordena-
mento normal de Wick. Este ordenamento busca manter os operadores de aniquilagao

sempre & direita do operador de criacao. Com isto, a hamiltoniana fica dada por

:I:I Z:/dSEwENE (2.27)
ou
H:= ZWENE7 (2.28)
k

se os k forem discretos.

Aplicando o operador renormalizado H num estado arbitrario de Fock e novamente

supondo que os k sejam discretos, teremos

E = ZHEWE, (2.29)
k

onde identificamos H como a energia total do sistema, que é a soma das energias de to-
das as particulas individuais. Logo, a energia do vacuo serd E = (. Entretanto, como ja
dissemos, quando impomos condigoes de contorno sobre os campos, nao podemos mais

calcular a energia do vacuo simplesmente usando o ordenamento normal. Isto ocorre
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porque existe um conjunto infinito de diferentes estados de vacuo e correspondentes
operadores de criagdo e aniquilagdo para diferentes configuragdes (comprimentos do
parametro de compactificagao) das condigoes de contorno. Estes estados transformam-
se uns nos outros sob mudancas adiabéticas dos parametros de compactificagao. Por
isto, é incorreto designar valores nulos de energia para vérios estados entre os quais
transicoes sao possiveis. Neste caso, a energia serd formalmente calculada da seguinte

maneira

A A

. 1 1

k k

com c. de c. sem c. de c.

onde A é chamado de parametro regularizador e mantém ambos termos da subtracao
bem definidos quando A#Ay. Ou seja, podemos calcular a energia de Casimir através

da soma (ZPE) mediante um processo de renormalizagao.

2.2.3 Calculo da energia de Casimir para o campo escalar real

livre nao massivo em 3+1 dimensoes via soma das ZPE

Com o intuito de apresentarmos um célculo bem conhecido e ao mesmo tempo nao de-
masiadamente complicado, calcularemos a energia de Casimir para o campo escalar real
nao massivo em 3+1 dimensoes, ora submetido a condi¢oes de contorno de Dirichlet
homogéneas, ora submetido a condi¢oes de contorno de Neumann homogéneas por meio
da soma ZPE. Ou seja, exigiremos que ora o campo se anule, ora a sua derivada se
anule, sobre a superficie de duas placas condutoras, neutras e paralelas, colocadas a
distancia a uma da outra.

Notando que a equagdo (2.5) pode ser escrita na forma

0?¢
V2 + — +mip = 2.31
Vo + BT +m°¢ =0, (2.31)
que quando m = 0, fica
—v2¢+@—o (2.32)
oz 7 '

e supondo uma soluc¢ao do tipo
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o(7,t) = x(T)P(t), (2.33)
ficamos com
1 d*y 1,

Uma vez que esta equacao deve ser satisfeita para todo 7 e t, ambos os lados da
equagao (2.34) devem ser iguais a uma mesma constante, pois cada lado da mesma

tem dependéncias diferentes. Entao seja —p? essa constante, logo

2
VX _ 2 (2.35)
X
¢
1y
Sy = 2.
b e D, (2.36)
A equagao (2.36) tem como solugao
U(t) = Apexp(ipt) + By exp(—ipt). (2.37)

Para garantirmos uma solucao oscilatoria, p deve ser real. Concluimos, entao, que os

valores de energia de ponto zero sao

w=p. (2.38)

Agora impondo as condi¢oes de contorno de Dirichlet homogéneas sob o campo da

equagao (2.33), teremos

D(O)X(F) [z=0= ()X (F) |:=a= 0. (2.39)

Isto mostra que devemos nos preocupar apenas com a parte espacial. A equagao (2.35)

pode ser escrita como

Vix +p’x =0, (2.40)

que é a conhecida equacao de Helmholtz. Mais uma vez supondo uma solugao do tipo
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x(r) = X(2)Y (y)Z(2), (2.41)

para a equacao de Helmholtz , ficamos com

R
E dessa maneira temos que
657)5 = X, (2.43)
C% % (2.44)
% = —p’Z, (2.45)

onde p? = p2 + pz + p?. Assim, as condigoes de contorno nos dao

X(@)Y (y)Z(2) |:=00= 0. (2.46)

Portanto,

Z('Z) ’z:O,a: 0. (247>

A solugao da equacgao (2.45), com p, real, é dada por

Z(z) = Aexp(ip,z) + Bexp(—ip.2). (2.48)

Impondo a primeira condi¢ao de contorno, Z(z) |,—o= 0, temos que A = —B, o que
nos fornece

Z(z) = 2iAsen(p,z). (2.49)

Agora, usando a segunda condigao de contorno, Z(z) |,—,= 0, obtemos

N

a
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onde N =1,2,3,... Como podemos observar, as condi¢oes de contorno tornam a com-
ponente p. do momento discreta, ou seja, p, — py. Uma vez que devemos tomar a

soma, Fy = %Z hwy,, sobre todos os modos normais e como nas dire¢oes perpendicu-
k

lares ao eixo que une as placas os p sao continuos, a somatoria, nesta regiao, deve ser
substituida por uma integral. Levando em conta todas as consideragoes anteriores, a
soma das energias de ponto zero para o campo ¢, sujeito as condigoes de contorno de

Dirichlet homogéneas, sera dada por*

ﬁ 0 0 d2p N27T2 %
Ec = — — [ p? I? 2.51
=52 [ G () 251

onde L? é a area das superficies das placas (o qual tomaremos o limite L — o0).

A quantidade acima, como pode ser notado, é divergente. A fim de manipularmos
essa expressao, vamos empregar um método de regularizacao chamado de funcgao zeta
generalizada. A funcao zeta generalizada associada ao operador real, eliptico e auto-

adjunto M = 2, ¢ definida a partir dos autovalores {w;} de Hy através da relacao

Gy = (%) T sec (2.52)

— \ 1

onde o parametro de escala p foi introduzido para mantermos a fun¢ao zeta adimen-

sional para todo s. A fungao zeta generalizada converge para Re(s) > % e pode ser
continuada analiticamente para uma funcao meromorfa com polos somente em s = %

es= % ®. Usando os auto-valores anteriormente determinados a funcao zeta definida

pela equagao (2.52), assumira a forma

-

5—S

GHo (s——) Z/OO d2 bl L?. (2.53)

112

Assim, a soma das ZPFE é dada por

7 1
B = 7" lim {gHO (3 - 5)} . (2.54)

A integral da equagao (2.53) é realizada com o uso da relagao (veja Apéndice A)

4Embora estejamos usando # = ¢ = 1, explicitaremos, convenientemente, 7 para marcar correcoes
quéanticas.

5De fato, pode-se mostrar que a funcio zeta generalizada associada a um operador real, eliptico e
auto-adjunto, A, converge para Re(s) > g, onde d é a dimensao da variedade espaco-tempo e p é a
ordem do operador A.
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00 . T(s—m .
/ (K*+A%) "d"k = W?%(Az)z’_s, para A% >0, (2.55)

obtendo-se

CH, (s - %) = Ljff ( a )328 ?Ez—:; i(N)?’—?S. (2.56)

ap
Da definigao da funcao Zeta de Riemann

Cr(s) =) (N)™*, para Re(s) > 1, (2.57)

N=1

temos

Citg (s - %) — L;’:Q (%)3_28 ?Ez—:i@(zs —3). (2.58)

[\

Usando agora a propriedade de reflexao da funcao zeta de Riemann

a7 (g) Cr(z) = 77T (1 3 Z) Cr(l - 2), (2.59)
temos
1 B L2u25_1a25_3 F(? o S)
CHO (S— 5) = 47T% F(S—%)CR(4_28) (260)

A formula da reflexdo nos deu a continuacao analitica necessaria para calcularmos

CHo (_%)7

1\ I T
gHo (_5) - 47T%Q3MF(_%)<R(4>‘ (261>

Lembrando que

obtemos
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1 L?7?
I I S 2.62
CHO( 2) 72003 11 (2.62)

Finalmente, usando o resultado da equagao (2.62) na equagao (2.54), temos

hm?L?
B = ————. 2.
0 1440a3 (2.63)

O que mostra que a continuacao analitica da fungao zeta nos fornece a prescrigao
necessaria para calcularmos a energia de Casimir sem a necessidade de subtragao de
polos. Dessa forma, a energia de Casimir por unidade de area das superficies é dada

por

hm?
1440a3"
A forga entre as superficies por unidade de area (pressao de Casimir) pode ser calculada

ECasimi'r - (264>

da seguinte forma

aECasimi'r
F, asimir — — o - 2.65
¢ da ( )
Entao
hr?
E asimir — X 2.66
¢ 480’ (2.66)

onde o sinal menos indica que a forca entre as placas é atrativa. A forca de Casimir
original, calculada para o campo eletromagnético difere do valor encontrado acima,
calculado para um campo escalar, de um fator 2 devido as duas polarizacoes do setor
transversal do campo A,. Entao, para encontrarmos a forca de Casimir para o campo
eletromagnético, basta multiplicarmos o resultado encontrado acima por 2. Assim,
para duas placas planas, paralelas e perfeitamente condutoras colocadas no vacuo do

campo eletromagnético, a for¢a de Casimir é dada por

h?

_m. (2-67)

FCasimi’r =

Agora passemos a impor as condigoes de contorno de Neumann homogéneas. Estas
condicoes de contorno exigem que a derivada do campo se anule sobre as superficies
das placas. Uma vez que a equacao de movimento ainda é a mesma, devemos exigir

que a solugao
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Z(z) = Aexp(ip.z) + Bexp(—ip.z), (2.68)

satisfaca as novas condicoes de contorno. Para a condi¢ao de contorno %\Zzo = 0,

temos que A = B o que nos fornece

Z(z) = 2A cos(p.z). (2.69)
Agora, usando a segunda condi¢ao de contorno %]Z:a = 0, obtemos
N
a

com N =0,1,2,3,...

Para as condic¢oes de contorno de Neumann homogéneas, diferentemente das condi¢oes
de contorno de Dirichlet homogéneas, N = 0 deve ser incluido, pois as solugoes para a
componente z do campo sao funcoes cosseno®. Assim, para esse caso a soma das ZPE
é

RSN [ d2p N272\ 2
Ey =< ? L?. 2.71
0 2;_0/_00@@2 (") &)

Apo6s o uso da relagao (2.55) e algumas manipulagoes, a fungao zeta para esse caso se

torna

CHo (s — %) = L;‘:Q ( i >3_28 ?Ez—_; i(i\/)“ﬁ. (2.72)

apu
Para N = 0 o resultado da expressao acima é nulo, portanto,

ap

que é idéntica a equagao para condi¢oes de contorno de Dirichlet homogéneas. Logo, a

energia de Casimir de um campo escalar real livre nao massivo tem a mesma expressao,

6As condicdes de contorno de Neumann homogéneas ainda permitem que a constante p, seja nula,
o que nos fornece a solugdo Z(z) = A’z + B’, sendo que A’ deve ser nulo para que a condigdo
dz(0)/dz = 0 seja satisfeita. Portanto, temos também a solu¢do Z(z) = B’. Entretanto, esta solugao
¢ L.D. da solugao (2.70) com N = 0.



28

tanto para condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas quanto para as de Neumann

homogéneas, e é dada por

hm?

—_ 2.74
1440a? (2.74)

EC’asimir -

2.2.4 Calculo da energia de Casimir para o campo escalar real

livre nao massivo em 3+1 dimensoes via potencial efetivo

Na teoria quantica de campos o potencial efetivo é visto como uma ferramenta de grande
utilidade, pois através do mesmo podemos estudar uma grande parte de sistemas fisicos,
como por exemplo os que apresentam quebra espontanea de simetria. Podemos também
utilizar o potencial efetivo para determinar intimeras grandezas de interesse fisico, tais
como, a energia de Casimir [28,29]|, massa renormalizada, constante de acoplamento,
etc. Tal potencial é nada menos que uma generalizacao quantica do potencial classico,
sendo que o vacuo quantico pode ser obtido tomando o minimo daquele potencial.
Isto pode ser visto quando expressamos o potencial efetivo através de uma expansao
em loop, que coincide com uma expansao em poténcias de h, de modo que o mesmo
fica dado por uma soma do termo classico mais corre¢oes que representam o efeito
da interacao do campo com o vacuo quantico. O potencial efetivo é definido como o
valor esperado do operador hamiltoniano calculado no estado, que entre um conjunto

de estados ¢, minimiza o valor esperado do operador hamiltoniano H. Ou seja,

Ver(e) = minggy (8| H|o) , (2.75)

tal que ¢. seja o valor esperado do operador de campo ¢ calculado no estado, ] b o),
que minimiza a energia. Logo, da forma em que o potencial efetivo foi definido deve-
mos necessariamente interpreté-lo como uma densidade de energia. Portanto, podemos

7

usé-lo para calcular a energia de Casimir’. Desta forma, a densidade de energia do

vacuo serd dada como um minimo do potencial efetivo mediante um processo de renor-

malizacao, que formalmente é escrita como

. A A
ECasimir = ‘/ef} = Ah_gxlo {[‘/ef]com c.dec. [V;f]sem c. de c.} : (276)

Uma vez que o potencial efetivo em um loop é dado por [30]

"Para o leitor interessado no estudo do potencial efetivo indicamos as referéncias [10,13,15,18-20,
26,30, 33-35].
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Ver(de) = V(ee) + % In {det <5¢( )(5(2() )) } (2.77)

e a acao® do campo escalar real nao-massivo é dada por

1
S = 3 / d*x 0,¢0", (2.78)

a equagao (2.77) assumird a forma

Vi) = V(de) + % In {det (—5"9,0,)} (2.79)

ou

Vis(d0) = V(@) + o In {det(~)} (2.80)

onde €2 é o volume do espago-tempo. Da mesma forma que no caso da soma ZPE, a
equacao acima é divergente e, portanto, é necessario um procedimento de regularizagao
para isolar as divergéncias. Um procedimento de regularizagao geralmente usado é o de
Cut-off. Tal procedimento conduz ao aparecimento de pélos que devem ser eliminados
pela prescricao de renormalizagao, os quais serao absorvidos nos parametros livres da
teoria (massa, constante de acoplamento, etc.). Entretanto, a determinagao do poten-
cial efetivo usando o método da fungao zeta é mais vantajoso, pois nos conduz a um
resultado finito, sem a aparente necessidade de subtracao de qualquer polo ou a adigao
de contra-termos. A propria continuacao analitica realizada para o restabelecimento
da teoria original é a prescrigdo de renormalizagdo que elimina os podlos [27]. Assim,
escolhendo trabalhar com a fungao zeta, anteriormente definida pela equagao (2.52), a

expressao do potencial efetivo serd dada por

Vislo0 =Vt - o (2O + GO mp) . eoma=-0, @8y

onde usamos a propriedade (veja Apéndice C)

Indet M — _45_24(0) — Ca(0) I — %( ), com M = %. (2.82)

8Estamos, neste caso, trabalhando no espaco euclidiano e, ao contrario do que geralmente é feito,
nao usaremos sub-indices para indicar este fato.
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Utilizando as mesmas condigoes de contorno que foram impostas para o calculo da
energia de Casimir via ZPE e resolvendo primeiramente para as condi¢oes de contorno

de Dirichlet homogéneas, a funcao zeta seréa

Cals) = oo Z/ Pk (k2 N 2) , (2.83)

le

onde substituimos a soma do espectro continuo por uma integral, ou seja, > f(k) —
e | Pk f(k)

Novamente usando a equagao (2.55)

o —s mr - m
/ (K*+ A%) " d"k = 7T2(§T)2)(A2)2_8, para A% >0,

a equagao (2.83) pode ser escrita na forma

0 Wg/z 2/3 2. [ N2p?
Cals) = 2n)a > ( ) (2.84)

ou ainda,

Cals) = oo T2 (§> i G 2/3 i N (2.85)

=1

De acordo com a defini¢ao da zeta de Riemann, equagdo (2.57), teremos

Cals) = —— 7%/ (%) F(‘S’%ﬁ Cr(2s —3). (2.86)

Usando agora a propriedade de reflexdo da fungao zeta de Riemann, equagao (2.59)

i (5) G =71 (157 cula - ).

a equagao (2.86) pode ser reescrita como

Cals) = = 7 °m (12>_SMCR(4—23). (2.87)

Escrevendo a equagao (2.87) na forma
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Ca(s) = ?((SS)) (2.88)
onde
G(s) = % m 2 (%) T2 ) Cald— 2), (2.89)

notamos que (a(s — 0) = 0, pois I'(s — 0) — oo e G(s) ¢é analitica em s = 0.

Portanto, s6 nos resta calcular a derivada da zeta generalizada em s = 0. Segue-se que

G T
Uma vez que
! o

lim (%15(3)) _ (2.92)

ficaremos com

Cals) = G(0). (2.93)

Ou seja, o calculo da derivada da zeta agora é reduzido ao simples calculo de G(0).

Lembrando que

T
re)y=1 = —
(2) e (r(4) 90
obtemos
Qn?
! = 2.94
Chls) = = (294

Portanto, substituindo a equagao (2.94) na equagao (2.81), a energia de Casimir por

unidade de area das placas é dada por

hr?

11100 (2.95)

ECasimir -
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Agora para o céalculo com condi¢ées de contorno de Neumann homogéneas basta ob-

servar a equagao (2.85)

o Q / 7T2 - F(S—Q/S) > —(25—3)
o= () o

Quando impomos condigoes de contorno de Neumann homogéneas, a tnica diferenca
matematica estaria no limite inferior da somatoéria que comecaria com N = 0 e nao
com N = 1, como é o caso para as condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas.
Entretanto, isto pouco importa; pois para N = 0 a contribuicao ¢ nula. Portanto,
da mesma forma que na soma das ZPE, o calculo da energia de Casimir via potencial
efetivo tem a mesma expressao para o campo escalar real livre nao massivo, ora para
condicoes de contorno de Dirichlet homogéneas ou ora para condi¢oes de contorno de

Neumann homogéneas.

2.3 Efeito Casimir: Consideracoes finais

O calculo da energia de Casimir via (ZPE) bem como por meio do potencial efetivo
nao sao técnicas aplicadas somente ao campo escalar real, pelo contrario, é algo que se
estende a todos os campos quanticos de uma maneira geral, pois em qualquer campo
quantico ocorrem flutuagoes de vacuo. Entao, se o Efeito Casimir nao é uma parti-
cularidade de certos campos, por que nao usa-lo para tentar explicar, por exemplo, o
fenbmeno de confinamento dos quarks e glions no interior dos héadrons? Este confi-
namento é um dos aspectos mais intrigantes da fisica de particulas elementares. Em
todos os experimentos, por mais altas que sejam as energias, os quarks nunca sao ob-
servados isoladamente; o que observamos sao apenas hadrons, cujas propriedades nos
indicam a existéncia de quarks. Tal confinamento nos sugere crer que o Efeito Casimir
deva ser manifestado nas propriedades dos hadrons. Para calcular a energia de Casimir
no interior de um hadron o modelo de placas paralelas é naturalmente inadequado e
é substituido pelo de uma esfera que confina as flutuagoes dos vacuos quarquionico e
gludnico. Neste modelo os hadrons sao vistos como sacolas confinantes cujo contetido
sao os quarks e gliions, por isso este modelo recebe o nome de bag model. E interessante
observar que no caso esférico a forca de Casimir na esfera confinante é repulsiva. Até
o momento nao sabemos explicar porque a forca de Casimir de um dado campo sob
dadas condigoes de contorno é atrativa ou repulsiva. Alguns teéricos chamam esse fato

de “o mistério do Efeito Casimir”.
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Existem outras técnicas que poderiamos usar para obter a energia de Casimir, ou até
mesmo outras condi¢oes de contorno poderiam ser impostas sobre o campo. Podemos
também nos perguntar, por exemplo, sobre o que aconteceria se a distancia entre as
placas nao fosse constante. Ou ainda, se a temperatura é relevante neste calculo. No
que se refere a primeira pergunta, este assunto conduz a uma linha de estudo bastante
vasta e o fenomeno estudado neste caso recebe o nome de Efeito Casimir Dinamico.
Este fenomeno é caracterizado pelo surgimento de forgas de reagao induzidas pelo movi-
mento das placas e a criagao de particulas reais, o qual nao tratamos aqui. Agora a
respeito da temperatura, modelos cosmoldgicos nos mostram que nos estégios iniciais
do universo existia uma grande quantidade de matéria e radiacao a altas temperatu-
ras. Podemos, entao, esperar que as simetrias exigidas pelos sistemas neste estagio
do universo nao fossem as mesmas simetrias que hoje observamos. Portanto, é impor-
tante desenvolver métodos que permitam estudar os efeitos quanticos dependentes da
temperatura nas teorias de campos. Desta forma, podemos obter o relato do passado
quente através do fendmeno que hoje observamos. A hipotese basica deste formalismo
é que existe o equilibrio térmico, e o nome dado a esta nova maneira de fazer teoria
de campo é chamada de Teoria de Campos a Temperatura Finita, a qual, também,
nao abordamos. Também poderiamos ter trabalhado com outros campos que nao fosse
o campo escalar real. Por exemplo, o campo gravitacional, o campo eletromagnético,
etc.. Entretanto, preferimos ilustrar este capitulo com o campo escalar real submetido
as condigoes de contorno explicitadas anteriormente, porque este foi o proposito no

qual nos dispomos a fazer, e além de tudo é o caso mais simples de se resolver.

O Efeito Casimir por ser um efeito comprovado experimentalmente parece ser de grande
utilidade para fins cientificos e tecnologicos. Uma aplicacao tecnologica do Efeito
Casimir poderia ser empregada na eletronica, pois na medida que a mesma busca cons-
truir componentes cada vez menores, efeitos de flutuagoes do vacuo podem se tornar

2

relevantes. Em suma, o Efeito Casimir é um assunto bastante extenso no qual nos

restringimos em apenas um pequeno aspecto do mesmo®.

9Para um estudo mais detalhado deste assunto indicamos as referéncias [2,9, 23,25, 31].



Capitulo 3

Estudo a nivel classico da estabilidade

da solucao ¢y =0
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3.1 Introducgao

No capitulo 2 vimos que para um campo ser classificado como um campo escalar real,
o mesmo deve ser real, é claro, e se transformar como um escalar frente as transfor-
macoes de Lorentz. Em geral, um campo pode se transformar de outras formas frente
as transformacoes de Lorentz, e de posse destas transformagoes podemos classificar
os campos como escalar, spinorial, vetorial, etc. Naquele contexto escolhemos traba-
lhar com o campo escalar real devido ao seu tratamento matemaético ser, sem duvida
alguma, mais simples do que os demais campos. Neste capitulo e nos subseqiientes con-
tinuaremos a manter esta postura, ou seja, mais uma vez o campo escalar real seré o
campo escolhido para expor nossas idéias. Este campo, denotado por ¢, esté associado
a particulas de spin zero e sem nenhum tipo de carga. O fato do mesmo estar associado
a particulas de spin zero deve-se ao seu carater escalar, enquanto no que diz respeito a
carga, deve-se ao seu carater real. Caso o campo esteja sujeito a uma auto-interacao
num espago-tempo quadridimensional, critérios de renormalizabilidade nos dizem que
este acoplamento deve ser no maximo do tipo ¢*. Esta sera a teoria abordada de agora

em diante.

Se a densidade de lagrangeana for invariante por uma reflexao de ¢, ou seja, se ela

possui a simetria interna discreta,

L(9) = L(=9), (3.1)

entao a sua expressao formal sera dada por

1
£(6,08) = 50u00"0 — 5’6 — = 56" (32)

A constante de acoplamento A = 23? deve ser positiva para assegurar a estabilidade

da teoria e o potencial classico pode ser identificado com

Vi(g) = %m%b? + 1—1262¢4, (3.3)

sendo que o estado de vacuo classico pode ser obtido como o minimo deste potencial.

O sinal de m? em (3.3) caracteriza dois comportamentos distintos:

i) Se m? > 0, o vicuo é bem determinado em ¢y = 0 e ndo ha degenerescéncia. Caso
estivéssemos trabalhando com uma teoria quantica de campos, as particulas seriam as

excitagoes do campo a partir deste vacuo e teriam massa m.
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ii) Se m? < 0, o minimo é degenerado em ¢y = j:\/_% O campo ¢, neste caso, nao
possui massa real, uma vez que o termo de massa aparece na densidade de lagrangeana
com o sinal “trocado”. A unicidade do vacuo exige a escolha de um minimo especifico,
e para qualquer um deles a simetria de reflexdo (¢ — ¢ = —¢) nao sera observada.
Este é o fenbmeno conhecido como quebra espontanea de simetria discreta. Neste caso,

¢o = 0 nao é uma solugao de campo estavel.

Neste capitulo, onde toda anélise sera restrita a uma abordagem puramente classica,
nosso objetivo seré estudar a estabilidade das solu¢oes de campo nulo, quando o campo
é submetido a condicoes de contorno. Iniciaremos este capitulo desenvolvendo um
mecanismo para analisar a estabilidade da solucao ¢y = 0. Na primeira e segunda
subsecao iremos impor sobre o campo condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas
e antiperiddicas, respectivamente. Estas condi¢oes de contorno nao permitem solugoes
de campo constante diferentes de zero. Sendo assim, se a solugao ¢q = 0 for instéavel,
partiremos em busca da solu¢ao de campo estavel que minimize a energia, isto é, par-
tiremos em busca do ground state da teoria, que, neste caso, deve ser necessariamente
dependente espacialmente!. Esta dependéncia espacial caracteriza a quebra da invari-
ancia translacional do vacuo da teoria, ou seja, o vacuo agora deixa de ser homogéneo
e isotropico. Na terceira e quarta subsecao iremos impor sobre o campo condigoes
de contorno periédicas e de Neumann homogéneas, respectivamente. Estas condigoes
de contorno permitem solugoes de campo constante diferentes de zero, o que torna
a busca pelo ground state da teoria substancialmente mais simples. E, finalmente,
terminaremos o capitulo discutindo brevemente alguns resultados encontrados nessas

subsecoes.

3.2 Mecanismo para estudar a estabilidade da solucao
¢o =0

Considerando uma teoria que apresenta a tree level quebra espontanea de simetria,

devemos fazer m = iM, com M > 0, na equagao (3.2). Isto nos conduzira a

1 1 1
L(,0.0) = §3u¢3“¢ + §M2¢2 — 56%4’ (3.4)

com um potencial do tipo de Higgs dado por

'Uma vez que estamos considerando condicoes de contorno que nio variam com o tempo nio ha
porqué esperarmos que o campo venha adquirir uma dependéncia temporal.
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1

V(9) = —5 M + 5" (3.5)

O minimo classico (vacuo classico) ocorre em

bosr = iﬁ%, (3.6)

sendo portanto degenerado. Dessa forma, como dissemos, a teoria apresenta a tree level
quebra espontanea de simetria e a solugao de campo nulo ¢ instéavel. Nos perguntamos
entao se existe a possibilidade das condi¢oes de contorno fazerem com que a solugao
de campo nulo se torne estavel. Com o propoésito de verificar isto, iremos analisar a

estabilidade da solugao ¢y = 0 fazendo uma pequena variacao na energia do sistema.

Podemos obter a energia da seguinte forma?,

El¢] = /d% {mz; . E} - /d% {%qﬁ (-V?) ¢+ V(¢>)} . (3.7)

Considerando uma solucao perturbativa, ¢g+ 1, onde ¥ além de ter a mesma natureza

que ¢q ainda é tratado como pequeno, podemos usar a expansao funcional para escrever

5B = Elon+] - Elod = El] + [ &'

1 02E
* 5/ YW S se@)

Se ¢ for uma solucao de campo estavel, deveremos ter

oF
50@) I V1O

o PP Pyt~ Blgo]. (3.5)

Wy

560 oo = (3.9)

0

52E
6p(y)od(z)

A equagao (3.9) nos conduz imediatamente a equagao de movimento

> 0. (3.10)

%0

2Consideramos na equagdo (3.7) apenas as solugdes estaticas, pois utilizaremos apenas condigoes
de contorno que nao variam com o tempo.
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(3.11)

Agora levando em consideracdo as equagoes (3.9) e (3.10), a equagao (3.8) reduz-se a

2

1 0°FE 3 3
5E=§/¢(y)m Y(z)d’z dy + -

b0
Sendo

5?E

0¢(y)o¢(x)

e considerando termos até o de segunda ordem, teremos

o = (=72 V(00) o —y)

58 =5 [ da o) (= v+ V() )ula).

Uma vez que ¢ deve ser auto-vetor do operador ( S VAN (¢0)>, teremos

( -V VH(¢O))¢N = ANYN.

Para a solu¢ao ¢y = 0 a equagao (3.15) assume a forma,

(V2 = M?) ¢y = Antw.

A equagao (3.16) pode ser escrita como

—Vy = ()\N + Mz) Uy = I,

segue-se que

Ay =" — M>.

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

O menor valor que Ay pode assumir é chamado de auto-valor inferior e é dado por

o = 1o — M?,

(3.19)
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onde o sinal de \y é determinado pelo menor auto-valor do laplaciano

V2o = —lo*yo. (3.20)

Observando as equagoes (3.14) e (3.19) concluimos que se Ay < 0, entdao 0F < 0 e a
solucao de campo nulo ¢ instéavel. Por outro lado se A\g > 0, entao dE > 0 e a solugao
de campo nulo sera estavel.

Uma vez que os valores assumidos por ly? dependem fortemente das condicoes de con-
torno impostas ao campo, adiantamos que devido as mesmas devemos ter [2 > 0. Se as
condicoes de contorno para ¢ sao tais que ly*> = 0, segue-se imediatamente da equacao
(3.19) que Ay < 0 e, conseqiientemente, ¢y = 0 é uma solugao de campo instéavel. Este é
o caso onde as condi¢oes de contorno permitem solugoes de campo constante diferentes
de zero. Entretanto, se as condi¢oes de contorno proibirem valores de campo constante
diferentes de zero, deveremos ter [y> > 0, e a estabilidade ou instabilidade da solucao
¢o = 0 seré determinada pela magnitude de Iy’ na relacao \g = lo> — M?. Esperamos
que ly*> venha depender de uma escala de comprimento descrita pelas condicoes de
contorno. Sendo assim, havera um determinado comprimento em que a estabilidade da
solugao ¢y = 0 nao sera garantida, e como as condigoes de contorno proibem valores de
campo constante diferentes de zero, deveremos ter, necessariamente, um ground state

nao constante.

3.2.1 Estudo da estabilidade da solugao ¢y = 0 quando o campo
é submetido as condicoes de contorno de Dirichlet ho-

mogeéneas

Vamos analisar a estabilidade da solucao ¢y = 0 quando o campo ¢ é submetido as
condicoes de contorno de Dirichlet homogéneas. Antes de impor nossa condicao de
contorno, vamos primeiro considerar uma situacao tal que na direcao z o campo ¢
fique confinado na regido —a/2 < z < a/2 satisfazendo as exigéncias, ¢ = 0 em
z = +a/2. Nas diregdes x e y podemos também exigir que o campo ¢ tenha o mesmo
comportamento em = = *a,/2 e y = *a,/2. Entretanto, se tomarmos os limites

ag,a, — 00, esperamos que as condigoes de contorno nas direcoes x e y nao venham
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a ter importancia® [40]. Adotando estas escolhas, agora teremos que! ¢ = ¢(2) e as

equagoes (3.11) e (3.17) assumirao a forma

2 dV

_ae oV _ 21

dz2+d¢ 0 (3.21)
e

i _ In2 3.22

s all U (3.22)

Para determinarmos o menor auto-valor, ly%, devemos encontrar os auto-valores do
operador da equagao (3.22) com v satisfazendo as condigoes de contorno de Dirichlet
homogéneas. Uma solugao da equacgao (3.22), satisfazendo as condigoes de contorno de

Dirichlet homogéneas, pode ser dada por

¢N(2) = AN COS (ZNZ) + BNSGD (ZNZ) s (323)

onde Ix? > 0.

Ao exigirmos que ¥ (z = £a/2) = 0, acharemos que

N+1
o= NHDT I N=0.1,2.3 (3.24)
a

Assim, o menor valor que [y? pode assumir sera dado por

o2 == (3.25)
Substituindo a equagao (3.25) na equagao (3.19), teremos

71.2

N = — — M2 (3.26)

a2
Para obtermos o comprimento critico devemos fazer Ay = 0. Entao, o comprimento

critico para o qual a solucao ¢y = 0 é estavel sera

= -_—. '2
Q= 7 (3.27)

3Um exemplo fisico desta situacdo, quando estamos trabalhando com uma teoria quantica de
campos, ocorre no calculo da energia de Casimir para um campo confinado entre duas placas planas
paralelas, algo que a propésito foi discutido no capitulo 2.

4Também devemos fazer 1) = 1)(z), pois 1) tem a mesma natureza que ¢.
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Assim, se a < a,. a solugao ¢y = 0 é estavel e, portanto, é vacuo, ou, equivalentemente,
estado fundamental da teoria. Entretanto, se a > a. a solugao ¢g = 0 é instével e,

portanto, nao é vacuo da teoria.

3.2.2 Solugoes ¢y nao uniformes para o campo satisfazendo as

condicoes de contorno de Dirichlet homogéneas

Se a > a., devemos partir em busca de uma solugao do tipo ¢y = ¢o(2), pois as
condicoes de contorno de Dirichlet homogéneas proibem solugoes de campo constante

diferentes de zero. Para este fim, usaremos a equagao (3.21)

d*¢ AV
——+4+ —=0.
dz? + do
Explicitando o potencial, teremos
d*¢ d 1 1
T 2 S 3204 ) = 0. 3.28
dz2+d<b(2 AR (3.28)
A equagao (3.28) pode ser escrita como
dpd*¢ d 1 5. 1 5.
————t+—|—=M — =0 3.29
dzd22+dz( 2 ¢+125¢ ’ (3:29)
ou ainda
d [ 1/dp\* 1 1
iy S s eV 0 A My > C o G 3.30
dz{ Q(dz) 2 ¢+12ﬁ¢ 0 (3:30)
Segue-se entao que
1 (dop\? 1 1
) S M2 320t = (. 3.31
2 (dz) 2 o 125 ¢ ( )
Por uma questao de conveniéncia escolheremos a constante, C’, de forma a obtermos
uma expressao fatorizavel para a equagao (3.31). Assim, devemos fazer C' = C' — %]‘g—;

Fazendo esta escolha, a equagao (3.31) pode ser reescrita como

1(do\® 1 o0 1.5, 3M'
5(@) ‘l'ﬁﬁgb §M¢ +ZF—C (3.32)
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ou

1o\t (8, vameY
-l (£> +(ﬁ¢ _77) e (3.33)

Para que ¢(z) seja continuo no intervalo [—a/2,a/2] com ¢(+a/2) = 0, deveremos ter

pelo menos um ponto critico neste intervalo, ou seja, d%j(’) = 0. Levando em conta
estas consideracoes, concluimos que além de C' nao ser negativo o maior valor que o
mesmo pode assumir é C' = %]\g—; Entao,
3 M*
0<C< Zﬁ (3.34)
A inequagdo (3.34) pode ser escrita na forma
3 M4
C=-a’—, com0<a’<1. (3.35)
4 32
Entretanto, quando substituimos ¢ = 0 e ¢ = j:\/g% na equagao (3.33), obtemos
C = %%[—; e C' = 0, respectivamente. Isso implica na eliminagao desses dois possiveis

valores para a constante C, pois ¢ = 0 foi excluido por nao ser uma solucao estavel,
enquanto, ¢ = +v/3% por nao serem permitidos pelas condicdes de contorno. Dessa

maneira, a equagao (3.35) deve ser reescrita na forma

3 ,M*
C =

- Zogﬁ’ com0 < a® <1, (3.36)

Para acharmos ¢(z) sera conveniente escrevermos a equagao (3.33) na forma integral.

Fazendo isto, teremos

é(2)
d
ctaj2—+ / A (3.37)
) \/%ﬁ2¢4_M2¢2+%%_20

onde os limites de integragao sao definidos de forma que z < ¢(z) e —a/2 < ¢(—a/2) = 0.
Explicitando C' em (3.37), obteremos

é(2)

z—l—a/2:j:/ L | (3.38)
)50 — M2 + 3 (1 o)
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A equagao (3.38) pode ser escrita na forma

¢(2)
do
z+a/2==+ : (3.39)
O/ Vit (07 =) (027 = ?)
com
0i’ = 3]\5—;(1 + a). (3.40)
Ao fazermos ¢ = ¢_send, teremos que ¢(z) = ¢_senfy; — Oy = sen™! (%) e a

equacao (3.39) assumira a forma

O

(z+a/2), comk = ¢— (3.41)

d B+
=+
o

0/\/1—/£286n6_ V6

Sendo ¢2 = 3]‘;—22(1 +a)e0 < a?< 1, teremos que

1—
K =1/ 047 com0 <k <1 (3.42)
I1+a

Desta forma, a integral da equagao (3.41) trata-se de uma integral eliptica. Agora seja,

O
w _ o
/m = 4u, comu= \/6< +a/2). (3.43)

0

Para sermos mais precisos a integral definida pela equagao (3.43) é chamada de integral
eliptica de primeira espécie [36]. Por outro lado, as fungoes elipticas de Jacobi sao

definidas como as inversas da integral eliptica de primeira espécie. Desta forma, se

O

do
0/ V1 — Kk2senf - (344)

onde #,; é chamado de amplitude correspondente ao argumento w e é escrito como

Oy = am(w, k) = am(w) (3.45)
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e k € chamado de modulo, podemos definir as fungoes elipticas de Jacobi da seguinte

forma®

sn(w, k) = senjam(w)| = senf,y,
(w, k) [am(w)] M (3.46)
en(w, k) = coslam(w)] = cos @y;.
Sera 1util mencionar algumas propriedades destas fungoes, a saber,
(sn?(w, k) + en?(w, k) = 1,
sn(0, k) = 0,
en(0, k) =1, (3.47)
sn(—w, k) = —sn(w, k),
l en(—w, k) = cn(w, k)

Observando as equagoes (3.47) notamos uma semelhanga com as fungoes circulares
senfl e cosf. Na verdade, as funcgoes elipticas de Jacobi sao uma generalizacao das
funcoes circulares. Embora w nao seja um angulo, w torna-se um angulo quando
k — 0, e as funcgoes elipticas de Jacobi degeneram-se nas fungoes circulares, ou seja,
sn(w,0) = senw e cn(w, 0) = cosw. Com algumas modificagoes apropriadas também é
possivel mostrar que no limite kK — 1 estas fungoes elipticas degeneram-se nas fungoes
hiperbolicas sn(w, 1) = tanhw e cn(w, 1) = sechw [36]. De posse destas defini¢oes,

podemos escrever

¢o(2) = ¢—sn(w, k). (3.48)

Uma vez que w = tu e sn(+ u, k) = £ sn(u, k), teremos

¢o(2) =t ¢p_sn(u,k) =+ ¢p_sn (%( +a/2), /{) (3.49)

ou

bo(z) = j:\/g%\/l —«a sn (%\/1 +a(z+a/2), 113) : (3.50)

Na equacao (3.50) existe uma constante de integragao®, «, a ser determinada pela

SExistem outras funcoes, mas as mesmas aqui nao serdo tteis. Para o leitor interessado no estudo
das fungdes elipticas de Jacobi indicamos as seguintes referéncias [6], [17], [36] e [41].

6A primeira constante de integracio, a/2, foi determinada diretamente ao realizarmos a integral
definida (3.37).
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condigdo de contorno, ¢g(a/2) = 0. Passaremos agora a determinar esta constante

utilizando tal condi¢ao. Entao,

dolaf2) — i¢_m(%%{/z+me0
— 4+¢_sn (%a n> — 0, (3.51)

o que nos conduz a

on (e =0 (3:52)

Uma vez que os zeros de sn(u, k) estao em u = 2N K (k) [41], com N =0, +1, £2, ---

onde K (k) é a integral eliptica completa de primeira espécie, que é dada por

w/2
do
Kk = | —Z 3.53
(%) / V1 — k?sen?d (3:33)
0
ao explicitarmos o valor de ¢ em (3.52), obteremos
M 1—-
1t aa=2NK ) comN=1,23, - (3.54)
V2 1+«

onde o valor N = 0 foi excluido por termos uma solugao identicamente nula, ou seja,
¢o = 0, que é uma solucao de campo instavel. Ja os valores negativos de N nao
foram considerados por que sn (u, k) é uma fun¢ao impar de u e uma mudanga de sinal

afetaria apenas o sinal global de ¢q. Escrevendo a equagao (3.54) na forma

- K<1—¢T_a> (3.55)

co1m

_aM

(3.56)

e sabendo que a integral eliptica completa de primeira espécie é uma func¢ao monotoni-

camente decrescente de v no intervalo 0 < a < 1, tendendo a infinito quando @ — 0 e
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ao valor 7/2 quando o — 1, isto implica que a solugao (3.55) so existe se [40]

™

> —. 3.57
YN 2\/§ ( )
Entao,
aM - T
INV2 ~ 22’
ou
>N T (3.59)
a e, COM @, = —. .
M

Pode-se mostrar que todas as solugoes para N > 2 sao instaveis [5]. Desde que a energia
das solugoes com N > 2 sejam todas maiores que a energia para a solu¢gao com N =1,
este resultado poderia ser esperado desde o inicio. Portanto, nos concentraremos no

caso em que N = 1. Substituindo este valor de N na equacao (3.55), teremos

T a 11—«
———V1lt+a=K ) 3.60
2/2 a. “ ( 1+a> (3.60)

Para grandes valores de a/a. podemos usar a expressao assintotica de K (k) [17], [36]

1

K(k) g—ln( 10

11—k

5 ) , parak — L. (3.61)

3 x — 1-«a Al
Agora expandindo o lado esquerdo da equagao (3.60) e k = / 7o, €m poténcias de a
e desconsiderando termos de maior ordem, encontraremos, com boa aproximacao para

a/a. grandes

™ awlm(ﬁ)' (3.62)

Entao’,

a = 16exp (—%g) : (3.63)

7Apesar dos resultados apresentados aqui concordarem com o resultados propostos na referéncia
[40], o valor de « nesta referéncia difere por um fator de 2 do nosso resultado.
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Demonstrando assim que a solucao para o depende somente da dimensao da relagao
a/a.. Este ultimo resultado conclui nossa busca por uma solu¢ao de campo nao cons-
tante quando o mesmo é submetido as condi¢oes de contorno de Dirichlet homogéneas.

Portanto, ¢g(z) fica completamente determinado e é dado por

do(z) = i\/g%m sn (%\/1—#—@(2 +a/2), 1- a) :

V2 1+«

com a > /M e « satisfazendo a equagao (3.63).

3.2.3 Estudo da estabilidade da solugao ¢y = 0 quando o campo

é submetido as condicoes de contorno antiperiédicas

Para impor nossa condi¢ao de contorno escolheremos trabalhar numa regiao tal que
o campo ¢ seja funcao das coordenadas em um espaco topoldgico M? x St onde M?3
¢ o espaco de Minkowski tridimensional e S' é um espaco compactificado em uma
circunferéncia de comprimento a. Exigiremos que a coordenada no espaco S* satisfaca

condicoes de contorno antiperiédicas, ou seja,

oo, 2) = —pla, 2 + a), (3.64)

onde z ¢ a coordenada no espaco S e a representa as coordenadas no espaco M?3. Uma
vez que estamos interessados na configuracao do ground state na qual a simetria da
invariancia translacional para o espaco-tempo de Minkowski, M3, é assumida que seja
nao violada, devemos nos preocupar somente com a invariancia translacional para a

direcao do espago compactificado S! [37]. Ou seja,

6(2) = —6(z + a). (3.65)
Assim, da mesma forma que para as condi¢oes de contorno de Dirichlet homogéneas,
teremos
d*¢ dV
—— 4+ — = 3.66
i g Y (3.66)
e
d2
ON —In2 . (3.67)

dz?
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Para Iy? > 0 as solucdes da equacio (3.67) sao dadas por

Yy (z) = Ay cos (Iyz) + Bysen (Inz), (3.68)
Ao exigirmos que ¥ (z) = =y (2 + a), obteremos
2N +1
Iy = u, com N =0, +1, £2, 3, (3.69)
a

Assim, o menor valor que [y? pode assumir sera dado por

=" (3.70)

De maneira analoga ao que foi feito para as condigoes de contorno de Dirichlet ho-

mogéneas, teremos

= 3.71
0= (371)

Portanto, se a < a. a solugao ¢g = 0 é estavel e, portanto, é vacuo da teoria. Contudo,

se a > a. a solucao ¢y = 0 é instavel e, portanto, nao é vacuo da teoria.

3.2.4 Solucgoes ¢y nao uniformes para o campo satisfazendo as

condicoes de contorno antiperiodicas

Se a > a., devemos partir em busca de uma solugao do tipo ¢y = ¢(2), pois as
condicoes de contorno antiperiédicas proibem solugoes de campo constante diferentes

de zero. Novamente seremos conduzidas a equacao

iAo\ (B . VEM2\_
-3 (E) +(E¢ —77) =C. (3.72)

Quando ¢ =0 — C = %]ﬂ”—; e quando ¢ = \/5% — (' = 0. Portando, levando em

consideracao os argumentos da subsecao anterior, podemos escrever

3 ,M*
C = Zazﬁ’ com 0 < a? < 1. (3.73)

Novamente procedendo de maneira analoga ao que foi feito para as condi¢des de con-

torno de Dirichlet homogéneas, acharemos que



49

oo(2) = i\/g%vl—oz sn <%\/1+&(z—zo), 1;2) ) (3.74)

A constante de integracao z, aparece, como no caso das condi¢bes de contorno de

Dirichlet homogéneas, na integracao da equacao (3.37). Na subsegao anterior o valor
desta constante era zyp = —a/2, entretanto, ndo temos aqui uma condi¢do de contorno
tal que fixe o valor desta constante. Contudo, zy reflete na verdade a invariancia
translacional da equagao de movimento, de tal forma que aqui nao h& problemas em
fixarmos seu valor como sendo nulo [37]. Desta forma, a equacao (3.74) seré reescrita

na forma

do(2) :iﬁ%\/l—a sn (%\/Haz,\/i:j). (3.75)

Agora passemos a impor as condigoes de contorno antiperidédicas sobre ¢y a fim de

determinarmos «. Assim,

¢o(2) = —o(z + a), (3.76)

ou seja,

+¢_sn (%Z, n) = F¢_sn (6%@ +a), F;) . (3.77)

Portanto,

n (%z, K) - <%(z +a), n) | (3.78)

Antes de prosseguirmos, consideremos primeiramente a integral

o+m

do
/ V1 — k2sen26’ (3:79)

0

Logo,

o+m T ¢+

do do do
- = — 4 _— 3.80
/ v 1 — K2sen?f / v1 — K2sen?f / V1 — K2sen26 ( )

0 0 s
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ou

o+ /2 é

do do do
_— =2 —1—/ . 3.81
/ V1 — K2sen?d 0/ V1 — K2sen?f ) V1 — Kk%sen2f ( )

0

Uma vez que

w/2

do
0/ v 1 — Kk2sen?0 =k (382)

¢

do
/ V1 — k2sen20 - (3:83)

0

teremos que

o+

do
—_— =u +2K. 3.84
/ V1 — k?sen?f ( )

0

Agora usando a primeira propriedade de (3.46), sn(u) = sen[am(u)], podemos escrever

sn(u+ 2K) = senfam(u + 2K)] = sen(¢ + m) = —seng. (3.85)

Mas ¢ = am(u). Portanto,

sn(u + 2K) = —snu. (3.86)

Notando que —snu = sn(u + 2K) = sn(u + 6K) = sn(u + 10K) ... e que —snu =
sn(u — 2K) =sn(u — 6K) = sn(u — 10K) ..., podemos escrever

sn(u+2NK) = —snu, com N = +1, £3, £5, --- (3.87)

Da mesma forma que foi feito para as condig¢oes de contorno de Dirichlet homogéneas,
trabalharemos somente com os valores positivos de N. Sendo assim, a equagao (3.87)

deve ser reescrita como
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sn(u+2NK) = —snu, com N =1,3,5,--- (3.88)

Desta forma, podemos usar a propriedade (3.88) na equagao (3.78) para obtermos

%a _INK (3.89)
ou
M TFaa=aNK(®). (3.90)

V2

Os argumentos da subsec¢ao anterior nos permitem escrever

T
> Na,., c= —. 3.91
a a com a i ( )

Como ja dissemos, pode-se mostrar que todas as solugdes para N > 2 sao instéaveis [5].
Portanto, nos concentraremos no caso em que N = 1. Substituindo este valor de N na

equagao (3.90), teremos

Ea_c 1+ a=2K(k). (3.92)

Considerando valores grandes de a/a.., como foi feito no caso das condigoes de contorno

de Dirichlet homogéneas, podemos escrever a solucao com boa aproximacao

T a
a = 16exp (——— : (3.93)
\/§GC)

Que é exatamente o mesmo resultado encontrado para as condi¢des de contorno de
Dirichlet homogéneas, ou seja, s6 depende da relagdo a/a.. Este ultimo resultado
conclui nossa busca por uma solu¢ao de campo nao constante quando o mesmo é
submetido as condigoes de contorno antiperiodicas. Portanto, ¢g(z) fica completamente

determinado e é dado por

M M 1—«a
(bo(z):i\/g?\/l—a sn (EvleOéz’“qua)’

com a > /M e «a satifazendo a equagao (3.93).
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3.2.5 Estudo da estabilidade da solugao ¢y = 0 quando o campo

é submetido as condicoes de contorno periédicas

Para impor nossa condicao de contorno escolheremos mais uma vez trabalhar numa
regiao tal que o campo ¢ seja funcao das coordenadas em um espaco topologico M3 x S*,
onde M? & o espaco de Minkowski tridimensional e S' é um espaco compactificado em
uma circunferéncia de comprimento a. Exigiremos que a coordenada no espaco S*

satisfaca condigoes de contorno periddicas, ou seja,

d(a,z) = dla, 2z + a), (3.94)

onde z é a coordenada no espaco S* e a representa as coordenadas no espaco M?3. Da
mesma forma ao que foi feito para o caso das condic¢oes de contorno antiperiddicas,
assumiremos que a simetria de invariancia translacional para um espaco-tempo de
Minkowski nao seja violada. Isto significa que deveremos nos preocupar somente com

a diregao do espago compactificado St [37]. Este raciocinio nos conduziré a equagao

d*Yy

T = —In*Yn. (3.95)

Uma solugao da equagao (3.95), satisfazendo as condigdes de contorno periodicas, pode

ser dada por

Wn(z) = Acos(lyz) + Bsen(lyz). (3.96)
Ao exigirmos que ¥y (2) = 1¥n(z + a), obteremos

2N
Iv="""" com N=0,41, 42, +3, - (3.97)
a

Assim, o menor valor para [y? sera dado por

I = 0. (3.98)

Substituindo a equagao (3.98) na equagao (3.19), teremos

Ao = —M? < 0. (3.99)

E, conseqiientemente, 0 < 0. O que mostra que nao existe um comprimento critico

para o qual a solucao ¢y = 0 seja estavel quando o campo é submetido as condigoes
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de contorno periddicas. Entretanto, esta condicao de contorno permite solugoes de
campo constante diferentes de zero e esta solucao pode ser facilmente encontrada, pois
uma vez que o campo é constante podemos esquecer a parte cinética da energia e nos

preocupar somente com a parte potencial. Isto posto, devemos exigir

2—‘; . =0 (3.100)
(S
% . >0 (3.101)

O que nos conduz imediatamente a bem conhecida solugao
M
doy = i\/ﬁﬁ. (3.102)

3.2.6 Estudo da estabilidade da solucao ¢, = 0 quando o campo
é submetido as condicoes de contorno de Neumann ho-
mogéneas

Para estudarmos a estabilidade da solucao ¢y = 0, quando o campo é submetido as
d¢

? dz?

anule em z = +a/2. Nas diregdes = e y tomaremos os limites a,,a, — 0o0. Desta

condicoes de contorno de Neumann homogéneas, iremos exigir que a derivada se
forma, as condigoes de contorno nas dire¢oes x e y nao terao importancia. Isto posto,

teremos

d*

T = —InN*1)y. (3.103)

Uma solugao da equagao (3.103), satisfazendo as condigoes de contorno periddicas,

pode ser dada por

Yn(z) = Acos(lnz) + Bsen(lyz). (3.104)
Ao exigirmos que 2£X 51;“/ 2) = dn d(:/ 2 — 0, obteremos
N
Iv=""_ comN=0,1,23 (3.105)

a
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Assim, o menor valor que Iy? pode assumir sera dado por

I = 0. (3.106)

Substituindo a equagao (3.106) na equagao (3.19), teremos

Ao = —M? < 0. (3.107)

E, conseqlientemente, 6 < 0. Este ultimo resultado nos mostra que nao existe um
comprimento critico para o qual a solucao ¢y = 0 seja estavel quando o campo é subme-
tido as condigoes de contorno de Neumann homogéneas. Entretanto, da mesma forma
que para as condigoes de contorno periddicas, as condi¢oes de contorno de Neumann
homogéneas permitem solugoes de campo constante diferentes de zero e estas solugoes

também podem ser obtidas facilmente. Das consideragoes da subsecao anterior, segue-

se que
%
% %o :0, (3108)
d*V(9)
T& 40 >0 (3109)

e somos novamente conduzidos a bem conhecida solugao

Got = i\/ﬁ% (3.110)

3.3 Estudo da estabilidade da solugao ¢y = 0: Con-

sideracoes finais

Nossos resultados obtidos para as condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas e
antiperiodicas nos conduziram a um comprimento critico para o qual a estabilidade
da solugao ¢y = 0 é garantida (Tabela 3.1). Entretanto, a existéncia da possibilidade
da escala de comprimento da teoria ser maior que a critica nos levou a um ground
state dependente da localizacao no espaco. Outro fato importante é que, o tipo de
dependéncia deste campo com respeito ao espago é feita através de uma funcao elip-
tica de Jacobi. As funcoes elipticas aparecem freqiientemente no estudo das teorias

de equagoes diferenciais nao lineares e sao uma generalizagao das fungoes circulares.
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Tabela 3.1: Solugoes de vacuo para o campo ¢ quando o mesmo é submetido a condigoes de
contorno

Dirichlet homogéneas: ¢y = 0 estavel se a < a, = w/M ou ¢y = ¢o(2) se a > a,
Antiperiodicas: ¢y = 0 estavel se a < a. = 7/M ou ¢g = ¢o(z) se a > a,

Periddicas: ¢y = 0 instavel. As solugoes de vacuo sao ¢+ = :I:\/g%

Neumann homogéneas: ¢g = 0 instavel. As solugoes de vicuo sao ¢p+ = j:\/g%

Contudo, diferentemente das fungoes circulares, dependem nao s6 de um argumento,
mas também de outro parametro chamado de médulo. Ao tentarmos fazer uma analo-
gia entre estes dois tipos de fungoes seremos levados a crer que o argumento da funcao
eliptica é analogo ao angulo de uma funcao circular, enquanto o médulo, em uma
interpretacao geométrica, seria o analogo a excentricidade de uma elipse na qual as
funcoes elipticas estariam definidas. No entanto, o argumento de uma funcao eliptica
s6 serd de fato um angulo quando o moédulo desta funcao for nulo e por isto devemos
ser cautelosos quando lidamos com fungoes deste tipo. Cabe lembrar que solucoes em
termos de funcgoes elipticas s@ao também encontradas no estudo de sistemas solitonicos
que abrange quase todos os ramos da fisica, indo desde a hidrodinamica, passando
pela fisica de particulas até a teoria de campo nao linear [36]. J& no que se refere
aos resultados obtidos para as condigoes de contorno periédicas e de Neumann ho-
mogéneas concluimos que, a nivel classico, estas condi¢oes de contorno nao podem
tornar a solucao de campo ¢y = 0 estével, o que nos obrigou a partir em busca de
outras solugoes. No entanto, podemos nos perguntar se seria possivel correcoes radia-
tivas tornarem-se de ordem classica, fazendo com que a solugao de campo, ¢g = 0, seja
estavel. Este serd o estudo que faremos no préximo capitulo, que a propoésito é a parte

principal de todo nosso trabalho.



Capitulo 4

Correcoes radiativas para o estudo da
estabilidade da solucao ¢y = 0 quando
o campo é submetido as condicoes de
contorno periodicas e de Neumann

homogéneas
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4.1 Introducao

Condicoes de contorno podem, eventualmente, modificar o vacuo da teoria. No en-
tanto, vimos, no capitulo 3, que as condi¢oes de contorno Periddicas e de Neumann
homogéneas nao foram capazes de causar esta modificagao. Naquele capitulo fizemos
uma analise puramente classica do sistema. Neste capitulo iremos realizar correcoes
radiativas para estas teorias e esperamos que estas correcoes venham se tornar de
ordem classica modificando assim essa situacao’. Iniciaremos nossa abordagem desen-
volvendo um mecanismo para o estudo da estabilidade da solugao ¢y = 0. Nas duas
subsegoes seguintes iremos impor sobre o campo condigoes de contorno periddicas e
de Neumann homogéneas, respectivamente. Nosso objetivo inicial seréd determinar um
comprimento critico para o qual a estabilidade da solucao ¢y = 0 seja garantida. Uma
vez que estamos lidando com condigoes de contorno que permitem solugoes de campo
constante diferentes de zero, se a escala de comprimento da teoria for maior que a
critica, uma solucao de campo constante podera ser imediatamente obtida por meio
do minimo do potencial cléssico da teoria. O fato de trabalharmos com uma teoria
quantica de campos nos conduzira a grandezas divergentes e por isto precisaremos de
uma técnica de regularizacao para contornar esta dificuldade. Escolheremos usar como
método de regularizacao a funcao zeta generalizada. Enfim, faremos o que foi proposto
e terminaremos o capitulo comentando sobre algumas consideragoes feitas e sobre os

resultados obtidos.

4.2 Mecanismo para estudar a estabilidade da solucao
¢o =0

Seja a teoria para o campo escalar real dada pela densidade de lagrangeana

£(6,00) = 50,00"6 — 5m*6? — 6" (1)

Partindo da situacao em que ¢y = 0 é inicialmente uma solugao de campo instéavel,
devemos fazer m = iM com M real e maior do que zero. Desta forma, a densidade de

lagrangeana (4.1) seré escrita como

£(6,06) = 50,600 + 5 M6 — (76" (4.2)

1'Uma correcdo radiativa para estas teorias usando o potencial efetivo pode ser encontrada nas
referéncias [13] e [15].
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O potencial cléssico é do tipo de Higgs e é identificado como sendo

Vi(g) = —%MW + 1—12ﬁ2¢4, (4.3)

com minimo degenerado dado por

¢i:i%%§ (4.4)

Visto que uma teoria de campos pode ser definida a partir do funcional gerador das
fungoes de Green, Z[J|, também conhecido como amplitude de persisténcia do vdcuo
sob a influéncia de fontes de campos externos, J(z), usaremos esta obordagem para
calcular a energia e a partir desta tltima faremos nossa analise. O funcional gerador
das funcoes de Green esta relacionado com o funcional gerador das fungoes de Green
conexas, W[J], por [16,30]

Z1J] = exp {%W[J]} _ %ﬂ% (4.5)

onde (0%]07) ; é a amplitude de transi¢do vacuo-vacuo na presenca de uma fonte externa
J(z). E, ainda, como ja foi dito, Z[J] ¢ o funcional gerador das fungoes de Green
(conexas e desconexas). O funcional gerador das fungdes de Green conexas no espago-
tempo euclidiano esta relacionado & energia do sistema perturbado pela fonte, através
de

exp {%W[J]} — exp {_%E(m} | (4.6)

Mas,

Imﬂz—ﬂ¢ﬂ—gm@mm+om% (4.7)

onde S[¢, J] é a agao classica do sitema e A s@o os auto-valores do operador [ + V" (¢)].

Entao, considerando termos até a primeira ordem em A, a energia no espaco-tempo

euclidiano sera dada por

Bl = [ s {6(-0o+ V() + 5 n {det(4)) (4.9
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Para obter os auto-valores de A, expandiremos uma fungao ¥ (x) em uma base de ondas

planas elementares, exp(ikz). Assim, a auto-fun¢do () devera satisfazer a equagao

[0+ V" (o) Yr(z) = artpu(z),

Ur(x) o< exp(ikx).
Entao
[0+ V()] di(x) = (B + V"(¢)) ().
Portanto,

— (k,Q + V”(Qb)) )
Agora notando que para um operador A, diagonal, temos,
det A = det <<k|fl|k>) — Tkl AlR) = Hak
k

Tomando o logaritmo natural desta equacao ficaremos com

In(det A) = In (H ozk) Trin(ag) Zln (o).

Se os k forem continuos, teremos

In (det A) = W/d% In [k* + V" (¢)].

Portanto, usando a equagao (4.12), podemos escrever a energia como

El) = [ d'a {6(-D)6+ V() + 5 n {det [1* + 1"(6)]}.

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

Uma vez que iremos analisar solugoes do tipo ¢ = ¢, ou seja, solugoes de campo

uniforme; a derivada funcional passara agora a ser uma derivada ordinaria com respeito



60

a ¢g. Desta forma, o que nos iré interessar ¢ saber qual ¢, uniforme?, entre um conjunto

{¢o}, que minimiza F(¢q). Para ¢y uniforme a equagao (4.16) reduz-se a

ﬁ 1
B(60) = [ d'aV(gn) + 5 ln {det [&* + V7(60)] ). (117)
A equagao (4.17) pode ainda ser escrita como,

E(¢o) = QV (o) + g‘ In {det [k* + V" (¢0)] }, (4.18)

onde 2 é o volume do espago-tempo. Usando a propriedade (4.14), a equagao (4.18)

assume a forma

E(¢o) = QV (¢) + gTr In [k* + V" ()] (4.19)

Se ¢y = 0 for uma solugao de campo estavel, deveremos ter necessariamente

dE(¢) _
by lso=0 = 0 (4.20)
e
d*E
w > 0. (4.21)
doo #0=0
Derivando a equagao (4.19), obteremos
dE(do) / h V" (¢o)
=QV =Tr | ——F+— 4.22
AR R 22
e
P2E A iv " 2
(912)0) — QV”((b[)) + _Tr 2‘/ (qb()) _ (V (¢0)) 5 ) (423)
depy 2[R+ V(o) (K2 +V"(¢0))
Sendo V(¢o) = —iM?¢y* + £53%¢*, quando calculamos % em ¢o = 0 obtemos
imediatamente um valor nulo, enquanto que para %, em ¢y = 0, obtemos
TE@) | _ _ope 4o (2= 27| (4.24)
dgo® 1= . .

2E claro que s6 podemos considerar esta situacdo se nossas condicbes de contorno permitirem
solugoes uniformes, que é exatamente 0 nosso caso.
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2

Escolhendo por conveniéncia fazer v = iM — v? = —M?, teremos

% e = R RET (24 0?) 7 (4.25)
0

2
A substituicao, v = iM, implica na extensao de %(0‘20) b0
0=

isto, deveremos tomar a parte real desta derivada no final dos cédlculos. Aqui, até

para v imaginéario. Por

o presente momento, nao encontramos problemas em se fazer tal extensao, pois nao
estamos deixando de fora a regiao de interesse, ¢g = 0, a propodsito, esta regiao ja
foi previamente explicitada nos calculos. No entanto podemos futuramente enfrentar
alguns problemas, pois poderemos nos deparar com fung¢oes mateméticas que nao sejam
bem definidas nessa situagao. Este serd um assunto que deixaremos para discutir com

mais detalhes nas consideragoes finais deste capitulo.

4.2.1 Correcao radiativa para o estudo da estabilidade da solucao
¢o = 0 quando o campo é submetido as condicoes de con-

torno periédicas

Escolheremos trabalhar numa regiao tal que o campo ¢ seja funcao das coordenadas
em um espaco topologico M3 x S, onde M? é o espaco tridimensional de Minkowski e
S1 & um espaco compactificado em uma circunferéncia de comprimento a. Exigiremos

que a coordenada no espaco S! satisfaca condicoes de contorno periddicas, ou seja,

¢, 2%) = ¢(a, 2" + a), (4.26)

onde z* é a coordenada no espaco S! e a representa as coordenadas no espaco M?3.

Agora impondo as condi¢oes de contorno periddicas e de posse das relagoes (4.14) e

(4.15), a equagao (4.25) assume a forma?

d’E
d¢(oq§0) b0=0 Qv + b

INT > B
k:2+( 7T> + v (4.27)

a

Q1S R—
(27)3a N;m/dgk

A equacao acima é divergente, por isto precisamos de um método de regularizagao

para contornar esta dificuldade. Para tal fim, utilizaremos o método da funcao zeta

30nde usamos o fato da soma do espectro continuo ser substituida por uma integral, ou seja,

S f (k) — ke [ dk F(R).
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generalizada. Portanto, definindo

9N —(s+1)
Z /d3 [k:2 ( W) v2] = ((s+1). (4.28)
N=—00
e usando a relagao (veja Apéndice A)
=2 N5 gmg _ mL(S =) am_, 2
(k*+A%) " d k_mT(A)Q , para A*>0, (4.29)
oo s
teremos
> T(s—1/2) (4N?r? 1/2
1) = 3/2 2 4.30
ern= 3 PR () 30
ou ainda
I(s—1/2) |
1) = 32 1-2s
C(s+1) m NPy v
['(s—1/2) (27 =28 0 a2\ Ve
ortf L [ = N? : 4.31
L Yy (a) szl e (4:31)

A somatoria da equagao (4.31) tem a forma > (N2 + B?)7P, ou seja, a forma da fungao
N

zeta de Epstein-Hurwitz, cuja continuagao analitica é dada por (veja Apéndice B)

= 1 w3 1
N2 B2 = —B %4+ _ _—— _I'[p—=
2 (W 2 +2B%*r@>[( 2)*
N=1
> K, 1(2rNB)
+ 4 2 - ] (4.32)
N=1 (N7B)=™"
Usando a continuacao analitica da funcao de Epstein-Hurwitz, ficaremos com®
Ta v 2ra . K,_1 (Nav)
s+1)=— + el Y s 4.33
C( ) 2 S(S— 1) F<S+1) ]VZZI (NaU/Q)l—s ( )

4No primeiro termo do lado direito da equacio (4.33) usamos a propriedade I'(s + 1) = sI'(s) =
s(s—=1I(s—1).
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O primeiro termo da equagao (4.33) tem um polo simples em s = 0. Para eliminar
esta divergéncia usaremos a prescri¢ao de Salam e Strathdee [38], que consiste em

multiplicar o primeiro termo por s e derivar o resultado em s = 0, ou seja,

d
75 BTG | = (fe) +sf () |, = f(0), (4.34)
com f(s) = %“&st) Assim, teremos entao
2 > N
s+ 1), = ”‘;” {m (u ) - 1} + 21 an? Z Ncw/‘;” , (4.35)

=1

onde g é um parametro de escala introduzido® a fim de mantermos a funcio zeta

adimensional para todo s.

Sendo

K_1(z) = Ki(2) (4.36)

e levando em conta as consideragoes anteriores, a equagao (4.27) se torna

2E(¢O) B ) ﬁ62,02 1}2
sl el (2)
h3*0? = K, (Naw)
12 Nzl (Nav/2) } (4:37)

O segundo termo da equagao (4.37) é proporcional a h, o que o torna desprezivel
quando comparado ao termo classico. Para o terceiro termo, no entanto, a presenca do
parametro a, incluido na teoria pelas condi¢oes de contorno, permite que, para alguma
ordem de grandeza deste parametro, esta correcao se torne de ordem classica. Para a
analise da influéncia deste tltimo termo vamos introduzir um nimero inteiro m > 0
tal que mav < 1 e (m+1)av > 1, de modo que podemos dispor a soma em duas partes

como

5Este parametro de escala pode aparecer naturalmente se usarmos a definicio da zeta na forma

Culs) =2 (2)

7
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h3%0? i K (Nav) _ hB3%v? i K; (Nav) N hB3%0? i K (N(w). (4.38)
472 (Nav/2) 472 (Nav/2) 472 (Nav/2)

1 N=1 N=m+1
Sendo K; uma funcao decrescente de seu argumento, o segundo termo do lado direito

da equagao (4.38) é dominado pelo primeiro termo desta série, sendo portanto de ordem

h. Ou seja,
hp%v* i Ki(Nav) _ hB3%v® Ky ((m + 1)av) (4.39)
472 var (Nav/2) ~— 272 ((m+Dav) '
Uma vez que (m + 1)av > 1, teremos
h 2 2K 1 A 2,,2
ﬂ v l((m+ )(Z/U) ~ /6 v Kl(l), (44())

272 ((m+ Dav) ~ 2x2

o que mostra que este termo é de ordem A e por isto iremos desprezé-lo. Ja para o
primeiro termo do lado direito da equagao (4.38) o argumento de K; é menor do que

um, o que nos permite usar a expansao |3, 11]

)_l

T\ ™m 1 —
- K = -
( ) m(z) 2
l:O
x (m—+1)
)™

[\1:(1 +1) +

n
Mg

Fl+

2\2AT(m—1)
(5) S

)" (

JTm+141)

+ \I/:(m+l+1)—21n (5)] (4.41)

valida para m inteiro e maior do que zero. Desta maneira, a somatoria (4.38) assume

a forma

A3 o~ Ky (Nav) AB? <~ 1 Rp*%?
A2 Zl (Nav/2) 2mra® £ N2 4g? [¢(1)+¢(2)+
= =1
_ 9 (NQC‘”) + 0(a2v2)]. (4.42)

Desprezando os termos de ordem #, teremos
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d*E(o)

deo’

N=1

2 = 1
_ 2 E
$0=0 = Q {U + 27_‘_2&2 m} . (443)

Se m for suficientemente grande, podemos fazer

1 2
> Nz~ r(2) = 5 (4.44)
N=1
onde (g é a funcao zeta de Riemann. Agora sabendo que v? = —M? nao serd necessario

tomarmos a parte real da equagdo (4.43), pois a mesma é um namero real puro. Por-

tanto, teremos

d*E h3?
ﬂ = QM2+ o1 (4.45)
dpy”  |#0=0 12a2
O comprimento critico sera obtido quando % P 0. Segue-se entao que
o=
h3?
= 4.46
NS TIVE (4.46)

Portanto, se a < a. a solugao ¢y = 0 é estavel e, portanto, é vacuo da teoria. O
que mostra que a contribuigao advinda das corregoes radiativas foi capaz de garantir
a estabilidade desta solugao. Entretanto se a > a. esta solugao nao é mais estavel, o
que nos obriga a partir em busca de uma nova solugao. Esta nova solucao, no entanto,
pode ser facilmente obtida, pois as condigoes de contorno peridédicas admitem solucoes
de campo constante diferentes de zero. A solugao procurada é obtida tomando-se
o minimo do potencial classico, equacao (4.3). Portanto, a solugdo serd o minimo

degenerado dado por

by = i\/ﬁ% (4.47)
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4.2.2 Correcao radiativa para o estudo da estabilidade da solugao
¢o = 0 quando o campo é submetido as condicoes de con-

torno de Neumann homogéneas

Para estudarmos a estabilidade da solugao ¢y = 0, quando o campo é submetido as
condi¢oes de contorno de Neumann homogéneas, iremos exigir que a derivada, 2 d , se
anule em z = fa/2. Nas diregdes z e y tomaremos os limites a,, a,, — co. Neste caso,

a imposigao das condi¢oes de contorno nos fornece

—1
E(¢o) 2 05 & 3 2 N7\ 2
il = Qu +h(2ﬂ)3aNZ:0/d k |k + <7) +v (4.48)
Da mesma forma, definindo
. N 9 —(s+1)
Z/d?’k k? 4 (—) + 02 = ((s+1). (4.49)
N=0 @
Usando a relagao (4.29), teremos
> L, [(s—1/2) [ N*x? s=1/2
C(3+1):Z7r3/2 TGl ( = +v? . (4.50)
N=0
Destacando o termo N = 0, obtemos
[(s—1/2) ,_
1) = 32 1-2s
((s+1) m TG0 +
T(s—1/2) /myl-2s & a2\ P
A S Sl N? 4 —— : 4.51
* [(s+1) (a) N1< * 2 (4:51)

A somatoria da equagao (4.51) tem a forma Y (N?+ B?)7P, ou seja, a forma da fungao
N

zeta de Epstein-Hurwitz, cuja continuagao analitica é dada por (veja Apéndice B)

> 1 72 1
N2 B2 _ __B—2p T JE——
> (N7 2" T e ){ ( 2) +
N=1
27TNB)
+ 42 B } (4.52)
frat (NWB )z P
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Usando a continuagao analitica da funcao de Epstein-Hurwitz, ficaremos com

2T (s—1/2) | .,  wa v¥7%

1) = e AE—
Cs+1) > Te+D ¢ Tassont
2% SN K1 (2Naw)
+ 2ma —. (4.53)
(s + 1)]\[2:1 (Nav)'

Agora usando as consideragoes da subsecao anterior, podemos fazer

LK (2Nav) S K (2Naw) = K;(2Nav)
—_— = —_— —_— 4.54
Z (Nav) Z (Nav) + Z (Nav) (4:54)

N=m+1

Analogamente ao que foi feito e de posse das relagoes (4.34) e (4.41), teremos

ﬁ7T3/252 13202 02
= 02— In{—)-1
{ @r)Pa | 1672 [“(m) %

+ NZ: { i Ly w(w(l) +4(2) — 2In(Nav)) +

d*E(¢o)

deo’

8122 N2 472

O(Nav)ﬂ } : (4.55)

O terceiro e o quinto termo em diante da equagao (4.55) sdo proporcionais a h, o
que os tornam despreziveis quando comparados ao termo classico. Para o segundo
e o quarto termo, no entanto, a presenca do parametro a, incluido na teoria pelas
condicoes de contorno, permite que, para alguma ordem de grandeza deste parametro,
estas corregoes se tornem de ordem classica. Levando em conta estas consideragoes a

equagao (4.55) reduz-se a

d*E(¢o)

de’

ﬁﬂ'?’/QﬁQ hﬁQ m 1
_ 2 E
90=0 ¢ {U ~ (2n)%a * 8m*a® £~ N2 (4.56)

Entretanto o segundo termo da equagao (4.56) ¢ proporcional a™!, enquanto o terceiro

¢ proporcional a a=2. Assim, para pequenos valores de a, que ¢ a regidao em que estes
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termos podem se tornar de ordem classica, o segundo termo seré desprezivel em relacao

ao terceiro. Entao, a equagao (4.56) assumira a forma

*E(¢o)
deo’

2 e 1
2
soco = &2 {v + 52 > ﬁ} . (4.57)

N=1

Se m for suficientemente grande, podemos fazer

Z NL _ %, (4.58)

Da mesma forma que ocorreu no caso das condigoes de contorno periddicas, nao ha
necessidade de tomarmos a parte real da equagao (4.57), pois uma vez que v? = —M?

a mesma serd um numero real puro. Portanto, teremos

d*E(¢y) h3?
- =03 -M? : 4.59
dgy” 190~ TR (4.59)
Uma vez que o comprimento critico seré obtido quando % P 0, segue-se que

h3?
2
= — 4.

RV VER (4.60)

Portanto, se a < a. a solucao ¢g = 0 é estavel e, portanto, é vacuo da teoria. O
que mostra que a contribui¢ao advinda das corregoes radiativas foi capaz de garantir
a estabilidade desta solucao. Entretanto se a > a. esta solucao nao é mais estavel,
0 que nos obriga a procurarmos uma nova solucao. KEsta nova solug¢ao, no entanto,
pode ser facilmente obtida, pois as condi¢oes de contorno de Neumann homogéneas
também admitem solucoes de campo constante diferentes de zero. A solugao procurada
é obtida, da mesma forma que no caso das condi¢oes de contorno periédicas, tomando-
se 0 minimo do potencial classico, equacao (4.3). Portanto, a solu¢ao sera o minimo

degenerado dado por

Gt = iﬁ% (4.61)
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4.3 Correcoes radiativas: Consideracgoes finais

Ao realizarmos os calculos para obtermos a funcao zeta generalizada, utilizamos a con-

tinuagao analitica da funcao de Epstein-Hurwitz. Esta funcao se apresenta sobre a

o0

seguinte forma Y (N? 4+ B?)™". Uma vez que a funcio zeta generalizada é definida
N=1

para operadores elipticos, deveremos ter necessariamente que B? > 0. Entretanto,

B? « v? < 0. Portanto, deveriamos ter sido mais rigorosos neste célculo utilizando
funcoes matematicas definidas para operadores hiperbolicos e nao elipticos. Contudo,
nao encontramos tais fungoes na literatura. Por isto utilizamos fungoes definidas para
operadores elipticos, e, como forma de constatar a validade de nossos célculos, compara-
mos os mesmos com os obtidos nas referéncias [13| e [15]. Nestas referéncias os calculos
foram feitos utilizando a técnica do potencial efetivo por meio de uma construcao de
Maxwell. Frente a essa dificuldade, estendemos % so_o PATAY imaginério sem nos
preocuparmos em obter uma expressao bem definida para a fungao de Epstein-Hurwitz,
mas, em vez disto, nos preocupamos em tomar a parte real da derivada no final dos cal-
culos. No entanto, isto nao foi preciso ser feito, porque os termos da série de poténcias
para a funcdo de Bessel modificada de segunda espécie, equagao (4.37), que poderiam
nos dar um resultado imaginério, foram desprezados por darem uma contribuigao de
ordem quéantica a derivada segunda da energia. E, o que é mais importante, é que
nossos célculos estao de acordo com os obtidos nas referéncias [13] e [15], dando assim

credibilidade a nosso trabalho.



Capitulo 5

Conclusoes
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5.1 Conclusoes

Ao longo do nosso trabalho, em particular do capitulo 3, estudamos um mecanismo
para analisar a estabilidade da solucao ¢y = 0 utilizando derivadas funcionais. Entre-
tanto, poderiamos ter utilizado derivadas ordinarias ao trabalharmos com as condicoes
de contorno periddicas e de Neumann homogéneas, por estas permitirem solugoes de
campo constante diferentes de zero. Porém, preferimos empregar derivadas funcionais
pela sua aplicabilidade geral. Esta aplicabilidade geral nos possibilitou obter o ground
state da teoria dependente espacialmente (quando o campo é submetido as condigoes
de contorno de Dirichlet homogéneas e antiperiodicas), o que viola a simetria da in-
variancia translacional do vacuo. J& no estudo das condicoes de contorno periddicas
e de Neumann homogéneas concluimos que nao ha possibilidade da solug¢ao de campo
¢o = 0 tornar-se estavel quando a anéalise é feita a partir de uma abordagem puramente
classica. Entao, nos perguntamos se seria possivel garantir a estabilidade da solugao de
campo nulo partindo de uma teoria com corregoes radiativas. Fizemos esta analise no
capitulo 4 onde nossos célculos apesar de nao serem rigorosos, devido a mé defini¢ao
da funcao de Epstein-Hurwitz, os mesmos estao de pleno acordo com os das referén-
cias [13] e [15], o que confere credibilidade aos nossos calculos. A principal conclusao
que nossos resultados nos permitiu chegar é que as corregoes radiativas contribuem
para a estabilidade da solugao ¢g = 0, quando o campo é submetido as condicoes
de contorno periédicas e de Neumann homogéneas. Para isto foi preciso considerar
a relacao a < a.. Esta consideracao tem o papel de fazer com que as contribuicoes
advindas das correcoes radiativas tornem-se de ordem cléassica, permitindo que a esta-
bilidade da solucao ¢y = 0 seja estabelecida. Poderiamos ter encarado este resultado
como a restauracao da simetria do sistema. Esta analise ¢ feita em detalhes nas referén-
cias [13] e [15]. Contudo, preferimos abordar a estabilidade da solugao ¢y = 0. Nossas
corregoes radiativas sao oriundas do método funcional da teoria de campos (as integrais
de trajetorias) e nosso mecanismo para o estudo da estabilidade da solugao ¢y = 0 s6
permite analisar a estabilidade de solu¢oes uniformes. Caso quiséssemos realizar cor-
recoes radiativas da solugao ¢g(z), solugao obtida no capitulo 3, as derivadas ordinérias
empregadas no calculo do mecanismo de estudo da estabilidade no capitulo 4 deveriam
ser, necessariamente, substituidas por derivadas funcionais. Por outro lado, esta tarefa
nao é algo simples de ser realizada devido a complexidade das fun¢oes matematicas
envolvidas no célculo. Questoes como estas nos permitem sugerir como possiveis tra-
balhos futuros o estudo de uma maneira de se obter corregoes radiativas para a solucao
¢0(2), como também empregar este mecanismo de estudo da estabilidade para outros

campos em geral.



Capitulo 6

Apéndices



73

6.1 Apéndice A

Neste apéndice é demonstrada a relagao

> 2 2\—s ym _W%F(S— %) 2\ 5 —s
/_OO(KJrA) K = 7 (A E

A fungao I'(s) é definida por [1]

[(s) = /000 ¥ e dr, Re(s) > 0. (6.1)

De inicio convém optarmos pela substituicao y = K2+ A? na equacio anterior. Segue-se

entao que

(K% + A*)™*T(s) = / (K% + A%) =Sy Lo ¥dy = / 2l N gy (6.2)
0 0

Dividindo ambos os membros por I'(s), (6.2) se torna

1 & 2 2
(K2 + AQ)_S = m/ xs_le_z(K +4 )dll? (63)
0

Agora, com a relacao

o oy >
/ f@H)d'p = = / PV f(p*)dp, (6.4)
—00 F(?) 0
obtemos
/ (K2 + &) dmi = 222 / K™ Y(K? + A% dK. (6.5)
—o0 F(?) 0

Com o uso de (6.3) no segundo membro de (6.5) teremos

*° QW% o 2 o 2
K2 A2 —SI"MK — s—1_—xA d / Km—l —xK dK. )
/ (K= 4 A%) —F(%)F(s) /o e x i e (6.6)

—0o0
A integral em K pode ser reescrita usando a mudanca de variavel z = 2 K2, obtendo-se

-m
2

/ Kmle—ok?qp = 2 / 2T e Rz, (6.7)
0 2 Jo
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ou seja,

/OO Kmle g = L
0 2

m
2

r <%) . (6.8)

Resolvida a integral em K, (6.6) torna-se

m
2

/_OO(K + A%) UK = I0s)

Usando s = s — 7 e K = 0 na integral em (6.3), a expressao para (6.9) serd dada por

/ 2577 e A . (6.9)
0

/_OO(KQ+A2)—sde:Wg%(A2)g_s7 (6.10)

e estd demonstrado o resultado.
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6.2 Apéndice B

Neste apéndice é demonstrada a relagao

> 1 7 1
N2 82 _ __B—Qp T JE—
> v 2 am|(2)
N=1
>~ K, 1(2rNB)
+ 4 2—1] . (6.11)
N1 (N7B)2™F
Reportando-se ao resultado (6.3), o somatério acima sera dado por dado
o0 _ o 1 00
S (N+B)TT=) F—/ trle N AN gy, (6.12)
N=1 N=1 () Jo
Permutando a integral com o somatorio, obtém-se
00 B 1 o 00
S (ven) = [ t(ZN) (6.13)
N=1 L(p) Jo N=1

O somatorio no segundo membro acima ¢ dado, de acordo com a formula de Poisson [18§],

> _tN2 o 1 1 s T > _7r2£7\72
> e _—§+§\/;+\/;Ze . (6.14)
N=1 N=1

Substituindo (6.14) em (6.13) tem-se

por

. 1 o 2
(N*+B*) ™" = ——/ dt t* e 4
szl 20(p) Jo
VT /OO ~3 —tA2
+ Y e +
2I'(p) Jo

VT /oo BT LI
+ = dt t'~2e et . (6.15)
I'(p) Jo szl

Frente a defini¢ao da fun¢ao gama (6.1), a equagao (6.15) se torna
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i NQ_'_BZ -» _ _(AQ)—p_i_ﬁF(p_%)(Az)%fp_i_
et 2 2 F(p)
VT /°° L5 a2 =22
—_ dt tP~2 t Nl
* w2, ee (6.16)

onde no tltimo termo novamente foram permutados o somatorio e a integral. Fazendo

uso da expressao [1,3|

/ dt t—le= (G0 = 9 (%) " K, (2Vab), a,b>0, (6.17)
0

onde K, é a fungao de Bessel modificada de ordem v, a equagao (6.16) pode ser expressa

como

NZ:I (N4 B2 — _(Az)p ., \/T%F(lzz(;)i)Mz);_er
N TN \P 2
+ WNZ:? (7> K, 1(2maN), (6.18)

ou, reescrevendo,

> 1 T 1
N2 B2 -p — __B—Qp - F -
Nz_:l N 2 “Lszp—lr() 2)
27TNB)
+ 42 ] (6.19)
N=1 N7TB 7_p

Como queriamos demonstrar.
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6.3 Apéndice C
Neste apéndice é demonstrada a relagao

e
ds

(0) = —Ca(0) Inys? — %40), (6.20)

Indet M = —
nde 7

onde M = %, A & um operador com auto-valores {\;} e ;1 é um parametro de escala.

Definindo a funcao zeta generalizada associada ao operador A como

Cals) =D AN7° s€C, (6.21)

e notando que a equagao (6.21) pode ser escrita na forma

Cals) = Zexp I\ ~°] = Zexp [—sIn )], (6.22)

% )

a derivada da funcao zeta sera

Cl(s) = — Z In(\;)exp [—sIn \;]. (6.23)

Que quando calculada em s = 0 fica,

C4(0) = — Zln Ai =—In (H Ai> : (6.24)

Desta forma,

Indet A = —(,(0). (6.25)

Agora fazendo uma transformagao de escala do tipo A — A/u?, a fim de mantermos

a definicao da zeta adimensional para todo s, teremos

Culs) =) (%) B (6.26)

— \ 1

ou



QSZA = 1*Ca(s).

Derivando, obteremos

Chr(s) = p*°Cals) Inpi® + 1>y (s).

Entao, em s = 0, teremos

Chr(0) = C4(0) In p? + p%¢(0) = — Indet M.

Portanto,

In det M — —dg—f(o) — a0yt 2 — 40,

e a demonstragao esté concluida.

78

(6.27)

(6.28)

(6.29)

(6.30)
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