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Resumo 

 

Muitos campos da engenharia e outras ciências aplicadas exigem a utilização da solução de 

sistemas lineares algébricos. Dependendo do modelo matemático usado para representar o 

fenômeno, os sistemas lineares são de elevada dimensão. Tradicionalmente, os grandes 

sistemas lineares são resolvidos através de métodos iterativos. A convergência destes métodos 

depende dos autovalores da matriz dos coeficientes. Assim, quando a matriz dos coeficientes 

perde uma das seguintes características como ser simétrica ou positiva definida, os métodos 

iterativos (estacionários e não estacionários) perdem a eficácia. Existem vários métodos para 

resolver os sistemas lineares. O objetivo é encontrar o método mais eficaz para um 

determinado problema. Infelizmente, um método que funciona bem para um tipo de problema 

pode não funcionar tão bem para outro. Na verdade, ele pode nem mesmo funcionar. Assim, 

várias pesquisas ainda estão sendo desenvolvidas e aprimoradas nesta área de conhecimento. 

O objetivo deste trabalho é propor a aplicação de algumas técnicas na solução de grandes 

sistemas lineares. A este propósito, são testados métodos iterativos não-estacionários clássicos 

(Gradientes Conjugados, Resíduos Mínimos, Gradientes BiConjugados) e comparados com os 

dois métodos de otimização evolutiva, Evolução Diferencial e Algoritmos Genéticos. Nesta 

pesquisa são resolvidos os problemas como a equação de Laplace bi-dimensional e 

identificação indireta de forças dinâmicas. A solução analítica é comparada com as soluções 

numéricas calculadas usando os métodos mencionados. Os resultados obtidos são 

apresentados, analisando os parâmetros mais importantes e sua influência sobre a 

convergência e eficiência dos métodos testados. 

 

___________________________________________________________________________ 

Palavras Chave: Sistemas Lineares. Métodos de Otimização Evolutiva. Identificação de 

Forças. 

  



iv 

 

PURCINA, L. A. Evolutionary Optimization Techniques Applied to Solution of Large 

Linear Systems. 2010. 146 f. Ph. D. Thesis, Universidade Federal de Uberlândia, Uberlândia. 

 

 

Abstract 

 

Many fields of engineering and other applied sciences demand the use of the solution of 

algebraic linear systems. Depending on the mathematical model used to represent the 

phenomenon, the linear systems will have high dimensions. Traditionally, large linear systems 

are resolved by using iterative methods. The convergence of these methods depends on the 

eigenvalues of the coefficients matrix. Thus, when the coefficients matrix loses one of the 

following characteristics as being symmetric or positive definite, the iterative methods 

(stationary and nonstationary) lose efficiency. Many methods exist for solving the linear 

systems. The aim is to find the most effective method for a particular problem. However, a 

method that works well for one type of problem might not work so well for others. Indeed, it 

may not even work. Thus, several researches are still being developed and improved in this 

area of knowledge. The aim of this works is to propose the application of some techniques in 

solving large linear systems. On this purpose, classic no stationary iterative methods are 

tested (Conjugate Gradients, Minimal Residual, Bi-Conjugate Gradients, Generalized 

Minimal Residual) and compared with two evolutionary optimization methods, Differential 

Evolution and Genetic Algorithms. In this research, problems like bi-dimensional Laplace 

equation and identification indirect of dynamical forces are solved. The analytical solution is 

compared with the numerical solutions calculated by using the mentioned methods. Results 

are presented, analyzing the most important parameters and their influence on the 

convergence and efficiency of the tested methods. 

 

 

___________________________________________________________________________ 

Keywords: Linear Systems. Evolutionary Optimization Methods. Identification of Forces. 
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Capítulo 1: Introdução 

 

 Praticamente todos os campos da engenharia e também de ciências aplicadas, como 

física e química, utilizam a solução de sistemas lineares algébricos. Temas como: análise 

estrutural, escoamento de fluidos, transferência de calor, aerodinâmica, entre outros, utilizam 

fortemente a solução de tais sistemas como parte integrante da modelagem destes fenômenos. 

Dependendo do modelo matemático usado para representar o fenômeno, os sistemas lineares 

serão de elevada dimensão. As primeiras tentativas documentadas de solução de sistemas 

lineares aparecem no século XIX (GAUSS, 1823; LIOUVILLE, 1837; JACOBI, 1845; 

SEIDEL, 1874). Dada sua grande aplicação, este assunto foi ao longo do tempo envolvendo 

mais pesquisadores e as publicações foram então aumentando. O tema continua ainda 

extremamente rico, tanto que se pode destacar um bom número de publicações recentes, como 

em MEHMOOD et al. (2005), GRIGORI et al. (2005), FASANO (2005a), FASANO (2005b), 

ANSONI et al. (2007), HASHEMI e KARGARNOVIN (2007), MANGUOGLU et al. (2009) 

e BABU et al. (2010).  

 Na realidade, este estudo dificilmente se esgotará, porque sempre será possível criar 

novas maneiras de armazenar dados, novos métodos (ou variantes) de obtenção da solução. 

Também os recursos computacionais estão em constante evolução e permitindo que a solução 

eficiente de sistemas lineares também sofra um processo evolutivo. Portanto, a existência de 

algoritmos numéricos eficientes para solução de tais sistemas, é de extrema importância. 

Neste trabalho são estudados alguns algoritmos iterativos não-estacionários, tais como: 

Método dos Gradientes Conjugados, Método dos Resíduos Mínimos, Método dos Gradientes 

Bi-Conjugados, Método dos Resíduos Mínimos Generalizados. Além disso, são estudados 

dois métodos evolutivos: Algoritmos Genéticos e Evolução Diferencial. A seguir serão 

apresentados alguns trabalhos que se utilizam de métodos de otimização para solução de 

problemas envolvendo sistemas lineares e também aplicações em problema de identificação 

de parâmetros. 

 BENZI (2002) inspeciona técnicas de pré-condicionadores para a solução iterativa de 

grandes sistemas lineares, com um enfoque em métodos algébricos satisfatórios para matrizes 

esparsas. O artigo proporciona uma atualização de recentes algoritmos desenvolvidos usando 

pré-condicionadores para grandes sistemas de equações lineares esparsos. A atenção é quase 
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exclusivamente restrita ao objetivo principal, ou seja, apresentar técnicas algébricas que 

possam ser aplicadas a matrizes esparsas em geral. Uma atenção especial é voltada a assuntos 

práticos, como robustez e eficiência de implementação em computadores com arquitetura 

moderna. Não são discutidos com profundidade os aspectos teóricos. 

 CAMPOS-SILVA e APARECIDO (2003) implementam algoritmos para resolver 

grandes sistemas lineares esparsos resultantes da solução de problemas convectivos-difusivos 

através de métodos numéricos como diferenças finitas, volumes finitos ou elementos finitos, 

explorando e preservando a esparsidade inicial da matriz global. São armazenados só os 

coeficientes não-nulos do sistema, na forma vetorial. Os métodos implementados são 

iterativos estacionários. Alguns testes numéricos são implementados e os resultados obtidos 

utilizados para comparar o desempenho dos métodos e sua performance computacional.  

 MEHMOOD et al. (2005) consideram o problema de análise de estado fixo de Cadeias 

de Markov com Tempo Contínuo (CTMCs). CTMCs são formalismos amplamente usados 

para a análise de desempenho de sistemas de computadores e sistemas de comunicação. Uma 

grande variedade de aplicações do desempenho útil pode ser derivada de um CTMC pela 

computação de suas probabilidades de fixar estado. Um CTMC pode ser representado por um 

conjunto de estados e uma matriz que contém as taxas de transição de estado como 

coeficientes, e pode ser analisada usando um modelo de verificação probabilística. Assim, a 

modelagem CTMC para sistemas reais é muito grande. São tratados, no artigo, estes grandes 

problemas, considerando métodos simbólicos. O método iterativo de Jacobi é usado, sendo 

aplicado computação paralela para a solução do estado fixo CTMC. 

 Em GRIGORI et al. (2005) é empregado o método direto de Gauss para resolver um 

sistema não simétrico esparso de equações lineares do tipo Ax = b. A eliminação utilizada 

consiste em fatorar a matriz A explicitamente no produto de L e U, onde L é uma matriz 

triangular inferior e U é uma matriz triangular superior. A seguir resolve-se (LU)x = b, como 

um fator de cada vez. Uma das características principais da fatoração LU esparso é a noção de 

enchimento (fill-in). Esta definição refere-se a um elemento que era zero na matriz original A, 

mas se torna não nulo durante a fatoração. Como estes enchimentos (fill-ins) podem ser 

computados sem referir-se aos valores numéricos da matriz, pode-se alocar memória para que 

sejam organizadas as computações antes de calcular os valores numéricos dos fatores. Assim, 

a resolução de um sistema esparso é dividida em várias fases. São apresentadas as fases 

específicas de SuperLU-DIST (LI et al., 2003), um algoritmo largamente usado para resolver 

grandes sistemas lineares esparsos, não-simétricos, em computadores de memória distribuída.  
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 FASANO (2005a) apresenta um método iterativo não estacionário, onde um novo 

algoritmo de gradientes conjugados (CG) é baseado em métodos planares para gradientes 

conjugados. Este método permite a solução de sistemas de equações lineares cujas matrizes 

dos coeficientes são não positiva-definidas e não singulares. Este é o caso onde a aplicação do 

algoritmo padrão CG apresentado por HESTENES e STIEFEL (1952) pode falhar, devido a 

uma possível divisão por zero. É dada uma prova completa da convergência global para o 

novo método planar. Além disso, é descrito uma importante característica do algoritmo planar 

que é usado dentro do otimizador.  

 Em FASANO (2005b) é descrito uma aplicação do método dos gradientes conjugados 

introduzido no artigo anterior, sendo resolvido um problema indefinido de equações lineares 

não singulares. 

 ANSONI et al. (2007) apresentam uma contribuição para o desenvolvimento de um 

método especializado para resolver sistemas lineares associados a problemas de tomografia. 

Problemas de fluxo multifásico em tomografia envolvem a solução de um grande sistema 

linear, cuja matriz obtida a partir da discretização em elementos finitos é esparsa, simétrica e 

positiva-definida, exigindo esforço computacional elevado tanto para o armazenamento de 

dados quanto para a resolução. O método de decomposição em valores singular (SVD - 

método direto) e o método do gradiente bi-conjugado pré-condicionado (CPNG - método 

iterativo) foram estudados com relação às características da matriz e do desempenho 

computacional. Dois tipos de problema foram estudados: a reconstrução do coeficiente de 

convecção, por sensoriamento térmico não-intrusivo (aplicação de um fluxo de calor na 

fronteira externa e medição da resposta em temperatura) e reconstrução de distribuição da 

permissividade do fluido, por sensoriamento elétrico não-intrusivo (aplicando uma 

distribuição de tensão na fronteira externa e medindo a resposta das correntes). Em ambos os 

casos, os resultados mostraram que o método CPNG obteve um maior desempenho 

computacional em comparação com o método de SVD. Mais especificamente, o método 

CPNG é mais rápido na obtenção da solução. 

 HASHEMI e KARGARNOVIN (2007) apresentam a identificação da força de 

impacto agindo sobre uma viga simplesmente apoiada. Trata-se de um problema inverso em 

que a resposta medida da estrutura é utilizada para determinar a força aplicada. O problema de 

identificação é formulado como um problema de otimização a partir de um sistema linear 

sendo utilizado algoritmos genéticos para a busca da solução ótima. A função objetivo é 

calculada pela diferença entre as respostas analíticas e valores medidos. As variáveis de 
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decisão são a localização e magnitude da força aplicada. Os resultados da simulação mostram 

a eficácia da abordagem, bem como sua robustez em relação ao ruído de medição e 

localização dos sensores. 

 MANGUOGLU et al. (2009) mostram que o surgimento de plataformas de 

computação paralela em grande escala, junto com o aumento do número de núcleos 

disponíveis em processadores convencionais, representam desafios significativos para o 

algoritmo e desenvolvimento de software, especialmente os que solucionam sistemas lineares 

esparsos. Estes solucionadores devem otimizar o desempenho paralelo, o desempenho do 

processador (em série), bem como os requisitos de memória, sendo robusto para uma grande 

quantidade de aplicações e sistemas. Neste trabalho, apresenta-se um novo solver paralelo que 

combina as características desejáveis de métodos diretos (solidez) e eficiência dos iterativos 

(baixo custo computacional) enquanto busca diminuir as suas desvantagens tais como 

requisitos de memória, falta de consistência, etc. Este solver híbrido proposto é baseado nos 

códigos gerais para sistemas lineares esparsos, “PARDISO” e na família “SPIKE” de “solver” 

híbridos. O algoritmo resultante, chamado “PSPIKE”, é tão robusto quanto “solver” diretos e 

mais confiáveis do que os métodos clássicos pré-condicionados do subespaço de Krylov. 

 Em BABU et al. (2010) demonstra-se que os enigmas de Sudoku podem ser 

formulados e resolvidos como um sistema de equações lineares esparso. O trabalho começa 

mostrando que o conjunto de regras do enigma Sudoku pode ser expresso como um sistema 

linear indeterminado Ax = b, onde A é uma matriz de dimensão n x m com n > m. Prova-se, 

então, que a solução de Sudoku é a solução mais dispersa do sistema, e que, portanto, pode ser 

obtida pela minimização de min||x||0 sujeito a Ax = b, onde ||x||0 é a norma L0 de x, ou seja, o 

número de componentes não-nulas. No entanto, a solução de um problema de minimização da 

norma L0 é normalmente difícil. Ao invés disso, resolve-se um problema de programação 

linear muito mais simples, que consiste em minimizar min||x||1 sujeito a Ax = b em que ||x||1 é 

a norma L1 de x, ou seja, a soma dos valores absolutos das componentes de x. Em seguida, 

numericamente, mostra-se que esta abordagem resolve enigmas de Sudoku. 

 O objetivo principal deste trabalho é estudar a aplicação de técnicas de otimização 

evolutivas na solução de grandes sistemas lineares. Para isto, problemas de otimização serão 

definidos com o propósito de obter a solução de sistemas lineares. O desempenho de duas 

técnicas de otimização evolutivas (Evolução Diferencial e Algoritmos Genéticos) será 

comparado com o de alguns métodos iterativos, tais como, Gradientes Conjugados (CG), 

Resíduos Mínimos (MINRES), Resíduos Mínimos Generalizados (GMRES), Gradientes Bi-
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Conjugados (BiCG) em problemas considerados de difíceis soluções. A principal contribuição 

é disponibilizar um algoritmo que não dependa das características da matriz de coeficientes, 

podendo ser aplicado mesmo nos casos onde a matriz não seja simétrica e nem positiva-

definida, sem a necessidade de trabalhar com pré-condicionadores para adequar o sistema aos 

métodos tradicionais.  

 A identificação indireta de forças externas em sistemas mecânicos é um problema 

complexo, tem como objetivo estimar as forças excitadoras (entrada) a partir das respostas 

medidas pelo comportamento estrutural (saída) e um modelo matemático dinâmico do 

sistema. Embora simples em sua essência, o problema de estimar forças a partir da resposta 

dinâmica é considerada um problema de difícil aplicação prática. Na verdade, a matriz 

resultante para o problema de identificação de forças tem-se revelado altamente mal 

condicionada do ponto de vista numérico.  

 Dada a importância crucial do tratamento do mal condicionamento numérico que 

caracteriza, em geral, os problemas inversos, um grande esforço vem sendo realizado visando 

o desenvolvimento de algoritmos numericamente estáveis. Na literatura, os problemas de 

identificação indireta de forças externas em sistemas mecânicos são resolvidos por métodos 

complexos, por exemplo, o método de valores singulares. Uma limitação óbvia das técnicas 

tradicionais de identificação de forças é que eles são incapazes de obter a solução de um 

sistema de grande porte, em que a matriz de coeficientes são não-simétricas, não positiva-

definida e mal condicionadas. Assim, várias pesquisas ainda estão sendo feitas e aprimoradas 

nesta área de conhecimento. Neste trabalho duas técnicas evolutivas e uma iterativa não-

estacionária foram testadas na solução de sistemas lineares, considerando-se problemas de 

identificação indireta de forças dinâmicas. A solução analítica é comparada com as soluções 

numéricas calculadas usando os métodos mencionados. Os resultados obtidos são 

apresentados, analisando os parâmetros mais importantes e sua influência sobre a 

convergência e eficiência dos métodos testados. 

 Os métodos naturais, dos quais os algoritmos evolucionários ou evolutivos fazem 

parte, se caracterizam pela busca da melhor solução através de regras de probabilidade, 

trabalhando de maneira “aleatória orientada”. Tais métodos utilizam apenas as informações da 

função de otimização, não requerendo informações sobre suas derivadas ou possíveis 

descontinuidades. Estas técnicas ganharam popularidade com a evolução dos computadores, 

já que requerem um número elevado de avaliações do problema. Isto é necessário para que se 

dê chance ao método de explorar devidamente toda a região do espaço de busca em que está 
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contida a solução ótima, resultando em grande número de avaliações da função, necessários 

para encontrar a solução. 

 Os Algoritmos Genéticos (AG) são métodos de busca semi-aleatória baseada na teoria 

de evolução de Charles Darwin. Esses métodos operam com conjuntos de candidatos, 

chamados de população, que são constantemente modificados utilizando dois princípios 

básicos da evolução natural das espécies: seleção e variação. Estes princípios tentam 

representar a competição onde os indivíduos mais aptos reproduzem e repassam seu material 

genético às gerações futuras, e os indivíduos menos aptos tendem a desaparecer da população 

(DEB, 2001). O método foi desenvolvido por HOLLAND (1975) na Universidade de 

Michigan e popularizado por um de seus alunos, GOLDBERG (1989), que apresentou a 

solução de problemas complexos de engenharia usando os algoritmos genéticos. 

 A idéia principal da Evolução Diferencial (ED), desenvolvido por STORN e PRICE 

(1995), é gerar novos indivíduos, denotados vetores doadores, pela adição da diferença 

vetorial ponderada entre dois indivíduos aleatórios da população a um terceiro indivíduo. Será 

mostrado que este princípio de usar diferenças de vetores para perturbar a população 

(indivíduos) resulta em um método de rápida convergência, de fácil implementação e bastante 

robusto. 

 Esta tese está dividida em 7 capítulos. O Capítulo 2 apresenta algumas definições 

fundamentais necessárias para o desenvolvimento do trabalho e relembra alguns conceitos 

fundamentais da Álgebra Linear. Nos Capítulos 3 e 4 é feita uma revisão dos métodos 

iterativos, termo este que se refere a um conjunto de técnicas que usam aproximações 

sucessivas para obter soluções mais precisas para um sistema linear, a cada passo. O Capítulo 

5 traz uma fundamentação teórica dos métodos naturais de otimização: Algoritmos Genéticos 

e Evolução Diferencial.  

 No Capítulo 6, seção 6.1, é feita uma comparação entre os resultados obtidos com 

métodos iterativos e Evolução Diferencial (ED) por meio da utilização de sistemas testes. Na 

seção 6.2, utiliza-se um problema modelado por uma equação de Laplace, visando comparar a 

solução analítica com as soluções numéricas. Na seção 6.3 as técnicas utilizadas para a 

solução de grandes sistemas lineares são aplicadas a problemas de identificação indireta de 

forças dinâmicas. Inicialmente a metodologia é testada em um problema teórico, onde se faz a 

excitação por meio de uma força harmônica. A seguir, aplica-se um ruído branco e, de forma 

similar, são identificas as forças dinâmicas. Para verificar a eficácia da utilização de métodos 

evolutivos, conforme proposto nesta pesquisa, procurou-se identificar as forças dinâmicas 
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através dos dados obtidos experimentalmente. Os resultados e discussões desta aplicação 

estão apresentados na última subseção daquele capítulo. E, finalmente, no Capítulo 7 algumas 

discussões e conclusões são consideradas, bem como uma previsão de trabalhos futuros. 
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Capítulo 2: Fundamentos Básicos 
 

 Neste capítulo, alguns conceitos fundamentais da Álgebra Linear serão apresentados 

através de algumas definições necessárias para o desenvolvimento do trabalho. 

 

2.1 Definições Básicas 

 

 Seja ℝn
 o espaço vetorial real. Define-se o vetor x  ℝn

 por: 

 

  
1

, i

n

x

x x x

x

 
 

   
 
 

   (2.1) 

 

 Seja ℝm×n
 o espaço vetorial, real, de todas as matrizes de ordem m×n, com m, n  ℕ∗. 

Define-se a matriz A  ℝm×n
 por: 
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m mn

a a

A a a
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 (2.2) 

 

Diz-se que uma matriz A tem uma forma Hessenberg superior se aij = 0, sempre que i > j+1. 

 Uma matriz A = ( ija ), i, j= 1, 2,..., n, diz-se de diagonal estritamente dominante por 

linhas se 

 

 
1

, 1,2, , .
n

ii ij

j
j i

a a i n



    (2.3) 

 

 A norma de um vetor em x  ℝn
 é uma função f: ℝn

 → ℝ para a qual as seguintes 

propriedades são satisfeitas: 
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 (2.4) 

 

 A função norma f(x) é denotada por f(x) = ||x||. Uma classe de normas muito útil e 

bastante utilizada é a p-norma, definida por: 

 

   1,
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n

p

p
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 Diz-se que uma seqüência de vetores de ℝn
 {x

(k)
}, com k  ℕ e x

(k)
  ℝn

, converge 

para x  ℝn
 se: 

 

   0lim 


xx k

k
 (2.6) 

 

 A definição de norma de matriz é equivalente à definição de norma de um vetor. Em 

particular, a função f: ℝm×n
 → ℝ é uma norma de matriz se satisfaz as seguintes condições: 

 

 

m×n

m×n

m×n

( ) 0, , ( ) 0 se, e somente se, (matriz nula)

( ) ( ) ( ), ,

( ) ( ), e

f A A f A A
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    

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 (2.7) 

 

 De forma análoga, a função norma f(A) é denotada por f(A) = ||A||. Diz-se que uma 

sequência de matrizes de ℝm×n
, {A

(k)
}, k  ℕ, converge para A  ℝm×n

 se: 

 

 (k)lim 0
k

A A


   (2.8) 

 

 Seja A=(aij) uma matriz quadrada n×n, real. Denota-se por A
T
 = (aji) a matriz 

transposta de A. Diz-se que A é uma matriz simétrica se A
T
 = A, ou seja, se aij = aji. Uma 

matriz quadrada é anti-simétrica se A
T
 = - A, ou aij = - aji. Obviamente todos os elementos 
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diagonais de uma matriz anti-simétrica devem ser nulos, pois aii = - aii  aii = 0. Diz-se que 

A é positiva-definida se: 

 

 y
T
Ay > 0, para qualquer y  ℝn

 e y ≠ 0  (2.9) 

 

 Se a matriz A for positiva-definida e simétrica, pode-se afirmar que existe uma única 

matriz L, triangular inferior e uma única matriz U, triangular superior, tais que: 

 

 A = LL
T
  e  A = U

T
U (2.10) 

 

 Um subespaço de ℝn
 é um subconjunto não-vazio S  ℝn

 que é fechado para as 

operações de adição e multiplicação por escalar, ou seja, a soma de dois elementos de S 

pertence a S e a multiplicação de um elemento de S por um escalar ainda é um elemento de S.  

Dados os vetores v1, v2,..., vm  ℝn
, uma combinação linear destes vetores é um vetor da 

forma c1v1 + c2v2 +...+ cmvm, onde as constantes c1, c2,…, cm  ℝ. Os vetores v1, v2,..., vm são 

linearmente independentes (LI) se a equação c1v1 + c2v2 +...+ cm vm = 0 tem apenas a solução 

nula, isto é, c1 = c2 =... = cm = 0. Se os vetores v1, v2,..., vm não são linearmente independentes, 

então eles são chamados linearmente dependentes (LD). 

 O posto de uma matriz é o número de colunas linearmente independentes, que é o 

mesmo número de linhas linearmente independentes. 

 O span de v1, v2,..., vm ou espaço gerado pelos vetores v1, v2,..., vm, denotado por 

span{v1, v2, ..., vm }, é o conjunto de todas as combinações lineares de v1, v2, ..., vm. É claro 

que span{v1, v2, ..., vm } é fechado para as operações de adição e multiplicação por escalar, 

logo span{v1, v2, ..., vm } é um subespaço vetorial de ℝn
. 

 Dados um vetor v  ℝn
, uma matriz A  ℝn×n

 e um número k  ℕ, o subespaço 

span{v, Av, …, A
k-1

v} é chamado o k-ésimo subespaço de Krylov denotado por: 

 

 (v, A, k) ≡ span{v, Av, …, A
k-1

v} (2.11) 

 

Define-se a matriz de Krylov (v, A, k)  ℝn×k
 como sendo (v, A, k) = [v, Av, …, A

k-1
v].  
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 Seja um subconjunto não-vazio S ⊂ ℝn
. O complemento ortogonal de S, denotado por 

S
┴
 (lê-se S-perp), é definido como o conjunto de vetores de ℝn

 que são ortogonais a todos os 

vetores de S. Isto é, 

 

 S
┴
 ≡ {u  ℝn

 | vu,  = 0,  v  S} (2.12) 

 

O conjunto S
┴
 é não-vazio, uma vez que contém pelo menos o vetor nulo, é fácil ver que S

┴
 é 

fechado para as operações de adição e multiplicação por escalar, ou seja, S
┴
 é um subespaço 

vetorial de ℝn
. 

 Seja ℂm×n
 o espaço vetorial complexo de todas as matrizes de ordem m×n, m e n  ℕ. 

Define-se a matriz A  ℂm×n
 por: 
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 (2.13) 

 

 A transposta conjugada de A  ℂn×n
 é a matriz A

H
  ℂn×n

 cujas entradas são āji (āji 

denota o complexo conjugado de aji). Uma matriz A é dita ser Hermitiana se A = A
H
, isto é,  

aij = āji para todo i e j. Uma matriz A  ℂn×n
 Hermitiana que satisfaz: 

 

 x
H
Ax > 0, para qualquer x  ℂn

 e x ≠ 0  (2.14) 

 

é dita positiva-definida. 

 Seja A  ℂn×n
. Um vetor v  ℂn

 é chamado um autovetor de A se v ≠ 0 e Av é um 

múltiplo de v; isto é existe um λ  ℂ tal que Av = λv. O escalar λ é chamado o autovalor de A 

associado ao autovetor v. O conjunto de todos os autovalores de A é chamado o espectro de A, 

denotado por σ(A). A máxima distância de um autovalor à origem é chamada raio espectral de 

A, denotado por ρ (A). 
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2.2 Sistemas Lineares 

 

 Um dos problemas que aparece frequentemente em modelos matemáticos, que 

representam fenômenos físicos, é a resolução de sistemas de equações lineares. Um sistema 

de equações lineares, de ordem n, é uma coleção finita de n equações lineares todas com n 

variáveis (todas nas mesmas variáveis), consideradas em conjunto e normalmente 

apresentadas na forma: 
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 (2.15) 

 

 O sistema (2.15) também pode ser representado na forma matricial: 
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, ou seja, Ax = b (2.16) 

 

Sendo 

 A = matriz dos coeficientes, (A  ℝn×n
); 

 x = vetor das variáveis (ou incógnitas), (x  ℝn
); 

 b = vetor dos termos independentes (b  ℝn
). 

 Uma solução de um sistema de equações lineares nas variáveis x1, x2,…, xn é uma 

sequência ordenada (,…, n) de números tais que as substituições xi = i, i = 1,…, n 

transformam todas as equações do sistema em identidades verdadeiras. Existem vários 

estudos sobre métodos que sejam eficazes para a obtenção de solução de um sistema, 

sobretudo quando o sistema possui dimensão n grande. Este “problema” é de tal importância 

que incentivou os pesquisadores a criar e desenvolver computadores digitais que fossem 

capazes de resolver os sistemas de equações.  

 Muitas vezes a solução de um sistema linear é encontrada através da minimização de 

seu vetor resíduo. O vetor resíduo de um sistema linear é definido por: 
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 r(x) = b- Ax (2.17) 

 

 Os sistemas lineares podem, de forma geral, ser resolvidos pelos seguintes grupos de 

métodos (ACTON, 1990, 1996, BULIRSCH et al.,1992; PRESS et al.,1992): métodos diretos 

e métodos indiretos. 

 Métodos Diretos são aqueles que, na ausência de erros de arredondamento, permitem a 

obtenção da solução de um sistema com um número finito e bem determinado de operações 

aritméticas. Dentre os métodos diretos podem-se citar os métodos: Gauss-Jordan, 

Decomposição LU e Cholesky (PRESS et al., 1992; ISAACSON e KELLER,1994). 

 Métodos Indiretos, ou Iterativos, são métodos que a partir de uma aproximação inicial 

procura-se a solução do sistema aplicando um processo iterativo. A idéia geral dos métodos 

iterativos é converter o sistema de equações lineares Ax = b em um processo recursivo tal que 

x
(k)

 = Cx
(k-1)

 + g = (x(k-1)
, A, b) para uma condição inicial x

(0)
 conhecida. Estes métodos se 

dividem em Métodos Iterativos Estacionários e Não-Estacionários. 

 Métodos Iterativos Estacionários são aqueles cujos operadores matriciais que atuam 

sobre x
(k-1)

 para produzir x
(k)

 são constantes para todas as iterações. Os métodos iterativos 

estacionários mais conhecidos são: Jacobi, Gauss-Seidel, e SOR (Successive Over 

Relaxation). Estes métodos são mais antigos, de fácil entendimento e implementação, mas, 

normalmente, não são muito eficientes. 

 Métodos Iterativos Não-Estacionários (AXELSON, 1996; BARRET et al., 1994; 

GOLUB e van LOAN, 1993). Estes métodos diferem dos estacionários devido ao fato de que 

os operadores matriciais que atuam sobre x
(k-1)

 para produzir x
(k)

 não são constantes ao longo 

do processo iterativo. Estes métodos se baseiam na teoria de otimização, ou seja, buscam 

transformar o sistema Ax = b em um problema de minimização do resíduo ||rk|| = min ||b-Ax
(k)

|| 

e procuram o mínimo caminhando em uma direção de busca bem definida. A cada iteração 

tem-se uma nova direção de busca da solução, o que justifica o nome não-estacionário. Nesta 

categoria podem ser destacados: Gradientes Conjugados (CG), Resíduos Mínimos (MINRES), 

Resíduos Mínimos Generalizados (GMRES), Resíduos Quase-Mínimos (QMR), Gradientes 

Bi-Conjugados (BiCG), Gradientes Conjugados ao Quadrado (CGS), Gradientes 

Biconjugados Estabilizado (BiCG-STAB), Iteração de Chebyshev e Lanczos (LANCZOS, 

1950, 1952). Estes métodos são relativamente recentes, sua análise é normalmente mais 

complexa, podendo ser altamente eficientes. 
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2.3 Sistemas Lineares Esparsos 

 

 Um sistema linear Ax = b é dito esparso quando a matriz de coeficientes A possui 

uma grande parte de seus elementos iguais a zero. O armazenamento e a realização de 

operações matemáticas com elementos nulos normalmente se tornam desnecessários. Espaços 

de armazenamento e esforços computacionais podem ser perdidos. A idéia da esparsidade é 

armazenar e operar somente os elementos de uma matriz que não sejam nulos. Pode-se 

economizar um espaço significativo de memória se apenas os termos diferentes de zero forem 

armazenados. As operações usuais sobre estas matrizes (somar, multiplicar, inverter, pivotar) 

também podem ser feitas em tempo muito menor se não forem armazenadas as posições que 

contém zeros. Matrizes esparsas têm aplicações em problemas de engenharia, física e em 

computação, por exemplo, o método das malhas para resolução de circuitos elétricos ou 

sistemas de equações lineares, o armazenamento de dados e planilhas eletrônicas, etc. 

 A esparsidade n, em função da ordem de A, é definida como sendo o quociente 

entre a quantidade de elementos nulos de A pela sua dimensão, como segue: 

 

 

2

2

1

)(

n

Adenulosnãoelementosdequantidade

n

Adenuloselementosdequantidade
n






 (2.18) 

 

Tabela 2.1 – Esparsidade para matrizes tri-diagonais em função da ordem n. 

n (n)  (n) % 

10 0.72 72 

100 0.9702 ≈97 

1000 0.997002 ≈99.7 

10000 0.99970002 ≈99.97 

100000 0.9999700002 ≈99.997 

1000000 0.999997000002 ≈99.9997 

 

 A Tab. 2.1 apresenta a esparsidade (n), dada pela Eq. (2.18), para matrizes 

tridiagonais em função de sua ordem n, (conforme APARECIDO, 2004). 
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2.4 Métodos Diretos para Solução de Sistemas Lineares 

 

 Métodos diretos de solução transformam o sistema Ax = b em outro, dito equivalente, 

cujas soluções são as mesmas do sistema original. A vantagem do sistema equivalente é que a 

sua matriz de coeficientes possui características que o tornam mais simples de ser resolvido 

do que o sistema original. A desvantagem é que, caso a matriz A seja esparsa, estes métodos 

podem destruir sua esparsidade, no todo ou em parte. Os métodos diretos mais comuns são: 

Gauss-Jordan, Decomposição LU e Cholesky. Segundo alguns autores, a decomposição LU é 

uma consequência do método de Gauss-Jordan e a decomposição de Cholesky é um caso 

especial da decomposição LU. 

 

2.4.1 Gauss-Jordan  

 

 O nome do método de Gauss-Jordan faz referência aos cientistas Carl Friedrich Gauss 

(1777-1855) e Wilhelm Jordan (1842-1899). Gauss popularizou este método, conhecido como 

método de Gauss ou eliminação gaussiana, que consiste na transformação de um sistema de 

equações lineares por meio de operações elementares em um sistema equivalente na forma 

escalonada. Apesar da denominação do método ser uma homenagem ao matemático alemão 

Carl Friedrich Gauss, referências sobre esse método já existiam em antigos textos indianos e 

chineses, de cerca de 2000 anos atrás. Entretanto, os europeus o desconheciam até que Gauss 

o utilizou enquanto trabalhava num sistema de equações que buscava determinar, por 

aproximação, a órbita do asteróide Ceres. Essa aproximação foi feita através do método dos 

quadrados mínimos, método também atribuído a Gauss. Outro matemático alemão, Wilhelm 

Jordan, fez uma modificação e popularizou o método no século XIX e esta modificação é 

denominada método de Gauss-Jordan ou eliminação de Gauss-Jordan. 

 Este método consiste na transformação da matriz de coeficiente em outra, pela 

aplicação de sucessivas operações elementares sobre as equações do sistema. Essas operações 

são: multiplicar uma equação por uma constante; adicionar um múltiplo de uma equação a 

outra equação e trocar a posição de duas equações. Tais operações são aplicadas ao sistema 

em uma ordem que, ao final, a matriz de coeficientes do sistema transformado seja diagonal, 

mais especificamente, o sistema original Ax = b transforma-se em: 

 

http://pt.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
http://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Wilhelm_Jordan&action=edit&redlink=1
http://www.galileu.esalq.usp.br/vg.php?cod=232
http://www.galileu.esalq.usp.br/vg.php?cod=232
http://www.galileu.esalq.usp.br/vg.php?cod=232
http://www.galileu.esalq.usp.br/vg.php?cod=209
http://www.galileu.esalq.usp.br/vg.php?cod=645
http://www.galileu.esalq.usp.br/vg.php?cod=136
http://www.galileu.esalq.usp.br/vg.php?cod=136
http://www.galileu.esalq.usp.br/vg.php?cod=136
http://www.galileu.esalq.usp.br/vg.php?cod=279
http://www.galileu.esalq.usp.br/vg.php?cod=1325
http://www.galileu.esalq.usp.br/vg.php?cod=1325
http://www.galileu.esalq.usp.br/vg.php?cod=1325
http://www.galileu.esalq.usp.br/vg.php?cod=287
http://www.galileu.esalq.usp.br/vg.php?cod=287
http://www.galileu.esalq.usp.br/vg.php?cod=287
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 Dx = c  (2.19) 

 

onde D é uma matriz diagonal e c é um vetor, ambos com as dimensões de A e b, 

respectivamente. Com isso o sistema linear (2.19) é, então, resolvido diretamente. 

 Devem-se tomar alguns cuidados durante a aplicação do método de Gauss-Jordan, 

como garantir que os termos aii não sejam nulos. 

 

2.4.2 Decomposição LU  

 

 Em álgebra linear, a decomposição LU (em que LU vem do inglês lower e upper) é 

uma forma de fatoração de uma matriz não singular como o produto de uma matriz triangular 

inferior (lower) e uma matriz triangular superior (upper), ambas com a mesma dimensão de A. 

Às vezes se deve pré-multiplicar a matriz a ser decomposta por uma matriz de permutação. 

Esta decomposição se usa em análise numérica para resolver sistemas de equações (mais 

eficientemente) ou encontrar as matrizes inversas. Embora as idéias tenham sido conhecidas 

antes, muitas vezes o crédito pela popularização da decomposição LU é atribuída ao lógico e 

matemático britânico Alan Turing (precursor do computador), pelo seu trabalho de 1948, 

nesse assunto. 

 A decomposição LU é uma variante do método de Gauss-Jordan. É uma das técnicas 

mais usadas para resolver sistemas de equações algébricas. A decomposição LU é feita 

usando eliminação de Gauss, registrando em uma matriz diagonal unitária, os valores 

multiplicados pela linha pivô. Após a decomposição, resolver o sistema linear original Ax = b, 

torna-se o mesmo que resolver dois sistemas de equações lineares mais simples: 

 

 








yUx

bLy
 (2.20) 

 

Cuja solução pode ser obtida, facilmente, por substituição inversa e direta, respectivamente. 

 Como se percebe, a matriz U é toda de zeros abaixo da diagonal principal e a matriz L 

é toda de zeros acima da unitária diagonal principal. Pode-se, para economizar memória, 

armazenar as matrizes L e U em uma só matriz A* e um vetor K com registro das trocas de 

linhas feitas durante a decomposição LU. Observe que se A é originalmente esparsa, devido 

http://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%81lgebra_linear
http://pt.wikipedia.org/wiki/Matriz
http://pt.wikipedia.org/wiki/Matriz_triangular
http://pt.wikipedia.org/wiki/An%C3%A1lise_num%C3%A9rica
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ao processo de decomposição, A
*
 pode se tornar não esparsa, aumentando, desta forma, tanto 

o espaço necessário para armazenar a matriz, como o esforço computacional para calcular a 

solução. Este é o principal problema que apresenta o método da decomposição LU. 

 

2.4.3 Cholesky  

 

 No caso em que a matriz do sistema linear é simétrica pode-se simplificar os cálculos 

da decomposição LU significativamente, levando em conta a simetria. Esta é a estratégia do 

método de Cholesky. O método da fatoração de Cholesky (ou decomposição de Cholesky) foi 

assim denominado depois que André-Louis Cholesky estabeleceu que uma matriz simétrica e 

positiva-definida pode ser decomposta em uma matriz triangular inferior e sua transposta. 

Este método procura decompor uma matriz A na forma: 

 

 A = LL
T
 (2.21) 

 

sendo L  uma matriz triangular inferior com elementos da diagonal principal estritamente 

positivos. Para tanto, exige-se que esta matriz seja simétrica e positiva-definida.  

 Desta forma, substituindo (2.21) em A x = b tem-se 

 

 (LL
T
) x = b (2.22) 

 

o qual pode, agora, ser decomposto nos dois sistemas triangulares seguintes: 

 

 
TL x y

Ly b

 



 (2.23) 

 

Que podem ser facilmente resolvidos, com no caso da decomposição LU. 

 Para os sistemas onde a matriz de coeficientes é simétrica, contudo, não positiva-

definida, não se pode aplicar o algoritmo. Assim, pode-se utilizar o método de Cholesky para 

verificar se a matriz A simétrica é positiva-definida. Na literatura, como por exemplo 

WATKINS (2002), GOLUB e van LOAN(1993) ou SULLI e MAYRERS (2003), se encontra 

facilmente a demonstração do seguinte teorema: 

 

http://pt.wikipedia.org/wiki/Matriz_sim%C3%A9trica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Matriz_positiva_definida
http://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Decomposi%C3%A7%C3%A3o_de_matrizes&action=edit&redlink=1
http://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Matriz_triangular_inferior&action=edit&redlink=1
http://pt.wikipedia.org/wiki/Matriz_transposta
http://pt.wikipedia.org/wiki/Matriz_sim%C3%A9trica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Matriz_positiva_definida
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Teorema 2.1 (Cholesky): Uma matriz simétrica A é positiva-definida se, e somente se, pode 

ser decomposta como A = LL
T
, onde L é uma matriz triangular inferior com elementos 

estritamente positivos na diagonal. 

 

 Para este tipo de sistema pode-se utilizar uma forma alternativa do método de 

Cholesky, o método de Cholesky modificado, fazendo:  

 

A = LDL
T
 (2.24) 

 

onde D é uma matriz diagonal que pode ser armazenada em um vetor. No método de 

Cholesky modificado, se A é esparsa, a sua forma decomposta L, geralmente, não o será, o 

que representa o principal problema do método. 

 A decomposição de Cholesky requer aproximadamente a metade das operações 

exigidas pela decomposição LU. O algoritmo de Cholesky é incondicionalmente estável. 

Como A é positiva-definida, não há necessidade de pivoteamento, pois neste caso ela sempre 

é diagonal dominante, veja por exemplo, SULLI e MAYRERS (2003), pag. 88 – 89. 

 Em relação às matrizes obtidas a partir da discretização de EDPs, os métodos diretos 

normalmente não apresentam boa eficiência computacional. A razão é que estes métodos não 

aproveitam a esparsidade da matriz de coeficientes para acelerar o processo de solução. Pelo 

contrário, durante a aplicação dos métodos, elementos da matriz de coeficientes que eram 

nulos deixam de sê-lo, não podendo mais ser ignorados. Isso aumenta tanto o espaço para 

armazenamento como o esforço computacional para calcular a solução numérica. 

 Além disso, durante a execução dos métodos diretos, pode haver um acumulo de erros 

de arredondamento, fazendo com que a solução calculada seja diferente da solução real do 

sistema linear. Portanto, métodos diretos de solução não são, em geral, empregados na 

resolução de problemas com grande número de incógnitas ou cujas matrizes de coeficientes 

sejam esparsas. Nesses problemas utilizam-se os métodos iterativos. 
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Capítulo 3: Métodos Iterativos Estacionários 
 

 Neste capítulo é feita uma revisão dos métodos iterativos. Este termo refere-se a um 

conjunto de técnicas que usam aproximações sucessivas para obter soluções mais precisas 

para um sistema linear, a cada iteração do algoritmo. Nos métodos iterativos a solução é 

definida como o limite de uma sucessão infinita de vetores. 

 Em certos casos, tais métodos são particularmente mais eficientes (tempo e memória) 

do que os diretos, por exemplo, quando a matriz dos coeficientes de grande dimensão é uma 

matriz esparsa. Eles ainda são mais econômicos no sentido que utilizam menos memória do 

computador. Podem também, sob certas condições, ser aplicados para resolver um conjunto 

de equações não lineares. 

 A idéia geral dos métodos iterativos é converter o sistema de equações Ax =b em um 

processo iterativo: 

 

 x= Cx + g = (x, A, b), (3.1) 

 

onde C é uma matriz com dimensões n x n, chamada matriz de iteração, g é um vetor com 

dimensões n x 1, chamado vetor de iteração e (x, A, b) é a função de iteração matricial  

 Partindo de um vetor aproximação inicial x
(0)

, constrói-se uma seqüência iterativa de 

vetores: 

 

 

(1) (0) (0)

(2) (1) (1)

(k) (k 1) (k 1)

( , , )

( , , )

( , , )

x Cx g x A b

x Cx g x A b

x Cx g x A b





 

  

  

  


 (3.2) 

 

 Se a sequência de aproximação x
(0)

, x
(1)

, x
(2)

,…, x
(k)

,…, converge para um valor , ou 

seja, é tal que 
(k)lim

k
x 


  ⟹ α = Cα + g, então  é a solução do sistema Ax =b.  

 As matrizes C e g da Eq. (3.1) são construídas a partir da decomposição da matriz de 

coeficientes A. Diferentes decomposições originam métodos iterativos distintos. Os métodos 

iterativos se dividem em Estacionários e Não-Estacionários. 
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 Um método iterativo é estacionário se cada aproximação é obtida da anterior sempre 

pelo mesmo processo. Ou seja, quando se expressa o processo iterativo da seguinte forma: 

 

 x
(k)

 = C x
(k-1)

 + g, com k = 1, 2, 3, … (3.3) 

 

tanto a matriz de iteração C quanto o vetor de iteração g são constantes ao longo de todas as 

iterações.  

 No caso de métodos iterativos, torna-se necessário saber se a sequência que está sendo 

obtida está convergindo ou não para a solução desejada. O estudo da convergência destes 

métodos é dado no Teorema 3.1, cuja demonstração pode ser verificada em GOLUB e van 

LOAN (1993).  

 

 Teorema 3.1: Seja x  a solução única do sistema Ax = b. A sequência {x
(k)

}kℕ, 

obtida do processo iterativo (3.3), converge para a solução x  se, e somente se, ||C|| < 1, 

para alguma norma e para qualquer aproximação inicial x
(0) 
 ℝn

 considerada. Mais ainda, 

verifica-se que:  

 

    kk 0
x x C x x   . (3.4) 

 

 Note que o critério de convergência não depende do vetor inicial x
(0)

, sendo que este 

apenas influencia no número de iterações necessárias para atingir a precisão desejada. 

 Os métodos iterativos são ditos estacionários porque os operadores matriciais que 

atuam sobre x
(k-1)

 para produzir x
(k)

 são constantes para todas as iterações. Inspecionando-se 

estas equações percebe-se que não é necessário fazer transformações nos elementos de A, 

apenas efetuar multiplicações de A (ou partes de A: L, D e U) por algum vetor. Estes 

processos preservam a esparsidade de A. 

 A seguir serão apresentados alguns dos principais métodos iterativos estacionários: 

método de Jacobi, método de Gauss-Seidel, método SOR (Successive Over Relaxation) e 

método SSOR (Symmetric Successive Over relaxation). 
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3.1 Método de Jacobi 

 

 Trata-se de um algoritmo que para determinar a solução de um sistema de equações 

lineares trabalha com os maiores valores absoluto em cada linha e coluna dominadas pelo 

elemento da sua diagonal. O método tem o nome do matemático Alemão Carl Gustav Jakob 

Jacobi. 

 Considere o sistema original Ax = b, supondo que aii  ≠ 0 para todo i = 1, 2, ..., n. O 

método de Jacobi transforma o sistema linear Ax = b em x = Cx + g, fazendo o isolamento do 

vetor x mediante a separação pela diagonal, obtendo-se: 
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Ou de forma simplificada: 
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 (3.6) 

 

Desta forma, tem-se x = Cx + g, onde 
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 Assim o método de Jacobi consiste em, dado uma aproximação inicial x
(0)

, obter uma 

sequência x
(0)

, x
(1)

, x
(2)

,…, x
(k)

,…, através da relação recursiva x
(k)

 = Cx
(k-1)

 + g, ou seja: 

http://pt.wikipedia.org/wiki/Algoritmo
http://pt.wikipedia.org/wiki/Sistema_de_equa%C3%A7%C3%B5es_lineares
http://pt.wikipedia.org/wiki/Sistema_de_equa%C3%A7%C3%B5es_lineares
http://pt.wikipedia.org/wiki/Sistema_de_equa%C3%A7%C3%B5es_lineares
http://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tico
http://pt.wikipedia.org/wiki/Alemanha
http://pt.wikipedia.org/wiki/Carl_Gustav_Jakob_Jacobi
http://pt.wikipedia.org/wiki/Carl_Gustav_Jakob_Jacobi
http://pt.wikipedia.org/wiki/Carl_Gustav_Jakob_Jacobi


22 

 

 
     
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   (3.8) 

 

 Note que a ordem a qual as equações são examinadas é irrelevante, uma vez que o 

método de Jacobi as trata independentemente, por isto este método também é conhecido como 

o método de deslocamentos simultâneos, uma vez que poderiam ser feitas, a princípio, 

atualizações simultaneamente. Esta característica torna o Método de Jacobi adequado para 

utilizar a computação paralela na solução de grandes sistemas lineares. 

 Outra possibilidade de apresentar o método consiste em fazer a decomposição da 

matriz A na forma A =MJ – NJ = D –(L + U), onde D é a diagonal de A, L é a matriz 

triangular estritamente inferior e U a matriz triangular estritamente superior obtidas de A. 

Assim o sistema linear Ax = b pode ser escrito como: 

 

 (MJ – NJ)x = b ou [D –(L + U)]x = b (3.9) 

 

ou seja, 

 

 x =D
-1

(L+ U)x+ D
-1

b (3.10) 

 

o qual sugere o esquema iterativo 

 

 x
(k)

 =D
-1

(L+ U)x
(k-1)

+ D
-1

b ou x
 (k) 

= D
-1

[(L+U) x
(k-1) 

+ b],  k = 1, 2, 3,… (3.11) 

 

Comparando esta expressão com x
(k)

 = Cx
(k-1)

 + g pode-se fazer a seguinte identificação: 

 

 C= D
-1

(L+ U) e g = D
-1

b (3.12) 

 

 Como critério de convergência, foi visto que a matriz de iteração C deve satisfazer a 

condição ||C|| < 1. Usando a Norma do Máximo das Linhas sobre a matriz C em (3.12) tem-se 

o seguinte critério de convergência para o Método de Jacobi: 
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 Teorema 3.2 (Critério das Linhas): Dado o sistema linear Ax = b. Seja os cij de tal 

forma que 

 

 1
1

1

 



n

ij
j

ij

ii

ij a
a

c , para i =  1, 2, ..., n (3.13) 

 

Então o Método de Jacobi gera uma sequência convergente para a solução única do sistema, 

para qualquer escolha de x
(0)

. 

 

 Demonstração: Se for provado que ||C|| < 1 então o Teorema 3.1 assegura 

imediatamente a convergência do método.  

 Como visto na Eq. (3.12), C = D
-1

(L+ U), verifica-se, facilmente, que se C = (cij), para 

i, j = 1, 2,...,n, então  

 

 

0 ,

,

ii

ij

ij

ii

c

a
c i j

a





  


 (3.14) 

 

pelo que, tomando a norma do máximo, 

 

 1maxmaxmax
1
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ij
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i

n

ij
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ij

i

n
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ij
i a

a

a

a
cC , (3.15) 

 

em que a última passagem se justifica pela definição de matriz com diagonal estritamente 

dominante por linhas. ⁫  

 Este critério fornece uma condição suficiente, mas não necessária. Isto é, o critério 

pode não ser satisfeito e o método ainda pode convergir. Outros critérios podem ser obtidos 

usando outras normas. 
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3.2 Método de Gauss-Seidel 

 

 É um método iterativo para resolução de sistemas de equações lineares. O seu nome é 

uma homenagem aos matemáticos alemães Carl Friedrich Gauss e Philipp Ludwig von Seidel. 

É semelhante ao método de Jacobi. Da mesma forma que no método de Jacobi, no método de 

Gauss-Seidel o sistema linear Ax = b é escrito na forma equivalente x = Cx +g, por separação 

da diagonal. O processo iterativo consiste em, sendo x
(0)

, uma aproximação inicial, obter uma 

sequência x
(0)

, x
(1)

, x
(2)

,…, x
(k)

,…, através de: 

 

 
     

1
k k k-1

, , ,

1

i n

i i i j j i j j i i

j i j i

x b a x a x a


  

 
   
 

   (3.16) 

 

 O método de Gauss-Seidel difere do método de Jacobi apenas no fato de que os 

valores atualizados dos elementos 
 k

ix  são utilizados, prontamente, assim que estejam 

disponíveis. Portanto, no processo iterativo de Gauss-Seidel, no momento de se calcular 
(k)

jx  

utiliza-se todos os valores 
(k) (k) (k)

1 2 1, , , jx x x  , que já foram calculados, bem como os restantes 

valores 
(k 1) (k 1) (k 1)

1 2, , ,j j nx x x  

    da iteração anterior. 

 Em termos matriciais considere-se a decomposição da matriz da matriz de coeficientes 

A = MS – NS = (D – L) - U. O sistema Ax = b pode escrever-se 

 

 (MS – NS)x = b ou [(D –L) - U]x = b (3.17) 

 

Assim, 

 

 (D –L)x =Ux + b ou x = (D –L)
-1

Ux + (D –L)
-1

b (3.18)  

 

que sugere o esquema iterativo 

 

 x
(k)

 = (D - L)
−1

(U x
(k-1) 

+ b),  k = 1, 2, 3,… (3.19) 

 

http://pt.wikipedia.org/wiki/Itera%C3%A7%C3%A3o
http://pt.wikipedia.org/wiki/Sistemas_de_equa%C3%A7%C3%B5es_lineares
http://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Alemanha
http://pt.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
http://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Philipp_Ludwig_von_Seidel&action=edit&redlink=1
http://pt.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9todo_de_Jacobi
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Pode-se fazer a seguinte identificação, ao comparar esta expressão com x
(k)

 = Cx
(k-1)

 + g 

 

 C = (D - L)
−1

U  e  g = (D - L)
−1

 b (3.20) 

 

 Tal como sucede com o método de Jacobi, o método de Gauss-Seidel é convergente 

para matrizes de diagonal estritamente dominante por linhas. Para o método de Gauss-Seidel, 

a análise da convergência pode ser feita pelo critério de Sassenfeld, cuja demonstração pode 

ser vista, por exemplo, em RUGGIERO e LOPES (1988), apresentado a seguir:  

 

 Critério de Sassenfeld: Dado o sistema bAx  . Seja i tal que  

 

,...3,2,1,1||||
1

1

,

1

1

,

,














 







iaa
a

n

ij

ji

i

j

jji

ii

i    (3.21) 

 

Então, o método de Gauss-Seidel gera uma seqüência {x
(k)

}, k  N, que converge para a 

solução do sistema.  

 

 Em geral se o método de Jacobi converge, o método de Gauss-Seidel convergirá mais 

rapidamente, embora ainda relativamente lento comparado com outras técnicas. Portanto, o 

método de Gauss-Seidel tem um desempenho superior ao de Jacobi. 

 Dois fatos importantes sobre o método de Gauss-Seidel devem ser observados. 

Primeiro cada componente da nova iteração depende das componentes calculadas 

previamente, as atualizações não podem ser feitas simultaneamente como pelo método de 

Jacobi. Segundo, a nova iteração de x
(k)

 depende da ordem com que as equações são 

examinadas. O método de Gauss-Seidel pode ser chamado de método de deslocamentos 

sucessivos, para indicar a dependência da ordem das iterações. Se esta ordem é mudada, as 

componentes da nova iteração também podem mudar. 

 Estes dois pontos são importantes porque se A é esparsa, a dependência de cada 

componente da nova iteração das componentes anteriores não é absoluta. A presença de zeros 

na matriz pode remover a influência de algumas das componentes anteriores. Pode se reduzir 

tal dependência usando um ordenamento inteligente das equações, assim restabelecendo a 

capacidade de utilizar computação paralela. Como sempre, reordenar as equações pode afetar 
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a taxa à qual o método de Gauss-Seidel converge. Uma escolha ruim da ordenação pode 

diminuir a taxa de convergência; uma boa escolha pode aumentar a taxa de convergência. 

 

3.3 Método SOR (Successive Over Relaxation)  

 

 Em álgebra linear numérica, o método de sobre-relaxação sucessiva (SOR) é uma 

variante do método de Gauss-Seidel para a resolução de um sistema de equações lineares, 

resultando em uma convergência mais rápida. Foi concebido simultaneamente por David M. 

Young e H. Frankel em 1950, com a finalidade de resolver sistemas lineares automaticamente 

em computadores digitais.  

 Este método consiste em considerar um parâmetro real  não nulo, chamado fator de 

relaxação ou extrapolação, e definir: 

 

 
     k k (k 1)1 , i i ix x x      k = 1, 2, 3, … (3.22) 

 

onde x  denota a aproximação obtida pelo método de Gauss-Seidel. Esta extrapolação leva a 

forma de uma média ponderada entre a iteração anterior do SOR e iteração seguinte calculada 

pelo método de Gauss-Seidel, para cada componente. A idéia é escolher um valor  que 

acelera a taxa de convergência para a solução. 

 Como nos métodos anteriores, considerando a decomposição da matriz de coeficientes 

A =M –N. O sistema Ax = b pode escrever-se 

 

 (M –N)x = b ou Mx =N + b (3.23) 

 

Fazendo  

 

 M=D - L e N =(1-)D + U  (3.24) 

 

Assim o sistema M x = N x +b toma a seguinte forma: 

 

 (D - L)x = [(1 - D U]}x + b (3.25) 
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Ou  

 

 x = (D - L)
-1

[U + (1 - D]x + (D - L)
-1

b (3.26) 

 

o que sugere o esquema iterativo 

 

 x
(k)

 = (D - L)
-1

[U +(1−)D]x
(k-1)

 +(D - L)
-1

b,  k= 1, 2, 3, … (3.27) 

 

Comparando esta expressão com x
(k)

 = Cx
(k-1)

 + g, resulta em 

 

 C = (D - L)
-1

[U + (1 - D]  e  g = (D -  L)
−1

 b (3.28) 

 

 Se  o método SOR se reduz ao método de Gauss-Seidel. As condições 

necessárias e suficientes para a convergência do método SOR são dadas pelos seguintes 

teoremas, cujas demonstrações se encontram facilmente em qualquer livro de analise 

numérica, como por exemplo, ORTEGA (1972) pag. 123 - 133. 

 

 Teorema 3.3 (Kahan - condição necessária): Para que haja convergência do método 

SOR, qualquer que seja a aproximação inicial x
(0)

, é necessário que  pertença ao intervalo 

(0, 2).  

 

 Teorema 3.4 (Ostrowski-Reich - condição suficiente): Se a matriz A for simétrica e 

positiva-definida, se  pertencer ao intervalo (0, 2), então o método SOR converge, para 

qualquer que seja a aproximação inicial x
(0)

.  

 

 Em geral, não é possível calcular com antecedência o valor ótimo de  relacionado à 

taxa de convergência do SOR. Até mesmo quando é possível calcular o valor ótimo de, o 

custo computacional é normalmente proibitivo. A escolha de  pode afetar significativamente 

a taxa de convergência do SOR. Podem-se empregar algoritmos adaptáveis para determinar , 

utilizando estimativas para a taxa na qual a iteração corrente está convergindo. 
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 Para matrizes de coeficientes A, provenientes da discretização de EDPs elípticas, há 

uma relação direta entre o espectro da matriz de Jacobi e da matriz de iteração do método 

SOR. A princípio, determinado o raio espectral  da matriz de iteração de Jacobi pode-se 

determinar a priori, teoricamente, o valor ótimo de  para o SOR, da seguinte maneira: 

 

 
211

2





opt  (3.29) 

 

 Isto raramente ocorre, uma vez que calcular o raio espectral da matriz de Jacobi requer 

um custo computacional geralmente muito alto. Porém, estimativas aproximadas de  podem 

gerar estimativas razoáveis, para o valor ótimo de. 

 

3.4 Método SSOR (Symmetric Successive Over Relaxation)  

 

 Assim como o SOR o método SSOR é creditado ao matemático e cientista da 

computação, americano, David M. Young. Este método consiste em, desde que a matriz de 

coeficientes A seja simétrica, aplicar simultaneamente dois métodos SOR, de tal modo que a 

matriz de iteração resultante seja semelhante a uma matriz simétrica. Especificamente, a 

primeira “varredura” de SOR é realizada conforme a Eq. (3.27), mas na segunda “varredura”, 

as variáveis desconhecidas são atualizadas na ordem inversa. Isto é, SSOR é uma varredura 

para frente de SOR seguida por uma para trás, ou seja:  

 

 

   
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1 11k k+
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1 11 k k
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 
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  

 
       

 
 

 
       

 
 

 

 





(3.30) 

 

Em que n é a dimensão da matriz de coeficientes. 

 Desta forma, pode-se escrever o sistema Ax = b, considerando a decomposição da 

matriz A = M - N para a primeira varredura do SOR e A =  NM
~~

  para a segunda 

varredura, tem-se: 
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, 1, 2, , 1,

, 1, , 2,1

M x N x b i n n

M x N x b i n n

 

 





   

   



  
 (3.31) 

 

Fazendo  

 

 e  (1 )M D U N D L          (3.32) 

 

Como A é simétrica, tem-se o esquema iterativo: 

 

 

 

 

1
k

k 12

1
k

k 2

, 1, 2, , 1,

, , 1, , 2, 1

i i

T T

i i

Mx Nx b i n n
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



 
   

 
 

 

   

   





 (3.33) 

 

Ou melhorando  

 

 
   k k 11 1( ) ( )T T T T T

i ix M N M N x M N M M b
        (3.34) 

 

Da definição de Me N pode-se escrever: 

 

  x
(k)

 = B1B2 x
(k-1)

 + (2 − )(D - U)
-1

D(D - L)
-1

b,  k= 1, 2, 3, … (3.35) 

 

onde 

 

 

])1([)(

e

])1([)(

1

2

1

1

DULDB

DLUDB













 (3.36) 

 

 Note que B2 simplesmente é a matriz de iteração para SOR da Eq. (3.27) e que em B1 

os papéis de L e U são invertidos.  
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 Comparando esta expressão com x
(k)

 = Cx
(k-1)

 + g, pode-se fazer a seguinte 

identificação C = M
-T 

N
T
M

-1
N =B1B2  e  g = M-T

(
 
N

T
M

-1 
+ MM

-1
)b, ou melhor: 

 

 

  

1 1

1 1 1

( ) [ (1 ) ]( ) [ (1 ) ]

e

( ) (1 ) ( ) ( )( )

C D U L D D L U D

g D U L D D L D L D L b

     

      

 

  

      

       

 (3.37) 

 

É possível provar que C é semelhante a uma matriz simétrica (GOLUB e van LOAN, 1993). 

 A semelhança da matriz de iteração SSOR com uma matriz simétrica permite a 

aplicação do SSOR como um pré-condicionador para outros métodos iterativos para matrizes 

simétricas. Assim, este método iterativo não apresenta qualquer vantagem sobre o método 

SOR, sendo mais utilizado como pré-condicionador para os métodos não-estacionários, pois 

sua taxa de convergência é geralmente mais lenta do que a taxa de convergência do SOR com 

 ideal. 

 

  



31 

 

Capítulo 4: Métodos Iterativos Não-Estacionários 
 

 A teoria dos métodos iterativos estacionários foi solidamente estabelecida com o 

trabalho de D.M. Young na década de 1950. Os métodos iterativos não-estacionários são 

mais recentes e, embora a teoria por trás destes algoritmos seja mais complexa, são 

normalmente mais eficientes do que os métodos estacionários. São métodos diretos na sua 

essência, mas na prática são usados como métodos iterativos. Portanto, a solução aproximada 

depende de uma tolerância pré-fixada. Sua eficiência depende de critérios de convergência 

relacionados à matriz dos coeficientes. A matriz dos coeficientes A e o vetor dos termos 

independentes b não são alterados durante o processo iterativo, portanto, preserva as 

características da matriz de coeficientes, como a sua esparsidade. Os cálculos da passagem da 

aproximação atual à seguinte envolvem informações que mudam a cada iteração, isto é, 

possuem parâmetros de busca que variam a cada iteração, assim, não trabalham com uma 

matriz de iteração. Esta flexibilidade justifica o melhor desempenho desses métodos em 

relação aos estacionários.  

 A essência dos métodos iterativos não-estacionários é transformar o sistema Ax = b 

em um problema de minimização do resíduo ||rk|| = min ||b-Ax
(k)

||, em seguida procura-se o 

mínimo, caminhando em uma direção de busca bem definida, e a cada iteração a direção de 

busca da solução é modificada, o que justifica o nome não-estacionário. Como estes métodos 

utilizam-se de problemas de otimização, são derivados diretamente do método dos gradientes 

conjugados desenvolvido originalmente por Hestenes e Stiefel em 1952. Os vários métodos 

iterativos não-estacionários, para solução iterativa de sistemas lineares, são formulados 

adaptando-se o método dos gradientes conjugados de várias formas, levando-se em 

consideração as características do sistema: se a matriz A é positiva-definida, simétrica ou 

genérica (BARRET et al., 1994). Dentre os métodos iterativos não-estacionários mais 

conhecidos, podem-se citar os métodos dos Gradientes Conjugados, Minimização de 

Resíduos, Minimização de Resíduos Generalizados, Quase-Minimização de Resíduos, 

Gradientes Biconjugados, Gradientes Biconjugados Estabilizado e Lanczos.  

 O Método do Gradiente Conjugado foi desenvolvido originalmente por Hestenes e 

Stiefel em 1952, para a solução em n passos de um conjunto de equações lineares simultâneas. 

Em sua forma geral, pode ser aplicado para otimização de funções no ℝn
 . No final da década 

de 1960 o método foi estendido para a solução de problemas de controle ótimo. 
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 Tomando uma variação deste método, a partir do sistema linear Ax = b define-se o 

seguinte funcional: 

 

 r= r(x) = b – Ax  (4.1) 

 

sendo x um vetor genérico. O vetor r(x) é definido como o vetor resíduo, cuja norma mede a 

distância de x à solução do sistema. Desta forma, se a norma de r(x) for nula, tem-se que r(x) 

é um vetor nulo e x é a solução do sistema linear. Portanto, obter a solução x do sistema linear 

Ax = b é o mesmo que encontrar o zero (vetorial) de r(x). Como o resíduo r(x) é linear em x e 

infinitamente diferenciável, ou seja, r(x)  C
∞
(ℝn

), pode-se definir o seguinte funcional 

quadrático: 

 

 bxAxxxF TT 
2

1
)(  (4.2) 

 

cujo vetor gradiente é dado por: 

 

 )()(
)(

)( xrxFbAx
x

xF
xF 




  (4.3) 

 

e a matriz Hessina é calculada como: 

 

 AxHA
x

xF
xH 




 )(

)(
)(

2

2

 (4.4) 

 

 Quando x for uma solução do sistema linear, r(x) = 0, será também um ponto crítico 

de F(x), ∇F(x). Portanto, minimizar F(x) é o mesmo que resolver o sistema linear. Logo, 

pode-se obter a solução do sistema, utilizando algum método de minimização do funcional 

F(x). Assim, já se tem a garantia de que, sendo x uma solução do sistema, x é um ponto crítico 

de F(x). Para que x seja um ponto de mínimo deve-se assegurar que a matriz Hessiana H(x) 

seja positiva-definida e também simétrica, ou seja: 
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  (4.5) 

 

 Mas a matriz Hessiana de F(x) é exatamente a matriz de coeficientes (H = A), assim, 

para garantir que x seja a solução do sistema deve-se impor que a matriz A seja simétrica e 

positiva-definida. E quando a matriz de coeficientes não tiver estas características, deve-se 

adequar este método para a obtenção da solução. 

 Os métodos iterativos baseados em métodos de otimização tem como característica 

principal, em seu processo iterativo, atualizar o vetor x
(k)

 a partir da solução inicial x
(0)

 e do 

resíduo inicial r0= b – Ax
(0)

. Além disso, são preservadas as características da matriz de 

coeficientes A como, por exemplo, sua esparsidade, pois necessitam apenas de produto 

matriz-vetor, além das operações entre vetores.  

 

4.1 Método da Descida Máxima (Steepest Descent) 

 

 O Método da Descida Máxima, também conhecido com método dos gradientes puros, 

foi proposto por Box e Wilson em 1951. É uma das estratégias mais simples, porém pouco 

eficiente, para se minimizar o funcional F(x). Na formação da sequência de aproximações x
(0)

, 

x
(1)

, x
(2)

,…, x
(k)

,…, toma, a cada passo, o sentido contrário ao do gradiente do funcional F(x), 

determinando-se o passo k de tal maneira que na direção rk o funcional seja minimizado, isto 

é, F(x
(k)

) < F(x
(k-1)

). Denominando-se:  

 

 
       kk
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 (4.6) 

 

Para determinar k, calcula-se: 
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mimizando (4.7) em relação a k , resulta em: 
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Assim  
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A Fig. 4.1 apresenta um algoritmo do Método da Descida Máxima. 

 

Escolha x
0
 como vetor inicial e  como parâmetro de parada 

(positivo e suficientemente pequeno, 10
-6

)  

r0 = b – Ax
0 

k = 0 

enquanto ||rk|| >   
            k = k+1 

        

11

1



 


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kk

kk

k
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k

k
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k
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rxx
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rr

Axbr



  

fim 

Figura 4.1 - Algoritmo do Método da Descida Máxima  

 

 Através das grandezas de max e min, maior e o menor autovalor da matriz A, 

respectivamente, define-se o fator-condição da matriz A, )(A , por: 

 

 
min

max)(



 A  (4.10) 

 

Em NOCEDAL e WRIGHT (2006) é provado que: 
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O que implica na convergência global. Para sistemas mal condicionados, cuja matriz de 

coeficientes tem o fator condição grande, infelizmente, a taxa de convergência pode ser 

extremamente lenta quando o fator-condição não for suficientemente próximo da unidade. 

Neste caso, geometricamente, as curvas de nível de F são hiper-elipsóides muito alongadas e 

o sentido contrário à direção do gradiente pode ser muito diferente da direção do mínimo de 

F(x).  

 

4.2 Métodos dos Gradientes Conjugados (CG) 

 

 Todos os métodos iterativos discutidos até este agora são limitados por sua falta de 

memória iterativa. Cada um usa apenas informações sobre x
(k-1)

 para obter x
(k)

. Todas as 

informações das iterações anteriores são esquecidas. O método do gradiente conjugado é uma 

simples variação na descida máxima, que funciona melhor porque possui uma memória 

iterativa.  

 O método dos Gradientes Conjugados foi desenvolvido independentemente, na década 

de 1950, por Eduard Stiefel, do Instituto de Matemática Aplicada em Zurique e por Magnus 

Hestenes com a cooperação do J.B. Rosser, G. Forsythe e L. Paige, do Instituto de Análise 

Numérica, Departamento Nacional de Standards. Cornelius Lanczos desenvolveu, em 1952, 

uma rotina intimamente relacionada com base em seu estudo sobre o problema de autovalor. 

Mas a sua natureza e possíveis aplicações eram incompreendidas naquela época. Somente na 

década de 1970 revelaram que esses métodos funcionam bem para resolver equações 

diferenciais parciais, especialmente do tipo elípticas. 

 Neste método, a cada passo, a direção de busca pk é calculada levando-se em conta 

não apenas o sentido contrário da direção do vetor gradiente de F(x), gk = ∇F(x
(k)

), como no 

método da descida máxima, mas também o conjunto de informações disponíveis até o k-ésimo 

passo. Ao atingir o k-ésimo passo, tem-se acumuladas as informações: 

 

 {p0, p1 ,..., pk, g0, g1,..., gk} (4.12) 

 

 Sejam Sk o subespaço de ℝn
 gerado pelo conjunto de vetores (4.12) e Vk o conjunto 

{x
(k)

} ∪ Sk, que contém o ponto x
(k)

. O cálculo de pk é feito da seguinte forma: para k = 0 tome 
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p0 = - g0 e para k > 0, pk é tomado como um elemento do subespaço Sk. Então, pk é uma 

combinação linear dos gradientes g0, g1,..., gk, ou seja, Sk coincide com o subespaço gerado 

pelos gradientes g0, g1,..., gk. A direção pk, deve ser tal que, se x
(k)

 = x
(k-1)

+ kpk for tomado 

como ponto ótimo na direção de pk, esse ponto será também ótimo em todo o conjunto Vk. Em 

outras palavras, pk  Sk deve ser escolhido de tal forma que a restrição de F a Vk seja mínima 

no ponto x
(k)

. 

 Em sua essência, o método dos Gradientes Conjugados, utiliza em cada iteração, a 

aproximação da solução (x
(k)

), o resíduo (rk) correspondente a essa aproximação e a direção de 

busca (pk) usada para atualizar a aproximação e o resíduo. Os escalares de atualização (k) são 

calculados, em toda iteração do método, através de dois produtos internos. Estes escalares são 

definidos para garantir que a sequência de aproximações satisfaça certas condições de 

ortogonalidade. Tais condições implicam que, em um sistema linear positiva-definido e 

simétrico, a distância entre as aproximações e a solução real é mínima em alguma norma. 

 Atualiza-se as aproximações x
(k)

, em cada iteração, através do escalar (k) 

multiplicando-o pelo vetor de direção de busca (pk): 

 

 x
(k) 

= x
(k-1) 

+ kpk, k = 1, 2, 3,… (4.13) 

 

Da mesma forma são atualizados os resíduos rk = b – A x
(k)

: 

 

 rk = rk-1 - kpk, para k = 1, 2, 3,… (4.14) 

 

O valor do passo k é calculado como no método da descida máxima, ou seja: 

  

 
k

T

k

k

T

k
k

App

rr 11   (4.15) 

 

 Da invariância e da ortogonalidade dos gradientes de F tem-se que as direções de 

busca são atualizadas usando os resíduos:  

 

 pk = rk + k-1pk-1 (4.16) 

 

Onde k é dado por: 
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Isto é assegurado pelo fato de que pk e pk-1, ou equivalentemente, rk e rk-1 são ortogonais.  

 Como se viu, o método da descida máxima apresenta uma baixa convergência. Para 

evitar isto, considera-se o problema de minimizar o funcional F(x) ao longo de um conjunto 

de direções {p1, p2,…} que não correspondem necessariamente aos gradientes {r0, r1, r2,…}, 

este procedimento será feito nas próximas seções. 

 Considere a expansão em série de Taylor do funcional F(x
(k-1)

 + k pk), a qual pode ser 

minimizada por: 

 

 
k
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k
App

rp 1  (4.18) 

 

 Para k definido desta forma, tem-se que: 
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xFpxF

2

111

2
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 Para assegurar que F(x
(k)

) < F(x
(k-1)

) é necessário que não se tenha pk ortogonal a 1kr . 

Neste caso o algoritmo do método é o mostrado na Fig. 4.2, conhecido como o Método das 

direções Gerais de Busca. 

 

Escolha 0x como vetor inicial e  como parâmetro de parada 

(positivo e suficientemente pequeno, 10
-6

)  

r0 = b – Ax
0 

k = 0 

enquanto ||rk|| >   
            k = k+1 

            Escolha uma direção pk, tal que p
T

k rk-1≠ 0 

            

k

T

k

k

T

k
k

App

rp 1  

            x
k
 = x

k-1 
+ kpk 

           rk = b - Ax
k 

fim 

Figura 4.2 - Algoritmo do Método com direções gerais de busca 
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 É claro que: 

 

 xk  x
0
 + span{p1, p2, …, pk} ≡ {x

0 
+ 1p1 +2p2 +...+kpk:i  R}  (4.20) 

 

 As direções de busca {p1, p2,…, pk} devem ser escolhidas adequadamente para que se 

tenha a garantia da convergência sem as dificuldades apresentadas no método da Descida 

Máxima. 

 

4.2.1 Direções de Busca A-Conjugadas 

 

 O método da descida máxima freqüentemente leva à execução de passos na mesma 

direção de passos anteriores. Para tentar evitar esta situação, são escolhidas direções de busca 

A-Conjugadas {p1, p2,…, pk}. Duas direções pi e pj são A-Conjugadas se: 

 

 0j

T

i App  para todo i ≠ j e uma matriz positiva-definida A. (4.21) 

 

 Desta maneira, em cada direção será dado um único passo, e esse passo terá o 

comprimento correto para que seja alinhado exatamente com x
(k)

. Ao fim de n passos, em 

precisão infinita, a solução será encontrada.  

 Em geral, pode-se provar que se as direções de busca são linearmente independentes e 

x
(k)

 é solução do problema 

 

  

   




,3,2,1para)(min
,,,

k

21
0




kxFx
kpppspanxx

 (4.22) 

 

Então, a convergência é garantida em no máximo n passos, isto é se x
(n)

 minimiza F(x) sobre 

ℝn
 então x

(n)
 satisfaz Ax

(n)
 = b. Porém, para que esta abordagem seja viável, as direções de 

busca devem fornecer condições para se calcular facilmente o vetor x
(n)

, sendo conhecido a 

priori o vetor x
(n-1)

.  

 Uma maneira de se determinar adequadamente as direções de busca pk será 

apresentada a seguir. Se: 
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 x
(k)

 = x
(0)

 + Pk-1
 
y+ k pk (4.23) 

 

Sendo Pk-1 = [p1, p2,…, pk-1], y  ℝk-1
 e k ℝ, então pelo desenvolvimento de Taylor: 

 

     
2

k 0 T T

1 k-1 0( ) P
2

T T

k k k k k k kF x F x P y Ap p Ap p r


       . (4.24) 

 

 Tem-se que o termo ky
T T

kP 1 Apk é nulo se pk  span{Ap1, Ap2, …, Apk-1}
┴
, sendo 

assim, para minimizar o funcional dado em (4.22), basta dividir o problema em dois outros 

problemas de minimizações desacopladas, um para minimizar y e outro que minimiza k, da 

seguinte maneira: 
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 (4.25) 

 

 Sendo yk-1 a solução do primeiro problema de minimização, tem-se que 

   k 1 0

1 1

T

k kx x P y


    minimiza F(x) sobre x
(0)

 + span{p1, p2, …, pk}. A solução do segundo 

problema de minimização é dada por: 

 

 
k

T

k

T

k
k

App

rp 01 . (4.26) 

 

Observe que, devido ao fato dos vetores serem A-conjugados, tem-se: 
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 Pelos resultados obtidos segue que x
(k)

 = x
(k-1) 

+kpk, e obtemos o algoritmo do 

método com direções de busca A-conjugadas como descrito na Fig. 4.3: 

 

Escolha x
0
 como vetor inicial e  como parâmetro de parada (positivo 

e suficientemente pequeno, 10
-6

) 

r0 = b – Ax
0 

k = 0 

enquanto ||rk|| >  

            k = k+1 

            Escolha pk  span{ Ap1, Ap2, …, Apk-1}
┴
, tal que 01 k

T

k rp  

            

k

T

k

k

T

k

k
App

rp 1  

            x
k
 = x

k-1 
+ kpk 

           rk = b - Ax
k 

fim 

Figura 4.3 - Algoritmo do método com direções de busca A-conjugadas  

 

4.2.2 Algumas versões para o Método dos Gradientes Conjugados 

 

 A seguir, mostra-se que, através do Lema 4.1, pode-se encontrar direções de busca que 

minimizam o funcional F. 

 

 Lema 4.1 – Dado rk-1 ≠ 0, existe pk  span{Ap1, Ap2, …, Apk-1}
┴
 tal que 1k

T

k rp ≠ 0. 

 

 Demonstração: Para o caso k = 1, escolha p1 = r0, como na descida máxima. Para o 

caso de k > 1, sendo que rk-1 ≠ 0, conclui-se que: 
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 (4.28) 

 

 Portanto, existe um p  span{Ap1, Ap2, …, Apk-1}
┴
 com a proriedade de que p

T
r0 ≠ 0. 

Contudo, x
(k-1) 

 x
(0)

 + span{p1, p2, …, pk-1} e aí rk-1  r0 + span{Ap1, Ap2, …, Apk-1}. Donde 

1k

T

k rp = p
T
r0 ≠ 0. ⁭ 

 

 Note que se Pk = [p1, p2,…, pk] é a matriz dos vetores A-conjugados, então, devido ao 

fato de que a matriz A é positiva-definida e as direções de busca são não nulas, tem-se que a 

matriz diagonal: 
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 k

T

k APP = diag( 11 AppT , 22 AppT ,…, k

T

k App ) (4.29) 

é não singular. E isto segue que Pk possui posto completo, n, garantindo que o Algoritmo da 

Fig. 4.3 irá convergir em no máximo n passos, porque o mínimo, se existir, de F(x) sobre o 

espaço ran(Pn) = ℝn
 será x

(n)
. 

 Para aproveitar os aspectos positivos do método da descida máxima com o método das 

direções de busca A-conjugadas, deve-se escolher uma direção de busca pk o mais próximo 

possível do resíduo rk-1, em outras palavras, deve-se escolher um vetor que seja A-conjugado 

de p1, p2, …, pk. Com esta escolha define-se a primeira versão do algoritmo do Método dos 

Gradientes Conjugados, apresentado pela Fig. 4.4. 

 

Escolha x
0
 como vetor inicial e  como parâmetro de parada (positivo e 

suficientemente pequeno, 10
-6

) 

r0 = b – Ax
0 

k = 0 

enquanto || rk|| >  

            k = k+1 

              se k = 1 

                  p1 = r0 

              se não 

                  Tome pk como o mínimo de ||p – rk-1||2 para todos os vetores  

                   pk  span{ Ap1, Ap2, …, Apk-1}
┴
 

              fim 

              

k

T

k

k

T

k
k

App

rp 1  

               x
k
 = x

k-1 
+ kpk 

               rk = b - Ax
k 

fim 

Figura 4.4 – Primeira versão do algoritmo do Método dos Gradientes Conjugados.  

 

 Para tornar este algoritmo um código eficaz para sistemas lineares esparsos Ax =b, 

precisa-se de um método eficiente para calcular o vetor pk, dado no algoritmo da Fig. 4.4. Pois 

uma quantidade considerável de análises é necessária para desenvolver a recursão final. O 

primeiro passo é mostrar que pk é o mínimo residual de um problema de mínimos quadrados. 

O Lema 4.2 mostra como calcular o vetor pk. 

 

 Lema 4.2 - Os vetores pk tomados no algoritmo da Fig. 4.4, com k ≥ 2, satisfazem a 

seguinte equação 
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 pk = rk-1 – A Pk-1 zk-1, (4.30) 

 

onde Pk-1 = [p1, p2, …, pk-1] e zk-1 é o minimo da seguinte função f(z) = 
1 1 1 2

min
k k k

z
r AP z

  





. 

 

 Demonstração: Suponha que zk-1 é o mínimo do problema de mínimos quadrados 

definido por f(z) e seja p o mínimo residual associado, definido por: 

 

 p = rk-1 – A Pk-1 zk-1 (4.31) 

 

 Desta forma, tem-se que p é A-conjugado aos vetores de Pk-1, ou seja, p
T
APk-1 = 0. 

Além disso, tem-se que p = [I – (APk-1)(APk-1)
+
]rk-1, em que (APk-1)

 +
 é a pseudo-inversa de 

(APk-1), é a projeção ortogonal de rk-1 sobre o espaço ran(APk-1)
 ┴

, portanto, p é o vetor mais 

próximo do resíduo rk-1, no espaço ran(APk-1)
 ┴

. Sendo assim, basta tomar p = pk. ⁭ 

 

 A partir dos resultados obtidos nos lemas anteriores, pode-se estabelecer importantes 

relações entre os resíduos rk, as direções de busca pk e o sub-espaço de Krylov: 

 

 (r0, A, k) ≡ span{r0, Ar0, …, A
k-1

r0} (4.32)  

 

 Teorema 4.1 - Após k passos no algoritmo do método gradiente conjugado (com rk≠0 

em cada etapa), tem-se:  

 

 rk = rk-1 - k A pk ,  (4.33a) 

 T

kP rk = 0, (4.33b) 

 span{p1, p2, …, pk} = span{r0, r1, …, rk-1} = K(r0, A, k) (4.33c) 

 Demonstração: Da relação de recorrência x
(k)

 = x
(k-1)

 + kpk e da definição do resíduo 

rk = b -Ax
(k)

, segue que rk = b -A(x
(k-1)

 + kpk) → rk = [b - A x
(k-1)

]- Akpk → rk = rk-1 - kApk, 

o que prova a Eq. (4.33a). 

 Para demonstrar que T

kP rk = 0, Eq. (4.33b), basta provar que todo e qualquer vetor de 

T

kP  é ortogonal a rk, isto é, deve-se mostrar que T

kp rk = 0 para qualquer pk  T

kP . Da relação 

de recorrência para o residuo rk = rk-1 - k A pk , tem-se:  
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 (4.34) 

 Para demonstrar que span{p1, p2, …, pk} = span{r0, r1, …, rk-1}, Eq. (4.33c), será 

usado indução sobre k. O teorema é trivial se k = 1, uma vez que p1= r0 . Agora, suponha que 

os subespaços são iguais para todo k =k, e então prova-se que o teorema também é verdadeiro 

para k = k+1. O primeiro passo é mostrar que  

 

  0 1 0, , , ( , , 1)kspan r r r K r A k   (4.35) 

 

À luz da hipótese de indução, é suficiente mostra que rk  K(r0, A, k+1). Recordando a 

relação de recorrência dada pela Eq. (4.33a), rk = rk-1 - k A pk, pode-se obter a condição de 

Apk. Usando o Lema-4.2, tem-se 

 

    1 2 1 2 2 0 1 1 0, , , , , , . ( , , )k k k k kp r Ap Ap Ap z span r r r K r A k         (4.36) 

 

Segue disto que 

 

  2

1 0 0 0 0, , , . ( , , 1)k

kAp span Ar A r A r K r A k     (4.37) 

 

Além disso, 1 0 0( , , ). ( , , 1)kr K r A k K r A k    , assim, 

 

 1 0( , , 1)k k k kr r Ap K r A k     (4.38) 

 

Isto prova (4.35). 

 O próximo passo é mostrar que  

 

    1 2 0 1 1, , , , ,k kspan p p p span r r r    (4.39) 
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Por hipótese de indução,  

 

  0 1 1, , , para 0,..., 1i kp span r r r i k    (4.40) 

 

Assim é suficiente mostrar que pk  span{r0, r1, ..., rk}. Mas isto segue imediatamente do 

Lema 4.2 seguido do Lema 4.1.  

 Combinando as equações (4.38) e (4.39), vê-se que os três subespaços de interesse são 

aninhados, ou seja, span{p1, p2,..., pk} ⊆ span{r0, r1,..., rk-1} ⊆ K(r0, A, k+1). Para mostrar que 

eles são iguais, basta mostrar que todos têm a mesma dimensão. Uma vez que K(r0, A, k+1) é 

gerado por um conjunto de k + 1 vetores, sua dimensão é no máximo k +1. Mostrando que a 

dimensão do span{p1, p2,..., pk} é exatamente k +1, prova-se que os três espaços têm 

dimensão k +1, e são, portanto, iguais. Mas, como se sabe que os p1, p2, ..., pk são todos 

diferente de zero e ortogonais e portanto, são linearmente independentes, formando uma base 

de span{p1, p2,..., pk} cuja dimensão é k + 1. ⁫ 

 

 Corolário 4.1: Os resíduos r0, r1, …, rk, produzidos pelo algoritmo do método dos 

gradientes conjugados são ortogonais com respeito ao produto interno padrão. 

 Demonstração: Deve mostrar que rk ┴ r0, r1, …, rk-1 , para todo k. Mas isto segue 

imediatamente do fato de que T

kP rk = 0, Eq. (4.33b) e uma vez que span{p1, p2,..., pk} = 

span{r0, r1,..., rk-1} conforme Eq. (4.33c).  ⁫ 

 

 Corolário 4.2 - As direções de busca pk-1 e os resíduos rk-1 geram um subspaço que 

contém a direção de busca pk para todo k ≥ 2, ou seja, pk  span{pk-1, rk-1} para k ≥ 2. 

 Demonstração: Se k = 2, então p2  span{r0, r1} pois da Eq. (4.33c) tem-se que 

span{p1, p’2} = span{r0, r1}. Ora, como p1 = r0 conclui-se que p2 é combinação linear de p1 e 

r1.  

 Para k > 2, basta que se decomponha o vetor zk-1 do Lema 4.2 da seguinte forma: 

 

 
2

1 , ,k

kz
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 






 
   
 

   (4.41) 
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 Da fórmula de atualização do resíduo, rk-1= rk-2 - k-1Apk-1, segue -se que  
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Portanto, 
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Fazendo 
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 Pelo Corolario 4.1, r0, r1,…, rk, são mutuamente ortogonais, segue que sk-1rk-1= 0. 

Desta forma, resolver o problema de mínimos quadrados no algoritmo da Fig. 4.4 se reduz a 

escolher  e  de tal que a norma de pk dada por: 
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seja mínima. Uma vez que zk-2 minimiza a norma L2 de (rk-2 – APk-2z) fornecendo um resíduo 

pk-1, segue que sk-1 é múltiplo de pk-1. Consequentemente, pk  span{pk-1, rk-1}. ⁫ 

 Com os resultados apresentados pelo Teorema 4.5 e os Corolários 4.1 e 4.2, mostra-se 

que a direção de busca pk é uma simples combinação linear de seu antecessor pk-1 e do resíduo 

rk-1. 

 Graças ao Corolário 4.2 a fórmula de atualização do resíduo pk se torna: 

  

 pk = rk-1 + kpk-1 (4.46) 
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 A definição de que os vetores pk e pk-1 são A-conjugados, ou seja, T

kp 1 Apk = 0, é 

satisfeita se, e somente se: 
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  (4.47) 

 

 Isso mostra que pk pode ser calculado com um custo computacional baixo e que este 

custo não cresce com k. Verifica-se também, que não há necessidade de salvar as antigas 

direções de busca p1, p2,..., pk-1, portanto, o requisito de armazenamento não cresce com k, 

pois toda a “história iterativa” necessária é concentrada em pk. 

 Isto leva à uma segunda versão do Método dos Gradientes Conjugados, apresentada na 

Fig. 4.5.  

 

Escolha x
0
 como vetor inicial e  como parâmetro de parada (positivo e 

suficientemente pequeno, 10
-6

) 

r0 = b – Ax
0 

k = 0 

enquanto || rk|| >  

            k = k+1 

              se k = 1 

                  p1 = r0 

              se não 
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              fim 

                

k

T

k

k

T

k
k

App

rp 1  

               x
k
 = x

k-1 
+ kpk 

               rk = b - Ax
k
  

fim 

Figura 4.5 - Segunda versão do algoritmo do Método dos Gradientes Conjugados. 

 

 Na implementação do algoritmo da Fig. 4.5, nota-se que o método exige três 

multiplicações do tipo matriz-vetor separadas em cada etapa. Entretanto, isto pode ser 

simplificado através da relação recursiva dos resíduos, rk= rk-1 – k-1Apk , lembrando-se que 

os resíduos são mutuamente ortogonais e multiplicando 1121   kkkk pArr   por T

kr 1 , tem-

se:  
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(4.48) 

Agora multiplicando 1121   kkkk pArr   por T

kp 1 : 

 

 

1

22
11

1

21
11

111211112111

















k

k

T

k
k

T

k

k

k

T

k
k

T

k

k

T

kkk

T

kk

T

rkk

T

rk

T

r

rr
pAp

rp
pAp

pAprppAprprp





 (4.49) 

 

Substituindo as Eq. (4.48) e (4.49) na Eq. (4.47) tem-se calculados os valores de k: 
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 Desta forma o algoritmo dos Gradientes Conjugados pode ser rescrito em sua terceira 

versão, como apresentado na Fig. 4.6. 

 

Escolha x
0
 como vetor inicial e  como parâmetro de parada (positivo e 

suficientemente pequeno, 10
-6

) 

r0 = b – Ax
0 

k = 0 

enquanto || rk|| >  

              k = k+1 

             se k = 1 

                  p1 = r0 

              se não 
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App

rr 11   

        x
k
 = x

k-1 
+ kpk 

        rk = rk-1 -kApk 

fim 

Figura 4.6 – Terceira versão do Algoritmo do Método dos Gradientes Conjugados. 

 

 Este algoritmo pode ser ainda mais refinado, fazendo wk = Apk, o que reduz o custo 

computacional, pois elimina o produto matriz-vetor Apk que aparece em dois locais. Também, 
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para que o algoritmo fique mais elegante, define-se quadrado da norma do resíduo da seguinte 

maneira: 

 

 
k

T

kkk rrr 
2

2
  (4.51) 

 

 Com esta nova terminologia, o algoritmo requer apenas uma multiplicação matriz-

vetor por iteração. Observe que apenas quatro vetores n-dimensionais de armazenamento são 

essenciais: x, r, p e w. Desta forma, o algoritmo para a implementação do Método dos 

Gradientes Conjugados é dado na Fig. 4.7.  

 

Escolha x
0
 como vetor inicial e  como parâmetro de parada (positivo e 

suficientemente pequeno, 10
-6

) 

r0 = b – Ax
0 

k = 0 

enquanto || rk|| >  

            k = k+1 

              se k = 1 

                  p1 = r0 

              se não 
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Fim 

Figura 4.7 - Algoritmo do Método dos Gradientes Conjugados (CG). 

 

 A metodologia apresentada pela formulação do método dos gradientes conjugados, no 

algoritmo da Fig. 4.7, é semelhante a que Hestenes e Stiefel apresentaram em 1952, é muito 

adequada, quando se quer solucinar grandes sistemas lineares esparsos. Este algoritmo 

procura sempre evitar cálculos com a matriz de coeficientes, o que evita o fenômeno do 

enchimento (fill-in) comum nos métodos diretos.  

 Inicialmente, o método foi concebido como um método direto uma vez que, sob uma 

aritmética exata, o algoritmo converge para a solução exata. No entanto, erros de 

arredondamento levam a uma perda de ortogonalidade entre os resíduos e a obtenção finita da 
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solução em n passos não é garantida. Além disso, quando o método dos gradientes 

conjugados é aplicado a sistemas lineares grandes, o número n de iterações é geralmente tão 

grande que representa uma quantidade inaceitável de trabalho. Como consequência dessas 

observações, é habitual considerar o método como uma técnica genuinamente iterativa cuja 

finalização é baseada em um número máximo de iteração e na norma residual. 

 

4.2.3 Estudo da Convergência do Método dos Gradientes Conjugados 

 

 O método dos gradientes conjugados passou a ser considerado como um método 

iterativo a partir da publicação do trabalho realizado por REID (1971). Tata-se de um 

algorítmo muito útil, no entanto, para que esta técnica tenha sucesso, torna-se necessário 

conhecer sua taxa de convergência. Nesta seção, serão consideradas as propriedades de 

convergência do algoritmo CG através do estudo da convergência da sequência de 

aproximações, {x
(0)

, x
(1)

,…, x
(k)

}, gerada pelo processo iterativo deste método. Os resultados 

aqui apresentados mostram que o método funciona bem quando A está próxima da identidade, 

quer no sentido de uma perturbação com posto baixo ou no sentido da norma.  

 

 Teorema 4.2 – O algoritmo do método dos gradientes conjugados, aplicado a um 

sistema linear Ax =b de ordem n, positivo-definido, converge para a solução exata em no 

máximo n iterações.  

 Demonstração: Se ao efetuar n-1 iterações a sequência não convergir para a solução 

x, os resíduos não nulos r0, r1,..., r(n-1) formam uma base ortogonal de ℝn
, pelo corolário 4.1. 

Após as etapas n, rn é ortogonal a ri para i = 0,..., n-1. Uma vez que rn é ortogonal a uma base 

inteira de ℝn
, deve se ter rn = 0, daí xn = x.  ⁭ 

 O Teorema 4.2 também pode ser enunciado da seguinte forma: Se A = I + B com A, B, 

I  ℝn×n
, é uma matriz simétrica e positiva-definida e o posto(B) = r, então o Algoritmo da 

Fig. 4.7 converge em no máximo (r+1) iterações.  

 O Teorema 4.2 vale para qualquer método que se utiliza de direções de buscas 

conjugadas. Em cada iteração a dimensão do espaço em que a procura está ocorrendo é 

reduzida por um, porque cada nova direção da busca é conjugada a todos as anteriores. Este 

Teorema apresenta uma propriedade interessante, mas de pouca importância prática. Quando 
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a dimensão n da matriz de coeficientes é muito grande, o Teorema (ignorando erros de 

arredondamento) garante a obtenção da solução exata com n ou menos iterações. O que não 

representa uma grande vantagem, pois dependendo do valor de n, o tempo computacional será 

muito alto. Na verdade, é desejável chegar à solução com um número menor de iterações, e 

existem exemplos que mostram que se pode obter isto. 

 Ignorando a propriedade de número finito de passos e continuando a ver o método dos 

gradientes conjugados como um método iterativo, deseja-se saber a rapidez com que a 

sequência se aproxima da solução x. O teorema, a seguir, fornece algumas informações nesse 

sentido, sua demonstração se encontra em WATKINS (2002, p.594) e também em 

LUENBERGER (1973, p.187). 

 

 Teorema 4.3 – Seja A  ℝn×n
 uma matriz simétrica e positiva-definida. O algoritmo 

do método dos gradientes conjugados produz uma sequência {x
(k)

}kℕ, satisfazendo:  
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 (4.52) 

 

onde (A) é fator-condição de A. 

 Desta forma, verifica-se que o método dos gradientes conjugados converge 

rapidamente se o fator-condição tende a um  
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e converge lentamente se o fator-condição tende ao infinito  
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 Todos os resultados aqui apresentados são validos para o algoritmo dos gradientes 

conjugados sem pré-condicionamento. Resultados semelhantes para o método pré-

condicionado são obtidos apenas substituindo A pela matriz transformada Â=C
-1

AC
-T

. 

 

4.3 Método dos Gradientes Conjugados Pré-Condicionado (PCG) 

 

 Pelo Teorema 4.3, o método dos Gradientes Conjugados converge mais rápido quanto 

mais próximo da unidade for o fator-condição. No entanto, matrizes positiva-definidas e 

simétricas podem ser mal condicionadas, ou seja, nem sempre possuem o fator-condição com 

valores tendendo a um. Nestes casos, o pré-condicionamento é necessário para garantir a 

rápida convergência do método dos gradientes conjugados. 

 A idéia geral do Método dos Gradientes Conjugados Pré-condicionado, que será 

apresentado nesta seção, é pré-condicionar a matriz dos coeficientes A de forma que seu 

fator-condição se aproxime da unidade. Assim, se o fator-condição de A é grande, pode-se 

tentar reescrever o sistema Ax = b na forma: 

 

 M
-1

Ax = M
-1

b (4.55) 

 

de modo que os autovalores de M
-1

A estejam mais próximos uns dos outros que os de A. 

Assim, pode-se obter convergência mais rápido. 

 O problema, agora, se resume em encontrar de forma correta a matriz pré-

condicionadora M. Se M= A, então M
-1

A = I, e teria convergência instantânea. Porém, 

naturalmente, o trabalho gasto para se obter A
-1

 é maior que o necessário para resolver Ax = b. 

Daí deve-se obter M de outra forma. Acontece que, mesmo que as matrizes A e M sejam 

simétricas e positiva-definidas o produto M
-1

A pode não ser. Para contornar este problema 

escreve-se 

 

 M = CC
T
 (4.56) 

 

Desta forma os autovalores de M
-1

A e de C
-1

AC
-T

 são iguais, o mesmo ocorrendo com o fator-

condição. 
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 Agora, fazendo a seguinte mudança de variável: 

 

 xCxxCx TT ˆˆ   (4.57) 

 

e trocando  
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CACAACCA TT
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1

1
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 (4.58) 

 

O sistema Ax = b é transformado em: 

 

 bxA ˆˆˆ   (4.59) 

 

 A idéia mais simples é utilizar o algoritmo do Método dos Gradientes Conjugados 

dado pela Fig. 4.7, na solução do sistema pré-condicionado bxA ˆˆˆ   e a seguir usar a relação 

xCx T ˆ  da Eq. (4.57) para obter a solução do sistema original.  

 Uma maneira de evitar uma referência explicita à matriz C
-1

 e simplificar o algoritmo 

é usar somente a matriz pré-condicionadora M e não C. Além disso, deve-se definir o sistema 

linear auxiliar: 

 

 Mzk=rk zk=M
-1

rk (4.60) 

 

Desta forma, o Método dos Gradientes Conjugados Pré-condicionado é dado pelo algoritmo 

mostrado na Fig. 4.8. 

 Para que o algoritmo da Fig. 4.8 seja eficiente na solução de grandes sistemas lineares 

esparsos, o sistema linear Mz = r deve ser facilmente resolvido. A escolha adequada da matriz 

pré-condicionadora M é fundamental para se obter o método com boa taxa de convergência. A 

dificuldade reside no fato de que para cada problema físico deve-se procurar a matriz pré-

condicionadora mais adequada. Uma alternativa que pode ser adotada é definir esta matriz 

como o fator triangular inferior resultante da decomposição de Cholesky.  
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Escolha x
0
 como vetor inicial e  como parâmetro de parada (positivo e 

suficientemente pequeno, 10
-6

) 

r0 = b – Ax
0
 

k = 0 

enquanto || rk|| >  

               resolva 
kkk zrMz   

                k = k+1 

              se k = 1 

                   p1 = z0 

              se não 
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               fim 

              wk = Apk 
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              xk = x
k-1

 + kpk  

              rk = rk-1 – kwk 

fim 

Figura 4.8 - Algoritmo do Método dos Gradientes Conjugados Pré-condicionado (PCG). 

 

 Exemplo Ilustrativo: Seja o sistema Ax = b, sendo: 
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Aplicando o algoritmo da Fig. 4.8 considerando a matriz A obtida pelo método de Cholesky, 

tem-se: 

Condição inicial: 
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k=1, primeira iteração 
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k = 2 , segunda iteração: 
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k = 3 , terceira iteração: 
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Segue que a solução do sistema é: 
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

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
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


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1

0

0

x , com resíduo 

















 

0823,0

2296,0

0095,0

10 15r  cuja norma é 

2,4407*10
-16

, após serem feitas 4 iterações. Todos os valores de zk, pk, bk, k, xk e rk, são 

obtidos pelo algoritmo da Fig. 4.8. 

 

4.4 Método dos Resíduos Mínimos (MINRES)  

 

 O algoritmo dos gradientes conjugados faz parte de uma ampla classe de algoritmos 

conhecidos como métodos do subespaço de Krylov, porque as sequências de aproximações 

geram o subespaço de Krylov. O método dos gradientes conjugados, apresentado ao longo das 

seções anteriores, é aplicável aos sistemas simétricos positiva-definidos. Para outros tipos de 

sistemas, outros métodos do subespaço de Krylov vêm sendo desenvolvidos. Nestas próximas 

seções será dada uma breve revisão de alguns dos métodos mais populares.  
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 A eventual falha do método dos gradientes conjugados em problemas envolvendo 

matrizes simétricas não positiva-definidas leva a necessidade de um método numericamente 

estável, baseado nos vetores de Lanczos. Vários métodos são possíveis, mas nesta seção 

sugere-se um método que é numericamente satisfatório, trata-se de uma variante do método 

dos gradientes conjugados, denominado MINRES. Este método foi desenvolvido por Chris 

Paige e Michael Saunders em 1975, sendo baseado em uma fatoração ortogonal da matriz de 

coeficientes. 

 A sequência de vetores, gerada pelo método dos gradientes conjugados, corresponde a 

uma fatoração da matriz tri-diagonal semelhante à matriz dos coeficientes. O método 

MINRES evita a fatoração LU. Quando A é não positiva-definida, mas simétrica, ainda pode-

se construir uma base ortogonal para o subespaço de Krylov com três termos da relação de 

recorrência. Introduzindo a seguinte fatoração da matriz A, 
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 (4.61) 

 

Sendo U ortogonal tem-se que: 

 

 U
T
AU = U

T
UT = T (4.62) 

 

Utilizando esta equação, pode-se escrever a seguinte relação de recorrência: 

 

 

111

1
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





 (4.63) 

 

Considerando na fatoração apresentada em (4.61), U = R, como a matriz dos vetores resíduos, 

tem-se:  
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 Ark = k rk+1 + k rk + k-1 rk-1 ou ARk = Rk+1Tk (4.64) 

 

Onde todos os vetores rk são ortogonais. Se k = 0 o algoritmo termina e Rk é uma base 

ortogonal para o subespaço de Krylov K(r0, A, k) associado. Portanto, os autovalores de Tk são 

os autovalores de A. O método MINRES se inicia impondo: 

 

 
0

0
1

r

r
u   (4.65) 

 

e escolhendo a aproximação sucessiva como: 

 

 x
(k)

  Sk = x
(0)

 + span{u1, u2, …, uk}, x
(k)

 = Rky , y  ℝk
  (4.66) 

 

impondo a condição de ortogonalidade ao resíduo da seguinte forma: 

 

 ijru i

T

j  ,0  (4.67) 

 

Que minimiza: 

 

 
 

2122
byTRbyRAbxA kkk

k    (4.68) 

 

Considerando o fato que, se Dk+1 ≡ diag(||r0||2, ||r1||2, …,||rk||2), então 1

11



 kk DR  é uma 

transformação ortonormal em relação ao atual subespaço de Krylov. Assim, resolver a Eq. 

(4.68) se reduz a resolver o problema de norma mínima: 

 

 
 

2
1201

2
eryTDbAx kk

k    (4.69) 

 

 Outra forma para obter a solução do problema é resolver o sistema Tk y = ||r0||2e1, 

através do método de CG. Ou seja, a procura da solução, segundo esta estratégia, resume-se a 

encontrar yk  ℝk
 tal que: 



57 

 

 

 kk

k yTEr  100  (4.70) 

 

Todavia a matriz Tk poderá ser singular. Portanto, procura-se a nova solução impondo que a 

norma do resíduo correspondente seja minimizada. Tem-se, então, que: 

 

 x
(k)

 = x
(0)

 + Uk yk (4.71) 

 

onde yk é um vetor tal que 

 

   0
mink ky b A x U y    (4.72) 

 

Escolha vetores x
0

 e y
0
 como vetores iniciais e  como parâmetro de parada 

(positivo e suficientemente pequeno, 10
-6

) 

r0 = b – Ax
0 

r0(y) = b – Ay
0 

k = 1 

              u1 =r0/||r0|| 

enquanto || rk|| >   e k>kmax  

               k = k+1 

              para i=1, …,n 

              k(i) = u
T

kAuk 

                    k(i) = ))(( kkk

T

k uiAuAu   

                   uk = k(i)uk+1+ kuk + k-1(i)uk-1 

              fim 

              k = k+1 

              y=T
-1

|| rk||E1 

              x
k
 = x

k-1
 + Ukyk  

              rk = b – Ax
k
 

fim 

Figura 4.9 - Algoritmo do Método dos Resíduos Mínimos (MINRES). 

 

 Este problema de minimização quadrática pode ser resolvido com o seguinte 

procedimento: introduz-se uma fatoração QR na matriz Tk considerando somente os elementos 

que tenham interesse, veja GLUB e van LOAN (1993).  

 Essa fatoração QR faz com que o elemento na posição (k+1, k) de Tk seja eliminado 

por uma simples rotação de Givens e o sistema bi-diagonal superior resultante pode ser 

facilmente resolvido (os outros elementos da sub-diagonal podem ter sido removidos em 

passos anteriores da iteração). Este procedimento conduz ao método dos Resíduos Mínimos 
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(MINRES), (BARRET et al, 1994). O Algoritmo para o método MINRES é apresentado na 

Fig. 4.9. 

 

 Exemplo Ilustrativo: Seja o sistema Ax = b, sendo: 
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Considere a condição inicial: 
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Aplicando o algoritmo da MINRES, conforme Fig. 4.9, tem-se: 

 

k=1, primeira iteração 
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A solução deste sistema, usando este algoritmo, é 








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
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
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x , com resíduo 



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






 

1510.0

7949.0

3375.0

10 13r  

cuja norma é 8,7670*10
-14

, após serem feitas 2 iterações. Os valores de uki, kieki são 

obtidos como no algoritmo da Fig. 4.9. 

 

4.5 Método dos Resíduos Mínimos Generalizado (GMRES)  

 

 O algoritmo chamado MINRES formulado por Paige e Saunders utiliza os vetores de 

Lanczos como base para calcular uma solução aproximada x
(k)

 que minimiza a norma residual 

sobre o subespaço de Krylov K(A, r0, k). Será apresentada nesta seção, uma generalização do 

algoritmo MINRES para resolver sistemas lineares não simétricos. Esta generalização é 

baseada no processo de Arnoldi, que é um análogo do algoritmo de Lanczos para matrizes não 

simétricas. O método GMRES foi desenvolvido por Yousef Saad e H. Martin Schultz, em 

1986.  

 No lugar de trabalhar com uma matriz tridiagonal representada por Tk, como é 

produzido pelo método de Lanczos para matrizes simétricas, o método de Arnoldi produz uma 

matriz Hessenberg superior. Usando uma base ortornormal gerada pelo processo de Arnoldi, 

mostra-se que a solução aproximada, que minimiza a norma residual sobre K(A, r0, k), é 

facilmente calculada por uma técnica semelhante à do método MINRES. 

 O processo de Lanczos, o processo de Arnoldi e o processo de Gram-Schmidt 

modificado estão intimamente relacionados. Dado k vetores linearmente independentes 

u1,...,uk  ℝn
 o processo de Gram-Schmidt modificado gera k vetores ortonormais v1,..., vk , 

onde cada vi  span (u1,...,ui). Dado A  ℝn×n 
e b  ℝn

 o processo de Gram-Schmidt 

modificado em (b, Ab,..., A
k-1

b) é chamado o processo de Arnoldi, e quando A é simétrica, é 

equivalente ao processo de Lanczos. 

 Dado A  ℝn×n 
e b  ℝn

, o processo de Arnoldi calcula vetores vk como segue:  
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 (4.73) 
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sendo que hk+1,k minimiza vk+1. Na forma matricial:  

 

     1,

1,.1,
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eh
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 Note que Hk é uma matriz Hessenberg superior. Na aritmética exata as colunas de Vk 

são ortonormais, e o processo é interrompido quando hk+1,k = 0 (k ≤ n). Donde se obtém      

AVk = VkHk. 

 Para resolver um sistema Ax = b, onde A é uma matriz quadrada e não simétrica, o 

método GMRES constrói aproximações da solução dadas por: 

 

 x
(k)

 = x
(0)

 + y1v1+…+ykvk (4.75) 

 

onde os coeficientes yk foram escolhidos de forma que a cada iteração do processo de Arnoldi, 

GMRES resolve um subproblema de mínimos quadrados: 

 

 11min vyHy k
Ry

k k



 (4.76) 

 

Todos os vetores v1,..., vk são salvos, e somente no final é que yk e xk precisam ser calculados, 

utilizando a fatoração QR de [ kH    1v1]. Isso é uma propriedade importante do algoritmo do 

GMRES, ou seja, a norma de resíduo pode ser computada sem que a aproximação tenha sido 

formada. Tornando o custo computacional menor, pois, a ação cara de formar a aproximação 

pode ser adiada até que a norma residual seja suficientemente pequena.  

 Quando A = A
T
, GMRES é matematicamente equivalente a MINRES, mas não goza da 

rapidez da convergência. Quando k é grande, Vk e kH  consomem muita memória. O principal 

problema com “GMRES ilimitado” é que na k-ésima iteração o processo de Arnoldi requererá 

o armazenamento de k vetores de dimensão k, além de uma matriz de dimensão (k+1) × k, o 

que levará a uma complexidade espacial de O(k
2
) e exigirá k produtos matriz-vetor. Em outras 

palavras, envolve uma quantidade excessiva de cálculos e de tráfego de memória. Para 

amenizar esta dificuldade, usa-se o algoritmo iterativamente, isto é, pode-se reiniciar o 

algoritmo em todos os passos m, onde m é um parâmetro inteiro fixo. Por exemplo, se no 
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máximo m passos são toleráveis, então xm pode ser usada como o vetor inicial para a 

sequência GMRES seguinte. Desta forma, depois de um determinado número de iterações, 

pré-escolhido, os dados acumulados são eliminados e os resultados intermediários são usados 

como os dados iniciais para as próximas iterações. Este procedimento é repetido até que a 

convergência seja alcançada. No entanto, as propriedades de convergência são, então, 

imprevisíveis, exceto em casos especiais, e a estagnação (falta de progresso) pode ocorrer 

para alguns valores de m. A dificuldade está em escolher um valor apropriado para m. Se m é 

muito pequeno, GMRES(m) pode convergir lentamente, ou não convergir. Um valor de m 

maior que o necessário envolve trabalho excessivo (e usa mais armazenamento). Infelizmente, 

não há nenhuma regra definida que governa a escolha de m; escolher quando reiniciar é uma 

questão de experiência. A Fig. 4.10, mostra o algoritmo para o GMRES. 

 

Escolha x
0
 como vetor inicial e  como parâmetro de parada 

(positivo e suficientemente pequeno, 10
-6

) 

r0 = b – Ax
0
 

h10 = ||r0|| 

k = 0 

enquanto hk+1,k >  
                k = k+1 

                rk = Aqk 

                para i = 1,  ,k 

                       hik = q
T

i
 
rk 

                       rk = rk - hikqi 

                fim 

                hk+1,k =||rk|| 

                xk = x
k-1

 + Qkykk 

fim 

Figura 4.10 - Algoritmos dos Métodos GMRES. 

 

4.6 Método dos Gradientes Bi-Conjugados (BiCG e PBiCG)  

 

 O Método dos Gradientes Conjugados, com ou sem pré-condicionamento, é um 

método que só se aplica a sistemas lineares cujas matrizes de coeficientes são simétricas e 

positiva-definidas, isto devido ao fato de que este método constrói uma sequência ortogonal 

de vetores dos resíduos r1, ..., rk e uma sequência ortogonal de vetores de direções de busca 

p1, ..., pk. Agora, quando se trata de sistemas lineares, cujas matrizes de coeficientes são 

positiva-definidas, mas não-simétricas, é necessário que se tenha uma alternativa 

computacional para resolver este tipo de problema. O Método dos Gradientes Bi-Conjugados 

é uma opção para estes casos, sua fundamentação é baseada na construção de duas sequências 
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ortogonais de vetores dos resíduos r1,..., rk e s1,...,sk e duas sequências ortogonais de vetores 

de direções de busca p1,..., pk e q1,..., qk, com a desvantagem de não mais garantir a 

minimização do resíduo. O método dos gradientes bi-conjugados, e suas derivações, não se 

baseiam na teoria de minimização e sim na teoria de Lanczos, com isso a minimização do 

resíduo não é garantida. 

 As duas sequências ortogonais de vetores dos resíduos e direções de busca no Método 

dos Gradientes Bi-Conjugados são atualizadas, baseadas em A
T
 ao invés de A, segundo as 

seguintes fórmulas: 
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Sendo que 
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garantem a relação de bi-ortogonalidade:  

 

 jiseApqrs j

T

ij

T

i  0  (4.79) 

 

 Assim como o GMRES é desenvolvido com base no processo de Arnoldi, o método 

dos Gradientes Bi-Conjugados (BiCG) é desenvolvido segundo o processo de Lanczos não-

simétrico. O ponto de partida para o desenvolvimento de BiCG é utilizar a derivação do 

método do gradiente conjugado através do processo de Lanczos. Em termos de vetores de 

Lanczos, a k-ésima iteração do CG é dada por x
(k)

 = x
(0)

 + Qkyk, onde Qk é a matriz de vetores 

de Lanczos, k

T

kk AQQT   é tridiagonal, e yk e resolve 0rQyT T

kkk  . Note que  
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Assim, pode-se caracterizar x
(k)

, insistindo que x
(k)

  x
(0)

 + K(A, r0, k) e que produz um 

resíduo ortogonal a um subespaço determinado, digamos K(A, r0, k). 

 No caso não-simétrico pode-se estender esta noção produzindo a sequência de 

aproximações {x
(k)

} com a propriedade de que x
(k) 
 x

(0)
 + K(A, r0, k) e produz um resíduo 

que é ortogonal a K(A
T
, s0, k) para algum s0  ℝn

. Simplificações ocorrem se o processo de 

Lanczos não-simétrico é usado para gerar bases para os dois espaços de Krylov. Em 

particular, após k passos do algoritmo de Lanczos não-simétrico tenha Qk, Pk  ℝn×k
 tal que 

kk

T

k IQP   e uma matriz tridigiagonal k

T

kk AQPT   tal que: 
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Então, pelo BiCG, a aproximação x
(k)

 é atualizada por x
(k)

 = x
(0)

 + Qkyk,, onde 0rQyT T

kkk  . 

 Como era de se esperar, é possível desenvolver a recursividade de modo que se pode 

calcular x
(k)

 como uma simples combinação de x
(k-1)

 e qk-1, em vez de uma combinação linear 

de todos os vetores q anteriores. 

 

Escolha x
0 
como vetor inicial e  como parâmetro de parada (positivo e 

suficientemente pequeno, 10
-6

) 

r0 = b -Ax
0 

k = 0 

enquanto || rk|| >  

                k = k+1 

                 resolva Mzk-1 = rk-1 → zk-1 , Mvk-1 = sk-1 → vk-1  

                 se 011  k

T

k sz , o método falha 

                se k = 1 

                   p1 = z0 ,  q1 = v0 

              se não  
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                         pk = zk-1 + k-1pk-1 , qk = vk-1 + k-1qk-1   

              fim 

              wk = Apk , k

T

k qA  
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k
wq

sz 11   

              x
k
 = x

k-1
 + kpk 

              rk = rk-1 - kpk, , kkkk ss  1
 

fim 

Figura 4.11 - Algoritmo do Método dos Gradientes Bi-Conjugados Pré-condicionado (PBiCG). 
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 Da mesma forma que existe o Método dos Gradientes Conjugados Pré-Condicionado 

(PCG), também é possível formular o método bi-conjugado na forma pré-condicionada, que 

poderia ser chamado de Método dos Gradientes Bi-Conjugados Pré-Condicionado (PBiCG). 

A Fig. 4.11 apresenta o algoritmo para o método PBiCG. 

 Pouco se sabe a respeito da convergência do Método PBiCG. Quando a matriz de 

coeficientes de um sistema linear é positiva-definida e simétrica o método PBiCG produz 

resultados semelhantes ao apresentados pelo método dos gradientes conjugados PCG, com a 

desvantagem de necessitar do dobro do custo computacional em cada iteração. Para matrizes 

positiva-definidas e não-simétricas, o método apresenta uma convergência razoável, mas 

também pode-se observar um comportamento de convergência muito irregular, e o método 

pode até mesmo falhar totalmente. Estes comportamentos estão relacionados ao fato de que o 

método BICG está sujeito a danos graves por causa de sua dependência em relação ao 

processo de Lanczos não-simétrico.  
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Capítulo 5: Métodos Evolutivos de Otimização  

 

 Os métodos naturais são procedimentos iterativos que tentam simular os processos 

usados na natureza para resolver problemas difíceis. Estes algoritmos também são referidos na 

literatura como algoritmos estocásticos, entre os mais conhecidos pode-se citar Simulated 

Annealing, Busca Tabu e um grupo de métodos baseados em população. Neste último grupo 

destacam-se os Algoritmos Evolutivos ou Evolucionários (Algoritmos Genéticos, Estratégias 

de Evolução, Evolução Diferencial, etc.) e os algoritmos baseados na inteligência coletiva 

(otimização por enxame de partículas, colônia de formigas, etc.). Diversas técnicas vêm sendo 

desenvolvidas e aprimoradas, dentre elas, neste capítulo serão considerados os Algoritmos 

Genéticos (AGs) e a Evolução Diferencial (ED).  

 

5.1- Definições Básicas 
 

 Os métodos de otimização consideram vários conceitos importantes que serão 

apresentados a seguir.  

 Sejam dados um conjunto  ⊂ ℝn
 e uma função f :  ⟶ ℝ. Um problema de 

otimização visa determinar um minimizador de f no conjunto Ω, sendo escrito como: 

 

 min f(X) sujeito a X ∈  ⊂ ℝn
  (5.1) 

 

 O conjunto Ω é chamado conjunto viável e define a região onde estão as possíveis 

soluções do problema. Também recebe o nome de região viável, espaço de busca, ou ainda 

espaço de projeto. Para limitar certo espaço, utilizam-se as funções de restrição. Os pontos de 

Ω são chamados pontos viáveis. 

 A função f(X) é a função que atinge um valor extremo, ou seja, permite avaliar o grau 

de otimalidade de cada elemento do espaço de busca. É chamada função objetivo ou função 

custo, ou ainda função de adaptação (fitness). A função objetivo pode ser unidimensional, ou 

seja, possui apenas uma variável de projeto, ou multidimensional, isto é, possui mais de uma 

variável de projeto.  
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 Variável de projeto ou de decisão são variáveis que se modificam durante o processo 

de otimização, ou seja, são quantidades que alteram o valor da função objetivo, sendo 

representadas por xi, para i = 1,..., n. 

 Um ponto X* ∈ Ω é minimizador global de (5.1) se f(X*) ≤ f(X), para todo X ∈ Ω e é 

minimizador local de (5.1) se existe uma vizinhança U de X* tal que f(X*) ≤ f(X), para todo   

X ∈ Ω ∩ U , como pode ser observado na Fig. 5.1 

 

 

Figura 5.1 – Minimizador Global 

 

Na Fig. 5.1 x
1
 é o minimizador global, f(x

1
) é o valor ótimo, x

2
 é um minimizador local estrito, 

[x
3
, x

4
] é um conjunto de minimizadores locais não estritos. 

 Restrições são funções que delimitam o espaço de busca, através de igualdades ou 

desigualdades matemáticas, que estabelecem exigências para a solução ótima, g : ℝn ⟶ ℝn. 

 Restrições laterais são funções que servem para limitar os valores das variáveis de 

projeto, sendo definidas como: limite inferior x
inf 

= (x1
inf

, x2
inf

,..., xn
inf

)
T
 e limite superior      

x
sup 

= (x1
sup

, x2
sup

,..., xn
sup)T

, onde T representa a transposição do vetor. 

 Restrições ativas são as restrições de desigualdade que são satisfeitas por X* na 

igualdade, ou seja, X* pertencente ao conjunto viável tal que gj(X*)=0, j = 1,..., J 

(MARTINEZ & SANTOS,1995), caso contrário, a restrição é dita inativa. 

 A Fig. 5.2 ilustra um exemplo onde para j = 1 e para j = 2 as restrições são ativas e 

para j = 3 a restrição é inativa, pois, em torno do ponto ótimo X* ela não interfere na 

topologia de Ω. 

 Ponto ótimo é o vetor das variáveis de projeto que satisfaz as restrições, além de 

corresponder a um extremo da função objetivo. Normalmente é denotado por X*. Valor ótimo 

é o valor da função objetivo no ponto ótimo. Solução ótima é o par formado pelo ponto ótimo 

e pelo valor ótimo, (X*, f(X*)), podendo ser local ou global. 
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Figura 5.2 – Restrições Ativas e Inativas 

 

 O problema geral de otimização consiste em minimizar ou maximizar uma função 

objetivo, sujeita ou não a restrições de igualdade, desigualdade e restrições laterais. A função 

objetivo e as funções de restrições podem ser funções lineares ou não lineares em relação às 

variáveis de projeto, implícitas ou explícitas, descontínuas, não-diferenciáveis, não convexas, 

calculadas por técnicas analíticas ou numéricas. 

 Um problema de otimização pode ser formulado como o de encontrar um vetor de n 

variáveis de projeto X = (x1, x2,…, xn)
T
 que otimize uma função objetivo f(X), e satisfaça as 

restrições de igualdade, desigualdade e laterais. O problema geral pode ser escrito como: 

 

 Minimizar: f(X), X ∈ ℝn
 (5.2) 

 Sujeito a  

inf sup

( ) 0, 1,

( ) 0,     1, ,

l

j

i i i

h X = l ,L

g X j J

X X X

 


 


 



  (5.3) 

 

Sendo que gj(X) representa as restrições de desigualdade e hl(X) as restrições de igualdade, se 

houver. 

 Caso o problema seja maximizar a função objetivo, basta transformar o problema 

multiplicando a função por –1, i.e., minimiza-se a função –f(X), pois as soluções locais e 

globais de ambos os problemas são as mesmas, com sinais opostos para os valores ótimos, 

conforme a Fig. 5.3. Por isso, do ponto de vista matemático, não existe nenhuma diferença 

relevante entre os problemas de minimização e de maximização: todos os resultados obtidos 
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para uma classe de problemas podem ser estendidos para a outra classe sem dificuldade 

(IZMAILOV e SOLODOV, 2005). 

 

 

Figura 5.3 - max f(X) = min – f(X) 

 

 Considere, agora, a solução de um sistema linear usando métodos de otimização. 

Neste caso, o funcional f(X) deve ser escrito de forma que o seu ponto de mínimo X
* 

corresponda à solução do sistema linear Ax =b. Por exemplo, pode-se propor a seguinte 

função objetivo: 

 

 mim r(x )=b-Ax  (5.4) 

 

ou, ainda, propor um funcional quadrático definido por: 

 

 T T1
mim f (x )= x Ax x b

2
  (5.5) 

 

observe que, usando f(x) definido na Eq. (5.5), o gradiente é dado por: 

 

 f (x )= Ax b   (5.6) 

 

assim, para o vetor solução x
*
, o resíduo r(x

*
) = 0, corresponde ao ∇ f(x

*
) = 0. 
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 A seguir será apresentada a revisão de dois métodos de otimização natural, Algoritmos 

Genéticos (AGs) e a Evolução Diferencial (ED), que podem ser usados para a solução do 

problema de otimização (5.1). 

 

5.2- Algoritmos Genéticos (AGs) 

 

 Os algoritmos genéticos (AGs) são abordagens de busca probabilística semi-aleatória 

baseada na teoria de evolução de Charles Darwin. Assim, é inspirado pelo mecanismo de 

seleção natural, um processo biológico no qual os indivíduos mais fortes possuem maior 

chance de sobreviver em um ambiente competitivo. Os indivíduos selecionados produzem 

uma nova geração e, conseqüentemente, as características hereditárias da espécie são 

repassadas para essa nova geração, visando-se a preservação das qualidades adquiridas. Esses 

métodos operam com conjuntos de candidatos, chamados de população. Cada indivíduo na 

população, denominado cromossomo, representa uma solução do problema codificado. Os 

valores que compõem um indivíduo são denominados genes. Estes genes são constantemente 

modificados utilizando princípios básicos da evolução natural das espécies: seleção, 

cruzamento (crossover) e mutação, fazendo com que estes sofram alterações de uma geração 

para outra. Estes princípios tentam representar a competição onde os indivíduos mais aptos 

reproduzem e repassam seu material genético às gerações futuras, e os indivíduos menos 

aptos tendem a desaparecer da população (DEB, 2001). 

 O método foi desenvolvido por HOLLAND (1975) na Universidade de Michigan e 

popularizado por um de seus alunos, GOLDBERG (1989), que apresentou a solução de 

problemas complexos de engenharia usando os algoritmos genéticos. 

 Fazendo uma analogia com o processo da evolução natural, as soluções candidatas são 

denominadas indivíduos, também referidos na literatura como cromossomos, cadeia de 

valores de parâmetros ou cadeias binárias (HAUPT; HAUPT, 1998; DEB, 2001).  

 Resumidamente, o procedimento é o seguinte: define-se os parâmetros de otimização e 

a função objetivo, em seguida faz-se codificação dos parâmetros, efetua-se uma seqüência 

repetitiva de procedimentos que consistem em avaliar, selecionar, recombinar e modificar os 

indivíduos, gerando, assim, novas populações. Esses procedimentos são efetuados com base 

na aptidão de cada solução, em que indivíduos com melhores aptidões terão uma maior 

probabilidade de serem selecionados para o processo de cruzamento, passando assim parte 
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dos seus genes a seus descendentes. Cada iteração desse processo recebe o nome de geração. 

A finalização é realizada através de testes de convergência, sendo que um número máximo de 

gerações deve sempre ser estabelecido. O melhor indivíduo será adotado como solução do 

problema. 

 A codificação dos parâmetros da função objetivo pode ser expressa por bits (binária) 

ou por parâmetros contínuos (números reais ou pontos flutuantes). Nesta seção, é apresentado 

o algoritmo genético binário, a fim de facilitar a compreensão dos algoritmos genéticos 

clássicos, sendo citados alguns aspectos que os diferem dos algoritmos com parâmetros 

contínuos. Na codificação real, a representação de um cromossomo d com n parâmetros, 

dados por p1, p2,..., pn, é escrito como um vetor com 1 × n elementos, tal que: 

 

 cromossomod = [p1, p2, ..., pn]  (5.7) 

 

 Na Eq.(5.7) cada parâmetro é representado por um número real. No algoritmo genético 

binário, a codificação de um cromossomo d que possui n parâmetros com, por exemplo, 5 bits 

cada é apresentada na Fig. 5.4. 
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Figura 5.4 - Representação de um cromossomo com n genes de 5 bits cada 

 

 Cada gene representa uma variável da função objetivo. Os bits zeros e uns da cadeia 

binária correspondem aos alelos da genética. O número total de bits de um cromossomo é 

dado por Σmi, i=1,..., n, onde mi é o comprimento do gene i. Este comprimento depende da 

precisão requerida para o problema e da amplitude do intervalo definido pelas restrições 

laterais, podendo ser obtido por:  

 

sup inf
i i

i 2

x x
m = log

precisão

 
 
 
 

  (5.8) 
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 A decodificação pode ser feita conforme a Eq.(5.9) generalizada. Os tamanhos dos 

genes podem ser diferentes, pois dependem das restrições laterais. 

 

  
12

infsup

2

inf






i
m

ii

iii

xx
genedecimal+x=x , i = 1, ...,  (5.9) 

 

onde     i
p

i
pi bit=genedecimal 2

2
 é o valor decimal da variável, sendo bitpi o bit 

correspondente à posição pi do gene i.  

 Tanto a evolução biológica quanto os algoritmos genéticos começam com uma 

população inicial, constituída por Np indivíduos, gerada aleatoriamente. Com a população 

inicial definida, calcula-se a função objetivo, que é geralmente referida na literatura, como 

função de avaliação (fitness) ou função custo. Esta função associa um valor numérico, 

conhecido como grau de adaptação, a cada indivíduo da população. Quando possível esta 

função deve ser de cálculo rápido, uma vez que ela deve ser avaliada para todos os indivíduos 

da população, o que tende a elevar o esforço computacional.  

 Os procedimentos básicos que transformam a população ao longo das gerações em 

busca da solução do problema de otimização caracterizam os operadores genéticos: seleção, 

cruzamento e mutação. Na prática, tem-se verificado que a consistência de um AG é garantida 

por estes três operadores (HAUPT; HAUPT, 1998). Uma descrição destes operadores é dada a 

seguir. 

 

5.2.1- Seleção (Reprodução) 

 

 Este operador determina quais indivíduos serão escolhidos para o cruzamento. O grau 

de adaptação de cada cromossomo é caracterizado de acordo com o valor da função custo. Em 

um problema de maximização, por exemplo, quanto maior este valor, maior a probabilidade 

de contribuir à geração seguinte. Existem vários mecanismos para executar o operador seleção 

(DeJONG, 1975; GOLDBERG, 1989). 

 Na seleção elitista os melhores indivíduos de uma população intermediária são 

escolhidos. Para obter a população intermediaria escolhe-se a metade da população de uma 

geração que corresponde aos indivíduos mais aptos, sendo a outra metade eliminada. Desse 
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modo o cruzamento é realizado com os melhores indivíduos e espera-se que a convergência 

do algoritmo se torne mais rápida. 

 Na seleção aleatória, como indica o próprio nome, os indivíduos de uma população 

intermediária são selecionados aleatoriamente para o posterior cruzamento. 

 Na seleção por torneio dois indivíduos são escolhidos aleatoriamente, a seguir gera-se 

um número aleatório rand ∈ [0, 1]. Se rand for menor que um parâmetro previamente 

definido, que determina o quanto este operador será elitista, o melhor indivíduo é escolhido, 

senão o outro sobreviverá.  

 Outra forma de fazer a seleção é através do método da Roleta (roulette wheel), no qual 

a probabilidade de seleção de um indivíduo é diretamente proporcional ao valor da função 

custo. Em seguida, a roleta, devidamente dividida, é girada e seleciona-se os indivíduos 

através deste sorteio. Logicamente, os indivíduos com maior participação na roleta 

apresentam maiores chances de serem selecionados. A cada rodada da roleta, um novo 

subconjunto é formado. Segundo SOARES (1997) o método da roleta possibilita a ocorrência 

de uma convergência prematura. GOLDBERG (1989) cita também a tentativa de redução dos 

erros estocásticos fornecidos pelo método da roleta com a utilização de métodos alternativos, 

como os citados anteriormente. Copiar um indivíduo conforme sua aptidão significa que 

indivíduos com valores maiores têm uma probabilidade maior de contribuir com um ou mais 

descendentes na próxima geração. 

 Para a representação gráfica na roleta, conforme Fig. 5.5, multiplica-se esta razão por 

360 graus.  

 

Figura 5.5 - Exemplo da seleção por roleta 

 

 A seguir, devem-se selecionar as cadeias que irão contribuir para a geração seguinte. 

Gera-se um conjunto de números aleatórios rand ∈ [0, 1] em quantidade igual ao número de 

indivíduos da população. Por exemplo, se rand < Pa1, seleciona-se o primeiro cromossomo, 

senão, passar para o indivíduo subseqüente e fazer a análise novamente. 
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 No processo de seleção, observa-se que alguns cromossomos podem ser selecionados 

mais de uma vez, ou seja, os melhores serão copiados mais vezes, enquanto que os piores não 

sobreviverão. 

 

5.2.2- Cruzamento (Crossover) 

 

 Nos sistemas biológicos o cruzamento pode ocorrer durante a reprodução sexuada 

permitindo a troca de material genético entre dois indivíduos. O algoritmo genético utiliza os 

cromossomos determinados no processo de seleção para gerarem novos descendentes. Este 

operador é a primeira forma do algoritmo explorar o espaço de busca e evitar uma 

convergência prematura, ou seja, evitar ótimos locais (HAUPT; HAUPT, 1998; BRAGA, 

1998). 

 A forma mais simples de cruzamento envolve dois pais que irão produzir dois 

descendentes. A quantidade de cromossomos da população a ser submetida ao cruzamento é 

definida através da probabilidade de cruzamento Pc, fornecida pelo usuário. É bastante usual 

adotar para esta probabilidade Pc = 60%.  

 O processo de escolha dos indivíduos que serão cruzados deve ser feito em pares, 

gerando números aleatórios randd ∈ [0, 1], d = 1,..., Np. Por exemplo, se rand1 for menor que 

a probabilidade Pc, então o primeiro cromossomo da população será selecionado. Desta 

forma, um cromossomo d é selecionado para o cruzamento se randd < Pc. A posição de 

cruzamento é selecionada entre o primeiro e o último bit dos cromossomos paternos. Uma 

maneira de selecionar esta posição é descrita a seguir: 

 Seja pc a posição de cruzamento na cadeia binária de cada cromossomo, dada 

conforme a Eq.(5.10).  

 

 pc = 1 + rand [(Σmi – 1) – 1]  (5.10) 

 

onde rand é um número aleatório no intervalo [0, 1] e Σmi, i = 1,..., n, é a quantidade de bits 

do cromossomo, que também representa a posição do último bit no cromossomo.  

 Cada cadeia é quebrada na posição pc e todas as informações de um cromossomo, 

compreendidas entre as posições pc + 1 e Σmi, são copiadas para o outro cromossomo e vice-

versa, como ilustrado na Fig. 5.6. 



74 

 

 

Figura 5.6 - Representação do operador cruzamento simples entre dois indivíduos 

 

 No caso contínuo, o modo mais simples é escolher um ou mais pontos no cromossomo 

e indicá-los como posições de cruzamento. As posições onde deve ocorrer o cruzamento são 

selecionadas aleatoriamente e conforme a Fig. 5.7, percebe-se nos descendentes uma 

combinação dos parâmetros de ambos os pais. 

 

 

Figura 5.7 - Representação do operador cruzamento uniforme com parâmetros contínuos 

 

 Existem outros tipos de cruzamento que podem ser vistos na literatura (HAUPT; 

HAUPT, 1998; MICHALEWICZ, 1996; ESHELMAN e SCHAFFER, 1993). 

 

5.2.3- Mutação 

 

 O próximo estágio de um AG é a operação de mutação (operador genético secundário) 

que modifica aleatoriamente os genes de um indivíduo através de uma taxa (ou probabilidade) 

de mutação. É uma modificação aleatória do material genético dos indivíduos, ou seja, é a 

alteração de pequenas percentagens nos bits dos cromossomos. Sendo outra forma do 

algoritmo genético explorar a região de busca. Este operador introduz maior aleatoriedade 

dentro da população para esta escapar de mínimos (ou máximos) locais, ou seja, introduz 

características que não dependem da população original aumentando a diversidade da 

população, podendo evitar que algoritmo convirja prematuramente. 

 Uma estratégia usual é a mutação de ponto único, que modifica o bit “1” para “0” e 

vice versa em determinadas posições do cromossomo, conforme Fig. 5.8. Os pontos de 

mutação são selecionados aleatoriamente em uma matriz Np × Σmi, i = 1,..., n, que representa 

o número total de bits da população. Aumentar o número de mutações aumenta a liberdade do 

algoritmo em buscar soluções fora do espaço de busca, para evitar isso, usualmente faz-se 

mutação de 1% a 5% do total de bits por iteração. Esta mutação não se aplica aos melhores 

indivíduos, pois são considerados de elite.  
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Figura 5.8 - Representação do operador mutação 

 

 Uma forma de realizar a mutação é gerar pares aleatórios (A, B), onde A representa o 

cromossomo a sofrer a mutação e B representa a posição do bit a ser mudado. Outra forma é 

selecionar aleatoriamente a posição em um cromossomo, obedecendo a uma probabilidade de 

mutação Pm (também conhecida como taxa de mutação), e mudar o valor do bit. Neste caso, é 

necessário gerar números randômicos rand no intervalo [0, 1] em mesma quantidade de bits 

total da população, representando a posição seqüencial de cada bit na matriz populacional. 

Para os casos onde rand for menor que a probabilidade Pm serão feitas as mutações nos bits 

correspondentes. Geralmente, recomenda-se usar Pm igual a 1%. (HAUPT; HAUPT, 1998). 

 Na representação real, a probabilidade de mutação adequada está entre 1% e 20%. O 

parâmetro que sofre mutação é substituído por um novo parâmetro gerado aleatoriamente. 

Depois de realizadas as mutações, os custos associados aos descendentes e aos cromossomos 

que sofreram mutações são calculados, compondo a próxima geração.  

 Para problemas que envolvem ordenação e permutação, o operador mutação deve 

evitar que haja repetição de variáveis num mesmo indivíduo. Uma troca que ocorre com certa 

probabilidade pode ser aplicada e, a partir da escolha de duas variáveis, troca-se as posições 

de ambas. 

  De acordo com FILHO et al. (1994), tem sido introduzido um número de diferentes 

operadores genéticos desde que Holland propôs seu modelo básico. Eles são, em geral, 

versões do cruzamento e alteração dos processos genéticos adaptados às necessidades de 

problemas específicos. Alguns exemplos são: inversão, dominância e “genetic edge 

recombination”. 

 

5.2.4- Considerações finais 

 

 Como o algoritmo é iterativo, o procedimento acima é repetido até obter uma solução 

desejável. Usualmente é usado como critério de parada o número máximo de gerações, porém 

existem outros critérios tais como: estagnação da população (os cromossomos e seus 
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respectivos custos se repetem); existência de um indivíduo com qualidades satisfatórias, entre 

outros.  

 A Fig. 5.9 mostra um fluxograma básico de um algoritmo genético binário. O melhor 

indivíduo, ou seja, aquele que possuir a melhor aptidão será adotado como solução do 

problema de otimização. 

 

 

Figura 5.9 - Fluxograma básico de um algoritmo genético binário 

 

 Os algoritmos genéticos apresentam algumas vantagens quando comparados aos 

métodos de otimização determinísticos, podendo citar: facilidade em sua implementação; 

eficiência ao evitarem ótimos locais; não requerem o cálculo de derivadas, o que favorece a 

otimização de funções complicadas; são robustos e apresentam desempenho satisfatório na 

resolução de vários tipos de problemas, entre outras. Como desvantagem do método, tem-se o 

elevado custo computacional, e, além disto, nem sempre a solução ótima global é garantida 

(HAUPT e HAUPT, 1998). 
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5.3- Evolução Diferencial (ED) 

 

 Dentre os algoritmos evolucionários, destaca-se o algoritmo de Evolução Diferencial 

(Differential Evolution), desenvolvido por Storn e Price em 1995, visando a busca por 

melhores resultados com uma abordagem um pouco diferente da utilizada nos algoritmos 

genéticos e nas estratégias de evolução. Trata-se de um método de busca direta estocástica 

que surgiu de tentativas de resolver o problema de ajuste polinomial de Chebychev. Kenneth 

Price introduziu a idéia de usar diferenças de vetores para perturbar a população de vetores 

(indivíduos) resultando em um método que requer poucas variáveis de controle, é de rápida 

convergência, fácil de usar e robusto (STORN, 1999). Segundo STORN e PRICE (1995) a 

evolução diferencial é uma nova heurística para a minimização de funções não-lineares e não-

diferenciáveis no espaço contínuo 

 A escolha do algoritmo de Evolução Diferencial para otimização numérica, conforme 

CHENG e HWANG (2001), está baseada nas seguintes características: 

 É um algoritmo de busca estocástica, originado dos mecanismos de seleção natural; 

 Dificilmente torna-se preso em ótimos locais, pois busca a solução ótima global 

manipulando uma população de soluções, ou seja, buscando simultaneamente a 

solução em diferentes regiões do espaço de busca; 

 É muito eficaz para resolver problemas de otimização com função objetivo 

descontínua, pois não requer informação sobre suas derivadas; 

 Permite que os parâmetros de entrada e saída sejam manipulados como números 

ordinários reais (pontos flutuantes) sem processamento extra, e, portanto, utiliza 

eficientemente os recursos do computador; 

 Trabalha bem como otimizador local porque os diferenciais gerados por uma 

população convergente eventualmente tornam-se infinitesimais; 

 É eficaz trabalhando com uma população pequena.  

 O seguinte conjunto de regras tem surgido como orientações para a escolha das 

variáveis de controle FP (fator de pertubação), PC (probabilidade de cruzamento) e NP 

(tamanho da população), conforme STORN (1996):  

 A população inicial deve ser gerada o mais próximo possível da superfície da função 

objetivo; 



78 

 

 Freqüentemente a probabilidade de cruzamento PC ∈ [0,1] deve ser considerada menor 

do que um (por exemplo, 0,3). Caso não ocorra convergência, uma PC ∈ [0,8;1] pode 

ajudar;  

 Para muitas aplicações NP de 10*D (onde D é igual à dimensão ou ao número de 

variáveis) é uma boa escolha. FP é, normalmente, escolhido no intervalo [0.5, 1.0];  

 Quanto maior for o tamanho da população escolhida, menor é o valor de FP;  

 Tem-se um bom sinal de convergência quando os parâmetros do melhor membro da 

população variam muito de geração para geração, especialmente durante o início do 

processo de minimização. Mesmo se o seu valor da função objetivo decrescer 

lentamente; 

 Não há necessariamente um desempenho inapropriado, quando o valor da função 

objetivo do melhor membro da população apresentar platôs (áreas no espaço de busca 

em que todos os pontos têm o mesmo valor) durante o processo de minimização. 

Entretanto, isto indica que a minimização levará um tempo maior até encontrar o 

mínimo global (ou próximo dele) ou que o aumento do tamanho da população poderá 

ser benéfico para a convergência; 

 O valor da função objetivo do melhor membro da população não pode cair de forma 

brusca. Caso aconteça, a otimização está em um mínimo local; 

 A escolha apropriada da função objetivo é crucial. Quanto maior for a inclusão do 

conhecimento sobre o problema na função objetivo, maior será a possibilidade de uma 

convergência suave e adequada. 

 A idéia principal da evolução diferencial é gerar novos indivíduos, denotados vetores 

modificados ou doadores, pela adição da diferença vetorial ponderada entre dois indivíduos 

aleatórios da população a um terceiro indivíduo. Esta operação é chamada mutação.  

 As componentes deste novo indivíduo doador são misturadas com as componentes de 

um indivíduo escolhido aleatoriamente (denotado vetor alvo ou vetor a ser substituído), para 

resultar o chamado vetor tentativa, ou vetor experimental. O processo de misturar os 

parâmetros é referido freqüentemente como cruzamento na comunidade dos algoritmos 

evolutivos. 

 Se o custo do vetor experimental for menor que o custo do vetor alvo, então o vetor 

experimental será o vetor alvo da geração seguinte. Esta última operação é chamada seleção. 

O procedimento é finalizado através de algum critério de parada. 
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 Os operadores da evolução diferencial se baseiam no princípio da evolução natural 

cujos objetivos são manter a diversidade da população, evitar convergências prematuras e 

obter a melhor solução. 

 

5.3.1- Mutação 

 

 Para a obtenção do vetor doador V
(q+1)

, considere os vetores Xα, Xβ e Xγ distintos entre 

si e escolhidos aleatoriamente em uma população com Np indivíduos. Np deve ser maior ou 

igual a 4 para garantir uma quantidade suficiente de indivíduos para a execução do método. 

Os índices aleatórios α, β,  ∈ {1,..., Np} são inteiros distintos entre si. Utilizando o par de 

vetores (Xβ, Xγ) da q-ésima geração define-se o vetor diferença (Xβ – Xγ). Esta diferença é 

multiplicada por Fp, sendo denotada diferença vetorial ponderada ou apenas diferença 

ponderada e será usada para perturbar o terceiro vetor Xα. Onde Fp é o fator de perturbação 

que é um número real, positivo pertencente ao intervalo [0, 2] e que controla a amplitude do 

vetor diferença. 

 O processo de mutação pode ser escrito como: 

 

 (q)(q+1) (q) (q)
α p γβ

V = X + F (X X )  (5.11) 

 

 

Figura 5.10 - Processo para gerar o vetor doador V
(q+1)

 de uma função bidimensional 
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 A Fig. 5.10 mostra um exemplo bidimensional que ilustra os diferentes vetores que 

geram o vetor doador V
(q+1)

. 

 

5.3.2- Cruzamento 

 

 Considere que para cada vetor alvo Xs
(q)

, s ∈ {1,..., Np}, e diferente dos índices α, β e 

γ, foi gerado um vetor doador. O cruzamento é introduzido para aumentar a diversidade dos 

indivíduos que sofreram a mutação. Assim, utilizando o vetor doador e o vetor alvo, as 

componentes do vetor experimental U
(q+1)

 são escolhidas pela seguinte comparação: 

 

  
   

 

 
 

1

1

1,...

q+

q+ i

q

s i

v i , se rand Pc
u i =

x i , se rand > Pc , i = , n

 



 (5.12) 

 

sendo randi um número gerado aleatoriamente no intervalo [0, 1], Pc ∈ [0,1] é a probabilidade 

do cruzamento e representa a probabilidade do vetor experimental herdar os valores das 

variáveis do vetor doador, devendo ser fornecida pelo usuário. Quando Pc = 1, por exemplo, 

todas as componentes do vetor experimental virão do vetor doador V
(q+1)

. Por outro lado, se 

Pc = 0, todas as componentes do vetor experimental virão do vetor alvo Xs
(q)

. 

 

 

Figura 5.11 - Ilustração do processo de cruzamento binomial para α =2, β = 4 e γ = Np 
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 Este tipo de cruzamento, apresentado por STORN e PRICE (1995) é denominado 

operador cruzamento binomial (devido aos experimentos binomiais independentes), sendo 

executado em cada variável sempre que um número aleatório rand ∈ [0, 1] for menor que a 

probabilidade de cruzamento Pc. A Fig 5.11 mostra o processo de cruzamento binomial para 

uma função de 7 variáveis. 

 Alguns anos mais tarde, STORN e PRICE (1997) desenvolveram o operador 

cruzamento exponencial, em que o cruzamento é executado nas variáveis enquanto o número 

aleatório rand ∈ [0,1] for menor que a probabilidade de cruzamento Pc. A primeira vez que 

este número aleatório ultrapassar o valor de Pc, nenhum cruzamento é executado e as 

variáveis restantes são deixadas intactas, ou seja: 

 

 Enquanto  rand i ≤ Pc,  u(i)
(q+1) 

= v(i)
(q+1)

,  

 Se  rand i > Pc,  u(j)
(q+1) 

= xs(j)
(q)

 ,  j = (i+1),..., n (5.13) 

 

 

Figura 5.12 - Ilustração do processo de cruzamento exponencial para α =2, β = 4 e γ = Np 

 

 A Fig. 5.12 mostra o processo de cruzamento exponencial para uma função de 7 

variáveis.  
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 Se após o cruzamento uma ou mais componentes do vetor experimental estiver fora da 

região de busca, definida pelas restrições laterais das variáveis de projeto, as seguintes 

correções devem ser feitas: 

 

 

inf inf

sup sup

1 ...

Se u(i)< x(i) então u(i)= x(i)

i = , , n

Se u(i)> x(i) então u(i)= x(i)







  (5.14) 

 

5.3.3- Seleção  

 

 A seleção é o processo de produzir filhos melhores. Diferentemente de outros 

algoritmos evolutivos, a evolução diferencial não usa hierarquia (elitismo) nem seleção 

proporcional. Em vez disso, o custo do vetor experimental U
(q+1)

 é calculado e comparado 

com o custo do vetor alvo Xs
(q)

. Se o custo do vetor experimental for menor que o custo do 

vetor alvo, o vetor alvo da próxima geração será o vetor experimental. Caso contrário, o vetor 

alvo da próxima geração será o vetor alvo da geração atual. 

 Em outras palavras, este processo pode ser escrito como: 

 

 

1 1 1

1 1

(q+ ) (q) (q+ ) (q+ )

s s

(q+ ) (q) (q+ ) (q)

s s s

Se f(U ) f(X ) então X =U

Se f(U )> f(X ) então X = X

 





 (5.15) 

 

 O procedimento acima é finalizado através de algum critério de parada, sendo que o 

número máximo de gerações deve ser estabelecido. 

 Usualmente, o desempenho do algoritmo de ED depende principalmente do tamanho 

da população NP, da região de busca, da taxa de cruzamento e também do fator de perturbação 

FP. 
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5.3.4- Algoritmo da Evolução Diferencial 

 

 Nesta seção, apresenta-se de forma resumida, um algoritmo do método da Evolução 

Diferencial. Note que para uma melhor utilização deste algoritmo é necessário que se defina 

de forma precisa o espaço de busca ⊂ ℝn
. 

 

(i) Ecolher o fator de perturbação Fp e a probabilidade de cruzamento Pc; 

 

(ii) (inicialização) Gerar uma população inicial aleatória, com distribuição uniforme, como 

segue: 

 

  (q) inf sup inf
d

x(i) = x(i) +rand x(i) x(i) , i = 1,..., n;  d = 1,..., Np 

 

onde inf supx(i) x(i) x(i)   são as restrições laterais e rand ∈ [0, 1]. 

 

(iii) Escolher um indivíduo aleatório (q)
sX  a ser substituído (alvo); 

 

(iv) Escolher outros três indivíduos (q)
αX , (q)

β
X  e (q)

γX , α β γ s    ou cinco indivíduos 

distintos, dependendo da estratégia adotada em (i); 

 

(v) (mutação) Gerar um indivíduo doador V
(q+1)

 de acordo com a estratégia escolhida, por 

exemplo: 

 

(q)(q+1) (q) (q)
α p γβ

V = X + F (X X )  

 

(vi) (cruzamento) Gerar um indivíduo U
(q+1)

 a ser comparado com (q)
sX , através da equação 

dada por: 
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(q+1)

1

(q)

( ) , se

( ) se 1,...

i(q+ )

s i

v i rand Pc
u(i) =

x i , rand > Pc ,i = ,n

 



 

 

Se após o cruzamento uma ou mais componentes de U
(q+1)

 estiver fora da região de 

busca, faz-se a seguinte correção: 

 

Se u(i) < x(i)
inf

, então faz-se u(i) = x(i)
inf

,  

Se u(i) > x(i)
sup

, então faz-se u(i) = x(i)
sup

,  i = 1,..., n. 

 

(vii) (seleção) Escolher o melhor indivíduo analisando a função objetivo: 

 

Se ( q 1) ( q )
sf (U ) f ( X )


  então ( q 1)( q 1)

sX U
  ; 

Se ( q 1) ( q )
sf (U ) f ( X )


  então (q+1) (q)

s sX = X .  

 

(viii) (critério de parada) Se um critério de parada é satisfeito, fim. Senão, passar para a 

próxima geração (q = q+1) e voltar ao passo (iii). 
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Capítulo 6: Simulações Numéricas – Aplicações 

 

 Neste capítulo, inicialmente, utilizam-se sistemas lineares dados por matrizes testes 

com o objetivo de que as soluções obtidas usando Evolução diferencial sejam comparadas 

com os resultados encontrados por alguns métodos iterativos não-estacionários: Gradientes 

Conjugados (CG), Resíduos Mínimos (MINRES), Resíduos Mínimos Generalizados 

(GMRES) e Gradientes Bi-Conjugados (BiCG). Em seguida, utiliza-se de um problema 

modelado por uma equação de Laplace visando comparar a solução analítica com as soluções 

numéricas. A utilização de técnicas evolutivas de otimização na solução de grandes sistemas 

lineares é aplicada ao problema de identificação indireta de forças dinâmicas, em um primeiro 

momento é testada a metodologia através de um problema teórico, onde se faz a excitação por 

uma força harmônica e os resultados obtidos por ED, AG e por GMRES são comparados com 

a solução analítica. Em seguida aplica-se um ruído branco e, de forma similar, são identificas 

as forças dinâmicas. Para verificar a eficácia da utilização de métodos evolutivos, conforme 

proposto nesta pesquisa, procurou-se identificar as forças dinâmicas através dos dados obtidos 

análise modal experimental. Os resultados e discussões desta aplicação serão apresentados na 

última seção deste capítulo. 

 As técnicas aqui apresentadas foram executadas utilizando códigos computacionais 

implementados em MATLAB


7, sendo utilizado um microprocessador Intel(R) Pentium; (R) 

4 CPU 3.06 GHz, 1536 MB RAM.  

 A resolução dos sistemas utilizando os métodos iterativos, CG, MINRES, GMRES e 

BiCG, foi feita através de sub-rotinas do MATLAB


7 (PALM, 2005). Já na resolução 

utilizando o algoritmo ED, utilizou-se o código computacional desenvolvido por OLIVEIRA, 

(2006). Para a aplicação do método AG, utilizou-se as sub-rotinas GAOT do MATLAB


7. 

 Em todos os casos estudados, os parâmetros utilizados na Evolução Diferencial (ED) 

foram: número de indivíduos da população Np = 100, multiplicador da diferença ponderada  

Fp = 0,8 e probabilidade de cruzamento Pc = 0,5. Para a aplicação da Evolução Diferencial 

(ED), inicialmente, fez-se um teste comparativo entre os valores de algumas funções objetivo 

a fim de analisar qual a função apresenta-se mais adequada.  

 O algoritmo ED é inicializado com a geração de uma população de NP vetores.  
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 p

T

njjjj Njxxxx ,,2,1,],,,[ ,2,1,     (6.1)  

 

Cujos valores iniciais são escolhidos aleatoriamente dentro de limites definidos pelo usuário,  

 

 xj, k ∈ [xk
inf

, xk
sup

], k = 1, 2, ..., n  (6.2) 

 

 Depois que a população inicial é gerada, o vetor custo de cada população é avaliado e 

armazenado para referência futura. 

 Os parâmetros utilizados nos Algoritmos Genéticos (AG) foram: número de 

indivíduos da população Np = 100, probabilidade de cruzamento Pc = 0,6 e probabilidade de 

mutação Pm = 0,08. 

 

6.1. Comparação entre os Métodos, Iterativos Não-Estacionários e 

Heurísticos, Aplicados à Solução de Grandes Sistemas Lineares  

 

 Nesta seção testou-se a eficiência dos métodos Gradientes Conjugados (CG), Resíduos 

Mínimos (MINRES), Resíduos Mínimos Generalizados (GMRES), Gradientes Bi-

Conjugados (BiCG) e Evolução Diferencial (ED), na resolução do sistema Ax=b para quatro 

tipos de matrizes testes A, tri-diagonais, com dimensão n × n, definidas como: 
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Considerando o vetor b, calculado como: 

 

 niab
n

j

iji ,,2,1,
1




 (6.4) 

 

 Estas matrizes esparsas foram compactadas usando a função SPDIAGS, também do 

MATLAB


7. As Tabelas 6.2 a 6.5 apresentam os resultados para cada uma das matrizes: a 

Tabela 6.2 mostra os resultados do sistema para a matriz A1(ns,npd), não simétrica e não 

positiva-definida. Os resultados para a matriz A2(ns,pd), não simétrica e positiva-definida, 

podem ser verificados na Tabela 6.3. Na Tabela 6.4 estão as soluções para a matriz A3(s,npd), 

simétrica e não positiva-definida e, por fim, na Tabela 6.5 estão apresentados o resultados do 

sistema para a matriz A4(s,pd), simétrica e positiva-definida.  

 Para a aplicação das técnicas evolutivas, fez-se um teste comparativo entre os valores 

de algumas funções objetivo a fim de analisar qual a função que se apresenta mais adequada. 

Considerando o sistema Ax = b e o resíduo r(x), algumas formas para a função objetivo foram 

estudadas: 
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 A seguir serão apresentadas tabelas que mostram uma comparação entre as funções 

definidas pela Eq.(6.5), para o sistema linear Ax =b onde a matriz de coeficientes A é a matriz 

A1 definida na Eq. 6.3 e o vetor b é o definido pela Eq. 6.4. A comparação é feita tendo como 
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parâmetros o tempo computacional e o erro, medido através da norma euclidiana do resíduo, 

ou seja, ||rT
r||. 

 

 

Tabela 6.1 – Valores da função, do erro e do tempo computacional, para diferentes funções F(x), 

aplicando ED. 

 

n F1 Erro ||r
T
r||  t (s) F2 Erro ||r

T
r|| t (s) 

1*10
1 

-5.2365 3.94*10
-1

 2.312 7.78*10
-2

 5.94*10
-3

 3.469 

1*10
2 

-5.4653 3.47*10
-2

 3.766 1.62*10
-1

 2.58*10
-2

 6.953 

1*10
3 

-5.4847 3.94*10
-3

 3.094 6.35*10
-2

 4.17*10
-3

 34.219 

1*10
4 

-5.4774 4.24*10
-4

 9.250 2.06*10
-2

 4.22*10
-4

 483.219 

5*10
4
 -5.4755 8.58*10

-5
 148.797 3.64*10

-3
 8.62*10

-5
 3571.031 

1*10
5
 -5.4756 4.29*10

-5
 917.578 6.56*10

-3
 4.31*10

-5
 14168.516 

 

 

Tabela 6.2 – Valores da função, do erro e do tempo computacional, para diferentes funções F(x), 

aplicando ED. 

 

n F3 Erro ||r
T
r|| t(s) F4 Erro ||r

T
r|| t(s) 

1*10
1 

6.22*10
-2

 1.82*10
-2

 8.047 4.89*10
-3

 4.89*10
-3

 4.48 

1*10
2 

3.69*10
-2

 3.43*10
-2

 6.094 2.74*10
-2

 2.74*10
-2

 7.41 

1*10
3 

5.53*10
-3

 4.46*10
-3

 35.000 3.82*10
-3

 3.82*10
-3

 30.75 

1*10
4 

6.42*10
-4

 4.34*10
-4

 426.562 4.21*10
-4

 4.21*10
-4

 460.50 

5*10
4
 1.34*10

-4
 8.71*10

-5
 2399.766 1.46*10

-4
 1.46*10

-4
 3126.12 

1*10
5
 6.89*10

-5
 4.35*10

-5
 5611.391 4.23*10

-5
 4.23*10

-5
 6322.77 

 

 

 Conforme mostrado nas Tabelas 6.1, 6.2 e 6.3, para a solução do sistema linear dado 

pela matriz A = A1, a Evolução Diferencial apresentou melhor performance com a utilização 

da função F1 dada na Eq. (6.5). 
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Tabela 6.3 – Valores da função, do erro e do tempo computacional, para diferentes funções F(x), 

aplicando ED. 

 

n F5 Erro ||r
T
r|| t(s) F6 Erro ||r

T
r|| t(s) 

1*10
1 

7.31*10
-3

 7.31*10
-3

 4.61 0.0190 6.22*10
-3

 4.218 

1*10
2 

2.93*10
-2

 2.93*10
-2

 9.27 0.1438 2.49*10
-2

 6.328 

1*10
3 

4.01*10
-3

 4.01*10
-3

 32.66 0.1757 3.92*10
-3

 37.671 

1*10
4 

4.23*10
-4

 4.23*10
-4

 424.58 0.1825 4.24*10
-4

 417.515 

5*10
4
 2.36*10

-4
 2.36*10

-4
 3031.46 0.1834  8.56*10

-5
 2400.406 

1*10
5
 4.31*10

-5
 4.31*10

-5
 5532.563 0.1840 4.31*10

-5
 5579.218 

 

 

 As tabelas 6.4 a 6.7 apresentam alguns resultados do sistema Ax = b, utilizando as 

diferentes matrizes de coeficientes dadas em (6.3), comparando a eficiência dos métodos, em 

relação ao erro e tempo computacional. Em todos os casos utilizou-se a função objetivo F1, 

dada na Eq. (6.5), considerando o erro, também, como sendo a norma euclidiana do resíduo. 

 

 

Tabela 6.4 – Comparação entre os métodos GMRES e ED para A1(ns, npd). 

 

n Erro ||r
T
r|| Tempo computacional t(s) 

GMRES ED GMRES ED 

1*10
1 

9.54*10
-31

 3.94*10
-1

 0.109 2.312 

1*10
2 

2.13*10
-5

 3.47*10
-2

 0.111 3.766 

1*10
3 

2.14*10
-7 

3.94*10
-3

 0.125 3.094 

1*10
4 

2.14*10
-9 

4.24*10
-4

 0.250 9.250 

5*10
4
 8.54*10

-11
 8.58*10

-5
 1.219 148.797 

1*10
5
 2.14*10

-11 
4.29*10

-5
 3.375 917.578 

2*10
5
 5.34*10

-12
 2.15*10

-5
 6.391 4657.156 

4*10
5
 1.34*10

-12
 1.08*10

-5
 12.891 15211.063 

6*10
5
 5.93*10

-13
 7.21*10

-6
 54.266 31405.359 

8*10
5
 3.34*10

-13
 5.42*10

-6
 91.187 51181.328 

1*10
6
 3.14*10

-13
 4.33*10

-6
 499.094 76232.433 

 

 

 Foram considerados valores de n, número de variáveis do sistema, variando de 10
 
a 

10
6
, conforme apresentado nas Tabelas 6.4 a 6.7. Estas tabelas apresentam os resultados do 

erro e o tempo computacional, para cada matriz, e os métodos adequados a serem utilizados 
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em cada tipo. Observa-se que, em todos os casos, o método da Evolução Diferencial tem 

eficiência razoável, e como esperada, um tempo computacional bastante elevado. Vale a pena 

observar que, para as matrizes consideradas na Eq. (6.3), à medida que n cresce ocorre a 

diminuição do fator-condição (A)=max/min, dado na Eq. (4.11), o que justifica a diminuição 

do erro dos métodos com o crescimento da ordem das matrizes. 

 

 

Tabela 6.5 – Comparação entre os métodos GMRES, BiCG e ED para A2(ns,pd) 
 

n Erro ||r
T
r|| Tempo computacional (s) 

GMRES BiCG ED GMRES BiCG ED 

1*10
1 

1.58*10
-30 

1.87*10
-14 

3.32*10
-2

 0.094 0.047 1.968 

1*10
2 

8.38*10
-10 

3.28*10
-7 

1.05*10
-2

 0.109 0.063 2.188 

1*10
3 

8.43*10
-12 

2.16*10
-7 

1.58*10
-3

 0.125 0.047 2.390 

1*10
4 

8.43*10
-14 

4.54*10
-8 

1.69*10
-4

 0.266 0.156 10.969 

5*10
4
 4.36*10

-15 
2.58*10

-8 
3.46*10

-5
 1.187 0.469 170.485 

1*10
5
 8.47*10

-16
 1.35*10

-8
 1.74*10

-5
 3.187 1.110 790.750 

2*10
5
 2.10*10

-16
 1.33*10

-8
 8.69*10

-6
 7.032 2.218 1336.578 

4*10
5
 5.25*10

-17
 6.39*10

-9
 4.35*10

-6
 13.906 4.297 4198.703 

6*10
5
 6.83*10

-17
 4.28*10

-9
 2.91*10

-6
 24.984 7.110 17853.437 

8*10
5
 3.84*10

-17
 7.82*10

-9
 2.18*10

-6
 44.391 12.562 49460.203 

1*10
6
 2.45*10

-17
 6.24*10

-9
 1.74*10

-6
 248.860 19.656 80241.250 

 

 

Tabela 6.6 – Comparação entre os métodos GMRES, MINRES e ED para A3(s,npd). 
 

n Erro ||r
T
r|| Tempo computacional (s) 

GMRES MINRES ED GMRES MINRES ED 

1*10
1 

2.24*10
-28 

2.42*10
-15 

1.72*10
-1

 0.109 0.078 2.094 

1*10
2 

3.93*10
-6

 1.86*10
-14

 2.25*10
-2

 0.141 0.078 2.063 

1*10
3 

3.94*10
-8 

8.93*10
-8 

3.69*10
-3

 0.110 0.265 2.156 

1*10
4 

3.94*10
-10 

1.27*10
-7 

4.05*10
-4

 0.265 1.610 10.515 

5*10
4
 1.57*10

-11
 5.48*10

-8
 8.27*10

-5
 1.218 4.625 191.657 

1*10
5
 3.94*10

-12 
3.94*10

-8
 4.14*10

-5
 3.187 9.563 823.985 

2*10
5
 9.87*10

-13
 2.74*10

-8
 2.07*10

-5 
6.938 15.875 3302.875 

4*10
5
 2.47*10

-13
 1.92*10

-8
 1.04*10

-5 
13.563 25.218 12376.875 

6*10
5
 1.09*10

-13
 1.56*10

-8
 6.95*10

-6 
37.062 43.157 28334.953 

8*10
5
 6.17*10

-14
 1.34*10

-8
 5.22*10

-6
 49.781 51.812 54265.188 

1*10
6
 3.95*10

-14
 1.21*10

-8
 4.17*10

-6 
211.875 123.437 78226.375 
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Tabela 6.7 – Comparação entre os métodos GMRES, BiCG, MINRES, CG e ED com A4(s,pd). 
 

n Erro ||r
T
r|| 

GMRES BiCG MINRES CG ED 

1*10
1 

2.19*10
-30

 0 8.54*10
-16 

0 3.97*10
-2

 

1*10
2 

3.19*10
-14 

1.91*10
-7

 1.83*10
-7 

1.94*10
-7

 1.23*10
-2

 

1*10
3 

4.51*10
-15

 7.37*10
-8 

6.75*10
-8 

7.37*10
-7

 1.35*10
-3

 

1*10
4 

6.29*10
-16 

2.58*10
-8 

2.52*10
-8 

2.63*10
-8 

1.47*10
-4 

5*10
4 

3.52*10
-16

 1.97*10
-8

 1.97*10
-8

 1.97*10
-8

 2.97*10
-5

 

1*10
5
 8.79*10

-17 
9.75*10

-9 
9.49*10

-9 
9.75*10

-9 
1.49*10

-5
 

2*10
5
 2.19*10

-17 
4.86*10

-9 
4.68*10

-9 
4.86*10

-9 
7.47*10

-6
 

4*10
5
 7.63*10

-17 
9.07*10

-9 
 8.74*10

-9 
9.07*10

-9 
3.74*10

-6
 

6*10
5
 3.39*10

-17 
6.04*10

-9 
5.82*10

-9 
6.04*10

-9 
2.49*10

-6
 

8*10
5
 1.91*10

-17 
4.53*10

-9 
4.37*10

-9 
4.53*10

-9 
1.87*10

-6
 

1*10
6
 1.22*10

-17 
3.63*10

-9 
3.49*10

-9 
3.63*10

-9 
1.49*10

-6 

n Tempo computacional (s) 

GMRES BiCG MINRES CG ED 

1*10
1 

0.110 0.046 0.063 0.031 0.984 

1*10
2 

0.109 0.047 0.062 0.046 2.438 

1*10
3 

0.110 0.062 0.063 0.047 3.187 

1*10
4 

0.203 0.094 0.094 0.094 9.906 

5*10
4 

0.657 0.265 0.235 0.218 179.500 

1*10
5
 2.062 0.625 0.469 0.453 816.282 

2*10
5
 3.407 1.218 0.907 0.953 3319.640 

4*10
5
 5.110 2.109 1.500 1.750 18202.375 

6*10
5
 7.610 3.093 2.297 2.516 31462.141 

8*10
5
 21.969 8.657 3.203 3.125 50796.735 

1*10
6
 67.563 54.016 4.563 3.968 93461.687 

 

 

 Os resultados mostram que a Evolução Diferencial pode ser considerada como uma 

opção viável, pois, apesar de ser um processo randômico, com elevado custo computacional, 

pode ser aplicada a qualquer tipo de matriz e sempre procura o mínimo global dos problemas 

de otimização. Analisando a Tab. 6.4 observa-se que a ED passa a ser uma nova ferramenta 

para o caso de matrizes não simétricas e não positiva-definidas, situação em que quase todos 

os outros métodos testados falharam.  
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6.2 Solução da Equação de Laplace Bi-dimensional 
 

 Nesta seção, apresenta-se o problema envolvendo uma equação de Laplace, visando 

comparar a solução analítica com as soluções numéricas. 

 Considere uma placa quadrada fina metálica de 1 metro de comprimento, e encontre a 

temperatura de equilíbrio u(x,y) (após um tempo muito grande), onde u(x,y) é a temperatura 

da barra na posição x e y como na Fig. 6.1: 

 

 

Figura 6.1: Placa Quadrada 

 

Este problema é regido pela equação de Laplace e as condições de contorno a seguir: 
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6.1.1 Solução Analítica 

 

 Para a solução analítica do problema considerou-se o método da separação de 

variáveis e a obtenção das autofunções Xn(x) do problema de Sturm-Liouville associado. Em 

seguida foi feita uma expansão da solução em série de autofunções. 

 Serão procuradas, para esta EDP, soluções da forma 

 

 u(x,y) = X(x)Y(y) (6.7) 
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onde X(x) e Y(y) são funções de uma variável independente, a determinar. 

 A solução do problema (6.6) é decomposta na soma de duas funções soluções de 

problemas simplificados. Assim, 

 

 u(x,y) = u1(x,y) + u2(x,y) (6.8) 

 

onde as funções u1 e  u2 são soluções, respectivamente, dos seguintes problemas: 
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 Aplicando o método da separação de variáveis, em cada um dos problemas acima, 

determina-se funções da forma X(x)Y(y), soluções do problema linear homogêneo. 

 Substituindo-se a expressão (6.6) na EDP (6.9), obtém-se: 

 

 ,0)()()()(  yYxXxYxX  (6.11) 

 

A equação (6.11), após a divisão pelo produto X(x)Y(y), conduz à Eq. (6.12), obtendo-se a 

separação de variáveis, uma em cada membro. Segue-se que esta equação só pode ser 

verdadeira se ambos os membros forem iguais a uma constante:  
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 





)(

)(

)(

)(

yY

yY

xX

xX
. (6.12) 

 

 A expressão (6.12) representa duas equações, ambas dependendo da constante de 

separação, que é ainda desconhecida. Resolvendo, primeiramente, a equação em X(x), 

 

 ( ) ( ) 0.X x X x    (6.13) 

 

Exigindo, que a função u1(x,y) = X(x)Y(y) satisfaça, no intervalo 0 < x < 1, as condições de 

contorno, a saber 

 

 
1 2(0, ) 0 (1, ) 0, 0 1 (0) 0 (1) 0.u y e u y y X e X        (6.14) 

 

As equações (6.13) e (6.14) constituem um problema de Sturm-Liouville regular. Para o 

problema 

 

 ( ) ( ) 0; (0) 0; (1) 0.X x X x X X      (6.15) 

 

Para calcular os autovalores e as autofunções correspondentes faz-se X(x) = e
ax

, obtendo 

 

 

2

1 2

( ) ( ) 0 ( ) , 0 ;

( ) cos( ) sen( )

axX x X x a e a a i

X x C x C x

    

 

           

 
 (6.16) 

 

Das condições de contorno (6.12), obtém-se 

 

 
1 2 1

2

(0) cos( 0) sen( 0) 0 0;

(1) sen( ) 0 , 0,1,2,...

X C C C

X C k k

 

  

    

    
 (6.17) 

 

Logo tem-se  

 

   ,...2,1,0comsen)(  nxnCxXn nnn   (6.18) 
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 Fazendo Y(y) = e
ay

, na equação 0)()(  yYyY  , obtém-se 

 

 
3 4( ) .n y n y

nY y C e C e    (6.19) 

 

Usando a condição Y(1) = 0, resultando em: 

 

 
3 4 3 40 .n n n nC e C e C Ce e C Ce           (6.20) 

 

Para alguma constante C, assim: 

 

 
   

(1 ) ( 1)

(1 ) (1 )

( ) ( )

( ) ( ) 2 senh (1 ) .

n n y n n y n y n y

n n

n y n y

n n

Y y Ce e Ce e Y y Ce Ce

Y y C e e Y y C n y

     

  

   

  

     

     
 (6.21) 

 

Logo a solução particular é dada por: 

 

    1( , ) se senh (1 ) .u x y n n x n y    (6.22) 

 

Pelo principio da superposição, a solução geral é dada por: 

 

    1 ,1

1

( , ) sen senh (1 ) .n

n

u x y K n x n y 




     (6.23) 

 

 Deseja-se agora determinar os coeficientes Kn,1 de modo a obter-se uma solução que 

satisfaça a condição de contorno u1(x,0) = 100
o
C, tem-se: 

 

    1 ,1

1

( ,0) sen senh 100.n

n

u x K n x n 




     (6.24) 
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Através da determinação dos coeficientes da série de Fourier de senos desta função, 

apresentada na Eq. (6.24), tem-se: 

 

  
 1

,1 ,1
0

200 1-cos( )
senh( ) 2 100 sen .

senh( )
n n

n
K n n x dx K

n n


 

 
    (6.25) 

 

Portanto, a solução para u1(x,y) é dada por: 

 

    1

1

1 cos( )
( , ) 200 sen senh (1 ) .

.senh( )n

n
u x y n x n y

n n


 

 





 
  

 
  (6.26) 

 

O mesmo procedimento é utilizado para obter a solução do problema (6.10), resultando em: 

 

    2

1

1 cos( )
( , ) 200 sen senh (1 ) .

.senh( )n

n
u x y n y n x

n n


 

 






   (6.27) 

 

Logo a solução geral é: 

 

        
1

1-cos( )
( , ) 200 sen senh (1 ) sen sen (1 ) .

senh( )n

n
u x y n x n y n y h n x

n n


   

 





      (6.28) 

 

 Apresentam-se, na Fig. 6.2, gráficos dos valores de u(x,y) para alguns valores fixos 

de y, início, meio e fim. A Fig. 6.3 apresenta gráficos dos valores de u(x,y) para alguns valores 

fixos de x.  
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Figura 6.2: Temperatura da chapa para valores fixos de y 
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Nota-se, devido à simetria do problema, que não há diferença entre fixar x ou y. 

 

 

Figura 6.3: Temperatura da chapa para valores fixos de x 
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6.1.2 Solução Numérica:  

 

 A seguir apresenta-se a solução numérica deste problema. Aqui se utilizou, para 

discretização da placa, o método das diferenças finitas, devido ao fato de com este método a 

matriz que se obtém, para o sistema linear, é uma matriz esparsa, penta-diagonal, simétrica e 

positiva-definida, o que torna a aplicação dos métodos estudados mais eficiente. 

 Aplicando, na equação diferencial, as aproximações de diferenças finitas com passos: 

x = y = 0,25 metros, e trocando o índice i por j para a derivada em relação à y, tem-se: 
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 (6.29) 

 

Ou seja, 
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y

uuu

x

uuu

y

u

x

u jijijijijijijiji
 (6.30) 

 

Considerando os incrementos x = y, e isolando o termo ui,j, tem-se: 

 

 
4

1,1,,1,1

,

 


jijijiji

ji

uuuu
u  (6.31) 

 

 A Eq. 6.31 fornece a temperatura na posição (i, j), em função da média aritmética das 

temperaturas na borda inferior, superior, direita e esquerda da placa.  

 Equações deste tipo, onde o novo valor é calculado em função de valores 

desconhecidos, são denominadas implícitas. Assim, escreve-se um sistema linear, onde a 

Eq.(6.31) é expandida para cada ponto do interior da placa, seguindo a numeração dada na 

Fig. 6.4. 
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Figura 6.4: Malha da discretização da placa. 

 

 Expandindo a Eq. (6.31) para cada ponto do interior, de u1 a u9, obtêm-se as seguintes 
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O que conduz ao seguinte sistema linear: 
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 Escrevendo o sistema linear (6.33), na sua forma matricial Ax =b, resulta: 
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Cuja expressão geral de A é dada por:  
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Onde nx é o número de subdivisões do intervalo [0, 1]. 

 Resolvendo o sistema pelos métodos ED, PCG, MINRES, BiCG, obtém-se os 

valores apresentados na Tabela 6.8. 

 

 

Tabela 6.8- Valores numéricos da temperatura obtidos pelos Métodos ED, PCG, MINRES e BiCG, 

para nx = 4 
 

 ED PCG MINRES BiCG Analítica 

u1 85.7138 85.7143 85.7143 85.7143 85.7143 

u2 71.4277 71.4286 71.4286 71.4286 71.4286 

u3 49.9980 50.0000 50.0000 50.0000 50.0000 

u4 71.4261 71.4286 71.4286 71.4286 71.4286 

u5 49.9982 50.0000 50.0000 50.0000 50.0000 

u6 28.5738 28.5714 28.5714 28.5714 28.5714 

u7 49.9991 50.0000 50.0000 50.0000 50.0000 

u8 28.5710 28.5714 28.5714 28.5714 28.5714 

u9 14.2869 14.2857 14.2857 14.2857 14.2857 
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 Na Fig. 6.5, apresenta-se um gráfico comparativo dos valores numéricos da 

temperatura obtidos pelos métodos ED, PCG, MINRES e BiCG, dados na Tabela 6.8. 

 

  

Figura 6.5: Gráfico dos valores numéricos da temperatura 

 

 Observa-se a simetria em relação à diagonal principal da placa, e constata-se que os 

valores da temperatura, nos vértices da placa, não foram considerados nesta aproximação. 
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Condicionado (PCG), Método dos Resíduos Mínimos (MINRES) e o Método dos Gradientes 

Bi-Conjugados (BiCG). Foi adotado o número de subintervalos variando de nx = 11 a nx = 72, 

implicando que a dimensão da matriz varia de n = 100 a n = 5041. 

 Nas Fig. 6.6 a 6.9, pode-se observar que as soluções numéricas apresentam pouca 

diferença entre os métodos utilizados. Além disso, nota-se que quanto mais subintervalos são 

considerados, mais as soluções numéricas se aproximam da solução analítica. 

 As soluções serão sempre consideradas em três posições distintas da placa: duas 
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analítica. Nas figuras seguintes, à medida que se aumenta o número de nós, as soluções 

numéricas tornam-se similares à solução analítica. 

 

 
 

 
 

  
Figura 6.6: Gráfico comparativo entre as soluções analítica e numéricas obtidas pelos métodos ED, 

PCG, MINRES e BiCG, com n = 100 nós, considerando y = 0.1m, y = 0.5m e y = 0.9m, apresentando 

o erro relativo entre elas. 
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Figura 6.7: Gráfico comparativo entre as soluções analítica e numéricas obtidas pelos métodos ED, 

PCG, MINRES e BiCG, com n = 1024 nós, considerando y = 0.03m, y = 0.5m e y= 0.97m, 

apresentando o erro relativo entre elas. 
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Figura 6.8: Gráfico comparativo entre as soluções analítica e numéricas obtidas pelos métodos ED, 

PCG, MINRES e BiCG, com n = 4096 nós, considerando y = 0.02m, y = 0.5m e y = 0.98m, 

apresentando o erro relativo entre elas. 
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Figura 6.9: Gráfico comparativo entre as soluções analítica e numéricas obtidas pelos métodos ED, 

PCG, MINRES e BiCG, com n = 5041 nós, considerando y = 0.014m, y = 0.5m e y= 0.986m, 

apresentando o erro relativo entre elas. 

 

 Ao se considerar as Figs. 6.8 e 6.9, observa-se que as soluções numéricas obtidas pelos 

métodos PCG, MINRES, BiCG e ED estão muito próximas da solução analítica, apresentam 
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um erro relativo na casa de 10
-4

. Isto permite concluir que estes métodos são todos muito 

eficientes para o problema em estudo. Percebe-se que o método da Evolução Diferencial, 

além de poder ser aplicado a todos os tipos de matrizes de coeficientes de um sistema linear, é 

também eficiente quando se trata de resolver um problema físico. 

 A Tabela 6.9 apresenta uma comparação do tempo computacional necessário para que 

os métodos considerados calculem a solução numérica, do problema estudado nesta seção. 

Nota-se que o tempo computacional exigido em cada um dos métodos iterativos se diferencia 

bastante. Para este problema em estudo, o método da Evolução Diferencial apresentou bom 

resultado e um tempo computacional competitivo em relação aos demais.  

 

 

Tabela 6.9 – Comparação entre os métodos BiCG, MINRES, PCG e ED. 
 

n Tempo Computacional em segundos 

BiCG MINRES PCG ED 

100
 

0.078 0.047 0.093 0.094 

1024
 

1.375 0.500 0.906 0.500 

4096
 

56.359 18.000 36.016 9.031 

5041
 

78.468 26.329 52.641 11.469 

 

 

 É conveniente observar que, para este problema, tomaram-se números pequenos de 

nós, pois os resultados já estavam próximos da solução analítica. Além disso, não foi utilizado 

nenhum algoritmo para compactar a matriz dos coeficientes. Desta forma, exigiu-se muita 

memória para armazenar a matriz. Este fato pode justificar a baixa performance dos métodos 

iterativos. 

 

6.3 O Problema de Identificação Indireta de Forças Dinâmicas 

 

 No âmbito da dinâmica estrutural, o conhecimento preciso da distribuição e magnitude 

das forças externas é de primordial importância, podendo proporcionar maior confiança nas 

simulações numéricas baseadas em modelos analíticos. Além disso, o conhecimento das 

forças excitadoras é imprescindível no projeto de sistemas de isolamento e proteção contra 

danos provocados por carregamentos dinâmicos. 
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 Em certas situações, as forças excitadoras podem ser medidas diretamente com o 

auxílio de transdutores de força (células de carga). Entretanto, nos casos em que são tratadas 

estruturas leves, de pequeno porte, a introdução destes dispositivos pode alterar as 

características estruturais do sistema, resultando em predições incorretas das forças. Em 

outras situações, os locais em que as forças são aplicadas podem não ser acessíveis à 

instrumentação. Dificuldades para a medição direta também existem quando as forças são 

distribuídas em diversas localizações espaciais, sendo necessário, neste caso, considerável 

montante de instrumentação. Em tais casos, o uso de técnicas de identificação indireta de 

forças (ou técnicas de reconstrução de forças) apresenta-se como uma alternativa interessante. 

 A identificação indireta de forças busca estimar as forças excitadoras (entradas), a 

partir das respostas dinâmicas medidas da estrutura (saída) e de um modelo matemático do 

sistema. Em essência, a estrutura instrumentada torna-se ela mesma um transdutor de carga. 

Vale lembrar que as respostas dinâmicas podem ser facilmente obtidas através de 

procedimentos usuais de ensaios dinâmicos. Diversos tipos de modelos - obtidos tanto por 

técnicas de modelagem analítica, quanto experimental - podem ser empregados, tais como: 

funções de resposta em freqüência (F.R.F.s), funções de resposta ao impulso (F.R.I.s), auto-

soluções (freqüências naturais, fatores de amortecimento modais, massas generalizadas e 

componentes de modos de vibração) ou ainda diversos tipos de modelos estruturais 

representados por matrizes de inércia, rigidez e amortecimento. 

 Existem dois grupos principais nos quais os métodos de identificação de forças estão 

inseridos: os métodos que operam no domínio das freqüências, que buscam determinar os 

espectros das forcas excitadoras e; o os métodos fundamentados no domínio do tempo, que 

objetivam caracterizar as variações das excitações externas em função do tempo. Uma revisão 

abrangente de alguns dos métodos de identificação de forças documentados na literatura é 

apresentada no trabalho de STEVENS (1987), notando-se que a maioria dos estudos 

realizados enfoca os métodos no domínio da freqüência, ao passo que os métodos operando 

no domínio do tempo têm merecido menor atenção. A escolha dentre os dois tipos de métodos 

deve ser feita levando-se em conta a natureza dos dados experimentais disponíveis e as 

especificidades da aplicação pretendida. Os diversos estudos já realizados revelam que, em 

geral, ambos os tipos de métodos apresentam suas vantagens e inconvenientes. 

 Conforme ilustrado na Fig. 6.10, em princípio, o procedimento de identificação 

indireta de forças é simples, visto que basta inverter o problema direto, que consiste em 

calcular a resposta (saída) do sistema a partir do conhecimento da força excitadora (entrada) e 
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da função de transferência (modelo), que relaciona a excitação e a resposta. Portanto, 

mediante a resolução de um problema inverso, as forças são estimadas a partir do 

conhecimento prévio da resposta do sistema e de sua função de transferência.  

 

 

Figura 6.10 - Representação esquemática dos problemas direto e inverso da dinâmica estrutural. 

 

 Embora simples na sua essência, o problema de identificação de forças a partir das 

respostas dinâmicas é considerado um problema de difícil implementação prática, estando as 

dificuldades ligadas aos seguintes fatores principais: 

 Na grande maioria das vezes o problema de identificação revela-se altamente mal 

condicionado sob ponto de vista numérico. Este mal condicionamento é traduzido pela 

quase singularidade do operador H, que deve ser invertido para a resolução do 

problema inverso (conforme Figura 6.10). Do ponto de vista computacional, o mal 

condicionamento numérico se revela através de uma extrema sensibilidade dos 

resultados de identificação à perturbação presente nos dados utilizados (HUNT, 1972). 

 Na grande maioria dos casos práticos, o modelo H deve ser construído a partir de 

dados analíticos ou experimentais incompletos, que são inevitavelmente afetados por 

incertezas de modelagem e ruídos de medição. Além disso, por limitações de natureza 

prática, apenas um número reduzido de coordenadas são geralmente instrumentadas 

para aquisição das respostas dinâmicas. 

 



110 

 

 Se várias forças devem ser identificadas simultaneamente, o problema de mal 

condicionamento mostra-se ainda mais severo. O sucesso da técnica de identificação fica, 

neste caso, condicionado pela observabilidade (possibilidade de estimar as variáveis de estado 

que não podem ser medidas, através do conhecimento das variáveis de entrada e saída do 

sistema em qualquer instante) das respostas causadas por cada uma das forças separadamente. 

Com efeito, em algumas situações, as contribuições às respostas dinâmicas de cada uma das 

forças podem ter distribuições espaciais bastante semelhantes, resultando na quase 

singularidade do operador que representa as funções de transferência. Quando isto acontece, é 

muito difícil separar as contribuições causadas por cada força, assim, pequenas variações 

(erros) na medição das respostas tendem a causar grandes variações nas amplitudes das forças 

identificadas. Foi sugerido por HILLARY e EWINS (1984) que, em certas situações, 

dificuldades deste tipo podem ser reduzidas pela inclusão de posições de medição adicionais 

ou ainda movendo estas posições de modo a promover um maior enriquecimento da base de 

dados experimentais utilizada. 

 Dada a grande importância do tratamento do mal condicionamento numérico que 

caracteriza, de modo geral, os problemas inversos, um grande esforço tem sido empreendido 

visando o desenvolvimento de algoritmos de estimação numericamente estáveis. Algumas 

estratégias têm sido propostas, baseadas na formulação de um novo problema associado ao 

problema original, sendo, porém, bem condicionado. Este procedimento é conhecido como 

regularização do problema mal condicionado. As mais conhecidas estratégias de regularização 

utilizadas são: regularização baseada na Decomposição em Valores Singulares (DVS) 

(MAIA, 1989), o método de regularização de Tikhonov (TIKHONOV e ARSENIN, 1977) e 

as técnicas baseadas na aplicação de restrições determinísticas a priori, utilizando funções de 

penalidade e multiplicadores de Lagrange (THOMAS e PROST, 1991). 

 O objetivo desta seção é aplicar as técnicas de otimização evolutivas, Evolução 

Diferencial e Algoritmos Genéticos na solução do sistema linear obtido através do problema 

de identificação indireta de forças dinâmicas. Para isso, inicialmente, são considerados 

problemas teóricos de identificação de forças. No primeiro caso, o sistema é excitado por uma 

força harmônica. São feitos vários testes usando a ED, o AG e a técnica iterativa GMRES; as 

respostas obtidas são comparadas. No segundo caso, o mesmo sistema é excitado através da 

aplicação de um ruído branco. Na última subseção é resolvido um problema real de 

identificação indireta de forças, a partir de dados experimentais. 
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6.3.1 Sistema excitado por uma força harmônica. 
 

 A metodologia da estimativa indireta de forças no domínio de freqüências se baseia na 

inversão direta da matriz FRF e seu respectivo produto com o espectro da vibração medida. 

Devido o mal condicionamento da matriz FRF, normalmente é utilizada sua pseudo-inversa 

de acordo com a Eq. (6.35).  

 

 {F(  )} = [H( )]
+
 {X( )} (6.35) 

 

Na Eq. (6.35), {X( )} ∈ ℝn
 é o vetor amplitude da vibração medida na resposta, [H( )]

+
 ∈ 

ℝn×n
 é a pseudo-inversa da matriz FRFs e {F( )} ∈ ℝn

 é o espectro das forças estimadas. 

 A pseudo-inversa, pela abordagem dos quadrados mínimos, é dada pela Eq.(6.36). 

 

 [H( )]
+
 = ([H( )]

T
 [H( )])

-1
 [H( )]

T
 (6.36) 

 

 Dois problemas ocorrem quando a freqüência abordada é usada: 

 Grandes erros podem ser observados em regiões de ressonância (SILVA, 2000).  

 O método não se pode ser utilizado em aplicações em tempo real.  

 

 A técnica do tempo é menos sensível a problemas de ressonâncias (SILVA, 2000) e 

pode ser usada em tempo real também. Baseia-se na integral de convolução de Dhuramel dada 

pela Eq. (6.37), onde h(t) é a FRI, f(t) é a força excitadora em função do tempo t e x(t) é a 

amplitude da vibração em resposta no tempo t. Se a h(t) é a FRI da aceleração, então a 

resposta em aceleração pode ser calculada por: 

 

      




  dfthtx

  

 (6.37) 

 

 Para sistemas mecânicos fisicamente realizáveis a FRI é nula para todos os valores de t 

menores que 0 e a Eq. (6.37) que pode ser reescrita como: 
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       

t

dfthtx
0

  (6.38) 

 

Considerando a discretização Δt do tempo de amostragem da Eq. (6.38) pode ser aproximada 

por: 

       



k

i

ttiftikhtkx
0

, com k = 0, 1, 2, …, p-1 (6.39) 

 

Em notação vetorial, a Eq. (6.39) pode ser reescrita como: 

 

 



k

i

iikk fhx
0

, com k = 0, 1, 2, …, p-1  (6.40)  

 

A expansão da Eq. (6.40) resulta em:  
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Em notação matricial, a Eq. (6.41) é dada por: 

 

 {X} = [H] {F}  (6.42) 
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A partir daí resolve-se este sistema de equações lineares, para a identificação do valor da 

força excitadora.  

 Neste trabalho, o objetivo é obter a solução usando alguma técnica que não exija 

mudanças na matriz H, a fim de melhor condicioná-la. Conforme descrito na literatura em 

geral, o pré-condicionamento da matriz H, que é um procedimento usual, mas bastante 

oneroso. Para testar as técnicas de otimização na identificação de forças dinâmicas, utilizando 

a formulação dada pelas Eqs. (6.41) e (6.42), construiu-se o seguinte problema teórico: 

 

 

   ( 1) 2

0( , ) sin 1 ( 1) ;

, 1, 2,..., 1, com j  i .

t jh i j A e t j

X HF i j N

     

   

 (6.43)  

 

Considerando=1e
-3

; = 0.08; = 2500; dt= 1/2048; t [0, 1] e N=comprimento(t). 

Neste problema a força F é dada por: 

 

    ttF 3002cos5.13002sin5    (6.44)  

 

 Conhecendo-se a matriz [H] e o vetor {X}, resolve-se o sistema linear HF=X, usando 

Evolução Diferencial (ED), Algoritmos Genéticos (AG) e a técnica não-estacionária GMRES. 

A seguir, é feita uma comparação entre a solução analítica (dada por F) e as soluções 

numéricas. 

 A Fig. 6.11 apresenta a comparação entre as soluções analíticas e numéricas obtidas 

pelos métodos ED e GMRES. Na Fig. 6.12 é apresentada a comparação entre a solução 

analítica e a solução numérica obtida pelo AG. A solução analítica é facilmente obtida uma 

vez que a força excitadora é fornecida pela Eq. (6.44). 
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Figura 6.11- Solução analítica e numérica pelos métodos ED e GMRES, para t  [0, 0.2], t[0.4, 0.6] 

e t [0, 1] em segundos, apresentando o erro relativo entre elas. 

 

 A análise das Fig. 6.11 mostra que as soluções obtidas pelos métodos numéricos 

cometem um erro relativo de apenas 10
-3

, em problemas de identificação dinâmica, este erro 

pode ser considerado aceitável.  
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Figura 6.12- Solução analítica e numérica pelo método AG, para t[0, 0.2], t[0.4, 0.6] e t[0, 1] em 

segundos, apresentando o erro relativo entre elas. 

 

 Também, analisando a Fig. 6.12, pode-se observar que a solução obtida pelo método 
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-4

, assim, concluí-se que os métodos 
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testados foram eficazes para este tipo de problema. Nota-se, também, que para este problema 

a ED obteve resultados com erros relativos, considerando a solução numérica e a solução 

analítica, um pouco maiores do que os valores obtidos com AG. 

 Portanto, para resolver este tipo de problema, os métodos evolutivos poderão ser 

utilizados. Pois estas metodologias irão resolver o problema de forma eficiente com a 

vantagem de não se preocuparem com a quantidade de pontos e nem a técnica utilizada na 

discretização do tempo. Observa-se, aqui, que o método GMRES também resolveu este 

problema, de forma até mais eficiente do que os evolutivos, pois resultou um erro de 10
-7

, 

conforme Fig. 6.13. Vale ressaltar que, o método GMRES só pode ser utilizado para este 

caso, onde a matriz de coeficientes não era de dimensão elevada (n = 2048), pois quando se 

fez o teste com uma matriz de dimensão mais elevada, o método não pode ser utilizado por 

falta de memória do computador.  

 

 

Figura 6.13- Erro relativo entre a solução analítica e numérica pelo método GMRES. 

 

6.3.2 Sistema excitado por um ruído branco. 
 

 A seguir, serão comparadas as soluções obtidas pelas técnicas ED, AG e GMRES com 

a solução analítica, para o mesmo problema, mas neste caso a força excitadora é dada por um 

ruído branco: 

 

 F = randn(1, N-1)  (6.45) 
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 Os resultados são apresentados a seguir, comparando a solução analítica com a 

solução numérica. A Fig. 6.14 apresenta uma comparação entre as soluções analítica e 

numérica, quando os métodos ED e GMRES são utilizados, para casos onde F é dada pela Eq. 

(6.45). Na Fig. 6.15 é feita a mesma comparação, agora, com o método AG sendo utilizado. 

 

 

Figura 6.14- Solução analítica e numérica pelos métodos ED e GMRES, para t[0, 0.2], t[0.4, 0.6] e 

t[0, 1] em segundos, apresentando o erro relativo entre elas. 
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Figura 6.15- Solução analítica e numérica pelo método AG, para t[0, 0.2], t[0.4, 0.6] e t[0, 1] em 

segundos, apresentando o erro relativo entre elas. 

 

 As Fig. 6.14 e 6.15 mostram que a solução obtida pelos métodos numéricos, para este 

problema, apresenta um erro relativo semelhante ao erro apresentado para o problema 

anterior. Sendo assim, pode-se concluir que os métodos evolutivos também são viáveis para 

este tipo de problema. 
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6.3.3 Sistema dinâmico usando dados experimentais. 

 

 Nesta seção serão avaliados os métodos evolutivos para resolver um sistema linear 

proveniente de um problema de identificação indireta de forças. Este problema consiste em 

determinar a força aplicada a um sistema formado por três placas conectadas por três 

conjuntos de quatro lâminas de aço dispostas em paralelo. No domínio de baixas freqüências, 

o sistema pode ser modelado como um sistema de três graus de liberdade pouco amortecido. 

A Fig. (6.16) ilustra a estrutura utilizada para a avaliação dos métodos evolutivos na 

identificação da força. 

 

 

Figura 6.16- Ilustração do Sistema mecânico utilizado nos experimentos 

 

 No experimento realizado uma força de excitação por impacto F foi aplicada na 

coordenada 1 (Placa 1). As correspondentes respostas temporais (X1, X2 e X3) foram medidas 

nas coordenadas 1, 2 e 3. Tanto a força como as respostas temporais foram medidas somente 

na direção horizontal. Para se realizar o experimento foram utilizados os seguintes 

equipamentos: 

 Um excitador dinâmico B&K; 

 Uma célula de carga B&K do tipo 8200; 

 Um gerador de sinais B&K do tipo 1049; 

 Um amplificador de potência B&K do tipo 2712; 

 Uma placa de aquisição A/D da National Instruments, USB 9233; 

 Três acelerômetros PCB do tipo 35 20C33; 

 Um condicionador de sinais PCB do tipo 482 A 20. 

Os dados de aquisição são: 

 Taxa de aquisição - 2048 Hz; 
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 Número de pontos - 16384; 

 Número de médias para as FRFs - 800; 

 No gerador foi colocada um ruído branco de 2 a 100 Hz e amplitude 1.25 V; 

 No amplificador, 7 A RMS de corrente e ganho 2. 

Os testes foram feitos com: 

 Teste 1: ganho 2 e amplitude 1.25 V; 

 Teste 2: ganho 4 e amplitude 1.25 V; 

 Teste 3: ganho 4 e amplitude 0.313V. 

 No experimento têm-se três localizações de medição e uma força de excitação, a 

Eq.(6.37) pode ser desenvolvida como segue:  
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(6.46) 

 

Onde a F.R.I. hi1(t) representa a respostas na coordenada i, devido a excitação aplicada na 

placa 1. 

 A discretização Δt do tempo de amostragem da Eq. (6.46) é dada por: 
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,     com k = 0, 1, 2, …, p-1 (6.47) 

 

A Eq. (6.47) pode ser rescrita como: 
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,             com k = 0, 1, 2, …, p-1  (6.48)  

 

As Eqs. (6.48) são agrupadas em um sistema de (3xp) equações e (p) incógnitas, da seguinte 

forma matricial:  

 

     X h F  (6.49) 
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Sendo 

 

1 11
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3 31
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{ ( )} ( ) , [ ( )] ( ) [0] 0 , com 0,1,..., 1

( ) ( ) 0

x i h i

X i x i h i t h i e i p

x i h i

     
     

          
          

  (6.51) 

 

 Diferentes algoritmos podem ser utilizados para calcular o vetor das forças 

desconhecidas {F} a partir da Eq. (6.49). Desde que o número de equações seja maior do que 

o número de incógnitas e que [h] tenha posto completo, a solução normal pelo método dos 

mínimos quadrados para a Eq. (6.52) pode ser calculado segundo:  

 

 {F} = ([h]
T
 [h])

 -1
 [h]

T
 {X}.  (6.52) 

 

 O sistema de equações (6.49) é geralmente mal condicionado, ou seja, pequenos erros 

afetando {X} e ou [h] podem conduzir a grandes erros no vetor da força estimada {F}. Neste 

trabalho, os métodos da Evolução Diferencial e dos Algoritmos Genéticos são utilizados para 

resolver as equações de estimação.  
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 Para se obter as aproximações, minimiza-se o funcional quadrático dado por: 

 

     
22

( )f R R X h F     (6.53) 

 

 Os sinais de força (sinal de entrada) e de acelerações (sinal de saída) foram 

amplificados usando amplificadores de sinais, e enviados para a placa de aquisição e 

posteriormente armazenados em um microcomputador. Cada sinal adquirido foi observado no 

intervalo de 0 a 13,67s discretizado em 3500 pontos igualmente espaçados (t=3,9x10
-3

s). 

Desta forma, a Eq. (6.49) foi resolvida para as F.R.I.s h11(t), h21(t) e h31(t), utilizando os 

métodos evolutivos. A título de ilustração, as Figs. (6.17) a (6.19), fornecem a aceleração e a 

F.R.I. para as placas 1, 2 e 3, respectivamente.  

 

 

Figura 6.17- Resposta em aceleração X1(t) e F.R.I. h11(t) para placa 1. 

 

Figura 6.18- Resposta em aceleração X2(t) e F.R.I. h21(t) para placa 2. 
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Figura 6.19- Resposta em aceleração X3(t) e F.R.I. h31(t) para placa 3. 

 

 Assumindo que a força de excitação era desconhecida e usando as F.R.I.s 

previamente identificadas via análise modal experimental, o método de identificação de forças 

baseado na integral de convolução no domínio do tempo, combinado com os métodos 

evolutivos, foram empregados para encontrar aproximações da força de entrada. Uma vez que 

a força exata era disponível, ela pode ser comparada à força identificada, com a finalidade de 

avaliar a precisão do procedimento de reconstrução de forças.  

 A Fig. 6.20 apresenta a força de excitação aproximada, obtida pela aplicação da ED, 

em comparação com a força exata. Além disso, no ultimo gráfico desta figura pode ser visto o 

erro relativo entre estes dois valores.  
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Figura 6.20- Comparativo entre a Força aproximada por ED e os valores medidos, com apresentação 

do erro relativo entre eles. 
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Figura 6.21- Comparativo entre a resposta X1 aproximada por ED e os valores medidos, com 

apresentação do erro relativo entre elas. 
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Figura 6.22- Comparativo entre a resposta X2 aproximada por ED e os valores medidos, com 

apresentação do erro relativo entre elas. 
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Figura 6.23- Comparativo entre a resposta X3 aproximada por ED e os valores medidos, com 

apresentação do erro relativo entre elas. 
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 Observando os resultados apresentados pelas figuras anteriores percebe-se que o 

método da Evolução Diferencial é um método bastante confiável, pois apresenta uma 

aproximação da força de entrada muito próxima da força medida. Dá para se observar, 

também que o erro relativo entre a força medida e a aproximada é um erro aceitável, pois fica 

na casa de 10
-4

 e isso é muito razoável, tratando-se de um problema físico como o analisado. 

A principal vantagem deste método, é que se pode trabalhar com a matriz da F.R.I.s na forma 

com as quais se apresenta, não sendo necessário nenhum tipo de condicionamento, nem tão 

pouco a preocupação pelo fato da mesma não ser uma matriz quadrada, exigência apresentada 

pela maioria dos métodos tradicionais. Por se tratar de um método de otimização não-

determinístico, tem se pouca influência de erros numéricos, pois só se trabalha com produto 

de matriz por vetor. Por isso, pode-se concluir que este método, além de ser um método 

robusto, é um método que pode ser muito indicado para resolver este tipo de problema. 

 A seguir, apresentam-se também os resultados obtidos pelo método dos Algoritmos 

Genéticos (AG), dados pelas Figs. 6.24 a 6.27. Observando os gráficos, verifica-se que este 

método também pode ser indicado, com a ressalva de que se necessita um pouco mais de 

tempo computacional, pois requer um número maior de gerações para se obter resultados 

como os obtidos pelo método da Evolução Diferencial (ED).  
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Figura 6.24- Comparativo entre a Força aproximada por AG e os valores medidos, com apresentação do 

erro relativo entres elas. 
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Figura 6.25- Comparativo entre a resposta X1 aproximada por AG e os valores medidos, com 

apresentação do erro relativo entre elas. 
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Figura 6.26- Comparativo entre a resposta X2 aproximada por AG e os valores medidos, com 

apresentação do erro relativo entre elas. 
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Figura 6.27- Comparativo entre a resposta X3 aproximada por ED e os valores medidos, com 

apresentação do erro relativo entre elas. 
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 Pode se concluir, a partir da análise dos resultados apresentados pelas Figs. 6.24 a 

6.27, que o método dos Algoritmos Genéticos apresenta resultados menos precisos do que os 

obtidos pela Evolução Diferencial. O erro relativo apresentado por AG, correspondente as 

respostas em aceleração, é maior do que o erro encontrado pela utilização da ED.  

 Em geral, este tipo de problema, é resolvido utilizando técnicas que dependem da 

matriz de coeficientes, e uma delas faz com que a matriz seja multiplicada por sua transposta, 

para que a matriz resultante seja quadrada. Esta multiplicação implica em um custo 

computacional alto, pois a multiplicação de matrizes exige muita memória, além do fato de 

que podem ocorrer erros de arredondamento que vai acarretar imprecisões na resolução do 

sistema. 

 Desta forma, a proposta deste trabalho, que pretende disponibilizar uma metodologia 

que não dependa das características da matriz de coeficientes, pôde ser comprovada nesta 

aplicação. Vale ressaltar que, neste caso, trabalhou-se com uma matriz de coeficientes 

retangular, formada por três blocos triangulares, ou seja, sem as características exigidas pelos 

métodos determinísticos. Assim, este problema de identificação de forças dinâmicas foi 

resolvido, sem usar nenhuma técnica de regularização da matriz de coeficientes, aplicando 

apenas os métodos evolutivos.  Caso fosse usar métodos determinísticos, como por exemplo, 

o GMRES, a matriz deveria ser pelo menos quadrada. Portanto, a metodologia proposta se 

mostrou eficiente. 
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Capítulo 7: Conclusões e Trabalhos Futuros 

 

 Neste trabalho, um problema de otimização foi definido com o propósito de obter a 

solução de sistemas lineares. Foram utilizadas quatro técnicas iterativas, Método dos 

Gradientes Conjugados (CG), Método dos Gradientes Bi-Conjugados (BiCG), Método dos 

resíduos Mínimos (MINRES) e o Método dos Resíduos Mínimos Generalizados (GMRES), e 

duas evolutivas, Método da Evolução Diferencial (ED) e o Método dos Algoritmos Genéticos 

(AG). Todas as técnicas testadas apresentaram bom desempenho na obtenção da solução do 

problema. Ressaltando que, algumas técnicas iterativas não podem ser aplicadas a qualquer 

tipo de problema, uma vez que, dependem das características da matriz de coeficientes. O 

método dos Resíduos Mínimos Generalizado é um método que pode ser usado para todos os 

tipos de matrizes, mas perde a eficiência com o aumento do numero de variáveis e apresenta 

grande exigência de memória para o armazenamento dos dados.  

 As técnicas de otimização evolutivas exigem um esforço computacional maior quando 

comparada com os outros métodos, porém podem ser utilizadas para qualquer tipo de matriz, 

assim como o GMRES, mostrando serem algoritmos de grande potencial para serem 

aplicados a problemas complexos. Porém, ressalta-se que elas, ao contrário do GMRES, não 

exigem o uso de técnicas de regularização da matriz de coeficientes . 

 Durante as pesquisas verificou-se que os métodos de otimização estudados, com 

enfoque na Evolução Diferencial e nos Algoritmos Genéticos, são ferramentas eficientes para 

a obtenção de soluções numéricas de sistemas lineares de grandes dimensões. Os resultados 

obtidos mostraram que os métodos evolutivos são confiáveis, pois suas convergências não 

dependem das características das matrizes de coeficientes, como por exemplo, o fator 

condição. Além disso, pode-se observar uma melhor performance da Evolução Diferencial, 

que se apresentou muito eficiente quando se trata de resolver um problema de identificação 

dinâmica, pois, proporciona uma solução numérica próxima da solução analítica, com um erro 

considerado nulo em dinâmica. 

 O estudo foi focado essencialmente em sistemas lineares onde as matrizes dos 

coeficientes são não simétricas e não positiva-definidas, pois são poucos os métodos 

disponíveis para a solução numérica destes sistemas. Foram utilizados métodos evolutivos, 

que possuem maior chance de obter mínimos globais, enquanto que os métodos 
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convencionais podem ficar presos nos mínimos locais. Os métodos evolutivos estudados 

apresentam uma eficiência grande, porém necessitam de um elevado tempo computacional. 

 Foram estudadas a formulação de cada um dos métodos, a avaliação de suas 

características operacionais e desempenho, mediante a realização de algumas aplicações em 

problemas de dinâmica, tanto em estruturas simuladas numericamente, quanto em uma 

estrutura real ensaiada em laboratório. Em todas estas aplicações, buscou-se caracterizar as 

dificuldades presentes nas situações práticas com ênfase no uso de dados incompletos, na 

presença de ruídos de medida e na ocorrência de mal condicionamento numérico. 

 Uma aplicação interessante foi o problema de identificação indireta de forças 

dinâmicas, no qual se trabalhou com um experimento constituído por uma estrutura formada 

por um pórtico tri-dimensional, ou seja, um sistema de três graus de liberdade pouco 

amortecido. Este problema foi resolvido com eficiência pelos métodos de otimização 

heurística, tanto a Evolução Diferencial quanto os Algoritmos Genéticos.  

 Nesta aplicação, algumas técnicas baseadas nos métodos clássicos de otimização não 

puderam ser utilizadas, devido ao fato da matriz ser retangular e estes exigem que ela seja 

quadrada. Logo, a menos que se faça algum tipo de condicionamento da matriz dos 

coeficientes do sistema linear estes não podem ser utilizados, enquanto que a técnica proposta 

neste trabalho foi utilizada com muito êxito, mostrando se assim uma ótima alternativa 

computacional na resolução de problemas de Identificação Indireta de Forças Dinâmicas. 

 Em todas as aplicações pode-se concluir que os métodos de otimização evolutivos 

funcionam muito bem, e pode ser uma opção em relação aos métodos clássicos para se 

resolver problemas envolvendo grandes sistemas lineares. Estes métodos não fazem nenhuma 

exigência sobre a apresentação da matriz dos coeficientes, enquanto que aqueles exigem que 

esta tenha características especiais, para que possam ser aplicados.  

 De modo geral, a técnica e os métodos estudados demonstraram ser bem adaptados às 

aplicações práticas de engenharia. 

 Uma atenção especial na utilização das técnicas heurísticas deve ser a definição do 

espaço de busca (ou região viável). Para que se possa usá-los com eficiência é necessário 

saber definir bem o espaço de busca. Para se definir este espaço de busca é necessário que se 

tenha uma idéia da solução do problema, pois quanto menor esta região menor será o tempo 

computacional e melhor será o desempenho destas técnicas. 

 Vale ressaltar que os resultados obtidos nesta pesquisa foram apresentados em artigos 

publicados em congressos internacionais: “Comparação entre Métodos Iterativos não 
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Estacionários e Métodos Heurísticos Aplicados à Solução de grandes Sistemas Lineares”, 

8
o
 congresso Iberoamericano de Ingeneria Mecânica (CIBIM8); “Differential Evolution 

Applied to the Solution of Large Linear Systems”, International Conference on Engineering 

Optimization (EngOpt 2008); “A new approach to indirect dynamics forces identification”, 

XIII International Symposium on Dynamic Problems of Mechanics (DINAME 2009); 

“Differential Evolution applied to solve problems of indirect identification of external 

forces”, IV European Congress on Computational Mechanics: Solids, Structures and Coupled 

Problems in Engineering (ECCM IV). 

 Alguns aspectos relativos às técnicas estudadas não foram abordados neste trabalho e 

poderão ser objeto de investigação futura. Dentre eles podem ser citados: 

 A paralelização dos métodos evolutivos, visando o ganho no tempo computacional; 

 Utilização de algoritmos híbridos, técnicas clássicas e evolutivas trabalhando em 

conjunto, fazendo com que este tenha uma convergência mais rápida; 

 Avaliação de desempenho do método quando aplicado a sistemas estruturais mais 

complexos, sujeitos a maior número de forças excitadoras; 

 A aplicação da metodologia a problemas de dinâmica dos fluídos. 
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
 
 

http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

