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RESUMO

ma das formas de se medir o desempenho de sistema comunicacao de um canal

MIMO (Multiple-Input Multiple- Output, do inglés) é através da capacidade ergodica
ou capacidade de Shannon, a qual representa a méxima eficiéncia espectral. No entanto,
dependendo da distribuicao estatistica das entradas do canal, pode ser inviavel o estudo
computacional, devido principalmente a complexidade de obtencao de tal resultado. Por-
tanto, em geral, para contornar esta situagao trabalha-se com aproximacoes a capacidade
através de limitantes, inferior e superior, como também em casos de alto e baixo regimes
da relagao sinal-ruido (SNR, do inglés). Por sua vez, a obtencao de uma expressao fechada
para tais limitantes ainda é um grande desafio. Diante desta problemaética, esta disser-
tacao tem por objetivo a obtencao de limitantes, bem como aproximacoes a capacidade
em alto e baixo regimes de SNRs, de um canal MIMO com desvanecimento de Rice cujos
elementos sao descorrelacionados e a matriz da componente linha de visada tem posto
arbitrario, o qual nao excede a quantidade minima entre o niimero de antenas transmisso-
ras e receptoras. Além da hipotese de que o transmissor nao tem qualquer conhecimento
dos estados do canal (CSI, do inglés). Para tal, é proposto o uso de uma ferramenta
matematica ainda pouco explorada na literatura, com relagao a este assunto, chamada de
teoria de majorizacao. Dependendo do tipo de problema, o método consiste em definir
uma funcgao Schur-concava especifica com relacao a capacidade ergodica, a qual aplicada
em vetores previamente majorizados permite obter desigualdades numéricas e, conse-
quentemente, limitantes e aproximacgoes a capacidade. Simulacoes computacionais sao
realizadas, e no caso do limitante superior, para evidenciar a potencialidade do método,
sao feitas algumas comparacgoes com resultados ja conhecidos da literatura.

Palavras-chave: Capacidade ergddica, canal com desvanecimento de Rice, sistemas
MIMO, teoria de majorizacao.



ABSTRACT

One way of measuring the performance of communication system of a MIMO channel
(Multiple-Input Multiple-Output) is through the capacity or ergodic Shannon capac-
ity, which represents the highest spectral efficiency. However, depending on the statistical
distribution of the inputs, its computational study may not be feasible mainly due to the
complexity of obtaining such an outcome. Therefore, in general, to cope with drawback
we use approaches to capacity by limiting, above and below, in cases of high and low
regimes of signal to noise ratio (SNR). In turn, obtaining a closed expression for these
bounds is still a great challenge. In face this problem, this thesis aims at finding bounds
and approximations to the capacity at high and low SNRs regimes in a MIMO fading
channel with Ricean fading, whose elements are uncorrelated and the matrix component
of the line-of-sight has an arbitrary rank, which does not exceed the minimum between
the number of transmitting and receiving antennas. In addition, the transmitter has no
knowledge of the channel states. To this end, we propose the use of a mathematical tool
not much explored in the literature with regard to this matter, called majorization theory.
Depending on the type of problem, the method consist in defining a specific Schur-concave
function with respect to the ergodic capacity, which previously applied majorized vectors
allowing to obtain numerical inequalities and thereby limits and approximations to ca-
pacity. Computer simulations are carried out and, in the case of upper capacity bounds
some comparisons with known results from literature are made to highlight the potential
of the method.

Keywords: Ergodic capacity, Ricean channel, MIMO systems, majorization theory.
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SIMBOLOS E NOTACOES

P ] esta secao sao apresentados os simbolos e notacoes utilizadas neste trabalho. De
uma forma geral, os escalares serao representados por letras mintsculas em italico,
os vetores por letras romanas minusculas em negrito e as matrizes por letras romanas

maitsculas, também em negrito. Outras convencoes estao listadas abaixo:

Conjuntos e Espacgos Vetoriais

N Conjunto dos niimeros naturais

R Conjunto dos nimeros reais

Ry Conjunto dos conjunto dos niimeros reais nao-negativos
NG Conjunto das matrizes de ordem m X n cujos elementos sao

nimeros reais
R Espago vetorial cujos elementos (z1, g, - - - , z,,) sdo listas or-
denadas de nimeros reais. Em termos matriciais, este espaco

¢ identificado por R™"*!

R RY = {(z1, 29, -+ ,2n) €ER"; 2, >0, i=1,2,--- ,n}

D D= {(z1,22," ,x,) ER"; 21 > 09>+ > .}

D, Dy ={(z1,22, - ,2n) ERY;x1 > 29 > - > 2, > 0}

C Conjunto dos niimeros complexos

Cmxn Conjunto das matrizes de ordem m X n cujos elementos sao
nimeros complexos

cn Espago vetorial cujos elementos (21, 29, - - , 2,) sdo listas or-

denadas de niimeros complexos. Em termos matriciais, este

espaco ¢ identificado por C™"*!

N N={1,2.n}CN



S 3
Fs 3

Qaa= 2

Vetores e Matrizes

X

x] = (zpp, 22, 5 Tpwy)

Conjunto das partes de N
Subconjunto de P, cujos elementos sao todas as combinagoes

de 7 termos tomados n a n

Conjugado complexo de z
i-ésimo  elemento  da
{1,2,---,k} CN

Fator de Rice

permutacao  do  conjunto

Nimero de antenas transmissoras

Nimero de antenas receptoras

Poténcia maxima de transmissao

Poténcia média dos elementos da matriz do canal

Relagao sinal-ruido

Capacidade de um canal com miiltiplas antenas
Capacidade ergddica de canal

Capacidade ergddica de canal de ordem ngr X np

Limitante superior de um canal MIMO com desvanecimento
de Rice

Limitante superior de um canal MIMO com desvanecimento
de Rice cujo valor estd compreendido entre C e Clp, isto &,
C <O < Cyp

Limitantes inferiores de um canal MIMO com desvaneci-
mento de Rice

Fatorial de n

m m!
Niimero binomial, =
n nl(m —n)!
Vetor x
Vetor obtido de x = (21, x9, - - , ;) por reordenagao decres-

cente das coordenadas, isto &, x> -+ > Ty

Vetor cujas coordenadas sao todas iguais a 1, isto é,
1=(1,1,---,1)

Vetor permutacao das coordenadas de x

Norma euclidiana do vetor x

Matriz X



RTx
RRx
d (X)

det (X)
posto (X)
tr (X)
x<y

X<y

Representacao de uma matriz X com relacao as suas en-
tradas

Matriz identidade de ordem n x n

Matriz/vetor transposta de X

Matriz/vetor transposta conjugada de X

Matriz inversa de X

Matriz raiz quadrada de X

Produto de Kronecker

Vetor obtido por empilhamento das colunas da matriz X
Matriz de canal MIMO de ordem nr X ng

Matriz de canal do tipo Rayleigh

Matriz diagonal cujos elementos da diagonal principal sao
as coordenadas do vetor x

Matriz de covariancia de um vetor aleatério x

Matriz de covariancia do canal MIMO

Matriz de covariancia no transmissor

Matriz de covariancia no receptor

Vetor cujas coordenadas sao os elementos da diagonal prin-
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Vetor cujas coordenadas sao os autovalores da matriz her-
mitiana X

Determinante da matriz X

Posto da matriz X
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r, < y;, para ¢ = 1,2,---,n. Sendo x, y € R" e
X = (21,22, 2n) €Y = (Y1, 42, "+, Yn)

Operacao de majorizacao: o vetor X é majorizado por y

Estatistica e Distribuicoes

X

E{X} ou px
Ex{/(X)}
var (X)

cov (X,Y)
Ex{f(X)}

Variavel aleatoria X

Esperanca da variavel aleatoria X

Esperanca da variavel aleatoria Y = f(X) com respeito a X
Variancia da variavel aleatoria X

Covariancia entre as variaveis X e Y

Esperanca da variavel aleatoria Y = f(X) com respeito a X



pr(*)
X ~ ./\/’(LL, 02)
x ~CN(p, )

X ~CN(A, ®® Q)

Funcao densidade de probabilidade da variavel aleatoria R
Variavel gaussiana de média u e variancia o>
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mente simétrica de matriz-média A € C™*! e matriz de co-

variancia ® ® €2 de ordem mn x mn

Funcgoes e outros operadores
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|-
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cAPiTULO 1

INTRODUCAO

D esde a primeira transmissao via radio, as comunicacoes sem fio tiveram uma evolugao
notavel. De um modo geral, as tecnologias sem fio convergem basicamente para os
mesmos objetivos: transmitir o maximo de informacgao, num curto periodo de tempo e
com melhor qualidade possivel. Nesse sentido, tivemos grandes avancos na modulacao,
codificacao e processamento de sinais para maximizar a eficiéncia espectral e mantendo a
probabilidade de erro tao pequena quanto se queira. No entanto, esta eficiéncia espectral
¢ limitada pela capacidade de Shannon (eficiéncia espectral maxima) (SHANNON, 1948,
1949).

Portanto, uma das formas para se medir o rendimento de um canal é através da ca-
pacidade, a qual representa o maximo de eficiéncia espectral. Desta forma, a utilizacao de
miltiplas antenas no transmissor e no receptor, chamada comumente de MIMO (multiple-
input multiple-output), ganhou rapidamente popularidade, devido principalmente aos tra-
balhos de Winters (1987), Telatar (1999) e Foschini e Gans (1998), os quais propuseram
melhorias de desempenho na capacidade do canal de Rayleigh sem aumentar a poténcia
de transmissao ou a largura de banda utilizada, situacoes estas, nao proporcionadas pelos

sistemas SISO (Single-Input Single-Output).

Foi Winters (1987), portanto, na década de 1990, quem propos expressoes matemati-
cas para a capacidade de sistema MIMO equivalentes as expressoes desenvolvidas por
Shannon (1948, 1949) para os canais SISO. Em seu trabalho, ele destacou a importancia

dos autovalores da matriz de poténcia do canal no calculo da capacidade e mostrou como
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estes se relacionam diretamente com as caracteristicas fisicas do canal em questao.

No entanto, mesmo com o resultado da férmula da capacidade conhecido e depen-
dendo do tipo de canal ou do cenario, em termos computacionais, por exemplo, fica por
muitas vezes inviavel a implementacao de tal resultado, devido em geral a complexidade
da referida formula. Desta forma, buscam-se limitantes inferior e/ou superior, os quais

proporcionam aproximacoes a capacidade.

Por sua vez, nao é tarefa simples a obtencao de expressoes fechadas para tais limi-
tantes. Além disso, se as expressoes obtidas forem tao complexas quanto a capacidade em
questao, em termos praticos, pode ser que nao se apresente nenhum ganho ou vantagem

em considerar uma ou outra situacao.

Na literatura, no caso do canal com desvanecimento de Rice, que é o foco desta dis-
sertacao, existem importantes trabalhos em se tratando da determinacao de limitantes
para a capacidade. Por exemplo, Mckay e Collings (2005) e Jin, Gao e You (2007) obtém
limitantes & capacidade no caso de um canal MIMO espacialmente correlacionado con-
siderando as seguintes hipdteses: o posto da matriz da componente de linha de visada
(LOS, do inglés) é igual a 1; o receptor tem perfeito conhecimento dos estados do canal
(CSI, do inglés) e o transmissor nao dispoe de CSI. Por sua vez, Jayaweera e Poor (2005),
seguindo basicamente as mesmas condigoes, abordam a situagao em que os elementos da
matriz sao descorrelacionados. Enquanto, Lebrun et al. (2006) tratam de casos assintoti-

COS.

No entanto, grande parte destes trabalhos, dentre outros que tratam de expressoes
fechadas a limitantes de capacidade, envolvem geralmente em seus desenvolvimentos a
matriz de poténcia do canal, a partir da distribui¢do nao-central de Wishart (JAYAWEERA;
POOR, 2005), a qual tem um tratamento matematico complexo, principalmente, no que
se refere a obtencao da funcao densidade de probabilidade conjunta dos autovalores de

tal matriz (FRAIDENRAICH.; LEVEQUE; CIOFFI, 2008).

Em Zhong, Wong e Jin (2009), apresentam um método alternativo, via teoria de
majorizagao, o qual permite a obtencao de limitantes sem que seja necessario o uso direto

da distribuicao nao-central de Wishart.

Portanto, seguindo a proposta de Zhong, Wong e Jin (2009), esta dissertagdo tem
como objetivo a obtencao de limitantes inferior e superior de um canal de desvanecimento
de Rice, admitindo-se que a matriz da componente de linha de visada tem posto nao

excedente a quantidade minima entre o nimero de antenas transmissoras e receptoras.
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Além disso, considera-se que apenas o receptor tem perfeito conhecimento dos estados do

canal.

1.1 Organizacao da dissertagao e contribuicoes

O presente trabalho esta estruturado em capitulos, os quais encontram-se organizados

da seguinte forma:
Capitulo 2: Introducao aos Sistemas MIMO

Neste capitulo sao revisados alguns fundamentos relativos a sistemas MIMO dando
énfase ao estudo da capacidade do canal. Além disso, sao feitos breves comentarios a
respeito das caracteristicas gerais de propagacao levando-se em consideracao os canais

com desvanecimento de Rayleigh e de Rice.
Capitulo 3: Teoria de Majorizacao

Apresentacao de conceitos e resultados basicos relativos a teoria de majorizacao, tais
como: relacao de majorizacao entre vetores, matriz duplamente estocastica, a definicao de
funcao Schur-concava e Schur-convexa, a condicao de Schur a qual permite caracterizar
se uma determinada funcao é Schur-concava ou Schur-convexa, dentre outras condicoes.
Além disso, é apresentado um conjunto de aplicagoes para ilustrar a potencialidade da

ferramenta, sendo estas comumente encontradas em problemas de comunicacao sem fio.

As principais contribuicoes! neste capitulo se referem a formulacao de teoremas rela-
cionando teoria de majorizacao com problemas de otimizacao. Este estudo faz parte de um
trabalho aceito no International Telecommunications Symposium 2010 (ITS 2010) com
o titulo: A (Very) Brief Survey on Optimization Methods for Wireless Communication
Systems. Uma outra contribuicao se refere a obtencao de limitantes a capacidade ergodica

de um determinado canal MIMO aplicando-se o estudo de majorizacao estocéstica.
Capitulo 4: Aproximacgoes e Limitantes & Capacidade Ergo6dica

Neste capitulo, via teoria de majorizacao, sao apresentados limitantes, inferior e su-

perior, a capacidade ergddica de um determinado canal de desvanecimento de Rice, bem

1Os resultados do presente estudo, apresentados como teoremas, encontram-se destacados ao longo do
texto.
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como, aproximagoes & capacidade em alto e baixo regime da relacao sinal-ruido. A es-
trutura deste capitulo é dada em termos de teoremas, no entanto, com o objetivo de
comprovar a analise feita matematicamente, sao apresentados alguns resultados de simu-

lacao computacional e comparacoes com resultados ja consagrados da literatura.

Capitulo 5: Conclusoes e Perspectivas

Além das conclusoes, este capitulo é dedicado a perspectivas e trabalhos futuros rela-

cionados a esta dissertacao.

Apéndice A

Neste apéndice, sao detalhados alguns resultados de teoria de majorizacao discutidos

no Capitulo 3.

Apéndices B e C

Com a finalidade de deixar mais claro o entendimento do capitulo 4, o qual apresenta

teoremas nao demonstrados em sua totalidade, tais apéndices complementam tais provas.
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CAPITULO 2

INTRODUCAO AOS SISTEMAS MIMO

Este capitulo procura discorrer sobre os principais conceitos utilizados no modelo pro-
posto nesta dissertacao. Inicialmente, considera-se um breve estudo sobre o canal
MIMO de uma forma geral. Na sequéncia, realiza-se uma anélise deterministica e estocas-
tica da capacidade do canal, tomando-se como referéncia a teoria da informagao (COVER;
THOMAS, 1991). Em seguida, é estudada a capacidade nas situagoes em que o transmis-
sor nao possui informacao acerca do canal de propagacao e quando apenas o transmissor
dispoe desta informacao. Posteriormente, abordam-se os modelos analiticos usualmente
estudados na literatura: o modelo independente e identicamente distribuido (i.i.d.) e o

de Kronecker. Por fim, analisa-se algumas caracteristicas dos canais com desvanecimento

de Rayleigh e de Rice.

2.1 O sistema MIMO

Em um sistema MIMO com n; antenas de transmissao e nr antenas de recepcao,
nrng subcanais sao gerados entre o transmissor e o receptor. A matriz de resposta ao
impulso H(7,t) de um canal MIMO é expressa da seguinte forma (PAULRAJ; NABAR;
GORE, 2003):
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hl,l(Ta t) hLQ (7', t) tee thT (T, t)
hoq(T,t hoo(T,t) -+ hop. (7,1t
Hpg— | 170 fealn e e (00 (2.1)
L hnR,l(Ta t) hnRQ(Ta t) T hnR,nT (7-7 t) ]

sendo que, cada um dos nimeros complexos h;;(7,t) representa a resposta impulsiva
variante no tempo entre a j-ésima antena transmissora e a i-ésima antena receptora.

A relagao entrada-saida do sistema tem o seguinte modelo matemético:

y(t) = / H(r, ()x(7 — t) dr +n(t) = H(r, £) * x() + n(t) (2.2)

em que, y(t) = [y1(t) ya(t) - - Yn,(t)]T € C"®*1 & o vetor de simbolos recebidos durante
um dado uso do canal, x(t) = [z1(t) z2(t) - 2n,.(t)]T € C'7*! & o vetor de simbolos
transmitidos por cada antena, n(t) = [ni(t) na(t) - n,,(1)]F € C"»*1 é o vetor ruido
gaussiano branco e, por fim, o simbolo * representa o operador convolugao. Se o canal é
invariante no tempo, a matriz do canal depende apenas do atraso, assim, H(7,t) = H(7)

e a Equacado (2.2) fica simplificada por:

y(t) = / H(r)x(r — ) dr + n(t) = H(7) = x(t) + n(?). (2.3)

2.1.1 Modelo de canal MIMO

Considerando que o canal apresenta um comportamento constante na frequéncia, tem-
se H(1) = H e, portanto, a Equacdo (2.3) fica apenas com a seguinte representagio

matricial (OESTGES; CLERCKX, 2007)

y(t) = Hx(t) + n(t). (2.4)

Desta forma, a saida no sistema no instante ¢ nao depende de tempos passados e os indices

temporais podem ser eliminados da Equagio (2.4), ficando apenas

y = Hx + n. (2.5)
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A Figura 1 ilustra um modelo MIMO arbitrario ng X nr.

il Y1
—
2 T2 Y2 5
= ~
= Lnp Yng

Figura 1: Representacdo de um canal MIMO ng X nr.

2.2 Capacidade de um sistema MIMO

Para o estudo de capacidade que se segue, um canal MIMO sem memoria serd dado
por
y = Hx + n, (2.6)

sendo Ry = E{XXH} a matriz de covariancia do vetor de simbolos transmitidos, em que
E{-} é o operador esperanga. A poténcia total é limitada pela constante Pr independen-
temente do nimero de antenas transmissoras. Além disso, serao acrescidas as seguintes
condigoes: as entradas da matriz do canal H sao variaveis aleatérias gaussianas circular-
mente simétricas, o vetor ruido tem distribui¢do n ~ CA(0, Ry), isto é, também segue
uma distribuicao gaussiana complexa circularmente simétrica cujo vetor-média é nulo e
matriz de covariancia é dada por R, por fim, os vetores de simbolos transmitidos e ruido

sao considerados independentes.

Do ponto de vista da teoria da informagao, a definicao da capacidade do canal apre-

sentado no modelo em (2.6) ¢ dada por (COVER; THOMAS, 1991):

C =maxI(x;y) (2.7)

p(x)
em que X e y sao variaveis aleatorias representando, respectivamente, a entrada e a saida
do canal e I(x;y) representa a informagao mitua entre x e y. A Equagao (2.7) diz que a
informagao mutua é maximizada sobre todas as possiveis distribuigoes estatisticas p(x).

Sendo H (-) a entropia, que representa a medida da quantidade média de informacao que
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uma variavel aleatéria contém, a informagdo mutua I(x;y) pode ser representada em

funcao da entropia como segue

I(x;y) = H(y) — H(y[x), (2.8)

em que H(y|x) indica a entropia condicional entre as variaveis x e y. Desta forma, a
informacao mutua entre os vetores de entrada e saida do sistema depende das propriedades

do canal que relaciona x e y e das propriedades de x através da distribui¢ao p(x).

Dado que os vetores x e n sao assumidos independentes, tem-se H(n|x) = H(n), além

disso
I(x;y) = H(y) — H(y[x)
= H(y) — H(Hx + n|x) 2.9)
= H(y) — H(n|x)
= H(y) — H(n).

Portanto, da Equacdo (2.9) conclui-se que a maximizagdo da informagio mutua I(x,y)

se restringe & maximizagao da entropia H(y) (PAULRAJ; NABAR; GORE, 2003).

A entropia H (y), no entanto, é maximizada, para uma variavel fixa, quando y for uma
distribuicao gaussiana complexa circularmente simétrica de média zero. Por outro lado,
admitindo-se y ~ CN(0, Ry ), esta consideracao implica que o vetor de simbolos transmi-
tidos x também segue uma distribui¢ido gaussiana de média nula, isto é, x ~ CAN (0, Ry)
(PAULRAJ; NABAR; GORE, 2003). Diante destas hipoOteses, a matriz de covariancia de y é
dada por:

R, = E{(HX +n) (Hx + n)H}
= E{HXXHHH} +E{nnH} (2.10)
= HR,H" + R,,.
Além disso, as entropias dos vetores y e n sao expressas por (PAULRAJ; NABAR; GORE,

2003)

H(y) = log,[det (meRy)] (2.11)
H(n) = log,[det (meRy)]. (2.12)
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Portanto,

I(x;y) = H(y) — H(n)
— log, [det (meRy)] — log, [det (reRy)]

(2.13)

= log, |det (HRxHHR;ll + ITLR)}

Diante do resultado anterior, a capacidade do canal MIMO de (2.7) é dada por

C'= max {log,[det (I,, + HR,H”R,")]} bps/Hz. (2.14)

tr (Rx)SPT

2.2.1 Transmissor sem informacao do canal MIMO

Quando o transmissor ndo tem informacdo dos estados de canal (CSI, do inglés),
geralmente considera-se que a distribuicao de poténcia é uniforme a partir das ny ante-
nas transmissoras. A matriz de covariancia do sinal transmitido Ry pode ser escolhida
estatisticamente nao-preferencial a qualquer subcanal, isto é, Ry = f—;InT (CAVALCANTE;
CAVALCANTL FREITAS JR., 2008). Considerando-se que o ruido é descorrelacionado em

cada ramo de recepgio, entdo a respectiva matriz de covariancia ¢ dada por Ry, = %1,,,,,

2

sendo ¢“ a variancia do ruido n. Diante destas consideragoes, a capacidade do canal

MIMO dada pela Equagao (2.14), sem CSI no transmissor, fica determinada da seguinte

forma
Pr "
C =log, |det ( I,,, + -—HH bps/Hz (2.15)
ag“nr
ou simplesmente,
C = log, [det (InR + iHHH>] bps/Hz. (2.16)
nr
sendo p = £ a relagdo sinal-ruido (SNR) em cada ramo da recepgao.

A partir dos resultados (2.15) ou (2.16), observa-se que a capacidade do canal depende
da matriz semi-definida positiva e hermitiana HH? € C"#*"r_ Pelo teorema espectral,
esta matriz é diagonalizavel (HORN; JOHNSON, 1985), isto é, existe uma matriz unitaria

U de ordem np x ng tal que HHY = UAU", sendo A uma matriz diagonal formada
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pelos autovalores de HH que sio todos nao-negativos e, sem perda de generalidade
considera-se que \; > Ay > --- >\, .. Em termos simbolicos, esta matriz é representada

da seguinte maneira: A = diag{A;, Ao, -, A\up}-

A capacidade (2.15) fica, portanto, expressa por

P
C = log, [det (InR + == UAUHH . (2.17)
o“nr
Ao assumir que o posto da matriz do canal é igual a 7, ou seja, posto(H) = r,

seguem-se os seguintes resultados (HORN; JOHNSON, 1985)

(i) » <min{ngp,ng}
(111) )\7’+1 = )\7’+2 = ATZR == 0
Pelo fato da matriz U ser unitaria e det (I,, + AB) = det (I, + BA) para quaisquer

que sejam as matrizes A e B de ordens m x n e n X m, respectivamente, a igualdade em

(2.17) torna-se

P
C = log, {det (InR + = A)} . (2.18)

O'2nT

Por sua vez,

Pr = Pr a Pr
det (InR + %A) =11 (1 + UZnT)\i) =11 (1 - /\Z-> (2.19)

i=1 =1

assim, a capacidade do canal MIMO, sem CSI no transmissor, é expressa por:

d P
C'=>log, {1 + ﬁ)\} . (2.20)

=1

Portanto, a capacidade do canal MIMO é o somatoério das capacidades de r canais
SISO independentes, em que os ganhos de canal SISO sao os autovalores da matriz HH e
cuja poténcia total é distribuida uniformemente por cada antena transmissora (PAULRAJ;
NABAR; GORE, 2003). Além disso, como o ganho de capacidade depende dos autoval-
ores da matriz HH”, entdo se estes apresentarem valores pequenos ou nulos, pode ser

impossivel a transmissao num canal SISO associado.
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2.2.2 Transmissor com informacao do canal MIMO

No caso em que o transmissor tem informacao sobre o canal de propagacao, o estudo
da capacidade fica dependendo da transformacao do canal MIMO em subcanais SISO

paralelos como seré descrito a seguir.

No que diz Biglieri et al. (2007), primeiramente, faz-se a decomposi¢ao em valores

singulares (SVD, do inglés) da matriz H
H=UxV" (2.21)

sendo que, U € C"r*"r ¢ V € C"T*"T s30 matrizes unitarias, enquanto X € R}#"T ¢

uma matriz diagonal representada da seguinte forma (PAULRAJ; NABAR; GORE, 2003)

D|O
> = (2.22)
010
com D = diag{oy,09, -+ ,0,} € RY" e 0; = v/A;. Em seguida, pré-multiplica-se o sinal

entrada X pela matriz V, depois pés-multiplica-se o sinal de saida y do canal por U,

conforme ilustra o esquema abaixo.

—> x=Vx y=Hx+n y = Ufyl—s

Figura 2: Representacao da decomposi¢cao de um canal MIMO com CSI no transmissor.

Diante destas hipoteses, o vetor y € C"2*! fica determidado por
y=U"y
=U" (Hx +n)
=U" (USV" (VX) + n) (2.23)
=¥x+U"n
=3¥x+n

em que n = UPn. Como x = VX, nota-se que:

(©) E{[1x[1*} = E{|xI*}

(ii) posto (Rx) = posto (Rx), pois Ry = VRV,

Além disso, desde que U ¢é unitaria e n ~ CN(0, 0°1,,,.), o vetor I segue a mesma
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distribuigao de n, isto é, n ~ CN'(0, 01,,,,) (BIGLIERI et al., 2007). Agora usando-se o fato
de que X é uma matriz diagonal, a Equacao (2.23) pode ser decomposta em r subcanais

SISO paralelos da forma
@;I\/Aiii+ﬁi, ’izl,Q,"',T. (224)

A capacidade do canal MIMO é a soma das capacidades individuais dos r subcanais

SISO paralelos e é expressa por (PAULRAJ; NABAR; GORE, 2003)

. piPr
C = 1 1 Ai 2.25
;OgQ{JFUZ”T } (2:25)
sendo os coeficientes de ponderagao p; = E{|Z;|*} (i =1,2,---,r) e > i pi = nr.

2.2.3 Transmissor com informacao do canal MIMO: caso da potén-
cia 6tima

Conforme visto anteriormente, a equagao (2.25) corresponde & capacidade do canal
MIMO com CSI no transmissor, porém, nao necessariamente, esta capacidade é maxima.
Contudo, para o estudo da otimalidade da capacidade, considera-se C' como uma funcao
real cujo dominio é o conjunto das r-uplas de coeficientes de ponderacao obtidos de cada
matriz de covariancia dos vetores de simbolos transmitidos. Assim, para cada vetor X
transmitido, tem-se uma matriz Rx de posto r que define uma r-upla correspondente
de coeficientes de ponderagao. Com estas consideracoes, tem-se o seguinte problema de
otimizacdo nao-linear (PAULRAJ; NABAR; GORE, 2003)

- piPr
{gclﬁ?}:l {;ng [1 + %/\i] } ,
r

(2.26)

sujeito a Zpi =nr.
i=1

No entanto, este ¢ um problema de otimizagao convexa, pois a funcao objetivo e a re-
stricao sao funcgoes concavas. Desta forma, garante-se a existéncia de um ponto 6timo
poPt = (p™', po, - -+, pP) que maximiza a fungdo objetivo (BOYD; VANDENBERGHE,

2004). Ao resolver o problema (2.26) pelo método dos multiplicadores de Lagrange

encontra-se

2\ t
opt _ (1, 19 = 1.2 ... 9297
i (:U’ PT)\z) y 0 y & y T ( )
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em que p é uma constante chamada de nivel d’dgua e (2)* = max{x,0} (BIGLIERI
et al, 2007). Noutras palavras, considerando-se os r sub-canais paralelos, e que cada
um apresenta um nivel de poténcia comum p, o célculo dos coeficientes de ponderagao
p?pt, operagao denominada de water-filling, é traduzida pela seguinte relagio (PAULRAJ;

NABAR; GORE, 2003; BIGLIERI et al., 2007):

2 2 2
o nr opt o nr opt g nr opt

+ — + — ... = —+ = (. 228

No entanto, se ‘I’JQT’;T > u, entao o coeficiente de ponderagao associado é nulo. Portanto,

da Equacao (2.28), conclui-se que canais com maior ganho \; recebem mais poténcia,
enquanto que canais com pior ganho recebem menos poténcia. A Figura 3 ilustra o

principio do algoritmo water-filling.

A
opt
P3 npo?
opt Prr
P2 npo?
opt Pr-—1
P1
)
nro?
PrAs
npo?
Pr)a
nro?
Pr1
v

Figura 3: Principio do algoritmo water-filling.

2.2.4 Capacidade Ergédica

Quando o canal MIMO apresenta-se como matriz aleatéria, também chamada de
canal estocastico, implica que a capacidade do canal também é uma variavel aleatoria.
Neste caso, quando cada subcanal corresponde a uma realizacao independente de H, a
capacidade ergodica ou capacidade de Shannon, representa a média da taxa de informagao
sobre as distribuicoes dos elementos do canal. Noutros termos, a capacidade ergodica é

a méaxima informacdo mutua sobre todos os estados do canal e é dada por (PAULRAJ;
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NABAR; GORE, 2003; CAVALCANTE; CAVALCANTL FREITAS JR., 2008):

C=E max 1(x; . 2.29
{p(x):tr (Rx)<Pr ( ’y)} ( )
Os resultados das respectivas capacidades sao semelhantes em se tratando de ma-
triz do canal deterministica ou estocéstica, assim, no caso do canal ser desconhecido no

transmissor a capacidade ergodica é dada por

_ r P
C = E{Zl% {1 + 02;T /\i] } (2.30)

i=1

e quando transmissor conhece perfeitamente toda informagao sobre o canal, tem-se

Yal - piP>
=1

No entanto, no caso da capacidade maxima com CSI no transmissor, a capacidade ergddica

é

el - p(-)ptPT
Cop = E{ > log, {1+ . AZ] , (2.32)

=1

sendo p?pt obtido pelo problema de otimizagao convexa (2.26).

2.3 Modelo analiticos de canais MIMO

Os modelos analiticos (nao-fisicos) sdo baseados em parametros estatisticos do canal
de propagacao. A modelagem estatistica do canal procura estabelecer apenas as relacoes
matemaéaticas entre os parametros e as estatisticas destes parametros e, em geral, sao
modelos propicios a simulacao e proporcionam uma caracterizacao precisa do canal nas
situagdes para as quais os parametros foram determinados (ALMERS et al., 2007). Por outro
lado, estes modelos apresentam uma visao limitada das caracteristicas de propagacao
dos canais MIMO e dependem do equipamento de medicao, da largura de banda, da
configuragao dos arranjos das antenas e da altura destas (CAVALCANTE; CAVALCANTI;
FREITAS JR., 2008). Dentre os modelos analiticos existentes, para modelagem do canal

MIMO, o presente trabalho dara destaque aos modelos (ALMERS et al., 2007):

» ii.d. (independente e identicamente distribuido);

» Kronecker.
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Estes modelos inserem em seus desenvolvimentos a matriz
Ry = E{VGC (H) vec (H)H} € CrernTXnRiT (2.33)

chamada matriz de correlacao do canal a qual é hermitiana e semi-definida positiva (YU et
al., 2004). De uma maneira geral, dada uma matriz A € C™*" tal que A = [a; ay - --a,],
o vetor vec(A) € C™*! ¢ obtido pelo empilhamento da colunas de A, isto &,

vec (A) = [a] al ---al]” (HORN; JOHNSON, 1985).

2.3.1 Modelo i.1.d.

No modelo independente e identicamente distribuido (i.i.d.), assume-se que nao existe
nenhuma correlacao entre os sinais nas antenas transmissoras e nas antenas receptoras,

desta forma a matriz de correlacio do canal MIMO é dada por Ry = o1 Noutros

nRrNT*
termos, os elementos da matriz H sao descorrelacionados e estatisticamente independentes

e, além disso, apresentam a mesma variancia o?.

O modelo i.i.d. consiste apenas num parametro o2 (poténcia do canal) e é frequente-
mente utilizado para consideracoes tedricas na analise de sistemas MIMO. Este modelo é
bastante simples mas s6 é valido para ambientes com elevado espalhamento multipercurso

(ALMERS et al., 2007).

O modelo classico de canal MIMO i.i.d., também chamado de espacialmente branco,
é definido quando os elementos da matriz canal H possuem média zero, distribuicao gaus-
siana  complexa circularmente simétrica e variancia unitiria, ou seja,
H ~ CN(0,1,,®1,,), sendo E{H} = 0e Rg = I,, ® I,,, em que o simbolo ®
representa, o produto de Kronecker. Tradicionalmente, quando o canal é espacialmente
branco, a matriz do canal é representada por H,, e esta é chamada de matriz espacial-
mente branca ou simplesmente matriz branca (PAULRAJ; NABAR; GORE, 2003; ZARBOUTT;
TSOULOS; KAKLAMANT, 2006).

Considerando-se que os elementos de H,, sao representados por h;, seguem-se abaixo

algumas propriedades estatisticas da matriz branca (HAYKIN, 2001):
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E{E} —0, (2.34)

E{ R} =1, (2.35)

E{ih;} =0, sei# ], (2.36)

B{Rz e By oy T, b =0, se k£, (2.37)
(2.38)

N* N* ~* T 7T T k ~* 7
E{hsthQ T T T, ---htp} - HizlE{hsw(i)hti}, se k= p.
sendo 7 uma permutagao do conjunto {1,2,---,k} C N e 7(i) o i-ésimo elemento da

permutagao.

2.3.2 Modelo de Kronecker

No caso dos elementos da matriz H serem correlacionados, o modelo de Kronecker

modela o canal pela equacdo (PAULRAJ; NABAR; GORE, 2003)
1/2
vec (H) = Ry vec(H,,), (2.39)

sendo H,, € C"r*"T g matriz espacialmente branca e Ry € CME"TX"R'T 3 matriz de
covariancia do canal. De forma equivalente, este modelo propoe a obtencao da matriz
do canal, H, a partir de duas matrizes de correlacao, sendo uma para o transmissor,
Ry, = E{HHH} € Crr>"1 | e outra para o receptor, R, = E{HHH} € Crrxnr_ ge
as estatisticas de desvanecimento no transmissor e no receptor forem assumidas indepen-

dentes, conforme mostra a equagao abaixo (YU et al., 2004)
1/2 12\ 7
H=RiH, (RI?) . (2.40)

No entanto, as matrizes de correlagao Rr, e Ry, sao semi-definidas positivas e hermi-

tianas.

De acordo com a Equacao (2.40), é possivel analisar o posto da matriz do canal em
funcao dos postos das matrizes de correlacao no transmissor e receptor. De fato, pelo
teorema espectral, as matrizes Rr, e Ry, sao diagonaliziveis, assim existem matrizes
unitérias Ur e Up tais que Ry, = UrD7UX e Ry, = UgDRUZ, em que Dy e Dy sio
matrizes diagonais formadas pelos autovetores das matrizes R, e Rg_, respectivamente.
Como os elementos da matriz espacialmente branca sao totalmente descorrelacionados,

segue-se que esta matriz tem posto completo, isto é, posto(H,) = min{ng,nr}. Desta
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forma, dois casos sao considerados:

» posto (H,) = nr;

» posto (H,) = ng.

Para o primeiro caso, tem-se:
1/2 12\ 7
posto (H) = posto { Ry "H.,, (RTX>
. 1/2 12\ T
< min ¢ posto (RRX ), posto [ H,, <RTX>
T 2.41
= min {posto <R§/x2>, posto ((RlT/x2> ) } ( )

= min {posto (R%{f), posto <R1T/XQ> }
= min {posto (Rg,.), posto (Rr,)}

Para o segundo caso, basta notar que

T
posto (R%{wa <R¥x2> > < min {posto (R%{/wa), posto (Riff)} (2.42)
e
posto (RE/XQHU) = posto (jo) = posto (Rg, ). (2.43)

Assim, o resultado segue analogo ao caso anterior. De fato,
1/2 12\
posto (H) = posto | Ry “H,, <RTX>

T
< min {posto <R§/3Hw>, posto ((RlT/x2> >} (2.44)
= min {posto <R%{/x2>, posto <R1T/x2> }
= min {posto (Rg,. ), posto (Rr,)}

Portanto, para qualquer situacao tem-se,
posto (H) < min {posto (Rg, ), posto (Rr,)}, (2.45)

isto é, o posto da matriz do canal fica restrito ao minimo entre os postos das matrizes de

correlacao do transmissor e receptor.

Com as Equagoes (2.39) e (2.40), a matriz de correlacao do canal pode ser decomposta

nas duas matrizes de correlacdo, Rt, e Ry, , da seguinte forma, (ZHANG; PALOMAR;
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OTTERSTEN, 2008; YU et al., 2004)
Ry =Ry, ® Rg,. (2.46)

Para tal, faz-se uso do resultado vec (AXB) = (B” ® A) vec (X), dentre outros relaciona-
dos ao produto de Kronecker (HARVILLE, 2008), ou seja,

1t = B{vec (H) veo (1)}
- { (st (i2) ) vee (L0 () )H}
{ 1/2®Rl/2 Vec (H, )[(Rle@Rgf ) vee <H“’)] H}

E
H
( 1/2® R1/2> {vec (H,,) vec (Hw)H} <R1T/x2® jo)
( 1/2® R1/2> (Rl/x2® jo)
- (R RY) @ (R RYE)

= Rr, ® Rg,

(2.47)

o que mostra o resultado em (2.46).

2.4 Canal com desvanecimento de Rice e de Rayleigh

2.4.1 Caracteristicas gerais de propagagao

Na propagacao no meio sem fio, o sinal transmitido pode chegar ao receptor através
de muitos percursos (multipercursos ou multicaminhos) e a origem destes multipercursos
deve-se a reflexoes, refragoes e difragoes que originam multiplas componentes do sinal, tal
como ilustra a Figura 4. Assim, o sinal recebido é constituido por um nimero aleatorio
de componentes multipercurso em que cada um tem amplitude, fase, desvio Doppler e
atraso aleatorios. Além disso, se o transmissor ou receptor estiverem em movimento, esses
fenomenos de propagagao sao variaveis no tempo e provocarao desvanecimento (fading em

inglés) que sao variagoes na amplitude do sinal (HAYKIN; MOHER, 2008).

Normalmente, o sinal esta sujeito a dois tipos de variacoes:

» desvanecimento lento;

» desvanecimento rapido.
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s

Espalhamento

Transmissor

Espalhamento

Figura 4: Propagacao multipercurso.

O desvanecimento lento, também conhecido como sombreamento (shadowing em in-
glés), é causado por diferentes obstaculos de grandes dimensoes encontrados entre trans-
missor e receptor. No entanto, como geralmente o ambiente nao se altera bruscamente,
num curto periodo de tempo, estas variacoes sao consideras lentas. O sombreamento é
modelado por uma variavel aleatoria (v.a.) com distribui¢do log-normal (GOLDSMITH,
2005).

O desvanecimento rapido esta associado ao multipercurso. Neste caso, com pequenas
alteracoes no ambiente ou no posicionamento do receptor hia uma variacao rapida na
amplitude do sinal num curto periodo de tempo. No entanto, quando o ambiente sem
fio é caracterizado por uma série de obstaculos que geram uma grande quantidade de
componentes multipercurso, ou seja, quando nao ha linha de visada (LOS, do inglés) entre
o transmissor e o receptor, a envoltéria do sinal recebido pode ser descrita estatisticamente
usando a distribui¢ao de Rayleigh. Por outro lado, quando se tem linha de visada entre
o transmissor e o receptor, o desvanecimento rapido é descrito estatisticamente por uma

distribuigao de Rice (ZARBOUTI; TSOULOS; KAKLAMANTI, 2006).

Na pratica, para cada componente multipercurso, o angulo de chegada é uniforme-
mente distribuido no intervalo [0,27] e as componentes em fase, I(t), e em quadratura,
Q(t) , sao consideradas independentes. Além disso, assume-se que estas componentes

possuem mesma variancia o?2.
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A envoltoria do sinal recebido é definida por (PROAKIS, 1983)

r(t) =12+ Q(1)2, (2.48)

e quando entre o receptor e o transmissor nao existe LOS, esta segue a distribuicao de

Rayleigh cuja fungao densidade de probabilidade (pdf) é dada por

— € ——2 se >0
X z
p 2 2 Y — )

0, se z < 0.

pRayleigh (Z) = (249)

Por sua vez, na presenca de linha de visada, a envoltoria segue a distribuicao de Rice cuja
pdf é

2, 2
=z exp s Iy <§) , sez>0,
o2 202 o2 (2.50)

0, se z < 0,

em que, o parametro s € R, corresponde a poténcia da componente da linha de visada
e In(x) = = [ exp (zcos @) dg é a fungao de Bessel modificada de primeira espécie de
ordem zero. A poténcia média do sinal recebido ¢ dada por E{r*} = s* + 202, a qual seré

simplesmente denotada pela constante por (2.

De acordo com a Equagdo (2.50), quando s tende a zero, a distribui¢do de Rice tende

para a distribuicao de Rayleigh, ou seja,

Li_]‘;r(l)pl{ice = Prayteigh - (2'51)

Usualmente, a distribuicao de Rice também é descrita em termos de uma constante
K definida por K =
(GOLDSMITH, 2005)

2

507, chamada de fator de Rice, conforme mostra a seguinte pdf
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2(K +1 K +1)2° K(K+1
ALY, oo _%_KM% %) e 30

0, se z < 0.
(2.52)

Neste caso, se K tende a zero, a distribuicao Rice transforma-se na distribuicao Rayleigh

e, se K — 00, entao o canal nao possui desvanecimento.

2.4.2 Canal com desvanecimento de Rayleigh

Segundo Paulraj, Nabar e Gore (2003), a matriz do canal MIMO H = [h;;] € C*r*"T

¢ chamada de canal de Rayleigh quando:

(H1) o modelo analitico considerado neste canal é i.i.d. (ver Segao 2.3.1);
(H2) cada elemento h;; segue uma distribui¢ao gaussiana complexa circularmente simétrica
(H3) h;; tem média nula e variancia unitaria;

(H4) a envoltéria de cada elemento h;; segue uma distribui¢do de Rayleigh.

Do exposto acima, segue que cada um dos elementos /;; nao tem correlacao com os outros,

além disso, a matriz do canal torna-se a matriz espacialmente branca, ou seja, H = H,,.

Quando o niimero de antenas transmissoras é igual ao nimero de antenas receptoras,
isto é, np = ng = n, e considerando-se o caso assintotico n — oo, a capacidade ergodica
sobre o canal de Rayleigh torna-se deterministica e cresce linearmente com o nimero
de antenas para uma SNR fixa (PAULRAJ; NABAR; GORE, 2003). De fato, a capacidade

ergodica neste caso é dada pela Equagao (2.29), ou seja,

C= E{log2 [det (In + %HwH{j )} } (2.53)

Pela lei forte dos grandes nimeros (LEON-GARCIA, 1994)

1
para n — 00, isto implica que —H,H? —1,, (2.54)
n
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assim, quando n — oo segue que
C — logy [I, + pIL] = logy (1 + p)" = nlog, (1 + p), (2.55)

o que prova o resultado.

2.4.3 Canal com desvanecimento de Rice

No caso do canal de Rice, o sinal recebido é decomposto em duas componentes: uma
com relacao a matriz de linha de visada e a outra a partir das reflexoes dos multipercur-
sos (KHALIGHI et al., 2001). Desta forma, se os elementos da matriz Hg;c sao descorrela-

cionados, o canal de Rice ¢ modelado por:

0K Q
Hygeo = | e H 4/ —— H,, 9.56
R i1 TV E 1 (2.56)

sendo H € C"r*"T uma matriz deterministica, cujos elementos possuem poténcia nor-
malizada, K é o fator de Rice, a constante {2 é a poténcia média de cada elemento da
matriz do canal e, por fim, H, é a matriz espacialmente branca. Segundo Zarbouti et

al. (ZARBOUTI; TSOULOS; KAKLAMANI, 2006), a matriz H é definida por

[ 1 09 co. e =1)0 ]
—j0 :
Hoen | ©F Lo o (2.57)
: ; 030
e—ilnr—1)0  —j(nr—2)0 . 1

em que ¢q corresponde mudanca de fase do sinal na propagacao da antena de transmissao
para a antena de recepcao correspondente e # ¢ a mudanca de fase entre os elementos

vizinhos da matriz.

Diante da Equagao (2.56), observar-se que a esperanga do canal de Rice é dada por

E{Hgic} = I?—fl H, além disso, com relacdo a matriz de covariancia do canal tem-se
0 . . A . N
Rug.. = wrilir ® Li,. Com efeito, definindo cov (X,Y) a covariancia entre as v.a’s

complexas arbitrarias X e Y, sabe-se que (PAPOULIS, 1991)

cov (X,Y) = E{XY*} — E{X}E{Y"}. (2.58)
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Aplicando este resultado aos elementos da matriz H, observemos que

cov (hij, hia) = E{hizhiy } — E{hy; FE{hj, }, (2.59)
sendo
E{hijh;;l} = E{( [?—flﬁz] + Ki_i_lhi]) ) ( K+1hkl + K+1h >}
(2.60)
= [nglhzjhkl KS?HE{hUth}
e
E{hi; }YE{hy,} = E{ eihig + K%lhi]} 'E{ S + 1) 7 kl}
(2.61)
- I?flhl]hkl'
Assim,
(¢{0)% (hija hk;l) = KL.HE{,FLU,BZ;Z} (262)

Desta forma, se i = k e j = [, tem-se E{%U%* } = {\%U\Q} = 1 e, consequentemente,
cov (hyj, hij) = var (h;;) = K+1

Diante destas consideracoes, a matriz de covariancia do canal é dada por

Agora, no caso de ¢ # k ou j # [, tem-se cov (h;;, hyy) = 0.

Q
RHRice — mInT ® InR' (263)

Por sua vez, a matriz do canal segue uma distribuigio gaussiana' (JAYAWEERA; POOR,

2005; JIN; GAO; YOU, 2007), ou seja,

OK — Q
Hpico ~ H, I, ® I, |. 2.64
R CN( K+1 K+1 r @ R) (264)

Situacao semelhante ocorre quando os elementos da matriz do canal de Rice sao

correlacionados, nesta anéalise tem-se (ZHANG; PALOMAR; OTTERSTEN, 2008)

1 Tal analise pode ser verificada a partir da funcio geradora de momentos em cada elemento da matriz
do canal (MAGALHAES, 2004).
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QK — Q 1/2 12\ 7
Hio =/ —— H+4(/—— R Hw<R ) , 2.
t K1 TV ETT s Tx (2.65)

sendo Rg, e Ry,  as matrizes as matrizes de correlacao no receptor e no transmissor,

respectivamente. Analogamente ao caso anterior, segue que (JIN; GAO; YOU, 2007)

QK — Q
Hgjce ~ CN (\/ K+l H, K+ 1RTx ® RRx> : (2.66)

2.5 Conclusoes e sintese

Como o objetivo desta dissertacao é estudar a capacidade ergddica de um canal MIMO
com desvanecimento de Rice, este capitulo deteve-se em explorar os fundamentos rela-
tivos a sistemas MIMO, com defini¢oes e modelos, dando énfase ao estudo da capacidade
do canal, bem como as principais caracteristicas do canal de desvanecimento de Rice.
Ademais, as notacgoes utilizadas nas formulacoes de tais modelos, dentre outras, serao

utilizadas no restante deste trabalho.

Particularmente, analisando a capacidade ergodica da Equagao (2.31), a qual é obtida
quando o transmissor conhece perfeitamente toda informacao sobre o canal, nota-se que
tal expressao estd em funcao dos autovalores de uma matriz hermitiana especifica. Ao
considerar, portanto, o referido resultado como uma funcao real de varias variaveis e
aplicando-se a teoria de majorizacao, que serd apresentada no proximo capitulo, esta

hipotese terd grande impacto no capitulo 4.
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CAPITULO 3

TEORIA DE MAJORIZACAO

A teoria de majorizagao foi desenvolvida a partir da expansao da teoria de inequagoes
matematicas. A principio, esta teoria consiste em estabelecer uma comparacao en-
tre dois vetores de R™ a partir da re-ordenacao decrescente de suas coordenadas. Alguns
resultados ja eram conhecidos, tais como: a curva de Lorentz (1905), que consiste em
determinar como as distribuicoes de renda ou riqueza podem ser comparadas a partir de
uma determinada populagdo; o principio de transferéncia (1920) que também atuava no
contexto de distribuicao de renda; a desigualdade de Hadamard, apresentada por Schur
em 1923, dentre outros resultados (MARSHALL; OLKIN, 1979). Portanto, com o intuito
de formalizar tais idéias, dentre outras, o livro Inequalities de Hardy, Littlewood e Polya
da década de 1930 , foi o primeiro a unificar os assuntos existentes, apresentando, en-
tao, defini¢oes, notagoes e o desenvolvimento de resultados dentro deste novo formalismo

matematico (HARDY; LITTLEWOOD; POLYA, 1934).

A partir da publicagao do trabalho de Hardy, Littlewood e Polya (1934), o interesse
sobre o assunto foi se popularizando na comunidade cientifica e, naturalmente, outros
importantes resultados foram surgindo. No ano de 1970, Marshall e Olkin documentaram
alguns destes, num trabalho monografico, de aproximadamente 100 paginas gerado a partir
de discussoes ocorridas em seminarios apresentados na Universidade de Cambridge nos
anos de 1967 e 1968. Este documento foi expandido e originou em 1979 o livro Inequalities:
Theory of Majorization and its Applications, que é considerado a principal referéncia no

assunto (MARSHALL; OLKIN, 1979).
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A teoria de majorizacao apresenta interessantes resultados aplicados a algebra lin-
ear, principalmente, envolvendo autovalores de matrizes reais e complexas com relacao a
desigualdades. Desta forma, esta se inseriu como uma aliada & resolucao de problemas
de vérias areas do conhecimento, inclusive em sistemas de comunicacao sem fio, que é o
foco deste trabalho. Zhang, Palomar e Ottersten (2008) enumeram algumas aplicagoes da
teoria de majorizacao, em sistemas MIMO, com relacao & problemas de otimizacao, tais

CcOomo:

» minimizagdo da soma ponderada de erros quadraticos médios (MSEs, do inglés);
» minimizacao do produto de MSEs;

» maximizacao da soma ponderada de SNRs;

» maximizacao do produto de SNRs;

» maximizagao da média harmonica de SNRs;

» minimizagao da taxa de erro de bit (BER) médio no caso de constelagoes iguais,

dentre outros.

A principal contribuicao da teoria de majorizacao, em grande parte destes proble-
mas, estd na reformulacao do problema inicial, ou seja, a partir de certas manipulagoes,
transforma-se um problema geralmente nao-convexo em convexo (PALOMAR; JIANG, 2006;
PALOMAR,; LAGUNAS; CIOFFI, 2004). Ademais, existem outras aplicagoes em sistemas
MIMO via teoria majorizagdo. Por exemplo, Zhong, Wong e Jin (2009) obtém limi-
tantes, inferior e superior, para a capacidade ergodica no caso de um canal de distribuicao
Nakagami-m, Zhou et al. (2008) estudam o impacto da correlagao espacial sobre a capaci-
dade ergddica de um canal MIMO. Outras aplicacoes, portanto, podem ser encontradas

em (PALOMAR; JIANG, 2006; JORSWIECK; BOCHE, 2007).

O objetivo deste capitulo é, portanto, apresentar uma revisao da literatura sobre os
principais aspectos da teoria de majorizacao, dando énfase ao estudo matematico en-
volvido que, por sua vez, se aplica aos sistemas de comunicagao sem fio. Uma vez que a
literatura sobre o assunto, em geral, nao esta direcionada para os problemas de telecomu-
nicagoes, acredita-se que esta revisao possa contribuir com os trabalhos futuros sobre o

assunto.

Os fundamentos sobre a teoria de majorizacao, apresentados neste trabalho, estao

baseados em referéncias que podem ser consideradas classicas sobre o assunto: Inequalities:
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Theory of Magjorization and its Applications de Marshall e Olkin (1979) e Matriz Analysis
de Bhatia (1997).

3.1 Definicoes e resultados basicos

A relacao de majorizagdo < permite comparar dois vetores x = (z1,29, - ,T,) €
y = (y1,%2, -+ ,yn) de R™ a partir de suas coordenadas, para tal deve-se considerar os
vetores [x]| = (:r:[l], T, :c[n}) ely] = (ym, Yl y[n}) também de R™, obtidos de

X ey, respectivamente, por reordenacao de suas coordenadas numa sequéncia decrescente,
isto &, x> T =+ 2> Ty € Yy = Ypo] = -0+ = Y- Diz que o x é majorizado por y ou
que y majoriza X, em que se escreve X < Yy, se as seguintes condicoes forem satisfeitas:

k

k
oag <Yy, 1<k<n-—1, (3.1)
=1

i=1

ZJL‘M == Zy[i]. (32)
=1 =1

Noutras palavras, o vetor y majoriza x se as coordenadas de y sao mais disper-
sas ou “espalhadas” que as de x (MARSHALL; OLKIN, 1979). Além disso, estas coorde-
nadas estao sujeitas a restricao de apresentarem mesmo somatorio. Para ilustrar esta
definigdo, considera-se, por exemplo, os vetores x = (3; 3; 3; 3; 3),y = (5; 4; 3; 2; 1)
ez=(7; 5 2;0,8; 0,2) de R® | nota-se que as condigdes (3.1) e (3.2) sao satisfeitas e
x <y < z. A Figura 5 mostra, portanto, que as coordenadas de z apresentam comporta-
mento mais “desordenado” que as de x e y respectivamente, e, por sua vez, as coordenadas

de y sao mais desordenadas que as do vetor x.

7
5 5
4
3 3 3 3 3 3
2 2
< <

1 0,8

I I0,2
(=]

vetor x vetor y vetor z

Figura 5: Interpretacao geométrica de majorizacao de vetores.
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No entanto, nem todos os vetores de R™ podem ser comparados via relacao de ma-
jorizacao, mesmo satisfazendo a condicao de igualdade da soma de suas coordenadas. Por
exemplo, os vetores x = (1; 2; 3) ey = (3,5; 1,2; 1,3), neste Zf’zl Tp = Z?:l ypi = 6,

porém X nao majoriza y, pois xy < ypj, € y nao majoriza X, ja que xjy + g > Yy + Y-

Um outro fato interessante trata-se quando x < y e y < x. Neste porém, nao
necessariamente, implica que x = y, como pode ser verificado pelos vetores distintos
x = (1; 2; 3) ey = (3; 2; 1). Todavia, esta igualdade é satisfeita quando os vetores
pertencem ao conjunto convexo D,, = {x € R"; x; > x5 > -+ > x,}'. A Figura 6 ilustra

um conjunto A contido em D;.

) p

Figura 6: Interpretacao geométrica de um conjunto contido em Ds.

Notemos que, se x <y ey < x em A, entdo x = y. De fato, como x = (z1,x9) €

y = (y1,y2) pertencem ao conjunto A, tem-se z1 > x3 € y; > yo. Além disso, por x <y,

segue que
T S Y1, (33)
rT1+ T2 = Y1+ Yo (3-4)

Por sua vez, por y < X, tem-se
U1 S X1, (35)
Y1 +y2 = T1+ T3 (3.6)

Analisando as inequacgoes apresentadas em (3.3) e (3.5), obtém-se x; = y; e, consequente-

mente, da igualdade (3.4) segue que xo = y5. Portanto, os vetores x e y sio iguais.

1Os detalhes a respeito destes resultados, encontram-se no Apéndice A.
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3.1

.1 Propriedades béasicas

A seguir sao listadas algumas propriedades da relagao de majorizacao, as quais sao

basicamente consequéncias diretas da definicdo. Sejam, portanto, x = (z1, %2, - ,Zy),

y:

(p1):
(p2):
(p3):
(p4):
(pP5):
(p6):
(p7):
(p8):

(P9):

x < x (reflexividade);
se X <y ey <z entdo x < z (transitividade);

se x <y, entao kx < ky, para todo k > 0;

se X <y ey <x,entdo [x] = [y];

1
—1=<(1,0,---,0);
n (77 7)7

X
—1=<x,sex; >0ed . z=X;
n

se X <y, entao min {z;} > min {y; };

(p10) se x < 1, entdo x = 1.

Em (pl) e (p4), por exemplo, tem-se casos triviais de majorizagao.

propriedade (p2), por hipotese, tem-se x <y e y < z, desta forma:

k k
g <Y gy 1<k<n-—1
=1 i=1
me = Z Y[i)s
=1 i=1

k k
Z?Jm < sz, 1<k<n-—1,
=1 i=1
Z Y = Z 2li]s
i=1 i=1

(Y1,Y2, s Yn), 2= (21,20, ,2,) e L= (1,1,--- 1) vetores de R", segue que:

IT, x < x < Il x, para quaisquer que sejam as matrizes de permutacao II; e Ily;

No caso da

(3.9)

(3.10)

nota-se, portanto, das desigualdades (3.7) e (3.9) que Zf;l rp < Zf;l 2], para
k <n—1, e das igualdades (3.8) e (3.10) que > 1",z = Y ., 2}, desta forma,
x < z. No caso de (p3), basta multiplicar as expressoes (3.7) e (3.8) por k£ > 0. Em (p5),

1<
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como X <y ey <X, tem-se xj; = yp, para todo 7 =1,2,--- ,n, o que prova o resultado.

Para a propriedade (p6), usa-se o seguinte artificio (MARSHALL; OLKIN, 1979):
1 11 1 1 1 1
—1= — =y, = = —7—7"'7—70
n nn n n—1n-1 n—1

< ! ! 0,0
n_2’n_27 Y )

< L 10 0,0
2’27’ ]

< (1,0,---,0).

(3.11)

Em (p7), ao tomar o vetor [x] = (x[l], T, x[n]), verifica-se que
Yo xi =y xy =X. Além disso, Zle rp < X, para todo 1 < k < n — 1. Assim,
diante destas consideragoes conclui-se que x < (X, 0,---,0). A verificagdo da propriedade
(p8) encontra-se no Apéndice A. No item (p9), por hipotese, sabe-se que x < y. Desta

forma, para k =n — 1, tem-se

me < Zy[i]. (3.12)

n—1 n—1
i=1 i=1
Agora, ao acrescentar o termo Iy, + yj,] a ambos os membros da desigualdade acima,

obtém-se . .
Yin) + Z Ty < Ty + Z Y (3.13)
=1 =1

ou seja, Y < Tfy. Noutros termos, min {z;} > min{y;}. Por fim, vem (p10). Por
hipotese, o vetor x é majorizado pelo vetor 1, entao pela propriedade (p9) tem-se zp, > 1.
Por outro lado, por defini¢ao, sabe-se que xj;; < 1. Diante destas consideragoes, temos

que

L>ap > x> 2ap > 2T 2> 1, (3.14)

ou seja, k) = 1, para qualquer que seja k = 1,2,---,n. Assim, x = 1, o que completa

as verificacoes das propriedades.

Vale ressaltar ainda que, a partir das propriedades bésicas ja apresentadas, outras
relagoes de majorizacao sao obtidas. Por exemplo, aplicando-se a propriedade de tran-
sitividade estudada em (p2), nas rela¢oes de majorizagao ilustradas em (p8) e (p7),

nesta ordem, obtém-se um importante resultado, o qual sera aplicado na sequéncia desta
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dissertacao, a saber:

X n
—1=<x<(X,0,:,0), sex; >0 e inzx. (3.15)
=1
O trabalho de Jorswieck e Boche (2007), apresenta a relagdo de majorizacdo como
uma medida de correlagao espacial de um canal MIMO com np antenas transmisso-
ras. Especificamente, ao serem consideradas duas matrizes arbitrarias de correlacao no
transmissor R} e RZ%, cujos respectivos autovalores sio A>T > > /\ZT1 >0 e
M2 > A2 > > A2 >0, a matriz de correlagdo R} é considerada mais correla-
cionada que R2., quando o vetor de autovalores de R} majoriza o vetor de autovalores de
R2, isto é,
MR) < MR}, (3.16)

sendo A(RY) = (X[ 8%, L)) e ARE) = (A% M52+ \12),

3.1.2 Matriz Duplamente Estocastica

Segundo Marshall e Olkin (1979), uma matriz real quadrada A é chamada de matriz
estocdstica quando todos os elementos sao nao-negativos e a soma dos termos de cada
linha é igual a 1. Ademais, se a soma de cada coluna for também igual a 1, esta chama-se
duplamente estocdstica®. Portanto, se uma matriz quadrada A = [a;;] de ordem n x n é

duplamente estocastica tem-se:

Qg5 Z O, A ’i,j, (317)
d ay=1, V 1<j<n, (3.18)
=1
d a;=1, V1<i<n (3.19)
j=1

Os teorema seguintes, os quais sao apresentados sem demonstragao, ilustram a relacao

entre majorizagao de vetores e matriz duplamente estocéstica.

Teorema 3.1 (MARSHALL; OLKIN, 1979, Teorema 2.A.4) Uma matriz A, de ordem n xn,

é duplamente estocéstica se, e somente se, Ax < x, para todo vetor x em R".

2A origem da denominacdo matriz duplamente estocdstica é comentada em (MARSHALL; OLKIN, 1979,
p. 19)
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Teorema 3.2 (Hardy, Littlewood e Pélya, 1929) (MARSHALL; OLKIN, 1979, Teorema
2.B.2)
Sejam x e y vetores de R". Uma condicao necessaria e suficiente para x <y é que existe

uma matriz duplamente estocastica A de ordem n X n, tal que x = Ay.

O objetivo da insercao da matriz duplamente estocastica & teoria, é simplesmente
facilitar o desenvolvimento de outros resultados que virao na sequéncia. Especificamente,
do Teorema 3.1, além de propiciar um critério, o qual nos permite determinar se uma
matriz & duplamente estocastica, este também, a partir de uma matriz duplamente con-
hecida, nos garante a existéncia de importantes relacoes de majorizacao®. Por sua vez, o
Teorema 3.2 nos possibilita a substituicao de uma relacao de majorizacao por uma igual-
dade vetorial, sendo que cada coordenada de um vetor é combinacao convexa do outro

(BOYD; VANDENBERGHE, 2004).

3.1.3 Schur-convexidade e Schur-concavidade

Neste topico serao apresentadas duas funcoes reais definidas num conjunto A C R™,
a saber: fungao Schur-convexa e Schur-concava, bem como algumas propriedades e exem-

plos.

Uma funcao real f : R — R é dita nao-decrescente quando para dois valores quaisquer
x1 e o pertencentes ao dominio da fungdo, tais que z; < x9, tem-se f(x1) < f(x2), ou
seja, a ordem do sinal de desigualdade permanece. No caso da fungao ser nao-crescente,
a ordem do sinal de desigualdade ¢ mudada em relagao aquela considerada aos elementos
do dominio. De maneira anédloga, Schur (1923) generalizou este conceito de preservagio
de ordem para o caso de uma funcao ter como dominio um conjunto em que os elementos
possam ser comparados via majorizagao, ou seja, uma fungao ¢ : A C R” — R é chamada
de Schur-convexa se

x <y em A, entdo p(x) < ¢(y). (3.20)
Por sua vez, a funcdo ¢(-) é dita ser Schur-concava se

x <y em A, entdo ¢(x) > p(y). (3.21)

Conforme comenta Marshall e Olkin (1979), uma definicdo mais plausivel para esta

“preservacao”’ de ordem seria funcao Schur-crescente e Schur-decrescente, respectivamente.

3Uma aplicacdo desta resultado encontra-se no Apéndice A.
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No entanto, por questoes historicas esta definicao é preservada. A seguir sao apresentados

dois exemplos que reforcam o entendimento das definicoes dadas:

Exemplo 3.1 A funcao maximo de varias variaveis f : R™ — R definida por
f(x) = max {x1,x9,- -+ ,x,} é Schur-convexa, enquanto que, a fun¢gdo minimo g : R” — R
definida por g(x) = min {zy, 29, -+, x,} é Schur-concava. De fato, sejam x e y dois ve-

tores de R" tais que x < y. Por definicdo tem-se xp) < ypy e pela propriedade (p9) segue
que Yy < Tp). Por outro lado, como f(x) = xpy, f(y) = ypps 9(%X) = 2y € 9(Y) = Y,
segue que f(x) < f(y) e g(y) < g(x), ou seja, a funcdo f(-) é Schur-convexa enquanto

g(+) é Schur-concava. <

Exemplo 3.2 A funcdo f : R" — R definida por f(x) = >, x; é tanto Schur-convexa

quanto Schur-concava. De fato, se x <y, tem-se

FOO=Y w=) ag=) ya=y v=1I),
i=1 i=1 i=1 i=1
portanto, f(-) é Schur-convexa e Schur-concava. <

Agora serao apresentados alguns critérios os quais permitem identificar se uma funcao
é Schur-convexa ou Schur-concava sem a necessidade da aplicacao direta da definicao, que
por muitas vezes, devido a complexidade dos calculos, torna inviavel tal analise. Portanto,
a fim de verificar a aplicabilidade da matriz duplamente estocastica, apresentaremos em
detalhes a demonstracao do proximo teorema. No entanto, com o propoésito de deixar
o referido capitulo menos extenso e enfadonho, omitiremos as demonstracoes de alguns

teoremas?.

Teorema 3.3 (Schur, 1923) (MARSHALL; OLKIN, 1979, Proposi¢do 3.C.1) Se I C R ¢é

um intervalo e g : I — R uma fung¢ao convexa, entao ¢ : I™ — R, definida por
p(x) =) glas) (3.22)
i=1

¢ Schur-convexa. Analogamente, se g(-) é concava, entao ¢(-) é Schur-concava.

4As demonstracoes as quais foram omitidas podem ser encontradas nas referéncias citadas no inicio
deste capitulo.
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Demonstracao: Se x <y em I", entao pelo Teorema 3.2, existe uma matriz duplamente

estocéstica A tal que x = Ay. Desta forma, tem-se
n
T; = Zaijyj, parai=1,2,---,n, (3.23)
sendo, a;; > 0, > 1 a;; = >0 a;; = 1. Como g(-) é uma fungdo convexa e cada coor-

denada do vetor x é combinacao convexa das coordenadas de y, entao, pela desigualdade

de Jensen (BOYD; VANDENBERGHE, 2004), tem-se a seguinte desigualdade

g(x:) =g (Z az’j!Jj) < Z aijg(yj)- (3.24)

Por fim, observa-se que ¢(x) < ¢(y). De fato,

Zg (z:) < ZZ%Q () ZZ%Q )

=1 j=1 7j=1 =1
- 3.25
= Zg(yj) Z ai; =Y gy;) (3.25)
j=1 i=1 =1
= ¢(y)-
Portanto, a fungao ¢(-) é Schur-convexa. O

Exemplo 3.3 (BHATIA, 1997, Exemplo I1.3.11) Uma fungao bastante estudada na teoria
da informacdo ¢ a funcao entropia H : R — R, definida por H(p) = — >, p; Inp;, sendo
> iy pi = 1. Ao definir a funcio g(z) = —zInz, tem-se que esta é concava e, aplicando-se
o teorema anterior, conclui-se que a funcao entropia é Schur-concava. Noutros termos, se
x <y, entdo H(y) < H(x). Em particular, pela propriedade apresentada na Equagao
(3.15), garante-se que % 1 <p<ejsendoe =(1,0,---,0). Entao aplicando-se a fungao
H, obtém-se os seguintes limitantes a entropia:

Hie,) < H(p) < H (1 1) .

n

A seguir, apresentamos as definicoes de funcdao simétrica e funcdao de classe C!, as
quais nos permitirao um melhor entendimento nas propostas sugeridas pelos teoremas
que se seguem. Especificamente, sendo I C R um intervalo da reta, entao de acordo com
Bhatia (1997), uma fungao f : I" — R (n > 1) é chamada de simétrica se para toda

matriz permutacao IT de ordem n x n e para todo x € I" tem-se f(Ilx) = f(x). Por
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sua vez, a fungdao f(-) é dita de classe C' se todas as derivadas parciais existem e sdo

continuas em I™ (LIMA, 2000).

Teorema 3.4 (MARSHALL; OLKIN, 1979, Proposigao 3.C.2) Seja I C R um intervalo. Se
@ : I — R é uma fungdo simétrica e convexa, entdo ¢(-) é Schur-convexa. Analogamente,

se ¢(+) é simétrica e concava, entdo ¢(-) é Schur-concava.

Exemplo 3.4 Para ilustrar o teorema acima, considere a funcao f : R} — R definida
por f(x) = max {1, 2, - ,2,} a qual é convexa (BOYD; VANDENBERGHE, 2004). Entao

dada uma matriz permutacao II, tem-se

f(HX> = max{xﬂ'nxﬂ'm e 7x7rn} = maX{xlax% T 7xn} = f(X>

Portanto, f(-) é Schur-convexa. <

O teorema seguinte é conhecido como condi¢ao de Schur, a qual aplica-se no caso da
funcao ser simétrica e possuir todas as derivadas parciais de primeira ordem no ponto
dado. Este é considerado como o método mais simples na verificacao se uma funcgao é

Schur-convexa ou Schur-concava.

Teorema 3.5 (Condigao de Schur) (BHATIA, 1997, Teorema I1.3.14) Seja I C R um
intervalo e o : I — R uma fungao simétrica de classe C'. Entao ¢(-) é Schur-convexa se,

e somente se,

dp Oy . o
(x; — xy) ( — —> > 0, para todo, 7,7 com 1 <i,j < n. (3.26)
I a.fll'z &cj

Por sua vez, ¢(-) é Schur-concava se, e somente se,

dp Oy . o
(x; — xy) (— — —> <0, para todo, 7,7 com 1 <i,j < n. (3.27)
/ al'l al'j

Em particular, os resultados acima sao validos para i = 2 e j = 1. Desta forma, para

8:132 81‘1
caso das coordenadas dos vetores estarem em ordem decrescente, esta verificagao resume-

sea(a—*"—a—“")>0.

Oxo oxr1 —

que a funcao ¢(-) seja Schur-convexa, basta verificar se (23 — 1) (‘9—“’ - a—“") > 0. No

Exemplo 3.5 No contexto de comunicagao sem fio, algumas funcoes sao bastante estu-
dadas em problemas de alocacao de recursos para sistemas de multiplos usuérios ou sis-
temas de multiplas antenas. Pode-se citar, como exemplo, a funcao C': D,, — R definida

por C(p) =In(1+p> " pi), com a € D, e p > 0 (JORSWIECK; BOCHE, 2007). Di-
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ante das hipoteses levantadas, tal funcao é Schur-convexa. De fato, tomando-se II, uma

matriz de permutagao qualquer, tem-se

C(Ilp) =1In (1 + me) =In (1 + sz> =C(p)

ou seja, C(-) é uma funcao simétrica. Além disso, como p e a pertencem ao conjunto
D, segue que py > ps > - >p, >0ea; >ay > -+ > a, >0 e fazendo-se os referidos
calculos chega-se em

oc  oC Py pay <0
Opa  Op1 14+pd i ipici  1+kY L picy = 7

o que mostra que a fungio C(-) é Schur-concava. N

Um outro critério, para caracterizacao de funcoes Schur-concava e Schur-convexa,

envolvendo diferenciabilidade de funcoes é descrito pelo seguinte teorema.

Teorema 3.6 (MARSHALL; OLKIN, 1979, Proposi¢ao 3.H.2) Seja ¢ : D — R uma fungao
definida por ¢(x) = >, gi(z;), sendo cada fungao g; : R — R diferenciavel. Entao, ¢(-)

é Schur-convexa sobre D se, e somente se,
gi(a) > g;.1(b), sempre que, a>b, com i=12--- n—1L (3.28)

Analogamente, a fun¢do ¢(-) é Schur-concava sobre o conjunto D se, e somente se,

gi(a) < giy1(b), sempre que, a > b.

Exemplo 3.6 Uma aplicagio direta do Teorema 3.6 é encontrada em (PALOMAR; CIOFFT;
LAGUNAS, 2003). O referido trabalho investiga um problema de alocacao de potén-

cia robusta e, além disso, apresenta a seguinte fungao real ¢ : D — R definida por

o(x)=—> " In(1+za;), com 0 < o; < @41, a qual & Schur-convexa. De fato, sejam
a e b nimeros reais, tais que a > b. Agora considere a funcao real g;(x) = —In (1 4+ «a;x),
parai=1,2,--- n — 1. Entao, derivando-se a fung¢ao g¢;(-) nos pontos a e b, tem-se

/ Qi / Qi+1

(a) = — (b)) = ————. 3.29

Por sua vez, como a > b e o; > a1, segue que

Qi1 Q;

3.30
1—|—Oéi+1b_ 1—1—0@@’ ( )

isto é, gi(a) > gi,1(b), o que comprova o resultado. <
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Outros resultados interessantes com relagao a Schur-convexidade e a Schur-concavidade
envolvem a composicao de funcoes. Na literatura, alguns problemas de otimizacao fazem
uso deste recurso, principalmente, aplicados a fungdo custo (PALOMAR; JIANG, 2006;
JIANG; PALOMAR; VARANASI, 2007; BERGMAN et al., 2008; PALOMAR, 2005). Vejamos
0s casos que aparecem com maior frequéncia nos problemas de comunicacao sem fio®.

Seja, portanto, o diagrama abaixo:

f h

R™ ——~R" >R
U
d=hof

sendo, f(x) = (f1(x), fo(x), -+, fu(x)) e fi :R™ - R, i =1,2,--- ,n. Assim, ao definir
Y(x) = h(f(x)) = h(f1(X), f2(x), -, fu(X)), em que cada funcdo f;(-) é Schur-convexa,
e h: R" — R ¢ crescente®, tem-se que a fung¢ao v(-) preserva a Schur-convexidade. De
fato, sejam x, y € R", tais que x < y. Como cada fun¢ao f;(-) é Schur-convexa, segue
que fi(x) < fi(y). Por sua vez, h(-) é crescente, entdo, diante desta hipotese, conclui-se

que h(f(x)) < h(f(y)), isto é, ¥(x) < 1(y). Noutros termos, 1(-) é Schur-convexa.

Além deste resultado, uma outra composicao importante considerada é quando cada
fungao fi(x) = g(x;), sendo g : R — R e f : R® — R, conforme ilustra o diagrama a

seguir.

~_
Y=hof

Contudo, se h(-) for Schur-convexa e crescente e g(-) for convexa, entao a fun¢ao composta

¥(-) também é Schur-convexa’.

Exemplo 3.7 Jiang, Palomar e Varanasi (2007) apresentam a seguinte situagao: se-
jam as funcoes h : R®™ — R Schur-convexa e crescente e ¢» : R” — R, definida por
(x) = h(e™,e™ ... e*). Diante destas hipoteses e do fato que a fungio g(x) = e* é

convexa, garante-se que a funcao () também é Schur-convexa. <

Neste topico, foram apresentados alguns critérios que permitem caracterizar se uma
fungao é Schur-convexa ou Schur-concava. No entanto, estes critérios nao determinam se a

referida funcgao é convexa ou concava, pois convexidade e Schur-convexidade, por exemplo,

A referéncia (MARSHALL; OLKIN, 1979) apresenta uma lista detalhada, com varias situagoes, envol-
vendo composigao de fungoes.

6Uma funcdo h : R™ — R ¢é dita ser crescente, se a < b em R" (ou a; < b; para cada i =1,2,---,n),
implicar em h(a) < h(b) (MARSHALL; OLKIN, 1979, 16.A).

TA verificacdo desta afirmacio encontra-se no Apéndice A.
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nao possuem defini¢bes equivalentes. A seguir é apresentada uma funcao Schur-convexa

que nao é convexa.

Exemplo 3.8 (BHATIA, 1997, Exemplo 11.3.15) Seja I = (0,1) um intervalo aberto e

sejam as fungoes f : I — R, dada por f(z) =In (l — ), e ®: A— R, definida por

T

1 1
O(x1,29) =In (— - 1> + In (— - 1>,
T )

sendo A = {(z1,22) € I? ; 71 + 22 < 1}. A fungdo f(-) é convexa no intervalo I; = (0, 3]

e ndo-convexa em I = [3,1). De fato,

o=@ -at e = L)

2?2 —z)? 2z —1

Em [; tem-se que a fungao f(-) é convexa, pois f”(x) > 0 e no intervalo I5, a fungao
f(+) é concava (nao-convexa), ja que neste caso, f”(z) < 0. Diante desta consideragoes, a
funcao f(-) ndo é convexa no intervalo /. Consequentemente, ®(-) também nao é convexa
em A. De fato, dados a,b € I, tais que a +b < 1. Note que o ponto (a,b) pertence
ao conjunto A. No entanto, ®(-) é soma de duas fun¢oes concavas (de mesmo dominio).
Desta forma, garante-se que ®(-) é uma fungao concava (BOYD; VANDENBERGHE, 2004),

isto é, a referida funcao é nao-convexa.

Por outro lado, ®(z1,z2) = ®(z2, 1), ou seja, ®(+) é simétrica. De fato, aplicando-se
o critério de Schur (3.5), tem-se

90 9P\ (z2—21)*[1 = (31 + 7))
(2 = 1) (&Eg a a'm)  mme(l— z) (1 — 30)

>0,

ou seja, () é Schur-convexa. Portanto, ®(-) é uma fun¢do Schur-convexa e ndo-convexa.

<

Este capitulo apresentou defini¢oes e resultados relativos a teoria de majorizacao di-
ante de um aspecto geral. Contudo, as proximas secoes serao destinadas a aplicagao destes
resultados a alguns problemas de algebra linear, otimizacao e variaveis aleatorias, com a
finalidade de apresentar outros resultados que serao fundamentais no desenvolvimento

desta obra.
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3.2 Majorizacao e Algebra Linear

O trabalho de Issai Schur sobre majorizacao foi motivado pela descoberta de que
os valores singulares de uma matriz hermitiana e semi-definida positiva majorizam os
elementos da diagonal principal (MARSHALL; OLKIN, 1979). Esta descoberta, portanto,
forneceu uma nova abordagem a desigualdade de Hadamard. Além desta, outras impor-
tantes desigualdades, envolvendo valores singulares e teoria das matrizes de uma forma
geral, surgiram no desenvolvimento da teoria, principalmente, com o auxilio da algebra

linear.

Esta secao darad énfase a resultados que se aplicam aos sistemas de comunicacao sem
fio, principalmente, naqueles que frequentemente aparecem no estudo de capacidade de
canal (JORSWIECK; BOCHE, 2007; ZHONG; WONG; JIN, 2009). Portanto, por questao de
conveniéncia, ao tomar uma matriz hermitiana H = [h;;] € C™*", serdo considerados
dois vetores, a saber: A(H) = (A1, A2, ,A\,) e d(H) = (hy1, hoo, -+, hyp).  As coor-
denadas do primeiro vetor, representam os autovalores de H em ordem decrescente, isto
é, \y > Xy > --- > )\, enquanto as coordenadas do segundo sao as entradas da diagonal

principal de H.

Teorema 3.7 (Inequagado de Schur) (MARSHALL; OLKIN, 1979, Teorema 16.B.1) Se

H € C™ uma matriz hermitiana, entdao o vetor d (H) é majorizado por A(H), isto é,
d(H) < A\(H). (3.31)

Demonstragao: Como H é uma matriz hermitiana, existe uma matriz unitaria U = [u;;] de
ordem n tal que H = UD,U¥, sendo D, uma matriz diagonal cujos elementos da diagonal
principal sdo os autovalores de H, em ordem decrescente, isto é, Dy = diag {\1, Ao, -+ , A}

(HORN; JOHNSON, 1985). Os elementos da diagonal principal da matriz hermitiana sao

dados por
n
hio =Y |ug’Xj, i=1,2,--n (3.32)
=1
Considerando a matriz P = [|u;;|*] € R", tem-se que esta matriz é duplamente es-

tocastica. Além disso, os vetores d (H) e A(H) estao relacionados pelo seguinte produto

matricial:

d(H) = P A(H). (3.33)

Entéao, pelo Teorema (3.2)
d(H) < A(H). (3.34)
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O

No desenvolvimento da proposicao acima, foi visto que H = UD,U*, desta forma,
os tracos das matrizes H e D, sao iguais, ou seja, tr (H) =>"" A, =>""  h;. Diante
deste resultado, e da hipotese de que h;; > 0, algumas consequéncias diretas sao retiradas
do teorema Inequacao de Schur e de propriedades estudadas anteriormente. Vejamos,
portanto, algumas situagoes(PALOMAR; JIANG, 2006):

(c1) tr (H)

1 < d(H) < \(H);

tr (H)

(€2) —-

1 < d (UHU) = \(H).

Das relagoes apresentadas em (c1), a relagdo de majorizacao #1 < d (H) é devido
a propriedade (p8) vista na Se¢do 3.1, enquanto a outra, é a desigualdade de Schur. Por
sua vez, para (c2) apliquemos o resultado estudado em (c1). Para tal, observemos que

H = UD,U# (ver demonstragao do Teorema 3.7). Assim, por (c1) obtém-se

tr (UTHU) |
n

< d (UTHU). (3.35)

No entanto, tr (UPYHU) = tr (H) e d (UYHU) = d (D,) = A(H). Assim,
tr (H)

1 < d(U"HU) = \(H). (3.36)
A proxima proposicao trata-se do teorema chamado Inequacao de Hadamard a qual

é uma importante ferramenta no estudo de limitantes para capacidade de canais MIMO:

Teorema 3.8 (Inequacao de Hadamard) (BHATIA, 1997, Teorema I1.3.17)

Se H = [h;;] € C™™ & uma matriz hermitiana semi-definida positiva, entao

det (H) < ] hs- (3.37)
i=1
Demonstragao: Considerando a funcdo convexa g(z) = —Inz e ®(x) = > | g(x;), tem-

se, pelo Teorema de Schur 3.3, que a funcao ®(-) é Schur-convexa. Além disso, pela
inequagao de Schur (Teorema 3.7) sabe-se que d (H) < A(H). Entao, diante destas

consideracoes, obtém-se
O(d (H)) < O(A(H)). (3.38)
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No entanto,

O(d(H)) = — zn:ln (hi) = —In (ﬁ h) (3.39)
D(A(H)) = — iln (\) = —1In <f[ A) (3.40)

Desta forma, por substituicao de ®(d (H)) e ®(A(H)) na desigualdade em (3.38), segue

que
In <H )\i> <In <H h) (3.41)
i=1 i=1
Portanto,
det (H) = [\ < [] har- (3.42)
i=1 i=1
0 que prova o teorema. a

Corolario 3.1 (BHATIA, 1997, Exercicio 11.3.18) Se A € C™*™ é uma matriz complexa,
entao

m n

det (AA") < T[> layl’ (3.43)

i=1 j=1
Demonstra¢io: Fazendo-se H = AAY € C™™, tem-se que esta matriz ¢ hermitiana
e semi-definida positiva (HORN; JOHNSON, 1985). Entao, pelo teorema anterior, tem-se
det (H) < [, hiy. Além disso,

hii = Z la;)?, parai=1,2,--- m. (3.44)
j=1

Por outro lado, det (H) = det (AA") < [T™, hy;. Fazendo-se, portanto, a devida

substituicao chega-se a
det (AA™) < T[> lasy” (3.45)

i=1 j=1

O
A inequacao de Hadamard é bastante encontrada na literatura em se tratando de
obtencao de limitantes & capacidade de canal. Por exemplo, o trabalho de Zarbouti,
Tsoulos e Kaklamani (2006) obtém limitantes de capacidade de um canal MIMO com

desvanecimento de Rayleigh diante de algumas restrigoes.

Contudo, a inequagao de Schur é o resultado central desta secao, pois por esta relacao

de majorizagao e por funcoes Schur-concavas convenientemente definidas serd possivel a
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obtencao de limitantes e aproximacgoes a capacidade de um canal MIMO com desvaneci-

mento de Rice que é a proposta deste trabalho.

A préxima secao trata de alguns problemas envolvendo teoria de majorizacao e otimiza-
¢ao. No entanto, mesmo nao sendo utilizada ao longo deste trabalho, a referida secao
tem o proposito de apresentar a relacao entre as duas teorias, como também uma con-
tribuicao a literatura no assunto em questao, uma vez que novos teoremas sao propostos.
Ressalta-se ainda que este tema é de relevante importancia em problemas de comuni-
cacoes moveis (PALOMAR; JIANG, 2006; PALOMAR; CIOFFI; LAGUNAS, 2003; PALOMAR;
LAGUNAS; CIOFFI, 2004; PALOMAR, 2005).

3.3 Majorizacao e Otimizacgao

Foi mencionado, na introducao deste capitulo, que a teoria de majorizacao é uma
importante ferramenta na resolucao de problemas de otimizacao aplicadas a sistemas
de comunicacao sem fio. Nesta secao, serao apresentados alguns resultados relativos a
otimizacao via fungao Schur-concava e Schur-convexa (JORSWIECK; BOCHE, 2007; PALO-
MAR; CIOFFT; LAGUNAS, 2003; PALOMAR, 2005).

Teorema 3.9 (JORSWIECK; BOCHE, 2007, Teorema 2.21) Seja a func¢do Schur-concava
f Dy — R e considere o seguinte problema de otimizagao

max f(x)

n (3.46)
sujeito a le =P.

i=1
Entao, o ponto X = %1 é solucao para o problema. Por sua vez, no caso do problema de
minimizacao

min f(x)

xeDy

n (3.47)
sujeito a le =P
i=1

o ponto 6timo é dado por x = (P,0,---,0).

Demonstracao: No problema de maximizacao, o ponto X satisfaz a restricao dada, pois
Yoo T = P. Além disso, pela propriedade (p8) da Segdo 3.1, tem-se X < x, para
todo x € Dy, com Y !, x; = P. Portanto, como a fungao f(-) é Schur-concava tem-se

f(X) > f(x), ou seja, X é ponto 6timo.
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No caso do problema de minimizacao, devido a propriedade (p7), tem-se x < x, para
todo x € D, e novamente, como f(-) é Schur-concava, segue que X é ponto de minimo,

pois f(x) > f(x). Em resumo, para todo x € D, satisfazendo a restrigdo dada, tem-se

fx) < f(x) < f(®), (3.48)

ou seja, X é ponto 6timo para o problema de minimizagao, enquanto X é ponto 6timo para

o problema de maximizagao. O

Se a restri¢do do problema de maximizacao de (3.46) for relaxada para a condigao
Y i, x; < P, o problema de otimizagao terd mesma solugao se a fungao objetivo for cres-

cented. O seguinte teorema formaliza esta afirmacao.

Teorema 3.10 Seja a funcao Schur-concava e crescente f : D, — R e considere o

seguinte problema de otimizacao

max f(x)

" (3.49)
sujeito a le < P.
i=1

Portanto, o ponto X = %1 ¢ 6timo.

Demonstra¢ao: Pelo teorema anterior, para todo x € Dy tal que > ., z; = P, tem-se
f(x) < f(X). Agora, seja a € Dy tal que Y ., a; < P, assim existe £k > 0, tal que
> v a;+ k= P. Considerando o vetor b = (a; + k, as,as,--- ,a,), tem-se que a < b e
como a fungao objetivo é crescente, segue que f(a) < f(b). Por fim, como f(b) < f(X),

conclui-se que f(a) < f(X), ou seja, X é ponto 6timo. O

Analogamente, para o problema de minimizacao, tem-se o seguinte resultado

8Ver definicdo de fun¢do crescente em R™ na referéncia (MARSHALL; OLKIN, 1979, 16.A)
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Teorema 3.11 Seja a funcao Schur-concava e decrescente f : D, — R e considere o
seguinte problema de otimizacao

min f(x)

X€D+

n (3.50)
sujeito a le < P.
i=1

O ponto 6timo, portanto, é dado por x = (P,0,---,0).

Demonstra¢ao: Novamente pelo Teorema 3.10, sabe-se que para todo x € D, tal que
Yo, x; = P, tem-se f(x) < f(x). Tomando-se um ponto arbitrario a € D, tal que
dor a; < P, entdo existe k > 0, o qual nos assegura y ., a; + k = P. Considerando
agora, o vetor b = (a;+k, as, as, -+ ,a,), segue entdo que a < b, e como a fung¢ao objetivo
¢ decrescente, tem-se f(b) < f(a). Por sua vez, f(x) < f(b), isto devido ao fato de que
b é ponto viavel ao problema. Diante destas considera¢oes, conclui-se f(x) < f(a). Logo,

para todo x € Dy, tem-se f(x) < f(x), isto é, x é ponto 6timo do referido problema. O

Exemplo 3.9 Num problema de alocacao de poténcia de um canal MIMO, Palomar,

Cioffi e Lagunas (2003) apresentam o seguinte problema de otimizagao:

- o <o < o
Jnax f(x) len (14 z;00), com 0 < a; < jqq

n (3.51)
sujeito a sz <P
i=1

Este é o tipico problema proposto pelo Teorema 3.10. A verificacao que a funcao objetivo é
crescente é uma tarefa relativamente simples. Além disso, ao considerar g;(x) = In (1 + k;x),
com k; > 0, tal fungao é concava para i = 1,2, ---  n (ver Exemplo 3.6). Entao, pelo Teo-
rema 3.6, a fun¢do f(-) é Schur-concava, logo o ponto X = £1 ¢é solucdo (uniforme) do

problema e o valor méximo da fun¢do ¢ f(£1) =37 In (1+ 1ay). <

Na préxima secao, serao definidas fungoes Schur-concavas e Schur-convexas com re-
lacao a vetores de variaveis aleatorias, as quais serao fundamentais no andamento deste
trabalho. Além disso, como forma motivacao e entendimento do método, serao obtidos

limitantes & capacidade ergodica de um determinado canal MIMO.
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3.4 Majorizacao Estocastica

Quando se estuda capacidade de um canal, na verdade, se estd interessado na quan-
tidade méaxima de informacao que pode ser transmitida por um canal. No entanto, este
canal pode ser deterministico ou estocdastico conforme visto no capitulo anterior. No caso
do canal ser de natureza estocastica, os resultados sobre capacidade ergddica apresentam
o operador esperanga E{-} na sua composigao. Portanto, é neste sentido que se insere a
majorizagao estocdstica, a qual é uma extensao da teoria de majorizagao, porém aplicada
a problemas envolvendo entes estatisticos como variavel aleatéria e média. No entanto,
este trabalho daré énfase a apenas um caso especifico desta teoria, que consiste na analise

de Schur-concavidade de func¢oes do tipo G : D, C RF — R definidas por

G(w) = E{Z log, [1 + aﬁiwi]} (3.52)

i=1

sendo o > 0, B; > 0 constantes reais e wy, ws, -+ ,wy varidveis aleatoérias de mesma
distribuicao de probabilidade. Maiores detalhes a respeito de majorizacao estocastica

encontram-se em (MARSHALL; OLKIN, 1979; JORSWIECK; BOCHE, 2007).

O interesse com rela¢do a funcdo da Equagao (3.52) reside no fato de que esta se
apresenta em cendrios praticos relevantes nos sistemas de comunicacao sem fio. Por ex-
emplo: o caso do transmissor nao ter informagoes sobre o estado do canal (CSI, do inglés)
e no caso do transmissor conhecer perfeitamente o estado do canal. Ademais, conforme
estudado no capitulo anterior, estes processos resultam em equacoes distintas para a ca-
pacidade ergodica. Admitindo-se, portanto, o modelo de canal MIMO da Equagao (2.4),

as capacidade ergodicas sao dadas por:

Cicst = {Z log, ll ] } (3.53)
Choost = {Zlog2 {1 + = pZP =\ } } (3.54)

em que, Cyogr € UPCSI sao as respectivas capacidades do canal sem CSI e com CSI.

O teorema seguinte, formaliza as consideragoes feitas para Equacao (3.52).
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Teorema 3.12 Seja a funcio G : D, C R*¥ — R definida por

G(w) = E{Z log, [1 + aﬁiwi]}. (3.55)

Se wi,wsy, -+ ,w sao varidveis aleatorias identicamente distribuidas, com a > 0 e

b1 > Pa > -+ > P >0, entao esta funcao é Schur-concava.

Demonstracao: A verificagao deste resultado consiste numa aplicagao direta da condicao

Schur (Teorema 3.5). Sejam, portanto, IT uma matriz permutacdo e os vetores

W = (wlaw27"' awk) € /6 = (Blaﬁ?a"' 75]6)7 assim

IIw = (wmawﬂQa U awﬂk)a Hﬁ = (ﬁmaﬁﬂm' o aﬁwk) € (356)

G(IIw) = E{Z log, [1 + aﬁiwm]}. (3.57)

=1

Como as variaveis sao identicamente distribuidas, tem-se

k k
E{Z log, [1 + aﬁiwm]} E{Z log, [1 + Oéﬁmwm]}
i=1 =1

k
3.58
— E{Z log, [1 + a@-wi]} (8.58)
i=1
= G(W)v
ou seja, a fungdo G(-) é simétrica. Por outro lado,
oG  0G 1 1 1
oY (B~ 1) - , (3.59)
Owy Ow; In?2 1+ afows 1+ afjw;
como By — 1 <0e E{ 1+a152w2 — 1+a151w1} > 0, segue que g—qi — g—ﬁ < 0. Portanto, pelo
critério de Schur, a fun¢do G(-) é Schur-concava. 0

Em particular, no caso do canal sem CSI, considerando-se a capacidade ergodica dada
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na Equacio (3.53) como uma funcio real sobre D, isto ¢, C : D, — R tem-se que C(-)

¢ uma fungio Schur-concava. Noutros termos, se x <y, entdo C(y) < C(x).

O proximo exemplo esclarece a aplicacao do Teorema 3.12 com a obtencao de limi-
tantes & capacidade ergodica, no caso do transmissor nao ter informagoes sobre o estado

do canal, mediante algumas restrigoes.

Exemplo 3.10 Seja H € C"#*"T a matriz do canal MIMO dado na Equacao (2.4).
Além disso, considerando-se r = nr = nr e que A, Ay, ---,\. Sa0 0S au-
tovalores da matriz HHY, tais que Yy N = r, entdao diante da funcao

C : D, C R* — R e das relagoes de majorizacdes apresentadas em (3.15), que garante
1= ()‘17 )\27 tc 7)\1") < (T,O, 009 ,0), tem-se
C(r,0,---,0) < C(A, Ag- -+, A) < C(1,1,---,1)

ou seja,

o2r

P — P
log, (1 + —§> < Cycst < rlog, <1 + —T) :
o

3.5 Conclusoes e Sintese

Este capitulo introduziu conceitos e alguns resultados fundamentais da teoria de ma-
jorizacao aplicados a problemas de comunicacao sem fio. No entanto, na perspectiva
deste trabalho contribuir com a literatura no assunto, o capitulo em questao foi escrito
com certo rigor mateméatico, abordando situacoes que sao comumente encontradas em se

tratando de problemas de capacidade ergodica de canais MIMO.

Apos a apresentacao dos conceitos e propriedades basicas da relagao de majorizacgao,
uma atencao especial foi dada ao estudo de funcgoes Schur-concava e Schur-convexa as
quais estao presentes em problemas de sistemas de comunicacao, conforme descritos na

introducao deste capitulo.

Por fim, apresentamos a majorizacao estocastica a qual nos possibilita a obtencao
de limitantes (inferior e superior) da capacidade ergodica considerando um determinado
canal MIMO, motivando portanto, o estudo do préoximo capitulo, o qual se propoem a

obter limitantes no caso de canal com desvanecimento de Rice.
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cAPiTULO 4

APROXIMACOES E LIMITANTES A
CAPACIDADE ERGODICA

I :ste capitulo trata da proposta central desta dissertacao, que consiste em determi-
nar limitantes, superior e inferior, & capacidade ergodica de um canal MIMO com
desvanecimento de Rice via teoria de majorizacao. Ademais, serao apresentadas aproxi-

macoes a capacidade ergddica nos casos de baixos e altos valores de SNRs.

No que diz respeito aos limitantes em canais com desvanecimento de Rice, em Mckay
e Collings (2005) e Jin, Gao e You (2007) sao apresentados limites inferiores e superiores a
capacidade ergodica de canais correlacionados, enquanto, Jayaweera e Poor (2005) tratam
de canais descorrelacionados. No entanto, em qualquer caso, o tratamento no assunto é
ainda um grande desafio devido a dificuldade de se obter expressoes fechadas para a
capacidade ergodica. Esta complexidade se deve, principalmente, ao desenvolvimento da
funcao de distribuicio conjunta dos autovalores da matriz HH” (JAYAWEERA; POOR,
2005; JIN; GAO; YOU, 2007).

Recentemente, Zhong, Wong e Jin (2009) tém mostrado que é possivel obter tais lim-
itantes, sem lidar diretamente com a distribuicao conjunta de autovalores. O éxito desta
proposta foi proporcionado, principalmente, devido a utilizacao da teoria de majorizacao,
apresentada no capitulo anterior, a qual os possibilitou especificar uma comparacao dos

elementos da diagonal principal da matriz HH com seus respectivos valores singulares.

O desenvolvimento deste capitulo, portanto, se fundamenta basicamente na proposta
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sugerida por Zhong, Wong e Jin (2009), proporcionando desta forma um método alterna-
tivo na obtencao de limitantes a capacidade ergodica no caso de um canal de desvaneci-

mento de Rice.

4.1 Consideragoes iniciais

Para o desenvolvimento deste trabalho, nesta secao serao especificadas todas as hipote-
ses e restri¢oes sobre o modelo de sistema em questao MIMO, bem como a formulacao do

problema.

4.1.1 Descricao do modelo

O modelo utilizado para o canal com multiplas antenas consiste de um transmissor
com ny antenas e um receptor com ng antenas, conforme mencionado na Equagao (2.4),
isto é,

y = Hx + n. (4.1)

No entanto, o estado de informacao sobre o canal é perfeitamente conhecido pelo
receptor e desconhecido no transmissor. Além disso, considera-se que o nimero de antenas

receptoras nao excede o nimero de antenas transmissoras, portanto, ng < nr.

O vetor de simbolos recebidos ¢ dado por y € C*#*!. Por sua vez, x € C"™*! repre-
senta o vetor de simbolos transmitidos por cada antena o qual satisfaz a restricao total
de poténcia Pr, ou seja, E{||x||*} < Pr. O vetor ruido n € C"*! segue uma distribui¢ao
gaussiana circularmente simétrica cujo vetor média ¢é nulo e matriz de covariancia é dada

por R,, = NyL, .., ou noutros termos, n ~ CA(0, Nol,,,.).

Os elementos da matriz do canal H = [h;;] € C"®#*"T sio considerados descorrela-
cionados e de poténcia média constante', isto &, E{|h;;|*} = Q. Por sua vez, a matriz

do canal segue o modelo de desvanecimento de Rice, conforme apresentado na Equacao

(2.56), ou seja:
QK — Q
H=\/—2 H+,/—— H,, 4.2
K+1 VE+1 (4.2)

em que K é o fator de Rice, H = [h;;] é uma matriz deterministica, de posto igual a L,

cujos elementos tém poténcia normalizada, ou seja, E{\EUP} = 1. Por fim, H,, = [E]]

'Em termos computacionais, este trabalho considera tal poténcia como unitaria, i.e, = 1.
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representa a matriz espacialmente branca. Desta forma,

H, ~CN(0, I,, ® IL,.). (4.3)

Diante destas hipoteses sobre a matriz do canal, esta segue uma distribuigao gaussiana

complexa de média E{H} = ;g—le e matriz covariancia Rg = KLHLLT ® L,,,. Noutros

termos (JAYAWEERA; POOR, 2005; JIN; GAO; YOU, 2007),

QK — Q
H~ H I I . 4.4
m( L . ) (44

Por fim, em se tratando da capacidade ergodica, como o transmissor nao tem infor-
macao dos estado do canal, entao pelo que foi estudado nas Secoes 2.2.1 e 2.2.4 tem-se

C= E{log2 {det (InR + iHHH)] } (4.5)

nr

ou simplesmente,

= E{Z log, {1 + %AZ} } (4.6)

i=1

sendo p = % a relacdo sinal-ruido (SNR), r = posto (HHH ) e \; é autovalor da matriz
HH”, para todo i = 1,2,---,7. Obervar-se que, no caso matriz do canal ter posto

completo, isto é, posto (H) = ng, tem-se (HORN; JOHNSON, 1985):

r = posto (HH") = posto (H") = posto (H) = nx. (4.7)

4.1.2 Formulacao do problema

Conforme descrito no inicio deste capitulo, o objetivo central deste trabalho é a de-
terminacao de limitantes, inferior e superior, a capacidade ergodica do canal mostrada
na Equacao (4.6) do canal de desvanecimento de Rice conforme a Equagao (4.2), via teo-
ria de majorizagao, mediante as hipoteses levantadas na Secao 4.1.1. Além disso, serao

apresentadas aproximagoes a capacidade para baixos e altos valores de SNRs.

4.1.3 Transformacao da matriz do canal

Para o desenvolvimento da nossa proposta, faremos uma transformacao na matriz de

canal com a finalidade de simplificar as demonstragoes dos teoremas que se seguem. Seja,
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portanto, a matriz W = [w;;] € C"#*"T definida por:

W = ,/#H. (4.8)

Diante desta transformacao, tem-se os seguintes resultados:
(t1): posto (WW') = posto (HH").
(t2): W=+VKH +H,,.

Demonstra¢ao: Como a matriz H é dada conforme a Equagio (4.2) segue que:

1+ K \/1+K OK 0
W=\ H=yq < Kriot KT1H> (4.9)
= VKH+H,. (4.10)

(t3): W~ CN (VE H, L, ® T,,)

Demonstragao: Pela propriedade (t2), tem-se w;; = VK Eij + %ij, sendo E-j ~ N(0,1).
Para verificar que w;; ¢ uma varidvel gaussiana de média v K Eij e variancia igual a 1,

analisemos a respectiva fungao geradora de momentos (MAGALHAES, 2004), isto é,
Mw. . (t) é E{etUJij} — E{et(\/? EZ]-Fﬁ”)}
ij
— et\/f Ei]’ E{etﬁij }

— VK R

(4.11)
t2/2'

i]'e

Portanto, w;; ~ N <\/KE-]-, 1) e consequentemente W tem uma distribui¢ao gaussiana
de média E{W} = VK H. Por fim, analisemos a matriz de covariancia de W, ou seja,
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Rw = E{VQC (W) vec (W)H}

H
1+ K 1+ K
=K vec< +TH>VQC< jLTH)

1+ K H
= TIE{vec (H) vec (H) } (4.12)
1+ K

-— "R
Q H

1+ K Q

Q 1+K v @ dng
=1, ® I,

Conclui-se, portanto, W ~ CN (\/E H I, ® InR> . O

(64): Efjuwyl?) = K + 1.

Demonstracao:
. [K+1  [K+1 .
E{|wij|2} = E{wijwij} = E{ —a hij a hl‘j}
(4.13)
K+1
= TE{\%’\Q}-
Como E{|h;;|*} = Q, segue portanto o resultado. O

(t5): A capacidade ergodica dada na Equagao (4.5) pode ser representada por

= PQ H
=E<1 det | I —— WW 4.14
¢ {O& e(”R+wﬂK+&) )}’ (4.14)

ou simplesmente,

6:1@{;‘10& {1+#Q+1)A;”H. (4.15)

sendo A\, Ay, - -+, AY autovalores da matriz WWH,

Q9
K+1

a segunda é uma consequéncia direta de resultados estudados nas Secoes 2.2.1 e 2.2.4.

Demonstracao: A primeira expressao é decorrente da igualdade H = W, enquanto
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4.2 Limitante superior & capacidade ergodica

Fazendo uso da teoria de majorizacao, obteremos nesta secao um limitante supe-
rior a capacidade ergédica do canal MIMO W € C"r*"T com desvanecimento de Rice.
Conforme ja foi comentado anteriormente, esta teoria prevé um tratamento matematico
diferente sobre o assunto, evitando-se o uso direto da distribuicao estatistica nao-central
de Wishart. Especificamente, o método consiste em definirmos uma funcao de Schur-
concava em termos dos autovalores e elementos da diagonal da matriz hermitiana WW?# |

conforme mostra o teorema a seguir cujas hipdteses ja foram descritas na se¢do anterior.

Teorema 4.1 A capacidade ergédica de um canal MIMO com desvanecimento de

Rice é limitada superiormente por

C < Cyp = nglog, (1 + pR) . (4.16)
Demonstracao: Seja )\(WWH) = ( Yo, ,)\;fR) o vetor de autovalores e seja
d(WW™) = (dy, dy, -+ ,d,,) o vetor dos elementos da diagonal principal da matriz

WWH . Por questiao de conveniéncia, considera-se que as coordenadas destes vetores es-
tejam dispostas em ordem decrescente, isto &, \Y > Ay > --- > AV ed; > dy > -+ > dyy,

No entanto, como posto (WWH) =r, tem-se

NP> > >0 >0 e A =A==\ =0. (4.17)

Por outro lado, considera-se a fungao real ¢ : D, C R"? — R definida por

{Zlog2 {1+ 29+ g ” (4.18)

Pelo Teorema 3.7 o vetor d(WW?¥) & majorizado por A(WW?),  ou seja,
d(WWH) < \(WWH), Além disso, como a funcio ¢(-) é Schur-concava (ver Teorema
3.12 ), tem-se

d(AWWT)) < ¢(d(WWH)), (4.19)

ou equivalentemente,
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{ZlogQ[ %}} {ZlogQ[ %dz}}. (4.20)

Encontramos desta forma, um limitante superior a capacidade ergodica, ou seja,

C< {ZlogQ[ %di]}, (4.21)

pois, C' = E{Z | log, [1 + (K+1) )\“’] } Igualdade esta ja apresentada na propriedade

(t5) da se¢ao anterior.

Por sua vez, tomando-se o segundo membro da desigualdade na Equagao (4.21) tem-se:

{ZlogQ{ %di]}:E{logz [ﬁ(u%di])}. (4.22)

Aplicando a desigualdade de Jensen na Equagio (4.22) segue que (MARSHALL; OLKIN,
1979; BOYD; VANDENBERGHE, 2004):

(4.23)

Por outro lado, sabe-se que d; = 2721 lwy;|?, para i = 1, 2,---, ng e que, pela
propriedade (t4), E{d;} = ny(K +1). Desta forma, a esperanca do produto das variaveis

aleatorias dy,ds,- - - ,d,, ¢ dada por:
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nR nr nr nr nRr
E{Hdz}zz >y E{H|wkjk|2}
i=1 ji=lja=1 jnp=1 k=1

= (- (K +1))™

Além disso?,

E{II (1+#ﬂ+1)di)} = (1+ pQ)"=. (4.24)

Substituindo, portanto, o operador esperanca por (1 + pQ)"* em (4.23) tem-se:

C < log, (1+ pQ)"t
2 (1+p0) (4.25)
= nglog, (1+ pf2),

0 que prova o resultado. O

O limitante superior proposto pelo Teorema 4.1 também pode ser obtido a partir da

inequagao de Hadamard (3.37). Para aplicacdo de tal resultado, basta verificar que a

matriz hermitiana P =1,,, + aWW? ¢ semi-definida positiva, sendo o = nT(p[?H). Com
efeito, para todo vetor x € C"#*! nao-nulo, tem-se
xHPx = x! (InR + @WWH) X
= xfx + ax¥ (WWH) X
=xx+a (XHW) (WHX)
(4.26)

= x"x + « (WHX)H (WHX)
= [|x||* + af|[Wx]|?

> 0.

Verifica-se, desta forma, que a matriz hermitiana P = [p;;] é semi-definida positiva.
Entdo, pela desigualdade de Hadamard, garante-se que det (P) < [[:%, pii. Equivalente-

mente,

nR
det (L, + o WW") <] (1 + e dy), (4.27)

i=1

20s detalhes a respeito destas tltimas igualdades encontram-se no Apéndice B.
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sendo que d; = Z?; \w;|?, para i = 1, 2,---, ng. A partir deste ltimo resultado,

aplica-se a fungdo log, (+) e operador esperanca E{-}, nesta ordem, obtendo-se portanto

(4.28)

Notemos que esta desigualdade aparece em (4.23). Entao, repetindo os resultados obtidos

a partir de tal desigualdade, chega-se em

C < Cyp =nglog, (1+p9), (4.29)

o que comprova a validade de tal argumento.

O resultado obtido no Teorema 4.1 mostra que o limitante superior C,,, independe do
numero de antenas transmissoras e do fator de Rice. Além disso, para valores fixos de €2 e
SNR, a fungao Cy, cresce linearmente com o niimero de antenas receptoras. Para ilustrar
este fato, a Figura 7 abaixo considera um sistema MIMO com desvanecimento de Rice
conforme descrito na Equacao (4.2), com Q =1 e 0 < SNR < 25 dB, com incremento de
5dB.
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Figura 7: Comparagao entre limitantes superiores para 2 =1 e 0 < SNR < 25 dB, com incre-
mento de 5 dB.

Analisando, desta vez, o limitante C,, como funcao dos valores das SNRs, a Figura 8

faz um comparativo entre os valores dos limitantes superiores a capacidade ergodica, de

um sistema MIMO com desvanecimento de Rice, em que o niimero antenas transmissoras

¢ igual ao nimero de receptoras, admitindo-se os seguintes cenarios: 1 x 1,2 x 2,4 x4 e

8 x 8.
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Figura 8: Comparacao entre limitantes superiores para os cendrios 1 x 1,2 x 2,4 x4 e 8 x 8.
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Nas Figuras 9, 10 e 11 seguintes, sao feitas comparacoes do limitante superior obtido
neste trabalho com a expressao da capacidade ergodica C apresentada na Propriedade
(t5). Para a primeira figura, a matriz do canal considerada tem ordem 2 X 2, para a
segunda, a ordem da matriz é 4 X 4, enquanto para a Figura 11, o cenério considerado é
3 x 5. Além disso, em todos os casos o fator de Rice considerado é K = 3. O objetivo
deste comparativo é ilustrar, para um determinado valor da relacao sinal-ruido fixado, a

proximidade dos valores do limitante em relagao ao valor da capacidade ergodica.

20 T
18l capacidade ergddica |
—+— limitante superior
16
canal 2x2
K=3

[N
N

[any
N

@

Capacidade Ergddica (bps/Hz)
=
o

0 I I I I I
0 5 10 15 20 25 30

SNR (dB)

Figura 9: Comparacao entre limitante superior Cy, e capacidade ergédica C para o cenario
2 x 2, com fator de Rice K = 3.

Nota-se, nesta figura como nas outras que se seguem, que os valores da capacidade e
do limitante sao bem proximos, para pequenos valores de SNRs, porém estes tendem a se
distanciar com o crescimento do valor da relacao sinal-ruido e com o aumento do nimero

de antenas receptoras.

Convém ressaltar que o resultado obtido para C, independe do nimero de antenas
transmissoras. Portanto, os canais de ordem ng X np, com ng # np, e ng X ng ambos
possuem o mesmo limitante superior. Por exemplo, os canais de ordem 3 x 5 e 3 x 3

possuem mesmo limitante superior, cuja curva apresenta-se na Figura 11.
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Figura 10: Comparacao entre limitante superior Cyp e capacidade ergodica C para o cenério

4 x 4, com fator de Rice K = 3.
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Figura 11: Comparacao entre limitante superior Cyp, e as capacidades ergodicas Csx3 € Csys
para os cendarios 3 X 3 e 3 x 5, respectivamente. O fator de Rice utilizado é K = 3.

Com o proposito de quantificar o quao proximo esta o limitante superior proposto

pelo Teorema 4.1 da capacidade ergodica, a proxima figura apresenta o erro relativo desta

aproximacao, o qual permite-nos fazer a referida anélise. Em termos de simulacao, as

curvas foram geradas a partir do acréscimo da constante de Rice e fixando-se alguns

valores de SNR.



4.2 Limitante superior & capacidade ergddica 79

70

—%—SNR=0dB
—5— SNR=5dB
60~ | ——sSNR=10dB
—o—SNR=15dB

al
o
T

canal 3x5

Erro Relativo (%)
N
o
T

w
o

1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Fator de Rice (K)

Figura 12: Comparacao entre erros relativos de aproximacao do limitante Cy, & capacidade
ergddica C num canal de ordem 3 x 5.

No exemplo dado, observar-se que a taxa de erro cresce juntamente com o acréscimo
do fator de Rice, para o caso de um canal de ordem 3 x 5. Desta forma, no canal com
desvanecimento de Rayleigh (K = 0), tem-se que o erro relativo de aproximagao fica em
torno de 15% na relacao sinal-ruido de 0 dB e 15 dB e, em torno de 18%, para SNR de 5
dB e 10 dB.

Analisando desta vez o maior valor de SNR em questdao (K = 10), observa-se que o
erro de aproximacao, no caso de 0 dB, fica em torno de 40%, enquanto, para os outros
valores da relacao sinal-ruido, tem-se uma elevada taxa de erro que. Conforme mostra a

partir, tais taxas apresentam-se a partir 57%, aproximadamente.

Ainda com o desenvolvimento do Teorema 4.1, obtivemos um outro limitante superior,

o qual representaremos por Clif;f (ver Equagao (4.19)). Especificamente,

nR
Cint =E{ > log, {1 +——d;| ¢, (4.30)
=1
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sendo dy,ds, -+ ,d,, os elementos da diagonal principal da matriz WWH . Além disso,
nr
d; = Z lwi;|?, para i=1,2,--- ,ng. (4.31)
i=1

Diante dos calculos apresentados no teorema, verica-se que tal limitante apresenta
valores intermediarios entre a capacidade ergodica C e o limitante Cyp- Desta maneira, a
curva do referido limitante superior tem uma melhor aproximacao a capacidade ergodica
do que C,,. Para verficar esta afirmacao, apresentamos trés situagoes em que os canais
possuem ordem 2 x 2, 4 x4 e 3 x5, com fator de Rice K = 3, conforme ilustram as figuras

a seguir.

20 T T

capacidade ergédica
—— limitante superior intermediario
—+— limitante superior — Teorema 4.1

| canal 2x2 N
14 K=3

12 1

Capacidade Ergédica (bps/Hz)
[
[S)
T
|

int
Cip

0 ! ! ! ! !
0 5 10 15 20 25 30

SNR (dB)

Figura 13: Comparacao entre os limitantes superiores Cy, e Clifr‘f e a capacidade ergodica C
para o cenério 2 x 2, com fator de Rice K = 3.
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Figura 14: Comparacao entre os limitantes superiores Cy, e Clifr‘f e a capacidade ergodica C
para o cenério 4 x 4, com fator de Rice K = 3.
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Figura 15: Comparacao entre os limitantes superiores Cy, e Clifg e a capacidade ergodica C
para o cenério 3 x 5, com fator de Rice K = 3.

Notemos, a partir dos resultados simulados, que as curvas, as quais sao representadas

pelo limitantes superiores Cy, e CI, apresentam uma excelente aproximagao entre si.

up?
No entanto, o limitante C,, apresenta-se como um resultado deterministico, dependendo
de uma pequena quantidade de parametros. Consequentemente, o limitante superior a
capacidade ergodica C,, requer memos recurso de hardware do que C:f;f, por este tltimo

depender de simulacao Monte Carlo para ser gerado.
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4.2.1 Aproximacao i capacidade ergédica em alto regime de SNR

Para altos valores de SNRs, a fungdo nglog, (14 p€2) pode ser aproximada por
nglog, (p?) (PAULRAJ; NABAR; GORE, 2003).Consequentemente, a capacidade ergodica

C pode ser aproximada por

C =~ ng(logy p+ log, Q) . (4.32)

Na Figura 16 sao ilustradas as capacidades ergodicas e as suas respectivas aproxi-
macoes para os casos de canais de ordem 2 X 2, 4 x 4 e 8 X 8, com fator de Rice K =3 e
) = 1. Verifica-se, que as melhores aproximacoes sao detectadas quando ha uma pequena
quantidade de antenas receptoras envolvidas, nas situacoes em que hé igualdade entre os
numeros de antenas transmissoras e receptoras. Portanto, o aumento dos valores de SNR
e do nimero de antenas receptoras, implica num distanciamento entre a respectiva curva

da capacidade ergbdica e a sua aproximagcao quase linear.

300 T \
cap. ergodica - canal 8x8
— © — aprox. linear — canal 8x8 _
250 cap. ergédica — canal 4x4 SRS
— % — aprox. linear — canal 4x4 o~ ©
cap. ergddica - canal 2x2
— + — aprox. linear — canal 2x2

Capacidade Ergodica (bps/Hz)

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
SNR (dB)

Figura 16: Aproximagoes & capacidade ergodica nos casos 2 X 2, 4 x 4 e 8 x 8, com fator de
Rice K = 3, para alto regime SNR.

Na proxima segao, sao obtidos dois limitantes inferiores a capacidade: Cj, e C{**. No

entanto, o ponto de partida para a obtencao do primeiro limitante também toma-se como

referéncia a fungao Schur-concava ¢(-) apresentada em (4.18).
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4.3 Limitante inferior & capacidade ergodica

De maneira semelhante a secao anterior, apresentaremos um limitante inferior a ca-
pacidade ergodica do canal via teoria de majorizagao, bem como uma aproximacao a

capacidade para baixos valores de SNRs.

Teorema 4.2 A capacidade ergédica de um canal MIMO com desvanecimento de

Rice é limitada inferiormente por

pQ w Val
Co=E {10g2 [1 + (K + 1>/\max] } <C, (4.33)

sendo A\”_ o maior autovalor da matriz WW?*,

Demonstracao: Por questao de simplicidade facamos o = #ﬂﬂ). Pela Propriedade (p7)
da Secao 3.1.1, sabe-se que
ngR
d(WWH) = (A, Ay, A ) < (Z AY0, - o) =S. (4.34)
i=1

Como a fun¢ao ¢(-) na Equagao (4.18) é Schur-concava, tem-se

?(S) < dp(d(WWH)) =C, (4.35)
ou seja,
npR
E {log2 l+a) A;U] } <C. (4.36)
i=1
Por sua vez, para todo £k =1,2,--- ,ng, tem-se

nR
Lol <1+a) A (4.37)

i=1

Em particular, o resultado é valido para o maior autovalor da matriz WW?  isto &,
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ngR
L4 ad, <1+ad) A (4.38)
i=1
e como a funcao log, (-) é crescente, segue que

log, [1 + a\y

max

] < log,

1+ anZRA;"]. (4.39)

=1

Portanto, aplicando-se o operador esperanca na desigualdade obtida em (4.39) tem-se que

(MAGALHAES, 2004),

E{log, (14 aA}, )} <E {logz

1+a§:w”

i=1 (4.40)
<C,
ou seja,
P2 _

Cio =Eqlogy |1+ —F—Anax| ¢ <C, 4.41
o= {lon 14+ A

o que completa a prova.
([

Analisando o comportamento das curvas que representam a capacidade ergodica C e
seu respectivo limitante inferior Cj,, h4 um ascendente distanciamento entre as referidas
curvas, com relacao ao crescimento dos valores de SNR. Além disso, para altos valores
SNR, o limitante inferior C}, tem um comportamento quase linear. As Figuras 17 e
18 ilustram estas caracteristicas para o caso de canais, de ordens 2 X 2 e 4 X 4, com

desvanecimento de Rice de fator K = 3.

No desenvolvimento do Teorema 4.2, também obtivemos um outro limitante inferior a
capacidade ergodica (ver Equacio (4.36)), o qual serd de chamado de Cm. Tal resultado

estd compreendido entre Cj, e C' para um valor de SNR fixado. Especificamente, tal

limitante é dado por
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Figura 17: Comparacio entre o limitante inferior Cj, e a capacidade ergodica C para o cenério
2 x 2, com fator de Rice K = 3.
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Figura 18: Comparacio entre o limitante inferior Cj, e a capacidade ergédica C para o cenério
4 x 4, com fator de Rice K = 3.

. ) el
cint —E log, |14+ — 20 Ny
1o 0gy |1+ nr(K + 1) Z i

=1

(4.42)

Para apresentar o resultado graficamente, consideramos um canal, de ordem 8 x 8§,

com desvanecimento de Rice de fator K = 3, conforme ilustra a Figura 19. Nota-se
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que as curvas determinadas por tais limitantes sao bem aproximadas. Porém, devido a
esta aproximagao, com o aumento dos valores de SNR, as curvas relativas a capacidade
ergddica e o limitante tendem a um acentuado distanciamento. Por outro lado, para

baixos valores de SNR, tem-se uma excelente aproximacao a capacidade ergodica.
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Figura 19: Comparacio entre os limitantes inferiores Cj, e Ci™ e a capacidade ergodica C para

lo
o cendrio 8 x 8, com fator de Rice K = 3.

4.3.1 Aproximagao a capacidade ergdédica em baixo regime SNR

O proximo teorema, considerando pequenos valores para SNRs darid uma aproximagao
a capacidade ergddica a qual dependera apenas de termos deterministicos como a con-

stante 2, o nimero de antenas receptoras e os valores da relacao sinal-ruido.

Teorema 4.3 A capacidade ergddica de um canal com desvanecimento de Rice, num

baixo regime SNR, pode ser aproximada por

C ~ngpQlog, (e). (4.43)

Y
nr(K+1)

seguindo a mesma, idéia de se definir func¢oes especificas as quais sao aplicadas na inequag¢ao

Demonstracao: Novamente, por questao de simplicidade chamemos § = Assim,

de Schur, consideremos portanto, a funcao real ¢ : D, C R™® — R definida por
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p(x) = E{Zf(xi)}- (4.44)

i=1

Desde que f(-) é linear, tem-se que ¢(+) é uma fun¢ao Schur-concava e Schur-convexa.
Adicionando-se ao fato que d (WW?H) < A\(WW?), tem-se

e(AWWT)) = p(d(WWT)). (4.45)
Noutros termos,
{E o) -+f5
- :L_ZiE{di}

nR
i=1

(4.46)

= anT(K + 1)

Por outro lado, para baixo regime de SNR, os valores de p sao tomados suficientemente
pequenos. Assim, de acordo com Paulraj, Nabar e Gore (2003), para p < 1 e para k > 0,
a funcdo g(p) = log, (1 + kp) é aproximada pela funcao linear f(p) = (klog,e)p. Desta

forma, a fungao g(p) =log, [1 + pB>_ ;% A\¥] é aproximada pela funcao linear

f(p) = (6 1ongZAi> p. (4.47)

=3 )\w

Assim, a esperanca E{log, [1 + pf > " A\']} é aproximada por

E{ (ﬁ log, (e) i A;") ,0}. (4.48)

Contudo,
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nR nRr
ES | Blogy(e) > MY | pp = Bplog, (€) B DAY
=1 =1

= Bplog, (¢) ngnr(K + 1) (4.49)

Q
= —pl K+1

= ngp 2 log, (e).
Portanto, a capacidade ergédica C' pode ser aproximada por ng p (2 log, (€), ou seja,

C =~ ngrpSlog, (e), (4.50)

o que completa a prova. O

Para a figura que se segue, foram considerados alguns canais de ordem quadrada, cujas
curvas foram simuladas sobre o intervalo de SNRs de —20 dB a —5 dB, com incremento de
1 dB. Com decréscimo dos valores de SNR, as aproximacoes tendem sobrepor-se a curva

da respectiva capacidade ergodica.

capacidade ergddica — canal 2x2
— - — - aproximagdo — canal 2x2

—f— capacidade ergddica - canal 4x4
—B— - aproximagao — canal 4x4

i —©— capacidade ergddica — canal 8x8
§- AHl —o- aproximagao - canal 8x8 N
< /
() —
g K=3 /
o 3 &
w s
° canal:2x2
Ve

ks @
b canal 4x4

2 -
IS
g
O canal 8x8

-20 -18 -16 -14 -12 -10 -8 -6
SNR (dB)

Figura 20: Aproximacoes a capacidade ergddica nos casos 2 X 2, 4 x 4 e 8 x 8, com fator de
Rice K = 3, para baixo regime SNR.
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Uma consequéncia direta da demonstracao deste teorema consiste na determinacao
da esperanca da variavel aleatoéria A{’, para qualquer que seja i =1,2,--- ,ng, no caso

dos autovalores A", Ay, -+, A7/ serem variaveis identicamente distribuidas.

Como as variaveis em questao sao i.i.d., fagamos E{\?} = E{\*}. Assim,

E{nZR/\;U} :E{RZRCZZ} = TLRTLT(K+ ].) (451)

Por outro lado,

E{an )\;"} = iR:E{)\;“}

= nRE{)\w}

(4.52)

Assim, das igualdades em (4.51) e (4.52) conclui-se que E{\*} = np(K + 1).

4.4 Estudo de um caso assintotico

Nesta secao, faremos uma comparacao entre o limitante superior proposto pelo Teo-
rema 4.2 com o resultado assintotico de limitante de capacidade ergodica (o qual serd
apresentado na sequéncia), no caso de canais cujos elementos sao independentes. Desta
forma, seguiremos basicamente as mesmas consideracoes estudadas na Secao 2.4.2, porém,

neste caso para canais que seguem o desvanecimento de Rice.

Portanto, considerando que as entradas do canal H sao independentes, tem-se que as
entradas de W sao também independentes. Entao, pela lei forte dos grandes nimeros

(MAGALHAES, 2004), para np — 00, obtém-se pela Equacao (4.8)

LWWH = LEHHH N K+1
nr nr Q Q

L. (4.53)

Desta maneira, a capacidade ergodica apresentada em (t5), resume-se a
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C =E{log,det (L,, + pl,.,.)} , (4.54)

ou simplesmente,

C = nglogy(1+ p), (4.55)

expressao esta equivalente & apresentada em (2.55).

Observemos, portanto, que a partir do caso assintotico ny — oo, temos que a ca-
pacidade ergodica é rigorosamente igual ao limitante C,, proposto pelo Teorema 4.2,
quando 2 = 1. Noutros termos, quando as poténcias médias das entradas do canal H sao

unitarias.

4.5 Comparacoes com dados da literatura: caso do limi-
tante superior

Nesta secao, com relagao ao limitante superior a capacidade ergédica, faremos com-
paracoes do resultado obtido neste trabalho, nos casos de canais com desvanecimento de
Rice e de Rayleigh, com os resultados propostos em Jin, Gao e You (2007), seguindo

basicamente as mesmas hipoteses.

Jin, Gao e You (2007, Teorema 4) investigou o limitante superior do canal MIMO
com desvanecimento de Rice seguindo, basicamente, as condig¢oes levantadas na Segao
4.1.1. No entanto, a metodologia proposta foi a partir do desenvolvimento da matriz
complexa nao-central de Wishart. Seguindo, portanto, as notagoes e consideracoes desta
dissertacio, a expressdo prosposta por Jin, Gao e You (2007), para o posto da matriz H

igual a 1, é dada pela seguinte expressao:

nR 7 .
ng p nyp! 14K
=1 E — .
Co Og?[ (z)(nT) (nr — i)l (K + 1)

1=0

. (4.56)

Consequentemente, no caso do canal com desvanecimento de Rayleigh tem-se

CE=" = log, [i (nf) (%)(n:ifz),] . (4.57)

=0
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O proximo teorema mostra que o limitante superior Cy, obtido por Jin, Gao e You
(2007) nao excede o limitante proposto por este trabalho, diante da hipotese de que Q =1
e posto (ﬁ) =1.

Teorema 4.4 Se () =1 e posto (ﬁ) =1, entao Cy, < Cyp.

Demonstracao: Primeiramente, observar-se que

f: (iR) (%) (nTn T—' i)! (?fl() B f: (ZR) d (nT)iZzTT! — )] (?j ll() (4.58)

1=0 =0

ﬂT! 1+iK,
nT)Z(nT—i)! (K—}—l)l

Como ( < 1, para todo 7 inteiro nao negativo (ver prova no Apéndice C),

tem-se

(nf)p i (nT)iZzTT! —i)! (?ﬁ() = (nf) p (4.59)

e, consequentemente,

(4.60)
=(1+p)""
Sabendo-se que log,(-) é uma funcao crescente segue que
nR 7 .
ng p nr! 14+1K
Cy, =1 — - <1 1 R
o [ (7) () S iy <m0
(4.61)

= nrlogy(1 + p)
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Portanto, para {2 = 1, tem-se

CUl S Cupa (462)
qualquer que seja K > 0. O
As figuras que se seguem, ilustram o resultado do Teorema 4.4 admitindo-se canais

MIMO de desvanecimento de Rayleigh e de Rice, com fator K = 0 e K = 3, respectiva-

mente, cujas dimensoes sao 1 X 1,2 x 2,4 x4 e 8 X 8.

20
18- —&— cap. ergbdica - canal 1x1
—©— cap. ergddica - canal 2x2
16| | —F— este trabalho - canal 1x1 canal 2x2
—©O— este trabalho — canal 2x2
14+ * -~ proposta de Jin - canal 1x1 i

O - proposta de Jin — canal 2x2

K=0

Capacidade Ergodica (bps/Hz)
=
o
T

canal 1x1

Il
0 5 10 15 20 25 30
SNR (dB)

Figura 21: Comparacao com limitantes superiores de Jin et. al (2007) para os cenarios 1 x 1 e
2x2,com K =0.
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80 T T

—Xg— cap. ergddica — canal 4x4

70} | =8 cap. ergodica — canal 8x8

—— este trabalho - canal 4x4

—&— este trabalho - canal 8x8
-+ proposta de Jin — canal 4x4
0 -+ proposta de Jin — canal 8x8

60~

K=0
40

30

Capacidade Ergodica (bps/Hz)

0 5 10 15
SNR (dB)

Figura 22: Comparacao com limitantes superiores de Jin

8 x 8, com K =0.

20 T T
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25

et. al (2007) para os

30

cendrios 4 x 4 e

——&— cap. ergddica - canal 1x1
18 —@— cap. ergddica - canal 2x2
—%— este trabalho - canal 1x1

14H * - proposta de Jin — canal 1x1
O - proposta de Jin — canal 2x2

12
K=3

Capacidade Ergodica (bps/Hz)
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o
T

canal 2x2
16 —6— este trabalho - canal 2x2 \
o

canal 1x1

i
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SNR (dB)

20

25

30

Figura 23: Comparacao com limitantes superiores de Jin et. al (2007) para os cenarios 1 X 1 e

2 x 2, com K =3.

As Figuras 21, 22, 23 e 24 enfatizam que, para um dado valor fixado da relacao

sinal-ruido, o limitante de capacidade proposta por Jin, Gao e You (2007), ndo excede o

limitante superior obtido por este trabalho.

Nota-se também, para um valor de SNR fixado e diante um mesmo cenario, que os

valores de capacidade sao mais proximos quando o canal considerado tem desvanecimento

Rayleigh. Além disso, pela proposta tomada como referéncia, o crescimento do fator
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80 I I

—3g— cap. ergodica — canal 4x4
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Figura 24: Comparacao com limitantes superiores de Jin et. al (2007) para os cenarios 4 x 4 e
8 x 8, com K = 3.

de Rice implica no decrescimento do limitante de capacidade, situacao esta nao propor-
cionada por este trabalho, o qual preserva os limitantes independentemente do valor da

constante K.

4.6 Conclusoes e Sintese

Este capitulo mostrou a potencialidade da teoria de majorizacao na obtencao de limi-
tantes, inferior e superior, a capacidade ergédica de um canal MIMO com desvanecimento
de Rice, evitando desta forma, a aplicacao direta da distribuicao estatistica nao-central

de Wishart, a qual é comumente encontrada na literatura referente a este estudo.

Especificamente, para o desenvolvimento deste capitulo, com o proposito de minimizar
os céalculos envolvidos, foi feito uma transformacao da matriz do canal de H para W. Desta
forma, mediante algumas outras manipulacoes matematicas, foram obtidos limitantes a
capacidade com a aplicacao da teoria de majorizacao a qual nos possibilitou obter relacoes
entre determinados vetores via fungao Schur-concava. Além disso, em alto e baixo regimes

de SNRs foram apresentados aproximacoes & capacidade ergddica.

Por fim, no caso do limitante superior, foram feitas algumas comparagoes com resulta-
dos conhecidos da literatura, no entanto, foi mostrado que estes nao excedem o limitante
proposto por este trabalho o qual independe do fator de Rice do ntimero de antenas

transmissoras envolvidas.
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CAPITULO D

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

sta dissertacao foi dedicada a obtencao de limitantes, inferior e superior, e aprox-
Eimag(”)es a capacidade de um canal MIMO com desvanecimento de Rice, diante de
uma ferramenta matemética ainda pouco explorada, chamada de teoria de majorizacao.
No entanto, a motivacao principal para a utilizacao desta técnica reside no fato da dificul-
dade de se obter expressoes fechadas a capacidade ergodica, bem como, expressoes para
limitantes. Esta dificuldade, como ilustra a literatura sobre o assunto, se deve, principal-
mente, ao desenvolvimento da funcao de distribuicao conjunta dos autovalores da matriz

de Wishart nao-central.

Ao longo do nosso estudo foi considerado um canal MIMO, com desvanecimento de
Rice, espacialmente descorrelacionado com matriz da componente de linha de visada de
posto igual a um valor arbitririo nao excedente a quantidade minima do nimero de an-
tenas transmissoras e receptoras. Além disso, o receptor foi considerado com perfeito
conhecimento dos estados do canal, enquanto o transmissor sem qualquer tipo de infor-
macao. Ademais, determinamos uma outra decomposicao da matriz do canal, em func¢ao
da matriz de linha de visada e da matriz espacialmente branca, com o propoésito de min-

imizar os calculos envolvidos.

Diante das consideracoes tomadas e com a aplicacao da teoria de majorizacao, a
qual nos possibilitou definir fun¢oes Schur-concava especificas aplicadas em vetores previ-
amente majorizados, foi possivel a obtencao de tais limitantes e aproximacoes a capacidade

ergddica, sendo neste tltimo caso, a investigacao foi dada a partir de baixo e altos regimes
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de SNRs. Das expressoes obtidas, no caso do limitante superior, foi visto que tal resultado
independe do nimero de antenas receptoras consideradas no sistema e da constante de
Rice, enquanto, no caso do limitante inferior, a expressao independe do niimero de antenas
receptoras. Vale ressaltar que que em ambas as situacoes, a simulacao numérica é facil-
mente implementada e no caso do limitante superior tem-se uma expressao deterministica,

ou seja, esta nao depende de entes estatisticos.

Como consequéncia dos resultados analiticos, foram feitas algumas simulacoes numéri-
cas em termos dos limitantes. Nos estudos apresentados, notou-se que as curvas da ca-
pacidade ergodica se distanciam das curvas dos limitantes, tanto no caso do limitante
superior com no inferior, com acréscimo da relacao sinal-ruido. No entanto, obtivemos
excelentes aproximacoes a capacidade nas situacoes de altos e baixos regimes SNR para

os cenérios apresentados.

Ainda em termos computacionais, fizemos uma comparacao do limitante superior
deste trabalho com um resultado ja consagrado na literatura, o qual obteve um limitante
superior ultilizando uma outra ferramenta mateméatica. Para tal comparacao, consid-
eramos 0s mesmos cenérios, além disso, restringimos o posto da matriz componente de
linha de visada ser igual 1, com a finalidade de se enquadrar com as hipdteses levantadas
pela nossa referéncia. Contudo, observou-se que nossa proposta também limita superi-
ormente a proposta sugerida por nossa referéncia. No entanto, o limitante obtido por
nosso trabalho tem uma expressao mais simples e depende de menos parametros do que

o apresentado como referéncia.

Destacamos, portanto, como principais contribuicoes desta dissertacao: o entendi-
mento da teoria de majorizagdo; a definicdo de fungoes Schur-concavas e/ou Schur-
convexas especificas que possam ser aplicadas em determinados vetores majorizados, com
a finalidade de transformar a relagao de majorizacao numa relagao de desigualdade; a apli-
cacao desta em problemas de comunicacao moével; a obtencao de limitantes e aproximacoes

a capacidade ergddica em canal MIMO.

No que se refere as contribuicoes deste trabalho, pode-se considerar também os teo-
remas propostos sobre problemas de otimizacao os quais se enquadram em problemas

envolvendo capacidade de canal.

Como perspectivas de estudos futuros visualizamos, nesta mesma linha de pesquisa, a
obtencao de limitantes da capacidade ergédica de um canal MIMO com desvanecimento de
Rice, cujos elementos sao correlacionados, como também considerando outras distribui¢oes

estatisticas para as entradas do canal: distribuicao Gama, Beta, Log-Normal, Weilbull,
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dentre outras.

Neste contexto, outros assuntos também apresentam potenciais perspectivas de in-
vestigacao, tais como: o estudo de capacidade em canais do tipo broadcast e relay e a

determinacao de funcoes de custo para o tratamento de problemas de otimizacao.
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APENDICE A

TEORIA DE MAJORIZACAO: OUTRAS
CONSIDERACOES

este apéndice serao detalhadas algumas consideracoes levantadas no Capitulo 3,
Na respeito da teoria de majorizacao. Em A.l1, verificaremos que o conjunto
D,={x€eR" z1>x9>--->2x,} é convexo e que a igualdade entre vetores é satis-
feita, isto é, x =y, quando ocorre as relagoes de majorizacao X <y ey < x em D,,. Na
segao A.2, provaremos a propriedade (p8) das relagoes béasicas de majoriza¢ao. Por fim,
em A.3 mostraremos que uma determinada classe de composicao de funcoes preserva a

propriedade de Schur-convexidade.

A.1 Um estudo sobre o conjunto D,,

Primeiramente, verifiquemos que o conjunto D,, é convexo. Boyd e Vandenberghe
(2004), um conjunto C é chamado de conjunto convexro se para quaisquer u, v € C e
para qualquer t € [0, 1], tem-se tu + (1 — t)v € C. Desta forma, dados arbitrariamente
x = (x1,29,--,xy) ey = (Y1,Y2,-+,Yn) em D, e t € [0,1], mostremos que

tx+ (1 —1t)y € D,.

De fato, como x; > x;,1, parai=1,2,--- ,n — 1, entao
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Analogamente, segue que
(I =)y > (1 = t)yiy1. (A.2)
Diante das inequagoes apresentadas em (A.1) e (A.2), tem-se que

tr; + (1 =)y > twipr + (1 — )Yz, (A.3)

parai=1,2,--- ,n— 1. Noutros termos, tx + (1 —t)y € D,, o que comprova o resultado.

Agora, mostremos que se Xx <y ey < x em D, entao x = y. De fato, como x <y,

segue que

k
o < ) oy 1<k<n-—1, (A.4)

i=1 i=1

in = ;yz (A.5)

Por sua vez, como y < X, tem-se
k
in, 1<k<n-—1, (A.6)

k
Zyz’
i=1 i=1
Zyi = Z ;. (A.7)
i=1 i=1

IN

Assim, das inequagoes apresentadas em (A.4) e (A.6) obtém-se

k k
Syi=>w 1<k<n-—1, (A.8)
=1

i=1

ou seja, r; = y;, para j = 1,2,--- ,n — 1. Basta, portanto, mostrar que z,, = y,. Da

igualdade em (A.5), observar-se que

n—1 n—1
D xi+ Ta=D Ui + Un (A.9)
i=1 i=1

4 1 -1
Como z; = y;, para j = 1,2,--- ,n— 1, segue que » . 'x; = » . y; e, consequente-

mente, na igualdade apresentada em (A.9) obtém-se z,, = y,. Portanto, x; = y;, para

j=1,2,--- n,ouseja, Xx=y.
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A.2 Demonstracao da propriedade (p8) das relagoes

basicas de majorizacao
A referida propriedade propoem que

X n
" X, se I; = e Zl’

i=1
Demonstracao: Pela definicao de relacao de majorizacao, devemos mostrar que
k
X
k— < ZZL’M, 1 Sk’STL—l,

n -
=1

X = Zl’m.

=1

Suponhamos por absurdo que exista k € {1,2,--- n — 1}, tal que

k
X
k— > i
. Z:; 20
Diante desta inequacao segue que
k
kX >n Z (i)
i=1

>n i X[j)
=1

=nX.

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

Ou seja, k > n, um absurdo. Logo, a condi¢ao dada em (A.11) é verdadeira. Por outro

lado,

=1 =1

(A.15)

o que comprova a igualdade dada na Equacao (A.12). Logo, a relacao de majorizagao

proposta em (p8) é satisfeita.
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A.3 Composicao de funcoes: um caso especifico de preser-
vacao da propriedade de Schur-convexidade

Seja a seguinte composicao de fungoes,
R >R R
\/
w=hof

em que, f(x) = (f1(x), fo(x), -+, fu(x)) e fi :R™ >R, i=1,2,--- n. Entao, pela

composicao, temos que

(x) = h(f(x)) = h(fi(x), f2(x), -, fu(x)). (A.16)

Agora, suponha que exista uma funcao real g : R — R, tal que

fZ(X) = fi(l‘lax% e 7xn) = g(xl)’ para 1= ]-72a e, . (A17)

Contudo, se h(-) for Schur-convexa e crescente e g(-) for convexa, entao a fun¢ao composta
() também é Schur-convexa. De fato, dados os vetores x e y em R”, tais que x < y.
Pelo Teorema 3.2, existe uma matriz A = [a;;], de ordem n x n, duplamente estocéstica,
tal que x = Ay. Noutros termos, cada coordenada do vetor x é combinacao convexa das

coordenadas do vetor y, ou seja,

T = Zaijyj, para cada =1,2,---,n. (A.18)
j=1

Como g(+) é uma fun¢do convexa, entdo pela desigualdade de Jensen, tem-se

g(x;) < Zaijg(yj), para cada i=1,2,---,n. (A.19)

Assim,

(9(z1), 9(x2), -+, g(zs)) < <Z a1;9(y;), Zaz]g Y s ) anig(ys ) , (A20)

Jj=1 j=1 j=1
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e como h(-) é uma funcgdo crescente, seque que

h(g(z1), g(x2), - - (Z a1;9(Y;), ZQZJQ Yi), Zan]g Yj ) . (A21)

Por outro lado, como (g(y1), g(y2), -+ ,9(yn)) € R" e A = [a;;] é uma matriz dupla-

mente estocastica, entao pelo Teorema 3.1, garante-se que

o) | [ 9w ]
A 9(??2) < 9(292) 7 (A.22)
9(n) | 9(Yn)

ou seja,

(Z a1;9(y;); Zazjg ui), Zamg i ) (9(y1).9(y2), - 9(ya)).  (A.23)

Por sua vez, como a funcao é Schur-convexa, tem-se

(Zaug ui), Zaajg ui), Zamg i ) < hg(y1), 9(y2), - 9(ya))-  (A24)

Portanto, das inequagoes apresentadas em (A.21) e (A.24) obtém-se
b(x) = hlg(z1), 9(x2), -+, g(wn)) < Plg(1), 9(y2)s -5 9(yn)) = U(y), (A.25)

isto é, ¥ (x) < ¥(y), o que conclui que a fungao (-) é Schur-convexa.
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APENDICE B

COMPLEMENTO DA DEMONSTRACAO
DO TEOREMA 4.1

I ]ste apéndice tem por finalidade mostrar a seguinte igualdade:

E{H (1+#Q+1)di)} = (1+ pQ) . (B.1)

i=1

Para tal, primeiramente, definamos os conjuntos N' = {1,2,--- ;n} C N, P o conjunto
das partes de N e P;(N) C P cujos elementos sdo todas as combinagdes de i termos
tomados n a n. Por exemplo, se n = 2, tem-se P;(N) = {{1},{2} } e ,(N) = {{1,2} }.
No caso de n = 3, segue que P(N) = {{1},{2},{3} }, (W) ={{1,2},{1,3}.{2,3} }
e P3(N) ={{1,2,3} } e assim sucessivamente.

Voltando, portanto, ao nosso problema, tem-se N = {1,2,---  ng} e para simplificar
os célculos que se seguem, facamos o = Wﬂﬂ) eA=E {H?:Rl (1 + WQH) di> } Entao,

ao desenvolver a esperanga na Equagao (B.1) tem-se

A=1+ad B{d}+a”) E{dd}+---+a™ > E{dydy,---d;,,}  (B2)

{iteP (V) {i,j}eP(N) {i1,iz, ing }€Pnp (V)

Sabe-se da Secao 4.1 que

ii. d’L = Z?zl ‘wZJ‘Q para 7, = 1’ 2, oty ng.
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Entao, diante destes resultados obtém-se as seguintes igualdades

nr nr nr
E{di1di2 e 'dip} =E Z |wi1j1|2 Z |wi2j2|2 T Z |wipjp|2

Ji=1 j2=1 Jp=1

nr nr nr

=B D Y fwi P lwigg, - Jwi,

J1=1j1=2 Jp=1

ny nr nr (B?))

- Z Z o Z E{|wi1j1‘2|wi2j2|2 T |wipjp‘2}
j1=1j1=2 Jp=1

nr nr nr

:ZZ...Z(K+1)p

J1=171=2 Jp=1

= (np(K + 1)),

Desta forma,

Asls (an) anp(K +1) + (n;) o’(nr(K+1)* + -+ (B.4)
+ (HR) a"t(np(K +1))""
Como a = m, entao
@ e+ 1))" = (m(éﬁ 1)) (nrlE + 1) (B.5)
= (p)*

Portanto, o somatorio na Equagao (B.4) fica simplesmente dado por
A=14 (") o+ (M) e+ () ()
1 2 nr
nr n i
=3 (")) (B.6)
i=0
= (1+ pe)"=.

Conclui-se finalmente que A = (1 + pQ)"E. O
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APENDICE C

COMPLEMENTO DA DEMONSTRACAO
DO TEOREMA 4.4

I ]ste apéndice, o qual consiste em duas se¢oes, complementa a prova do Teorema 4.4.

. . ~ . |
A primeira segao consiste em mostrar que m < 1, enquanto na segunda

secdo, prova-se que —+4 < 1. para qualquer i inteiro ndo-negativo e para qualquer

(K+1)
K > 0.

Diante, portanto, das duas demonstracoes conclui-se que (nT)i”(ﬁ;fi)! (};ﬁ()? <1
C.1 Parte 1
Sejan€Z, ei=0,1,2,--- ,n, entao
|
<1 (C.1)

ni(n —1i)! —

A prova serd pelo principio de inducao finita aplicado em i. Para ¢ = 0 a expressao
dada é exatamente igual a 1. Agora, suponhamos que a referida desigualdade seja valida
(hipotese de indu¢ao). Provemos, portanto, que para i + 1 tem-se:

n!
W ) = (C2)
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De fato, notemos que

n! n!
nitl(n — (i +1))  nt((n—i)—1)!
Vo
_ n(n i) ' (C.3)
ntl(n —1)((n—1i) — 1)!
n—i n!
n oni(n—d)!
Pela hipotese de inducao tem-se #’71), < 1, desta forma,
n—1 n! n—1
n nin—i) n (C.4)
<1
Portanto,
n! O5
nitl(n — (i+1))! (C-5)
o que conclui a prova. O
C.2 Parte 2
Seja K e Ry et =0,1,2,--- ,n, entao
1+11K
— <1 C.6
(K +1) — (C.6)

Novamente fazendo-se uso do principio de inducao finita, tem-se, para ¢ = 0 a ex-
pressao dada é igual a 1. Agora, pela hipotese de indugao, supoem-se que a desigualdade

dada seja valida para i. Basta provar, portanto, que para i + 1, tem-se

1+ (G+1)K
(K_|_ 1)i+1 -7 (C 7)
ou equivalentemente,
1+ G+ 1)K < (K+1)" (C.8)
Obervemos que
1+ (i+1)K=(1+iK)+K
(C.9)

<(K+1)'+K,
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sendo esta tltima desigualdade devido a hipotese de inducao. No entanto,
(K+1)'+ K < (K+ 1) (C.10)
para todo i =0,1,2,--- ,n. De fato, se existisse algum i tal que
(K+ 1)+ K > (K +1)™ (C.11)
teriamos
woop TR (C.12)
ou seja,
7(Kfi 0y > K (C.13)
Se K =0, tem-se que 0 > 0, um absurdo. Logo K > 0, desta forma,
(K +1) <1, (C.14)
que também é um absurdo. Tem-se portanto que
7(K+1>Z.+1>K+1 (C.15)
0 que prova o resultado. O
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