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RESUMO
Uma das formas de se medir o desempenho de sistema 
omuni
ação de um 
analMIMO (Multiple-Input Multiple-Output, do inglês) é através da 
apa
idade ergódi
aou 
apa
idade de Shannon, a qual representa a máxima e�
iên
ia espe
tral. No entanto,dependendo da distribuição estatísti
a das entradas do 
anal, pode ser inviável o estudo
omputa
ional, devido prin
ipalmente a 
omplexidade de obtenção de tal resultado. Por-tanto, em geral, para 
ontornar esta situação trabalha-se 
om aproximações à 
apa
idadeatravés de limitantes, inferior e superior, 
omo também em 
asos de alto e baixo regimesda relação sinal-ruído (SNR, do inglês). Por sua vez, a obtenção de uma expressão fe
hadapara tais limitantes ainda é um grande desa�o. Diante desta problemáti
a, esta disser-tação tem por objetivo a obtenção de limitantes, bem 
omo aproximações à 
apa
idadeem alto e baixo regimes de SNRs, de um 
anal MIMO 
om desvane
imento de Ri
e 
ujoselementos são des
orrela
ionados e a matriz da 
omponente linha de visada tem postoarbitrário, o qual não ex
ede a quantidade mínima entre o número de antenas transmisso-ras e re
eptoras. Além da hipótese de que o transmissor não tem qualquer 
onhe
imentodos estados do 
anal (CSI, do inglês). Para tal, é proposto o uso de uma ferramentamatemáti
a ainda pou
o explorada na literatura, 
om relação a este assunto, 
hamada deteoria de majorização. Dependendo do tipo de problema, o método 
onsiste em de�niruma função S
hur-
�n
ava espe
í�
a 
om relação à 
apa
idade ergódi
a, a qual apli
adaem vetores previamente majorizados permite obter desigualdades numéri
as e, 
onse-quentemente, limitantes e aproximações à 
apa
idade. Simulações 
omputa
ionais sãorealizadas, e no 
aso do limitante superior, para eviden
iar a poten
ialidade do método,são feitas algumas 
omparações 
om resultados já 
onhe
idos da literatura.Palavras-
have: Capa
idade ergódi
a, 
anal 
om desvane
imento de Ri
e, sistemasMIMO, teoria de majorização.



ABSTRACT
One way of measuring the performan
e of 
ommuni
ation system of a MIMO 
hannel(Multiple-Input Multiple-Output) is through the 
apa
ity or ergodi
 Shannon 
apa
-ity, whi
h represents the highest spe
tral e�
ien
y. However, depending on the statisti
aldistribution of the inputs, its 
omputational study may not be feasible mainly due to the
omplexity of obtaining su
h an out
ome. Therefore, in general, to 
ope with drawba
kwe use approa
hes to 
apa
ity by limiting, above and below, in 
ases of high and lowregimes of signal to noise ratio (SNR). In turn, obtaining a 
losed expression for thesebounds is still a great 
hallenge. In fa
e this problem, this thesis aims at �nding boundsand approximations to the 
apa
ity at high and low SNRs regimes in a MIMO fading
hannel with Ri
ean fading, whose elements are un
orrelated and the matrix 
omponentof the line-of-sight has an arbitrary rank, whi
h does not ex
eed the minimum betweenthe number of transmitting and re
eiving antennas. In addition, the transmitter has noknowledge of the 
hannel states. To this end, we propose the use of a mathemati
al toolnot mu
h explored in the literature with regard to this matter, 
alled majorization theory.Depending on the type of problem, the method 
onsist in de�ning a spe
i�
 S
hur-
on
avefun
tion with respe
t to the ergodi
 
apa
ity, whi
h previously applied majorized ve
torsallowing to obtain numeri
al inequalities and thereby limits and approximations to 
a-pa
ity. Computer simulations are 
arried out and, in the 
ase of upper 
apa
ity boundssome 
omparisons with known results from literature are made to highlight the potentialof the method.Keywords: Ergodi
 
apa
ity, Ri
ean 
hannel, MIMO systems, majorization theory.
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SÍMBOLOS E NOTAÇÕES
Nesta seção são apresentados os símbolos e notações utilizadas neste trabalho. Deuma forma geral, os es
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ulas em itáli
o,os vetores por letras romanas minús
ulas em negrito e as matrizes por letras romanasmaiús
ulas, também em negrito. Outras 
onvenções estão listadas abaixo:Conjuntos e Espaços Vetoriais
N Conjunto dos números naturais
R Conjunto dos números reais
R+ Conjunto dos 
onjunto dos números reais não-negativos
R
m×n Conjunto das matrizes de ordem m× n 
ujos elementos sãonúmeros reais

Rn Espaço vetorial 
ujos elementos (x1, x2, · · · , xn) são listas or-denadas de números reais. Em termos matri
iais, este espaçoé identi�
ado por Rn×1

Rn
+ Rn

+ = {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn ; xi ≥ 0, i = 1, 2, · · · , n}
D D = {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn ; x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn}
D+ D+ = {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn

+; x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn ≥ 0}
C Conjunto dos números 
omplexos
Cm×n Conjunto das matrizes de ordem m× n 
ujos elementos sãonúmeros 
omplexos
Cn Espaço vetorial 
ujos elementos (z1, z2, · · · , zn) são listas or-denadas de números 
omplexos. Em termos matri
iais, esteespaço é identi�
ado por Cn×1

N N = {1, 2, · · · , n} ⊂ N



P Conjunto das partes de N
Pi(N ) Sub
onjunto de P, 
ujos elementos são todas as 
ombinaçõesde i termos tomados n a nEs
alares Espe
iais
z∗ Conjugado 
omplexo de z
π(i) i-ésimo elemento da permutação do 
onjunto

{1, 2, · · · , k} ⊂ N

K Fator de Ri
e
nT Número de antenas transmissoras
nR Número de antenas re
eptoras
PT Potên
ia máxima de transmissão
Ω Potên
ia média dos elementos da matriz do 
anal
ρ Relação sinal-ruído
C Capa
idade de um 
anal 
om múltiplas antenas
C Capa
idade ergódi
a de 
anal
CnR×nT

Capa
idade ergódi
a de 
anal de ordem nR × nT

Cup Limitante superior de um 
anal MIMO 
om desvane
imentode Ri
e
C intup Limitante superior de um 
anal MIMO 
om desvane
imentode Ri
e 
ujo valor está 
ompreendido entre C e Cup, isto é,

C ≤ C intup ≤ Cup
Clo e Clo(2) Limitantes inferiores de um 
anal MIMO 
om desvane
i-mento de Ri
e
n! Fatorial de n(
m

n

) Número binomial, (m
n

)
=

m!

n!(m− n)!Vetores e Matrizes
x Vetor x
[x] = (x[1], x[2], · · · , x[n]) Vetor obtido de x = (x1, x2, · · · , xn) por reordenação de
res-
ente das 
oordenadas, isto é, x[1] ≥ · · · ≥ x[n]

1 Vetor 
ujas 
oordenadas são todas iguais a 1, isto é,
1 = (1, 1, · · · , 1)

π(x) Vetor permutação das 
oordenadas de x

||x|| Norma eu
lidiana do vetor x
X Matriz X



X = [xij ] Representação de uma matriz X 
om relação as suas en-tradas
In Matriz identidade de ordem n× n

XT Matriz/vetor transposta de X

XH Matriz/vetor transposta 
onjugada de X

X−1 Matriz inversa de X

X1/2 Matriz raiz quadrada de X

X⊗Y Produto de Krone
ker
vec (X) Vetor obtido por empilhamento das 
olunas da matriz X
H Matriz de 
anal MIMO de ordem nT × nR

Hw Matriz de 
anal do tipo Rayleighdiag (x) Matriz diagonal 
ujos elementos da diagonal prin
ipal sãoas 
oordenadas do vetor x
Rx Matriz de 
ovariân
ia de um vetor aleatório x

RH Matriz de 
ovariân
ia do 
anal MIMO
RTx Matriz de 
ovariân
ia no transmissor
RRx Matriz de 
ovariân
ia no re
eptor
d (X) Vetor 
ujas 
oordenadas são os elementos da diagonal prin-
ipal da matriz quadrada X

λ(X) Vetor 
ujas 
oordenadas são os autovalores da matriz her-mitiana X

det (X) Determinante da matriz X
posto (X) Posto da matriz X
tr (X) Traço da matriz X
x ≤ y xi ≤ yi, para i = 1, 2, · · · , n. Sendo x, y ∈ Rn e

x = (x1, x2, · · · , xn) e y = (y1, y2, · · · , yn)
x ≺ y Operação de majorização: o vetor x é majorizado por yEstatísti
a e Distribuições
X Variável aleatória X
E{X} ou µX Esperança da variável aleatória X
EX{f(X)} Esperança da variável aleatória Y = f(X) 
om respeito a X
var (X) Variân
ia da variável aleatória X
cov (X, Y ) Covariân
ia entre as variáveis X e Y
EX{f(X)} Esperança da variável aleatória Y = f(X) 
om respeito a X



pR(·) Função densidade de probabilidade da variável aleatória R
X ∼ N (µ, σ2) Variável gaussiana de média µ e variân
ia σ2

x ∼ CN (µ, Σ) Vetor aleatório x ∈ Cn×1 gaussiano 
omplexo 
ir
ularmentesimétri
o de vetor-média µ ∈ Cn×1 e matriz de 
ovariân
ia
Σ de ordem n× n

X ∼ CN (Λ, Φ⊗Ω) Matriz aleatória X ∈ Cm×n gaussiana 
omplexa 
ir
ular-mente simétri
a de matriz-média Λ ∈ Cn×1 e matriz de 
o-variân
ia Φ⊗Ω de ordem mn×mnFunções e outros operadores
exp (·) Função exponen
ial
logb (·) Função logarítmi
a de base b
max {·} Função máximo
(x)+ max {x, 0}
min {·} Função mínimo
| · | Valor absoluto de um es
alar
H(·) Entropia
H(·|·) Entropia 
ondi
ional
I(· ; ·) Informação mútua
I0(·) Função de Bessel modi�
ada de primeira espé
ie de ordemzero
MX(·) Função geradora de momentos da variável aleatória XOutros símbolos
≈ Aproximadamente igual a ...
△

= De�nido por ...
≪ Muito menor que ...
2 Final de demonstração de teorema
� Final de exemplo
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CAPÍTULO 1
INTRODUÇ�O

Desde a primeira transmissão via rádio, as 
omuni
ações sem �o tiveram uma evoluçãonotável. De um modo geral, as te
nologias sem �o 
onvergem basi
amente para osmesmos objetivos: transmitir o máximo de informação, num 
urto período de tempo e
om melhor qualidade possível. Nesse sentido, tivemos grandes avanços na modulação,
odi�
ação e pro
essamento de sinais para maximizar a e�
iên
ia espe
tral e mantendo aprobabilidade de erro tão pequena quanto se queira. No entanto, esta e�
iên
ia espe
tralé limitada pela 
apa
idade de Shannon (e�
iên
ia espe
tral máxima) (SHANNON, 1948,1949).Portanto, uma das formas para se medir o rendimento de um 
anal é através da 
a-pa
idade, a qual representa o máximo de e�
iên
ia espe
tral. Desta forma, a utilização demúltiplas antenas no transmissor e no re
eptor, 
hamada 
omumente de MIMO (multiple-input multiple-output), ganhou rapidamente popularidade, devido prin
ipalmente aos tra-balhos de Winters (1987), Telatar (1999) e Fos
hini e Gans (1998), os quais propuserammelhorias de desempenho na 
apa
idade do 
anal de Rayleigh sem aumentar a potên
iade transmissão ou a largura de banda utilizada, situações estas, não propor
ionadas pelossistemas SISO (Single-Input Single-Output).Foi Winters (1987), portanto, na dé
ada de 1990, quem prop�s expressões matemáti-
as para a 
apa
idade de sistema MIMO equivalentes às expressões desenvolvidas porShannon (1948, 1949) para os 
anais SISO. Em seu trabalho, ele desta
ou a importân
iados autovalores da matriz de potên
ia do 
anal no 
ál
ulo da 
apa
idade e mostrou 
omo



1 Introdução 21estes se rela
ionam diretamente 
om as 
ara
terísti
as físi
as do 
anal em questão.No entanto, mesmo 
om o resultado da fórmula da 
apa
idade 
onhe
ido e depen-dendo do tipo de 
anal ou do 
enário, em termos 
omputa
ionais, por exemplo, �
a pormuitas vezes inviável a implementação de tal resultado, devido em geral a 
omplexidadeda referida fórmula. Desta forma, bus
am-se limitantes inferior e/ou superior, os quaispropor
ionam aproximações à 
apa
idade.Por sua vez, não é tarefa simples a obtenção de expressões fe
hadas para tais limi-tantes. Além disso, se as expressões obtidas forem tão 
omplexas quanto à 
apa
idade emquestão, em termos práti
os, pode ser que não se apresente nenhum ganho ou vantagemem 
onsiderar uma ou outra situação.Na literatura, no 
aso do 
anal 
om desvane
imento de Ri
e, que é o fo
o desta dis-sertação, existem importantes trabalhos em se tratando da determinação de limitantespara a 
apa
idade. Por exemplo, M
kay e Collings (2005) e Jin, Gao e You (2007) obtémlimitantes à 
apa
idade no 
aso de um 
anal MIMO espa
ialmente 
orrela
ionado 
on-siderando as seguintes hipóteses: o posto da matriz da 
omponente de linha de visada(LOS, do inglês) é igual a 1; o re
eptor tem perfeito 
onhe
imento dos estados do 
anal(CSI, do inglês) e o transmissor não dispõe de CSI. Por sua vez, Jayaweera e Poor (2005),seguindo basi
amente as mesmas 
ondições, abordam a situação em que os elementos damatriz são des
orrela
ionados. Enquanto, Lebrun et al. (2006) tratam de 
asos assintóti-
os.No entanto, grande parte destes trabalhos, dentre outros que tratam de expressõesfe
hadas à limitantes de 
apa
idade, envolvem geralmente em seus desenvolvimentos amatriz de potên
ia do 
anal, a partir da distribuição não-
entral de Wishart (JAYAWEERA;POOR, 2005), a qual tem um tratamento matemáti
o 
omplexo, prin
ipalmente, no quese refere a obtenção da função densidade de probabilidade 
onjunta dos autovalores detal matriz (FRAIDENRAICH.; LEVEQUE; CIOFFI, 2008).Em Zhong, Wong e Jin (2009), apresentam um método alternativo, via teoria demajorização, o qual permite a obtenção de limitantes sem que seja ne
essário o uso diretoda distribuição não-
entral de Wishart.Portanto, seguindo a proposta de Zhong, Wong e Jin (2009), esta dissertação tem
omo objetivo a obtenção de limitantes inferior e superior de um 
anal de desvane
imentode Ri
e, admitindo-se que a matriz da 
omponente de linha de visada tem posto nãoex
edente a quantidade mínima entre o número de antenas transmissoras e re
eptoras.
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ontribuições 22Além disso, 
onsidera-se que apenas o re
eptor tem perfeito 
onhe
imento dos estados do
anal.1.1 Organização da dissertação e 
ontribuiçõesO presente trabalho está estruturado em 
apítulos, os quais en
ontram-se organizadosda seguinte forma:Capítulo 2: Introdução aos Sistemas MIMONeste 
apítulo são revisados alguns fundamentos relativos a sistemas MIMO dandoênfase ao estudo da 
apa
idade do 
anal. Além disso, são feitos breves 
omentários arespeito das 
ara
terísti
as gerais de propagação levando-se em 
onsideração os 
anais
om desvane
imento de Rayleigh e de Ri
e.Capítulo 3: Teoria de MajorizaçãoApresentação de 
on
eitos e resultados bási
os relativos à teoria de majorização, tais
omo: relação de majorização entre vetores, matriz duplamente esto
ásti
a, a de�nição defunção S
hur-
�n
ava e S
hur-
onvexa, a 
ondição de S
hur a qual permite 
ara
terizarse uma determinada função é S
hur-
�n
ava ou S
hur-
onvexa, dentre outras 
ondições.Além disso, é apresentado um 
onjunto de apli
ações para ilustrar a poten
ialidade daferramenta, sendo estas 
omumente en
ontradas em problemas de 
omuni
ação sem �o.As prin
ipais 
ontribuições1 neste 
apítulo se referem a formulação de teoremas rela-
ionando teoria de majorização 
om problemas de otimização. Este estudo faz parte de umtrabalho a
eito no International Tele
ommuni
ations Symposium 2010 (ITS 2010) 
omo título: A (Very) Brief Survey on Optimization Methods for Wireless Communi
ationSystems. Uma outra 
ontribuição se refere a obtenção de limitantes à 
apa
idade ergódi
ade um determinado 
anal MIMO apli
ando-se o estudo de majorização esto
ásti
a.Capítulo 4: Aproximações e Limitantes à Capa
idade Ergódi
aNeste 
apítulo, via teoria de majorização, são apresentados limitantes, inferior e su-perior, à 
apa
idade ergódi
a de um determinado 
anal de desvane
imento de Ri
e, bem1Os resultados do presente estudo, apresentados 
omo teoremas, en
ontram-se desta
ados ao longo dotexto.
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omo, aproximações à 
apa
idade em alto e baixo regime da relação sinal-ruído. A es-trutura deste 
apítulo é dada em termos de teoremas, no entanto, 
om o objetivo de
omprovar a análise feita matemati
amente, são apresentados alguns resultados de simu-lação 
omputa
ional e 
omparações 
om resultados já 
onsagrados da literatura.Capítulo 5: Con
lusões e Perspe
tivasAlém das 
on
lusões, este 
apítulo é dedi
ado a perspe
tivas e trabalhos futuros rela-
ionados a esta dissertação. Apêndi
e ANeste apêndi
e, são detalhados alguns resultados de teoria de majorização dis
utidosno Capítulo 3. Apêndi
es B e CCom a �nalidade de deixar mais 
laro o entendimento do 
apítulo 4, o qual apresentateoremas não demonstrados em sua totalidade, tais apêndi
es 
omplementam tais provas.
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CAPÍTULO 2
INTRODUÇ�O AOS SISTEMAS MIMO
Este 
apítulo pro
ura dis
orrer sobre os prin
ipais 
on
eitos utilizados no modelo pro-posto nesta dissertação. Ini
ialmente, 
onsidera-se um breve estudo sobre o 
analMIMO de uma forma geral. Na sequên
ia, realiza-se uma análise determinísti
a e esto
ás-ti
a da 
apa
idade do 
anal, tomando-se 
omo referên
ia a teoria da informação (COVER;THOMAS, 1991). Em seguida, é estudada a 
apa
idade nas situações em que o transmis-sor não possui informação a
er
a do 
anal de propagação e quando apenas o transmissordispõe desta informação. Posteriormente, abordam-se os modelos analíti
os usualmenteestudados na literatura: o modelo independente e identi
amente distribuído (i.i.d.) e ode Krone
ker. Por �m, analisa-se algumas 
ara
terísti
as dos 
anais 
om desvane
imentode Rayleigh e de Ri
e.2.1 O sistema MIMOEm um sistema MIMO 
om nT antenas de transmissão e nR antenas de re
epção,
nTnR sub
anais são gerados entre o transmissor e o re
eptor. A matriz de resposta aoimpulso H(τ, t) de um 
anal MIMO é expressa da seguinte forma (PAULRAJ; NABAR;GORE, 2003):
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H(τ, t) =




h1,1(τ, t) h1,2(τ, t) · · · h1,nT
(τ, t)

h2,1(τ, t) h2,2(τ, t) · · · h2,nT
(τ, t)... ... . . . ...

hnR,1(τ, t) hnR,2(τ, t) · · · hnR,nT
(τ, t)



. (2.1)sendo que, 
ada um dos números 
omplexos hij(τ, t) representa a resposta impulsivavariante no tempo entre a j-ésima antena transmissora e a i-ésima antena re
eptora.A relação entrada-saída do sistema tem o seguinte modelo matemáti
o:

y(t) =

∫

τ

H(τ, t)x(τ − t) dτ + n(t) = H(τ, t) ∗ x(t) + n(t) (2.2)em que, y(t) = [y1(t) y2(t) · · · ynR
(t)]T ∈ CnR×1, é o vetor de símbolos re
ebidos duranteum dado uso do 
anal, x(t) = [x1(t) x2(t) · · ·xnT

(t)]T ∈ CnT×1 é o vetor de símbolostransmitidos por 
ada antena, n(t) = [n1(t) n2(t) · · ·nnR
(t)]T ∈ CnR×1 é o vetor ruídogaussiano bran
o e, por �m, o símbolo ∗ representa o operador 
onvolução. Se o 
anal éinvariante no tempo, a matriz do 
anal depende apenas do atraso, assim, H(τ, t) = H(τ)e a Equação (2.2) �
a simpli�
ada por:

y(t) =

∫

τ

H(τ)x(τ − t) dτ + n(t) = H(τ) ∗ x(t) + n(t). (2.3)2.1.1 Modelo de 
anal MIMOConsiderando que o 
anal apresenta um 
omportamento 
onstante na frequên
ia, tem-se H(τ) = H e, portanto, a Equação (2.3) �
a apenas 
om a seguinte representaçãomatri
ial (OESTGES; CLERCKX, 2007)
y(t) = Hx(t) + n(t). (2.4)Desta forma, a saída no sistema no instante t não depende de tempos passados e os índi
estemporais podem ser eliminados da Equação (2.4), �
ando apenas

y = Hx+ n. (2.5)
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idade de um sistema MIMO 26A Figura 1 ilustra um modelo MIMO arbitrário nR × nT .

PSfrag repla
ements

h11

h21hnR1

h12
h22

hnR2

h1nT

h2nT

hnRnT

x1

x2...
xnT

y1

y2...
ynRTransmissor Re
eptor

Figura 1: Representação de um 
anal MIMO nR × nT .2.2 Capa
idade de um sistema MIMOPara o estudo de 
apa
idade que se segue, um 
anal MIMO sem memória será dadopor
y = Hx+ n, (2.6)sendo Rx = E

{
xxH

} a matriz de 
ovariân
ia do vetor de símbolos transmitidos, em que
E{·} é o operador esperança. A potên
ia total é limitada pela 
onstante PT independen-temente do número de antenas transmissoras. Além disso, serão a
res
idas as seguintes
ondições: as entradas da matriz do 
anal H são variáveis aleatórias gaussianas 
ir
ular-mente simétri
as, o vetor ruído tem distribuição n ∼ CN (0, Rn), isto é, também segueuma distribuição gaussiana 
omplexa 
ir
ularmente simétri
a 
ujo vetor-média é nulo ematriz de 
ovariân
ia é dada por Rn, por �m, os vetores de símbolos transmitidos e ruídosão 
onsiderados independentes.Do ponto de vista da teoria da informação, a de�nição da 
apa
idade do 
anal apre-sentado no modelo em (2.6) é dada por (COVER; THOMAS, 1991):

C = max
p(x)

I(x;y) (2.7)em que x e y são variáveis aleatórias representando, respe
tivamente, a entrada e a saídado 
anal e I(x;y) representa a informação mútua entre x e y. A Equação (2.7) diz que ainformação mútua é maximizada sobre todas as possíveis distribuições estatísti
as p(x).Sendo H(·) a entropia, que representa a medida da quantidade média de informação que



2.2 Capa
idade de um sistema MIMO 27uma variável aleatória 
ontém, a informação mútua I(x;y) pode ser representada emfunção da entropia 
omo segue
I(x;y) = H(y)−H(y|x), (2.8)em que H(y|x) indi
a a entropia 
ondi
ional entre as variáveis x e y. Desta forma, ainformação mútua entre os vetores de entrada e saída do sistema depende das propriedadesdo 
anal que rela
iona x e y e das propriedades de x através da distribuição p(x).Dado que os vetores x e n são assumidos independentes, tem-se H(n|x) = H(n), alémdisso

I(x;y) = H(y)−H(y|x)
= H(y)−H(Hx+ n|x)
= H(y)−H(n|x)
= H(y)−H(n).

(2.9)
Portanto, da Equação (2.9) 
on
lui-se que a maximização da informação mútua I(x,y)se restringe à maximização da entropia H(y) (PAULRAJ; NABAR; GORE, 2003).A entropiaH(y), no entanto, é maximizada, para uma variável �xa, quando y for umadistribuição gaussiana 
omplexa 
ir
ularmente simétri
a de média zero. Por outro lado,admitindo-se y ∼ CN (0,Ry), esta 
onsideração impli
a que o vetor de símbolos transmi-tidos x também segue uma distribuição gaussiana de média nula, isto é, x ∼ CN (0,Rx)(PAULRAJ; NABAR; GORE, 2003). Diante destas hipóteses, a matriz de 
ovariân
ia de y édada por:

Ry = E

{
(Hx+ n) (Hx+ n)H

}

= E
{
HxxHHH

}
+ E

{
nnH

}

= HRxH
H +Rn.

(2.10)Além disso, as entropias dos vetores y e n são expressas por (PAULRAJ; NABAR; GORE,2003)
H(y) = log2 [det (πeRy)] (2.11)
H(n) = log2 [det (πeRn)] . (2.12)
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idade de um sistema MIMO 28Portanto,
I(x;y) = H(y)−H(n)

= log2 [det (πeRy)]− log2 [det (πeRn)]

= log2

[
det (πeRy)

det (πeRn)

]

= log2
[
det
(
RyR

−1
n

)]

= log2
[
det
((
HRxH

H +Rn

)
R−1

n

)]

= log2
[
det
(
HRxH

HR−1
n + InR

)]

(2.13)
Diante do resultado anterior, a 
apa
idade do 
anal MIMO de (2.7) é dada por

C = max
tr (Rx)≤PT

{
log2

[
det
(
InR

+HRxH
HR−1

n

)]} bps/Hz. (2.14)2.2.1 Transmissor sem informação do 
anal MIMOQuando o transmissor não tem informação dos estados de 
anal (CSI, do inglês),geralmente 
onsidera-se que a distribuição de potên
ia é uniforme a partir das nT ante-nas transmissoras. A matriz de 
ovariân
ia do sinal transmitido Rx pode ser es
olhidaestatisti
amente não-preferen
ial à qualquer sub
anal, isto é, Rx = PT

nT
InT

(CAVALCANTE;CAVALCANTI; FREITAS JR., 2008). Considerando-se que o ruído é des
orrela
ionado em
ada ramo de re
epção, então a respe
tiva matriz de 
ovariân
ia é dada por Rn = σ2InR
,sendo σ2 a variân
ia do ruído n. Diante destas 
onsiderações, a 
apa
idade do 
analMIMO dada pela Equação (2.14), sem CSI no transmissor, �
a determinada da seguinteforma

C = log2

[
det

(
InR

+
PT

σ2nT
HHH

)] bps/Hz (2.15)ou simplesmente,
C = log2

[
det

(
InR

+
ρ

nT
HHH

)] bps/Hz. (2.16)sendo ρ = PT

σ2
a relação sinal-ruído (SNR) em 
ada ramo da re
epção.A partir dos resultados (2.15) ou (2.16), observa-se que a 
apa
idade do 
anal dependeda matriz semi-de�nida positiva e hermitiana HHH ∈ CnR×nR. Pelo teorema espe
tral,esta matriz é diagonalizável (HORN; JOHNSON, 1985), isto é, existe uma matriz unitária

U de ordem nR × nR tal que HHH = UΛUH , sendo Λ uma matriz diagonal formada
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idade de um sistema MIMO 29pelos autovalores de HHH que são todos não-negativos e, sem perda de generalidade
onsidera-se que λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λnR
. Em termos simbóli
os, esta matriz é representadada seguinte maneira: Λ = diag {λ1, λ2, · · · , λnR

}.A 
apa
idade (2.15) �
a, portanto, expressa por
C = log2

[
det

(
InR

+
PT

σ2nT
UΛUH

)]
. (2.17)Ao assumir que o posto da matriz do 
anal é igual a r, ou seja, posto (H) = r,seguem-se os seguintes resultados (HORN; JOHNSON, 1985)(i) r ≤ min {nT , nR}(ii) λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr > 0(iii) λr+1 = λr+2 = · · · = λnR

= 0.Pelo fato da matriz U ser unitária e det (Im +AB) = det (In +BA) para quaisquerque sejam as matrizes A e B de ordens m× n e n×m, respe
tivamente, a igualdade em(2.17) torna-se
C = log2

[
det

(
InR

+
PT

σ2nT
Λ

)]
. (2.18)Por sua vez,

det

(
InR

+
PT

σ2nT
Λ

)
=

nR∏

i=1

(
1 +

PT

σ2nT
λi

)
=

r∏

i=1

(
1 +

PT

σ2nT
λi

) (2.19)assim, a 
apa
idade do 
anal MIMO, sem CSI no transmissor, é expressa por:
C =

r∑

i=1

log2

[
1 +

PT

σ2nT
λi

]
. (2.20)Portanto, a 
apa
idade do 
anal MIMO é o somatório das 
apa
idades de r 
anaisSISO independentes, em que os ganhos de 
anal SISO são os autovalores da matrizHHH e
uja potên
ia total é distribuída uniformemente por 
ada antena transmissora (PAULRAJ;NABAR; GORE, 2003). Além disso, 
omo o ganho de 
apa
idade depende dos autoval-ores da matriz HHH , então se estes apresentarem valores pequenos ou nulos, pode serimpossível a transmissão num 
anal SISO asso
iado.



2.2 Capa
idade de um sistema MIMO 302.2.2 Transmissor 
om informação do 
anal MIMONo 
aso em que o transmissor tem informação sobre o 
anal de propagação, o estudoda 
apa
idade �
a dependendo da transformação do 
anal MIMO em sub
anais SISOparalelos 
omo será des
rito a seguir.No que diz Biglieri et al. (2007), primeiramente, faz-se a de
omposição em valoressingulares (SVD, do inglês) da matriz H
H = UΣVH . (2.21)sendo que, U ∈ CnR×nR e V ∈ CnT×nT são matrizes unitárias, enquanto Σ ∈ R

nR×nT

+ éuma matriz diagonal representada da seguinte forma (PAULRAJ; NABAR; GORE, 2003)
Σ =

[
D 0

0 0

] (2.22)
om D = diag{σ1, σ2, · · · , σr} ∈ R
r×r
+ e σi = √

λi. Em seguida, pré-multipli
a-se o sinalentrada x̃ pela matriz V, depois pós-multipli
a-se o sinal de saída y do 
anal por UH ,
onforme ilustra o esquema abaixo.PSfrag repla
ements
x̃

x = Vx̃
x

y = Hx+ n
y

ỹ = UHy
ỹFigura 2: Representação da de
omposição de um 
anal MIMO 
om CSI no transmissor.Diante destas hipóteses, o vetor ỹ ∈ CnR×1 �
a determidado por

ỹ = UHy

= UH (Hx+ n)

= UH
(
UΣVH (Vx̃) + n

)

= Σx̃+UHn

= Σx̃+ ñ

(2.23)
em que ñ = UHn. Como x = Vx̃, nota-se que:(i) E{||x||2} = E{||x̃||2}(ii) posto (Rx) = posto (Rx̃), pois Rx = VRx̃V

H .Além disso, desde que U é unitária e n ∼ CN (0, σ2InR
), o vetor ñ segue a mesma
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idade de um sistema MIMO 31distribuição de n, isto é, ñ ∼ CN (0, σ2InR
) (BIGLIERI et al., 2007). Agora usando-se o fatode que Σ é uma matriz diagonal, a Equação (2.23) pode ser de
omposta em r sub
anaisSISO paralelos da forma

ỹi =
√
λi x̃i + ñi, i = 1, 2, · · · , r. (2.24)A 
apa
idade do 
anal MIMO é a soma das 
apa
idades individuais dos r sub
anaisSISO paralelos e é expressa por (PAULRAJ; NABAR; GORE, 2003)

C =
r∑

i=1

log2

[
1 +

piPT

σ2nT
λi

] (2.25)sendo os 
oe�
ientes de ponderação pi = E{|x̃i|2} (i = 1, 2, · · · , r) e ∑r
i=1 pi = nT .2.2.3 Transmissor 
om informação do 
anal MIMO: 
aso da potên-
ia ótimaConforme visto anteriormente, a equação (2.25) 
orresponde à 
apa
idade do 
analMIMO 
om CSI no transmissor, porém, não ne
essariamente, esta 
apa
idade é máxima.Contudo, para o estudo da otimalidade da 
apa
idade, 
onsidera-se C 
omo uma funçãoreal 
ujo domínio é o 
onjunto das r-uplas de 
oe�
ientes de ponderação obtidos de 
adamatriz de 
ovariân
ia dos vetores de símbolos transmitidos. Assim, para 
ada vetor x̃transmitido, tem-se uma matriz Rx̃ de posto r que de�ne uma r-upla 
orrespondentede 
oe�
ientes de ponderação. Com estas 
onsiderações, tem-se o seguinte problema deotimização não-linear (PAULRAJ; NABAR; GORE, 2003)

max
{pk}rk=1

{
r∑

i=1

log2

[
1 +

piPT

σ2nT
λi

]}
,sujeito a r∑

i=1

pi = nT .

(2.26)No entanto, este é um problema de otimização 
onvexa, pois a função objetivo e a re-strição são funções 
�n
avas. Desta forma, garante-se a existên
ia de um ponto ótimo
popt = (popt1 , p

opt
2 , · · · , poptr

) que maximiza a função objetivo (BOYD; VANDENBERGHE,2004). Ao resolver o problema (2.26) pelo método dos multipli
adores de Lagrangeen
ontra-se
p
opt
i =

(
µ− nTσ

2

PTλi

)+

, i = 1, 2, · · · , r. (2.27)



2.2 Capa
idade de um sistema MIMO 32em que µ é uma 
onstante 
hamada de nível d'água e (x)+ = max {x, 0} (BIGLIERIet al., 2007). Noutras palavras, 
onsiderando-se os r sub-
anais paralelos, e que 
adaum apresenta um nível de potên
ia 
omum µ, o 
ál
ulo dos 
oe�
ientes de ponderação
p
opt
i , operação denominada de water-�lling, é traduzida pela seguinte relação (PAULRAJ;NABAR; GORE, 2003; BIGLIERI et al., 2007):

σ2nT

PTλ1
+ p

opt
1 =

σ2nT

PTλ2
+ p

opt
2 = · · · = σ2nT

PTλr
+ poptr = µ. (2.28)No entanto, se σ2nT

PTλi
≥ µ, então o 
oe�
iente de ponderação asso
iado é nulo. Portanto,da Equação (2.28), 
on
lui-se que 
anais 
om maior ganho λi re
ebem mais potên
ia,enquanto que 
anais 
om pior ganho re
ebem menos potên
ia. A Figura 3 ilustra oprin
ípio do algoritmo water-�lling.PSfrag repla
ements

p
opt
1

nT σ
2

PTλ1

p
opt
2

nT σ
2

PTλ2

p
opt
3

nT σ
2

PTλ3

· · ·

nTσ
2

PTλr−1

nT σ
2

PTλr

µ

Figura 3: Prin
ípio do algoritmo water-�lling.2.2.4 Capa
idade Ergódi
aQuando o 
anal MIMO apresenta-se 
omo matriz aleatória, também 
hamada de
anal esto
ásti
o, impli
a que a 
apa
idade do 
anal também é uma variável aleatória.Neste 
aso, quando 
ada sub
anal 
orresponde a uma realização independente de H, a
apa
idade ergódi
a ou 
apa
idade de Shannon, representa a média da taxa de informaçãosobre as distribuições dos elementos do 
anal. Noutros termos, a 
apa
idade ergódi
a éa máxima informação mútua sobre todos os estados do 
anal e é dada por (PAULRAJ;
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anais MIMO 33NABAR; GORE, 2003; CAVALCANTE; CAVALCANTI; FREITAS JR., 2008):
C = E

{
max

p(x) : tr (Rx)≤PT

I(x;y)

}
. (2.29)Os resultados das respe
tivas 
apa
idades são semelhantes em se tratando de ma-triz do 
anal determinísti
a ou esto
ásti
a, assim, no 
aso do 
anal ser des
onhe
ido notransmissor a 
apa
idade ergódi
a é dada por

C = E

{
r∑

i=1

log2

[
1 +

PT

σ2nT
λi

]}
, (2.30)e quando transmissor 
onhe
e perfeitamente toda informação sobre o 
anal, tem-se

C = E

{
r∑

i=1

log2

[
1 +

piPT

σ2nT
λi

]}
. (2.31)No entanto, no 
aso da 
apa
idade máxima 
om CSI no transmissor, a 
apa
idade ergódi
aé

Copt = E

{
r∑

i=1

log2

[
1 +

p
opt
i PT

σ2nT
λi

]}
, (2.32)sendo popti obtido pelo problema de otimização 
onvexa (2.26).2.3 Modelo analíti
os de 
anais MIMOOs modelos analíti
os (não-físi
os) são baseados em parâmetros estatísti
os do 
analde propagação. A modelagem estatísti
a do 
anal pro
ura estabele
er apenas as relaçõesmatemáti
as entre os parâmetros e as estatísti
as destes parâmetros e, em geral, sãomodelos propí
ios à simulação e propor
ionam uma 
ara
terização pre
isa do 
anal nassituações para as quais os parâmetros foram determinados (ALMERS et al., 2007). Por outrolado, estes modelos apresentam uma visão limitada das 
ara
terísti
as de propagaçãodos 
anais MIMO e dependem do equipamento de medição, da largura de banda, da
on�guração dos arranjos das antenas e da altura destas (CAVALCANTE; CAVALCANTI;FREITAS JR., 2008). Dentre os modelos analíti
os existentes, para modelagem do 
analMIMO, o presente trabalho dará destaque aos modelos (ALMERS et al., 2007):

◮ i.i.d. (independente e identi
amente distribuído);
◮ Krone
ker.
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os de 
anais MIMO 34Estes modelos inserem em seus desenvolvimentos a matriz
RH = E

{
vec (H) vec (H)H

}
∈ C

nRnT×nRnT (2.33)
hamada matriz de 
orrelação do 
anal a qual é hermitiana e semi-de�nida positiva (YU etal., 2004). De uma maneira geral, dada uma matriz A ∈ Cm×n tal que A = [a1 a2 · · ·an],o vetor vec (A) ∈ Cmn×1 é obtido pelo empilhamento da 
olunas de A, isto é,
vec (A) = [aT1 aT2 · · ·aTn ]T (HORN; JOHNSON, 1985).2.3.1 Modelo i.i.d.No modelo independente e identi
amente distribuído (i.i.d.), assume-se que não existenenhuma 
orrelação entre os sinais nas antenas transmissoras e nas antenas re
eptoras,desta forma a matriz de 
orrelação do 
anal MIMO é dada por RH = σ2InRnT

. Noutrostermos, os elementos da matrizH são des
orrela
ionados e estatisti
amente independentese, além disso, apresentam a mesma variân
ia σ2.O modelo i.i.d. 
onsiste apenas num parâmetro σ2 (potên
ia do 
anal) e é frequente-mente utilizado para 
onsiderações teóri
as na análise de sistemas MIMO. Este modelo ébastante simples mas só é válido para ambientes 
om elevado espalhamento multiper
urso(ALMERS et al., 2007).O modelo 
lássi
o de 
anal MIMO i.i.d., também 
hamado de espa
ialmente bran
o,é de�nido quando os elementos da matriz 
anal H possuem média zero, distribuição gaus-siana 
omplexa 
ir
ularmente simétri
a e variân
ia unitária, ou seja,
H ∼ CN (0, InR

⊗ InT
), sendo E{H} = 0 e RH = InR

⊗ InT
, em que o símbolo ⊗representa o produto de Krone
ker. Tradi
ionalmente, quando o 
anal é espa
ialmentebran
o, a matriz do 
anal é representada por Hw e esta é 
hamada de matriz espa
ial-mente bran
a ou simplesmente matriz bran
a (PAULRAJ; NABAR; GORE, 2003; ZARBOUTI;TSOULOS; KAKLAMANI, 2006).Considerando-se que os elementos de Hw são representados por h̃i, seguem-se abaixoalgumas propriedades estatísti
as da matriz bran
a (HAYKIN, 2001):
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E

{
h̃i

}
= 0, (2.34)

E

{
|h̃i|2

}
= 1, (2.35)

E

{
h̃ih̃

∗
j

}
= 0, se i 6= j, (2.36)

E

{
h̃∗s1 h̃

∗
s2
· · · h̃∗s

k
h̃t1 h̃t2 · · · h̃tp

}
= 0, se k 6= p, (2.37)

E

{
h̃∗s1 h̃

∗
s2
· · · h̃∗s

k
h̃t1 h̃t2 · · · h̃tp

}
=
∏k

i=1 E

{
h̃∗s

π(i)
h̃t

i

}
, se k = p. (2.38)sendo π uma permutação do 
onjunto {1, 2, · · · , k} ⊂ N e π(i) o i-ésimo elemento dapermutação.2.3.2 Modelo de Krone
kerNo 
aso dos elementos da matriz H serem 
orrela
ionados, o modelo de Krone
kermodela o 
anal pela equação (PAULRAJ; NABAR; GORE, 2003)

vec (H) = R
1/2
H ve
(Hw), (2.39)sendo Hw ∈ CnR×nT a matriz espa
ialmente bran
a e RH ∈ CnRnT×nRnT a matriz de
ovariân
ia do 
anal. De forma equivalente, este modelo propõe a obtenção da matrizdo 
anal, H, a partir de duas matrizes de 
orrelação, sendo uma para o transmissor,

RTx
= E

{
HHH

}
∈ C

nT×nT , e outra para o re
eptor, RRx
= E

{
HHH

}
∈ C

nR×nR, seas estatísti
as de desvane
imento no transmissor e no re
eptor forem assumidas indepen-dentes, 
onforme mostra a equação abaixo (YU et al., 2004)
H = R

1/2Rx

Hw

(
R

1/2Tx

)T
. (2.40)No entanto, as matrizes de 
orrelação RTx

e RRx
são semi-de�nidas positivas e hermi-tianas.De a
ordo 
om a Equação (2.40), é possível analisar o posto da matriz do 
anal emfunção dos postos das matrizes de 
orrelação no transmissor e re
eptor. De fato, peloteorema espe
tral, as matrizes RTx

e RRx
são diagonalizáveis, assim existem matrizesunitárias UT e UR tais que RTx

= UTDTU
H
T e RRx

= URDRU
H
R , em que DT e DR sãomatrizes diagonais formadas pelos autovetores das matrizes RTx
e RRx

, respe
tivamente.Como os elementos da matriz espa
ialmente bran
a são totalmente des
orrela
ionados,segue-se que esta matriz tem posto 
ompleto, isto é, posto(Hw) = min {nR, nT}. Desta
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anais MIMO 36forma, dois 
asos são 
onsiderados:
◮ posto (Hw) = nT ;
◮ posto (Hw) = nR.Para o primeiro 
aso, tem-se:

posto (H) = posto

(
R

1/2Rx

Hw

(
R

1/2Tx

)T)

≤ min

{
posto

(
R

1/2Rx

)
, posto

(
Hw

(
R

1/2Tx

)T)}

= min

{
posto

(
R

1/2Rx

)
, posto

((
R

1/2Tx

)T)}

= min
{
posto

(
R

1/2Rx

)
, posto

(
R

1/2Tx

)}

= min {posto (RRx
), posto (RTx

)}

(2.41)
Para o segundo 
aso, basta notar que

posto

(
R

1/2Rx

Hw

(
R

1/2Tx

)T)
≤ min

{
posto

(
R

1/2Rx

Hw

)
, posto

(
R

1/2Tx

)} (2.42)e
posto

(
R

1/2Rx

Hw

)
= posto

(
R

1/2Rx

)
= posto (RRx

). (2.43)Assim, o resultado segue análogo ao 
aso anterior. De fato,
posto (H) = posto

(
R

1/2Rx

Hw

(
R

1/2Tx

)T)

≤ min

{
posto

(
R

1/2Rx

Hw

)
, posto

((
R

1/2Tx

)T)}

= min
{
posto

(
R

1/2Rx

)
, posto

(
R

1/2Tx

)}

= min {posto (RRx
), posto (RTx

)}

(2.44)
Portanto, para qualquer situação tem-se,

posto (H) ≤ min {posto (RRx
), posto (RTx

)}, (2.45)isto é, o posto da matriz do 
anal �
a restrito ao mínimo entre os postos das matrizes de
orrelação do transmissor e re
eptor.Com as Equações (2.39) e (2.40), a matriz de 
orrelação do 
anal pode ser de
ompostanas duas matrizes de 
orrelação, RTx
e RRx

, da seguinte forma, (ZHANG; PALOMAR;
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RH = RTx

⊗RRx
. (2.46)Para tal, faz-se uso do resultado vec (AXB) =

(
BT ⊗A

)
vec (X), dentre outros rela
iona-dos ao produto de Krone
ker (HARVILLE, 2008), ou seja,

RH = E

{
vec (H) vec (H)H

}

= E

{
vec

(
R

1/2Rx

Hw

(
R

1/2Tx

)T)
vec

(
R

1/2Rx

Hw

(
R

1/2Tx

)T)H
}

= E

{(
R

1/2Tx

⊗R
1/2Rx

)
vec (Hw)

[(
R

1/2Tx

⊗R
1/2Rx

)
vec (Hw)

]H}

=
(
R

1/2Tx

⊗R
1/2Rx

)
E

{
vec (Hw) vec (Hw)

H
}(

R
1/2Tx

⊗R
1/2Rx

)H

=
(
R

1/2Tx

⊗R
1/2Rx

)(
R

1/2Tx

⊗R
1/2Rx

)

=
(
R

1/2Tx

R
1/2Tx

)
⊗
(
R

1/2Rx

R
1/2Rx

)

= RTx
⊗RRx

(2.47)
o que mostra o resultado em (2.46).2.4 Canal 
om desvane
imento de Ri
e e de Rayleigh2.4.1 Cara
terísti
as gerais de propagaçãoNa propagação no meio sem �o, o sinal transmitido pode 
hegar ao re
eptor atravésde muitos per
ursos (multiper
ursos ou multi
aminhos) e a origem destes multiper
ursosdeve-se a re�exões, refrações e difrações que originam múltiplas 
omponentes do sinal, tal
omo ilustra a Figura 4. Assim, o sinal re
ebido é 
onstituído por um número aleatóriode 
omponentes multiper
urso em que 
ada um tem amplitude, fase, desvio Doppler eatraso aleatórios. Além disso, se o transmissor ou re
eptor estiverem em movimento, essesfen�menos de propagação são variáveis no tempo e provo
arão desvane
imento (fading eminglês) que são variações na amplitude do sinal (HAYKIN; MOHER, 2008).Normalmente, o sinal está sujeito a dois tipos de variações:

◮ desvane
imento lento;
◮ desvane
imento rápido.
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PSfrag repla
ements Re
eptor
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EspalhamentoSombreamento
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Figura 4: Propagação multiper
urso.O desvane
imento lento, também 
onhe
ido 
omo sombreamento (shadowing em in-glês), é 
ausado por diferentes obstá
ulos de grandes dimensões en
ontrados entre trans-missor e re
eptor. No entanto, 
omo geralmente o ambiente não se altera brus
amente,num 
urto período de tempo, estas variações são 
onsideras lentas. O sombreamento émodelado por uma variável aleatória (v.a.) 
om distribuição log-normal (GOLDSMITH,2005).O desvane
imento rápido está asso
iado ao multiper
urso. Neste 
aso, 
om pequenasalterações no ambiente ou no posi
ionamento do re
eptor há uma variação rápida naamplitude do sinal num 
urto período de tempo. No entanto, quando o ambiente sem�o é 
ara
terizado por uma série de obstá
ulos que geram uma grande quantidade de
omponentes multiper
urso, ou seja, quando não há linha de visada (LOS, do inglês) entreo transmissor e o re
eptor, a envoltória do sinal re
ebido pode ser des
rita estatisti
amenteusando a distribuição de Rayleigh. Por outro lado, quando se tem linha de visada entreo transmissor e o re
eptor, o desvane
imento rápido é des
rito estatisti
amente por umadistribuição de Ri
e (ZARBOUTI; TSOULOS; KAKLAMANI, 2006).Na práti
a, para 
ada 
omponente multiper
urso, o ângulo de 
hegada é uniforme-mente distribuído no intervalo [0, 2π] e as 
omponentes em fase, I(t), e em quadratura,
Q(t) , são 
onsideradas independentes. Além disso, assume-se que estas 
omponentespossuem mesma variân
ia σ2.
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e e de Rayleigh 39A envoltória do sinal re
ebido é de�nida por (PROAKIS, 1983)
r(t) =

√
I(t)2 +Q(t)2, (2.48)e quando entre o re
eptor e o transmissor não existe LOS, esta segue a distribuição deRayleigh 
uja função densidade de probabilidade (pdf) é dada por

pRayleigh(z) =  z

σ2
exp

(
− z2

2σ2

)
, se z ≥ 0,

0, se z < 0.

(2.49)
Por sua vez, na presença de linha de visada, a envoltória segue a distribuição de Ri
e 
ujapdf é

pRi
e(z) =  z

σ2
exp

(
−z

2 + s2

2σ2

)
I0

(zs
σ2

)
, se z ≥ 0,

0, se z < 0,

(2.50)
em que, o parâmetro s ∈ R+ 
orresponde a potên
ia da 
omponente da linha de visadae I0(x) △

= 1
π

∫ π
0
exp (x cosφ) dφ é a função de Bessel modi�
ada de primeira espé
ie deordem zero. A potên
ia média do sinal re
ebido é dada por E{r2} = s2 + 2σ2, a qual serásimplesmente denotada pela 
onstante por Ω.De a
ordo 
om a Equação (2.50), quando s tende a zero, a distribuição de Ri
e tendepara a distribuição de Rayleigh, ou seja,

lim
s→0

pRi
e = pRayleigh . (2.51)Usualmente, a distribuição de Ri
e também é des
rita em termos de uma 
onstante
K de�nida por K = s2

2σ2
, 
hamada de fator de Ri
e, 
onforme mostra a seguinte pdf(GOLDSMITH, 2005)



2.4 Canal 
om desvane
imento de Ri
e e de Rayleigh 40
pRi
e(z) = 2(K + 1)

Ω
z exp

[
−(K + 1)z2

Ω
−K

]
I0

(
2z

√
K(K + 1)

Ω

)
, se z ≥ 0

0, se z < 0.(2.52)Neste 
aso, se K tende a zero, a distribuição Ri
e transforma-se na distribuição Rayleighe, se K → ∞, então o 
anal não possui desvane
imento.2.4.2 Canal 
om desvane
imento de RayleighSegundo Paulraj, Nabar e Gore (2003), a matriz do 
anal MIMO H = [hij ] ∈ CnR×nTé 
hamada de 
anal de Rayleigh quando:(H1) o modelo analíti
o 
onsiderado neste 
anal é i.i.d. (ver Seção 2.3.1);(H2) 
ada elemento hij segue uma distribuição gaussiana 
omplexa 
ir
ularmente simétri
a(H3) hij tem média nula e variân
ia unitária;(H4) a envoltória de 
ada elemento hij segue uma distribuição de Rayleigh.Do exposto a
ima, segue que 
ada um dos elementos hij não tem 
orrelação 
om os outros,além disso, a matriz do 
anal torna-se a matriz espa
ialmente bran
a, ou seja, H = Hw.Quando o número de antenas transmissoras é igual ao número de antenas re
eptoras,isto é, nT = nR = n, e 
onsiderando-se o 
aso assintóti
o n → ∞, a 
apa
idade ergódi
asobre o 
anal de Rayleigh torna-se determinísti
a e 
res
e linearmente 
om o númerode antenas para uma SNR �xa (PAULRAJ; NABAR; GORE, 2003). De fato, a 
apa
idadeergódi
a neste 
aso é dada pela Equação (2.29), ou seja,
C = E

{
log2

[
det
(
In +

ρ

n
HwH

H
w

)]}
. (2.53)Pela lei forte dos grandes números (LEON-GARCIA, 1994)para n→ ∞, isto impli
a que 1

n
HwH

H
w → In, (2.54)
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e e de Rayleigh 41assim, quando n→ ∞ segue que
C → log2 [In + ρIn] = log2 (1 + ρ)n = n log2 (1 + ρ), (2.55)o que prova o resultado.2.4.3 Canal 
om desvane
imento de Ri
eNo 
aso do 
anal de Ri
e, o sinal re
ebido é de
omposto em duas 
omponentes: uma
om relação a matriz de linha de visada e a outra a partir das re�exões dos multiper
ur-sos (KHALIGHI et al., 2001). Desta forma, se os elementos da matriz HRi
e são des
orrela-
ionados, o 
anal de Ri
e é modelado por:

HRi
e =√ ΩK

K + 1
H+

√
Ω

K + 1
Hw, (2.56)sendo H ∈ CnR×nT uma matriz determinísti
a, 
ujos elementos possuem potên
ia nor-malizada, K é o fator de Ri
e, a 
onstante Ω é a potên
ia média de 
ada elemento damatriz do 
anal e, por �m, Hw é a matriz espa
ialmente bran
a. Segundo Zarbouti etal. (ZARBOUTI; TSOULOS; KAKLAMANI, 2006), a matriz H é de�nida por

H = ejφ0




1 ejθ · · · ej(nT−1)θ

e−jθ 1 · · · ...... ... . . . ejθ

e−j(nR−1)θ e−j(nR−2)θ · · · 1




(2.57)
em que φ0 
orresponde mudança de fase do sinal na propagação da antena de transmissãopara a antena de re
epção 
orrespondente e θ é a mudança de fase entre os elementosvizinhos da matriz.Diante da Equação (2.56), observar-se que a esperança do 
anal de Ri
e é dada por
E{HRi
e} =

√
ΩK
K+1

H, além disso, 
om relação à matriz de 
ovariân
ia do 
anal tem-se
RHRi
e = Ω

K+1
InT

⊗ InR
. Com efeito, de�nindo cov (X, Y ) a 
ovariân
ia entre as v.a's
omplexas arbitrárias X e Y , sabe-se que (PAPOULIS, 1991)
cov (X, Y ) = E{XY ∗} − E{X}E{Y ∗}. (2.58)



2.4 Canal 
om desvane
imento de Ri
e e de Rayleigh 42Apli
ando este resultado aos elementos da matriz H, observemos que
cov (hij , hkl) = E{hijh∗kl} − E{hij}E{h∗kl}, (2.59)sendo

E{hijh∗kl} = E

{(√
ΩK
K+1

hij +
√

Ω
K+1

h̃ij

)
·
(√

ΩK
K+1

h
∗
kl +

√
Ω

K+1
h̃∗kl

)}

= ΩK
K+1

hijh
∗
kl +

Ω
K+1

E

{
h̃ij h̃

∗
kl

} (2.60)e
E{hij}E{h∗kl} = E

{√
ΩK
K+1

hij +
√

Ω
K+1

h̃ij

}
· E
{√

ΩK
K+1

h
∗
kl +

√
Ω

K+1
h̃∗kl

}

= ΩK
K+1

hijh
∗
kl.

(2.61)Assim,
cov (hij, hkl) =

Ω
K+1

E

{
h̃ij h̃

∗
kl

}
. (2.62)Desta forma, se i = k e j = l, tem-se E

{
h̃ij h̃

∗
kl

}
= E

{
|h̃ij|2

}
= 1 e, 
onsequentemente,

cov (hij , hij) = var (hij) =
ΩK
K+1

. Agora, no 
aso de i 6= k ou j 6= l, tem-se cov (hij , hkl) = 0.Diante destas 
onsiderações, a matriz de 
ovariân
ia do 
anal é dada por
RHRi
e = Ω

K + 1
InT

⊗ InR
. (2.63)Por sua vez, a matriz do 
anal segue uma distribuição gaussiana1 (JAYAWEERA; POOR,2005; JIN; GAO; YOU, 2007), ou seja,

HRi
e ∼ CN
(√

ΩK

K + 1
H,

Ω

K + 1
InT

⊗ InR

)
. (2.64)Situação semelhante o
orre quando os elementos da matriz do 
anal de Ri
e são
orrela
ionados, nesta análise tem-se (ZHANG; PALOMAR; OTTERSTEN, 2008)1Tal análise pode ser veri�
ada a partir da função geradora de momentos em 
ada elemento da matrizdo 
anal (MAGALH�ES, 2004).
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HRi
e =√ ΩK

K + 1
H+

√
Ω

K + 1
R

1/2Rx

Hw

(
R

1/2Tx

)T
, (2.65)sendo RRx

e RTx
as matrizes as matrizes de 
orrelação no re
eptor e no transmissor,respe
tivamente. Analogamente ao 
aso anterior, segue que (JIN; GAO; YOU, 2007)
HRi
e ∼ CN

(√
ΩK

K + 1
H,

Ω

K + 1
RTx

⊗ RRx

)
. (2.66)2.5 Con
lusões e sínteseComo o objetivo desta dissertação é estudar a 
apa
idade ergódi
a de um 
anal MIMO
om desvane
imento de Ri
e, este 
apítulo deteve-se em explorar os fundamentos rela-tivos a sistemas MIMO, 
om de�nições e modelos, dando ênfase ao estudo da 
apa
idadedo 
anal, bem 
omo as prin
ipais 
ara
terísti
as do 
anal de desvane
imento de Ri
e.Ademais, as notações utilizadas nas formulações de tais modelos, dentre outras, serãoutilizadas no restante deste trabalho.Parti
ularmente, analisando a 
apa
idade ergódi
a da Equação (2.31), a qual é obtidaquando o transmissor 
onhe
e perfeitamente toda informação sobre o 
anal, nota-se quetal expressão está em função dos autovalores de uma matriz hermitiana espe
í�
a. Ao
onsiderar, portanto, o referido resultado 
omo uma função real de várias variáveis eapli
ando-se a teoria de majorização, que será apresentada no próximo 
apítulo, estahipótese terá grande impa
to no 
apítulo 4.
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CAPÍTULO 3
TEORIA DE MAJORIZAÇ�O

A teoria de majorização foi desenvolvida a partir da expansão da teoria de inequaçõesmatemáti
as. A prin
ípio, esta teoria 
onsiste em estabele
er uma 
omparação en-tre dois vetores de Rn a partir da re-ordenação de
res
ente de suas 
oordenadas. Algunsresultados já eram 
onhe
idos, tais 
omo: a 
urva de Lorentz (1905), que 
onsiste emdeterminar 
omo as distribuições de renda ou riqueza podem ser 
omparadas a partir deuma determinada população; o prin
ípio de transferên
ia (1920) que também atuava no
ontexto de distribuição de renda; a desigualdade de Hadamard, apresentada por S
hurem 1923, dentre outros resultados (MARSHALL; OLKIN, 1979). Portanto, 
om o intuitode formalizar tais idéias, dentre outras, o livro Inequalities de Hardy, Littlewood e Pólyada dé
ada de 1930 , foi o primeiro a uni�
ar os assuntos existentes, apresentando, en-tão, de�nições, notações e o desenvolvimento de resultados dentro deste novo formalismomatemáti
o (HARDY; LITTLEWOOD; PÓLYA, 1934).A partir da publi
ação do trabalho de Hardy, Littlewood e Pólya (1934), o interessesobre o assunto foi se popularizando na 
omunidade 
ientí�
a e, naturalmente, outrosimportantes resultados foram surgindo. No ano de 1970, Marshall e Olkin do
umentaramalguns destes, num trabalho monográ�
o, de aproximadamente 100 páginas gerado a partirde dis
ussões o
orridas em seminários apresentados na Universidade de Cambridge nosanos de 1967 e 1968. Este do
umento foi expandido e originou em 1979 o livro Inequalities:Theory of Majorization and its Appli
ations, que é 
onsiderado a prin
ipal referên
ia noassunto (MARSHALL; OLKIN, 1979).



3 Teoria de Majorização 45A teoria de majorização apresenta interessantes resultados apli
ados à álgebra lin-ear, prin
ipalmente, envolvendo autovalores de matrizes reais e 
omplexas 
om relação àdesigualdades. Desta forma, esta se inseriu 
omo uma aliada à resolução de problemasde várias áreas do 
onhe
imento, in
lusive em sistemas de 
omuni
ação sem �o, que é ofo
o deste trabalho. Zhang, Palomar e Ottersten (2008) enumeram algumas apli
ações dateoria de majorização, em sistemas MIMO, 
om relação à problemas de otimização, tais
omo:
◮ minimização da soma ponderada de erros quadráti
os médios (MSEs, do inglês);
◮ minimização do produto de MSEs;
◮ maximização da soma ponderada de SNRs;
◮ maximização do produto de SNRs;
◮ maximização da média harm�ni
a de SNRs;
◮ minimização da taxa de erro de bit (BER) médio no 
aso de 
onstelações iguais,dentre outros.A prin
ipal 
ontribuição da teoria de majorização, em grande parte destes proble-mas, está na reformulação do problema ini
ial, ou seja, a partir de 
ertas manipulações,transforma-se um problema geralmente não-
onvexo em 
onvexo (PALOMAR; JIANG, 2006;PALOMAR; LAGUNAS; CIOFFI, 2004). Ademais, existem outras apli
ações em sistemasMIMO via teoria majorização. Por exemplo, Zhong, Wong e Jin (2009) obtém limi-tantes, inferior e superior, para a 
apa
idade ergódi
a no 
aso de um 
anal de distribuiçãoNakagami-m, Zhou et al. (2008) estudam o impa
to da 
orrelação espa
ial sobre a 
apa
i-dade ergódi
a de um 
anal MIMO. Outras apli
ações, portanto, podem ser en
ontradasem (PALOMAR; JIANG, 2006; JORSWIECK; BOCHE, 2007).O objetivo deste 
apítulo é, portanto, apresentar uma revisão da literatura sobre osprin
ipais aspe
tos da teoria de majorização, dando ênfase ao estudo matemáti
o en-volvido que, por sua vez, se apli
a aos sistemas de 
omuni
ação sem �o. Uma vez que aliteratura sobre o assunto, em geral, não está dire
ionada para os problemas de tele
omu-ni
ações, a
redita-se que esta revisão possa 
ontribuir 
om os trabalhos futuros sobre oassunto.Os fundamentos sobre a teoria de majorização, apresentados neste trabalho, estãobaseados em referên
ias que podem ser 
onsideradas 
lássi
as sobre o assunto: Inequalities:



3.1 De�nições e resultados bási
os 46Theory of Majorization and its Appli
ations de Marshall e Olkin (1979) e Matrix Analysisde Bhatia (1997).3.1 De�nições e resultados bási
osA relação de majorização ≺ permite 
omparar dois vetores x = (x1, x2, · · · , xn) e
y = (y1, y2, · · · , yn) de R

n a partir de suas 
oordenadas, para tal deve-se 
onsiderar osvetores [x] = (x[1], x[2], · · · , x[n]) e [y] =
(
y[1], y[2], · · · , y[n]

) também de Rn, obtidos de
x e y, respe
tivamente, por reordenação de suas 
oordenadas numa sequên
ia de
res
ente,isto é, x[1] ≥ x[2] ≥ · · · ≥ x[n] e y[1] ≥ y[2] ≥ · · · ≥ y[n]. Diz que o x é majorizado por y ouque y majoriza x, em que se es
reve x ≺ y, se as seguintes 
ondições forem satisfeitas:

k∑

i=1

x[i] ≤
k∑

i=1

y[i], 1 ≤ k ≤ n− 1, (3.1)
n∑

i=1

x[i] =
n∑

i=1

y[i]. (3.2)Noutras palavras, o vetor y majoriza x se as 
oordenadas de y são mais disper-sas ou �espalhadas� que as de x (MARSHALL; OLKIN, 1979). Além disso, estas 
oorde-nadas estão sujeitas à restrição de apresentarem mesmo somatório. Para ilustrar estade�nição, 
onsidera-se, por exemplo, os vetores x = (3; 3; 3; 3; 3), y = (5; 4; 3; 2; 1)e z = (7; 5; 2; 0, 8; 0, 2) de R5 , nota-se que as 
ondições (3.1) e (3.2) são satisfeitas e
x ≺ y ≺ z. A Figura 5 mostra, portanto, que as 
oordenadas de z apresentam 
omporta-mento mais �desordenado� que as de x e y respe
tivamente, e, por sua vez, as 
oordenadasde y são mais desordenadas que as do vetor x.PSfrag repla
ements

vetor x vetor y vetor z 0, 2
0, 81

22

33333 3

4

55

7

≺ ≺

Figura 5: Interpretação geométri
a de majorização de vetores.



3.1 De�nições e resultados bási
os 47No entanto, nem todos os vetores de R
n podem ser 
omparados via relação de ma-jorização, mesmo satisfazendo a 
ondição de igualdade da soma de suas 
oordenadas. Porexemplo, os vetores x = (1; 2; 3) e y = (3, 5; 1, 2; 1, 3), neste ∑3

i=1 x[i] =
∑3

i=1 y[i] = 6,porém x não majoriza y, pois x[1] < y[1], e y não majoriza x, já que x[1]+x[2] > y[1]+ y[2].Um outro fato interessante trata-se quando x ≺ y e y ≺ x. Neste porém, nãone
essariamente, impli
a que x = y, 
omo pode ser veri�
ado pelos vetores distintos
x = (1; 2; 3) e y = (3; 2; 1). Todavia, esta igualdade é satisfeita quando os vetoresperten
em ao 
onjunto 
onvexo Dn = {x ∈ Rn; x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn}1. A Figura 6 ilustraum 
onjunto A 
ontido em D2.PSfrag repla
ements

a

b

y = x

x = (a, b), a ≥ b

x

y

x

A

x ∈ A

Figura 6: Interpretação geométri
a de um 
onjunto 
ontido em D2.Notemos que, se x ≺ y e y ≺ x em A, então x = y. De fato, 
omo x = (x1, x2) e
y = (y1, y2) perten
em ao 
onjunto A, tem-se x1 ≥ x2 e y1 ≥ y2. Além disso, por x ≺ y,segue que

x1 ≤ y1, (3.3)
x1 + x2 = y1 + y2. (3.4)Por sua vez, por y ≺ x, tem-se

y1 ≤ x1, (3.5)
y1 + y2 = x1 + x2. (3.6)Analisando as inequações apresentadas em (3.3) e (3.5), obtém-se x1 = y1 e, 
onsequente-mente, da igualdade (3.4) segue que x2 = y2. Portanto, os vetores x e y são iguais.1Os detalhes a respeito destes resultados, en
ontram-se no Apêndi
e A.



3.1 De�nições e resultados bási
os 483.1.1 Propriedades bási
asA seguir são listadas algumas propriedades da relação de majorização, as quais sãobasi
amente 
onsequên
ias diretas da de�nição. Sejam, portanto, x = (x1, x2, · · · , xn),
y = (y1, y2, · · · , yn), z = (z1, z2, · · · , zn) e 1 = (1, 1, · · · , 1) vetores de Rn, segue que:(p1): x ≺ x (re�exividade);(p2): se x ≺ y e y ≺ z, então x ≺ z (transitividade);(p3): se x ≺ y, então kx ≺ ky, para todo k ≥ 0;(p4): Π1 x ≺ x ≺ Π2 x, para quaisquer que sejam as matrizes de permutação Π1 e Π2;(p5): se x ≺ y e y ≺ x, então [x] = [y];(p6): 1

n
1 ≺ (1, 0, · · · , 0);(p7): x ≺ (X, 0, · · · , 0), se xi ≥ 0 e ∑n

i=1 xi = X ;(p8): X
n

1 ≺ x, se xi ≥ 0 e ∑n
i=1 xi = X ;(p9): se x ≺ y, então min {xi} ≥ min {yi};(p10) se x ≺ 1, então x = 1.Em (p1) e (p4), por exemplo, tem-se 
asos triviais de majorização. No 
aso dapropriedade (p2), por hipótese, tem-se x ≺ y e y ≺ z, desta forma:

k∑

i=1

x[i] ≤
k∑

i=1

y[i], 1 ≤ k ≤ n− 1 (3.7)
n∑

i=1

x[i] =
n∑

i=1

y[i], (3.8)
k∑

i=1

y[i] ≤
k∑

i=1

z[i], 1 ≤ k ≤ n− 1, (3.9)
n∑

i=1

y[i] =

n∑

i=1

z[i], (3.10)nota-se, portanto, das desigualdades (3.7) e (3.9) que ∑k
i=1 x[i] ≤ ∑k

i=1 z[i], para
1 ≤ k ≤ n− 1, e das igualdades (3.8) e (3.10) que ∑n

i=1 x[i] =
∑n

i=1 z[i], desta forma,
x ≺ z. No 
aso de (p3), basta multipli
ar as expressões (3.7) e (3.8) por k ≥ 0. Em (p5),
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omo x ≺ y e y ≺ x, tem-se x[i] = y[i], para todo i = 1, 2, · · · , n, o que prova o resultado.Para a propriedade (p6), usa-se o seguinte artifí
io (MARSHALL; OLKIN, 1979):
1

n
1 =

(
1

n
,
1

n
, · · · , 1

n

)
≺
(

1

n− 1
,

1

n− 1
, · · · , 1

n− 1
, 0

)

≺
(

1

n− 2
,

1

n− 2
, · · · , 0, 0

)...
≺
(
1

2
,
1

2
, 0, · · · , 0, 0

)

≺ (1, 0, · · · , 0).

(3.11)
Em (p7), ao tomar o vetor [x] =

(
x[1], x[2], · · · , x[n]

), veri�
a-se que
∑n

i=1 xi =
∑n

i=1 x[i] = X . Além disso, ∑k
i=1 x[i] ≤ X , para todo 1 ≤ k ≤ n − 1. Assim,diante destas 
onsiderações 
on
lui-se que x ≺ (X, 0, · · · , 0). A veri�
ação da propriedade(p8) en
ontra-se no Apêndi
e A. No item (p9), por hipótese, sabe-se que x ≺ y. Destaforma, para k = n− 1, tem-se

n−1∑

i=1

x[i] ≤
n−1∑

i=1

y[i]. (3.12)Agora, ao a
res
entar o termo x[n] + y[n] a ambos os membros da desigualdade a
ima,obtém-se
y[n] +

n∑

i=1

x[i] ≤ x[n] +
n∑

i=1

y[i], (3.13)ou seja, y[n] ≤ x[n]. Noutros termos, min {xi} ≥ min {yi}. Por �m, vem (p10). Porhipótese, o vetor x é majorizado pelo vetor 1, então pela propriedade (p9) tem-se x[n] ≥ 1.Por outro lado, por de�nição, sabe-se que x[1] ≤ 1. Diante destas 
onsiderações, temosque
1 ≥ x[1] ≥ x[2] ≥ · · · ≥ x[k] ≥ · · · ≥ x[n] ≥ 1, (3.14)ou seja, x[k] = 1, para qualquer que seja k = 1, 2, · · · , n. Assim, x = 1, o que 
ompletaas veri�
ações das propriedades.Vale ressaltar ainda que, a partir das propriedades bási
as já apresentadas, outrasrelações de majorização são obtidas. Por exemplo, apli
ando-se a propriedade de tran-sitividade estudada em (p2), nas relações de majorização ilustradas em (p8) e (p7),nesta ordem, obtém-se um importante resultado, o qual será apli
ado na sequên
ia desta
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os 50dissertação, a saber:
X

n
1 ≺ x ≺ (X, 0, · · · , 0), se xi ≥ 0 e n∑

i=1

xi = X. (3.15)O trabalho de Jorswie
k e Bo
he (2007), apresenta a relação de majorização 
omouma medida de 
orrelação espa
ial de um 
anal MIMO 
om nT antenas transmisso-ras. Espe
i�
amente, ao serem 
onsideradas duas matrizes arbitrárias de 
orrelação notransmissor R1
T e R2

T , 
ujos respe
tivos autovalores são λ
T,1
1 ≥ λ

T,1
2 ≥ · · · ≥ λT,1nT

≥ 0 e
λ
T,2
1 ≥ λ

T,2
2 ≥ · · · ≥ λT,2nT

≥ 0, a matriz de 
orrelação R1
T é 
onsiderada mais 
orrela-
ionada que R2

T , quando o vetor de autovalores de R1
T majoriza o vetor de autovalores de

R2
T , isto é,

λ(R2
T ) ≺ λ(R1

T ), (3.16)sendo λ(R1
T ) = (λT,11 , λ

T,1
2 , · · · , λT,1nT

) e λ(R2
T ) = (λT,21 , λ

T,2
2 , · · · , λT,2nT

).
3.1.2 Matriz Duplamente Esto
ásti
aSegundo Marshall e Olkin (1979), uma matriz real quadrada A é 
hamada de matrizesto
ásti
a quando todos os elementos são não-negativos e a soma dos termos de 
adalinha é igual a 1. Ademais, se a soma de 
ada 
oluna for também igual a 1, esta 
hama-seduplamente esto
ásti
a2. Portanto, se uma matriz quadrada A = [aij ] de ordem n × n éduplamente esto
ásti
a tem-se:

aij ≥ 0, ∀ i, j, (3.17)
n∑

i=1

aij = 1, ∀ 1 ≤ j ≤ n, (3.18)
n∑

j=1

aij = 1, ∀ 1 ≤ i ≤ n. (3.19)Os teorema seguintes, os quais são apresentados sem demonstração, ilustram a relaçãoentre majorização de vetores e matriz duplamente esto
ásti
a.Teorema 3.1 (MARSHALL; OLKIN, 1979, Teorema 2.A.4) Uma matrizA, de ordem n×n,é duplamente esto
ásti
a se, e somente se, Ax ≺ x, para todo vetor x em Rn.2A origem da denominação matriz duplamente esto
ásti
a é 
omentada em (MARSHALL; OLKIN, 1979,p. 19)



3.1 De�nições e resultados bási
os 51Teorema 3.2 (Hardy, Littlewood e Pólya, 1929) (MARSHALL; OLKIN, 1979, Teorema2.B.2)Sejam x e y vetores de Rn. Uma 
ondição ne
essária e su�
iente para x ≺ y é que existeuma matriz duplamente esto
ásti
a A de ordem n× n, tal que x = Ay.O objetivo da inserção da matriz duplamente esto
ásti
a à teoria, é simplesmentefa
ilitar o desenvolvimento de outros resultados que virão na sequên
ia. Espe
i�
amente,do Teorema 3.1, além de propi
iar um 
ritério, o qual nos permite determinar se umamatriz é duplamente esto
ásti
a, este também, a partir de uma matriz duplamente 
on-he
ida, nos garante a existên
ia de importantes relações de majorização3. Por sua vez, oTeorema 3.2 nos possibilita a substituição de uma relação de majorização por uma igual-dade vetorial, sendo que 
ada 
oordenada de um vetor é 
ombinação 
onvexa do outro(BOYD; VANDENBERGHE, 2004).3.1.3 S
hur-
onvexidade e S
hur-
on
avidadeNeste tópi
o serão apresentadas duas funções reais de�nidas num 
onjunto A ⊂ Rn,a saber: função S
hur-
onvexa e S
hur-
�n
ava, bem 
omo algumas propriedades e exem-plos.Uma função real f : R → R é dita não-de
res
ente quando para dois valores quaisquer
x1 e x2 perten
entes ao domínio da função, tais que x1 ≤ x2, tem-se f(x1) ≤ f(x2), ouseja, a ordem do sinal de desigualdade permane
e. No 
aso da função ser não-
res
ente,a ordem do sinal de desigualdade é mudada em relação àquela 
onsiderada aos elementosdo domínio. De maneira análoga, S
hur (1923) generalizou este 
on
eito de preservaçãode ordem para o 
aso de uma função ter 
omo domínio um 
onjunto em que os elementospossam ser 
omparados via majorização, ou seja, uma função ϕ : A ⊂ Rn → R é 
hamadade S
hur-
onvexa se

x ≺ y em A, então ϕ(x) ≤ ϕ(y). (3.20)Por sua vez, a função ϕ(·) é dita ser S
hur-
�n
ava se
x ≺ y em A, então ϕ(x) ≥ ϕ(y). (3.21)Conforme 
omenta Marshall e Olkin (1979), uma de�nição mais plausível para esta�preservação� de ordem seria função S
hur-
res
ente e S
hur-de
res
ente, respe
tivamente.3Uma apli
ação desta resultado en
ontra-se no Apêndi
e A.



3.1 De�nições e resultados bási
os 52No entanto, por questões históri
as esta de�nição é preservada. A seguir são apresentadosdois exemplos que reforçam o entendimento das de�nições dadas:Exemplo 3.1 A função máximo de várias variáveis f : Rn → R de�nida por
f(x) = max {x1, x2, · · · , xn} é S
hur-
onvexa, enquanto que, a função mínimo g : Rn → Rde�nida por g(x) = min {x1, x2, · · · , xn} é S
hur-
�n
ava. De fato, sejam x e y dois ve-tores de Rn tais que x ≺ y. Por de�nição tem-se x[1] ≤ y[1] e pela propriedade (p9) segueque y[n] ≤ x[n]. Por outro lado, 
omo f(x) = x[1], f(y) = y[1], g(x) = x[n] e g(y) = y[n],segue que f(x) ≤ f(y) e g(y) ≤ g(x), ou seja, a função f(·) é S
hur-
onvexa enquanto
g(·) é S
hur-
�n
ava. �Exemplo 3.2 A função f : Rn → R de�nida por f(x) =∑n

i=1 xi é tanto S
hur-
onvexaquanto S
hur-
�n
ava. De fato, se x ≺ y, tem-se
f(x) =

n∑

i=1

xi =

n∑

i=1

x[i] =

n∑

i=1

y[i] =

n∑

i=1

yi = f(y),portanto, f(·) é S
hur-
onvexa e S
hur-
�n
ava. �Agora serão apresentados alguns 
ritérios os quais permitem identi�
ar se uma funçãoé S
hur-
onvexa ou S
hur-
�n
ava sem a ne
essidade da apli
ação direta da de�nição, quepor muitas vezes, devido a 
omplexidade dos 
ál
ulos, torna inviável tal análise. Portanto,a �m de veri�
ar a apli
abilidade da matriz duplamente esto
ásti
a, apresentaremos emdetalhes a demonstração do próximo teorema. No entanto, 
om o propósito de deixaro referido 
apítulo menos extenso e enfadonho, omitiremos as demonstrações de algunsteoremas4.Teorema 3.3 (S
hur, 1923) (MARSHALL; OLKIN, 1979, Proposição 3.C.1) Se I ⊂ R éum intervalo e g : I → R uma função 
onvexa, então ϕ : In → R, de�nida por
ϕ(x) =

n∑

i=1

g(xi) (3.22)é S
hur-
onvexa. Analogamente, se g(·) é 
�n
ava, então ϕ(·) é S
hur-
�n
ava.
4As demonstrações as quais foram omitidas podem ser en
ontradas nas referên
ias 
itadas no iní
iodeste 
apítulo.
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os 53Demonstração: Se x ≺ y em In, então pelo Teorema 3.2, existe uma matriz duplamenteesto
ásti
a A tal que x = Ay. Desta forma, tem-se
xi =

n∑

j=1

aijyj, para i = 1, 2, · · · , n, (3.23)sendo, aij ≥ 0, ∑n
i=1 aij =

∑n
j=1 aij = 1. Como g(·) é uma função 
onvexa e 
ada 
oor-denada do vetor x é 
ombinação 
onvexa das 
oordenadas de y, então, pela desigualdadede Jensen (BOYD; VANDENBERGHE, 2004), tem-se a seguinte desigualdade

g(xi) = g

(
n∑

j=1

aijyj

)
≤

n∑

j=1

aijg(yj). (3.24)Por �m, observa-se que ϕ(x) ≤ ϕ(y). De fato,
ϕ(x) =

n∑

i=1

g(xi) ≤
n∑

i=1

n∑

j=1

aijg(yj) =

n∑

j=1

n∑

i=1

aijg(yj)

=
n∑

j=1

g(yj)
n∑

i=1

aij =
n∑

j=1

g(yj)

= ϕ(y).

(3.25)
Portanto, a função ϕ(·) é S
hur-
onvexa. 2Exemplo 3.3 (BHATIA, 1997, Exemplo II.3.11) Uma função bastante estudada na teoriada informação é a função entropiaH : Rn

+ → R, de�nida porH(p) = −∑n
i=1 pi ln pi, sendo∑n

i=1 pi = 1. Ao de�nir a função g(x) = −x ln x, tem-se que esta é 
�n
ava e, apli
ando-seo teorema anterior, 
on
lui-se que a função entropia é S
hur-
�n
ava. Noutros termos, se
x ≺ y, então H(y) ≤ H(x). Em parti
ular, pela propriedade apresentada na Equação(3.15), garante-se que 1

n
1 ≺ p ≺ e1, sendo e1 = (1, 0, · · · , 0). Então apli
ando-se a função

H , obtém-se os seguintes limitantes à entropia:
H(e1) ≤ H(p) ≤ H

(
1

n
1

)
.

�A seguir, apresentamos as de�nições de função simétri
a e função de 
lasse C1, asquais nos permitirão um melhor entendimento nas propostas sugeridas pelos teoremasque se seguem. Espe
i�
amente, sendo I ⊂ R um intervalo da reta, então de a
ordo 
omBhatia (1997), uma função f : In → R (n > 1) é 
hamada de simétri
a se para todamatriz permutação Π de ordem n × n e para todo x ∈ In tem-se f(Πx) = f(x). Por
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lasse C1 se todas as derivadas par
iais existem e são
ontínuas em In (LIMA, 2000).Teorema 3.4 (MARSHALL; OLKIN, 1979, Proposição 3.C.2) Seja I ⊂ R um intervalo. Se
ϕ : In → R é uma função simétri
a e 
onvexa, então ϕ(·) é S
hur-
onvexa. Analogamente,se ϕ(·) é simétri
a e 
�n
ava, então ϕ(·) é S
hur-
�n
ava.Exemplo 3.4 Para ilustrar o teorema a
ima, 
onsidere a função f : Rn

+ → R de�nidapor f(x) = max {x1, x2, · · · , xn} a qual é 
onvexa (BOYD; VANDENBERGHE, 2004). Entãodada uma matriz permutação Π, tem-se
f(Πx) = max {xπ1, xπ2 , · · · , xπn} = max {x1, x2, · · · , xn} = f(x).Portanto, f(·) é S
hur-
onvexa. �O teorema seguinte é 
onhe
ido 
omo 
ondição de S
hur, a qual apli
a-se no 
aso dafunção ser simétri
a e possuir todas as derivadas par
iais de primeira ordem no pontodado. Este é 
onsiderado 
omo o método mais simples na veri�
ação se uma função éS
hur-
onvexa ou S
hur-
�n
ava.Teorema 3.5 (Condição de S
hur) (BHATIA, 1997, Teorema II.3.14) Seja I ⊂ R umintervalo e ϕ : In → R uma função simétri
a de 
lasse C1. Então ϕ(·) é S
hur-
onvexa se,e somente se,
(xi − xj)

(
∂ϕ

∂xi
− ∂ϕ

∂xj

)
≥ 0, para todo, i, j 
om 1 ≤ i, j ≤ n. (3.26)Por sua vez, ϕ(·) é S
hur-
�n
ava se, e somente se,

(xi − xj)

(
∂ϕ

∂xi
− ∂ϕ

∂xj

)
≤ 0, para todo, i, j 
om 1 ≤ i, j ≤ n. (3.27)Em parti
ular, os resultados a
ima são válidos para i = 2 e j = 1. Desta forma, paraque a função ϕ(·) seja S
hur-
onvexa, basta veri�
ar se (x2 − x1)

(
∂ϕ
∂x2

− ∂ϕ
∂x1

)
≥ 0. No
aso das 
oordenadas dos vetores estarem em ordem de
res
ente, esta veri�
ação resume-se a ( ∂ϕ

∂x2
− ∂ϕ

∂x1

)
≥ 0.Exemplo 3.5 No 
ontexto de 
omuni
ação sem �o, algumas funções são bastante estu-dadas em problemas de alo
ação de re
ursos para sistemas de múltiplos usuários ou sis-temas de múltiplas antenas. Pode-se 
itar, 
omo exemplo, a função C : Dn → R de�nidapor C(p) = ln (1 + ρ

∑n
i=1 piαi), 
om α ∈ Dn e ρ > 0 (JORSWIECK; BOCHE, 2007). Di-
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os 55ante das hipóteses levantadas, tal função é S
hur-
onvexa. De fato, tomando-se Π, umamatriz de permutação qualquer, tem-se
C(Πp) = ln

(
1 +

n∑

i=1

pπi

)
= ln

(
1 +

n∑

i=1

pi

)
= C(p)ou seja, C(·) é uma função simétri
a. Além disso, 
omo p e α perten
em ao 
onjunto

Dn, segue que p1 ≥ p2 ≥ · · · ≥ pn ≥ 0 e α1 ≥ α2 ≥ · · · ≥ αn ≥ 0 e fazendo-se os referidos
ál
ulos 
hega-se em
∂C

∂p2
− ∂C

∂p1
=

ρα2

1 + ρ
∑n

i=1 piαi
− ρα1

1 + k
∑n

i=1 piαi
≤ 0,o que mostra que a função C(·) é S
hur-
�n
ava. �Um outro 
ritério, para 
ara
terização de funções S
hur-
�n
ava e S
hur-
onvexa,envolvendo diferen
iabilidade de funções é des
rito pelo seguinte teorema.Teorema 3.6 (MARSHALL; OLKIN, 1979, Proposição 3.H.2) Seja ϕ : D → R uma funçãode�nida por ϕ(x) =∑n

i=1 gi(xi), sendo 
ada função gi : R → R diferen
iável. Então, ϕ(·)é S
hur-
onvexa sobre D se, e somente se,
g′i(a) ≥ g′i+1(b), sempre que, a ≥ b, 
om i = 1, 2, · · · , n− 1. (3.28)Analogamente, a função ϕ(·) é S
hur-
�n
ava sobre o 
onjunto D se, e somente se,

g′i(a) ≤ g′i+1(b), sempre que, a ≥ b.Exemplo 3.6 Uma apli
ação direta do Teorema 3.6 é en
ontrada em (PALOMAR; CIOFFI;LAGUNAS, 2003). O referido trabalho investiga um problema de alo
ação de potên-
ia robusta e, além disso, apresenta a seguinte função real ϕ : D → R de�nida por
ϕ(x) = −∑n

i=1 ln (1 + xiαi), 
om 0 ≤ αi ≤ αi+1, a qual é S
hur-
onvexa. De fato, sejam
a e b números reais, tais que a ≥ b. Agora 
onsidere a função real gi(x) = − ln (1 + αix),para i = 1, 2, · · · , n− 1. Então, derivando-se a função gi(·) nos pontos a e b, tem-se

g′i(a) = − αi

1 + αia
e g′i+1(b) = − αi+1

1 + αi+1b
. (3.29)Por sua vez, 
omo a ≥ b e αi ≥ αi+1, segue que

αi+1

1 + αi+1b
≥ αi

1 + αia
, (3.30)isto é, g′i(a) ≥ g′i+1(b), o que 
omprova o resultado. �
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os 56Outros resultados interessantes 
om relação a S
hur-
onvexidade e a S
hur-
on
avidadeenvolvem a 
omposição de funções. Na literatura, alguns problemas de otimização fazemuso deste re
urso, prin
ipalmente, apli
ados à função 
usto (PALOMAR; JIANG, 2006;JIANG; PALOMAR; VARANASI, 2007; BERGMAN et al., 2008; PALOMAR, 2005). Vejamosos 
asos que apare
em 
om maior frequên
ia nos problemas de 
omuni
ação sem �o5.Seja, portanto, o diagrama abaixo:
Rm

f

ψ=h◦f

Rn h
Rsendo, f(x) = (f1(x), f2(x), · · · , fn(x)) e fi : Rm → R, i = 1, 2, · · · , n. Assim, ao de�nir

ψ(x) = h(f(x)) = h(f1(x), f2(x), · · · , fn(x)), em que 
ada função fi(·) é S
hur-
onvexa,e h : Rn → R é 
res
ente6, tem-se que a função ψ(·) preserva a S
hur-
onvexidade. Defato, sejam x, y ∈ Rn, tais que x ≺ y. Como 
ada função fi(·) é S
hur-
onvexa, segueque fi(x) ≤ fi(y). Por sua vez, h(·) é 
res
ente, então, diante desta hipótese, 
on
lui-seque h(f(x)) ≤ h(f(y)), isto é, ψ(x) ≤ ψ(y). Noutros termos, ψ(·) é S
hur-
onvexa.Além deste resultado, uma outra 
omposição importante 
onsiderada é quando 
adafunção fi(x) = g(xi), sendo g : R → R e f : Rn → R, 
onforme ilustra o diagrama aseguir.
Rn

f

ψ=h◦f

Rn h
RContudo, se h(·) for S
hur-
onvexa e 
res
ente e g(·) for 
onvexa, então a função 
omposta

ψ(·) também é S
hur-
onvexa7.Exemplo 3.7 Jiang, Palomar e Varanasi (2007) apresentam a seguinte situação: se-jam as funções h : Rn → R S
hur-
onvexa e 
res
ente e ψ : Rn → R, de�nida por
ψ(x) = h(ex1 , ex2, · · · , exn). Diante destas hipóteses e do fato que a função g(x) = ex é
onvexa, garante-se que a função ψ(·) também é S
hur-
onvexa. �Neste tópi
o, foram apresentados alguns 
ritérios que permitem 
ara
terizar se umafunção é S
hur-
onvexa ou S
hur-
�n
ava. No entanto, estes 
ritérios não determinam se areferida função é 
onvexa ou 
�n
ava, pois 
onvexidade e S
hur-
onvexidade, por exemplo,5A referên
ia (MARSHALL; OLKIN, 1979) apresenta uma lista detalhada, 
om várias situações, envol-vendo 
omposição de funções.6Uma função h : Rn → R é dita ser 
res
ente, se a ≤ b em Rn (ou ai ≤ bi para 
ada i = 1, 2, · · · , n),impli
ar em h(a) ≤ h(b) (MARSHALL; OLKIN, 1979, 16.A).7A veri�
ação desta a�rmação en
ontra-se no Apêndi
e A.
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os 57não possuem de�nições equivalentes. A seguir é apresentada uma função S
hur-
onvexaque não é 
onvexa.Exemplo 3.8 (BHATIA, 1997, Exemplo II.3.15) Seja I = (0, 1) um intervalo aberto esejam as funções f : I → R, dada por f(x) = ln
(
1
x
− 1
), e Φ : A → R, de�nida por

Φ(x1, x2) = ln

(
1

x1
− 1

)
+ ln

(
1

x2
− 1

)
,sendo A = {(x1, x2) ∈ I2 ; x1 + x2 ≤ 1}. A função f(·) é 
onvexa no intervalo I1 = (0, 1

2
]e não-
onvexa em I2 = [1

2
, 1). De fato,

f ′(x) = (x2 − x)−1 e f ′′(x) = −
(

1

(x2 − x)2
· 1

2x− 1

)
.Em I1 tem-se que a função f(·) é 
onvexa, pois f ′′(x) ≥ 0 e no intervalo I2, a função

f(·) é 
�n
ava (não-
onvexa), já que neste 
aso, f ′′(x) ≤ 0. Diante desta 
onsiderações, afunção f(·) não é 
onvexa no intervalo I. Consequentemente, Φ(·) também não é 
onvexaem A. De fato, dados a, b ∈ I2, tais que a + b ≤ 1. Note que o ponto (a, b) perten
eao 
onjunto A. No entanto, Φ(·) é soma de duas funções 
�n
avas (de mesmo domínio).Desta forma, garante-se que Φ(·) é uma função 
�n
ava (BOYD; VANDENBERGHE, 2004),isto é, a referida função é não-
onvexa.Por outro lado, Φ(x1, x2) = Φ(x2, x1), ou seja, Φ(·) é simétri
a. De fato, apli
ando-seo 
ritério de S
hur (3.5), tem-se
(x2 − x1)

(
∂Φ

∂x2
− ∂Φ

∂x1

)
=

(x2 − x1)
2[1− (x1 + x2)]

x1x2(1− x1)(1− x2)
≥ 0,ou seja, Φ(·) é S
hur-
onvexa. Portanto, Φ(·) é uma função S
hur-
onvexa e não-
onvexa.

�Este 
apítulo apresentou de�nições e resultados relativos à teoria de majorização di-ante de um aspe
to geral. Contudo, as próximas seções serão destinadas à apli
ação destesresultados à alguns problemas de álgebra linear, otimização e variáveis aleatórias, 
om a�nalidade de apresentar outros resultados que serão fundamentais no desenvolvimentodesta obra.



3.2 Majorização e Álgebra Linear 583.2 Majorização e Álgebra LinearO trabalho de Issai S
hur sobre majorização foi motivado pela des
oberta de queos valores singulares de uma matriz hermitiana e semi-de�nida positiva majorizam oselementos da diagonal prin
ipal (MARSHALL; OLKIN, 1979). Esta des
oberta, portanto,forne
eu uma nova abordagem a desigualdade de Hadamard. Além desta, outras impor-tantes desigualdades, envolvendo valores singulares e teoria das matrizes de uma formageral, surgiram no desenvolvimento da teoria, prin
ipalmente, 
om o auxílio da álgebralinear.Esta seção dará ênfase a resultados que se apli
am aos sistemas de 
omuni
ação sem�o, prin
ipalmente, naqueles que frequentemente apare
em no estudo de 
apa
idade de
anal (JORSWIECK; BOCHE, 2007; ZHONG; WONG; JIN, 2009). Portanto, por questão de
onveniên
ia, ao tomar uma matriz hermitiana H = [hij ] ∈ Cn×n, serão 
onsideradosdois vetores, a saber: λ(H) = (λ1, λ2, · · · , λn) e d (H) = (h11, h22, · · · , hnn). As 
oor-denadas do primeiro vetor, representam os autovalores de H em ordem de
res
ente, istoé, λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn, enquanto as 
oordenadas do segundo são as entradas da diagonalprin
ipal de H.Teorema 3.7 (Inequação de S
hur) (MARSHALL; OLKIN, 1979, Teorema 16.B.1) Se
H ∈ Cn×n uma matriz hermitiana, então o vetor d (H) é majorizado por λ(H), isto é,

d (H) ≺ λ(H). (3.31)Demonstração: ComoH é uma matriz hermitiana, existe uma matriz unitáriaU = [uij] deordem n tal queH = UDλU
H , sendoDλ uma matriz diagonal 
ujos elementos da diagonalprin
ipal são os autovalores deH, em ordem de
res
ente, isto é,Dλ = diag {λ1, λ2, · · · , λn}(HORN; JOHNSON, 1985). Os elementos da diagonal prin
ipal da matriz hermitiana sãodados por
hii =

n∑

j=1

|uij|2λj, i = 1, 2, · · · , n. (3.32)Considerando a matriz P = [ |uij|2 ] ∈ R
n×n
+ , tem-se que esta matriz é duplamente es-to
ásti
a. Além disso, os vetores d (H) e λ(H) estão rela
ionados pelo seguinte produtomatri
ial:

d (H) = P λ(H). (3.33)Então, pelo Teorema (3.2)
d (H) ≺ λ(H). (3.34)
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2No desenvolvimento da proposição a
ima, foi visto que H = UDλU

H , desta forma,os traços das matrizes H e Dλ são iguais, ou seja, tr (H) =
∑n

i=1 λi =
∑n

i=1 hii. Diantedeste resultado, e da hipótese de que hii ≥ 0, algumas 
onsequên
ias diretas são retiradasdo teorema Inequação de S
hur e de propriedades estudadas anteriormente. Vejamos,portanto, algumas situações(PALOMAR; JIANG, 2006):(c1) tr (H)

n
1 ≺ d (H) ≺ λ(H);(c2) tr (H)

n
1 ≺ d (UHHU) = λ(H).Das relações apresentadas em (c1), a relação de majorização tr (H)

n
1 ≺ d (H) é devidoa propriedade (p8) vista na Seção 3.1, enquanto a outra, é a desigualdade de S
hur. Porsua vez, para (c2) apliquemos o resultado estudado em (c1). Para tal, observemos que

H = UDλU
H (ver demonstração do Teorema 3.7). Assim, por (c1) obtém-se

tr (UHHU)

n
1 ≺ d (UHHU). (3.35)No entanto, tr (UHHU) = tr (H) e d (UHHU) = d (Dλ) = λ(H). Assim,

tr (H)

n
1 ≺ d (UHHU) = λ(H). (3.36)A próxima proposição trata-se do teorema 
hamado Inequação de Hadamard a qualé uma importante ferramenta no estudo de limitantes para 
apa
idade de 
anais MIMO:Teorema 3.8 (Inequação de Hadamard) (BHATIA, 1997, Teorema II.3.17)Se H = [hij] ∈ Cn×n é uma matriz hermitiana semi-de�nida positiva, então
det (H) ≤

n∏

i=1

hii. (3.37)Demonstração: Considerando a função 
onvexa g(x) = − ln x e Φ(x) =
∑n

i=1 g(xi), tem-se, pelo Teorema de S
hur 3.3, que a função Φ(·) é S
hur-
onvexa. Além disso, pelainequação de S
hur (Teorema 3.7) sabe-se que d (H) ≺ λ(H). Então, diante destas
onsiderações, obtém-se
Φ(d (H)) ≤ Φ(λ(H)). (3.38)
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Φ(d (H)) = −

n∑

i=1

ln (hii) = − ln

(
n∏

i=1

hii

)
, (3.39)

Φ(λ(H)) = −
n∑

i=1

ln (λi) = − ln

(
n∏

i=1

λi

)
. (3.40)Desta forma, por substituição de Φ(d (H)) e Φ(λ(H)) na desigualdade em (3.38), segueque

ln

(
n∏

i=1

λi

)
≤ ln

(
n∏

i=1

hii

)
. (3.41)Portanto,

det (H) =
n∏

i=1

λi ≤
n∏

i=1

hii. (3.42)o que prova o teorema. 2Corolário 3.1 (BHATIA, 1997, Exer
í
io II.3.18) Se A ∈ Cm×n é uma matriz 
omplexa,então
det
(
AAH

)
≤

m∏

i=1

n∑

j=1

|aij|2 (3.43)Demonstração: Fazendo-se H = AAH ∈ C
m×m, tem-se que esta matriz é hermitianae semi-de�nida positiva (HORN; JOHNSON, 1985). Então, pelo teorema anterior, tem-se

det (H) ≤∏m
i=1 hii. Além disso,

hii =

n∑

j=1

|aij|2, para i = 1, 2, · · · , m. (3.44)Por outro lado, det (H) = det (AAH) ≤ ∏m
i=1 hii. Fazendo-se, portanto, a devidasubstituição 
hega-se a

det (AAH) ≤
m∏

i=1

n∑

j=1

|aij |2. (3.45)
2A inequação de Hadamard é bastante en
ontrada na literatura em se tratando deobtenção de limitantes à 
apa
idade de 
anal. Por exemplo, o trabalho de Zarbouti,Tsoulos e Kaklamani (2006) obtém limitantes de 
apa
idade de um 
anal MIMO 
omdesvane
imento de Rayleigh diante de algumas restrições.Contudo, a inequação de S
hur é o resultado 
entral desta seção, pois por esta relaçãode majorização e por funções S
hur-
�n
avas 
onvenientemente de�nidas será possível a
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apa
idade de um 
anal MIMO 
om desvane
i-mento de Ri
e que é a proposta deste trabalho.A próxima seção trata de alguns problemas envolvendo teoria de majorização e otimiza-ção. No entanto, mesmo não sendo utilizada ao longo deste trabalho, a referida seçãotem o propósito de apresentar a relação entre as duas teorias, 
omo também uma 
on-tribuição à literatura no assunto em questão, uma vez que novos teoremas são propostos.Ressalta-se ainda que este tema é de relevante importân
ia em problemas de 
omuni-
ações móveis (PALOMAR; JIANG, 2006; PALOMAR; CIOFFI; LAGUNAS, 2003; PALOMAR;LAGUNAS; CIOFFI, 2004; PALOMAR, 2005).3.3 Majorização e OtimizaçãoFoi men
ionado, na introdução deste 
apítulo, que a teoria de majorização é umaimportante ferramenta na resolução de problemas de otimização apli
adas a sistemasde 
omuni
ação sem �o. Nesta seção, serão apresentados alguns resultados relativos àotimização via função S
hur-
�n
ava e S
hur-
onvexa (JORSWIECK; BOCHE, 2007; PALO-MAR; CIOFFI; LAGUNAS, 2003; PALOMAR, 2005).Teorema 3.9 (JORSWIECK; BOCHE, 2007, Teorema 2.21) Seja a função S
hur-
�n
ava
f : D+ → R e 
onsidere o seguinte problema de otimização

max
x∈D+

f(x)sujeito à n∑

i=1

xi = P.
(3.46)Então, o ponto x = P

n
1 é solução para o problema. Por sua vez, no 
aso do problema deminimização

min
x∈D+

f(x)sujeito à n∑

i=1

xi = P
(3.47)o ponto ótimo é dado por x = (P, 0, · · · , 0).Demonstração: No problema de maximização, o ponto x satisfaz a restrição dada, pois

∑n
i=1 xi = P . Além disso, pela propriedade (p8) da Seção 3.1, tem-se x ≺ x, paratodo x ∈ D+, 
om ∑n

i=1 xi = P . Portanto, 
omo a função f(·) é S
hur-
�n
ava tem-se
f(x) ≥ f(x), ou seja, x é ponto ótimo.
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aso do problema de minimização, devido a propriedade (p7), tem-se x ≺ x, paratodo x ∈ D+, e novamente, 
omo f(·) é S
hur-
�n
ava, segue que x é ponto de mínimo,pois f(x) ≥ f(x). Em resumo, para todo x ∈ D+ satisfazendo a restrição dada, tem-se
f(x) ≤ f(x) ≤ f(x), (3.48)ou seja, x é ponto ótimo para o problema de minimização, enquanto x é ponto ótimo parao problema de maximização. 2Se a restrição do problema de maximização de (3.46) for relaxada para a 
ondição

∑n
i=1 xi ≤ P , o problema de otimização terá mesma solução se a função objetivo for 
res-
ente8. O seguinte teorema formaliza esta a�rmação.Teorema 3.10 Seja a função S
hur-
�n
ava e 
res
ente f : D+ → R e 
onsidere oseguinte problema de otimização

max
x∈D+

f(x)sujeito à n∑

i=1

xi ≤ P.
(3.49)Portanto, o ponto x = P

n
1 é ótimo.Demonstração: Pelo teorema anterior, para todo x ∈ D+ tal que ∑n

i=1 xi = P , tem-se
f(x) ≤ f(x). Agora, seja a ∈ D+ tal que ∑n

i=1 ai < P , assim existe k > 0, tal que
∑n

i=1 ai + k = P . Considerando o vetor b = (a1 + k, a2, a3, · · · , an), tem-se que a ≤ b e
omo a função objetivo é 
res
ente, segue que f(a) ≤ f(b). Por �m, 
omo f(b) ≤ f(x),
on
lui-se que f(a) ≤ f(x), ou seja, x é ponto ótimo. 2Analogamente, para o problema de minimização, tem-se o seguinte resultado8Ver de�nição de função 
res
ente em R
n na referên
ia (MARSHALL; OLKIN, 1979, 16.A)
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hur-
�n
ava e de
res
ente f : D+ → R e 
onsidere oseguinte problema de otimização
min
x∈D+

f(x)sujeito à n∑

i=1

xi ≤ P.
(3.50)O ponto ótimo, portanto, é dado por x = (P, 0, · · · , 0).Demonstração: Novamente pelo Teorema 3.10, sabe-se que para todo x ∈ D+, tal que

∑n
i=1 xi = P , tem-se f(x) ≤ f(x). Tomando-se um ponto arbitrário a ∈ D+, tal que

∑n
i=1 ai < P , então existe k > 0, o qual nos assegura ∑n

i=1 ai + k = P . Considerandoagora, o vetor b = (a1+k, a2, a3, · · · , an), segue então que a ≤ b, e 
omo a função objetivoé de
res
ente, tem-se f(b) ≤ f(a). Por sua vez, f(x) ≤ f(b), isto devido ao fato de que
b é ponto viável ao problema. Diante destas 
onsiderações, 
on
lui-se f(x) ≤ f(a). Logo,para todo x ∈ D+, tem-se f(x) ≤ f(x), isto é, x é ponto ótimo do referido problema. 2Exemplo 3.9 Num problema de alo
ação de potên
ia de um 
anal MIMO, Palomar,Cio� e Lagunas (2003) apresentam o seguinte problema de otimização:

max
x∈D+

f(x) =

n∑

i=1

ln (1 + xiαi), 
om 0 ≤ αi ≤ αi+1sujeito à n∑

i=1

xi ≤ P.

(3.51)Este é o típi
o problema proposto pelo Teorema 3.10. A veri�
ação que a função objetivo é
res
ente é uma tarefa relativamente simples. Além disso, ao 
onsiderar gi(x) = ln (1 + kix),
om ki > 0, tal função é 
�n
ava para i = 1, 2, · · · , n (ver Exemplo 3.6). Então, pelo Teo-rema 3.6, a função f(·) é S
hur-
�n
ava, logo o ponto x = P
n
1 é solução (uniforme) doproblema e o valor máximo da função é f(P

n
1) =

∑n
i=1 ln

(
1 + 1

n
αi
). �Na próxima seção, serão de�nidas funções S
hur-
�n
avas e S
hur-
onvexas 
om re-lação à vetores de variáveis aleatórias, as quais serão fundamentais no andamento destetrabalho. Além disso, 
omo forma motivação e entendimento do método, serão obtidoslimitantes à 
apa
idade ergódi
a de um determinado 
anal MIMO.
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a 643.4 Majorização Esto
ásti
aQuando se estuda 
apa
idade de um 
anal, na verdade, se está interessado na quan-tidade máxima de informação que pode ser transmitida por um 
anal. No entanto, este
anal pode ser determinísti
o ou esto
ásti
o 
onforme visto no 
apítulo anterior. No 
asodo 
anal ser de natureza esto
ásti
a, os resultados sobre 
apa
idade ergódi
a apresentamo operador esperança E{·} na sua 
omposição. Portanto, é neste sentido que se insere amajorização esto
ásti
a, a qual é uma extensão da teoria de majorização, porém apli
adaa problemas envolvendo entes estatísti
os 
omo variável aleatória e média. No entanto,este trabalho dará ênfase a apenas um 
aso espe
í�
o desta teoria, que 
onsiste na análisede S
hur-
on
avidade de funções do tipo G : D+ ⊂ Rk → R de�nidas por
G(w) = E

{
k∑

i=1

log2 [1 + αβiwi]

} (3.52)sendo α ≥ 0, βi ≥ 0 
onstantes reais e w1, w2, · · · , wk variáveis aleatórias de mesmadistribuição de probabilidade. Maiores detalhes a respeito de majorização esto
ásti
aen
ontram-se em (MARSHALL; OLKIN, 1979; JORSWIECK; BOCHE, 2007).O interesse 
om relação à função da Equação (3.52) reside no fato de que esta seapresenta em 
enários práti
os relevantes nos sistemas de 
omuni
ação sem �o. Por ex-emplo: o 
aso do transmissor não ter informações sobre o estado do 
anal (CSI, do inglês)e no 
aso do transmissor 
onhe
er perfeitamente o estado do 
anal. Ademais, 
onformeestudado no 
apítulo anterior, estes pro
essos resultam em equações distintas para a 
a-pa
idade ergódi
a. Admitindo-se, portanto, o modelo de 
anal MIMO da Equação (2.4),as 
apa
idade ergódi
as são dadas por:
CsCSI = E

{
r∑

i=1

log2

[
1 +

PT

σ2nT
λi

]} (3.53)
CpCSI = E

{
r∑

i=1

log2

[
1 +

piPT

σ2nT
λi

]} (3.54)em que, CsCSI e CpCSI são as respe
tivas 
apa
idades do 
anal sem CSI e 
om CSI.O teorema seguinte, formaliza as 
onsiderações feitas para Equação (3.52).
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a 65Teorema 3.12 Seja a função G : D+ ⊂ R
k → R de�nida por

G(w) = E

{
k∑

i=1

log2 [1 + αβiwi]

}
. (3.55)Se w1, w2, · · · , wk são variáveis aleatórias identi
amente distribuídas, 
om α ≥ 0 e

β1 ≥ β2 ≥ · · · ≥ βk ≥ 0, então esta função é S
hur-
�n
ava.Demonstração: A veri�
ação deste resultado 
onsiste numa apli
ação direta da 
ondiçãoS
hur (Teorema 3.5). Sejam, portanto, Π uma matriz permutação e os vetores
w = (w1, w2, · · · , wk) e β = (β1, β2, · · · , βk), assim

Πw = (wπ1, wπ2, · · · , wπk), Πβ = (βπ1 , βπ2, · · · , βπk) e (3.56)
G(Πw) = E

{
k∑

i=1

log2 [1 + αβiwπi]

}
. (3.57)

Como as variáveis são identi
amente distribuídas, tem-se
E

{
k∑

i=1

log2 [1 + αβiwπi]

}
= E

{
k∑

i=1

log2 [1 + αβπiwπi]

}

= E

{
k∑

i=1

log2 [1 + αβiwi]

}

= G(w),

(3.58)
ou seja, a função G(·) é simétri
a. Por outro lado,

∂G

∂w2
− ∂G

∂w1
=

1

ln 2
· (β2 − β1) · E

{
1

1 + αβ2w2
− 1

1 + αβ1w1

}
, (3.59)


omo β2 − β1 ≤ 0 e E

{
1

1+αβ2w2
− 1

1+αβ1w1

}
≥ 0, segue que ∂G

∂w2
− ∂G

∂w1
≤ 0. Portanto, pelo
ritério de S
hur, a função G(·) é S
hur-
�n
ava. 2Em parti
ular, no 
aso do 
anal sem CSI, 
onsiderando-se a 
apa
idade ergódi
a dada
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omo uma função real sobre D+, isto é, C : D+ → R tem-se que C(·)é uma função S
hur-
�n
ava. Noutros termos, se x ≺ y, então C(y) ≤ C(x).O próximo exemplo es
lare
e a apli
ação do Teorema 3.12 
om a obtenção de limi-tantes à 
apa
idade ergódi
a, no 
aso do transmissor não ter informações sobre o estadodo 
anal, mediante algumas restrições.Exemplo 3.10 Seja H ∈ CnR×nT a matriz do 
anal MIMO dado na Equação (2.4).Além disso, 
onsiderando-se r = nR = nT e que λ1, λ2, · · · , λr são os au-tovalores da matriz HHH , tais que ∑r
i=1 λi = r, então diante da função

C : D+ ⊂ Rn → R e das relações de majorizações apresentadas em (3.15), que garante
1 ≺ (λ1, λ2, · · · , λr) ≺ (r, 0, · · · , 0), tem-se

C(r, 0, · · · , 0) ≤ C(λ1, λ2, · · · , λr) ≤ C(1, 1, · · · , 1)ou seja,
log2

(
1 +

PT

σ2

)
≤ CsCSI ≤ r log2

(
1 +

PT

σ2r

)
.

�

3.5 Con
lusões e SínteseEste 
apítulo introduziu 
on
eitos e alguns resultados fundamentais da teoria de ma-jorização apli
ados a problemas de 
omuni
ação sem �o. No entanto, na perspe
tivadeste trabalho 
ontribuir 
om a literatura no assunto, o 
apítulo em questão foi es
rito
om 
erto rigor matemáti
o, abordando situações que são 
omumente en
ontradas em setratando de problemas de 
apa
idade ergódi
a de 
anais MIMO.Após a apresentação dos 
on
eitos e propriedades bási
as da relação de majorização,uma atenção espe
ial foi dada ao estudo de funções S
hur-
�n
ava e S
hur-
onvexa asquais estão presentes em problemas de sistemas de 
omuni
ação, 
onforme des
ritos naintrodução deste 
apítulo.Por �m, apresentamos a majorização esto
ásti
a a qual nos possibilita a obtençãode limitantes (inferior e superior) da 
apa
idade ergódi
a 
onsiderando um determinado
anal MIMO, motivando portanto, o estudo do próximo 
apítulo, o qual se propõem aobter limitantes no 
aso de 
anal 
om desvane
imento de Ri
e.
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CAPÍTULO 4
APROXIMAÇÕES E LIMITANTES ÀCAPACIDADE ERGÓDICA

Este 
apítulo trata da proposta 
entral desta dissertação, que 
onsiste em determi-nar limitantes, superior e inferior, à 
apa
idade ergódi
a de um 
anal MIMO 
omdesvane
imento de Ri
e via teoria de majorização. Ademais, serão apresentadas aproxi-mações à 
apa
idade ergódi
a nos 
asos de baixos e altos valores de SNRs.No que diz respeito aos limitantes em 
anais 
om desvane
imento de Ri
e, em M
kaye Collings (2005) e Jin, Gao e You (2007) são apresentados limites inferiores e superiores à
apa
idade ergódi
a de 
anais 
orrela
ionados, enquanto, Jayaweera e Poor (2005) tratamde 
anais des
orrela
ionados. No entanto, em qualquer 
aso, o tratamento no assunto éainda um grande desa�o devido à di�
uldade de se obter expressões fe
hadas para a
apa
idade ergódi
a. Esta 
omplexidade se deve, prin
ipalmente, ao desenvolvimento dafunção de distribuição 
onjunta dos autovalores da matriz HHH (JAYAWEERA; POOR,2005; JIN; GAO; YOU, 2007).Re
entemente, Zhong, Wong e Jin (2009) têm mostrado que é possível obter tais lim-itantes, sem lidar diretamente 
om a distribuição 
onjunta de autovalores. O êxito destaproposta foi propor
ionado, prin
ipalmente, devido a utilização da teoria de majorização,apresentada no 
apítulo anterior, a qual os possibilitou espe
i�
ar uma 
omparação doselementos da diagonal prin
ipal da matriz HHH 
om seus respe
tivos valores singulares.O desenvolvimento deste 
apítulo, portanto, se fundamenta basi
amente na proposta
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iais 68sugerida por Zhong, Wong e Jin (2009), propor
ionando desta forma um método alterna-tivo na obtenção de limitantes à 
apa
idade ergódi
a no 
aso de um 
anal de desvane
i-mento de Ri
e.4.1 Considerações ini
iaisPara o desenvolvimento deste trabalho, nesta seção serão espe
i�
adas todas as hipóte-ses e restrições sobre o modelo de sistema em questão MIMO, bem 
omo a formulação doproblema.4.1.1 Des
rição do modeloO modelo utilizado para o 
anal 
om múltiplas antenas 
onsiste de um transmissor
om nT antenas e um re
eptor 
om nR antenas, 
onforme men
ionado na Equação (2.4),isto é,
y = Hx+ n. (4.1)No entanto, o estado de informação sobre o 
anal é perfeitamente 
onhe
ido pelore
eptor e des
onhe
ido no transmissor. Além disso, 
onsidera-se que o número de antenasre
eptoras não ex
ede o número de antenas transmissoras, portanto, nR ≤ nT .O vetor de símbolos re
ebidos é dado por y ∈ CnR×1. Por sua vez, x ∈ CnT×1 repre-senta o vetor de símbolos transmitidos por 
ada antena o qual satisfaz a restrição totalde potên
ia PT , ou seja, E{||x||2} ≤ PT . O vetor ruído n ∈ CnR×1 segue uma distribuiçãogaussiana 
ir
ularmente simétri
a 
ujo vetor média é nulo e matriz de 
ovariân
ia é dadapor Rn = N0InR

, ou noutros termos, n ∼ CN (0, N0InR
).Os elementos da matriz do 
anal H = [hij ] ∈ CnR×nT são 
onsiderados des
orrela-
ionados e de potên
ia média 
onstante1, isto é, E{|hij |2} = Ω. Por sua vez, a matrizdo 
anal segue o modelo de desvane
imento de Ri
e, 
onforme apresentado na Equação(2.56), ou seja:

H =

√
ΩK

K + 1
H+

√
Ω

K + 1
Hw, (4.2)em que K é o fator de Ri
e, H = [hij] é uma matriz determinísti
a, de posto igual a L,
ujos elementos têm potên
ia normalizada, ou seja, E{|hij |2} = 1. Por �m, Hw = [h̃ij ]1Em termos 
omputa
ionais, este trabalho 
onsidera tal potên
ia 
omo unitária, i.e, Ω = 1.
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iais 69representa a matriz espa
ialmente bran
a. Desta forma,
Hw ∼ CN (0, InT

⊗ InR
) . (4.3)Diante destas hipóteses sobre a matriz do 
anal, esta segue uma distribuição gaussiana
omplexa de média E{H} =

√
ΩK
K+1

H e matriz 
ovariân
ia RH = Ω
K+1

InT
⊗ InR

. Noutrostermos (JAYAWEERA; POOR, 2005; JIN; GAO; YOU, 2007),
H ∼ CN

(√
ΩK

K + 1
H,

Ω

K + 1
InT

⊗ InR

)
. (4.4)Por �m, em se tratando da 
apa
idade ergódi
a, 
omo o transmissor não tem infor-mação dos estado do 
anal, então pelo que foi estudado nas Seções 2.2.1 e 2.2.4 tem-se

C = E

{
log2

[
det

(
InR

+
ρ

nT
HHH

)]}
, (4.5)ou simplesmente,

C = E

{
r∑

i=1

log2

[
1 +

ρ

nT
λi

]}
, (4.6)sendo ρ = PT

N0
a relação sinal-ruído (SNR), r = posto

(
HHH

) e λi é autovalor da matriz
HHH , para todo i = 1, 2, · · · , r. Obervar-se que, no 
aso matriz do 
anal ter posto
ompleto, isto é, posto (H) = nR, tem-se (HORN; JOHNSON, 1985):

r = posto
(
HHH

)
= posto

(
HH
)
= posto (H) = nR. (4.7)4.1.2 Formulação do problemaConforme des
rito no iní
io deste 
apítulo, o objetivo 
entral deste trabalho é a de-terminação de limitantes, inferior e superior, à 
apa
idade ergódi
a do 
anal mostradana Equação (4.6) do 
anal de desvane
imento de Ri
e 
onforme a Equação (4.2), via teo-ria de majorização, mediante as hipóteses levantadas na Seção 4.1.1. Além disso, serãoapresentadas aproximações à 
apa
idade para baixos e altos valores de SNRs.4.1.3 Transformação da matriz do 
analPara o desenvolvimento da nossa proposta, faremos uma transformação na matriz de
anal 
om a �nalidade de simpli�
ar as demonstrações dos teoremas que se seguem. Seja,
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iais 70portanto, a matriz W = [wij ] ∈ C
nR×nT de�nida por:
W =

√
1 +K

Ω
H. (4.8)Diante desta transformação, tem-se os seguintes resultados:(t1): posto

(
WWH

)
= posto

(
HHH

).(t2): W =
√
KH+Hw.Demonstração: Como a matriz H é dada 
onforme a Equação (4.2) segue que:
W =

√
1 +K

Ω
H =

√
1 +K

Ω

(√
ΩK

K + 1
H+

√
Ω

K + 1
Hw

) (4.9)
=

√
KH+Hw. (4.10)

2(t3): W ∼ CN
(√

K H, InT
⊗ InR

)Demonstração: Pela propriedade (t2), tem-se wij = √
K hij + h̃ij , sendo h̃ij ∼ N (0, 1).Para veri�
ar que wij é uma variável gaussiana de média √

K hij e variân
ia igual a 1,analisemos a respe
tiva função geradora de momentos (MAGALH�ES, 2004), isto é,
Mwij

(t)
△

= E
{
etwij

}
= E

{
et(

√
K hij+h̃ij)

}

= et
√
K hij E

{
eth̃ij

}

= et
√
K hij Mh̃ij

(t)

= et
√
K hij et

2/2.

(4.11)
Portanto, wij ∼ N

(√
K hij, 1

) e 
onsequentemente W tem uma distribuição gaussianade média E{W} =
√
K H. Por �m, analisemos a matriz de 
ovariân
ia de W, ou seja,
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RW

△

= E

{
vec (W) vec (W)H

}

= E



vec

(√
1 +K

Ω
H

)
vec

(√
1 +K

Ω
H

)H




=
1 +K

Ω
E

{
vec (H) vec (H)H

}

=
1 +K

Ω
RH

=
1 +K

Ω

Ω

1 +K
InT

⊗ InR

= InT
⊗ InR

.

(4.12)
Con
lui-se, portanto, W ∼ CN

(√
K H, InT

⊗ InR

)
. 2(t4): E{|wij|2} = K + 1.Demonstração:

E
{
|wij|2

}
= E

{
wijw

∗
ij

}
= E

{√
K + 1

Ω
hij

√
K + 1

Ω
h∗ij

}

=
K + 1

Ω
E
{
|hij|2

}
.

(4.13)Como E{|hij|2} = Ω, segue portanto o resultado. 2(t5): A 
apa
idade ergódi
a dada na Equação (4.5) pode ser representada por
C = E

{
log2 det

(
InR

+
ρΩ

nT (K + 1)
WWH

)}
, (4.14)ou simplesmente,

C = E

{
r∑

i=1

log2

[
1 +

ρΩ

nT (K + 1)
λwi

]}
. (4.15)sendo λw1 , λw2 , · · · , λwr autovalores da matriz WWH .Demonstração: A primeira expressão é de
orrente da igualdade H =

√
Ω

K+1
W, enquantoa segunda é uma 
onsequên
ia direta de resultados estudados nas Seções 2.2.1 e 2.2.4.

2



4.2 Limitante superior à 
apa
idade ergódi
a 724.2 Limitante superior à 
apa
idade ergódi
aFazendo uso da teoria de majorização, obteremos nesta seção um limitante supe-rior à 
apa
idade ergódi
a do 
anal MIMO W ∈ CnR×nT , 
om desvane
imento de Ri
e.Conforme já foi 
omentado anteriormente, esta teoria prevê um tratamento matemáti
odiferente sobre o assunto, evitando-se o uso direto da distribuição estatísti
a não-
entralde Wishart. Espe
i�
amente, o método 
onsiste em de�nirmos uma função de S
hur-
�n
ava em termos dos autovalores e elementos da diagonal da matriz hermitianaWWH ,
onforme mostra o teorema a seguir 
ujas hipóteses já foram des
ritas na seção anterior.Teorema 4.1 A 
apa
idade ergódi
a de um 
anal MIMO 
om desvane
imento deRi
e é limitada superiormente por
C ≤ Cup = nR log2 (1 + ρΩ) . (4.16)Demonstração: Seja λ(WWH) =

(
λw1 , λ

w
2 , · · · , λwnR

) o vetor de autovalores e sejad (WWH) = (d1, d2, · · · , dnR
) o vetor dos elementos da diagonal prin
ipal da matriz

WWH . Por questão de 
onveniên
ia, 
onsidera-se que as 
oordenadas destes vetores es-tejam dispostas em ordem de
res
ente, isto é, λw1 ≥ λw2 ≥ · · · ≥ λwnR
e d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dnR

.No entanto, 
omo posto
(
WWH

)
= r, tem-se

λw1 ≥ λw2 ≥ · · · ≥ λwr > 0 e λwr+1 = λwr+2 = · · · = λwnR
= 0. (4.17)Por outro lado, 
onsidera-se a função real φ : D+ ⊂ RnR → R de�nida por

φ(x) = E

{
nR∑

i=1

log2

[
1 +

ρΩ

nT (K + 1)
xi

]}
. (4.18)Pelo Teorema 3.7 o vetor d (WWH) é majorizado por λ(WWH), ou seja,d (WWH) ≺ λ(WWH). Além disso, 
omo a função φ(·) é S
hur-
�n
ava (ver Teorema3.12 ), tem-se

φ
(
λ(WWH)

)
≤ φ

(d (WWH)
)
, (4.19)ou equivalentemente,
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E

{
nR∑

i=1

log2

[
1 +

ρΩ

nT (K + 1)
λwi

]}
≤ E

{
nR∑

i=1

log2

[
1 +

ρΩ

nT (K + 1)
di

]}
. (4.20)

En
ontramos desta forma, um limitante superior à 
apa
idade ergódi
a, ou seja,
C ≤ E

{
nR∑

i=1

log2

[
1 +

ρΩ

nT (K + 1)
di

]}
, (4.21)

pois, C = E

{∑nR

i=1 log2

[
1 + ρΩ

nT (K+1)
λwi

]}. Igualdade esta já apresentada na propriedade(t5) da seção anterior.Por sua vez, tomando-se o segundo membro da desigualdade na Equação (4.21) tem-se:
E

{
nR∑

i=1

log2

[
1 +

ρΩ

nT (K + 1)
di

]}
= E

{
log2

[
nR∏

i=1

(
1 +

ρΩ

nT (K + 1)
di

])}
. (4.22)

Apli
ando a desigualdade de Jensen na Equação (4.22) segue que (MARSHALL; OLKIN,1979; BOYD; VANDENBERGHE, 2004):
C ≤ E

{
log2

[
nR∏

i=1

(
1 +

ρΩ

nT (K + 1)
di

)]}

≤ log2

[
E

{
nR∏

i=1

(
1 +

ρΩ

nT (K + 1)
di

)}]
.

(4.23)
Por outro lado, sabe-se que di =

∑nT

j=1 |wij|2, para i = 1, 2, · · · , nR e que, pelapropriedade (t4), E {di} = nT (K+1). Desta forma, a esperança do produto das variáveisaleatórias d1, d2, · · · , dnR
é dada por:
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E

{
nR∏

i=1

di

}
=

nT∑

j1=1

nT∑

j2=1

· · ·
nT∑

jnR
=1

E

{
nR∏

k=1

|wkjk|2
}

= ( nT · (K + 1) )nR .Além disso2,
E

{
nR∏

i=1

(
1 +

ρΩ

nT (K + 1)
di

)}
= (1 + ρΩ)nR . (4.24)Substituindo, portanto, o operador esperança por (1 + ρΩ)nR em (4.23) tem-se:

C ≤ log2 (1 + ρΩ)nR

= nR log2 (1 + ρΩ),
(4.25)o que prova o resultado. 2O limitante superior proposto pelo Teorema 4.1 também pode ser obtido a partir dainequação de Hadamard (3.37). Para apli
ação de tal resultado, basta veri�
ar que amatriz hermitiana P = InR

+ αWWH é semi-de�nida positiva, sendo α = ρΩ
nT (K+1)

. Comefeito, para todo vetor x ∈ CnR×1 não-nulo, tem-se
xHPx = xH

(
InR

+ αWWH
)
x

= xHx+ αxH
(
WWH

)
x

= xHx+ α
(
xHW

) (
WHx

)

= xHx+ α
(
WHx

)H (
WHx

)

= ||x||2 + α||WHx||2

≥ 0.

(4.26)
Veri�
a-se, desta forma, que a matriz hermitiana P = [pij] é semi-de�nida positiva.Então, pela desigualdade de Hadamard, garante-se que det (P) ≤ ∏nR

i=1 pii. Equivalente-mente,
det
(
InR

+ αWWH
)
≤

nR∏

i=1

(1 + α di) , (4.27)2Os detalhes a respeito destas últimas igualdades en
ontram-se no Apêndi
e B.
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sendo que di =

∑nT

j=1 |wij|2, para i = 1, 2, · · · , nR. A partir deste último resultado,apli
a-se a função log2 (·) e operador esperança E{·}, nesta ordem, obtendo-se portanto
C = E

{
log2 det

(
InR

+
ρΩ

nT (K + 1)
WWH

)}

≤ E

{
log2

[
nR∏

i=1

(
1 +

ρΩ

nT (K + 1)
di

)]}
.

(4.28)
Notemos que esta desigualdade apare
e em (4.23). Então, repetindo os resultados obtidosa partir de tal desigualdade, 
hega-se em

C ≤ Cup = nR log2 (1 + ρΩ) , (4.29)
o que 
omprova a validade de tal argumento.O resultado obtido no Teorema 4.1 mostra que o limitante superior Cup, independe donúmero de antenas transmissoras e do fator de Ri
e. Além disso, para valores �xos de Ω eSNR, a função Cup 
res
e linearmente 
om o número de antenas re
eptoras. Para ilustrareste fato, a Figura 7 abaixo 
onsidera um sistema MIMO 
om desvane
imento de Ri
e
onforme des
rito na Equação (4.2), 
om Ω = 1 e 0 ≤ SNR ≤ 25 dB, 
om in
remento de
5 dB .



4.2 Limitante superior à 
apa
idade ergódi
a 76

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

Número de Antenas Receptoras

Li
m

ita
nt

e 
da

 C
ap

ac
id

ad
e 

E
rg

ód
ic

a 
(b

ps
/H

z)

 

 

SNR = 0 dB
SNR = 5 dB
SNR = 10 dB
SNR = 15 dB
SNR = 20 dB
SNR = 25 dB

Figura 7: Comparação entre limitantes superiores para Ω = 1 e 0 ≤ SNR ≤ 25 dB, 
om in
re-mento de 5 dB.Analisando, desta vez, o limitante Cup 
omo função dos valores das SNRs, a Figura 8faz um 
omparativo entre os valores dos limitantes superiores à 
apa
idade ergódi
a, deum sistema MIMO 
om desvane
imento de Ri
e, em que o número antenas transmissorasé igual ao número de re
eptoras, admitindo-se os seguintes 
enários: 1× 1, 2× 2, 4× 4 e
8× 8.
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Figura 8: Comparação entre limitantes superiores para os 
enários 1× 1, 2× 2, 4× 4 e 8× 8.
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a 77Nas Figuras 9, 10 e 11 seguintes, são feitas 
omparações do limitante superior obtidoneste trabalho 
om a expressão da 
apa
idade ergódi
a C apresentada na Propriedade
(t5). Para a primeira �gura, a matriz do 
anal 
onsiderada tem ordem 2 × 2, para asegunda, a ordem da matriz é 4× 4, enquanto para a Figura 11, o 
enário 
onsiderado é
3 × 5. Além disso, em todos os 
asos o fator de Ri
e 
onsiderado é K = 3. O objetivodeste 
omparativo é ilustrar, para um determinado valor da relação sinal-ruído �xado, aproximidade dos valores do limitante em relação ao valor da 
apa
idade ergódi
a.
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Figura 9: Comparação entre limitante superior Cup e 
apa
idade ergódi
a C para o 
enário
2× 2, 
om fator de Ri
e K = 3.Nota-se, nesta �gura 
omo nas outras que se seguem, que os valores da 
apa
idade edo limitante são bem próximos, para pequenos valores de SNRs, porém estes tendem a sedistan
iar 
om o 
res
imento do valor da relação sinal-ruído e 
om o aumento do númerode antenas re
eptoras.Convém ressaltar que o resultado obtido para Cup independe do número de antenastransmissoras. Portanto, os 
anais de ordem nR × nT , 
om nR 6= nT , e nR × nR ambospossuem o mesmo limitante superior. Por exemplo, os 
anais de ordem 3 × 5 e 3 × 3possuem mesmo limitante superior, 
uja 
urva apresenta-se na Figura 11.
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Figura 10: Comparação entre limitante superior Cup e 
apa
idade ergódi
a C para o 
enário
4× 4, 
om fator de Ri
e K = 3.
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Figura 11: Comparação entre limitante superior Cup e as 
apa
idades ergódi
as C3×3 e C3×5para os 
enários 3× 3 e 3× 5, respe
tivamente. O fator de Ri
e utilizado é K = 3.Com o propósito de quanti�
ar o quão próximo está o limitante superior propostopelo Teorema 4.1 da 
apa
idade ergódi
a, a próxima �gura apresenta o erro relativo destaaproximação, o qual permite-nos fazer a referida análise. Em termos de simulação, as
urvas foram geradas a partir do a
rés
imo da 
onstante de Ri
e e �xando-se algunsvalores de SNR.
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Figura 12: Comparação entre erros relativos de aproximação do limitante Cup à 
apa
idadeergódi
a C num 
anal de ordem 3× 5.No exemplo dado, observar-se que a taxa de erro 
res
e juntamente 
om o a
rés
imodo fator de Ri
e, para o 
aso de um 
anal de ordem 3 × 5. Desta forma, no 
anal 
omdesvane
imento de Rayleigh (K = 0), tem-se que o erro relativo de aproximação �
a emtorno de 15% na relação sinal-ruído de 0 dB e 15 dB e, em torno de 18%, para SNR de 5dB e 10 dB.Analisando desta vez o maior valor de SNR em questão (K = 10), observa-se que oerro de aproximação, no 
aso de 0 dB, �
a em torno de 40%, enquanto, para os outrosvalores da relação sinal-ruído, tem-se uma elevada taxa de erro que. Conforme mostra apartir, tais taxas apresentam-se a partir 57%, aproximadamente.Ainda 
om o desenvolvimento do Teorema 4.1, obtivemos um outro limitante superior,o qual representaremos por C intup (ver Equação (4.19)). Espe
i�
amente,
C intup = E

{
nR∑

i=1

log2

[
1 +

ρΩ

nT (K + 1)
di

]}
, (4.30)
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a 80sendo d1, d2, · · · , dnR
os elementos da diagonal prin
ipal da matriz WWH . Além disso,

di =

nT∑

i=1

|wij|2, para i = 1, 2, · · · , nR. (4.31)
Diante dos 
ál
ulos apresentados no teorema, veri
a-se que tal limitante apresentavalores intermediários entre a 
apa
idade ergódi
a C e o limitante Cup. Desta maneira, a
urva do referido limitante superior tem uma melhor aproximação à 
apa
idade ergódi
ado que Cup. Para ver�
ar esta a�rmação, apresentamos três situações em que os 
anaispossuem ordem 2×2, 4×4 e 3×5, 
om fator de Ri
e K = 3, 
onforme ilustram as �gurasa seguir.
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Figura 13: Comparação entre os limitantes superiores Cup e C intup e a 
apa
idade ergódi
a Cpara o 
enário 2× 2, 
om fator de Ri
e K = 3.
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Figura 14: Comparação entre os limitantes superiores Cup e C intup e a 
apa
idade ergódi
a Cpara o 
enário 4× 4, 
om fator de Ri
e K = 3.
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Figura 15: Comparação entre os limitantes superiores Cup e C intup e a 
apa
idade ergódi
a Cpara o 
enário 3× 5, 
om fator de Ri
e K = 3.Notemos, a partir dos resultados simulados, que as 
urvas, as quais são representadaspelo limitantes superiores Cup e C intup , apresentam uma ex
elente aproximação entre si.No entanto, o limitante Cup apresenta-se 
omo um resultado determinísti
o, dependendode uma pequena quantidade de parâmetros. Consequentemente, o limitante superior à
apa
idade ergódi
a Cup requer memos re
urso de hardware do que C intup , por este últimodepender de simulação Monte Carlo para ser gerado.
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a 824.2.1 Aproximação à 
apa
idade ergódi
a em alto regime de SNRPara altos valores de SNRs, a função nR log2 (1 + ρΩ) pode ser aproximada por
nR log2 (ρΩ) (PAULRAJ; NABAR; GORE, 2003).Consequentemente, a 
apa
idade ergódi
a
C pode ser aproximada por

C ≈ nR (log2 ρ+ log2Ω) . (4.32)Na Figura 16 são ilustradas as 
apa
idades ergódi
as e as suas respe
tivas aproxi-mações para os 
asos de 
anais de ordem 2× 2, 4× 4 e 8× 8, 
om fator de Ri
e K = 3 e
Ω = 1. Veri�
a-se, que as melhores aproximações são dete
tadas quando há uma pequenaquantidade de antenas re
eptoras envolvidas, nas situações em que há igualdade entre osnúmeros de antenas transmissoras e re
eptoras. Portanto, o aumento dos valores de SNRe do número de antenas re
eptoras, impli
a num distan
iamento entre a respe
tiva 
urvada 
apa
idade ergódi
a e a sua aproximação quase linear.
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Figura 16: Aproximações à 
apa
idade ergódi
a nos 
asos 2 × 2, 4 × 4 e 8 × 8, 
om fator deRi
e K = 3, para alto regime SNR.Na próxima seção, são obtidos dois limitantes inferiores à 
apa
idade: Clo e C intlo . Noentanto, o ponto de partida para a obtenção do primeiro limitante também toma-se 
omoreferên
ia a função S
hur-
�n
ava φ(·) apresentada em (4.18).



4.3 Limitante inferior à 
apa
idade ergódi
a 834.3 Limitante inferior à 
apa
idade ergódi
aDe maneira semelhante à seção anterior, apresentaremos um limitante inferior à 
a-pa
idade ergódi
a do 
anal via teoria de majorização, bem 
omo uma aproximação à
apa
idade para baixos valores de SNRs.Teorema 4.2 A 
apa
idade ergódi
a de um 
anal MIMO 
om desvane
imento deRi
e é limitada inferiormente por
Clo = E

{
log2

[
1 +

ρΩ

nT (K + 1)
λwmax]} ≤ C, (4.33)sendo λwmax o maior autovalor da matriz WWH .Demonstração: Por questão de simpli
idade façamos α = ρΩ

nT (K+1)
. Pela Propriedade (p7)da Seção 3.1.1, sabe-se qued (WWH) =

(
λw1 , λ

w
2 , · · · , λwnR

)
≺
(

nR∑

i=1

λwi , 0, · · · , 0
)

= S. (4.34)
Como a função φ(·) na Equação (4.18) é S
hur-
�n
ava, tem-se

φ(S) ≤ φ(d (WWH)) = C, (4.35)ou seja,
E

{
log2

[
1 + α

nR∑

i=1

λwi

]}
≤ C. (4.36)Por sua vez, para todo k = 1, 2, · · · , nR, tem-se

1 + αλwk ≤ 1 + α

nR∑

i=1

λwi . (4.37)Em parti
ular, o resultado é válido para o maior autovalor da matriz WWH , isto é,
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1 + αλwmax ≤ 1 + α

nR∑

i=1

λwi , (4.38)e 
omo a função log2 (·) é 
res
ente, segue que
log2 [1 + αλwmax] ≤ log2

[
1 + α

nR∑

i=1

λwi

]
. (4.39)Portanto, apli
ando-se o operador esperança na desigualdade obtida em (4.39) tem-se que(MAGALH�ES, 2004),

E {log2 (1 + αλwmax)} ≤ E

{
log2

[
1 + α

nR∑

i=1

λwi

]}

≤ C,

(4.40)ou seja,
Clo = E

{
log2

[
1 +

ρΩ

nT (K + 1)
λwmax]} ≤ C, (4.41)o que 
ompleta a prova.

2Analisando o 
omportamento das 
urvas que representam a 
apa
idade ergódi
a C eseu respe
tivo limitante inferior Clo, há um as
endente distan
iamento entre as referidas
urvas, 
om relação ao 
res
imento dos valores de SNR. Além disso, para altos valoresSNR, o limitante inferior Clo tem um 
omportamento quase linear. As Figuras 17 e18 ilustram estas 
ara
terísti
as para o 
aso de 
anais, de ordens 2 × 2 e 4 × 4, 
omdesvane
imento de Ri
e de fator K = 3.No desenvolvimento do Teorema 4.2, também obtivemos um outro limitante inferior à
apa
idade ergódi
a (ver Equação (4.36)), o qual será de 
hamado de C intlo . Tal resultadoestá 
ompreendido entre Clo e C para um valor de SNR �xado. Espe
i�
amente, tallimitante é dado por
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Figura 17: Comparação entre o limitante inferior Clo e a 
apa
idade ergódi
a C para o 
enário
2× 2, 
om fator de Ri
e K = 3.
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Figura 18: Comparação entre o limitante inferior Clo e a 
apa
idade ergódi
a C para o 
enário

4× 4, 
om fator de Ri
e K = 3.
C intlo = E

{
log2

[
1 +

ρΩ

nT (K + 1)

nR∑

i=1

λwi

]}
. (4.42)Para apresentar o resultado gra�
amente, 
onsideramos um 
anal, de ordem 8 × 8,
om desvane
imento de Ri
e de fator K = 3, 
onforme ilustra a Figura 19. Nota-se
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a 86que as 
urvas determinadas por tais limitantes são bem aproximadas. Porém, devido aesta aproximação, 
om o aumento dos valores de SNR, as 
urvas relativas a 
apa
idadeergódi
a e o limitante tendem a um a
entuado distan
iamento. Por outro lado, parabaixos valores de SNR, tem-se uma ex
elente aproximação à 
apa
idade ergódi
a.
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Figura 19: Comparação entre os limitantes inferiores Clo e C intlo e a 
apa
idade ergódi
a C parao 
enário 8× 8, 
om fator de Ri
e K = 3.4.3.1 Aproximação à 
apa
idade ergódi
a em baixo regime SNRO próximo teorema, 
onsiderando pequenos valores para SNRs dará uma aproximaçãoà 
apa
idade ergódi
a a qual dependerá apenas de termos determinísti
os 
omo a 
on-stante Ω, o número de antenas re
eptoras e os valores da relação sinal-ruído.Teorema 4.3 A 
apa
idade ergódi
a de um 
anal 
om desvane
imento de Ri
e, numbaixo regime SNR, pode ser aproximada por
C ≈ nR ρΩ log2 (e). (4.43)Demonstração: Novamente, por questão de simpli
idade 
hamemos β = Ω

nT (K+1)
. Assim,seguindo a mesma idéia de se de�nir funções espe
í�
as as quais são apli
adas na inequaçãode S
hur, 
onsideremos portanto, a função real ϕ : D+ ⊂ RnR → R de�nida por
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ϕ(x) = E

{
nR∑

i=1

f(xi)

}
. (4.44)Desde que f(·) é linear, tem-se que ϕ(·) é uma função S
hur-
�n
ava e S
hur-
onvexa.Adi
ionando-se ao fato que d (WWH) ≺ λ(WWH), tem-se

ϕ
(
λ(WWH)

)
= ϕ

(d (WWH)
)
. (4.45)Noutros termos,

E

{
nR∑

i=1

λwi

}
= E

{
nR∑

i=1

di

}

=

nR∑

i=1

E{di}

=

nR∑

i=1

nT (K + 1)

= nRnT (K + 1).

(4.46)
Por outro lado, para baixo regime de SNR, os valores de ρ são tomados su�
ientementepequenos. Assim, de a
ordo 
om Paulraj, Nabar e Gore (2003), para ρ≪ 1 e para k > 0,a função g(ρ) = log2 (1 + kρ) é aproximada pela função linear f(ρ) = (k log2 e)ρ. Destaforma, a função g(ρ) = log2 [1 + ρβ

∑nR

i=1 λ
w
i ] é aproximada pela função linear

f(ρ) =

(
β log2 e

nR∑

i=1

λi

)
ρ. (4.47)Assim, a esperança E{log2 [1 + ρβ

∑nR

i=1 λ
w
i ]} é aproximada por

E

{(
β log2 (e)

nR∑

i=1

λwi

)
ρ

}
. (4.48)Contudo,
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E

{(
β log2 (e)

nR∑

i=1

λwi

)
ρ

}
= βρ log2 (e)E

{
nR∑

i=1

λwi

}

= βρ log2 (e)nRnT (K + 1)

=
Ω

nT (K + 1)
ρ log2 (e)nRnT (K + 1)

= nR ρΩ log2 (e).

(4.49)
Portanto, a 
apa
idade ergódi
a C pode ser aproximada por nR ρΩ log2 (e), ou seja,

C ≈ nR ρΩ log2 (e), (4.50)o que 
ompleta a prova. 2Para a �gura que se segue, foram 
onsiderados alguns 
anais de ordem quadrada, 
ujas
urvas foram simuladas sobre o intervalo de SNRs de −20 dB a −5 dB, 
om in
remento de
1 dB. Com de
rés
imo dos valores de SNR, as aproximações tendem sobrepor-se a 
urvada respe
tiva 
apa
idade ergódi
a.
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Figura 20: Aproximações à 
apa
idade ergódi
a nos 
asos 2 × 2, 4 × 4 e 8 × 8, 
om fator deRi
e K = 3, para baixo regime SNR.
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o 89Uma 
onsequên
ia direta da demonstração deste teorema 
onsiste na determinaçãoda esperança da variável aleatória λwi , para qualquer que seja i = 1, 2, · · · , nR, no 
asodos autovalores λw1 , λw2 , · · · , λwnR
serem variáveis identi
amente distribuídas.Como as variáveis em questão são i.i.d., façamos E{λwi } = E{λw}. Assim,

E

{
nR∑

i=1

λwi

}
= E

{
nR∑

i=1

di

}
= nRnT (K + 1). (4.51)Por outro lado,

E

{
nR∑

i=1

λwi

}
=

nR∑

i=1

E{λwi }

= nRE{λw}.
(4.52)Assim, das igualdades em (4.51) e (4.52) 
on
lui-se que E{λw} = nT (K + 1).

4.4 Estudo de um 
aso assintóti
oNesta seção, faremos uma 
omparação entre o limitante superior proposto pelo Teo-rema 4.2 
om o resultado assintóti
o de limitante de 
apa
idade ergódi
a (o qual seráapresentado na sequên
ia), no 
aso de 
anais 
ujos elementos são independentes. Destaforma, seguiremos basi
amente as mesmas 
onsiderações estudadas na Seção 2.4.2, porém,neste 
aso para 
anais que seguem o desvane
imento de Ri
e.Portanto, 
onsiderando que as entradas do 
anal H são independentes, tem-se que asentradas de W são também independentes. Então, pela lei forte dos grandes números(MAGALH�ES, 2004), para nT → ∞, obtém-se pela Equação (4.8)
1

nT
WWH =

1

nT

K + 1

Ω
HHH → K + 1

Ω
InR

. (4.53)Desta maneira, a 
apa
idade ergódi
a apresentada em (t5), resume-se a
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C = E {log2 det (InR

+ ρInR
)} , (4.54)ou simplesmente,

C = nR log2(1 + ρ), (4.55)expressão esta equivalente à apresentada em (2.55).Observemos, portanto, que a partir do 
aso assintóti
o nT → ∞, temos que a 
a-pa
idade ergódi
a é rigorosamente igual ao limitante Cup proposto pelo Teorema 4.2,quando Ω = 1. Noutros termos, quando as potên
ias médias das entradas do 
anal H sãounitárias.4.5 Comparações 
om dados da literatura: 
aso do limi-tante superiorNesta seção, 
om relação ao limitante superior à 
apa
idade ergódi
a, faremos 
om-parações do resultado obtido neste trabalho, nos 
asos de 
anais 
om desvane
imento deRi
e e de Rayleigh, 
om os resultados propostos em Jin, Gao e You (2007), seguindobasi
amente as mesmas hipóteses.Jin, Gao e You (2007, Teorema 4) investigou o limitante superior do 
anal MIMO
om desvane
imento de Ri
e seguindo, basi
amente, as 
ondições levantadas na Seção4.1.1. No entanto, a metodologia proposta foi a partir do desenvolvimento da matriz
omplexa não-
entral de Wishart. Seguindo, portanto, as notações e 
onsiderações destadissertação, a expressão prosposta por Jin, Gao e You (2007), para o posto da matriz Higual a 1, é dada pela seguinte expressão:
CU1 = log2

[
nR∑

i=0

(
nR

i

)(
ρ

nT

)i
nT !

(nT − i)!

1 + iK

(K + 1)i

]
. (4.56)Consequentemente, no 
aso do 
anal 
om desvane
imento de Rayleigh tem-se

CK=0
U1

= log2

[
nR∑

i=0

(
nR

i

)(
ρ

nT

)i
nT !

(nT − i)!

]
. (4.57)



4.5 Comparações 
om dados da literatura: 
aso do limitante superior 91O próximo teorema mostra que o limitante superior CU1 obtido por Jin, Gao e You(2007) não ex
ede o limitante proposto por este trabalho, diante da hipótese de que Ω = 1e posto
(
H
)
= 1.Teorema 4.4 Se Ω = 1 e posto (H) = 1, então CU1 ≤ Cup.Demonstração: Primeiramente, observar-se que

nR∑

i=0

(
nR

i

)(
ρ

nT

)i
nT !

(nT − i)!

1 + iK

(K + 1)i
=

nR∑

i=0

(
nR

i

)
ρi

nT !

(nT )i(nT − i)!

1 + iK

(K + 1)i
. (4.58)Como nT !

(nT )i(nT−i)!
1+iK
(K+1)i

≤ 1, para todo i inteiro não negativo (ver prova no Apêndi
e C),tem-se
(
nR

i

)
ρi

nT !

(nT )i(nT − i)!

1 + iK

(K + 1)i
≤
(
nR

i

)
ρi (4.59)

e, 
onsequentemente,
nR∑

i=0

(
nR

i

)
ρi

nT !

(nT )i(nT − i)!

1 + iK

(K + 1)i
≤

nR∑

i=0

(
nR

i

)
ρi

= (1 + ρ)nR .

(4.60)
Sabendo-se que log2(·) é uma função 
res
ente segue que

CU1 = log2

[
nR∑

i=0

(
nR

i

)(
ρ

nT

)i
nT !

(nT − i)!

1 + iK

(K + 1)i

]
≤ log2 (1 + ρ)nR

= nR log2(1 + ρ)

(4.61)
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om dados da literatura: 
aso do limitante superior 92Portanto, para Ω = 1, tem-se
CU1 ≤ Cup, (4.62)qualquer que seja K ≥ 0. 2As �guras que se seguem, ilustram o resultado do Teorema 4.4 admitindo-se 
anaisMIMO de desvane
imento de Rayleigh e de Ri
e, 
om fator K = 0 e K = 3, respe
tiva-mente, 
ujas dimensões são 1× 1, 2× 2, 4× 4 e 8× 8.
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Figura 21: Comparação 
om limitantes superiores de Jin et. al (2007) para os 
enários 1× 1 e
2× 2, 
om K = 0.
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Figura 22: Comparação 
om limitantes superiores de Jin et. al (2007) para os 
enários 4× 4 e
8× 8, 
om K = 0.
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Figura 23: Comparação 
om limitantes superiores de Jin et. al (2007) para os 
enários 1× 1 e
2× 2, 
om K = 3.As Figuras 21, 22, 23 e 24 enfatizam que, para um dado valor �xado da relaçãosinal-ruído, o limitante de 
apa
idade proposta por Jin, Gao e You (2007), não ex
ede olimitante superior obtido por este trabalho.Nota-se também, para um valor de SNR �xado e diante um mesmo 
enário, que osvalores de 
apa
idade são mais próximos quando o 
anal 
onsiderado tem desvane
imentoRayleigh. Além disso, pela proposta tomada 
omo referên
ia, o 
res
imento do fator
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Figura 24: Comparação 
om limitantes superiores de Jin et. al (2007) para os 
enários 4× 4 e
8× 8, 
om K = 3.de Ri
e impli
a no de
res
imento do limitante de 
apa
idade, situação esta não propor-
ionada por este trabalho, o qual preserva os limitantes independentemente do valor da
onstante K.4.6 Con
lusões e SínteseEste 
apítulo mostrou a poten
ialidade da teoria de majorização na obtenção de limi-tantes, inferior e superior, à 
apa
idade ergódi
a de um 
anal MIMO 
om desvane
imentode Ri
e, evitando desta forma, a apli
ação direta da distribuição estatísti
a não-
entralde Wishart, a qual é 
omumente en
ontrada na literatura referente a este estudo.Espe
i�
amente, para o desenvolvimento deste 
apítulo, 
om o propósito de minimizaros 
ál
ulos envolvidos, foi feito uma transformação da matriz do 
anal deH paraW. Destaforma, mediante algumas outras manipulações matemáti
as, foram obtidos limitantes à
apa
idade 
om a apli
ação da teoria de majorização a qual nos possibilitou obter relaçõesentre determinados vetores via função S
hur-
�n
ava. Além disso, em alto e baixo regimesde SNRs foram apresentados aproximações à 
apa
idade ergódi
a.Por �m, no 
aso do limitante superior, foram feitas algumas 
omparações 
om resulta-dos 
onhe
idos da literatura, no entanto, foi mostrado que estes não ex
edem o limitanteproposto por este trabalho o qual independe do fator de Ri
e do número de antenastransmissoras envolvidas.
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CAPÍTULO 5
CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

Esta dissertação foi dedi
ada a obtenção de limitantes, inferior e superior, e aprox-imações à 
apa
idade de um 
anal MIMO 
om desvane
imento de Ri
e, diante deuma ferramenta matemáti
a ainda pou
o explorada, 
hamada de teoria de majorização.No entanto, a motivação prin
ipal para a utilização desta té
ni
a reside no fato da di�
ul-dade de se obter expressões fe
hadas à 
apa
idade ergódi
a, bem 
omo, expressões paralimitantes. Esta di�
uldade, 
omo ilustra a literatura sobre o assunto, se deve, prin
ipal-mente, ao desenvolvimento da função de distribuição 
onjunta dos autovalores da matrizde Wishart não-
entral.Ao longo do nosso estudo foi 
onsiderado um 
anal MIMO, 
om desvane
imento deRi
e, espa
ialmente des
orrela
ionado 
om matriz da 
omponente de linha de visada deposto igual a um valor arbitrário não ex
edente a quantidade mínima do número de an-tenas transmissoras e re
eptoras. Além disso, o re
eptor foi 
onsiderado 
om perfeito
onhe
imento dos estados do 
anal, enquanto o transmissor sem qualquer tipo de infor-mação. Ademais, determinamos uma outra de
omposição da matriz do 
anal, em funçãoda matriz de linha de visada e da matriz espa
ialmente bran
a, 
om o propósito de min-imizar os 
ál
ulos envolvidos.Diante das 
onsiderações tomadas e 
om a apli
ação da teoria de majorização, aqual nos possibilitou de�nir funções S
hur-
�n
ava espe
í�
as apli
adas em vetores previ-amente majorizados, foi possível a obtenção de tais limitantes e aproximações à 
apa
idadeergódi
a, sendo neste último 
aso, a investigação foi dada a partir de baixo e altos regimes
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tivas 96de SNRs. Das expressões obtidas, no 
aso do limitante superior, foi visto que tal resultadoindepende do número de antenas re
eptoras 
onsideradas no sistema e da 
onstante deRi
e, enquanto, no 
aso do limitante inferior, a expressão independe do número de antenasre
eptoras. Vale ressaltar que que em ambas as situações, a simulação numéri
a é fa
il-mente implementada e no 
aso do limitante superior tem-se uma expressão determinísti
a,ou seja, esta não depende de entes estatísti
os.Como 
onsequên
ia dos resultados analíti
os, foram feitas algumas simulações numéri-
as em termos dos limitantes. Nos estudos apresentados, notou-se que as 
urvas da 
a-pa
idade ergódi
a se distan
iam das 
urvas dos limitantes, tanto no 
aso do limitantesuperior 
om no inferior, 
om a
rés
imo da relação sinal-ruído. No entanto, obtivemosex
elentes aproximações à 
apa
idade nas situações de altos e baixos regimes SNR paraos 
enários apresentados.Ainda em termos 
omputa
ionais, �zemos uma 
omparação do limitante superiordeste trabalho 
om um resultado já 
onsagrado na literatura, o qual obteve um limitantesuperior ultilizando uma outra ferramenta matemáti
a. Para tal 
omparação, 
onsid-eramos os mesmos 
enários, além disso, restringimos o posto da matriz 
omponente delinha de visada ser igual 1, 
om a �nalidade de se enquadrar 
om as hipóteses levantadaspela nossa referên
ia. Contudo, observou-se que nossa proposta também limita superi-ormente a proposta sugerida por nossa referên
ia. No entanto, o limitante obtido pornosso trabalho tem uma expressão mais simples e depende de menos parâmetros do queo apresentado 
omo referên
ia.Desta
amos, portanto, 
omo prin
ipais 
ontribuições desta dissertação: o entendi-mento da teoria de majorização; a de�nição de funções S
hur-
�n
avas e/ou S
hur-
onvexas espe
í�
as que possam ser apli
adas em determinados vetores majorizados, 
oma �nalidade de transformar a relação de majorização numa relação de desigualdade; a apli-
ação desta em problemas de 
omuni
ação móvel; a obtenção de limitantes e aproximaçõesà 
apa
idade ergódi
a em 
anal MIMO.No que se refere às 
ontribuições deste trabalho, pode-se 
onsiderar também os teo-remas propostos sobre problemas de otimização os quais se enquadram em problemasenvolvendo 
apa
idade de 
anal.Como perspe
tivas de estudos futuros visualizamos, nesta mesma linha de pesquisa, aobtenção de limitantes da 
apa
idade ergódi
a de um 
anal MIMO 
om desvane
imento deRi
e, 
ujos elementos são 
orrela
ionados, 
omo também 
onsiderando outras distribuiçõesestatísti
as para as entradas do 
anal: distribuição Gama, Beta, Log-Normal, Weilbull,
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tivas 97dentre outras.Neste 
ontexto, outros assuntos também apresentam poten
iais perspe
tivas de in-vestigação, tais 
omo: o estudo de 
apa
idade em 
anais do tipo broad
ast e relay e adeterminação de funções de 
usto para o tratamento de problemas de otimização.
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APÊNDICEA
TEORIA DE MAJORIZAÇ�O: OUTRASCONSIDERAÇÕES
Neste apêndi
e serão detalhadas algumas 
onsiderações levantadas no Capítulo 3,a respeito da teoria de majorização. Em A.1, veri�
aremos que o 
onjunto
Dn = {x ∈ Rn; x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn} é 
onvexo e que a igualdade entre vetores é satis-feita, isto é, x = y, quando o
orre as relações de majorização x ≺ y e y ≺ x em Dn. Naseção A.2, provaremos a propriedade (p8) das relações bási
as de majorização. Por �m,em A.3 mostraremos que uma determinada 
lasse de 
omposição de funções preserva apropriedade de S
hur-
onvexidade.A.1 Um estudo sobre o 
onjunto DnPrimeiramente, veri�quemos que o 
onjunto Dn é 
onvexo. Boyd e Vandenberghe(2004), um 
onjunto C é 
hamado de 
onjunto 
onvexo se para quaisquer u, v ∈ C epara qualquer t ∈ [0, 1], tem-se tu + (1 − t)v ∈ C. Desta forma, dados arbitrariamente
x = (x1, x2, · · · , xn) e y = (y1, y2, · · · , yn) em Dn e t ∈ [0, 1], mostremos que
tx+ (1− t)y ∈ Dn.De fato, 
omo xi ≥ xi+1, para i = 1, 2, · · · , n− 1, então

txi ≥ txi+1. (A.1)



A.1 Um estudo sobre o 
onjunto Dn 99Analogamente, segue que
(1− t)yi ≥ (1− t)yi+1. (A.2)Diante das inequações apresentadas em (A.1) e (A.2), tem-se que

txi + (1− t)yi ≥ txi+1 + (1− t)yi+1, (A.3)para i = 1, 2, · · · , n− 1. Noutros termos, tx+ (1− t)y ∈ Dn o que 
omprova o resultado.Agora, mostremos que se x ≺ y e y ≺ x em Dn, então x = y. De fato, 
omo x ≺ y,segue que
k∑

i=1

xi ≤
k∑

i=1

yi, 1 ≤ k ≤ n− 1, (A.4)
n∑

i=1

xi =
n∑

i=1

yi. (A.5)Por sua vez, 
omo y ≺ x, tem-se
k∑

i=1

yi ≤
k∑

i=1

xi, 1 ≤ k ≤ n− 1, (A.6)
n∑

i=1

yi =

n∑

i=1

xi. (A.7)Assim, das inequações apresentadas em (A.4) e (A.6) obtém-se
k∑

i=1

yi =
k∑

i=1

xi, 1 ≤ k ≤ n− 1, (A.8)ou seja, xj = yj, para j = 1, 2, · · · , n − 1. Basta, portanto, mostrar que xn = yn. Daigualdade em (A.5), observar-se que
n−1∑

i=1

xi + xn =

n−1∑

i=1

yi + yn. (A.9)Como xj = yj, para j = 1, 2, · · · , n − 1, segue que ∑n−1
i=1 xi =

∑n−1
i=1 yi e, 
onsequente-mente, na igualdade apresentada em (A.9) obtém-se xn = yn. Portanto, xj = yj , para

j = 1, 2, · · · , n, ou seja, x = y.



A.2 Demonstração da propriedade (p8) das relações bási
as de majorização 100A.2 Demonstração da propriedade (p8) das relaçõesbási
as de majorizaçãoA referida propriedade propõem que
X

n
1 ≺ x, se xi ≥ 0 e n∑

i=1

xi = X. (A.10)Demonstração: Pela de�nição de relação de majorização, devemos mostrar que
k
X

n
≤

k∑

i=1

x[i], 1 ≤ k ≤ n− 1, (A.11)
X =

n∑

i=1

x[i]. (A.12)Suponhamos por absurdo que exista k ∈ {1, 2, · · · , n− 1}, tal que
k
X

n
>

k∑

i=1

x[i]. (A.13)Diante desta inequação segue que
kX > n

k∑

i=1

x[i]

≥ n

n∑

i=1

x[i]

= nX.

(A.14)
Ou seja, k > n, um absurdo. Logo, a 
ondição dada em (A.11) é verdadeira. Por outrolado,

X =
n∑

i=1

xi =
n∑

i=1

x[i], (A.15)o que 
omprova a igualdade dada na Equação (A.12). Logo, a relação de majorizaçãoproposta em (p8) é satisfeita.
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hur-
onvexidade101A.3 Composição de funções: um 
aso espe
í�
o de preser-vação da propriedade de S
hur-
onvexidadeSeja a seguinte 
omposição de funções,
Rn

f

ψ=h◦f

Rn h
Rem que, f(x) = (f1(x), f2(x), · · · , fn(x)) e fi : Rm → R, i = 1, 2, · · · , n. Então, pela
omposição, temos que

ψ(x) = h(f(x)) = h(f1(x), f2(x), · · · , fn(x)). (A.16)Agora, suponha que exista uma função real g : R → R, tal que
fi(x) = fi(x1, x2, · · · , xn) = g(xi), para i = 1, 2, · · · , n. (A.17)Contudo, se h(·) for S
hur-
onvexa e 
res
ente e g(·) for 
onvexa, então a função 
omposta

ψ(·) também é S
hur-
onvexa. De fato, dados os vetores x e y em R
n, tais que x ≺ y.Pelo Teorema 3.2, existe uma matriz A = [aij ], de ordem n× n, duplamente esto
ásti
a,tal que x = Ay. Noutros termos, 
ada 
oordenada do vetor x é 
ombinação 
onvexa das
oordenadas do vetor y, ou seja,

xi =
n∑

j=1

aijyj, para 
ada i = 1, 2, · · · , n. (A.18)Como g(·) é uma função 
onvexa, então pela desigualdade de Jensen, tem-se
g(xi) ≤

n∑

j=1

aijg(yj), para 
ada i = 1, 2, · · · , n. (A.19)Assim,
(g(x1), g(x2), · · · , g(xn)) ≤

(
n∑

j=1

a1jg(yj),
n∑

j=1

a2jg(yj), · · · ,
n∑

j=1

anjg(yj)

)
, (A.20)
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aso espe
í�
o de preservação da propriedade de S
hur-
onvexidade102e 
omo h(·) é uma função 
res
ente, seque que
h(g(x1), g(x2), · · · , g(xn)) ≤ h

(
n∑

j=1

a1jg(yj),
n∑

j=1

a2jg(yj), · · · ,
n∑

j=1

anjg(yj)

)
. (A.21)Por outro lado, 
omo (g(y1), g(y2), · · · , g(yn)) ∈ Rn e A = [aij ] é uma matriz dupla-mente esto
ásti
a, então pelo Teorema 3.1, garante-se que

A ·




g(y1)

g(y2)...
g(yn)



≺




g(y1)

g(y2)...
g(yn)



, (A.22)ou seja,

(
n∑

j=1

a1jg(yj),
n∑

j=1

a2jg(yj), · · · ,
n∑

j=1

anjg(yj)

)
≺ (g(y1), g(y2), · · · , g(yn)). (A.23)Por sua vez, 
omo a função é S
hur-
onvexa, tem-se

h

(
n∑

j=1

a1jg(yj),

n∑

j=1

a2jg(yj), · · · ,
n∑

j=1

anjg(yj)

)
≤ h(g(y1), g(y2), · · · , g(yn)). (A.24)Portanto, das inequações apresentadas em (A.21) e (A.24) obtém-se

ψ(x) = h(g(x1), g(x2), · · · , g(xn)) ≤ h(g(y1), g(y2), · · · , g(yn)) = ψ(y), (A.25)isto é, ψ(x) ≤ ψ(y), o que 
on
lui que a função ψ(·) é S
hur-
onvexa.
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APÊNDICEB
COMPLEMENTO DA DEMONSTRAÇ�ODO TEOREMA 4.1
Este apêndi
e tem por �nalidade mostrar a seguinte igualdade:

E

{
nR∏

i=1

(
1 +

ρΩ

nT (K + 1)
di

)}
= (1 + ρΩ)nR . (B.1)Para tal, primeiramente, de�namos os 
onjuntos N = {1, 2, · · · , n} ⊂ N, P o 
onjuntodas partes de N e Pi(N ) ⊂ P 
ujos elementos são todas as 
ombinações de i termostomados n a n. Por exemplo, se n = 2, tem-se P1(N ) = { {1} , {2} } e P2(N ) = { {1, 2} }.No 
aso de n = 3, segue que P1(N ) = { {1} , {2} , {3} }, P2(N ) = { {1, 2} , {1, 3} , {2, 3} }e P3(N ) = { {1, 2, 3} } e assim su
essivamente.Voltando, portanto, ao nosso problema, tem-se N = {1, 2, · · · , nR} e para simpli�
aros 
ál
ulos que se seguem, façamos α = ρΩ

nT (K+1)
e∆ = E

{∏nR

i=1

(
1 + ρΩ

nT (K+1)
di

)}. Então,ao desenvolver a esperança na Equação (B.1) tem-se
∆ = 1 + α

∑

{i}∈P1(N )

E{di}+ α2
∑

{i,j}∈P2(N )

E{didj}+ · · ·+ αnR

∑

{i1,i2,··· ,inR
}∈PnR

(N )

E
{
di1di2 · · · dinR

} (B.2)Sabe-se da Seção 4.1 quei. E{|wij|2} = K + 1.ii. di =∑nT

j=1 |wij|2 para i = 1, 2, · · · , nR.



B Complemento da Demonstração do Teorema 4.1 104iii. E {di} = nT (K + 1)Então, diante destes resultados obtém-se as seguintes igualdades
E
{
di1di2 · · · dip

}
= E





nT∑

j1=1

|wi1j1 |2
nT∑

j2=1

|wi2j2|2 · · ·
nT∑

jp=1

|wipjp|2




= E





nT∑

j1=1

nT∑

j1=2

· · ·
nT∑

jp=1

|wi1j1 |2|wi2j2|2 · · · |wipjp|2




=

nT∑

j1=1

nT∑

j1=2

· · ·
nT∑

jp=1

E
{
|wi1j1|2|wi2j2 |2 · · · |wipjp|2

}

=

nT∑

j1=1

nT∑

j1=2

· · ·
nT∑

jp=1

(K + 1)p

= (nT (K + 1))p.

(B.3)
Desta forma,
∆ = 1 +

(
nR

1

)
αnT (K + 1) +

(
nR

2

)
α2(nT (K + 1))2 + · · ·+ (B.4)

+

(
nR

nR

)
αnR(nT (K + 1))nRComo α = ρΩ

nT (K+1)
, então
αk(nT (K + 1))k =

(
ρΩ

nT (K + 1)

)k
(nT (K + 1))k

= (ρΩ)k.

(B.5)Portanto, o somatório na Equação (B.4) �
a simplesmente dado por
∆ = 1 +

(
nR

1

)
ρΩ +

(
nR

2

)
(ρΩ)2 + · · ·+

(
nR

nR

)
(ρΩ)nR

=

nR∑

i=0

(
nR

i

)
(ρΩ)i

= (1 + ρΩ)nR.

(B.6)
Con
lui-se �nalmente que ∆ = (1 + ρΩ)nR . 2
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APÊNDICEC
COMPLEMENTO DA DEMONSTRAÇ�ODO TEOREMA 4.4
Este apêndi
e, o qual 
onsiste em duas seções, 
omplementa a prova do Teorema 4.4.A primeira seção 
onsiste em mostrar que nT !

(nT )i(nT−i)! ≤ 1, enquanto na segundaseção, prova-se que 1+iK
(K+1)i

≤ 1, para qualquer i inteiro não-negativo e para qualquer
K ≥ 0.Diante, portanto, das duas demonstrações 
on
lui-se que nT !

(nT )i(nT−i)!
1+iK
(K+1)i

≤ 1.C.1 Parte 1Seja n ∈ Z+ e i = 0, 1, 2, · · · , n, então
n!

ni(n− i)!
≤ 1. (C.1)A prova será pelo prin
ípio de indução �nita apli
ado em i. Para i = 0 a expressãodada é exatamente igual a 1. Agora, suponhamos que a referida desigualdade seja válida(hipótese de indução). Provemos, portanto, que para i+ 1 tem-se:

n!

ni+1(n− (i+ 1))!
≤ 1. (C.2)



C.2 Parte 2 106De fato, notemos que
n!

ni+1(n− (i+ 1))!
=

n!

ni+1((n− i)− 1)!

=
n!(n− i)

ni+1 (n− i) ((n− i)− 1)!

=
n− i

n

n!

ni(n− i)!
.

(C.3)
Pela hipótese de indução tem-se n!

ni(n−i)! ≤ 1, desta forma,
n− i

n

n!

ni(n− i)!
≤ n− i

n

≤ 1.

(C.4)Portanto,
n!

ni+1(n− (i+ 1))!
≤ 1 (C.5)o que 
on
lui a prova. 2C.2 Parte 2Seja K ∈ R+ e i = 0, 1, 2, · · · , n, então

1 + iK

(K + 1)i
≤ 1. (C.6)Novamente fazendo-se uso do prin
ípio de indução �nita, tem-se, para i = 0 a ex-pressão dada é igual a 1. Agora, pela hipótese de indução, supõem-se que a desigualdadedada seja válida para i. Basta provar, portanto, que para i+ 1, tem-se

1 + (i+ 1)K

(K + 1)i+1
≤ 1, (C.7)ou equivalentemente,

1 + (i+ 1)K ≤ (K + 1)i+1. (C.8)Obervemos que
1 + (i+ 1)K = (1 + iK) +K

≤ (K + 1)i +K,
(C.9)



C.2 Parte 2 107sendo esta última desigualdade devido a hipótese de indução. No entanto,
(K + 1)i +K ≤ (K + 1)i+1 (C.10)para todo i = 0, 1, 2, · · · , n. De fato, se existisse algum i tal que
(K + 1)i +K > (K + 1)i+1 (C.11)teríamos

K

(K + 1)i
+ 1 > K + 1, (C.12)ou seja,

K

(K + 1)i
> K. (C.13)Se K = 0, tem-se que 0 > 0, um absurdo. Logo K > 0, desta forma,

(K + 1)i < 1, (C.14)que também é um absurdo. Tem-se portanto que
K

(K + 1)i
+ 1 > K + 1 (C.15)o que prova o resultado. 2
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