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Resumo

O trabalho ¢ motivado pela questao dada por Poincaré em 1891:
“B possivel decidir se uma folheacdo em P? tem integral primeira racional?”.

Trataremos de responder esta pergunta no contexto das familias lineares de folheagoes.
Para isto, seja P := {F,},c¢ uma familia linear de folheacoes em uma superficie com-
plexa compacta X. Logo podemos associar uma 2-forma meromorfa O(P) denominada
curvatura do pencil. No caso em que O(P) = 0, diremos que o pencil é flat. Seja

L(P) :={a € C : F, possui uma integral primeira meromorfa em X }.

Assim, basicamente estudaremos o seguinte problema:
“Dado um pencil flat P, descrever o conjunto 1,(P)”.

Abordaremos o problema estudando o conjunto de singularidades do pencil P. Assim,
definimos o conjunto de tangéncia de um pencil P, denotado por A(P). Na primeira
parte do trabalho estudaremos I,(P) no caso em que A(P) é vazio. Por outro lado o caso
em que A(P) nao é vazio é dividida no caso em que A(P) é invariante e no caso A(P)
nao invariante, neste caso somente trabalharemos em P?.

Palavras - chave: Folheacoes Holomorfas. Pencil de Folheagoes. Integral primeira
Meromorfa.






Prefacio

Um dos principais problemas na teoria dos campos vetoriais no plano é caracterizar os
campos integraveis, ou seja, campos que admitem uma integral primeira.

Desde 1878, ano em que Darboux encontrou conexoes entre curvas algébricas e a exis-
téncia de integrais primeiras de campos vetoriais polinomiais em C?, as curvas algébricas
invariantes sao objetos centrais na teoria da integrabilidade de campos. Assim, a primeira
questao relacionada com a existéncia de integrais primeiras, é saber se um campo veto-
rial polinomial tem ou nao curvas algébricas invariantes. O seguinte teorema, dado por
Darboux-Jounalou, responde parcialmente a esta questao.

Teorema ([22]). Um campo vetorial polinomial em P? de grau m, que tem pelo menos
m(m + 1)

5 + 1 curvas algébricas invariantes, possui uma integral primeira racional.

Uma generalizagao do teorema anterior foi dado em 2000 por E. Ghys.

Teorema ([14]). Seja X uma superficie complexa compacta e seja F uma folheagdo singular
em X. Se F admite uma infinidade de curvas analiticas invariantes entdo F admite uma
integral primeira meromorfa.

As melhorias mais ressaltantes dos resultados de Darboux para campos vetoriais
planares, foram dadas por Poincaré em 1891. Ele tentou responder a seguinte questao:

“E possivel decidir se uma folheacao em P? tem integral primeira racional?”.

Em [36], ele observa que é suficiente acotar o grau de uma possivel solucao algebrica.
De fato, impondo condigoes sobre as singularidades da folheacao, apresentou condi¢oes
necessarias que garantem a existéncia de uma integral primeira racional. O problema de
Poincaré a ser discutida no trabalho consiste em acotar o grau de uma curva algebrica
invariante em termos do grau da folheacao.

Em 2002, Lins Neto em [26], construiu algumas familias notéveis de folheacoes em P2,
onde o conjunto de parametros com integral primeira é denso e enumeravel. Além disso,
os graus das integrais primeiras podem ser tomados arbitrariamente grandes, e assim estas
familias fornecem contra-exemplos para o problema de Poincaré.

No presente trabalho generalizaremos o trabalho de Poincaré, no contexto das familias
lineares de folheacoes. Para isto, seja P := {F,} ¢ uma familia linear de folheacoes em
uma superficie complexa compacta X, definida por dois elementos Fy e Fo, de P, cujos
fibrados normais coincidem. A familia P serd denominada pencil de folheagoes. Por



meio de uma reparametrizagao, caso seja necessario, dividindo os zeros comuns de Fy e
F, sempre podemos supor que Fy e Foo tém singularidades isoladas.

Dado um pencil P = {F,} ¢ em X podemos associar uma 2-forma meromorfa ©(P)
denominada curvatura do pencil. No caso em que O(P) = 0, diremos que o pencil é
flat. Seja

I(P) :={a € C : F, possui uma integral primeira meromorfa em X }.

As familias dadas por Lins Neto em [26] sao exemplos de pencil flat P em P?, onde o
conjunto I,(P) é denso e enumeravel.
No presente trabalho, basicamente estudaremos o seguinte problema:

“Dado um pencil flat P, descrever o conjunto I,(P)”.

Seguindo as ideias de Poincaré [36], abordaremos o problema estudando o conjunto
de singularidades do pencil P, isto é, o conjunto formado pelas singularidades de F,,
com a € C. Assim, definimos o conjunto de tangéncia de um pencil P, que é o
conjunto de tangéncia de dois elementos de P e serd denotado por A(P). Este conjunto
A(P) é um conjunto analitico formado por singularidades de P. Isto motiva o estudo das
componentes irredutiveis de A(P).

Diremos que P tem uma singularidade mével, se existem um aberto V C C e uma
aplicagao holomorfa nao constante p : V-— X tal que p(«) € Sing(F,), para todo « € V.
Por outro lado, diremos que p € P é uma singularidade fixa, se p é uma singularidade
comum a todos os F,. Dada uma componente irredutivel C' de A(P), entdao acontece
somente uma das seguintes opcoes:

e (' contém uma singularidade mdvel, isto é, existe uma singularidade movel

p:V — X de P, tal que p(V) C C.
e C é uma componente N1, isto é, existe a € C, tal que C' C Sing(F,).

Primeiramente, no capitulo 2, consideramos o caso em que A(P) = ). Neste caso, se X
é uma superficie Kéhler compacta entao pela Proposigao 2.25, X é um toro e o pencil esta
formado por folheagoes lineares. Utilizando a Proposi¢ao 2.29 temos o seguinte teorema:

Teorema |. Seja X uma superficie Kéhler compacta e seja P um pencil em X. Se A(P) = (),
entdo X é um toro e P é um pencil de folheagGes lineares. Além disso, se #1,(P) > 3 entdo
X = FE x E, onde E é uma curva eliptica e

IL,(P) \ {o0} ~ End(E) ® Q.

Em particular, escrevendo E = C/T" com I' = (1,7), se 0,00 € I,(P) e existe a € I[,(P) \
{00} UQ, entdo

I,(P) \ {oc} = Q(7),
onde, 7 = v/—d com d livre de quadrados, ou seja, Q(7) é uma extensdo quadratica imaginaria

de Q.
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Uma interessante aplicacao do Teorema I serd calcular o conjunto de parametros com
integral primeira do pencil Py = {F/},.z em P?, dado por Lins Neto em [26] e que foi
calculado originalmente em [25]. O pencil P, é definido por

w= (2= 1)zdy — (y> — 1)ydx

Pu n= (2° = Dy*dy — (y* — )a’dx

27

Para isto, consideremos o toro complexo X = C/I' x C/T', onde I' = (1,79) e 7p = €75 .
Seja P = {Ga} et pencil em X, onde cada folheagao G, é gerada pela 1-forma holomorfa
global w, = dz + ady. Como 0, 00,7, € I,(P) entao pelo teorema I,

1,(P) = Q(m0) U {oo}.

A relagdo entre o pencil P e o pencil Py foi dada por McQuillan (cf. [4, p. 103]), onde
ele prova que existe uma aplicagao racional g : X --» P2, tal que g.(P) = P;. Nés daremos
a relagao explicita entre as folheacoes de P e P, que sera provado na secao 2.2.2; ou seja,
dado a € C entdo g(G,)s = Fr,, onde F : C — C é definida por F(a) = (72 — 1)a + 1.

Em particular, se

I,(Py) = {F: : F: tem integral primeira racional F;},

entdao I,(P) = I,(P,). Denotemos por d; o grau de F;. O seguinte teorema fornece uma
maneira de calcular o grau d; de F}, onde t € I,(Py).

Teorema Il. Temos

1,(Ps) = Q(10) U {00}

t—1
Seja t € I,(Py) \ {1,70, 72,0}, entdo g*(F}) = G,, onde a =

—2—’7’0

, € S€ esCcrevemos

a = —, com ay, 5 € Z[1o) e (aq,f1) = 1 entdo

51
= N(B1) + N(aa) + N(B1 — ) + N(B1 + jou),
onde d; é o grau da integral primeira racional F.

Em particular, os graus das integrais primeiras podem ser tomados arbitrariamente
grandes e esta familia é um contra-exemplo para o problema de Poincaré.
Agora, vejamos o caso em que A(P) # (). Sejam

IS(P) = {a € C : F, tem singularidades isoladas},

e NI(P) = C\IS(P). Como NI(P) éum conjunto algébrico de C e F tem singularidades
isoladas, entao NI(P) é finito.

No capitulo 3 veremos que #(Sing(F,)) < m(F), para todo a € IS(P), onde m(F)
¢ a multiplicidade de F. Se denotarnos n(a) := #(Sing(F,)), entdo podemos definir

no = max{n(a): a € IS(P)} e

GP(P) ={a € IS(P): n(a) =ne}.
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Note que C\ GP(P) é finito, pois é algebrico. Estudaremos em separado os casos em
que A(P) é ou nao invariante. Primeiramente, no capitulo 4, consideramos o caso em
que A(P) é invariante, isto é, todas as componentes de A(P) sdo curvas invariantes das
folheacoes do pencil P. Como estaremos interessados no caso em que I,(P) ¢ infinito,
podemos supor que 0 € [,(P) N IS(P). Consideremos o caso em que Fy tem integral
primeira holomorfa f : X — S. Neste caso, dado a € IS(P) \ {0}, diremos que F, ¢é
transversa com respeito a f, se o conjunto

{c € S : Tang(F,, F.) =0}

é genérico em S, e P é transversa com respeito a f, se existe o € 1.S(P) tal que F,,
¢ transversa com respeito a f.

Logo, se gen(f) representa ao género de uma fibra genérica de f entdo temos os
teoremas II e III, que sao provados nas secoes 4.3.1 e 4.3.2, respectivamente.

Teorema lll. Seja P = {F,} ,.c um pencil flat em X tal que F tem integral primeira
holomorfa f : X — P!, com gen(f) = 0. Suponha que A(P), entdo acontece uma das
seguintes possibilidades:

1. I,(P) é finito.
2. IS(P) C L,(P).
3. Existem o € I,(P) e A € C* tais que I,(P) N IS(P) = A\Q + ay.

Teorema V. Seja P = {F,},cc um pencil flat em X tal que F,, tem integral primeira
holomorfa f : X — P!, com gen(f) = 1. Suponha que A(P) é invariante. Se #1I,(P) N
IS(P) > 3, F, tem integral primeira local em todas as suas singularidades, para todo o €
IS(P), € Z(Fa,,C) > 1, para toda a componente C' de A(P) e para algum «y € IS(P);
entdo existem A € C* e a € C tais que

AQ +a C I,(P).

Na segao 4.3.3 consideramos o caso em que oo € IS(P). Logo, se A(P) é invariante,
oo € IS(P) e I,(P) tem um ponto de acumulacao oo, entdo pelo lema 4.27 temos que
estas condigoes permitem aplicar o teorema 3 de [25], que prova o teorema IV.

Teorema V. Seja P = {F.},cc um pencil em X tal que F é reduzida e tem integral
primeira holomorfa f : X — S. Suponha que A(P) é invariante, oo € IS(P) e I,(P) tem
um ponto de acumulacdo em oo. Entdo,

e Se Ky # 0, onde Kx é o fibrado candnico de X, entdo existem A\ € C* e a € C tais
que
»(P) =\ (Q®7Q) +a) U {occ},

onde 7 € {i,e?™/3}.

e Se Ky =0egen(S) =0 entdo X é um toro algébrico; e se X = F x E, com E curva
eliptica, entao
I,(P) ~ End(F) ® Q.
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Na segao 4.4 estudamos o caso F,, tem integral primeira meromorfa ' : X --» S.
Sejam 7 : X — X o processo de blow-up, usado para reduzir as singularidades de F
(no sentido de Seidenberg, cf. [37]), e P := 7*P o pencil induzido em X. Sejam P =
{]—N“a}aeﬁ e A(P) o seu conjunto de tangéncias. Para garantir que A(P) seja invariante
suporemos que JF,, tem singularidades nao degeneradas e que as singularidades fixas do
pencil sdo explosoes nao dicriticas fixas (para mais detalhes veja a definicao 4.45 e a
proposigao 4.46). Seja f := Fom: XS , entao f é uma integral primeira holomorfa
de foo.

Com as condigoes acima observemos que se A(P) é invariante pelo pencil e co &
1S (73), entdo pela proposi¢ao 4.48 podemos descrever o conjunto I,(P) usando os teoremas
III e IV. Por outro lado, se co € 15(75), temos que o pencil P = {F,}, ¢ é quase-
equirredutivel, isto é, o processo de blow-up, usado para reduzir as singularidades de
Fo € 0 mesmo para todo a € IS(P), pela Proposicao 4.43. Assim temos o seguinte
teorema que sera provado na secao 4.4.1.

Teorema VI. Seja P = {F,}, ¢ um pencil em X tal que F; é ndo-degenerada e tem integral
primeira meromorfa F': X --» S. Suponha que A(P) é invariante e I,(P) \ {0} € infinito.

Se 0 € IS(P) e todas as singularidades fixas de P sdo explosdes ndo dicriticas fixas, entdo:
1. gen(F) =1.

2. Se Kx # 0, onde Kx é o fibrado candnico de X, entdo existem A € C* e a € C tais
que

L(P)=(A(Q& Q) +a) U{oo},

onde T € {i,e?™/3}.

3. Se Ky =0 egen(S5) =0 entdo X € um toro algébrico; e se X = E x E, com E curva
eliptica, entao
I,(P) ~ End(F) ® Q.

Finalmente, vejamos o caso em que A(P) é nao invariante pelo pencil. Suponhamos
que X = P2 e seja

Fol(2,d) := {F,onde F ¢é uma folheacio em P? de grau d}.

Observe que toda folheagao de grau 0 tem integral primeira racional. Assim, se P C
Fol(2,0) entdo I,(P) = C. Diremos que uma singularidade p de uma folheacio em P? é
um centro, se F possui uma integral primeira ¢ numa vizinhanca de p, tal que p é uma
singularidade de Morse de g.

Seja

Fol.(2,d) := {F € Fol(2,d) : F tem um centro}.

Em [25], é provado que o conjunto Fol.(2,d) é algébrico. Em particular Fol.(2,d) se
decompoe nas suas componentes irredutiveis. Por exemplo quando d = 2, Fol.(2,2) tem
oito componentes irredutiveis (cf. [12]). Esta classificagdo permite descrever o conjunto

I,(P), se P C Fol.(2,2).



Suponhamos que A(P) tem uma componente nao invariante e nao NI (P), entdo pela
proposicao 5.1
P C Fol.(2,d).

Assim, se d = 1 ocorre somente uma das seguintes opgoes, ou P é um pencil de formas
logaritmicas (em particular I,(P) = AQ, para algum A € C*), ou existe um subconjunto
finito {ay,...,a,} C C tal que C\ {ay,...,a,} C L,(P) (veja a proposicio 5.8).

O caso d > 2, foi estudado por Movasati. Em [29], ele define o conjunto Z(a,b),
formado pelas folheagoes F = F(pGdF — qFdG) € Fol(2,d), d = a + b, que tém integral
primeira racional da forma

F(z,y)
P2\ ({F =0} {G =0 -
fPPN({ Fd =S, flzy) Gz, y)
a+1l ¢ ) : o
onde (F,G) € Puy1 X Ppi1, Pl med(p, q) = 1, e P4 é o conjunto dos polindmios
p

de grau d em C2.

Sejam F € Z(a,b) e p uma singularidade centro de F. Seja F; uma deformagao
holomorfa de F em Fol(2,d) tal que a unica singularidade perto de p ainda é um centro.
Assim, seguindo as ideias de Ilyashenko (cf. [20]), Movassati prova em [29] o seguinte
teorema:

Teorema. Se d = a+b > 2 entdo existe um conjunto Uz, ) aberto e denso de Z(a, b) tal que
para todo F(pGdF — qFdG) € Uzay € para todas as deformagGes F; como antes, tem-se
que F; é também uma folheacdo integravel. Melhor ainda, existem polinomios F; e G; tais
que F; = F(pGdF; — qF,dGy), onde F; e G, sdo holomorfas en ¢, Fy = F e Gy = G.

Usando o teorema anterior podemos provar o seguinte teorema.

Teorema VII. Seja P = {F,},.c um pencil flat em P?, onde Fy é uma folheagdo ndo-
degenerada. Seja A(P) n3o invariante pelo pencil com uma componente n3o invariante e ndo

NI(P). Entdo

1.Sed=a+b>2eF € Ugap), temos I,(P) =C.
2. Se d = 2 entdo acontece somente uma das seguintes op¢des:

(a) 1,(P) é finito.
(b) Existe um subconjunto finito {a1,...,a,} C Ctal que C\{ay,...,a,}. C L,(P).
(c) Existem A € C* e pu € C tais que I,(P) = A\Q + p.
No dltimo capitulo, estudaremos o caso em que o pencil P = {F,} ¢ é gerado por
1-formas meromorfas fechadas, isto é, F, é definido por w + an, para todo a € C, onde
w e 7 sao 1-formas meromorfas fechadas em X. Usando o teorema de Fuchs para webs

folheadas parabdlicas (cf. [8, p. 74]) e o teorema de Fuchs para webs folheadas abelianas
e hiperbdlicas (cf. [8, p. 80]) temos os seguintes resultados.
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Proposicao VIII. Seja P um pencil flat em P?, tal que toda componente de A; tem multi-
plicidade um. Suponhamos que toda componente C' de A; é parabdlica (veja defini¢do 6.3).
Se #1,(P) > 2, entdo P é gerado por uma familia de formas logaritmicas. Em particular, P
e gerado por 1-formas meromorfas fechadas e

Ip(P) = Q.

Proposicao I1X. Seja P um pencil flat em P2, tal que toda componente de A; tem multipli-
cidade um. Suponhamos que toda componente C' de A; é hiperbdlica (veja definicdo 6.3) e
o grupo de monodromia é abeliano (veja definigdo 6.5). Se I,(P) # 0, entdo

I,(P) =C.
Além disso, o pencil P é gerado por 1-formas meromorfas fechadas.

Proposicao X. Sejam () e n duas 1-formas meromorfas ndo fechadas em uma superficie
compacta X. Seja P = {F,},cc: o pencil em X, onde F, é induzido por 2+ an. Suponha
que existe uma 1-forma meromorfa 6§ em X, tal que 2 = 0AQ, dn=0Ane P = (0) tem
cruzamentos normais e P ® Nr = Ox.

Se o pencil P é flat, entdo existe uma fungdo meromorfa f em X, tal que

d(f) =0 e d(fn)=0.
Em particular, P é gerado por 1-formas meromorfas fechadas.

Para a prova da proposigao a anterior, usamos a proposigao 10 de [4].
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Capitulo 1

Introducao global

Neste capitulo recordaremos alguns conceitos basicos da teoria de folheagoes, como: fibra-
dos lineares associados a folheagoes e intersecao de fibrados lineares. Também introduzire-
mos o conceito de isogenia entre curvas elipticas e enuciaremos propriedades relacionadas.

1.1 Folheacoes holomorfas numa superficie compacta

Uma folheagao holomorfa F numa superficie complexa compacta X é dada por uma
familia de 1-formas holomorfas {w;};c; definida sobre uma cobertura por abertos Z =
{Ui}ier de X tais que w; = g;jw;, com g;; € O*(U;;), onde Uy; = U; NU; # 0.

Os cociclos multiplicativos {g;;}i jer definem o fibrado linear Nz em X, chamado o
fibrado normal de F. Também podemos definir a folheacao F por meio de uma familia
de campos holomorfos X;, definidos sobre uma cobertura por abertos % = {U;};c; de
X tais que X; = fi;X;, com f;; € O*(Uy;), onde U;; = U; NU; # 0. Entao o fibrado
tangente de F em X, denotado por T’ é definido pelos cociclos multiplicativos { figl}i,je I

Se N7 e T’z denotam os fibrados duais de Nr e T'r, respectivamente, entao eles estao
relacionados por:

Kx = N;®T%,

onde Kx ¢ o fibrado canénico da superficie X. Seja 7 : X = X um blow-up num ponto
p € Sing(F) e E =7 '(p) o divisor em X. Entdo, em X \ E temos a folheacao m*(Fx\ip}),
que pode ser extendida a todo X. Esta folheagao serd denotada por F. Diremos que p é
dicritica se E nao ¢ invariante por F. Assim,

Nj = 7*(N5) © O(=I(p)E)

Ty =" (Tr) ® O(((p) — D E),

onde
() = my(F),  sep énao dicritica,
Py = my(F) + 1, se p é dicritica.



1.2 Fibrados lineares e intersecao entre fibrados li-
neares

Fixaremos algumas notacoes e recordaremos algumas propriedades de fibrados lineares.
Dado um fibrado linear L numa superficie compacta X, ¢;(L) € H'(X,Z) denota a i-ésima
classe de Chern, com i = 1,2. Dados dois fibrados lineares L; e Ly em X, ¢;1(Lq) - ¢1(L2)
denotara o produto cup {(ci(Ly),c1(Ls), [X]) € HYX;Z), onde [X] repressenta a classe
fundamental de X. Com tais identificacoes, dado dois dividores Dy - Dy em X o nimero
de intersegao de um par de divisores é definido por:

Dy - Dy = c1(O(Dy)) - e1(O(Dy)),

onde O(D) denota o fibrado linear de X, associado ao divisor D C X.

Sejam ¢ : X — Y um morfismo e seja D um divisor de X. Entao por definicao
existe uma cobertura por abertos {U;};c;r de X, localmente finita, onde em cada U; temos
equagoes locais f;. Entao as fungoes p*( f;) sobre ¢~ (U;) sdo equagoes locais (na cobertura
0 1(U;)) de algum divisor de X, que denotaremos como ¢*(D). Seja ¢ : X — Y um
morfismo de grau finito. Entao a formula da projecao para D; € DivX e Dy € DivY
é dada por

©*(Dy) - ¢* (D) = deg(y) D1 - Ds.

1.3 Alguns indices em superficies

Seja p € X uma singularidade isolada de F, e seja (x,y,U) um sistema de coordenadas
com p € U e x(p) =y(p) =0, tal que a folheacao F é representada em U por

0

X(z,y) = Pa.y) 2 + Q)

ox
onde P e @ sao fungoes holomorfas em U e (P, Q) = 1.

Seja J(z,y) a matriz Jacobianna de (P, Q) em (0, 0), entdo podemos definir o indice
de Poincaré-Hopf, PH(F,p), como

detJ
F-G

PH(F,p) = Res,) { dx N\ dy} ,

que coincide com o nimero de Milnor do campo X no ponto p, isto é

PH(F,p) = dimg U?p ;-

Também podemos definir o indice de Baum-Bott no ponto singular p, BB(F,p), como

(trJ)?
F- -G

BB(F,p) = Res, { dx N\ dy} .

2



Se definimos, m(F) = 3_ csingr) PH(F,p) € BB(F) =3 csingr) BB(F,p) entao temos
a seguinte relacao:
m(]:) = CQ(X) —f-BB(F) - N]: . Kx,

(cf [4])-

Agora, seja C' C X uma curva que nao é F-invariante. Dado p € C', tomamos f =0
uma equagao local reduzida de C' e X um campo holomorfo como na equacao que induz
F em U. O indice de tangéncia de F em relagao a C' em p é dado por:

: O,
Tang(]:, C, p) = dim Cm

Definimos

Tang(F,C) = Z Tang(F, p).

pESing(F)NC

1.4 Folheacoes de Riccati e turbulenta

Uma folheacao F sobre uma superficie compacta conexa X é chamado folheagao de
Riccati se existe uma fibracao racional f : X — S, cuja fibra genérica é transversa a F.
Uma folheacao F é de Riccati se, é somente se, Nz - F' = 0, para toda a fibra F' regular
de f (cf. [4, p. 50]).

Uma folheacao F sobre uma superficie compacta conexa X é chamado folheagao
turbulenta se existe uma fibragao eliptica f : X — 5, cuja fibra genérica é transversa a
F. Uma folheacao F ¢é turbulenta se, e somente se, T - I' = 0, para toda a fibra regular
F de f (cf. [4, p. 64]).

Seja X una superficie complexa compacta e F uma folheacao em X. Diremos que
F tem integral primeira, se existe um mapa nao constante f : X --+ S, onde S uma
superficie de Riemann. Suporemos que a fibra genérica de f é irredutivél.

1.5 Grupo de Monodromia associado a um fibrado
transversal a uma folheacao

Seja f : X — S uma fibracao transversa a uma folheacao G. Pela teoria de folheagoes
transversais as fibras de uma fibragao, existe um conjunto aberto W C S tal que fixado
c € W, temos associada a representacao de holonomia global H de G,

H 11 (W, ¢) — Aut(F,).
Além disso, H satisfaz as seguintes propriedades:

1] — W tal que v(0) = 7(1) = ¢, com [y] €
N F,, entdao H(7y)(q) é o ponto final do tnico
=qefoy=r.

1. Dado um caminho fechado v : [0,
I, (W, ¢), e dado um ponto ¢ € L
caminho 7 : [0, 1] — L tal que (1)
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2. Se denotamos o subgrupo H(II; (W, ¢)) de Aut(F.) por Gy, entao

LNF.={g(q) : g€ Go}, (1.1)

para todo g € LN F,.. O grupo Gy é chamado de grupo de holonomia global de
g.

Consideremos uma familia de folheagoes {F, }aec tal que Fy = F. Entao F= Uaec Fa
é uma folheagao em M = X xC. Parae > 0 suficientemente pequeno, seja D. = {|z| < ¢},
entao a deformacao de holonomia de Fy é dada por

Hs: YxD. — Y xD,
(CL Oé) = (hé(Q> 05)7 Oé),

onde hs(q,0) = hs(q) é a holonomia de Fy.

1.6 Algumas propriedades das curvas elipticas

Definicao 1.1. Sejam FE;, F, duas curvas elipticas. Diremos que E; é iségena a F; se
existe um homomorfismo sobrejetivo A : E; — F5 cujo nlcleo é finito. Tal homomorfismo é
chamado de isogenia.

Sejam A; e Ay dois reticulados em C, e sejam E; e Ey as curvas elipticas induzidas
por A; e As, respectivamente. Denotemos o conjunto das isogenias de F; em FE, por
Hom(FEy, E;). Entao Hom(FE,, E;) é um grupo com as operagdes naturais de soma e
multiplicagao por escalar.

Seja End(E) = Hom(E, E), onde E é uma curva eliptica. Suponha que a € C tem
a propriedade aA; C Ay. Entao a multiplicagao pelo escalar o induz um homomorfismo
holomorfo bem-definido, a saber:

Go: C/A1 — C/Ny,  ¢u(z) = az (mod Ay).
Naturalmente, essa aplicacao induz uma isogenia emtre E; e Ej.
Teorema 1.2 ([21]). A aplicacdo

{a € C : aA; C Ay} — {isogenias ¢ : B} — Ey}
a > Da ’

é um isomorfismo.

Sejam X = E x F/, onde £ C X é uma curva eliptica. Seja ainda C' um subtoro de X
passando por (0,0). Entao existem «, f € End(F) tais que C' é a imagem do morfismo:

Carp - E— X
l‘)_)(al'l‘7ﬁl'$)

Denotaremos por E, g a imagem da aplicagao ¢, g-
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Definimos um campo numérico como um subcampo K de C tal que [K : Q] é finito.
Seja B C C o anel dos inteiros algébricos. Entao definimos o anel dos inteiros de K
como ® = K N B. Além disso, dizemos que K é um campo quadrético se [K : Q] = 2.
Seja E = C/T', onde I" = (1, 7) é uma curva eliptica entao End(E) ~ {a € C: al' C T'}.
Se K = End(F) ® Q then K é um campo quadratico tal que Dk ~ End(E)(cf. [21, pag
176))

Seja K um campo numérico. Entao, dado um ideal I de Ok, podemos definir a
norma do ideal I como o ordem do ideal quociente Ok /I denotado por N(I), que é
finito (cf. [41]).

Dados «,f,7,0 € End(E), onde E é uma curva eliptica, temos que o nimero de
intersecao das curvas elipticas F, 3 e I, s é dado por:

et [ ¢ b
Forta = Nfg(: 5(>7vw(?5?>’ e

onde N(ay,...,a,) representa a norma do ideal gerado por ay,...,a, € End(E) (cf. [19,
lema 3]).







Capitulo 2

Familias lineares de folheacoes

Ao longo do presente trabalho, X denotara uma superficie complexa compacta.
Sejam F e G duas folheagoes distintas em X com singularidades isoladas, tais que
Ny = Ng. Entao, existem uma cobertura por abertos = {U,}ie; de X e colegoes

(wi)ier, (1)ier, (gz'j)Uiﬁé(Z), tais que:
1. w; e n; sao 1-formas holomorfas em U;, que definem F e G em Uj;, respectivamente.
2. Se Uij 7£ @, entao W; = Gi;W; € 1); = G457 €1 UZ‘]’, onde Uij = Ul N Uj.

Pela condicao 2, dado a € C, as colecdes {U;,w; + am;, gi; }ier definem uma folheacao F,.
Assim, temos uma familia linear de folheagoes {Fataec tal que Np, = Ng, para todo
a € C. Observe que F = Fge G = Fu.

Definicao 2.1. Dadas F e G duas folheagdes distintas em X, tais que N = Ng, diremos
que P(F,G) := {Fa},ec € 0 pencil gerado por F e G.

Observagao 2.2. Se P(F,G) = {Fa},ec € 0 pencil gerado por F e G, entao para todo
a,B € C, com a # 3, P(F,G) = P(F,, Fs). Isto justifica o fato que as vezes ndo faremos
referéncia explicita aos geradores de um pencil, isto é, o pencil P(F,G) por vezes serd
denotado simplesmente como P.

Lembremos que, dadas duas folheagoes F e G, o conjunto de tangéncia entre F e
G, Tang(F,G) é o conjunto analitico

Tang(F,G)NU; = {p € X : w; An;(p) = 0}.

Analogamente a observagao anterior, se P(F,G) é o pencil gerado por F e G, entao para
todo a, f € C, com « # [3,

Tang(F,G) = Tang(F,, Fa).
Assim, podemos definir o conjunto de tangéncia A(P) do pencil P = {F,} ¢ como
A(P) = Tang(Fo, Foo)-

Também podemos definir o conjunto singular de F,, para a € C, como o conjunto
analitico Sing(F,) tal que Sing(F,) NU; = {w; o = w; + an; = 0}.
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Exemplo 2.3. Seja X = P! x P! e seja (z,y,C?) um sistema de coordenadas em X.
Considere F e G duas folheagoes em X tais que Flcz ¢ induzida pela 1-forma dy = 0 e
Glcz é induzida pela 1-forma dz = 0.

Entdo podemos definir o pencil P = {F,}
em C? por

gerado por F e G, onde F, é definido

acC
dy + adzr = 0.

Em outras coordenadas (z,¢,C?), (u,y,C?) e (u,t,C?), onde (u =1t = %), F, é definido
por

dt — at?dr =0,
—uldy + adu = 0,
u?dt + ot*du = 0,

respectivamente. Neste caso,
{oo} x P!, sea=0
Sing(F,) = ¢ P! x {o0}, sea =00
{(00,00)}, se a € C\ {0, 00}
A(P) = Sing(Fp) U Sing(Foo)-

Seja P = {Fu},ec um pencil de folheacoes em uma superficie X. Entéo claramente
temos que Sing(F,) C A(P), para todo a € C. Seja p € A(P) \ (Sing(Fy) U Sing(Fx)),
entdo existe um aberto U;, com p € Uy, e existe ag € C\ {0, 00}, tais que (w;+aon;)(p) = 0.
Assim p € Sing(F,,) e portanto

| Sing(Fa) = A(P).
Observagao 2.4. Em particular, A(P) = ) se, e somente se, Sing(F,) = (), para todo

a e C.

Exemplo 2.5. Sejam X = C?/T" um toro complexo e 7 : C* — X a projegao natural.
Seja P o pencil induzido em X pela familia linear de 1-formas holomorfas em C?

dz + ady.
Claramente Sing(F,) = 0, para todo « € C, e portanto A(P) =0, pela observagao 2.4.

Sejam P(F,G) um pencil em uma superficie X, A(P) seu conjunto de tangéncia e
denotemos por [A(P)] o divisor definido por A(P). Entao

Ox([A(P)]) = Tr @ Ng. (2.1)

Com efeito, seja U = (U;);e; uma cobertura por abertos de X e sejam (w;, g5, U;),
(n:, 95, U;) colegoes que definem as folheagoes F e G em U, respectivamente, tais que
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w; = gijw; e n; = gin;, sempre que U; NU; # (). Para cada i € I, a 1-forma w; tem
associada um campo X; em U;, tal que X; = f;;X; e o cociclo {f;;} define o fibrado
cotangente Tr-. Agora, se f; = ix,(n;), entao A(P)NU; = {f; = 0}. Além disso, quando
U;NU; # 0, temos
Ji= ifij (gw ) Jii9i5 15,

o que implica (2.1).

Um pencil P = {F,},c¢ pode ter elementos com singularidades nao isoladas, como
mostra o exemplo 2.3 e o seguinte exemplo.

Exemplo 2.6. Seja X = P? com coordenadas homogéneas [X : Y : Z]. Consideremos
Ey :={Z =1} e o sistema de coordenadas (z,y, E), onde

(z,y) : Eq — C?
(X>Y>Z> = <§7§) :(x’y>'

Considere o pencil P = {F,} ¢ definido em E; por:
we = xdy + aydx.

Neste caso, Sing(F,) = {[0:0:1],[1:0:0],[0:1:0]}, para todo o € C\ {0, -1, 00},
Sing(Fy) = {X = 0}, Sing(Fw) = {Y =0} e Sing(F_1) = {Z = 0}. Logo Fy, Foo € F_1
tém singularidades nao isoladas.

Seja P = {Fa},ec um pencil em X. Definimos o conjunto
NI(P) :={a € C: F, tem singularidades nao isoladas}.
Como NI(P) é um conjunto algébrico de C, temos o seguinte lema:

Lema 2.7. Seja P = {F,},cc um pencil em X. Se Sing(Fj) N Sing(F.,) tem codimensao
2, entdo NI(P) é finito.

Como consequéncia imediata do lema anterior temos o seguinte corolério:

Corolério 2.8. Seja P = {F,},cc um pencil em X. Se F, tem singularidades isoladas entdo
NI(P) é finito.

Observacao 2.9. Sob as condicoes acima, suponha que Fy e F, sao definidas pelas
colecoes (w;, gij, Us)ier € (Wi, 9ij, Us)ier, respectivamente, e seja D = Sing(Fy) NSing(Fw)-
Se D tem codimensao 1 (como queremos que o conjunto NI(P) seja finito) fazemos o
seguinte: para cada i € I, sejam D NU; = {d; = 0},

~ W; ~ i ~ gijdj

wi:d_i> 771':32' € Gij = 4

Assim as colegoes (w;, Gij, Us)ier, (Mis Gij, Us)ier, definem folheacoes Fe 5, tais que D=
Sing(F) N Sing(G), tem codimenséo dois. Logo, pelo lema 2.7 o pencil P := P(F,G), tem
conjunto NI(P) finito.



2.1 Curvatura de um pencil

Seja P = {Fa},ec um pencil em X, definido pelas cole¢oes (w; + an;, U, gij)ijer- Dado
i € I, podemos encontrar uma unica 1-forma meromorfa #; em U; e holomorfa em U; \ A,
tal que

dwi = 91 A W;

(2.2)
dn; =0; Nn;

em U;. De fato, existe um sistema de coordenadas locais (U;, x,y), tal que w; = A;dy —
Bidx e n; = D;dy — E;dx em U;. Entao

1
0; = 5 ((BiM; — E:Ni)dz + (DiN; — AiMy)dy)

Como w; = g;;w; e n; = g;;n; em U;; = U; NU; # 0, obtemos de (2.2) que

9ij
dgi,
;i AN (91 — 9]' — gj) =0.
9ij
Logo em U;; \ A(P) temos
6, — 0, — 29 (2.3)
9ij

De (2.3), podemos definir uma 2-forma holomorfa © em X \ A(P), tal que

S)

vAap) = db;.
Lema 2.10. A 2-forma © pode ser estendida meromorficamente a A(P).

Prova: Segue de imediato pela unicidade de 6; em Uj. O

Observacao 2.11. A forma © nao depende das formas que definem o pencil, ou seja, se
o pencil ¢é definido pelas colegoes {w; = fiw;}, {m; = fini} e {gi;}, onde f; € O*(U;), entao

Assim © = db; = d@-, e portanto © depende somente do pencil P.

Como vimos, dado um pencil P em uma superficie X, associamos uma 2-forma mero-
morfa O(P) em X, a qual é holomorfa em X \ A(P).

Definigao 2.12. Dado um pencil P em X, diremos que O(P) é a curvatura de P.

Definicao 2.13. Diremos que o pencil P é flat se a sua curvatura ©(P) é nula, ou seja,
O(P) = 0.
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Uma das propriedades importantes de um pencil flat P = {F,}, ¢ ¢ a seguinte: dadas
Fors Fas € Fay elementos de P com oy # o se @ # j, podemos definir uma 3-web regular
local com curvatura zero fora do conjunto A(P), isto é, para cada p € X \ A(P), existe
um sistema de coordenadas ((z,y),U) com p € U e z(p) = y(p) = 0, tal que as 1-formas

dr=0,dy=0 e dr+dy=0

definem F,,, F,, € Fa, em U, respectivamente, como mostra a figura 2.1.

U
Figura 2.1: 3-web regular local com curvatura zero

O seguinte lema mostra esta propriedade geométrica de um pencil flat [25, lema 2.14].

Lema 2.14. Seja P = {Fa}, e um pencil flat sobre uma superficie compacta X. Dado p €
X\ A(P), existe um sistema de coordenadas locais (U, z,y), comp € U e (z,y) : U — C?,
tal que dado o € C, a folheacao F,, é definida em U por

dy + adz.

Além disso, se (V, (u,v)) é um outro sistema de coordenadas com U NV conexo e ndo vazio
e F, € dado por dv + adu, entdo du = Adx e dv = Ady, onde \ € C*.

Exemplo 2.15. Cada um dos exemplos abaixo define um pencil de curvatura zero em
P2, Estes exemplos podem ser encontrados em [25].

1. Pencil de grau 2 definido por:

p,{ W= (4z — 922 + y*)dy — (6y — 12zy)dx
Y om = 2y — day)dy — 3(a” — y)da

2. Pencil de grau 3 definido por:

wy = (—x + 2y* — 422y + 2Y)dy — y(—2 — 3zy + 23)dx
Ps N o .3 3
no = (2y — 2% + 2y?)dy — 3oy — 2% + 2¢°)dw

3. Pencil de grau 4 definido por:

p, | ws= (@ = Dzdy — (y° = Vyde
U ms = (2% = DyPdy — (v° — 1)a?da
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4. Pencil de grau 3 definido por:

pr | wa= (—4z + 23 + 3zy?)dy — 2y(y?* — 1)dz
m = (2%y — y*)dy — 2x(y* — 1)dz

Para cada 7 = 1,...,4, existe uma forma meromorfa fechada 6; tal que:
dn; = 0; N,
onde
5dA
IZEA_l’ Ay = —4y* + 42® + 120y* — 92" — 627> — o,
1
QdAQ 2dP2 33'2 (EQ
S St N 7 (--) S 4 3ay+1), P=y— —
0 38, 3B 2= —2)(y— 7)) -2 3y +1), B=y——,
2 dAs
_ - Aq = 3_1 3_1 3 .3
5= 3A, 5= (2" = 1)(y" —1)(2” —y°),
3dA
v A= (7~ e+ 2407~ 20)(a? + 47 + 20).
4

Observagao 2.16. Sob certas condigoes Lins Neto em [25], prova que qualquer pencil
em P? tem que ser de umas das formas descritas acima.

Exemplo 2.17. Sejam () e €2, 1-formas meromorfas fechadas em X tais que QyA$2, Z 0.
Entao podemos definir um pencil flat P = {F,} ¢

De fato, seja {U; }ie; uma cobertura por abertos de X, tal que dado i € I:
w; W

7,0 e (200|UZ _ 7,,007
i Gi

Qo

Ui —

onde f; e g; sdo funcdes holomorfas em U;. Dado a € C\ {0, 0o},

wi,a
fi9i

Assim, fixados ay, s € C\ {0, 00}, definimos as 1-formas meromorfas 1= Qg + Q0 €
N = Qp + 2. Definimos ainda w; = @; o, € 7; = W; o,, Para cada ¢ € I. Assim

Q[) —|— O[QOO|U1' =

5= figz'& 7 = figi 7.
' fi9; T ' fi9; ’
Logo, podemos definir o conjunto analitico T, dado por T NU; = {&; A 1; = 0},
Como T tem finitas componentes irredutiveis, existe um conjunto finito F' C C tal que,
dados a,8 € C\ F, |(w; + ai)o| = |(w0; + B7:)o|, para todo i € I, implicando que
(Q+an)o = (Q+ Bn)o e (2+ an)e = (X + B1)c, para o, f € C\ F.
Dado a € C\ F, seja F, a folheagao induzida por Q + an. Entao por [4, p. 20|, para
o, € C\ F, temos

N7, = (Q+an)e — (Q+ an)o = (2 + ) — (2 + Bn)o = Nr,.

(2.4)
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Portanto podemos definir o pencil P(F,, Fz) gerado por F, e Fz. Pela equagao (2.4)
note que é facil provar que P ¢é flat.

Em particular, se consideramos o pencil P = {F,}, ¢ de folheagoes logaritmicas em
P2, definidas num sistema afim pelas 1-formas meromorfas fechadas:

k
df;
Qo= (\+ au»?f,
i=1 !

ondek >2, A= (A1,..., \) € (C*, = (pa,..., ) € (C)*e fi,..., fr sdo polindomios
em C?, entdao P ¢é flat.

Exemplo 2.18. Sejam X = C?/I" um toro complexo e 7 : C* — X a projegao natural.
Considere o pencil P induzido em X pela familia linear de 1-formas holomorfas fechadas
em C? dado por

dx + ady.

Entao, pelo exemplo 2.17, o pencil é flat.

Observacao 2.19. Sob as notagoes dos exemplos anteriores, lembremos que no exem-
plo 2.3 temos o pencil P = {F,}, g, onde F, ¢ definido em C? por

dy + adz = 0.

Nesse caso F' = {0,00}. Por outro lado, no exemplo 2.6 temos o pencil P = {F.}, .z,

onde F, é definido em C? por
dy dx

— +a— =0,
Yy x

e F={0,—1,00}.

Exemplo 2.20. Sejam 2 e 1) duas 1-formas meromorfas em X. Seja o pencil P = {F,}
em X, onde F, é induzido por Q2+an. Suponha que existe uma 1-forma meromorfa fechada

0 em X tal que :
dQA=0ANQ,dnp=60An. (2.5)

Entao P é um pencil flat.

De fato, pelo exemplo 2.17 podemos supor, apds uma reparametrizacao, que ()y =
(Mo € (2)oo = (MN)oo- Logo, existe uma cobertura por abertos {U;};c; de X, tal que, dado
1€ 1I:

Wi i
QUi:E e UUiz%, (2.6)
onde f; € O(U;). Além disso, as colegoes (w; + an;, %, U;) definem F,, para todo o € C.
Assim, das equagoes (2.5) e (2.6), temos que:
doi= (T r0)nw o dp= (T +0)nm.

logo P ¢ flat.
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Exemplo 2.21 (O pull-back de um pencil flat é um pencil flat). Seja f : Y — X uma
aplicacao holomorfa, onde Y e X sao superficies complexas compactas. Se P é um pencil
em X, entdao podemos definir o pencil pull-back f*P em Y.
De fato, como P = {F,},ec ¢ um pencil em X, entdo existe uma cobertura por
abertos % = {U, }ier de X, tal que F, ¢é definida pelas colegdes (w; + an;, Ui, Gij)ijer-
Logo, dado o € C as colecoes

(f*(wi) + af*(m), Vi = (f 7 (Ui), gij o figer

definem a folheagao f*(F,) em Y. Sejam f*(P) = {f*(Fa)}uce: f*(A(P)) o seu conjunto
de tangéncia e D = Sing f*(Fy) N Sing f*(Fs ). Temos duas possibilidades

1. Se cod(D) = 2, entdo para a € C

f* (N}—a) - Nf-:a + an,ack,a; (27)
k=1

onde an@C’k@ denota o divisor de singularidades de f*(F,) e j-:a tem singu-
k=1

laridades isoladas. Além disso, |Cyo| € f*(A(P)), para todo k € {1,...,n,}. Logo

|C.a| ¢ uma componente de f*(A(P)), para todo k € {1,...,n,}. Porém, como

f*(A(P)) tem finitas componentes, entao existem um conjunto finito ' C C e curvas

Cl,...C; com | € N, tais que, dado o € C\ F temos que | = n, e Cp = Ck,o para

todo k € {1,...,l}. Assim podemos simplificar (2.7) obtendo:

l
FNR) =Nz + 3 niaC.

k=1

Além disso, como cod(D) = 2 podemos supor sem perda de generalidade que dado
a,p € C\ F, npo = nip para todo k = 1,...,1. Entao, Nfa = /\/}:ﬁ, para
todo a, 8 € C\ F, pois f*(N%,) = f*(Nz,). Logo definimos o pencil pull-back
f*P = {]:a}ae@

2. Se cod(D) =1, seja DNV, = {d; = 0}. Definamos

~ d; ~ d;
Assim, temos colecoes (Vi,wi, f*gijd—J) e <V},m, f*gijj), que definem folheacoes

FeGem Y, respectivamente tais que Sing]? N SingQN tem codimensao 2. Entao,
pela primeira parte, existe um conjunto finito F' tal que, dados o, f € C\ F' tem-se

que Nz = ./\/}_"—ﬁ. Logo definimos f*P := {ﬁa}ae@-

De 1 e 2 é imediato provar que se o pencil P é flat entao f*P também é.
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Analogamente, seja 7 : Bl,(X) — X o blow-up num ponto p € X. Entao, dado um
pencil P em Bl,X, podemos definir o pencil 7,P em X.

Logo dada uma aplicagao meromorfa f : Y --» X e dado um pencil P em X, podemos
definir um pencil f*P em Y. Com efeito, seja 7 : Y — Y a aplicagao de dessingularizacao
dos pontos de indeterminacao de f. Entao existe uma aplicagao holomorfa f : Y — X
que faz comutar o seguinte diagrama

Y
| N,
v-I-x

Assim definimos f*P := W*f*P. Analogamente ao caso anterior, se P é flat entao f*P
também é.

Lema 2.22. Seja P = {F.},cc um pencil em X. Se A(P) = () entdo o pencil P é flat.

Prova: E suficiente provar que / O AO =0, onde O© é a curvatura do pencil P. Pela
X

definicdo de P, dado o € C, a folheacdo F, ¢é definida pelas colecdes (wi +ani, Ui, gij)ijer
e, para cada ¢ € I, podemos encontrar uma tnica 1-forma meromorfa #; em U; e holomorfa
em U; \ A, tal que:

©)

Como A(P) = 0 entao 0; € Q'(U;), para todo i € I. Assim pelo item ii), Oy, = db; é
uma 2-forma holomorfa em X. Do isomorfismo
HQ(X, C) ~ H%R(X)
aa(Nx) « 270

obtemos que o representante de ¢; (Nx) na cohomologia de DeRham é 27i©. Pela equagao (2.1)

claramente temos que Tx = Ng, e como Kx = T5 ® Nx entdo ¢;(Kx) = —2¢1(Nx), e
K
portanto © = cl( x) . Logo
4ma
_ 1 _
X 47 X

Como © € H°(X,0%*(X)) entao © define uma se¢iao em H°(X, Kx) tal que [Kx] = (0)o.
Logo se (©) = [Kx] = > 7_ n;C;, em (2.8) temos:

- 1
X@/\@——R;n]/xcl(C 477‘7,2”]/ =

Portanto © = 0. O
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Lema 2.23. Seja P(F,G) um pencil em uma superficie X tal que A(P) = (). Entdo X é
uma superficie minimal.

Prova: Suponha que X nao é minimal, entao X contém uma curva racional e lisa C' tal
que C'-C = —1. De (2.1), Ox[A(P)] = T3 ® Ng = Ox, e portanto Tr = Ng. Logo

Tr = Ny = Ng. (2.9)

Agora se C for F-invariante, entdo por (2.9) e pelas férmulas de intersegao(cf. [4, p. 25])
teriamos:

Tr-C=X(C)-Z(F.C)=2=Np-C=C-C+ Z(F,C)=—1,

o que é uma contradigao. Analogamente, se C' for G-invariante terfamos 2 = Ng - C' =
Tg - C' = —1. Assim C nao é F nem G-invariante, logo

Tr-C=C-C—Tang(F,C)=Ng-C=X(C)— Tang(G, (). (2.10)

Como Tx-C =C-C —Tang(F,C) =Tg-C = C-C — Tang(F, C), temos Tang(F,C) =
Tang(G, C). Logo na equagao (2.10) temos C' - C' = —1 = X(C') = 2, obtendo novamente
uma contradi¢ao. Portanto, X é uma superficie minimal. a

C*\ {(0,0)} onde f(z.4) —
T de f(z,y)

(g, %) Seja m: C*\ {(0,0)} — X a projecao natural. Consideremos em C*\ {(0,0)}x*
o pencil P definido por dx + ady = 0. Seja P, := m.(P) o pencil induzido em X, entao
A(P,) = (. Pela observagao 2.22, concluimos que P, é flat.

Exemplo 2.24. Seja X a superficie de Hopf, definida por

Proposicao 2.25. Seja P(F,G) um pencil em uma superficie Kéhler compacta X tal que
A(P) = 0. Entdo X é um toro e as folhea¢des F e G sdo lineares.

Para a prova desta proposi¢ao usaremos o teorema 2.26 e a proposigao 2.27 de [2], que
enunciaremos em seguida.

Teorema 2.26. Sejam X uma superficie compacta, f : X — S uma fibracdo tangente a uma
folheacao H, e F uma folheacao regular em X . Ent3o:

i) #H é uma folheagdo regular.

i) Se gen(f) = 1, com Kod(X) > 0, entdo ou F = H, ou F é transversal a H, ou F é
turbulenta com respeito a f.

i) Se gen(f) =0 e gen(S) =0, entdo, ou F = H, ou F é transversal a H.
O teorema anterior resume os resultados das proposigoes 2, 3 e 4 de [2].

Proposicao 2.27 ([13]). Seja F uma folheagdo regular num toro complexo X. Ent3o existe
um recobrimento 7 : C?> — X, tal que F é induzido via m por uma forma fechada bdz + dy,
com b € C, ou por uma 1-forma fechada b(z)dz + dy, onde b é uma fun¢3o eliptica.
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Prova da proposicao 2.25. Como A(P) = ), entdo Tr = Ng = Nz assim Kx =
N3+ ® N3 e ¢1(X) = 2¢;(Ng). Além disso, Sing(F,) = 0, para todo o € C. Logo
c}(N7) = BB(F) =0 (cf. [4, p. 34]). Portanto,

(X)) =4Nz = 0.
De [4, p. 21] temos que:
co(X) = N2+ Nr.Kxy —mz = N7+ Nr.Kx = N7 — 2N% = —N7 = 0. (2.11)

Assim, pelo lema 2.23, X é uma superficie minimal tal que ¢3(X) = c3(X) = 0. Como
X é Kéhler, o primeiro nimero de Betti b;(X) é par, entao pelo teorema da classifica¢ao
das superficies compactas de Kodaira (cf. [1, p. 188]), Kod(X) < 2. Logo vale o seguinte:

1. Se Kod(X) = —o0, entao X é uma superficie regrada de género 0. Em particular,
existe um fibrado f : X — P! que define uma folheacao H em X. Pelo teorema 2.26,
para o € C, ou F, = H, ou F, é transversal a f. Pelo lema 2.14, dado p € X,
existe um sistema de coordenadas (z,y,U), com p € U e z(p) = y(p) = 0, onde
o pencil P é definido em U por dx + ady, portanto T, X = (%, 8%). Logo existe

ag € C tal que Tang(F,,, H) > 0, e assim F,, = H. Além disso, para todo a # ay,

Fo ¢ uma folheacao de Riccati com respeito a f. Fixado o # g e F' uma fibra de f,

existe um sistema de coordenadas (z,y,U) tal que F' C U ~ D x P! e as projecoes

7yt DXP! = P! om0 DxP! — D definem F, |y, Fa,|v, respectivamente. Portanto

o pencil P|y é definido por w + an = dx + ady, mas neste caso A(P) # () (veja

exemplo 2.3).

2. Se Kod(X) = 0, entao, ou X é uma superficie hipereliptica, ou X é um toro. Se X
é uma superficie hipereliptica, entao admite uma fibracao localmente trivial eliptica
f:X — S, com gen(S) = 1.

3. Se Kod(X) =1, entdao X é uma superficie propriamente eliptica, em particular, X
é uma superficie eliptica.

Assim X é um toro ou existe um fibrado eliptico f : X — S com Kod(X) > 0. No caso
em que existe um fibrado eliptico f : X — S, seja H a folheacao tangente a f. Pelo
argumento feito no primeiro item, existe agy € C tal que H = F,,. Como A(P) = 0,
entao f nao tem fibras criticas e F, é transversal a f, para todo o # «g. Portanto f é
um fibrado principal com fungoes de transi¢ao localmente constantes, e assim por [1, p.
197], X é um toro, como queriamos.

Para finalizar, veremos que F e G sao folheagoes lineares. Como X é um toro, pela
proposicao 2.27, existe um recobrimento 7 : C? — X tal que F e G sdo induzidas via 7
pelas 1-formas fechadas w = b(x)dx + dy e n = c¢(x)dx + dy, respectivamente, onde b e ¢
sao constantes ou sao fungoes elipticas.

Seja xy um ponto regular de b e ¢. Entao existe uma vizinhanga U de 7 (zg,0) tal que
AP)NU = {m(z,y) € U : b(x) — ¢(x) = 0} = (). Como b(z) # c(z), entdo b e ¢ sdo
constantes. Em particular, P é um pencil de folheacoes lineares. a
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Observacao 2.28. No artigo [2], as unicas superficies de classe VII que admitem uma
folheagao regular sao as superficies de Hopf e Inoue. No exemplo 2.24, X nao é Kéhler
mas A(P) = 0, logo a hipdtese de X ser Kahler é necesséria na proposicao 2.25.

2.2 Pencils no Toro

Seja P = {Fataez um pencil em X. Como jia mencionamos, estamos interessados no
estudo do seguinte conjunto

I

»(P) :={a € C : F, possui integral primeira racional}

quando o pencil é flat.

Na secao anterior, vimos que se P = {F,}, ¢ ¢ um pencil em X, tal que A(P) =0 e
X é uma superficie Kahler compacta, entao X é um toro e P é um pencil flat de folheagoes
lineares. Seja entao X = C?/T", onde I" é um reticulado. Assim, podemos identificar

P(H(X,9Q%)) ~ {F(w) folheagdes holomorfas em X, w € Q}},
e como A(P) =0,
I(P) = {a € C : F, tem integral primeira holomorfa}.

A seguinte proposigao descreve explicitamente o conjunto [,(P) quando X é um toro
complexo.

Proposicdo 2.29 ([33, p. 61]). Seja I(X) C P(H°(X,Q%)) o conjunto das folheacdes
lineares que admitem integral primeira holomorfa. Entdo a cardinalidade i(X) de I(X) é 0,
1, 2 ou 0co. Além disso,

1. Se i(X) =0, entdo X é um toro simples complexo.
2. Se i(X) =1, entdo X é um toro complexo ndo algébrico.
3. Se i(X) = 2, entdo X é iségeno ao produto de duas curvas simples ndo iségenas.

4. Se i(X) > 3, entdo i(X) = oo e X ¢é is6geno ao quadrado de uma curva eliptica
E. Além disso, se wi,ws é um par de 1-formas linearmente independentes sobre X,
admitindo integrais primeiras holomorfas, entdo

{A € C : w; + \w, tem integral primeira holomorfa} U {occ} ~ End(E) ® QU {co}.
(2.12)

Da proposicao 2.29 concluimos que se P ¢ um pencil em X, com P C H°(X,Q}(X))
e #1,(P) > 3, entao X é iségeno a E X E e

IL,(P) \ {oo} ~ End(E) ® Q. (2.13)

Das proposicoes 2.29 e 2.25, temos o teorema I.
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Teorema |. Seja X uma superficie Kihler compacta e seja P um pencil em X. Se A(P) = 0,
entdo X € um toro e P é um pencil de folheagGes lineares. Além disso, se #1,(P) > 3 entdo
X = FE x E, onde E é uma curva eliptica e

IL,(P) \ {oc} ~ End(F) ® Q.
Em particular, escrevendo E = C/T' com I' = (1,7), se 0,00 € I,(P) e existe a € I,(P) \
Q U {oc}, entdo
1,(P)\ {oc} = Q(7),
onde, 7 = v/—d com d livre de quadrados.

Observacao 2.30 ([40, p. 164]). Seja E = C/(1,7), entao ocorre uma das seguintes
possibilidades:

1. End(E)® Q = Q.
2. End(F) ® Q = Q(7), onde 7 = v/—d e d é livre de quadrados, ou seja, Q(7) é uma

extensao quadratica imaginaria de Q.
Como estamos interessados no caso em que [,(P) é infinito, vamos considerar o toro
X =T, xTy,onde Ty =C/T';, T, = (1,71) e 7 : C — T} a projecao natural. Fixado o €
C\ {0}, seja F, a folheagao induzida por dy + adz e consideremos L, = {(n(z), 7(azx)) :
x € C} a folha de F, que passa por (0,0). Entao
#(LoN ({0} xT7)) <oco<=3FkeN : ka(m+mn) €T,Vm,n€Z
<= JdkeN: k' (a) C T onde I'y(a) = al'y. (2.14)
Assim, afirmamos que a € I,(P) \ {0,00} se, e somente se, existe k£ € N\ {0} tal que
kfl(a) C Fl-
De fato, se a € I,(P) \ {0, 00}, entao existe f, : X — S integral primeira holomorfa,

onde S é uma curva compacta. Como {0} x T} nao é folha de F,, entdo fu|foyxr :
{0} x T} — S é uma aplica¢ao holomorfa nao constante. Logo,

#(La N {0} x T1) = #(falfoyx,) ™ (c) < o0,

onde ¢ = f,(0,0). Portanto por (2.14) existe k € N\ {0} tal que kI';(«) C I';. Recipro-
camente, por (2.14), temos #(L, N {0} x T}) < oo, o que implica L, compacta. Outra
maneira de provar esta implicacao é definindo a aplicacao holomorfa

f : T1 X Tl — Tl ,
(x,y) — x—aky
que é uma integral primeira para F,.
Pelo mesmo argumento, se T'=T; x Ty, onde T} = C/T'; e Ty = C/I'y, entéo
a € I,(P)\ {0,0} <= Jk € N\ {0} tal que kI';(«) C I's.

Observagao 2.31. Seja P C H°(X, QL) um pencil em X. Suponha que exista a €
L,(P) \ {0,00}, entao existe & € N\ {0} tal que kI'1(a) C I';. Assim o isomorfismo
em (2.13) é dado por
7 : I,(P) - End(E)®Q .
a = ka®z
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2.2.1 Relacao com os pencils de Lins Neto

27i

Suponha que I' = (1,79), com 79 = e3 . Trabalharemos com folheagoes lineares na
variedade abeliana X = E x E, com E = C/(1, 7). Definamos a aplicacao

p: X = X
(z,y) = (10z,70y)

Fazendo uma conta simples, temos:
o 03 =idy.
o Fix(p) = {(pr,p); 1 <L,k <3: p1 =[0],po =[5+ 370], 03 = [5 + 370)}.

Denotemos por {l}}_; os 9 pontos fixos de ¢. Seja m : Blpix(p)(X) — X o processo

de nove blow-ups, em cada ponto de Fix(p) e D, = 77 1(l), para k = 1,...,9, como na
figura 2.2.
D,
ls e o
[ J [ J [ J
T
[ [ [ 1
‘e o e <

Ly l1g T E x {0}
e e ‘e

X Bl (X)

Figura 2.2: Blow-up em [;

Sejam X = Blpixy)(X) e ¢ - X — X o automorfismo em )?, que faz o seguinte

diagrama comutar:
X X
X X

Como ¢* = idp, temos que @* = idz. Assim, podemos considerar os grupos finitos
G = (@) e G = (@), e as variedades quocientes Y := X/GeY := X /G. Sejah: X —» Y a
aplicacao quociente e h: X — Y omorfismo canonico induzido. Entdo h é um morfismo
finito de grau 3, tal que o seu divisor de ramificacao R é dado por

9
k=1
De fato, como @* = id~

7, entao hé de grau 3. Agora, fixado p € Fix(y), podemos supor,
sem perda de generalidade, que p = (0,0). Seja D = 7~ 1(p), entao existem duas coorde-
nadas locais (z,t,U;) e (u,y,Us), obtidas fazendo um blow-up, e tais que D C U; U Us.

@
—_—

(2.15)

©
—_—
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Além disso, mw(z,t) = (z,tz) e m(y,u) = (uy,y), nas coordenadas (z,t) e (y,u), respec-
tivamente. Logo, ¢(z,t) = (1ox,t) e ¢(y,u) = (Toy,u), nas coordenadas (z,t) e (y,u),
respectivamente. Portanto Fix(p) N (U; UU,) = D.

Algumas propriedades da superficie Y sio dadas no seguinte teorema.

Teorema 2.32. Sob as condi¢Bes acima, Y é uma superficie projetiva n3o singular. Além
disso, Y é uma superficie racional que contém nove curvas racionais disjuntas l~)1, ceey 139, com
5,3 = —3,para k =1,...,9, e doze curvas racionais disjuntas El,...,Em, com E? = —1,
para j =1,...,12.
Prova: Primeiramente provemos que Y é uma superficie algébrica nao singular. Como Y
é lisa fora de h(|R|), ja que a acdo gerada por @ é propriamente descontinua em X \ |R|,
entdo ¢ suficiente provar que Y ¢ liso em @(|R|). Se D é uma componente de |R)|, entio
D = Dy, para algum ko € {1,...,9}. Seja A = C[X N U3 o anel de coordenadas de
XN Uy, isto é
A=C[XNnU]={feClz,t]: f=0em X NU,},
e seja -
A ={feA: fog= f paratodo g € G} = (z°,1).

Por [39, p. 136], Y N &(U,) ¢ algébrico e AC ~ C[Y N @(Uy)]. Logo Y ¢é liso em &(U).
Analogamente nas coordenadas (u,y), Y ¢ liso em @(Us), e assim Y ¢ liso em (D).

Provaremos agora que Y é uma superficie racional. Pelo teorema de Castelnouvo-

Enriques (cf. [17, p. 536]), é suficiente provar que Py(Y) = ¢ (Y) = 0.

Vejamos que ¢1(Y) = 0. Fixado v’ € H(Y,Qp), tem-se que h*(w') é uma forma
h-invariante em HO()?,Q%). Visto que 7 induz um isomorfismo 7* : H(X, QL) —
HO(X, Q%) obtemos uma 1-forma w € H°(X, Q) p-invariante. Em particular, ¢*w = w.
Como w = adx + bdy, onde a,b € C, obtemos a = b = 0, ou seja, w = 0. Analogamente
prova-se que po(Y) = 0. Assim, Y é uma superficie racional.

Fixado k € {1,...,9}, sejam D = Dy e D = h(Dy). Entao hlp : D — D é um
biholomorfismo e portanto D é uma curva racional. Além disso, h*(D) = 3D e assim

h*(D) - h*(D) = 9D - D = —9.
Logo, pela féormula da projecao
(D) - h*(D) = deg(h).(D - D) =3D - D
obtemos D? = —3. Assim, Y contém nove curvas racionais disjuntas 151, e ,59, com

D= -3 parak=1,...,9.
Agora, consideremos as seguintes quatro curvas elipticas em X:

Epy ={0} x E, Eiq ={(z,z) : z € EY},
Eo=E x {0}, E, ., ={(z,—7mx) : z € E}.

Estas curvas satisfazem as seguintes propriedades:
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1. E071 N FIX(QO) = {ll, l27l3}, E171 N FIX((,O) = {ll, l5, lg}, EQ,Q N FIX(QO) = {ll,l4,l7} €
El,*To N FlX(gD) = {lla l67 lg}

2. Sejam € = {Ep1, Ero, E11, Ev—ry} € F € €. Dado p € Fix(p), seja F, = F + p,
entdo ¢(F,) = F, e Fix(p) N F, = (Fix(¢) N F') + p. Logo, o conjunto

E:={F, : peFix(p),F € ¢},
é formado por doze curvas elipticas. Assim, denotemos por
E={F\,Es, ... ,En}.

Se fixamos duas curvas elipticas £}, Fj, € £ com j # k, entao E; e Fj, se intersectam
somente em um ponto de Fix(y). Em particular, E; e seus trasladados intersectam
Ej\ somente em trés pontos fixos de ¢. Portanto, 7*€ = {n*Ey,..., m*E;p}, o
conjunto dos transformados estritos das curvas em &, esta formado por doze curvas
elipticas disjuntas de autointersecao —3.

Fixado j € {1,...12}, seja F = 7*Ej e F = h(F). Entao hlp : F — F ¢ uma
aplicacao holomorfa de grau 3, tal que 7L\ r tem trés pontos de ramificagao de ordem 3.
Logo, pelo teorema de Riemann-Hurwitz, temos que gen(ﬁ ) =0.

Como h*(F) = F e h*(F) - h*(F) = F - F = —3, entéo pela férmula da projecdo

=3 = (W*(F) - h*(F)) = deg(h)(F - F) = 3(F - F),

obtemos F? = —1. Portanto, se £ := {E’l, ce Elg}, com Ej = E(Ej), para j =1,...,12,
entao & estd formado por doze curvas (—1) racionais disjuntas, como na figura 2.3. a

-3

Figura 2.3

Corolario 2.33. Sob as condicdes do teorema anterior, ¥ sé contém doze curvas (—1) que

sao disjuntas. Além disso, se m; : Y — X é a aplicacao blow-down de tais curvas, entao
X = P2

Para provar o corolédrio utilizaremos o seguinte teorema.
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Teorema 2.34 (Férmula de Riemann-Hurwitz para superficies). Seja f : X — Y um recobri-
mento ramificado entre duas superficies compactas ndo singulares. Entdo

T

(X)) =nea(Y) =D (ng — D)X (Dy),

k=1

onde n = deg(f), Dy sdo as componentes irredutiveis do lugar de ramificacdo R = >, _, ny Dy,
e ny é o indice de ramificacdo de Dy.

Prova do corolario 2.33: Seja 7 : Y = X'a aplicacao blow-down das curvas Ej € g,
para j =1,...,12.

Como h : X — Y ¢ uma aplicagao de grau 3 e o seu divisor de ramificagao ¢ R =
22:1 3Dy, aplicando o teorema 2.34 temos que c3(Y') = 15, de onde segue que co(X') = 3.
Afirmamos entao que X’ é minimal. Caso contrario, consideremos a aplicacao blow-down
7+ X' — X; das curvas (—1) em X’. Entao X; é minimal e ¢3(X;) < 3. Agora, como
py(Y) = Po(Y) = 0, entdo p,(X;) = Po(X;) = 0. Assim, pela férmula de Noether (cf. [17,
p. 438]) temos:

C%(Xl) + CQ(Xl)
12

Logo c3(X;) = 12 — co(X;) > 9. Isto contradiz o teorema de classificagao das superficies
de Kodaira, pois nao existe uma superficie minimal X; tal que c3(X;) < 3 e ¢2(X1) > 9.
Portanto X’ é minimal. Agora usamos o fato que qualquer superficie racional minimal
é uma superficie de tipo S, (superficie de Hirzebruch, cf. [17]) ou P? (cf. [17, p. 520]).
Como ¢3(S,,) > 4 e c»(P?) = 3 entao X’ = P2 O

=1 py(X1) + Po(Xy) = 1.

Sob as notagoes acima, seja (Fix(¢), £) a configuracao de pontos e curvas elipticas em
X, como mostra a figura 2.4.

Fix(¢) = {l1,...,1o}

E={E,...,En}

Es Eio Es Ei2 Eu

Figura 2.4
Seja m : X — P2, a aplicacao de blow-downs das curvas Ej € g, para j = 1,...,12.
Entao, pelo corolério anterior obtemos doze pontos £* = {e, es, ..., €12} em P2 Seja

D:={Di,..., Dy},

o conjunto das nove curvas racionais disjuntas em 37, tal que Ek . l~)k = —3, para todo
k=1,...,9eseja Ly :=m(Dy) C P2 para k=1,...,9. Entao Ly - L, = 1, e portanto
L; é uma reta em P?, para todo k =1,...,09.
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Consideremos a configuragao de retas e pontos ¢ = (£*, Fix p*) em P? onde Fix ¢* =
{Ly,..., Ly}. Esta configuragao apresenta as seguintes propriedades:

1. Cada reta L € Fix ¢* contém quatro pontos de £*.
2. Cada ponto em &£* pertence a trés retas de Fix ¢*.

3. Se trés pontos de £* nao estao contidos em uma reta L € Fix¢*, entao nao sao
colineares.

Logo por [26], por meio de um automorfismo de P? (caso seja necessdrio), € ¢ descrito
como na figura 3.2.

Lo
€11 L7
Lg

Lg

er esg €9

FiX((p)* = {.[/17 ey Lg}
P2 Ls . A . €12
4 5 6 5*:{61,...7612}

Ly

€1 (D) €3

€10 L Lo L3

Figura 2.5

Agora consideremos o pencil P = {G,}, ¢ de folheacbes lineares, onde G, é definida
pela 1-forma holomorfa
Wo = dy — adzx.

Como w, é g-invariante, entao G, induz uma folheagao F,em Y. Em particular, F,
induz uma folheacao F, em P2

Lema 2.35. Sob as notacdes acima:

1. Se a ¢ {1, 79,73, 00}, entdo F, tem 21 singularidades n3o degeneradas, onde nove so
de tipo (—3 : 1) e doze sdo singularidades radiais contidas em £*. Em particular F,
tem grau 4.

2. Se a € {1, 79,72, 00}, entdo Sing(F,) = E*.

Prova: Como as doze curvas elipticas Ej €& ,com j = 1,...,12, induzem doze pontos
tais que por cada uma delas passam trés retas de £* invariantes de F,, para todo a € C,
entdo F, tem doze singularidades fixas, para todo o € C.

Seja a € {1,719, 7¢,00}. Fixado g € Fix(¢p), seja [ a folha de G, que passa por ¢, entao
[ € €. Portanto F, tem somente doze singularidades, ou seja, Sing(F,) = £*.

Por outro lado, se o ¢ {1,709, 72,00}, fixado ¢ € Fix(y), seja | a folha de G, que
passa por ¢, entao [ ¢ £ . Sejam 7* o transformado estrito de [ e [ = E(W*l), entao
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existe uma tnica curva D € D, tal que D N1 = {t,} e t, € Sing(F,). Como 7 é um
biholomorfismo local em uma vizinhanga de t,, entdo m(¢,) ¢ uma singularidade de F,,
para todo ¢ € Fix(y), logo F, tem 21 singularidades. Em particular, F, tem grau 4 e
¢ uma folheacao nao degenerada. Logo ?, ¢ uma singularidade nao degenerada de ]-N"a, e
pelo teorema do indice de Camacho-Sad (cf. [7]),

o ~ A
CS(Farl) =1 1= =3 = CS(Falt) = 7,

onde (A : p) é o quociente dos autovalores em t,. Como Sing Fall = {t,} entdo I possui
holonomia trivial. Pelo teorema de Mattei-Mousu [11], existe um sistema de coordenadas

(z,y,U), t € U, z(t) = y(t) = 0 tal que Fu|y := d(z3y), como se pode ver na figura 2.6.

A I 7
fU .
Tq @
— —
E
G :dy+ adr

Figura 2.6

L

&

d(z%y)

Resumindo, se « ¢ {1,79, 73,00}, entdo F, tem 21 singularidades ndo degeneradas,
onde nove sao de tipo (=3 : 1) e doze sao singularidades radiais contidas em £*. Por outro
lado, se a € {0, 79, 72, 00}, entao

Sing(F,) = &*.

Em [26, §2.2], Lins Neto define o pencil de grau 4:

P w= (2= 1)zdy — (y> — 1)ydx
Poln= (@ - Dydy - (- Datde

Observagao 2.36. Como toda reta de £* é uma componente invariante de A(Py), entao,
para todo a € C, existe um tinico F, € C tal que F, = Fj , onde F, é um elemento do
pencil P;. Em particular h*(P,) = P(dz,dy).

Lema 2.37. Sob as notagdes acima, seja P o pencil no toro X definido por dy — adx. Entdo
existe uma aplicagdo racional g : X --» P? tal que g.(P) = P,. Além disso, a aplicagio
F : C — C definida por F(a) = (72 —1)a+1 leva uma folheag3o G, € P em uma folheac3o
./T";l; € Py.
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Prova: Primeiramente caracterizaremos Fp para a € {0,1,—1,00}. Como Fg,, Fr,,
[e%
Fr_,, e Fr, tém doze singularidades, entao

{FOthF—TanOO} - {177_077—02700}‘

Seja g = m ' o ho 7, entao g : X --» P? é uma aplicacao racional. Das configuracoes
(E,Pt) em X e (£*,Pt*) em P? (veja as figuras 2.4 e 3.2), obtemos

g*(]:;lo) = Geo; g*(]:il) = Go,
g*(Ff(?) = gl? g*(ffo) = g*TO'

Logo, existe uma aplicacdo injetiva racional F : C — C tal que F(00) = oo, F(0) =1,
F(1) =1 e F(—7) = 1. Portanto F(a) = (18 — 1)a + 1.

Observagao 2.38. Como £ = C/(1,7) e 19 € 1,(P) \ {0, 00}, pela observacao 2.30,
End(E) ® Q = Q(n).

Além disso, como 0, 1,00 € I,(P), pela observacao 2.31,
I,(P) = Q(m0) U{oc}
Em particular, I,(Py) = Q(19) U {o0}.

2.2.2 Célculo do grau da integral primeira de F!, t € I,(Py)

Lembremos que na secao anterior definimos o pencil P, em P? e provamos que
L(Py) = {a € C : F, tem integral primeira racional F; de grau d;} = Q(m) U {o0}.

Dado t € Q(7) \ {1, 70,75}, queremos determinar no grau da integral primeira de
F}. Desde que A7L(t) = a € Q(7) entdo existe 8,01 € Z[7y] tal que oy = af,
(o, B1) = 1 ( Z[10] é um dominio de fatoracao tnica) e g*(F;) = G,, onde G, é definido
por w = andy — fidr. Em particular, f,, 5, = aqy — fi1z é uma integral primeira de G, e
E,, p, ¢ uma folha de G, passing by (0,0), that is, E,, g, = fa_llﬁl(()).

Seja Fy uma integral primereira de F e C) uma fibra genérica de F; de grau d;.
Podemos supor que g*(F;) = Eqa, 5, + p, onde p ¢ Fix(p). Seja C := g*(F}) and E =
Eip +pin X. Portanto, dado E and 6’, os transformados estritos de £ e C por T,
respectivamente, entao C'- I/ = C-E. B o B

Seja E = h(E) e C = h(C), entdo h*C = 3C e h*E = 3E. Pela férmula da projegao
temos

3C-3E = (h*C-hE)=3C-E.
Logo -
3C-E=C-E. (2.16)

Denotemos por C; = m(C) and E; = m(E) as curvas obtidad em P? (ver Figura 2.7).
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Q

E1,0+p, p ¢ Fix(¢) —]

Go : dy — adz

a € Q(ro) B
Fa=Fr

Figura 2.7

Como E; Nl; = {a,ps,po} (veja figura 2.2) ea, ps, py sao singularities radiais de F!
entao deg(E;) = 3.
Assim obtemos
m(C)=C+ Y myD, (2.17)

peP*NC1L

onde m, ¢ a multiplicidade de C; in p, D, = 7' (p). Além disso,

m(E)=E+ Y D, (2.18)

pEP*NEL
onde P*N E; = P*\ {p1,ps, ps}. Entao, por (2.16)—(2.18), temos

3deg(Cy) = C1 - By
=m(Cy) - 7y (Ey)

=C-E+ Z mp + Z my — Z my

peEP*NCY peEP*NEL pEP*NC1NE;
=3C-FE+ E my
pEP*NEL
Dado p € P*N E;, temos que
)
m, =C-E,,

onde E, € £ é uma curva eliptica correspondente ao ponto p € Fix*(¢).
Portanto obtemos

deg(Cl):%(30~E+ > C-E,)

pEP*NE;
Assim, para calcular dy, sé falta calcular C' - E. Da equagao (77?),
C'E:C'ELO :Eal,ﬁl 'El,O :N(ﬁl) :aZ—ab—i—bQ,
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onde 81 = a + mob. Entao

deg(Cy) = %(3N(ﬁl) + 3N (1) + 3N (81 — 1) + 3N (By + jau ),

e,

dt :N(ﬁl)—i-N(Oél)—i-N(ﬂl —Oél)—f—N(ﬁl —|—j0é1), (219)

(0%] .
onde t = —. Portanto temos provado o seguinte teorema.
1

Teorema 2.39. Temos
I,(Ps) = Q(70) U {o0}.

t—1
Seja t € I,(Py) \ {1,70, 72,0}, entdo g*(F}) = G,, onde a =

—2—’7'0

, € S€ esCrevemos

a=2L com ay, By € Z[mo e (aq, 1) = 1 entdo
1

dy = N(p1) + N(o) + N(B1 — oq) + N(B1 + jar),

onde d; é o grau da integral primeira racional .
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Capitulo 3

Singularidades moéveis e fixas

No presente capitulo consideraremos o caso em que A(P) é nao-vazio. O nosso objetivo,
é estudar as componentes de A(P). A partir disto, daremos condigdes para garantir que
o pencil ¢é flat. Por outro lado, na se¢ao 3.2, descrevemos o conjunto I,(P) quando P estd
definido em P2

3.1 Estudo das componentes de A(P)

Consideremos o pencil P = i}"a} wct> onde Fy tem singularidades isoladas. Pelo corolério 2.8,
o conjunto NI(P) = {a € C: F, tem singularidades nao isoladas} ¢ finito.
Seja IS(P) := C\ NI(P), entao se o € IS(P):

1. F, tem singularidades isoladas.
2. Ng, = Ngz,.
3. mgr, = N;:a + N]-'Q'KX +CQ(X) = N]2_— + N]:.KX + CQ(X) = m(]—“)

Dado a € IS(P), seja n(a) := #(Sing(F,)). Entao pelo item 3, n(«a)
a € IS(P). Assim, podemos definir ng = max{n(«a): a € IS(P)} e

GP(P) ={a € IS(P): n(a) = ne}.
Lema 3.1. Com as notacdes acima, C \ GP(P) é finito.

m(F) para todo

Prova: Dado ag € C existe uma vizinhanca U de o tal que:
1. n(a) > n(wy), para todo o € U.
2. OuU C{a : n(a) =n(ap)}, ou n(a) > n(ayp), para todo a € U \ {ap}.
Em particular, GP(P) é aberto e C \ GP(P) é discreto. Daf segue o lema. O

Definicao 3.2. Seja P = {F,},cc um pencil em X e seja C' uma componente irredutivel de
A(P). Diremos que C' ¢é invariante pelo pencil, se C' é F,-invariante, para todo o € IS(P).
Além disso, diremos que A(P) é invariante se todas as suas componentes sdo invariantes
pelo pencil.
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O seguinte lema pode ser encontrado em (cf. [25]).

Lema 3.3. Seja P = {F,},cc um pencil em X e seja C' uma componente irredutivel de A(P)
de multiplicidade £ > 1. Ent&o existe um conjunto finito /' C C, tal que dado p € C'\ F
existe um sistema de coordenadas (U, (z,y)) comp € U, z(p) = y(p) =0, CNU = (y = 0),
e existem 1-formas holomorfas w e 7, tais que w + an representa F,|y, onde

1. Se C é invariante pelo pencil, entdo temos

n=dy
w= P(x,y)dy — y*dx
onde P € O(U). Se 6 é tal que dw =6 Aw e dnp =60 A n, entdo

= (%+§)dy

Em particular, ©|y = y*P,,dx A dy nestas coordenadas.

2. Se C é n3o-invariante por F, (e portanto pelo pencil), entdo

n=dx
w = y*dy — Q(z,y)dx

onde @ € O(U). Se 0 é tal que dw =0 ANw e dn =0 An, entdo

0= Q—:dx.
)
Em particular, Oy = —%(y‘ka)daz A dy nestas coordenadas.

Segue do lema 3.3 que dada uma componente irredutivel C' de A(P) acontece somente
uma das seguintes opcoes:

e Existe um aberto V de C e uma aplicacdo holomorfa injetiva p : V' — C, tal que
p(a) € Sing(F,), para todo o € V.

e Existe a € C, tal que C C Sing(F,).
Logo, é natural fazer as seguintes definigoes:

Definicao 3.4. Diremos que p € P é uma singularidade fixa, se p é uma singularidade
comum a todos os F,.

Definicao 3.5. Seja P um pencil em X, e seja C' uma componente irredutivel de A(P).
Diremos que C' contém uma singularidade movel, se existe uma aplicacdo holomorfa
injetiva p : V. — X de P, tal que p(V) C C. Por outro lado, diremos que C' é uma
componente N1, se existe a € C, tal que C' C Sing(F,).

Logo dada uma componente irredutivel C' de A(P) entdo ou C' é uma componente NI
ou C' contém uma singularidade movel.
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Exemplo 3.6. Seja P = {F,} ez, um pencil em P?, onde Fy e Fo, estao definidas pelas
1-formas polinomiais homogéneas de grau 3 em C3

w = —z(ax® + 3y* + 3c2*)dw + 2wyzdy + x(ax® + y* + 3cz?)dz,
n = —22%xdr + 22%2dz,
respectivamente, onde a, c € C* sao contantes fixas.

Neste caso, Sing(Fw) = {z =0} U{z=0}ese Ay =[0:£yc:1],D; =1[0:0:1],
Cy=[l:%+va:0]e

B —2a +vV4a? — 12ac 0:1

Bi(a) 2a ’

entao, para a € C, temos
Sing(]:a) - {Ai, Bi(a), C:t, Dl}

Além disso, Ay, Cy e Dy sao singularidades fixas do pencil, e By(«) sdo singularidades
méveis. O conjunto de tangéncia do pencil é dado por

A(P) = {a%yz* = 0},

onde {z = 0} e {z = 0} sdo componentes NI, invariantes pelo pencil e {y = 0} é
uma componente nao-invariante que contém uma singularidade movel, como vemos na
figura 4.1.

PQ

=0
Cifponent]v; {Z - 0}

s . componente
invariante NI P

invariante NI

{y =0}
componente
nao invariante
e nao NI

Figura 3.1: e = singularidade fixa do pencil

Observacoes.

1. Se A(P) é invariante pelo pencil, entdo todo ponto p € Sing(A(P)) é uma singu-
laridade fixa do pencil. O exemplo 3.6, mostra que a hipétese de que A(P) seja
invariante é necessaria. De fato, no mesmo exemplo, temos que

A(P) = {a*yz* = 0},

nao é invariante pelo pencil e p = (0,0) € Sing(A(P)) nao é uma singularidade do
pencil.
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2. Se p € A(P) é uma singularidade fixa do pencil P, entdo nao temos necessariamente
que p € Sing(A(P)). De fato, no exemplo 3.6, temos que para cada singularidade
fixap € {A4,Cy, D1}, existe uma componente lisa C' de A(P) tal que p é um ponto
regular de C.

Exemplo 3.7. Seja Py = {Fo}.cc, 0 pencil de grau 4 em P?(veja o lema 2.35), onde Fy
e F estao definidas pelas 1-formas polinomiais homogéneas de grau 3 em C3

= 2z(2® — 2°)dx + y2(y® — 2°)dy + zy(y® — 2°)dz,
n=1y*(z" — 2%)dr + 2*(y* — 2*)dy + 22 (y* — 2°)dz,

respectivamente.
Neste caso, o conjunto de tangéncia ¢ dado por

AP)={lz:y:2 €P?: (2% = 2*)(y° = 2°)(a° —y’) = 0}

o cual estd formado por nove linhas Ly, ..., Ly como vemos na figura 2.2.
Lo
L7
Lg
Lg
@ singularidade fixa do pencil
P? Ls
L; componente invariante nao NI,i=1,...,9
Ly

Ly Lo L3

Figura 3.2

Tais linhas sao componentes invariantes nao N1 e o conjunto de interse¢ao das linhas
sao doze singularidades fixas do pencil.

Lema 3.8. Seja P = {F,},cc um pencil em X, e seja C' uma componente ndo-NI de A(P)
com multiplicidade & > 1. Entdo existe uma singularidade mével p : V' — C', com V aberto
de C, tal que:

1. k =1 implica que p(a) é uma singularidade ndo-degenerada de F,, para todo a € V.
2. k> 2 implica que, dado o € V,

e p(a) é uma sela-né, se C é invariante.

e p(«) é uma singularidade nilpotente ou uma sela-nd, se C é ndo-invariante.
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Prova do lema 3.8: Seja C' uma componente de A(P). Se C é invariante, pelo lema
2.7, existe um conjunto finito F' tal que, dado ¢ € C'\ F, podemos encontrar um sistema
de coordenadas (z,y,U) onde U é uma vizinhanga de ¢, com z(q) = y(¢) =0e CNU =
{y = 0}. Além disso, F,|y estd definida pelo campo vetorial X, em U dado por:

B )
Xo = (P(z,y) +&)%+yka—y. (3.1)

Logo
Sing(Fo) NU ={y = a+ P(x,y) = 0}.

Coloquemos P(z,y) = po(x) + yp(x,y). Se po(x) é constante, U N {y = 0} C Sing(F_,,),
logo C' é uma componente NI. Por outro lado, se py(x) nao é constante, seja —ay um
valor regular de py. Entao existe uma vizinhanga V' C C e um mapa holomorfo p: V- — C'
tal que p(«) € Sing(F,), para todo o € V.

Deste modo, C' contém uma singularidade mével. De (3.1), dado o € V', a parte linear
de X, em p(a) = (z(«a),0) é dada por

(A ), o2

Em (3.2), se C' tem multiplicidade k£ = 1, entao p(«) é uma singularidade nao-degenerada
de F,, para todo a € V. Por outro lado, se k > 2, p(«) é uma sela-né de F,, para todo
acV.

Se C' é uma componente nao-invariante, pelo lema 3.3, existe um conjunto finito
F tal que para p € C \ F, existe um sistema de coordenadas (z,y,U), p € U, com
z(p) =y(p) =0e A(P)NU = {y = 0}, sendo F,|y definida em U pelo campo vetorial
X, dado por

Xo = Q@) + 0) = + (33)
“ ’ Ay ox’ '
Logo
Sing(F,) NU ={y = a+ Q(x,y) = 0}.

Seja Q(z,y) = qo(z)+q1(x)y+q(x, y)y?. Se g é constante entao UN{y = 0} C Sing(F_,,),
ou seja, C' ¢ uma componente NI. Por outro lado, se gy nao é constante, seja —ay um valor
regular de qy. Entao existe uma vizinhanga V' C C e um mapeo holomorfo p: V' — C' tal
que p(«) € Sing(F,), para todo w € V.

Da equagao (3.3), a parte linear de X, em p(a) = (z(«),0), com a € V, é dada por:

0 kykz—l
( 3% (z(a)) q(z()) ) ' (3.4)

Em (3.4), se C tem multiplicidade k& = 1, entdo p(«) é uma singularidade nao-
degenerada, e no caso em que k > 2, ou p(«) é uma sela-nd, ou p(«) é uma singularidade
nilpotente, para todo ao € V. O
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Observacao 3.9. Seja P = {F,} ¢ um pencil, onde F; é uma folheacao nao-degenerada.
Note que:

n(a) =n(0) = mg, = mz,,
para todo a € GP(P). Portanto, F, é uma folheacdo nao-degenerada, para todo o €

GP(P).

Observagao 3.10. Seja P = {F,},cc um pencil em uma superficie X, onde F; é uma
folheagao nao-degenerada. Se C' é uma componente nao-N1 de A(P), entdo C' tem mul-
tiplicidade um.

De fato, pela observagao 3.9, F, é uma folheacao nao-degenerada e n(a) = n(0) = ny,
para todo « € GP(P). Se C tem multiplicidade k, entao pelas equagoes (3.2) e (3.4) da
prova do lema 3.8 temos que k£ = 1.

Definicao 3.11. Diremos que uma componente C' de A(P) é nice, se uma das seguintes
condicoes é satisfeita:

e (' é invariante pelo pencil e ndo-N1, tal que para qualquer singularidade mével p : V' —
C' tem-se que a fungdo a € V +— BB(F,,pa) € constante, onde BB(F,,p.) denota o
indice de Baum-Bott da folheagdo F, na singularidade p(«), para todo a € V.

e (' é uma componente NI e invariante pelo pencil.

e (' na3o é invariante pelo pencil e ndo-N1, tal que para qualquer singularidade modvel
p:V — C tem-se que a fun¢do o € V — BB(F,,p.) € identicamente nula.

e (' é uma componente NI e nao-invariante pelo pencil, e é invariante pela folheagcao
dividida correspondente.

O seguinte teorema pode ser encontrado em [27, p. 4].

Teorema 3.12. Sejam F e G duas folheages holomorfas em uma superficie complexa com-
pacta, tais que Nx = Ng. Seja © a curvatura do pencil gerado por F e G. Suponha que
todas as componentes de Tang(F,G) tém multiplicidade um. Ent3o as seguintes condi¢Ges
sao equivalentes:

1. O pencil é flat;

2. Todas as componentes de Tang(F, G) sdo nice;

3. © é holomorfa.

Uma aplicacao imediata da observagao 3.10 e do teorema 3.12 é o seguinte resultado:

Proposicdo 3.13. Seja P = {F,},cc um pencil em X, tal que A(P) ndo tem componentes
N1. Suponha que F;, é uma folheagdo ndo-degenerada com uma singularidade de tipo (1 : —1)
em toda componente ndo-invariante e I,(P) é denso. Entdo o pencil é flat.
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Prova: Como A(P) nao tem componentes NI e Fy é uma folheagao nao-degenerada
entao, pela observagao 3.10, toda componente C' de A(P) tem multiplicidade 1. Assim,
pelo teorema 3.12, é suficiente provar que as componentes de A(P) sao nice. Seja entao C
uma componente irredutivel de A(P). Se C' é invariante, pelo lema 3.8, existe um conjunto
finito F' tal que, para cada ¢ € C'\ F, podemos encontrar um sistema de coordenadas
(z,y,U) onde U ¢é uma vizinhanga de ¢, com z(q) = y(q) =0e CNU = {y = 0}. Além
disso, Fu|u € representada pelo campo vetorial X, = (P + a)a— + Ygo onde P(z,y) =
_ z Yy

po(z)+yp(z,y) para todo a € C e C contém uma singularidade mével p : V' — C, definida
por p(a) = (z(a),0). Logo, a parte linear de X, em p(«) é dada por:

( Fi(e(e) » ) | -

Assim, BB(F,,pj(«)) : D; — C é dada por

(po(x(e)) + 1)
polx(a))

Note que BB(F,,p;(a)) € Q para todo a € I,(P). Como I,(P) é denso em C, obtemos
que a — BB(F,,pj(c)) é constante, e portanto C' é nice.

Por outro lado, se C' é componente nao-invariante, seja p : V' — C uma singularidade
mével em C. Como I,(P) é denso em C, obtemos que a — BB(F,, p(a)) é constante.
Logo BB(F,, p(a)) = 0, pois p(0) é uma singularidade de tipo (1 : —1), e portanto C' é
nice. a

BB(Fa, pla)) =

3.2 Algumas relacoes entre um pencil flat P em P? e
o conjunto I,(P)

As curvas algébricas invariantes sao objetos centrais na teoria da integrabilidade. A
primeira questao relacionada com a existéncia de integrais primeiras é saber se um campo
vetorial polinomial, tem ou nao curvas algébricas invariantes.

Em 1891, Poincaré tentou responder a seguinte questao:

“E possivel decidir se uma folheacao em P? tem integral primeira racional?”.

Denotemos por Fol(2,d) o conjunto das folheagoes de grau d em P?. Em [36], Poincaré
obteve uma resposta parcial a esta questao, dado no seguinte teorema e que sera usada
na proposicao

Teorema 3.14. Seja F € Fol(2,d) uma folheagdo nido-degenerada tal que todas as suas
singularidades reduzidas tém autovalores cujo quociente é igual a —1. Seja F' uma integral
primeira racional de F com fibra genérica irredutivel. Entdo, existem inteiros positivos m,n €
N, com (m,n) = 1, tais que:

mn

deg(F) = —

(0 +2) (3.6)
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No mesmo trabalho, Poincaré também faz a seguinte observacao:

Observacao 3.15. E possivel limitar o grau da solucao genérica de F' em termos do grau
da folheagao de F. Com efeito, como m e n sdo primos e (m,n) = 1, entdo (m,m+n) = 1,
(n,m+mn)=1e (mn,m+n)=1. De (3.6)

(m 4+ n)deg(F) =mn(d+ 2),

e assim m + n divide d 4+ 2. Em particular, m, n e deg(G) sao limitados em fungao do
grau d.

Definicdo 3.16. Seja P = {F,},.c um pencil em X, tal que dado a € C, F, é representada
pelas cole¢Bes (X; + oY}, U;, fi;)ijer, onde X; e Y; sdo campos holomorfos em U;. Suponha
que Fy é uma folheacdo nao-degenerada. Dada uma singularidade fixa p do pencil, diremos
que p é de tipo fixo, se para todo o € GP(P) o quociente dos autovalores associados ao
campo X; 4+ aY; em p é constante.

Seja P = {Fa}aec um pencil em uma superficie X, onde Fy e Fy s@o folheacoes
nao-degeneradas, e seja p € X uma singularidade fixa do pencil. Daremos condigoes
necessarias e suficientes para garantir quando p é de tipo fixo.

A menos de uma mudanga de coordenadas, podemos supor que as partes lineares dos
campos Xy e X que definem as folheagoes Fy e F em uma vizinhanca U, de p sao

dados por
. )\1 0 o a b
A‘( 0 )\2) ¢ B_(c d)’
respectivamente. B
Assim, dado o € C, a parte linear do campo X, que define F, em U, é da forma

A+ aa ab )

A+aB = ( ac Ao + ad
Para cada o € GP(P), o indice de Baum-Bott é:

(M + X)) +ala+d))?
(M + aa)(Ay + ad) — a?cb’

BB(F,,p) =

seja BBy(a) := BB(Fa,p). Logo, BB,(a) pode ser extendida a uma fungao meromorfa
em C. Assim, p ¢ de tipo fixo se, e somente se, BB,(«) = 0 e, por meio de uma conta
simples, obtemos que BB,(«) = 0 se, e somente se, ou BB(Fy,p) = BB(Fw,p) =0, ou

ABB(Fy,p) = tr(A) tr(B)
ABB(Fu,p) = tr(A) tr(B)

onde A = \id + M\qa.

Proposicdo 3.17. Seja P = {F,} .z um pencil flat em P2. Suponha que F; é uma folheagdo
nao-degenerada, com integral primeira racional, tal que todas as suas singularidades reduzidas
sdo do tipo (1 : —1). Se 0 é um ponto de acumulagdo de I,(P) e as singularidades fixas do
pencil s3o de tipo fixo, entdo

L(P)=C
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Prova: Por hipdtese 0 € GP(P), logo existem uma vizinhanca V' C C de 0 e fungoes
holomorfas pyi1, ..., Pn, : V — P?, tais que para todo o € V,

Sing(-Fa) = {p17 s 7pk7pk+1<04)7 SR 7pno(a)}7

onde ng = d* + d + 1, p; é singularidade fixa, para i = 1,...,k, e p;(a) é singularidade
movel, para j =k +1,...,ng.
Fixados v € V' e p € Sing(F,); temos

1. Se p é alguma singularidade fixa p;, com i € {1,..., k}, entao, por hipétese, p é de
tipo fixo. Em particular, p € Sing(Fy), o que implica que p ou é de tipo (m : n),
com m,n € N, ou é de tipo (1: —1).

2. Se p = p;(a), para algum j € {ko +1,...,k,,}, onde p; : V — C é uma singula-
ridade mével e C' é uma componente de A(P), entdo como o pencil é flat e C' tem
multiplicidade 1; segue que:

e Se C é invariante, entdo p = p;(a) é do mesmo tipo que p;(0). Portanto ou p
é de tipo (1: —1), ou p é de tipo (m : n), com m,n € N.

e Se C nao é invariante entao p é de tipo (1: —1).

Portanto as singularidades de F, para o € V' ou s@o de tipo (m : n), com m,n € N, ou
sao de tipo (1: —1). Logo, pelo teorema 3.14:

d+2 ="l gqoo(F),

« na

onde d = deg(F,) = deg(F). Assim, pela observagao 3.15, existe ko := ko(d) € N tal que
deg(F,) < ko, para todo o € I,(P) N V. Consideremos entao o conjunto algébrico

IP(ky) = {F € Fol(2,d) : F tem integral primeira F, deg(F') < ko}.
Assim, como 0 é um ponto de acumulacao de V' N I,(P) entao
P C I1P(ky).

Em particular, I,(P) = C. O
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Capitulo 4

Estudo do conjunto I,(P) quando
A(P) é invariante

Seja P = {Fo}ec um pencil em X. Ao longo deste capitulo, suporemos que I,(P) # 0.
Estudaremos o conjunto [,(P) quando A(P) é invariante. Para facilitar a leitura do
presente capitulo, apresentamos a seguinte tabela.

Caso geral Caso particular I,(P) Segao
gen(f) =0 Teorema II 4.3.1

Fo com “i.p. holomorfa” gizr(l%)—zlle Teorema 111 4.3.2
0 IS(P) Teorema IV 4.3.3

0eIS(P) Teorema V 4.4.1

0 € L,(P)

0¢I1S(P) Teoremas Il e 11 | 4.4.2

4.1 Condigoes necessarias e suficientes para que A(P)
seja invariante
Seja f : X — S uma fibracao cujas fibras sao conexas. Denotemos o conjunto dos valores

criticos de f por VC(f) e, para ¢ € S, denotemos F, = f~!(c). Seja V = f~H(VC(f)),
entao pelo Teorema de Fibracao de Ehresman,

flxw : XAV = S\ VO(f)

é um fibrado C*°. Logo, x(F.) = x(Fv), para todo ¢, € S\ VC(f), onde x(F,) é a
caracteristica de Euler de F.. Assim podemos definir o género de f como gen(f) :=
gen(F.), onde c € S\ VC(f).

Lema 4.1. Sejam F e G duas folheacdes em X com singularidades isoladas, tais que N =
Ng. Suponha que F tem integral primeira holomorfa f : X — S, onde S é uma superficie
de Riemann compacta. Assim, temos:
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1. Se gen(f) =0, entdo F =G.
2. Se gen(f) =1e F # G, entdo G é turbulenta com respeito a f.

3. Se gen(f) > 2 e F # G, entdo para qualquer fibra regular F' de f, ndo-invariante por
G, tem-se que Tang(G, F') > 0.

Prova: Seja F' uma fibra regular de f. Se F' é G-invariante entao
Tg-F =2—2gen(f).

De fato, existe uma fibra regular F” de f tal que F’' N Sing(F) = 0, ou seja, Z(F, F’) = 0.
Portanto
T, F=Tsr F=Ts F =x(F)— Z(F,F) =2 - 2gen(f).

Por outro lado, se F' nao é G-invariante entao
Tg-F=F-F—Tang(G,F) = —Tang(G,F) =Tx- F =2 —2gen(f) <O0. (4.1)

Assim, por (4.1), se gen(f) = 0 entdo toda a fibra regular F' de f é invariante por G,
e portanto F = G. Se gen(f) =1 e F # G, seja F' uma fibra regular de f nao-invariante
por G. Entdo, por (4.1), Tang(G, F) = 0, ou seja, G é uma folheac¢ao turbulenta com
respeito a f. Finalmente, quando gen(f) > 2 e F # G, seja ' uma fibra regular genérica
nao-invariante por G. Entao, novamente por (4.1), Tang(G, F') > 0. a

Observagao 4.2. No lema anterior nao aparecem folheacoes de Riccati, pois F e G tém
singularidades isoladas e Nz = Ng.

Definicdo 4.3. Seja P = {F,},z um pencil em X tal que, dado o € C, F,, é definido pelas
colecBes (w; +amn;, Uj, gij)ijer- Paraa € NI(P) = C\IS(P), seja Sing(F,)NU; = {f; =0}
e w; +an; = fiw;,, para todo i € I. Diremos que a folheagdo F/, definida pelas colecSes

(wz’}a, %gij, UZ-) é a folheacao dividida associada a F,.
i i,jel

Observacao 4.4. Seja F uma folheagao em X tal que F nao tem singularidades isoladas.
Diremos que F tem integral primeira se a folheacao dividida associada a F tem integral
primeira.

Proposicdo 4.5. Se P = {F,} .c é um pencil em X tal que F; tem integral primeira
holomorfa f: X — S e 0 € IS(P), entdo gen(f) > 1. Além disso:

k
1. Se gen(f) =1, entdo existem c¢q,...c, € S tais que A(P) C U fHey).

J=1

2. Se gen(f) > 2 entdo A(P) tem uma componente n3o-invariante.
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Prova: Podemos supor, sem perda de generalidade, que co € IS(P). Como Fy # Fuo
entao, pelo lema 4.1, gen(f) > 1.

Suponha gen(f) = 1 e seja C' uma componente de A(P). Se C' nao estd contida em uma
fibra de f entao C' é uma componente nao-invariante de A(P). Fixado o € I.5(P), existe
fibra regular F' nao F,-invariante tal que F' N C # (). Em particular, Tang(F,, F') > 0.
Porém,

T - F=F F—Tang(Fa,F)=Ts F =0,
o que implica Tang(F,, F') = 0, contradi¢ao. Assim, toda a componente C' de A(P) estd
contida em uma fibra de f, e portanto existem cy,...,c; € S tais que

k
AP) < JF e,

Por outro lado, suponha gen(f) > 2 e seja F' fibra regular genérica de f nao F
invariante. Entao,
Tang(Fo, F) > 0. (4.2
Se A(P) fosse invariante entdo existiriam c;,..., ¢, € S tais que A(P) C UL, F.,
FNA(P)=(. Em particular,

D ~~—

1

Tang(Fo, F) =0,
o que contradiz (4.2). O

O seguinte exemplo mostra que, na proposicao 4.5, é necessaria a hipotese que JFy
tenha singularidades isoladas, ou seja, 0 € IS(P).

Exemplo 4.6. Consideremos o pencil P(F,G) em P? onde F e G sdo definidas pelas
1-formas polinomiais homogéneas de grau 3, em C3:

w = —2(3ax® + 3y* + c2?)dw + dvyzdy — x(3az® + 3y — cz?)dz,
n = 22wdr — 2%2dz,
onde a,c € C* sao contantes fixas. Entao:

1. Dado a € C,
2

2 2
Ha:y + ax —|—;)4xz—|—cz
Tz

¢ uma integral primeira de F,. Por outro lado, H,, = T integral primeira de F.
z
2. Sejam Ay =[0:+/c:1],D;=[0:1:0],CL =[1:%a:0]e

—aj:\/a2+12ac.0‘1

Bi(a) = 6a

Dado a € C,
Sing(Fa) = {A+, BL(@),Cx, D1}

Neste caso, as singularidades Ay, Cy e Dy sao singularidades fixas de tipo (2 : 1),
(2:3) e (1:—3), respectivamente, e By () estao contidas numa componente nao
NI de tipo fixo igual a (=1 : 1). Por outro lado, Sing(F,) = {z =0} U{z = 0}.
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3. A(P) = {z%yz* = 0}, onde {z = 0} e {z = 0} sdo componentes NI e invariantes
pelo pencil, e {y = 0} é uma componente nao-invariante nao NI. Isto é ilustrado
na figura 4.1.

]P)Q

{r =0}

componente
invariante N1

{z=0}

componente

componente
nao invariante
e nao NI

Figura 4.1: e = singularidade fixa do pencil

4. Dado a € C, seja F. = H_'(c), onde c € P!, e gen(F,) = 1. Entao H, tem quatro fi-
bras criticas correspondentes aos valores ¢ € {0, \1/—%, ?/lf, o0}, Sec ¢ {0, \1/—%, ’TISG, oo},
F. é irredutivel com dois pontos criticos [1 : ++/a : 0].

Seja qo = C4(0), entdo existe um sistema de coordenadas locais (z,y, Up), com gy € Uy
e x(q0) = y(qo) = 0, tais que w = 2xdy — 3ydx e n = xdx representan Fy e F, em U,
respectivamente. Seja 7, := m3omyom 0 processo de dessingularizacao de Fy em gp como
mostra a figura 4.2.

2 1 -1
% ) m ’ ’
— — —

Figura 4.2

No primer blow-up, existe um sistema de coordenadas (z,t,U;) tais que,
1 (w+ an) = z((a — t)dx + 2zdt). (4.3)

Portanto nas coordenadas (z,t) a folheagdo 7 F,|y, é dada por (o — t)dx + 2zdt. No
tercer blow-up, existe um sistema de coordenadas (s, w, U) tais que 7 Fo |y é dada por

s(sw + a)dw + 2awds. (4.4)

Seja T : P2 — P? a sequéncia de explosdes que dessingulariza F,. Logo se P = {]—N"a}aeﬁ
é o pencil induzido e f = 7w o F, : P2 — P2 entao:
1. f é uma fibragao com gen(f) = 1, pelo item 4.

2. Por (4.4), temos que 0 ¢ IS(P).

42



3. Seja D! = 77 (qo) entdo por (4.3) temos que D} contém uma singularidade mével
p:C — C, com p(a) = —a. Em particular, F, nao é dessingularizado por m, para
a € C\ {0}. Daqui é facil provar que toda a componente nao-invariante de A(P) é
nao-N1I.

4. Por outro lado, como {y = 0} é uma componente nao-invariante e ndo-N1, e 7 é um
biholomorfismo numa vizinhanga de {y = 0}, entao nao podem existir ¢;,...cx € S

k
tais que A(P) C U ().
j=1

Logo o item 4 mostra que é necessaria a hipotese que Fy tenha singulariades isoladas,
caso contrario, isto contradiz a proposicao 4.5 para P.

O seguinte corolario é uma consequéncia imediata da proposigao 4.5, e fornece uma
condigao necessaria e suficiente para que A(P) seja invariante, no caso em que 0 € I.S(P).

Corolério 4.7. Seja P = {Fo},cc um pencil em X tal que F, tem integral primeira holomorfa
f: X —Se0eIS(P). Entdo, A(P) é invariante se, e somente se, gen(f) = 1.

Prova: Suponha que A(P) é invariante. Entao, pela proposi¢ao 4.5, gen(f) = 1. Recip-
rocamente, se gen(f) = 1, seja C' uma componente de A(P). Pela proposi¢ao 4.5, existe
c € Stal que C C f~!(c), em particular C' é Fy-invariante. Como 0 € IS(P) e C C A(P)
¢ Fo-invariante temos que C' é invariante pelo pencil. O

Observacao 4.8. Sob as condicoes do corolario 4.7, se existem c¢q,...,c; € S tais que
k

A(P) C U f(c;j), entdo A(P) invariante. De fato, se C' é uma componente de A(P)
7j=1

entdo C' é Fy-invariante, pois 0 € IS(P) e C estd contida numa fibra de f. Logo A(P) é
invariante pelo pencil.

Definicao 4.9. Seja P = {F.},cc um pencil em X tal que F, tem integral primeira holomorfa
f: X — S. Dado a # 0, diremos que F,, € transversa com respeito a f, se o conjunto

{ce S : Tang(F,, F.) =0}

é genérico em S, em caso o € IS(P); ou se a folheagdo dividida F associada a F, ¢
transversa com respeito a f, em caso o € NI(P).

Lema 4.10. Seja P = {F,},cc um pencil em X tal que F, tem integral primeira holomorfa
f X — S. Suponha que A(P) é Fy-invariante, isto é, existem cy,...,c, € S tais que

A(P) c | JF.,. (4.5)

Entdo, F, é transversa com respeito a f, para todo o € C \ {0}.
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Prova: Seja a € IS(P), entao por (4.5) existe ¢ genérico em S tal que F, nao é F,-
invariante e F. N A(P) = 0, em particular, Tang(F,, F.) = 0. Por outro lado, se a €
NI(P), seja F,, a folheacao dividida associada a F,. Entao,

n
Tr, =Tr, + E 156Car
=1

onde Cj, C Sing(F,) C A(P), para todo j =1,...,n.

Novamente por (4.5), existe ¢ genérico em S tal que F,. é uma fibra regular de f nao
contida em A(P). Segue que F, nao é F,-invariante e Tang(F,, F,.) = 0. Logo F,, é uma
folheagdo transversa com respeito a f, para todo a € C \ {0}. O

Assim, o seguinte teorema resume os resultados anteriores.

Teorema 4.11. Seja P = {F,},c um pencil em X tal que F, tem integral primeira holo-
morfa f: X — S e 0 € IS(P). Entdo, sdo equivalentes:

1. gen(f) =1.
2. A(P) é invariante pelo pencil.

k
3. Existem ¢y, ..., ¢, € S tais que A(P) C U fHey)-

j=1

Em particular, F, é uma folheacdo transversa com respeito a f, para todo a € C.

4.2 Relacao do pencil com os grupos de holonomia

Seja P = {Fo},eg um pencil em X tal que Fy tem integral primeira holomorfa. Na segao
anterior, vimos que se A(P) é invariante e 0 € IS(P), entao P ndo contém folheagoes
de Ricatti. Mas isto pode acontecer no caso em que 0 ¢ IS(P), como mostra o seguinte
exemplo:

Exemplo 4.12. Consideremos P = {F,}, ¢ um pencil em P2, tal que F, ¢é representado
pela 1-forma polinomial homogénea de grau 3, em C3:

w+an =yz(l 4+ a)dr — x2(2 + 3a)dy + xy(1 + 2a)dz
Entao:
1. NI(P)={-1/2,-2/3,—1} e dado « € IS(P)

Sing(F,) ={[1:0:0],[0:0:1],[0:1:0]}.
2. A(P)={X =0}U{Y =0} U{Z = 0} cujas componentes sdo invariantes e NI.
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3. Fo e Foo tem integrais primeiras meromorfas

xTrz ZEZ2

respectivamente.

Seja T : P2 — P? a sequéncia de explosdes que dessingulariza Fy. Seja P = {ﬁa}aeé
o pencil obtido em P2, A(P) o seu conjunto de tangencias e f = For : P2 — P!. Entao

4. A(P) é invariante.

5. Pela equacdo (4.6), temos que 0 ¢ I5(P).

6. Dado o € IS(P) \ {0} temos que Tz - F. = 0, para ¢ genérico em P'. Como

gen(f) = 0 entao F, é uma folheagdo de Riccati com respeito a f.
Pelo exemplo anterior é natural dar a seguinte defini¢ao.

Definicao 4.13. Seja P = {Fa},ec um pencil em X tal que F; tem integral primeira
holomorfa f : X — S. Diremos que P é transversa com respeito a f, se existe ay € 1.S(P)
tal que F,, é transversa com respeito a f.

Observacao 4.14. Seja P = {F,} ¢ um pencil em X tal que Fy tem integral primeira
holomorfa f: X — S. Se A(P) é invariante entao P é transversa com respeito a f. Isto
é pois
k !
A(P) = U f e u U Ci,
i=1 j=1
onde ¢i,...,¢; € S e C; C Sing(Fo), parat =1,--- .

Proposicdo 4.15. Seja P = {F,},cc um pencil em X tal que F; tem integral primeira
holomorfa f : X — S. Suponha que P é transversa com respeito a f. Entdo, dado a €

IS(P)\ {0}, temos
1. gen(f) =0, implica que 0 ¢ I.S(P) e F, é uma folheagdo de Ricatti com respeito a f.
2. gen(f) =1, implica que F,, é uma folheagdo turbulenta com respeito a f.

Prova: Claramente como T%, = TF, , para todo a € C, entdo F, é transversa com
respeito a f, para todo a € IS(P) \ {0}. Em particular, se gen(f) = 1, se segue 2.
Pela proposicao 4.5, se 0 € IS(P) entao gen(f) > 1, logo se segue 1.
U

Sob as hipéteses da proposigao 4.15, existe um aberto W = S\{cy, ..., e} C X\A(P)
tal que, fixado ¢ € W, para todo o € IS(P) \ {oo} temos associada a representagao de
holonomia global H, de F,,

He : (W, ¢) — Aut(F,), (4.7)
e o grupo de holonomia global G, := H, (111 (W, ¢)) de F,.
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Observagao 4.16. Seja P = {F,}, ¢ um pencil em X tal que F; tem integral primeira
holomorfa f : X — S. Se P é transversa com respeito a f entao gen(f) < 1. De fato,
suponha que gen(f) > 2, logo de [25, p. 242], fixada uma curva vy € II;(W, ¢) temos o
mapa holomorfo F, : IS(P) \ {oco} x F. — F., dada por F,(a,p) = Ha(7)(p). Como
Aut(F,) é finito, entdo F,(a, z) ndo depende de a. Em particular, se ag € I.S(P) entao
Go = Go,, para todo o € IS(P) \ {oo}. Com o0 mesmo argumento de [25, p. 34] temos
que existe uma vizinhanca V' de «g tal que F, = F,,, para todo a € V', contradigao.

Pela observagao 4.16 estudaremos os grupos de holonomia no caso em que gen(f) < 1.
Para isto, precisaremos da hipotese de que o pencil seja flat.

Seja P = {Fa},ee um pencil flat em X tal que Fo, tem integral primeira holomorfa
f: X — S. Suponhamos que P é transversa com respeito a f.

Pela observacao 8 de [25, p. 242], fixada uma curva v € II; (W, ¢), podemos definir
uma aplicagao holomorfa F, : IS(P) \ {oo} x F, — F, dada por

Fv(oz,p) = ,Ha(fY)(p)' (4.8)

Em particular, temos um automorfismo holomorfo f, : F,. — F. definido por

fa(p) = Fy(a,p).

Fixado ag € IS(P) \ {oc}, sejam p € F, e L,, a folha da folheacao F,, que passa por

p. Seja Yo : [0,1] = L, 0 levantamento de v sobre a folha L,, tal que 7,,(0) = p, de

forma que fo,(p) = Yao(1). Seja ¥ C F. uma segao transversal em p. Logo existe € > 0
tal que a deformacgao de holonomia de F,, é dada por

H .

v DexX — D.x X

(,q) = (o, falg)’

onde D, = {|a — ap| < e}.

Gostariamos de dar uma representagao explicita de f,(¢) em funcdo de . Para isto
usaremos que P é flat.

Como P é flat, pelo lema 2.14, existe uma cobertura por abertos {U, }1<p<m de Ya, [0, 1]
tal que U, N U,y é conexo, e existe um sistema de coordenadas (x,,y,) em U, tal que
F, € representada em U, pela 1-forma

Wn.o = Ay + adz,, (4.9)

para todo o € C. Além disso, existem constantes A, € C* tais que dr,+1 = M\dx, e
dYni1 = \dyn, paran =1,...,m — 1. Portanto

Ynil = \nUn + n, (4.10)

onde a, € C,paran=1,...,m— 1.
Fixemos segoes Y, X1, ..., 2, transversais a folheagao F,, € {0 =ty < t; < -+ <
tm = 1} uma partigao de [0, 1] tais que:

1. Yaoltn-1,tn] C Uy, paran=1,...,m,
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2. %, Yy C 3,
3. Yp(tn) € Xy, paran =0,1,...,m.
4. ¥, C{x, = ¢}, isto é, X, estd contido em uma folha de F, paran =0,...,m.

Das equagoes (4.9) e (4.10), a holonomia f, |5, ¢ da forma

falz0(@0) = v (L (q0) + ab + ¢), (4.11)

para todo o € D..

Consideraremos separadamente os casos em que gen(f) = 0 e gen(f) = 1 quando
S =Pl

4.2.1 Grupo de holonomia quando gen(f) =1
Com as notagoes acima, se W' = X \ f~1(VC(f)) entao

flws e W' = S\ V()

é um fibrado holomorfo. Entao, existem uma vizinhanca D de ¢ e uma aplicagao ¢ :
YD) — D x F, tal que ¢ é um biholomorfismo. Assim, podemos supor que as projegoes
m DX F.— Dem: DxF,— F. definem as folheacoes F, e F,, em D x F,,
respectivamente. Seja P : C — F, a aplicacao de recobrimento universal de F, e seja 7
uma 1-forma nao-nula em F, tal que P*(7) = dz. Consideremos o seguinte lema provado
em [25, p. 9].

Lema 4.17. Sob as notagles acima, se gen(f) = 1 entdo existem constantes ko, k,, € C*
tais que
dy1|20 = ]{707'|20 € dym|gm = ka‘Em- (412)

Fixemos discos Dy, D,,, C C tais que ¢; := P|p, : D; — ¥; seja um biholomorfismo,
com j = 0,m. Pelo lema 4.17, existem constantes ko, k,, € C* tais que satisfazem a
equacao (4.12). Entao ¢*(dy1) = kodz e ¢*(dy,) = kndz. Em particular, y; o ¢g(2) =
koz + do € Ypm © Om(2) = kmz + dp. Seja hy = fals, € Ea(z) = ¢t ohg o do(2) a aplicacdo
de holonomia induzida, como mostra na figura 4.3.

Logo, pela equacgao (4.11),

ho(2) ¢;11 0 hy © Po(2)
= (Ym © m) "0 (Ym0 h oy ") o (y1 0 do)(2)
k) (s © do(2) + ab+ ¢ — dpy),

e assim B
ho(z) = Az +aa + b,

onde A =k tuko, a =k, 'be b=k, (dop+ c+dy).
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Figura 4.3: Aplicagao de holonomia induzida.

Portanto, se gen(f) = 1 entao
fa<2) = /\ZZ + a0 + bl, (413)

onde \; € C*, a;, b, € C.
Assim obtemos a seguinte proposicao.

Proposicdo 4.18. Seja P = {F,},c um pencil flat em X tal que F, tem integral primeira
holomorfa f : X — P!. Suponha que P ¢é transversa com respeito a [ e que gen(f) = 1.
Ent3o, dado o € IS(P), o grupo de holonomia global G, é dado por

Ga = <f1,oz> .- '7fk,oz>7

onde f;.(2) = A\jz+ A;(a), com Aj(a) = aja+bj e a;,b; € C, para j =1,...,k. Além
disso:

1. Se F, ~C/(1,7), com 7 & {i,e% e’ }, entdo Aj € {£1}, paratodo j =1,... k.
2. Se F, ~C/(1,i) entdo \; € {£1,+i}, paratodo j =1,...,k.
3. Se F, ~C/(1,7), com 1y € {5, e’ }, entdo \; € {£1, £, £72}.
Em particular,
Go = {2z +n2As(@) + ...+ npAr(a) : A€ (A, .., ), na, ..., ng, € Z}.

Prova: Pela equagao (4.13), segue de imediato que

Ga - <f1,a7 .. ~7fk,a>7

onde fjo(2) = \jz + Aj(a), com Aj(a) = a;a+b;, paraj=1,.... k.

Por outro lado, é bem conhecido que dado f € Aut(F.), com F. ~C/T'e T = (1,7),
existem um recobrimento 7 : C — F, e um biholomorfismo g : C — C tais que for = mog.
Além disso, se g(z) = az + b entao
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i) Ser ¢ {i,e%, e’ } entdo a € {£1}.
ii) Se 7 =1 entdo a € {£1, £i}.
27 27

iii) Se 7 =17y, com 79 € {e3 ,e6 }, entdo a € {£1, +79, +75}.

Daqui segue 1, 2 e 3. O

Corolario 4.19. Sob as condi¢Ses da proposicdo 4.18, dado o € I.S(P), seja Go = (f1.a,- -5 fra),
onde f;, é como na proposi¢do 4.18. Entdo, se F, >~ C/I" sdo equivalentes:
i) G, é finito.
ii) Existe ng € N tal que ngA;(«a) € I, para todo j € J.
iii) A 6rbita de qualquer ponto ¢ € F, é finita.
Em particular, se a € I,(P) \ {oo} entdo G, ¢é finito.

Prova: Claramente (i) é equivalente a (ii) e (ii) implica (iii). Provemos entao que (iii)
implica (ii). Seja ¢ € F. e L a folha de F,, que passa por ¢, entao, por hipdtese,

LNEF.={f(q) : feGa.}

é finito. Logo, fixado j € {1,...,k}, como go(2) = 2 + Aj(a) € G, temos que {g}, }nen
é finito. Portanto, existe n; € N tal que n;jA;(a) € I'. O resultado segue tomando
ng =Ny ---Ng. O

4.2.2 Grupo de holonomia quando gen(f) =0

Nesta segao suporemos que A(P) é invariante entdo pela observagao 4.14 temos que P
é transversa com respeito a f. Como F,, tem integral primeira holomorfa entao pela
proposigao 4.15, oo ¢ IS(P) e F, é uma folheacao de Riccati com respeito a f, para todo
a e IS(P).

Afirmamos que existe uma componente de A(P) que estd contida em Sing(F). De
fato, observe que existe uma componente C' de A(P) nao contida nas fibras de f. Como
A(P) é invariante, C' é F-invariante e asssim C' C Sing(F,). Daqui segue que

r l
AP)=> "nFl+> C.
j=1 k=1

onde F} estd contida numa fibra de f, para j = 1,...,m, e €} C Sing(F), para k =
1.0

Fazendo blow-downs nas componentes das fibras criticas de f, obtemos uma aplicacao
holomorfa ¢ : X — X, sem fibras criticas (cf. [4, p. 56]). Em particular, se g := fog¢™!:
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X, — P! entdao g é localmente trivial, isto é, g é um fibrado holomorfo com fibra tipica
P

Seja P, := {Ga} et 0 pencil induzido em X7, onde Gy, tem integral primeira holomorfa
g. Além disso, dado o € IS(Ps), G, é uma folheagao de Riccati com respeito a g e o
divisor de tangéncias A(P,) é dado por

T l
A(P.) =) nF., +Y Ci, (4.14)
j=1 k=1

onde F;; ¢ fibra de g, para j =1,...,7, e C C Sing(Hy), para k = 1,...,l. Logo, fixado
¢ € P! o grupo de holonomia global G, de G, ¢ da forma

Ga = <f1,ou ceey fr,a> C AUt<Gc)7

onde G, ~ P! e f;, é conjugado com a holonomia ao redor de Fe,,paraj=1,... r.

Sem perda de generalidade, podemos supor que 0 € IS(P). Fixado j € {1,...,r},
existe uma vizinhanca D; C C de ¢;, tal que g~'(D;) ~ D; x F,, 3 (x,y), onde F,, ~ P,
Além disso, como JFy é transversa com respeito a f, podemos supor que as projecoes
m Dy x F,, = Djemy: Dy x F,, — F,, definem as folheagoes Fo, € Fqo, em D; X I,
respectivamente. Em particular, dv = 0 e dy = 0 representam Fy e Fo em D; x F,
respectivamente.

Em seguida, buscaremos uma expresao explicita de G,. Para isto, primeiro considere-
mos o caso em que ¢ € D;. Lembremos que f;, = H(7), para alguma curva v € II; (W, ¢).
Como ¢ € Dy, entao f;, coincide com a holonomia de F, ao redor de F¢,. Sejam p € Fr,
Ly a folha da folheagao Fy que passa por p e 7y : [0,1] — Ly o levantamento de v sobre a
folha L tal que 75(0) = p, de forma que f;(p) = Yo(1). Consideremos uma cobertura por
abertos {U, }1<n<m de 30[0, 1] tal que U,, ~ D,, x P!, onde D,, é biholomorfo a um disco,
D,N Dy #0,paran=1,....m—1, D, NDy #0,e D,ND; =0, paran=1,...,m.
Além disso, como 0 € IS(P), Fa|u, € representada pela 1-forma:

wo = dy + aP(z,y)dz, (4.15)
onde P(z,y) = Zf a;(x)y’, com a;(x) holomorfa para j =1,...,k e k < 2.

P, _
Da equagao (4.15), obtemos dw, = 6 A w,, com 6 = Fydy, para todo a € C. Como

P ¢ flat, obtemos (ag(z), a1(x),as(x)) = (A, p, v)a(z), onde (N, u,v) € C*\ {0} e a(z) é
holomorfa. Em particular, P(z,y) = a(x)p2(y), onde ps(y) é um polinémio de grau menor
ou igual a 2 e F, |y, ¢ representada pela 1-forma:

wo = dy + aa(x)pe(y)dz, (4.16)
Pa(y)

p2(y)

coordenadas na fibra, temos duas possibilidades:

dy, para todo o € C. Logo, ap6és mudanca de

tal que dw, = 0 N\ w,, onde 0 =

1. p2(y) = A. Neste caso C; = {y = oo} C Sing(Fp) ¢ uma componente de A(P) com
multiplicidade 2. Além disso,

W + wee = d <y + oz)\/ a(t)dt) =d(Y, + aX,),

o
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onde
Yo(z,y) =y + cte, (4.17)

para todo n = 1,..., m. Lembremos que, pela relacao (4.11),

fialso(a0) = Yo ' (Y1 (q0) + ab +¢),

assim de (4.18) temos que

fj,a(z) = )\jZ + Oébj + Cj.

2. pa(y) = y. Neste caso Cy = {y = 0} e Cy = {y = 0o} sdo componentes invariantes
de A(P) de multiplicidade um.

Além disso,
Wo + Wse  dy
——— =~ +aa(x)dr = d(Y, + aX,),
Y )
onde
Yals.(y) = exp(2ri(pa +v5))y, (4.18)
paran = 0,...,m. Portanto f;.(2) = A;(a)z, onde A;(a) = exp(2mi(pjo + v;)) e
Wi, v; € C.

No caso geral, se ¢ ¢ D;, temos que f;, é conjugado a uma das expressoes obtidas nos
itens 1 e 2. Logo, como g é um fibrado holomorfo e, dado oy € IS(P,), G, ¢ transversa
com respeito a g, temos que fj,, tem um ponto fixo comum, para todo j = 1,...,k.

Logo, dado j € {1,...,k}:
fialz) =Xz+abj +c¢;, ou fia(z) =A4;(a)z,

para todo a € IS(P.).
Logo, temos a seguinte proposicao.

Proposicdo 4.20. Seja P = {F.}, ¢z um pencil flat em X tal que F, tem integral primeira
holomorfa f : X — P!, com gen(f) = 0. Suponha que A(P) é invariante. Ent3o, existe
uma aplicacdo ¢ : X — X obtida por contracdo das fibras criticas de f tal que fo¢™! é um
fibrado holomorfo. Sejam P, = {G,}, .z o pencil induzido em X; e Gy = (fia,---, fra) O
grupo de holonomia de G,,. Entao,

fia(2) =XNjz+abj +¢;, paratodo j =1,... k,
ou
fia(2) =A;(a)z, paratodo j =1,...,k,

onde Aj(a) = exp (2mi(pjo + v;)).
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4.3 Calculo de [,(P) no caso que F, tem integral
primeira holomorfa

Nesta se¢ao estudaremos o conjunto I,(P) usando os resultados da se¢ao 4.2. Como nessa
secao, dividiremos o nosso estudo nos casos gen(f) =0 e gen(f) = 1.

Lema 4.21. Seja P = {Fo},ec um pencil em X tal que Fo, tem integral primeira holomorfa
f : X — P! Suponha que A(P) é invariante, Z(F,,C) > 1, para toda componente C
de A(P), e F, tem integral primeira meromorfa local em todas as suas singularidades, para
a € IS(P). Se G, é finito, entdo a € I,(P).

Prova: Para provar que o« € I,(P) ¢é suficiente provar que F, tem infinitas curvas
invariantes compactas (cf. [14]).

Seja entdo L uma folha de F,, ndo contida em A(P). Vejamos que L\ L C Sing(F,). Se
x € L\ L entdo existe uma componente C de A(P), tal que x € C, pois se v ¢ A(P), entdo
(o, ndo é finito. Como Z(F,,C) > 1, temos que CNSing(F,) # 0. Sejap € C'NSing(F,),
entao, por hipétese, F, tem uma integral primeira meromorfa em uma vizinhanca U de
p. Podemos supor, sem perda de generalidade, que x € U e portanto x € Sing(F,).

Portanto, L \ L C Sing(F,), em particular, L \ L tem codimensdo 2. Pelo teorema
de Remmert-Stein (cf. [18]), L é uma curva compacta invariante de F,, e assim, F, tem
integral primeira. a

4.3.1 Caso gen(f) =0

Seja P = {Fa},eg um pencil flat em X tal que F tem integral primeira holomorfa
f: X — P! com gen(f) = 0. Suponha que A(P) é invariante. Lembremos que na
secao 4.2.2 vimos que existe uma aplicagao ¢ : X — X; obtida por contracao das fibras
criticas de f. Seja P, o pencil induzido em Xy ¢ G = (fia - - -, fr.a), 0 grupo de holonomia
de G,. Da proposicao 4.20 temos que, para todo j € {1,...,k}, f;jo é do tipo

Nz +abj+c¢; ou Aj(a)z,
sendo A;(a) = exp (2mi(p o + v;)). Logo, temos as duas possibilidades:

L. fia(2) = Ajz+abj+c;, paratodo j = 1,..., k. Neste caso, se #(IS(P)NI,(P)) >3
entdao IS(P) C I,(P). De fato, podemos supor que, sem perda de generalidade,
0€IS(P)NI,(P). Sejan <ktalque \; #lsel<j<nel=1sej>n+1
Neste caso, como 0 € I,(P) entdo f;, tem ordem finita, para todo j € {1,...,k}.

Em particular, ¢; = 0 para j > n + 1. Além disto, G ¢ abeliano, e portanto os f;
Cj ¢j

tém um ponto fixo comum independe

Y

para 1 < j < n. Por tanto, ]

J J
de j e \; é raiz da unidade, j € {1,...,n}. Suponha agora que o € I,(P) \ {0}.
Anélogamente, devemos ter que ab; = 0 para j > n+1, ouseja, b; = 0se j > n+1.
aob; + ¢;
Como no caso anterior, o ponto fixo comum para fj.,, 1 <j < n, é —(i J j/L\ 2 ou
Y]

b

seja, ] independe de j € {1,...,n}.

J
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Dai concluimos que G, é finito para todo a € IS(P). Logo, dado a € IS(P), como
0 € I,(P) e G, ¢ uma folheagao de Ricatti entdo G, tem integral primeira meromorfa
local em todas as suas singularidades, e Z(G,,C) > 1 para toda a componente C
de A(P,), entao pelo lema 4.21 a € I,(P).

2. fia(2) = Aj(a)z, onde A;(a) = exp (27?2'(;@-04 + Vj)), para todo 7 = 1,..., k. Neste
caso, temos as seguintes possibilidades:

(a) pj = 0, para todo j = 1,...,k. Se 0 € I,(P) entao v; € Q, para todo j =
1,..., k. Em particular, dado « € IS(P), G, tem integral primeira meromorfa
local em todas as suas singularidades. Logo, pelo lema 4.21, IS(P) C I,(P).
Por outro lado, se 0 ¢ I,(P) entao I,(P) ¢ finito.

(b) pj # 0, para algum j € {1,...,k}. Podemos supor, sem perda de generalidade,
que p; #0,para j=1,...,repu; =0, para j =r+1,...,k. Suponhamos que
I,(P)NIS(P) # {oo}. Neste caso, seja o € I,(P) NIS(P) \ {o0}, como Gy,
¢ finito, pujop +v; € Q, paratodo j =1,...,7r. Se a« € IS(P) \ {ao} ¢ tal que
G, ¢ finito entao

pio+ vy = (o — ag) + pyjan + v; € Q <= pji(a — ap) € Q\ {0},

Em particular, dados 4,5 € {1,...,r}, temos B e Q\ {0}, ou seja,
Hj

(,Ula cee 7#7“) = ﬂl(LQQa cee 7QT)>

onde ¢; € Q, para ¢ =2,...,r. Decorre dai que

Goé finito <= (a0 — ap) € Q\ {0}
= a € u;'Q+ ap.

Isto implica que se #I,(P) > 3 entao
1,(P) N IS(P) = 17" Q + a,
Assim, provamos o teorema II.
Teorema Il. Seja P = {F,},cc um pencil flat em X tal que F., tem integral primeira

holomorfa f : X — P!, com gen(f) = 0. Suponha que A(P) é invariante. Ent3o acontece
uma das seguintes possibilidades:

1. I,(P) é finito.
2. IS(P) C I,(P).

3. Existem ag € I,(P) e A € C* tais que I,(P) N IS(P) = AQ + .
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4.3.2 Caso gen(f) =1

Utilizaremos a seguinte proposicao:

Proposicado 4.22. Seja P = {F,},c um pencil flat em X tal que F, tem integral primeira
holomorfa f : X — P!, com gen(f) = 1. Suponha que A(P) ¢ invariante. Além disso,
suponha que

1. Z(F4,C) > 1, para toda a componente C' de A(P) e para algum a € IS(P);
2. F, tem integral primeira local em todas as suas singularidades, para todo a € IS(P);
Se #1,(P) N IS(P) > 3 entdo existem A € C* e a € C tais que \Q + a C I,(P).

Prova: Pela proposicao 4.18 temos que o grupo de holonomia global G, é dado por

Ga - <f1,a7 .. -afk,a>7

onde fj.(2) = \jz + Aj(a), com Aj(a) = a;a+ by, para j =1,..., k. Além disso,

Go ={ Az +nAs(a) + ... + mpAp() = X € (A, ..., ), no, ..., ng € Z}.
Agora, pelo coroldrio 4.19 e o lema 4.21, dado o € I.S(P), temos as equivalencias:
G, finito <= o € I,(P) <= 3no € N : noA;(a) €T, Vj € J.
Portanto
L(P)NIS(P)\{oo} ={a € IS(P) : Ax(a),..., Ax(a) € QT'}. (4.19)

Como #(1,(P) \ {o0}) > 2 entao, por meio de uma reparametrizacao, podemos supor
que 0 € IS(P) N I,(P). Isto implica que A;(0) = b; € QI', e assim, em (4.19) obtemos

L(P)NIS(P)\{oo} ={a € IS(P) : mia,...,aya € QI'}. (4.20)

Seja ag € I,(P) \ {0, 00}, entao por (4.20), ajap € QT para j € {1,...,k}. Em partic-
ular, ajqag € QI', para todo ¢ € Q e i € {1,...,k}. Portanto qag € I,(P), para todo
q€ Q. O

Logo das proposicoes 4.18 e 4.22 obtemos o seguinte teorema.

Teorema Ill. Seja P = {F,} .c um pencil flat em X tal que F.,, tem integral primeira
holomorfa f : X — P!, com gen(f) = 1. Suponha que A(P) é invariante.

Se #1,(P)N1S(P) > 3, F, tem integral primeira local em todas as suas singularidades,
para todo a € IS(P), e Z(Fa,,C) > 1, para toda a componente C' de A(P) e para algum
ap € IS(P); entdo existem A € C* e a € C tais que

AQ+a C I,(P).
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4.3.3 Caso gen(f)=1e0¢ IS(P)

Nesta segao, veremos que se 0 ¢ 1.S(P) e I,(P) tem um ponto de acumulagao em 0 entao
podemos usar as mesma ideias da prova do seguinte teorema, que pode ser encontrado
em [25].

Teorema 4.23. Sejam F e G duas folheacbes distintas em X, com singularidades reduzidas,
tais que Nr = Ng, e seja P é o pencil gerado. Suponha que F e G tém integrais primeiras
holomorfas f : X — S e g: X — S, respectivamente, onde gen(f) = 1. Entdo

e Se Kx # 0, onde Kx é o fibrado canonico de X, entdo

I,(P) = A(Q&7Q) U {oc},

onde A € C* e 7 € {i,e?™/3},

e Se Kx = 0 e [,(P) tem mais de trés elementos entdo I,(P) tem um ponto de acu-
mulac3o.

Observagao 4.24. O exemplo 4.6 mostra que a hipétese de que F tenha singularidades
isoladas é necessaria. Lembremos que no exemplo 4.6 obtemos um pencil P = {F.}, .z,
onde Fy e Foo tem integrais primeiras holomorfas f : P2 — P! e g : P> — P!, respectiva-
mente, onde gen(f) = 1. Além disso, 0 ¢ I.5(P), mas neste caso

I,(P)=C.

Proposicdo 4.25. Seja P = {F,}, ¢ um pencil em X tal que F, tem integral primeira
holomorfa f : X — S. Suponha que A(P) é invariante e 0 € I.S(P). Entdo P é flat.

Prova: Pelo teorema 4.11, temos que gen(f) = 1. Entao segue de [4, p. 69] a existéncia
de um recobrimento ¢ : X’ — X, ramificado ao longo de um ntmero finito de fibras de
f, e de uma aplicacao bimeromorfa ¢ : Z --» X' tais que g .= fogpot : Z — S é um
fibrado eliptico, isto ¢, uma fibragao eliptica sem fibras multiplas nem fibras singulares.
Seja P, := (¢po1))*P o pencil induzido em Z, entao (¢po))*F, é uma folheacao turbulenta
com respeito a g, para todo o € I1.S(P,).

Sem perda de generalidade, podemos supor que 0 € IS(P,). Seja F' = g !(c) uma
fibra regular de g, entao existe uma vizinhanca D de ¢, biholomorfa ao disco unitario, tal
quec=0€De:

1. U:=gY(D)~DxF.
2. g(z,y) =z e F={x=0}

3. As 1-formas holomorfas w = dz e n = dx — A(x)dy, representam g, Fy € g.Fo em
U, respectivamente, onde A é uma fungao holomorfa em D tal que A # 0. Além
disso, w, = w+an = (1+ a)dr — aA(x)dy representa g.F, em U, para todo o € C.
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Pelo item 3, temos que g,F, |y é definida por w, = (1+a)dz —aA(x)dy, para todo o € C.
Logo

/
dw, = A'z) dx N\ Wy,
A(z)
para todo o € C. Isto implica que a curvatura de g,(P) em U é dada por:
A'(x)
@lU ( A(J}) .T) 0,
e assim © = 0. a

Observacao 4.26. Seja P = {F,},cc um pencil em X tal que Fy e Fo tém integrais
primeiras meromorfas f : X --» S e g: X --» S, respectivamente. Considere entao
duas funcées meromorfas ¢ : S --» Ce ¢ : Sy --» C. Logo ¢pof : X --» C e
$r0g: X --» C sio duas funcoes meromorfas algebricamente independentes no corpo das
fungoes meromorfas M(X). Assim, a dimensao algébrica de X, a(X) = [M(X) : C] é
maior ou igual a 2, o que implica que a(X) = 2. Portanto, X é uma variedade algébrica.

Lema 4.27. Seja P = {Fo}, ¢ um pencil em X tal que Fy é reduzida e tem integral primeira
holomorfa f : X — S. Suponha que 0 € IS(P) e I,(P) tem um ponto de acumulagdo em
0. Entdo existe uma vizinhanca V' de 0 tal que :

1. V.C IS(P) e F, é reduzida, para todo a € V.
2. Se a € I,(P) NV entdo F, tem integral primeira holomorfa.

Em particular, existe o € (I,(P)NIS(P))\ {0} tal que F,, tem integral primeira holomorfa
g: X — Sy. Consequentemente X é algébrica

Prova: Como F é reduzida, as suas singularidades sao nao degeneradas e tém quociente
de auto-valores valores real negativo. Logo, existe uma vizinhanga V' de 0 tal que V' C
IS(P) e para todo o € V as singularidades de F,, sdo nao degeneradas e tém quociente
de auto-valores que nao sao reales positivos. Em particular, a condicao 1, é valida. A a
condicao 2 também ¢ valida, pois F, tem singularidades reduzidas.

O

Lema 4.28. Seja P = {F,} ¢ um pencil em X tal que F é reduzida e tem integral primeira
holomorfa f : X — S. Suponha que A(P) é invariante, 0 € I.S(P) e I,(P) tem um ponto
de acumulagdo em 0. Entdo A(P) ndo contém fibras lisas de f.

Prova: Existe o € I,(P) N IS(P) \ {0} tal que F,, tem uma integral primeira holo-
morfa g : X — Sp. Suponha por absurdo que existe F. C A(P) uma fibra lisa de f.
Como ag € IS(P) temos que F. N Sing(F,,) = 0. Em particular, existe uma vizinhanga
V C S de ¢ tal que Fo N Sing(Fy,) = 0, para todo ¢ € V. Como F, é F,,-invariante
entao g(F,) = b. Sejam V' uma vizinhanca de b e U = f~(V) N g~ 4(V’). Entao U é um
aberto que contém F,.. Em particular, se ¢ € V esta suficientemente préximo de ¢, entao
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F. C U. Neste caso, g|r, : F — V' é holomorfa e nao sobrejetora, e portanto constante.
Isto implica que Fy e F,, possuem uma infinidade de folhas comuns e portanto Fy = F,,,
contradigao. Logo A(P) nao contém fibras lisas de Fy. O

Observacao 4.29. Sob as condigoes do lema 4.28, dada uma componente racional C' de
uma fibra critica de f, tem-se que C'- C' < 0. Além disso, se C' nao é F,-invariante entao
Z(Fo,C) > 3. A prova disto é analoga a prova do lema 3.2.2 em [25].

Definicao 4.30. Sejam F uma folheacdo em X e C' uma curva F-invariante. Dizemos que
C' é contratil para F se:

1. C' é uma curva racional lisa com auto-intersecao —1.

2. Quando contraimos a curva C' num ponto p, obtemos uma nova supérficie X’ e uma
aplica¢do blow-down 7 : X — X', onde 7(C') = p. Ent3o, p ndo é uma singularidade
para a folheagdo transformada .(F) ou é uma singularidade reduzida de ,(F).

Observacao 4.31. Sob as condig¢oes do lema 4.28, toda curva contratil de Fy é invariante
pelo pencil. Com efeito, seja C' uma curva contratil. Entao

1< Z(F,C) <2,
(cf [4, pag 72]). Seja oo € IS(P) \ {0}, se C nao é F,-invariante entao
T]:a O=-1 —Tang(]:a,C) = T]:O C=2- Z(Fo,Fo),

o que implica Tang(F,,C) < 0, contradigdo. Portanto toda curva contrétil de Fy é uma
componente invariante pelo pencil.

Observacao 4.32. Sejam F uma folheacao holomorfa nao-degeneradaem X e f : X — S
uma integral primeira holomorfa de F. Entao, dado p € Sing(F), existe um sistema de
coordenadas (U, x,y), com U vizinhanga de p, tal que F|y é representado pelo campo

0 0
X:mx%—nya—y, m,n € N.

Em particular, passam somente duas separatrizes locais por p, as quais sao lisas.

Seja P = {Fa}aeec um pencil em X tal que Fy é reduzida e tem integral primeira
holomorfa f : X — S. Suponha que A(P) é invariante, 0 € I5(P) e I,(P) tem um ponto
de acumulacao em 0. Pelo lema 4.27, existe ag € I,(P) N IS(P) tal que F,, tem uma
integral primeira holomorfa ¢ : X — Sp. A seguir, daremos uma descrigdo do conjunto
A(P).

Como A(P) ¢ invariante e 0 € IS(P), pelo teorema 4.11, temos que gen(f) = 1. Seja
C' uma componente de A(P). Entao, pelo lema 4.28, C' esta contida em uma fibra critica
F. de f. Gostariamos de aplicar o teorema de classificacao de Kodaira para f, pois assim
terfamos uma representagao explicita de F.. Porém, Fy pode ter curvas (—1) contrateis
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que sao componentes das fibras criticas de f. Se este é o caso, comecaremos por contrair
as curvas contrateis de JFy.

Suponhamos que C' nao é uma curva contratil de Fy e que esta contida em uma fibra
critica Fi. de f. Pelo coroldrio 3.2.6 de [25], existe uma vizinhanca V' C C de 0 e existe
um bimeromorfismo ¢ : X — Y, obtido fazendo blow-downs nas curvas contrateis de Fy,
tais que:

1. Sep=1lentio f = fod:Y — S é uma fibracio de ¢*(Fo) tal que gen(f) =1
2. Todas as singularidades de ¢*(Fy) sao reduzidas e ¢*(Fp) nao tem curvas contrateis.
3. Tye(ry) = T+ (x> para todo o € IS(P) \ {0}.

Agora consideremos o pencil induzido P* := {¢*F,}, g em Y. Como P(¢*(Fp), ¢*(F)) =
P(o*(Fo), 9*(Fa)), podemos supor, sem perda de generalidade, que co € I.S(P*) e

Ty (ro) = T (Foo)-

Sejam F' = ¢(F,.) e C" = (C), entdo C’' é uma componente de A(P*) e C" C F'. Se
F' = " é uma fibra regular de J? entao, pela primeira parte da prova, C' ¢ invariante
por P*, e assim C ¢é invariante por P. Se F’ é uma fibra critica de f e no caso em que
f ainda tenha curvas (—1), fazendo um nimero finito de blow-downs, obtemos uma nova
superficie Y; e um bimeromorfismo ¢; : Y7 — Y que induz o pencil P; := ¢{P* em Y;.
Além disso, f; = fo ¢1 é uma fibragao eliptica tangente a (¢ 0 ¢)*Fy tal que f; nao tem
fibras (—1). Logo, pelo teorema de classificagdo de Kodaira, cada fibra critica de f; é de
um dos seguintes tipos:

wlowndy (m > 2), I IT, 111, 1V, 1I* I1I* | IV* I} (4.21)

Pela observacao 4.32, as fibras dos tipos I1, I1l e IV contém singularidades nao
reduzidas de (¢, o ¢)*Fp, como mostra a figura 4.4.

- - -1 -3 2 -2
-1 -3
3 —t— P
B3—T — gy —t— — —
3 1 2 — 1

fibra tipo IV fibra tipo I'V fibra tipo I11 fibra tipo ITT

-1 -5 -1 -4
-2
6 —T—
33—t — — —
-2 —t 1

fibra tipo IT fibra tipo IT

Figura 4.4
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Depois de fazer um ntmero finito de blow-ups nas singularidades nao reduzidas conti-
das nas fibras 11, I e IV obtemos uma aplicagao holomorfa 7, : ¥; — ¥} e uma fibracao
eliptica fi : Y7 — S. Além disso, (m 0 ¢1 0 ¢)*Fy é uma folheagao com singularidades
reduzidas e sem fibras contrateis, portanto (my o ¢y 0 ¢)*Fo = ¢*Fo, YVi=Ye ]71 = f
Portanto, se f, possui fibras de tipo 11, I11 e IV, entao fl = fpossuiré fibras de tipo
II, I1T ou IV, como mostra a figura 4.4.

Portanto obtemos uma fibragao f cujas fibras criticas de podem ser de um dos seguintes
tipos:

wlosmly (m > 2), Iy, I3, TT, 11T IV I1* TTT*, IV*, I, (4.22)

como mostra a figura 4.5.

C c? =1 c c?=-1
3 2 1 2 1 1
2 2 2 2 2 2
D?=-2 D?=-3 D3=-6 D?=—-2 D?=D3=-4
Dy D2 Dg Dy Dy D3
(1) (IT1)
| 3 | | | 2 | | |
¢ c?=-1 c
1 1 1 1
! ! ! D% = D% = D% = -3 Todas sao (—2)-curvas
D, Do D3 Dy Do D3 Dy
(Iv) (13)

| 6
2
4 5
4 3 Todas sao (—2)-curvas
Todas sao (—2)-curvas 1

arr)

(3)

| 3
3 3 2 2 2
Todas sao (—2)-curvas Todas sao (—2)-curvas
2 1 1
1 1 d

(I11*) Iv™*)

Figura 4.5: Fibras criticas de f

Agora, como f ¢ isotrivial, entdo F’ ndo é de tipo mly (m > 1) nem de tipo I (cf. 1,
p. 165]), e pelo lema 4.28, F' nao é de tipo ,,Io(m > 2). Logo, as fibras criticas de f
podem ser somente dos seguintes tipos

I I1, 10,1V 11 T1I* IV, (4.23)
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Veremos em seguida que os tipos I1*, I11* e IV* nao ocorrem. Suponha que F' ~ IT*,
k

IIT* ou IV*. Seja F' = ZC’i, onde C; sao as componentes irredutiveis de F’. Entao
i=0

existe uma unica componente C; (a menos de uma reordenacao dos indices) tal que

Z(¢*Fo,Co) > 3 (veja a figura 4.5). Assim, pela observacao 4.29, C; é ¢*F-invariante e

C; C A(P), para todo i = 1,..., k. Agora, se Cy nao é ¢* F-invariante, entao

T¢*]:OO . CO =—-2—- Tang(¢*]:oo, Co) = qu*]: : Co =2— 3, (424)

o que implica Tang(¢*F.., Cy) = —1, contradi¢ao. Portanto, F’ C A(P), em particular
F' é ¢* F,,-invariante.

Como ¢*F,, tem integral primeira holomorfa, digamos g, entao existe b, € S; tal que
F" C g7(by). Seja Gy uma fibra regular de g que nao é ¢* Fo-invariante, tal que g(Gy) = b
e b # bg. Em particular, G, N F’ = (). Como ﬂgb : Gy, — S é uma aplicacao holomorfa
nao constante, ela é sobrejetiva. Em particular, existe p € Gy tal que ﬂgb (p) = c e assim
p € G, N I, contradi¢do. Isto mostra que F' ~ [}, ﬁ, 111 ou IV.

Sejam {F;}*_, as fibras criticas de fe {C;:}72, o conjunto das suas componentes
racionais irredutiveis, onde enumeramos de tal forma que C;, contém pelo menos trés

singularidades nodais de Fj, para j = 1,..., k. Logo, pelo mesmo argumente acima, Cj
¢ a Unica componente de F; nao contida em A(P*), para j = 1,..., k. Portanto:
k. nj
AP =D ni,Cha (4.25)
j=1 i>0

Logo de 4.25 e da observacao 4.31 temos que:
k nj
A(P) = U U Y*C;; U {curvas contrateis de Fo}, (4.26)
j=1i>0
onde ¢ : X — Y, é o bimeromorfismo obtido fazendo blow-downs nas curvas contréateis
de F e ¥*C};; sao os transformados estritos de C;;, para todo 1, j.

4.3.4 Calculo de I,(P) no caso: gen(f)=1e oo ¢ IS(P)

Seja P = {Fu},ec um pencil em X tal que F, ¢ reduzida e tem integral primeira
holomorfa f : X — S. Suponha que A(P) ¢ invariante, co € IS(P) e I,(P) tem
um ponto de acumulacao em oo. Seja ¢ : X — Y, o bimeromorfismo obtido fazendo
blow-downs nas curvas contréteis de Fn,. Como I,(P) = L,((¢»"')*P), daqui em diante
suporemos que JF., nao tem curvas contrateis. Logo de 4.26,

k nj

j=14i>0

Proposicado 4.33. Seja P = {F,},cc um pencil em X tal que F é reduzida, e tem integral
primeira holomorfa f : X — S. Suponha que A(P) é invariante e oo € I.S(P) (em particular,
gen(f) =1). Se I,(P) tem um ponto de acumulagdo em oo ent3o:
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1. Z(F,,C) =1, para toda componente C' de A(P) e para todo « € IS(P).

2. F, tem integral primeira holomorfa local em todas as suas singularidades, para todo
aecIS(P).

Prova: Sejam « € I.S(P) e C uma componente de A(P). Como C' é lisa, Fy, é reduzida
e #(C N Sing(Fx)) = 1(veja a figura 4.5), entdo Z(Fn,C) = 1. Como Tx, = Tr,_
temos Z(F,,C) = 1, para todo a € IS(P). Isto prova 1. Sejam a € IS(P) \ {0} e
p € Sing(F,), entao existe uma fibra critica F' de f tal que p € F'. Em particular, existe
uma componente C' de F' tal que p € C. Como Z(F,,C) =1 entdo C' N Sing(F,) = {p}
e, pelo teorema do indice de Camacho-Sad,

CS(Fa, C) = C* = CS(Fa, Caypa) < 0.

Como p é uma singularidade nao-degenerada de F,, o quociente de autovalores com re-
speito a p é negativo e a holonomia de C' é trivial, ja que C' é uma curva lisa e racional.
Entao, pelo teorema de Mattei-Moussu, F, tem integral primeira local em p. Assim,
temos 2. O

Corolério 4.34. Seja P = {F.},cc um pencil em X tal que F tem integral primeira
holomorfa f : X — P'. Suponha que A(P) é invariante, co € I5(P) e I,(P) tem um ponto
de acumulagdo em co. Dado o € IS(P) sdo equivalentes:

1. F, tem integral primeira.

2. G, é finito.

3. Existe ng € N tal que noA;(«) € I' (veja o corolario 4.19).

4. F, tem uma folha algébrica ndo contida nas fibras criticas de f.

Em particular, se #(1,(P)NIS(P)) > 3e0 € I,(P), entdo existe A € C* tal que \Q C I,(P).
Prova: Dado o € IS(P), temos que se G, é finito entdo a € I,,(P), pelo lema 4.21. Assim,
pelo coroladrio 4.19, temos o resultado. O

Lema 4.35. Sob as condicdes da proposicdo 4.33

IS(P)=C.
Em particular, todas as componentes de A(P) tém singularidades mdveis.

Prova: Se IS(P) # C entdo existe ag € C\ IS(P) tal que F,, tem singularidades nao
isoladas. Logo, existe uma curva irredutivel holomorfa C” tal que C" C Sing(F,,) C A(P),
isto é, C" é uma componente NI de P. Por (4.27),

A(P) = Z Z nmCM,

j >0
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onde {C};}12, sa0 as componentes das fibras criticas Fj, com j = 1,..., k, e Tang(F,, C;o) =
0, para todo o € IS(P) \ {0}. Logo, existe C;; C A(P) tal que C;; C C'. Pode-
mos supor, sem perda de generalidade que 0 € [S(P), assim como Z(F,C;;) = 1
e Tang(Fy,Cjo) = 0, existe p € Cj; tal que p € Sing(Fw) e p ¢ Sing(Fy). Entao,
existe um sistema de coordenadas (U, (z,y)), com p € U e z(p) = y(p) = 0, tal que
C;;NU = {y = 0}. Além disso,

wloy, = (b+ c*u(e))dy, b0,

n = xdy — mydz,

representam JFy e Fo, em U, respectivamente, e w + an representa JF, |y, para todo « € C.
Assim

(w+ an)(z,0) = (azx + (b + zFu(x)))dy.

Como Cj; C ', segue que agx + (b+ z*u(x)) = 0 em U N C;;. Porém isto nao é possivel
pois b # 0. O

Lema 4.36. Sob as condicdes da proposicio 4.33, suponha que f : X — P! e tem fibra
genérica F, = C\ T, com I' = (1,7). Se f tem somente trés fibras criticas entdo existe
A € C*ea € C tais que:

I(P) = (A(Q®7Q) + a) U {oo}.
Prova: Pela proposicao 4.18 temos que o grupo de holonomia global G, é dado por
Ga = (f1,0: f2.0)
onde f;.(2) = A\jz + Aj(a), com Aj(o) = a;a+ bj, para j = 1,2. Além disso,

Ga = {)\Z + TLQAQ(Oé) NS <)\1, )\2),n2, S Z}

Agora, pelo corolédrio 4.19 e lema 4.36 temos que
L,(P)\{oc} ={a € C : Ay(a) € QI'}.

Como I,(P) é infinito, por meio de uma reparametrizacao, podemos supor que 0 €
I,(P). Isto implica que Ay(0) = by € QI', e assim, em (4.19) obtemos

L,(P)\{oc} ={a € C : ara € QI'}. (4.28)

Com o mesmo argumento de [25, p. 34] temos que [,(P) # C, isto é, ay # 0. Logo temos
o resultado. a

Lema 4.37. Consideremos P = {F,},.c um pencil em X tal que F, é reduzida e tem
integral primeira holomorfa f : X — S. Suponha que A(P) é invariante, co € IS(P) e
I,(P) tem um ponto de acumulagdo em co. Entdo:
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1. gen(S) < 1.

2. Se A(P) # 0 entdo gen(S) = 0. Em particular, se gen(S) = 1 entdo X é um toro
algébrico.

Prova: Podemos supor sem perda de generalidade que 0 € IS(P) e Fy tem integral
primeira holomorfa g : X — Sy. Como A(P) é invariante e 0 € [S(P), entao pelo
teorema 4.11 gen(g) = 1. Como F, # Fy, existe uma fibra regular eliptica I’ de g tal que
F nao é Fy-invariante. Logo, a aplicagao f|r : F — S é ndo constante e pelo teorema de
Riemann-Hurwitz temos gen(S) < 1.

Suponhamos que A(P) # (. Entao, por 4.25 existe uma fibra critica F' = Uf:o C;
de g tal que Cy é uma curva racional nio contida em A(P) e U, C; ¢ A(P). Como
Co nao é componente de A(P) entdo nao é F-invariante, isto implica que a aplicac¢do
fley : Co — S néo é constante e portanto gen(S) = 0.

Por outro lado, se gen(S) = 1 entdo A(P) = 0. Como X é uma superficie algébrica e
A(P) = 0 entdo X é um toro algébrico. O

Na segao 2.2 fizemos o estudo de I,(P) no caso em que X é um toro. Daqui em adiante
suporemos que S = PL.

Nas condigoes do teorema 4.23 e S = P!, Alcides Lins Neto em [25] calcula o ntiimero
das fibras criticas de f. Os seguintes lemas 4.38 e 4.39 podem ser encontradas no lema
3.2.13 e no lema 3.2.15 em [25], respectivamente.

Dada f : X — P! uma fibracao eliptica, denotemos por:

i) ap = #{mlo}, o nimero de fibras de f de tipo ,, 1o,
ii) af = #{I}}, o nimero de fibras de f de tipo I,
i) ay = #{I1}, a5 = #{I11} e ay = #{IV}.

Sejam F; uma fibra critica de f e {C};};2, as componentes irredutiveis de Fj. Seja
ainda a o numero total das fibras criticas de f, isto é, a = ag + aj + a2 + a3 + a4.

Lema 4.38. Seja P = {F,},cc um pencil em X tal que Fy e F sdo reduzidas e tém
integrais primeiras holomorfas f : X — P! e g : X — P!, respectivamente. Entio

k;

i) Np, = ZF Z ], onde F' denota uma fibra fixade f eI, = Z[C’”]
=1 1=0

i) Kx =[A(P)]+2Nr =2(a—2)| ZF —22 |, onde K x é o fibrado can6nico

kj
de X eI'; =2[C}o] + Z[CN] Em particular,

=1

— ZFJQ = —3(],2 — 2@3 — Q4.
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aQ 1
i) 6ag 4+ 10as + 9as + 8ay + 12 E (1 — —) = 24, onde m; é a multiplicidade de uma
my

=1

fibra de tipo ,,, Iy de f.
iv) C2(X) = 6af + 5az + 5as + Say.

Lema 4.39. Sob as mesmas hipdteses do lema 4.38, sé existem 4 solucbes possiveis e elas
satisfazem:

Sol | (1) (2) (3) (4)
@ |0 0 0 0
@ |0 1 1 4
a 0 1 0 0
as 0o 0 2 0
as |3 1 0 0
a 3 3 3 4
Co(M) | 15 16 16 24
K% | -3 -4 4 0

Observagao 4.40. Sob as condigdes do lema 4.38, seja F. ~ C/(1,7) uma fibra genérica
fixa de f. Fazendo o mesmo argumento de [26, p. 243], temos

27

e No caso das solugdes (1) e (2), T=¢3 .
e No caso da solugao (3), 7 = 1.
e No caso da solugdo (4), 7 & {i,e5 }.

Usando a observagao 4.40 e o lema 4.39, podemos apresentar a seguinte tabela.

Solucao | # de fibras criticas | F, ~ C/(1,7) Ga fio
(1) 3 T=c% (fras faa) | T2+ Aj(Q)
(2) 3 T=e% (fras f2,a) Tz + Aj(a)
(3) 3 T=1i (fras faa) | 12+ A;(e)
4) 1 TE{i e} | (frarfrar fra) | =2+ Aj(@)

Pelo lema 4.36:

1. No caso das solugoes (1), (2) e (3),
L(P)\ {00} ={a € C:ay.c € QI'} = a;'QI.
2. No caso da solugao (4 ),
1,(P)\ {00} = {a € C: Ay(a), As(a) € QT'}
onde A;(«o) = a;a 4+ b; com i = 2,3 e ay # 0 ou ag # 0.
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Assim temos o seguinte teorema

Teorema IV. Seja P = {F,},cc um pencil em X tal que F,, é reduzida e tem integral
primeira holomorfa f : X — S. Suponha que A(P) é invariante, co € IS(P) e I,(P) tem
um ponto de acumulacdo em oo. Entdo,

e Se Kx # 0, onde Kx é o fibrado candnico de X, entdo existem A\ € C* e a € C tais
que
I,(P) = (A(Q®7Q) + a) U {oo},

onde T € {i,e?™/3}.

e Se Kx =0egen(S)=0entdo X é um toro algébrico; e se X = E' x E, com E curva
eliptica, entdo

I,(P) ~ End(E) ® Q.

4.4 Relacao entre um pencil e o pencil obtido por
blow-up

Seja P = {Fa},ec um pencil em X, tal que Fy é uma folheacdo nao-degenerada. Logo,
pela observacao 3.9, F, é uma folheacao nao-degenerada para todo a € GP(P).

Observe que nas se¢oes anteriores consideramos o caso em que Jy tem integral primeira
holomorfa. Em seguida, estudaremos o caso geral, isto é, Fy tem integral primeira mero-
morfa F': X --» S, ou seja, 0 € I,(P).

Seja xp € X uma singularidade nao reduzida de Fy. Como xy é nao-degenerada
e nao reduzida, ela é necessariamente de tipo (k : 1), onde k,l € N e mdc(k,l) = 1.
Em particular, como Fy tem integral primeira existe um sistema de coordenadas em xy,
(z,y,U), com z(xg) = y(zo) =0 e xg € U, tal que Fy é representada em U por

w = kxdy — lydx.
Temos entao dois casos:

k =1 = 1: Neste caso, como Fy se dessingulariza em xy apdés um blow-up em xg, 7 :
X1 — X. Colocando Fj = 7*(Fy) e D} = 7~ !(z0), obtemos que Sing(F3)N D] = (.

k > 1 oul > 1: Neste caso, existe uma sequéncia finita de blow-ups m,om,._1 -+ m,_1 0
m X, = X em g tal que se 7§ = 7 (Fo) e Ui, Df = 7, (wo) entdo Fj tem
somente uma singularidade nao reduzida x, € D] de tipo (1 : 1). Além disto, os

divisores D7,..., D] sao invariantes por Fg.

Se Fi é dado pela 1-forma holomorfa w; numa vizinhanga U de x;, entao lo(z;) denota o
ordem de anulamento de 7}(w;) ao longo de D!, para todoi=1...,7.

Sejam 7 : X 5 Xo processo de blow-ups que dessingulariza Fy e P = {ﬁa}ae@
o pencil induzido em X. Nas secoes anteriores vimos a importancia de Fy ter ou nao
singularidades isoladas para descrever [,P. Estudaremos o pencil P e as relacoes entre
os conjuntos de tangencia de P e P.
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4.4.1 fo tem singularidades isoladas

Utilizaremos as notacés acima. Nesta secao veremos que se 0 € 1.5 (ﬁ), entao para todo
a € GP(P), F, é dessingularizado por w. Em particular, se I,(P) ¢ infinito entao existe
ap € L,(P)NIS(P). Se F,, : X --» S; é uma integral primeira meromorfa de F,,,
entao F,, o7 é uma integral primeira holomorfa de ]?ao, e assim estamos nas condicgoes
do teorema 4.23.

Lema 4.41. Seja P = {F.},cc um pencil em X tal que F; é ndo-degenerada e tem integral
primeira meromorfa F': X --» S. Suponha que 0 € I.5(P). Entdo, dado o € GP(P) \ {0},
o € uma singularidade nao reduzida de F\ se, e somente se, xy é uma singularidade nao
reduzida de F,. Em particular, z; é uma singularidade fixa de P.

Prova: Seja ry uma singularidade nao reduzida de Fy, como Fy é uma folheacao nao
degenerada e tem integral primeira entao xy é uma singularidade dicritica de tipo (p : q),
com p,q € Ne (p,q) =1.

Afirmamos que x¢ ¢ uma singularidade fixa. De fato, se xp nao é uma singularidade
fixa do pencil entao fixemos oy € [S(P) tal que zy ¢ Sing(F,,). Seja Moy = Tr ©
Ty—1 -+ T9 0 M O processo de dessingularizacao de Fy em z( e seja x,_; € D, _ 1 a unica
singularldade nio reduzida de 7', onde x,_; é de tipo (1 : 1). Logo como lg(%_l) =2
e loy(,—1) = 1, existe um sistema de coordenadas (z,y,U), com x,_; € U, z(x,_1) =
y(x,—1) = 0, e existem 1-formas holomorfas w,_1, 7,_; em U que definem F| e .7-";;1 em
U, respectivamente, onde

™ w, 1 = 2w, w com singularidades isoladas,

*

Ty Wagr—1 = TWa,, Wa, com singularidades isoladas.

Assim as 1-formas holomorfas zw e we, definem Fj e F7 em m,'(U), respectivamente.
Logo D C Sing(Fy) e 0 ¢ 1S(P), contradicio. Portanto, 2, é uma singularidade fixa do
pencil. Em particular 2o € Sing(F,), para todo a € C.

Seja a € GP(P P\ {0}, pelo mesmo argumento acima, se zo ¢ uma singularidade
reduzida de F,, entdo lo(z,_1) = 1 e lo(z,_1) = 2, que implica 0 ¢ IS(P), contradicao.

Reciprocamente, seja xy uma singularidade nao reduzida de ]?a. Pelo mesmo argu-
mento utilizado acima, se 2 é uma singularidade reduzida de Fy, obtemos que v ¢ 1S (ﬁ)
Logo, zy é uma singularidade nao reduzida de F. a

Observacgao 4.42. Sob as condicoes do lema 4.41, seja xy é uma singularidade fixa de
P. Seja my, = m 0om_1---mTy 0m € o processo de dessingularizacao de Fy em z,. Se
x; € D! é uma singularidade nao reduzida de Fj, entao z; é uma singularidade fixa de
(miomi_y---om)*P, paratodoi=1,...,7

Proposicao 4.43. Seja P = {F,},c¢ um pencil em X tal que F; é ndo-degenerada e tem
integral primeira meromorfa F' : X --» S. Suponha que 0 € IS(P). Entdo, para todo
a € GP(P)\ {0}, F, é dessingularizado por .
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Prova: Fixado a € GP(75)\{0}, pelo lema 4.41, temos que o conjunto das singularidades
nao reduzidas de F; coincide com o conjunto das singularidades nao reduzidas de F,. Logo
pela observacao 4.42, basta provar que toda a singularidade nao reduzida de F, é de tipo
fixo, isto é, o seu tipo nao depende de @ € GP(P).

Fixemos uma singularidade nao-reduzida xy de Fy. Como 0 € IS(P) e xy é nao-
degenerada para JFy, existe vizinhanca V de 0, com V C IS (75) e xp é singularidade
nao-degenerada e nao-reduzida para F,, se a € V. Em particular, o quociente dos auto-
valores de F, em x( tem que ser racional positivo. Como este quociente é funcao continua

de a € V, ele é necessariamente constante como funcao de o € V. Isto implica que este
quociente é constante em GP(P), pois GP(P) DV e C\ GP(P) é finito.

O

Observagao 4.44. A(P) pode ser nao invariante mesmo sendo A(P) invariante. De fato,

no ultimo blow-up pode acontecer que D]’ nao seja uma componente invariante do pencil
como mostra a seguinte figura: FALTA FIGURA!!!

Assim daremos a seguinte definicdo para garantir que A(P) seja invariante.

Definicao 4.45. Com as notacdes acima, seja p uma singularidade fixa do pencil de tipo fixo.
Ent3o diremos que p é uma explosdo nao dicritica fixa se existe ay ¢ GP(P) tal que
pr_1 € D1 é uma explosio n3o dicritica para Fiol

Proposicdo 4.46. Seja P = {F,},.c um pencil em X tal que F; é ndo-degenerada. Suponha
que todas as singularidades fixas de P sdo explosdes ndo dicriticas fixas. Seja 7 : X 5 X
o processo de dessingularizacdo de Fj e seja P o pencil induzido em X. Entio, A(P) é
invariante se, e somente se, A(ﬁ) é invariante.

Prova: Pelo lema 4.41, as singularidades nao reduzidas de Fy sao singularidades fixas e
sao de tipo fixo que, por hipdtese, sao explosoes nao dicriticas fixas. Assim, os divisores
D! nao estao contidos em A(P). O resultado segue de imediato, pois os possiveis conjun-
tos nao-invariantes de A(P) sao os divisores D O

Suponhamos que A(ﬁ) é invariante. Como 0 € IS(P), entao, pelo corolario 4.7,
gen(f) = 1e F, é transversa com respeito a f, para todo v € IS(P). Além disso, se I,(P)
¢ infinito, existe oy € I,(P) N IS(P) tal que Fao tem uma integral primeira holomorfa
g: X = S1. Assim o seguinte teorema segue da proposicao 4.46 e o teorema 4.23.

Teorema V. Seja P = {F.}, ¢ um pencil em X tal que Fy é ndo-degenerada e tem integral
primeira meromorfa F' : X --» S. Suponha que A(P) é invariante e I,(P) \ {0} € infinito.

Se 0 € IS(P) e todas as singularidades fixas de P sdo explosdes n3o dicriticas fixas, entdo:
1. gen(F) =1,
2. Se Kx # 0, onde Kx é o fibrado canonico de X, entio existem A € C* e a € C tais
que
L,(P) = (A.(Q & 7Q) + a) U {0},
onde T € {i, e?™/3}.
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3. Se Kx = 0 e gen(S) = 0 entdo X é um toro algébrico; e se X = E x E, com E curva
eliptica, entao
I,(P) ~ End(F) ® Q.

4.4.2 A(ﬁ) invariante e F, ndo tem singularidades isoladas

Daqui em diante consideraremos o caso em que exista pelo menos um divisor D obtido da
dessingularizagao de Fy tal que D C Sing(Fp). Como Fy tem integral primeira meromorfa
F:X --» S, entao f = Fom: X — S é holomorfa. Observe que neste caso .7-"0 nao é
tangente a f e A(P) nao estd contida nas fibras de f.

Lema 4.47. Sob as notacdes acima, se A(P) & invariante e 0 ¢ 1.5(P), entdo F, é transversa
com respeito a f, para todo o € I.S(P). Em particular, P é transversa com respeito a f.

Prova: Seja p uma singularidade nao reduzida de Fy e m, = mo...m,_j0m, a sequéncia de
blow-ups que dessingulariza 5y em p. Entdao n~1(p) = |J_, D7, tal que D}, ..., D"}, D"

n—1
sao componentes de A(P). Além disso D' C Sing(Fp) e Dl,.. , D"'"] estdo contidas
nas fibras de f. Como x,,_, € D""1 é uma singularidade de F;~* de tipo (1 : 1) entdo as
fibras genéricas de f intersectam transversalmente a D). O

Assim, temos a seguinte proposicao:

Proposicao 4.48. Seja P = {F, }ae@ um pencil em X tal que Fy tem integral primeira

meromorfa ' : X --» S. Sejam 7 : X > X a resolucdo das singularidades de Fy, 77 =
{]:}aec o pencil induzido em X e f = Fom. Se A(P) é invariante pelo pencil e 0 ¢ 15(P),
entdo, dado a € I.S(P), temos

1. gen(f) =0, implica que F., é uma folheacdo de Ricatti com respeito a f.
2. gen(f) =1, implica que F., é uma folheac3o turbulenta com respeito a f.

Observe que nestas condigoes o estudo de I,(P) foi feito nas secoes 4.2.2, 4.2.1.
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Capitulo 5

Pencil de folheacoes com centro de
Morse

Neste capitulo trabalharemos no caso que X = P2,

5.1 A(P) nao-invariante pelo pencil

Lembremos que na segao 3.2 definimos Fol(2, d) como o conjunto das folheagdes de grau
d em P2. Em [25] é provado que o conjunto:

Fol.(2,d) = {F € Fol(2,d) : F tem um centro}

é um conjunto algébrico. Portanto Fol.(2,d) se decompde nas suas componentes irre-
dutiveis.

A seguinte proposicao da condigoes suficientes para garantir quando um pencil P em
Fol(2,d) esta contida no conjunto Fol.(2,d).

Proposicdo 5.1. Sejam P = {F,} ..z um pencil flat em P?, onde F; é uma folhea¢cdo n3o-
degenerada. Suponha que A(P) tem uma componente C' n3o-invariante e ndo-NI. Ent3o
C' contém uma singularidade mével p : V' — C, tal que p(«) é um centro de F,,, para todo
a € V. Em particular,

P C Fol.(2,d).

Prova: Como Fy é nao-degenerada, existe uma vizinhanca V de 0, tal que F, é uma
folheacao nao-degenerada, para todo a € V. Dada uma componente C' nao-invariante
e nao-NI de A(P), pela observagao 3.10, existem um aberto V; C V e uma aplicagao
holomorfa injetiva p : V3 — C' tal que p(«) € Sing(F,), para todo o € V4. Além disso, C
tem multiplicidade um. Como o pencil é flat, entao, pelo teorema 3.12, C' é nice, isto é,

BB(Fa,pj(a)) = 0. (5.1)
para todo a € V.
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Fixado ag € V, seja xp = p(ay). Entao, existe uma vizinhanca U de z( tal que F,|v

é definida pela 1-forma holomorfa w, e existe uma 1-forma ¢ meromorfa fechada em U,
tais que

dwy = 0 N Wy, (5.2)

para todo a € C.
Como df = 0, entao as componentes de (#),, sdo invariantes pelo pencil. Logo, existe
uma vizinhanga simplesmente conexa W C U que contém xy e tal que W N (0)y = 0.

d
Em particular, # é holomorfa em W e existe g C O*(W) tal que 0 = %9 Assim em (5.2),
g

()=

para todo a € C. Logo, existe h, € O(U}) tal que w, = gdh,, para todo o € C. Portanto,
por (5.1), temos que p;(a) é uma singularidade de F, de tipo Morse, para todo a € V,
isto 6, (Fu)acv C Fol.(2,d). Logo,

obtemos

P C Fol.(2,d),

pois Fol.(2,d) é um conjunto algébrico. Em particular, P estd contida em uma compo-
nente irredutivel de Fol.(2,d). O

A proposigao anterior mostra que se conhecemos as componentes irredutiveis de Fol.(2, d)
podemos calcular I,(P). Por exemplo, se d = 2 entdao Fol.(2,d) tem oito componentes
irredutiveis, como mostra o corolario do seguinte teorema.

Teorema 5.2 ([12]). Seja G € Fol(2,2) tal que G possui um centro q. Entdo G pode ser
definida por uma 1-forma meromorfa fechada 7. Além disso, se C*> C P? é uma carta afim,
entdo 7 pode ser escrita de uma das seguintes formas:

a) n = dh, onde deg(h) = 3.
3 df
b) 77:2/\]-?3, onde \; € C* edeg(f;) =1,1<5<3.

=1

d
c) n= Al?f + )\2; onde A\, \y € C*, deg(f) =1 e deg(g) = 2.

n—z/\j 7 +dg, onde deg(g) =1, \; e C* edeg(f;) =1, 1<j <2

) n= Z/\j 7 +d(g/f1), onde A1, A, f1, f2, g sGo como em (d).

) 1= "7+ dlg/ ), onde des(f) = 1 ¢ dex(y) = 2.
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g) n= 4 +d(g/f), onde deg(f) =1 e deg(g) = 2.

/
df

h) n= 7 + dg, onde deg(f) =1 e deg(g) = 2.

. dg

i) n=— +df, onde deg(f) =1 e deg(g) = 2.
g

i) n= 3% — % onde deg(h) = 3 e deg(g) = 2.

Corolario 5.3 ([10]). Seja G € Fol(2,2) tal que G possui um centro gq. Entdo G pode ser
definida em coordenadas homogéneas por uma 1-forma fechada 7 de um dos seguintes tipos:

Ay) n=d(H/F?), onde deg(H) = 3 e deg(F) = 1.

4

A2) 1= 30 onde Ay € €, deg(F) = 1, 1< < 4, e £, =0

j=1 J

3
drF;
Az) n = Z)\j??, onde \; € C*, 1 < j < 3, deg(Fy1) = deg(Fy) = 1, deg(F3) =2 e
j=1 !

AL 4 Ay + 2X3 = 0.
L dF;
A n= ZAJ.?J + d(G/F3), onde deg(G) = 1, deg(F;) =1, 1 < j < 3, A, Ay € C*,
=1 7
As€Ce N =0
ARy dFy

As) n= T 5 + d(G/F}), onde deg(F}) = deg(Fy) = 1 e deg(G) = 2.
Ag) n= de? - d?]? +d(G/F, - Fy), onde deg(Fy) = deg(Fz) = 1 e deg(G) = 2.
A7) n= % - QdFF + d(F/F), onde deg(F) = deg(F}) =1 e deg(G) = 2.

Ag) n= 3% — 2%, onde deg(G) = 2 e deg(H) = 3.

Pelo corolério anterior, Fol.(2,2) tem oito componentes irredutiveis, as quais deno-
taremos por C.(2,7), 7 =1,...,8, onde cada elemento de C.(2,7) é do tipo A;.
Assim temos o seguinte lema:

Lema 5.4. Seja P = {F,},.c C Fol(2,2) um pencil flat em P?, onde F, é uma folheagdo
ndo-degenerada. Suponha que A(P) tem uma componente n3o-invariante e ndo-NI. Entdo
exatamente uma das seguintes condicdes é satisfeita:

1. I,(P) é finito.
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2. Existe um subconjunto finito {a1,...,a,} C C tal que C\ {ay,...,a,}. C L(P).
3. Existem A € C* e p € C tais que [,(P) = \Q + L.
Prova: Pela proposicao 5.1 temos
P C Fol.(2,2).

Assim pelo corolario 5.3, P estd contido em uma das componentes C.(2,1),...,C.(2,8)
de Fol.(2,d). Logo temos as seguinte possibilidades:

i) Se P C C.(2,1)UC.(2,8), claramente, I,(P) = C.

ii) Se P estd contido em uma das componentes C.(2,4),...,C.(2,7), entao I,(P) é
finito.

iii) Se P C C.(2,2) U C.(2,3) entdo, dado o € C, F, é uma folheacio logaritmica de
um dos seguintes tipos:

® Vo = flanaf3af4aZ/\]a ]‘Cf@7 onde /\j,a € C*, deg(fj,a> = 17 1 S ] S 4, e
J,o
5 Aja = 0.
dfjo

* Yo = fmfzafgaZAmf , onde \jo € C*, deg(fjo) = 1, 1 < j < 3,
7,

deg(flja) deg(fQ,a) = 1 deg(fgﬂ) =2e )\1704 + )\2701 + 2)\370[ =0

Sejam w e 7 1-formas polinomiais em C3 tais que F, estd definida em coordenadas
homogéneas por w, = w + an, para todo o € C. Logo w, = ¢yVa, para algum c, € C* e
para todo a € C. Seja 6 a 1-forma meromorfa racional fechada tal que:

dwe = 0 N\ w, (5.3)

para todo a € C.
Counsidere também

k df
Q0 =— § L C 4
[0 Ol FCa : 1,04 ia? CVE(C, (5 )

=1

onde F,, = fi4... fra. Como €, é fechada entdo, em (5.4),

dF,
dw, = T W - (5.5)
. dF, : o
Das equagoes (5.3) e (5.5), temos que - 0 ) Nws = 0. Logo, existem polinémios
G, e H, tais que :
dFa HOé . dFa HOt
0 = Fa + G—awa = Ta + CaFaG—aQa. (56)
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Como df = 0 e 2, é fechada, obtemos

H, H,
d (CaFaG_a> ANQQ,=0=d (CaFaG_a> A wy = 0.

Logo temos duas possibilidades:

— H
1. Existe ag € C tal que ¢, F,

G—a nao é constante como funcao em P2
(0%

. Neste caso,
H,
Pa = CaFa_

a ¢ nao constante como funcao em P?, exceto possivelmente num
(0%
sub-conjunto finito {a,

a,} C C. Como dp, Aw, = 0 entdo a € I,(P). Assim
C\{a1,...,0,} C L(P).

H,
caFag—z s6 depende de a, ou seja caFaG— = Ao, com A, € C, logo de (5.6), obtemos

k

dF dfZ o
0= (14 AaAia) )
Zl fi,a
Como 6 nao depende de a e 1+ A )i o = Resg, ,(0), onde C;, = {fio = 0} entao
1 + Ao i o nao depende de a. Colocando 1 + A A, o 1= p;, obtemos

. (5.7)
i=1 fi,a
Suponha que existe o € C tal que A, = 0. Entao dado ¢ = 1,...,k temos que
pi =1e A, =0 para todo a € C. Logo em 5.7
- dfia
0= =,
i=1 fi,oz
Como A(P) tem finitas componentes entao f;, = h;, ou seja, f;, nao depende de
a para todo i =1,..., k. Assim em 5.4 obtemos
Qo E:C;}lca, onde H = hy ... hyg,
k
Nio dh;
o =H ne e C.

)\ia
Como w, = w + an entaoc—’ =a; +ab;, parai=1,..., k, assim
«

k

dh; _
wa:HZ(ai—i-ozb,;)h—l, a e C.
i=1 i
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Em particular, se #1,(P) > 2 entao existem A € C* e pu € C tais que I,(P) = AQ+p.
Por outro, se A, # 0, para todo a € C entdo de 5.4 e 5.7 obtemos

0%5 aeC, (5.8)

Aafla = Co Z(p 1)

Logo de 5.8
L(P)=C+«=3XxeC talque (p — 1,...,p, — 1) € \Z*

Observacao 5.5 ([28]). Seja a € IS(P) e F, € Fol(2,1), entdo F, esta definida por
uma 1-forma €2, tal que
Q, =igig, (dz Ndy A dz),

onde R é o campo radial em C? e L, é um campo homogéneo de grau um. Apds uma
mudanca linear de coordenadas em C? podemos supor que L, estd na forma canonica de
Jordan. Logo temos trés possibilidades:

1. L _)\Ozoi—i—)\lzl 0

0
9z % a + )\222

925 , Aj € Ce A\, # 0 para algum ¢ = 0,1, 2.

0 0
2L —)\0R+Zl—+22 )\QG(C.
8 20 821

0 0
3. Lo, =X ((zo + 2’1)8—0 + 2182

Para cada um dos trés casos acima, existe 1-forma meromorfa fechada 7, e uma funcao
: _ dF.
racional F,, tal que dn, = Fx N

Lema 5.6. Seja P = {F,},cc C Fol(2,1) um pencil em X, onde F; é uma folheagdo
ndo-degenerada. Se o pencil é flat, entdo acontece somente uma das seguintes opgdes:

0
)+)\222 )\0,)\26@6)\07&0.
1 a2

1. P é um pencil de formas logaritmicas. Em particular, se #I,(P) > 2 entdo existem
A€ C* e peC tais que I,(P) = A\Q + p.

2. Existe um subconjunto finito {a1,...,a,} C C tal que C\ {ay,...,a,} C L,(P).

Prova: Da observagao 5.5 e seguindo a mesma prova do lema 5.4, o lema segue de ime-
diato. O

Dados os polinémios f; € Clz,y], com deg(f;) = d; € N, para 1 < j < s, e nimeros

S
complexos nao nulos Aq,..., A\, € C* tais que Z)\jdj = 0. Definimos a folheagao
j=1

( kaA df%) (5.9)
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k
de graud:Zdi—Q.

i=1
Seja Z(dy, . ..,d;) o conjunto das folheagdes como em 5.9, ou seja,

k
Ldy,. ... dy) = {f(fl---kaAidTﬁ) cdeg(f;) =d;, N € C*)1 SiSS,Z)\jdj:O}.

k
Logo Z(dy,...,dy) C Fol(2,d), onde d = Zdi —2.

=1

Observacao 5.7. Em [31], Movasati prova que existe um conjunto aberto denso Ug de
Z(dy,...,dg) tal que, para qualquer F € Ug com centro p, satisfazendo a propriedade
de que toda a deformagao holomorfa F. de F em Fol(2,d) tem uma unica singularidade
pe perto de p que ainda é um centro, entdao F. € Z(dy, ..., dy).

Mais precisamente, dado F € Ug, existe ¢ > 0, existem polinomios f; . com deg(f;.) =
d;, onde 1 < j <'s, e existem numeros complexos \;(e) € C*, com 1 < j < s, tais que

Z Aj(e)d; = 0. Além disso, F. é dada por:

&)
file) - fk<>JZ 1O G =0

onde f;(e) e A\;(e) s@o holomorfas em ¢, e f;(0) = f; e A;(0) = \;, para todo 1 < j < s.

k

Proposicdo 5.8. Com as notagdes acima, seja P = {Fo},ec C Fol(2,d) comd = Z d;—2,
i=1

um pencil flat em P? tal que 7y € Uy. Se A(P) tem pelo menos uma componente n3o-

invariante e ndo-NI entdo P C Fol.(2,d). Além disso, tem-se uma das seguintes possibili-

dades:

1. P é um pencil de formas logaritmicas. Em particular, se #1,(P) > 2 entdo existem
A€ C*epeCtais que I,(P) = \Q + p.

2. Existe um subconjunto finito {a1,...,a,} C C tal que C\ {ay,...,a,} C L(P).

Prova: Como Fy € Uy, pela observagao 5.7, para toda a deformacao holomorfa F. de
F em Fol(2,d), com uma tnica singularidade p. perto de p que ainda é um centro, entao
F. € L(dy,...,dy).

Seja C' uma componente nao-invariante e nao-NI de A(P). Entao, pela proposigao 5.1,
existem € > 0, uma vizinhanca aberta V' C {|z| < €} e uma singularidade mével p : V' —
C, tal que p(«) é um centro de F,, para todo a € V.

Em particular, F, € Z(dy,...,d;) é dada por:

) dfi(e)
w+an = fi(e)--- fule ); i(e )fz'(??)
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onde f;(€) s@o holomorfas em ¢ e f;(0) = f;, \i(0) = \;; 1 < i < s, para todo a € V.
Portanto
P C ZL(d,...,dy),

e dado a € C
k

w+an = fi(« Z)\ dfl

onde f;(a) e \;j(«) sdo fungdes holomorfas de a. Logo o resultado segue fazendo o mesmo
argumento do lema 5.4. a

Seja Pol; o conjunto de polinomios de grau d em C? e seja

a—+1
b+1

(F,G) € Pol,y1 x Poly 1, onde 1, med(p, q) = 1.

p
A folheacao F = F(pGdF — qFdG) € Fol(2,d) com d = a + b, tem integral primeira
racional da forma:

FPN{F=0n{G=0}) =S, [flz,y) =

Seja Z(a,b) o fecho do conjunto das folheagoes holomorfas mencionadas acima. Para
F € Z(a,b), seja p uma das singularidades centro de F, e seja F. uma deformagao
holomorfa de F em Fol(2,d), onde d = a + b, tal que a tnica singularidade perto de p
ainda é um centro. O seguinte teorema pode ser encontrado em [29].

Teorema 5.9. Se d = a + b > 2 entdo existe um subconjunto Uz, aberto e denso de
Z(a,b) tal que para todo F(pGdF — qFdG) € Uz, e para todas as deformagdes F. como
antes, tem-se que F, é também uma folheacdo com integral primeira. Melhor ainda, existem
polinémios F, e G, tais que F. = F(pG.dF, — qF.dG,), onde F, e G, sdo holomorfas em ¢,
FO =Fe GO =G.

Observagao 5.10. A partir do teorema 5.9, Movassati prova o seguinte teorema: Se
d=a+0b> 2 entao Z(a,b) é uma componente irredutivel de Fol.(2,d).

Lema 5.11. Sejad = a+b > 2, e sejam F = Fol(pFdG — ¢GdF) € Uzap) € G € Fol(2,d)
folheagdes holomorfas em P2, e P o pencil gerado. Se P ¢é flat e A(P) tem uma componente
nao-invariante e n3o-N1, ent3o

p(P) =C.

Prova: Como Fy € Uz(a,b) entdo pelo teorema 5.9 para toda a deformagao F. como
antes, tem-se que F, € Z,;. Como A(P) tem uma componente C' nao-invariante e nao-
NI, pela proposicao 5.1, existe € > 0 e existe uma singularidade moével p : V' — C, onde
V C {|z| < €} e tal que p(a) é um centro de F,, para todo a € V.

Assim dado a € V, F, € Uz(qyp) tem integral primeira do tipo:

pGadFa - qFadGaa
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onde F, e G, sao polinomios homogéneos de grau a + 1 e b + 1, respectivamente. Em
particular, F, tem integral primeira de grau d = a + b, para todo o € Vj. Agora, dado
k € N, podemos definir o conjunto algébrico:

IP, = {F € Fol(2,d) : F tem integral primeira F, deg(F') < k}.
Entao, F, € I P;, para todo a € V. Mas como [P, é algébrico entao
P CIP,,

e portanto, I,(P) = C. O
Usando os lemas 5.4 e 5.11 temos o teorema VI:

Teorema VI. Seja P = {F,},.z um pencil flat em P?, onde F;, é uma folheagdo ndo-

degenerada. Seja A(P) n3o invariante pelo pencil com uma componente n3o invariante e ndo
NI(P). Entdo

1. Sed=a+b>2eF € Urgyyp, temos I,(P) = C.
2. Se d = 2 entdo acontece somente uma das seguintes opc¢des:

(a) I,(P) é finito.
(b) Existe um subconjunto finito {ay, ..., a,} C Ctal que C\{a,...,a,}. C L(P).
(c) Existem A € C* e pu € C tais que I,(P) = A\Q + p.

7
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Capitulo 6

Pencil gerado por 1-formas
meromorfas fechadas

Definicdo 6.1. Seja P = {F,},cc um pencil em X. Diremos que P é gerado por 1-
formas meromorfas fechadas, se F, é definida por w + an, para todo a € C, onde w e
1 sao 1-formas meromorfas fechadas em X.

Nesta secao daremos condicoes para garantir quando um pencil P é gerado por 1-
formas meromorfas fechadas.

6.1 Pencil gerado por 1-formas meromorfas fechadas
em P?

Lema 6.2. Seja P um pencil flat em P? entdo A(P) possui uma componente invariante.

Prova: Por meio de uma mudanca de coordenadas, podemos supor que L, nao esta
contida em A(P). Logo, nas coordenadas (x,y) € C?, se F, é representado pela 1-forma
holomorfa w, entao existe uma 1-forma meromorfa 6 tal que:

dwe = 0 N\ wy, df = 0.

Como Lo, C A(P) entao 6 # 0 e (0)s # 0. Portanto (0)o, C A(P) ¢é invariante pelo
pencil. O

Denotemos por A7(P) o subconjunto formado pela uniao das componentes invariantes
do pencil P, isto é A (P) = Ujvzl C;, onde C} ¢ uma componente invariante de P, para
cada g =1,..., N.

Seja L uma linha genérica projetiva em posigao geral com respeito a A;(P), isto é,
L evita as singularidades de A;(P) e interseta A;(P) transversalmente. Em particular,
temos que LN A[(P) = {p1,-..,pr}, onde r =grau(A;(P)). Fixemos um ponto genérico
p € L\ Ar(P). Entao o mergulho
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induz um epimorfismo de grupos fundamentais m (L \ A;(P),p) — m(P?\ A;(P),p)
(cf. [23, p. 46]).

Dadoj =1,...,N,seja C; uma componente de A;(P), temos que C;NL = {ql,... ,quj}
Assim, fixado i € {1,...,[;}, seja 72 :[0,1] = L uma curva fechada passado por p tal que
tem indice um ao longo de qg e tem ndice zero ao longo de ¢F, para todo j # [, i # k,
onde k€ {1,...,N} el e{l,...,l;}, como mostra a figura 6.1.

Figura 6.1

Logo de (6.1), temos que
T (B2 \ Ar(P),p) = (7]);

Fixado j = 1,..., N, nasegao 5.1 vimos que, para cada ¢ = 1,...,[;, existe uma cobertura
por abertos (U'rjl7z>1§ngmj,i de ’Yf 0, 1], tais que existe um sistema de coordenadas (z%7, y%7)
em U7, onde F, estd definida em U, 7 por:

dy?" + adz’' = 0,

para todo o € C e para qualquer n € {1,...,m;;}. Além disso, p € UJ' N Ufni e existem
constantes \;; € C*, aj;,b;; € C tais que yl = Nyl 4+ by e all = Njar]’ + ag
Seja
U= () Ui'nui,

j:17"'7N

i=1,...,l;

logo podemos definir a monodromia do pencil P por

Mon(P) : TI(P"\ Af(P),p) — aff(2)

oA = (@1 yl") = A, ul) + (a4, 054))

Dizemos que a imagem de Mon P é o grupo de monodromia do pencil P.
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Definicao 6.3. Dada C; uma componente de A;(P), dizemos que C; é parabdlica se \;; =
1, para algum i =1,... 1[;.

Definicao 6.4. Dada C; uma componente de A;(P), diremos que C}; é hiperbdlica se N #£1,
para todo ¢ =1,...,1;.

Proposicdo VII. Seja P = {F,} ¢ um pencil flat em P?, tal que toda a componente de
A;(P) tem multiplicidade um. Suponhamos que toda a componente C' de A;(P) é parabdlica.
Se #I,(P) > 2, entdo existem A € C* e pu € C tais que [,(P) = A\Q + L.

Prova: Sejam w e 1 1-formas polinomiais em C? tais que F, estd definida por w, = w-+an,
para todo a € C. Seja 6 a 1-forma meromorfa racional fechada tal que:

dwy =0 ANw,, aeC

Usaremos o teorema de Fuchs para webs folheadas parabdlicas (cf. [8, p. 74]).
Seguindo as notagoes do artigo temos que A;(P) = X' no caso n = 2 e o pencil P é
uma 3-web folheada denotada por #'. Seja P;... P, uma equacdo reduzida de A;(P),
entdo dada C; = {P; = 0}, j = 1,--- , k, uma componente parabdlica de A;(P), existe
;=7 tal que X =1, com i € {1,---,1;}. Logo pelo teorema de Fuchs,

q]‘_/QEZ,
i

J

para todo j € {1,...,k}. Além disso, dado a € C,

ha
Pfh PQk Z )‘J a ) Pq1—1 o quk_l )7 (6'2>

onde h, € Clz,y] e deg(hy) = deg(PP~" ... P#"). Como #I,(P) > 2, sem perda de
generalidade, podemos supor que 0,00 € I,(P). Logo, de (6.2)

wo ap; Woo ap,
= E s J = E i oo —2
Py - 70 P’ P ...R . 7P

Isto implica que P é um pencil de formas logaritmicas. O

Definicao 6.5. Dada C; uma componente de A;(P), diremos que Mon(P) é abeliana se o
grupo de monodromia do pencil P é abeliano.

Proposicdo VIII. Seja P = {F,} .c um pencil flat em PP?, tal que toda a componente de
Ar(P) tem multiplicidade um. Suponhamos que toda a componente C' de A;(P) é hiperbdlica
e o grupo de monodromia é abeliano. Se I,(P) # 0, entdo

I,(P) =C.
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Prova: Sejam w e 7 1-formas polinomiais em C? tais que F, estd definida por w, = w+an,
para todo a € C. Seja 6 a 1-forma meromorfa racional fechada tal que:

dwe =0 Aw,, acC

Usaremos o teorema de Fuchs para webs folheadas abelianas e hiperbolicas (cf. [8, p.
80]). Seja P; - - - B, uma equacao reduzida de A;(P) em C3, entao, dado o € C, F,, possui
uma integral primeira multiforme do tipo

P PIF[Qn + aQs], (6.3)

onde ) e ()3 sao polindomios homogeéneos e

onde v; € {7},... ,yjl-j}. Como I,(P) # () obtemos que p; € Q, j = 1,...,k, e portanto
I,(P)=C. m

Observacao 6.6. Em particular, sob as condi¢oes das proposicoes VII e VIII, temos que
o pencil P é definido por 1-formas meromorfas fechadas.

6.1.1 Pencil gerado por 1-formas meromorfas fechadas numa su-
perficie X

Sejam 2 e n duas 1-formas meromorfas nao fechadas em X. Seja o pencil P = {F,}, ¢
em X, onde F, ¢ induzido por 2 + an. Podemos supor, sem perda de generalidade, que
Fo e Fo tém singularidades isoladas e que (2)g = (7)o € (2)oo = (7). Denotemos por
D a uniao das componentes irredutiveis de (2)g e (€2)oc-

Proposicao IX. Sob as condiges acima, se existe uma 1-forma meromorfa § em X tal que:
e dQ=0ANQ, dn=0An, dd=0.
e P =(0)s \ D tem cruzamentos normais, e P @ Nr = Oy,

entdo P é gerado por 1-formas meromorfas fechadas.

Prova: Como df = 0 entao o pencil P é flat e toda a componente de P ¢ invariante pelo
pencil. Como P ® Nr, = P® Nz, = Ox e P tem cruzamentos normais, entao, pela
proposigao 10 de [4], existe uma cobertura por abertos {U;}ier de X tal que PNU; =
{T; = 0}, com T; reduzida, para todo ¢ € I e 1-formas holomorfas w; e 7;, que definem F
e Fo, tais que as 1-formas meromorfas fechadas

Wi T
=02 o Ay, = gk,
UZ p 1—; OOU1 p T

7

Ao

representam Fy e F,, respectivamente.
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Como (2)g = (N)o € (2)oo = (N)wo, para cada i € I, existe uma fungdo meromorfa g;
em U;, tal que:
i
Tig:’

Ao

0.
. = i ! AOO
U, =P Ti0, €

U; :p’z

onde ; = Q|y, e 7; = n|u,, respectivamente. Assim, dado « € C, F, é gerada pela
1-forma meromorfa fechada

wi+ozm
Q e il L
(Q+an)ly, =p Ta

O

Agora, por [24], podemos dar condigbes necessdrias para ter uma familia de formas
logaritmicas.

Corolario 6.7. Sob as condicdes da proposicdo IX, se H'(X,C) =0 e H'(X,O*) é livre de
torsdo, entdo (F,),.c € gerado por 1-formas logaritmicas. Em particular, se #1,(P) > 2
entdo existem A € C* e p € C tais que [,(P) = A\Q + L.

Prova: Pela proposicao IX, dado a € C, F, é gerada pela 1-forma meromorfa fechada
Ap+aly. Como H'(X,C) =0e H'(X,O) é livre de torsdo, entao seguindo a prova do
lema 3.1 em [24], existem uma cobertura por abertos {U;};c;r de X e fungoes T; € O(U;)
tais que

dT;

AO U, -“— Z )\Z'T,
1<i<n T;

dT;

Aslu, = Hi—=,
1<i<n T;

onde A = (A,..., ) e p=(f1,..., 1) € C" nao todos nulos. Logo,

dT,;
Aa U, = Z (/\z + Oé/ubi) =
1<i<n CTZ
representa JF,, para todo a € C. O

Seja P = {Fa},ec um pencil em X, onde F, é dada por uma cobertura por abertos
U = {U;}ier de X e é representada pela 1-forma holomorfa w; + an; em U;. Lembre-
mos, pela definicao de curvatura, que dado ¢ € I podemos encontrar uma tnica 1-forma
meromorfa 6; em U; tal que:

1. dw; =0; Nw; e dn; = 0; An;, em Uy;

dgi;
2. 91—9]:ﬂ,emUU:UlﬂU]7§@

gz]
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Além disso,

dgi;
Hz—ﬁj:ggj, emU”:UlﬂUJ#@
Ly

Assim podemos definir o conjunto polar do pencil, P(P), como:

P(P)|v; = (0i)o

Logo, como consequéncia imediata da proposicao IX e do corolario 6.7 temos os
seguintes corolarios.

Corolério 6.8. Seja P = {F,} ¢ um pencil flat em X. Suponha que o conjunto polar P(P)
tem cruzamentos normais, e P(P) ® Nz = Oy, entdo P é gerado por 1-formas meromorfas
fechadas.

Prova: Como P é flat entao toda componente de P(P) é invariante pelo pencil. Logo a
prova é analoga a proposicao IX. O

Corolario 6.9. Sob as hipdteses do coroldrio 6.8, suponha ainda que H'(X,C) = 0 e
H'(X,0*) é livre de torsdo. Entdo P é gerado por 1-formas logaritmicas.
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