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RESUMO

Na teoria de Cosmologia Inflaciondria, que tem como referencial o Universo
observado, a gravitacdo ¢ uma forca sempre atrativa. Nunca houve qualquer evidéncia firme
de “anti-gravitacdo”, em laboratério ou sistemas estelares/galdcticos. Porém, isto ndo
necessariamente foi sempre assim, e uma possivel solu¢cdo ao problema da origem da
expansdao do Universo, ¢ de termos tido uma época onde, pelo menos de forma efetiva, a
gravitacdo tenha sido repulsiva. De fato, as equagdes de Friedmann atribuem um papel
importante a relacdo entre pressdo p e a densidade de energia p, ja que o sinal da aceleragdo
esta determinado por ela. Abre-se assim a possibilidade de ter havido alguma época na qual a
expansdao do Universo foi acelerada. Este ¢ o conceito béasico da era inflaciondria. Neste
trabalho iremos inserir campos escalares nas equagdes de Friedmann através da utilizagdo do
tensor energia-momento para o exemplo mais simples de um campo escalar obtendo assim a
densidade de energia e pressdao de uma particula. Feito isto, podemos obter a equacdo do
movimento da particula para analisar a evolu¢do temporal do campo escalar conhecido como
inflaton, responsavel pelo inicio da fase inflaciondria. De posse da equagdo do movimento da

particula, iremos utilizar o método de aproximagdo slow-roll nas densidades de energia
potencial V(¢) = %mquz e V(¢) = C cos? B¢ para determinarmos o campo escalar ¢(t) e o

fator de escala a(t). Com o fator de escala podemos determinar o pardmetro de desaceleragao
para os dois casos apresentados, e concluir que estas densidades de energia potencial podem
representar um modelo de Universo que se expande aceleradamente, o que esta de acordo com

observacdes cosmologicas atuais.



ABSTRACT

In the theory of inflationary cosmology, which has as reference the observed universe,
the gravitation force is always attractive. There was never any firm evidence of "anti-gravity"
in the laboratory or stellar systems/galaxies. But this was not necessarily always so, and a
possible solution to the problem of the origin of the Universe expansion, is we had a time
where at least effectively, gravitation has been disgusting. Indeed, the Friedmann equations
give an important relationship between pressure p and energy density p, since the sign of the
acceleration given this for her. This opens up the possibility of there having been some time
in which the universe's expansion was accelerated. This is the basic concept of the
inflationary era. In this work we will insert scalar fields in Friedmann equations using the
energy-momentum tensor for the simplest example of a scalar field thus obtaining the energy
density and pressure of a particle. This done, we can obtain the equation of motion of the
particle to analyze the temporal evolution of the scalar field known as inflaton, responsible for

the early inflationary phase. Possession of the equation of motion of the particle, we use the
approximation method slow-roll, densities of potential energy V(¢) = §m2¢2 e V(p) =

C cos? B¢ potential to determine the scalar field ¢(t) and the scale factor a(t). With the
scale factor can determine the deceleration parameter for the two cases presented, and
concludes that these potential energy densities may represent a model Universe that is

expanding rapidly, which is in agreement with current cosmological observations.
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Capitulo 1

Introducéo

No ano de 1665 Newton ao observar a queda de uma maga revolucionou a nossa
imagem do Universo propondo que a forga que atraia as magas para o solo € a que mantinha a
Lua na orbita da Terra era de mesma natureza, unificando assim o Céu e a Terra na teoria que
chamou de gravidade [1]. A forca gravitacional foi a primeira a ser entendida cientificamente,
embora outras trés surgissem depois, porém mesmo sendo descoberta ha mais de 300 anos, os
cientistas nao precisam mais do que as equacdes de Newton para tragar o curso do foguete
que levou o homem a Lua.

No inicio do século XX, Einstein aos 26 anos descobre que a velocidade da luz ¢ uma
espécie de limite cosmico de velocidade [1, 2] e que nada no Universo consegue exceder,
porem isto desafiava a gravidade de Newton que ¢ uma forca que age instantaneamente
através de qualquer distancia. Com o objetivo de chegar a uma imagem nova do Universo na
qual a gravidade n3o excedesse o limite cosmico da velocidade, Einstein sugere que as trés
dimensdes do espago e a Unica dimensdo de tempo estdo ligadas em um so6 tecido de espaco-
tempo tornando possivel compreender a geometria deste tecido de 4 dimensdes na qual corpos
se movem ao longo de superficie deste tecido de espago-tempo. Como a superficie de uma
cama elastica, este tecido unificado ¢ curvado e esticado por objetos pesados como planetas,
estrelas, onde esta curvatura do espago-tempo é que cria o que sentimos como gravidade.
Portanto a Terra ndo se mantém em Orbita apenas porque o Sol a alcanca, como na teoria de
Newton, mas porque ela acompanha curvas do tecido espacial causadas pela presenga do Sol.
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Logo hipoteticamente se o Sol desaparecesse, simulando-se assim uma catastrofe cosmica, a
desordem gravitacional resultante formaria uma onda que percorreria o tecido espacial.
Portanto ndo percebemos uma mudanga na 6rbita em torno do Sol até que esta onda atingisse
a Terra. Através de calculos, Einstein calculou que estas ondulagdes da gravidade viajam na
exata velocidade da luz resolvendo assim o conflito com Newton sobre a velocidade da
gravidade, dando-nos a idéia exata de que realmente a forca da gravidade sdo deformacgdes e
curvas no tecido do espago-tempo surgindo assim a Teoria da Relatividade Geral.

Esta teoria possibilita o entendimento da dindmica global do Universo na qual hd uma
relacdo direta entre a geometria do espago-tempo com o contetido de matéria e energia. Em
larga escala, a Relatividade Geral ¢ utilizada como teoria fundamental para o estudo de
Cosmologia que surge como um ramo da fisica gragas a esta descoberta.

Observagdes astrondmicas realizadas no telescopio do Monte Wilson, Edwin Hubble
constata que o Universo sofre uma expansdo progressiva [2] confirmando assim a previsao
bastante natural da Teoria da Relatividade Geral. Nesta época o pensamento cientifico
dominante era de que o Universo seria uma estrutura que deveria manter-se constante no
tempo. Em virtude disso o proprio Einstein introduziu na sua teoria o conceito da constante
cosmologica para compatibilizar seus resultados com a visdo dominante de um Universo
estatico. Porém, Hubble através de dados observacionais, demonstra que as galéxias proximas
se afastam de nos com velocidades crescentes com a distancia que nos separam delas. Uma
forma alternativa de descrever o estado de expansdo do Universo consiste em utilizar o
parametro de desaceleracdo que tem uma defini¢do puramente cinematica e que estima a taxa
de desacelerag¢do de acordo coma taxa de expansao do Universo.

De acordo com o modelo inflacionario [3], o Universo sofreu uma rapida expansao
acelerada, devido a presenca de um campo escalar [4, 5, 6, 7, 8] relacionado a energia de

vacuo conhecido como inflaton. Basicamente o que se supde nestes modelos é que a energia
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cinética do inflaton é pequena, e a maior parte da energia esta armazenada em seu potencial.
Esta energia tem uma pressao negativa, o que provoca uma expansio acelerada muito grande,
em um intervalo de tempo curto, a este fendmeno denomina-se inflagao.

Esta dissertacdo estd estruturada da seguinte forma: No capitulo 2 apresentamos as
idéias que motivaram Einstein no desenvolvimento da teoria da Relatividade Geral a
relacionar a dindmica da particula com a geometria do espago-tempo, substituindo o conceito
de forca pela idéia da presenca de matéria e de energia poder curvar o espago-tempo. Através
da utilizagdo do tensor de curvatura, mais conhecido como tensor de Riemann, e de algumas
propriedades [4, 5, 7, 9] associadas a este, tais como anti-simetria e invaridncia na troca de
indices, podemos obter o tensor de Ricci fazendo sua contragdo. O traco do tensor de Ricci
nos da o escalar de curvatura que ¢ utilizado para montar um tensor simétrico de segunda
ordem com derivada covariante nula conhecido como tensor de Einstein e que pode se
relacionar em Cosmologia com o tensor energia momento de um fluido perfeito ligando o
conteudo de energia e matéria com a geometria de um espago-tempo.

No capitulo 3, discutiremos a Cosmologia Padrao através da utilizagdo da métrica de
Friedmann-Robertson-Walker e das equagdes de Einstein para determinar as equacdes de
Friedmann e a equacdo da conservagdo de energia para um fluido perfeito. De acordo com a
equacdo de estado para um fluido perfeito, iremos determinar a densidade de energia em
funcdo do fator de escala a(t) na qual serdo testadas para a matéria, radiagdo e energia de
vacuo representada pela constante cosmoldgica A. Também serd obtido o fator de escala para
os modelos cosmologicos dominados pela matéria, radiagdo e constante cosmologica além de
graficos do parametro de desaceleracdo nestes trés periodos.

No capitulo 4 sera abordado um estudo sobre as reliquias do Big Bang conhecidas
como radia¢do cosmica de fundo que foram preditas por Gamow e confirmadas por Wilson-

Penzias através da observagdo de interferéncia em satélites de comunicacdo e que se
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encontram a uma temperatura de 2,7 K correspondente a de um corpo negro € com um alto
grau de isotropia. Além do mais, serd introduzida a teoria de campo escalar em Cosmologia
através do tensor energia-momento que se conserva para obtermos a densidade de energia, e
pressdo e assim relacionarmos o campo escalar com as equagdes de Friedmann para obtermos
a equacao do movimento da particula submetida a: (i) um potencial quadratico e (ii) potencial
tipo cosseno. Através da aproximagdo slow-roll, analisaremos o comportamento da expansao
acelerada do Universo através do rapido crescimento do fator de escala a(t) e do campo
escalar ¢p(t) para os modelos (i) e (ii) na qual serdo feito andlises tais como o parametro de
desaceleragdo g que ¢ um indicador da taxa de expansdo do Universo mostrando se hd uma

fase de aceleracao ou desaceleragao.
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Capitulo 2

Teoria da Relatividade Geral

2.1 Introducéo

Para o Universo, a interagdo gravitacional na Teoria da Relatividade Geral afirma que
todos os corpos sofrem a acdo de um campo gravitacional e respondem a sua aplicacao da
mesma forma, ou seja, com a mesma aceleragdo de tal forma que as trajetorias descritas por
uma particula pode estar relacionadas com a curvatura do espago-tempo, devido ao seu
conteudo de matéria e energia existente. O fato de uma fonte gravitacional curvar o espago

tempo ¢ uma conseqiiéncia direta do Principio da Equivaléncia [10].

2.2 Principio da Equivaléncia

A equivaléncia entre a massa inercial e a massa gravitacional segundo formulagao
newtoniana nos mostra experimentalmente que, no vacuo, a trajetoria seguida pelos corpos
em queda livre (sem interacao eletromagnética fraca e forte) ndo depende da estrutura nem da
composi¢do quimica dos corpos sendo os mesmos suficientemente pequenos para evitar os
efeitos da ndo uniformidade do campo gravitacional [7, 11, 12].

Considere a massa M da Terra, seu raio r € a massa gravitacional de uma particula de

teste mg;. Logo, o modulo da forga gravitacional entre M e m; serd dado por
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GMmg

F= (2.1)

rZ

Porém, de acordo com a segunda lei de Newton, a particula fica sujeita a uma aceleragdo dada
por

F = ma (2.2)

Onde F ¢ o mddulo da for¢a que age na particula e m; ¢ a massa inercial da particula de teste

que mede a “resisténcia” que os corpos oferecem a mudanca do seu estado de movimento.

Sendo m, a medida da intensidade com que os corpos interagem gravitacionalmente, ou seja,

m, ¢ uma fonte do campo gravitacional equivalente a uma “carga gravitacional”, logo da

igualdade de (2.1) com (2.2) teremos

m
Portanto —S = constante.
my

Testes experimentais indicam que m; = m; para todos os corpos. Devido a esse fato
podemos anular localmente os efeitos de um campo gravitacional com a escolha adequada de

referenciais, pois todos os corpos estdo sujeitos a uma mesma aceleracio.

2.3 Dinamica da Particula

Considere uma particula em queda livre em um sistema de coordenadas x* que a
acompanha. Portanto esse sistema ¢ localmente inercial e de acordo com o Principio da
Equivaléncia nenhuma aceleragao ¢ observada, portanto [5]

dZ a
=0 (2.4)
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ds? , o . . . .
onde dt? = — ¢ o tempo proprio, ou seja, aquele medido no referencial da particula.

Consideremos agora um sistema de coordenadas arbitrario x# em repouso, em um campo
gravitacional [7, 13]. Podemos utilizar a regra da cadeia para determinar a dinamica da

particula vista a partir do referencial x*,

d (9E% axH\
= (@ ?) =0 (2.5)

Desenvolvendo a derivada no tempo vamos obter

d?x# 9&* 02%&%  dxH de_
dt? axt = dxHdx¥V dt dt

A
Multiplicando por %, vamos ter [5]
d2xt A dxPodxV
ot w7 = 0 (2.6)

A equagdo (2.6) representa a equacdo da geodésica que esta associada a curva de menor
. . . . . A ,
comprimento entre dois pontos no espago em uma variedade Riemanniana, onde I", €

chamada de conexdo afim e definida como

aZga IxA

A
I, = —
wv oxHoxv o9&«

(2.7)
Uma vez que as derivadas de primeira ordem comutam, da equagdo (2.7), segue que a
conexao afim é simétrica com relacdo aos indices inferiores,
Ao A
My = T, (2.8)
Num referencial localmente inercial, valem as leis da relatividade restrita e ndo

podemos perceber um campo gravitacional a partir deste. Mas, quando passamos para um

referencial em repouso no campo gravitacional, percebemos que a equacdo de movimento

y dxH dxV

escrita a partir de (2.6) apresenta um termo adicional I'), o o quando comparada a

equacdo de movimento escrita a partir do sistema localmente inercial (2.4). Isso justamente
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indica a presenca de um campo gravitacional. Portanto, podemos descrever um campo
gravitacional a partir da curvatura do espago-tempo.
Em um espago-tempo o elemento de linha assume a forma geral
ds* = g, dx*dx” (2.9)
Onde g,, € o tensor métrico cujas componentes definem a geometria do espago-tempo e,
conseqiientemente, a dinamica num campo gravitacional. O comprimento da curva, descrita

por uma particula em movimento, entre os pontos a € b ¢ dado por

b ’ dxt dxV
S = fa g/,n/ H Hd’[ (210)

Onde 7 ¢ um pardmetro da curva, ou seja, x¥(7). Variando (2.10) com rela¢do a g,, €

impondo a seguinte condicao

b dxH dxV _
6 J, (9w - - dr =0 Q2.11)

Vamos obter a equacao (2.6) na forma

d2x? 1 o (98w agHK agw) dxH dxV _

de 2 (ax“ oxV IxK dart dr - O (2.12)
Onde

o=l (% agw_%)
r“V T2 g oxH + axY ax* (213)

Representa a conexao afim em termos do tensor métrico.

Logo verificamos que implemento do Principio da Equivaléncia [4, 5, 7] nos conduz a
uma dindmica na qual o movimento da particula ¢ determinado pela geometria do espago
tempo, ou seja, o conceito de forca pode ser substituido pela idéia de que a matéria e a energia
curvam o espago-tempo, ¢ este determina quais sdo as geodésicas que devem ser seguidas
pelas particulas de teste. Entdo, uma vez estabelecida a forma métrica (2.9), as fungdes

Iuv (x*), sdo determinadas solucionando-se um conjunto de equacdes diferenciais conhecidas
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como equacdes de Einstein, que relacionam a geometria do espago-tempo com o conteudo da

matéria e energia, fontes do campo gravitacional.

2.4  Propriedades do Tensor de Riemann

O tensor de Riemann, com quatro indices, possui n*componentes [5, 7] independentes

em um espaco n-dimensional. Porém, de acordo com algumas propriedades fundamentais,
, . 1
podemos observar que o niimero de componentes independentes se reduz a 5 n? (n? - 1)

componentes. Para 4 dimensdes obtemos 20 componentes independentes. As propriedades
fundamentais do tensor de curvatura sao:

1°) O tensor R4y p € anti-simétrico com relagao a troca de indices do primeiro par de indices

R ~R (2.14)

wap = vuap

2°) O tensor R,y p € anti-simétrico com relagdo a troca de indices do segundo par de indices

R R (2.15)

uvap = T Nuvpa

3%) O tensor R4y 5 € invariante com relagdo & troca do primeiro par indices com o segundo

R R (2.16)

wvap = Rapuv
Pode-se verificar também que a soma de permutacgdes ciclicas dos ultimos trés indices
desaparece, logo podemos ter

Ruapy + Rugya + Ruyap =0 (2.17)
Usando (2.14), (2.15) e (2.16) podemos mostrar que (2.17) ¢ equivalente a

Ry

uvaf] = O (218)

O tensor de Riemann também satisfaz a seguinte identidade
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ViRyvap + VgRyvia + VaRuvpr =0 (2.19)
Onde a derivada covariante V; executa a funcdo da derivada parcial, mas de uma forma
independente das coordenadas obedecendo a propriedade de linearidade e a regra de Leibniz
[5]. Logo ela pode ser escrita como uma derivada parcial mais alguma transformacao linear
que serve como conexao para se ter um resultado covariante e que se apresenta em forma de
um conjunto de matrizes conhecidas como os coeficientes da conexdo. Portanto, para um
vetor teremos que
ViV = 9, Vv + T, VP (2.20)

Logo esta ¢ a expressdo para a derivada covariante de um vetor em termos da derivada

parcial, que nos permite determinar as propriedades de transformac¢ao da conexao Fjp.

Outro tensor fundamental é conhecido como tensor de Ricci [5, 7], sendo o unico
tensor de segunda ordem que pode ser construido a partir da contracao do tensor de Riemann,
e que, por ser associado com os simbolos de Cristoffel ¢ automaticamente simétrico, ou seja,
R,, = R

como conseqiiéncia das simetrias do tensor de Riemann. Portanto teremos

wv v

Ruv = Rigy = 9™ Royay (2.21)
O trago do tensor de Ricci € o escalar de Ricci (ou escalar de curvatura) que ¢ obtido através
da contracao do tensor de Ricci dado por

R= R, = g"R, (2.22)
Cuja interpretagdo estd associada a curvatura Gaussiana do espaco-tempo no ponto
considerado. A partir do tensor de Ricci e do escalar de curvatura, podemos montar um tensor

simétrico de segunda ordem com derivada covariante nula, que ¢ conhecido como tensor de

Einstein e representado por G, definido como

1
G = R — 5 R gy (2.23)
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O tensor de Einstein é simétrico, devido a simetria do tensor de Ricci e a métrica, ¢ €
fundamental na Relatividade Geral. Verifica-se também que este tensor satisfaz as chamadas

identidades contraidas de Bianchi onde

1
V¢ (Ruy = 3 Rgyy) = 0 (2.24)
Que desempenha um papel importante em Relatividade Geral, pois estdo associadas a uma lei

de conservacao.

2.5 Tensor energia-momento

Em nossa busca de uma teoria relativistica da gravitagdo a densidade de energia tera
um papel importante [5, 7, 9, 10]. Para um sistema constituido de muitas particulas, a
distribuicdo de matéria, energia € momento ¢ praticamente uma distribui¢do continua. Toda
informagdo relevante sobre o comportamento do fluxo de 4-momento das particulas esta
contida no tensor de segunda ordem conhecido como tensor de energia-momento T, Esse
objeto possui 16 componentes e ¢ um tensor que obedece as transformagdes de Lorentz e pode
ser representado da seguinte forma

™ = p,utuY (2.25)

Onde p, ¢ a densidade de massa apropriada. Observe que o tensor T#V ¢ simétrico, ou
seja, THY = TVH,

A definigdo de T*¥ pode ser resumida assim:

T°° = (densidade de energia)

T = Tk0 = (densidade de momentum) = (densidade de fluxo de energia)

T = (densidade de fluxo de k-momentum em ¢-dire¢do).
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O tensor energia-momentum ¢ uma fung¢do do espaco e tempo. Por exemplo, na
equacdo (2.25) tanto a densidade de particulas como a velocidade pode variar no espago € no
tempo. O tensor energia-momentum de um sistema completo satisfaz a lei de conservagao

0,TH =0 =
0o(T%) +0,(T") =0
Com a interagao gravitacional, tem-se
v,TH =0 (2.26)
Em Cosmologia, o tensor de energia-momentum de um fluido perfeito ¢ representado por
™ = (p +p) u*u’ + pg"’ (2.27)
onde p e p ¢é a pressdo e a densidade de energia respectivamente e u# ¢ a quadri-velocidade

do fluido.
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Capitulo 3

Cosmologia Padrao

3.1 Introducao

A Cosmologia estuda a dindmica da estrutura de larga escala do Universo [4, 5, 7].
Logo dentre as for¢as fundamentais que existem na natureza podemos observar a forga forte e
fraca que sd@o denominadas forca de curto alcance e, portanto, essas for¢cas ndo predominam
na teoria da evolucdo do Universo. Para a forca eletromagnética e gravitacional podemos ter a
atuacdo destas for¢as no estudo da dinamica do Universo, porém, a matéria se apresenta
eletricamente neutra macroscopicamente na natureza e, portanto, a forga eletromagnética nao
irda predominar na andlise da dinamica do Universo. Logo, em larga escala, a forca
gravitacional serd a interacdo predominante no Universo. Portanto a Relatividade Geral ¢

utilizada como a teoria fundamental para o estudo da Cosmologia.
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Em larga escala, o Universo [8] apresenta-se homogéneo e isotropico, onde para
valores de escala na ordem de 100 Mpc', as observagdes indicam que a distribuicio de
matéria no Universo ¢ homogénea e isotropica. Na escala local, do sistema solar, a
distribui¢do de matéria nao ¢ homogénea devido a matéria se distribuir irregularmente, porém,
em larga escala, o Universo comporta-se como se fosse um gas dentro de uma regido

delimitada onde as particulas se distribuem homogeneamente no espago. Para uma escala

atdbmica, da ordem de 10710 A2 esse gas ndo é homogéneo, porque ¢ possivel se observar
prétons, elétrons, néutrons com distribui¢des irregulares.

Independentemente da dire¢do observada, o nimero de galdxias sdo iguais em
qualquer dire¢do confirmando a isotropia do Universo. Este fato ¢ comprovado
experimentalmente pela existéncia da Radiagdo Césmica de Fundo, [14] que foi detectada no
ano de 1965, pelos engenheiros de telecomunicagdes Arno Allan Penzias (1933-) e Robert
Woodrow Wilson (1936-) da Bell Telephone Laboratories em New Jersey, que captaram
acidentalmente essa radiacdo em ondas de radio de 7,35 cm. Eles estavam estudando
interferéncias indesejaveis nas comunicagdes por satélites, quando perceberam a presenca de
um ruido de fundo que vinha de todas as dire¢des do céu a qualquer hora do dia. A descoberta
foi considerada tdo importante que os dois engenheiros receberam o Prémio Nobel de Fisica
em 1978. Dados mais recentes obtidos em 1989 com o satélite COBE® confirmaram essa
radiagdo como sendo a de um corpo negro a 2,7 K. A radiacdo ¢ a mesma em todas as

diregdes e as inomogeneidades seriam inferiores a uma parte em 100 mil. Ela teria sido

! Distancia que uma estrela deve estar para que a paralaxe anual seja igual a 1 segundo de arco. Um parsec
equivale a 3,26 anos-luz, ou cerca de 30,9 trilhdes de quilometros.
? Unidade de medida criada para aferi¢des em nivel atdmico, ou para medidas de comprimento de onda da
radiagdo. Por defini¢io 1A = 1071° m e seu nome é uma homenagem ao fisico sueco Jonas Angstrom ( 1814-
1874).
3 Satélite norte-americano, langado em 1989, ¢ que operou até 1994. O seu nome provém da expressio Cosmic
Background Explorer e conduziu trés experimentos cientificos destinados a estudar a radiagdo cosmica de
primordial. Gragas aos experimentos deste satélite foi possivel mostrar a precisdo com que a radiacdo de fundo
obedece a lei de corpo negro, determinar esta temperatura e mostrar ainda a existéncia das flutuagdes neste fundo
de radiacdo.
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irradiada quando o Universo tinha cerca de trés mil Kelvins, 380 mil anos e era 1500 vezes
menor que o tamanho atual. Entdo a temperatura ja havia baixado o suficiente para que os
atomos pudessem se recombinar tornando o Universo transparente para a radiagdo poder
escapar. SO entdo as galaxias comecaram a se formar. A deteccdo da radiacdo cdsmica de
fundo corroborou fortemente na confirmagdo dos modelos cosmologicos dentre os quais, o
previsto pelo fisico norte-americano de origem russa, Georg Gamow (1904-68) que previu na
década de 40 a existéncia dessa radiagao fossil e que sdo consideradas hoje como reliquias do
Big Bang".

Dados observacionais nos mostram que a via lactea (Galaxia) possui cerca de 101
estrelas com um didmetro de aproximadamente 3 x 10* pc, ou seja, = 10> anos-luz. Para
termos uma noc¢ao de distancia, a luz para atravessar a nossa galaxia levaria 100.000 anos-luz.
Porém a nossa galéxia faz parte de um aglomerado conhecido como Grupo Local que contém
30 novas galaxias com um comprimento de aproximadamente 1 Mpc. O aglomerado mais
proximo do aglomerado local ¢ chamado de aglomerado de Virgo que contém 2000 galéxias e
com um comprimento de aproximadamente 5 Mpc. Portanto, ¢ nessa escala que o Universo €
considerado homogéneo. Calculando-se a densidade em regides diferentes, percebe-se que o

Universo ¢ homogéneo, ou seja, entre um aglomerado e outro existe espago vazio.

3.2 Meétrica de Friedmann-Robertson-Walker

Como o Universo se apresenta homogéneo e isotropico na distribui¢do de matéria, ¢ de
se esperar que o espago-tempo tenha também essas mesmas caracteristicas, ou seja, 0 espago-

tempo também seja homogéneo e isotropico [12]. A esse estado, dar-se o nome de Principio

* Nome genérico para representar a concepgdo atual de que o nosso Universo se originou de uma grande
expansdo inicial do espago-tempo a cerca de 10 bilhdes de anos atrds. Neste processo de expansdo tanto a
densidade como a temperatura e a pressdo variaram enormemente proporcionando o predominio das diversas
formas de interacao fisica conhecidas, gerando as fases ou eras cosmoldgicas.
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Cosmologico que matematicamente indica que existe uma coordenada temporal chamada de
tempo cosmologico tal que as hiper superficies sdo espacos homogéneos ¢ isotropicos. Logo a
homogeneidade indica que a métrica ¢ invariante por translacdes arbitrarias e a isotropia
justifica que em torno de um ponto qualquer do espago, a métrica ¢ invariante por rotagdes,
portanto, teremos simetria esférica em qualquer posi¢do. Uma transformagdo de simetria da
métrica ¢ chamada de isometria. O gerador da isometria [5] é chamado de vetores de Killing,
onde a derivada da métrica desse vetor ¢ nula, logo
Legw=0 (3.1)
Num espaco tridimensional homogéneo e isotrdpico existem seis vetores de Killing
linearmente independentes, ou seja, trés de translagdo e trés de rotagdo que gera espacos com
simetria maximal, portanto o espago tridimensional homogéneo isotrdpico € um espago com
simetria maxima e sendo assim, neste espago o tensor de Riemann pode ser escrito na
seguinte forma particular
Rijkl = k (yikyjl — Vi yjk ) (32)
Onde k ¢ uma constante de curvatura e Vi ¢ a métrica do espago, logo

de? = Vij dx'dx/ (3.3)

Que nos dd a geometria do espaco tridimensional homogéneo e isotrépico. Portanto

escolhemos arbitrariamente um ponto como origem do sistema de coordenadas. Porém, pela

isotropia a métrica deve ser esfericamente simétrica em torno deste ponto, portanto, para uma

métrica tridimensional com simetria esférica existe um sistema de coordenadas no qual a
métrica possui as seguintes componentes

de? = M dr? + r? (do* + sen?0 d¢?) (3.4)

Onde a fungdo desconhecida A(r) pode ser determinada usando-se o tensor de

Riemann. Contraindo i com k na equagdo (3.2) vamos obter o tensor de Ricci dado por
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le = R}il = k(Yi'yll_ Yi Yll ) =

Calculando o tensor de Ricci para a métrica (3.3), vamos obter os seguintes valores

!

Ry = —
11 r

1
Ry, = 1+ Ere"li’ — e

R33 S S€Tl29 RZZ

Portanto a métrica deve satisfazer a equacao (3.5) e sendo assim teremos que

!

A—Zk =
o Y11

!

>—=2ket =
r

s>e V=2kr =

d -2
= (e )=2kr:>
dr
e t=_-kr?+A (3.6)

onde A ¢ uma constante de integragao.
Paraj = 2 el = 2, teremos a componente R,, da métrica dada por
Ry =2ky =
=1 +%re"1/1’— e = 2kr’>
:>1+%r(2kr)—(—kr2 +4) = 2krt=
>1+kr2+ kr?2—A = 2kr?>
>A =1
Logo teremos

er=_krz2+A >
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et=-kr?+1 >

1
7=1—kr2=>
e

e = — (3.7)

1 - kr?
Assim, a métrica de um espago tridimensional homogéneo e isotropico tem a seguinte

forma

d¢? = ﬁ dr? + r2 (do* + sen?6 d¢?) (3.8)

que representa a distancia espacial propria entre eventos simultdneos, onde k representa a
constante de curvatura do espago.

Para observadores que ndo se movem relativisticamente em relagdo as galaxias, a
métrica do espaco-tempo deve obedecer a linha de Universo que ¢ uma geodésica na métrica,
logo a homogeneidade e a isotropia induz que a parte espacial do tensor métrico evolua por
meio de uma func¢do universal do tempo, de modo que tendo em vista o Principio
Cosmolégico, a métrica de Friedmann-Robertson-Walker que descreve o Universo

homogéneo e isotropico em expansao, € representada por

dr?

ds? = —dt? + a?(t) [1_kr2

+ 12 d0% + 17 sen’0 do? (3.9)
Onde a(t) ¢ o fator de escala que ¢ utilizado para descrever a evolucao de distancias espaciais
e k ¢ a constante de curvatura do espago que pode assumir os valores -1, 0 e 1 de acordo com
a curvatura do espago a que esta submetida definindo, portanto, o tamanho das superficies no
espacgo. Para k = —1 o espago possui curvatura hiperbolica, e para k = 1 o espago ¢ do tipo
esférico. Quando k assume o valor zero temos um espago plano.

Para um a(t) crescente o Universo estd se expandindo, caso ele seja decrescente,

ocorre uma contra¢cdo. Logo para uma expansao do Universo, a distancia real entre nds e os

objetos observados s3o modificadas (em larga escala) de forma que estas alteragdes sao
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medidas através do fator de escala, que re-escala a distancia co-mdvel entre os objetos com o
tempo, descrevendo a expansdo do espago observado.

No Universo observado, a gravitagdo ¢ uma for¢ca sempre atrativa. Nunca houve
qualquer evidéncia firme de “anti-gravitacdo” [4, 14, 15] em laboratério ou sistemas
estelares/galacticos. Porém, isto ndo necessariamente foi sempre assim, € uma possivel
solug@o ao problema da origem da expansao ¢ o de termos tido uma época onde, pelo menos
de forma efetiva, a gravitacdo tenha sido repulsiva. De fato, as equacdes de Friedmann
apresentadas a seguir, atribuem um papel importante a relagdo entre a pressdo e a densidade
de energia, j4 que o sinal da aceleragdo estd determinado por ela. Abre-se assim a
possibilidade de ter havido alguma época na qual @ > 0, e como conseqiiéncia a expansao do

Universo ter sido acelerada. Este é o conceito basico da era inflacionaria.

3.3 Equacdes de Friedmann

A obtencdo das equagdes de Friedmann [6, 14, 18] pode ser realizada através do uso
da métrica de Friedmann-Robertson-Walker e o do tensor energia-momento de um fluido

perfeito. Utilizando as equacdes de Einstein representadas por

1
Gw= R - 5 R g (3.10)

Podemos verificar que para Gy, vamos obter

1
Goo = Roo - > R goo (3.11)
Onde
Roo= -3 2 (3.12)
a . (a\®  k
e R=6 [;+(;) + = (3.13)

Logo substituindo na expressao (3.10) teremos
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_ i 1 i (a)\? k
Goo = —32 - 26 [z+(a) +;].(-1)=>

Goo = 3(—)2+ 3k (3.14)

sabemos que

G =81G T, (3.15)
Portanto, para a componente G, vamos obter G, = 8 w G Ty, mas como Ty = p, ficaremos
com Gyo = 8 G p que ao ser igualada com (3.14) nos permite obter a primeira equacao de
Friedmann [16] representada por

3(3)2+ S =8nGp=

2

a 8nG k

> (4 =i, - & (3.16)

a a?
que representa a taxa de variacdo de expansdo do fator de escala a(t). Para a segunda equagao

de Friedmann, devemos encontrar o G;; na equagdo (3.10)

1

G11 = Ryp - > R g11
onde
ad + 2a*+ 2k
Riy = 1—kr?
R=6|%+ (9)2+L
© - a a a?

2
E da métrica de Friedmann-Robertson-Walker temos que a componente g;,= (#),

portanto obtemos

Gy, = ad+2d?+2k 1 6 [g+ (2)2+£ (a_z)

1-kr? 2 a a a? 1-kr?

ad+ 2a2+ 2k 3a2 i a\% k
= Gy = - ES)E+ )+ =
1-k7r? 1—kr? a a a?

—2ad a? k
1-k r2 1-kr? 1-k r2

= Gy = (3.17)
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Porém de (3.15) temos que para a componente G;; obtemos na equacdo de Einstein a
seguinte representacdo G;; = 8 T G Ty, mas como T{ = p, podemos rebaixar o indice para

obtermos T;4
Ti=p= g''"Tu=p = Ty =p(@"D™" = Ty =pgn
Portanto substituindo T;; em (3.15) obtemos a seguinte equagao:
Gi1,=81G T;; =
=G =8nGpgn =

a?

(1-k12)

(3.18)

= G, =8nGp

Agora para obtermos a segunda equacdo de Friedmann facamos a comparacao da expressao

(3.17) com a equacgao (3.18) na qual vamos obter

—2ad a? k — 871G a? N
1-k r? 1-k r? 1-kr2 p (1-kr2)

1
= —2ad — a*> — k= 8nwGpa? :(;)

ﬁ_(z)z_aiz 87Gp (3.19)

Substituindo a primeira equagdo de Friedmann (3.16) na relacao (3.19) vamos obter

2

—2d (87‘[Gp k) k 8
— —_— _——_— = =
a 3 a? a? Thp
—-2d 8mGp k 87
> — — — —— = =
a 3 a? 2 Thp
- 24 _ 8mGp _ 8nGp =
a 3
—2d _ . 8uGp
5 — = =
a Thp 3
R —2d 8nG G+ p)
_ = —1
a 3 prp
> 2 ="2@Gp+p) (3.20)
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Que representa a segunda equacdo de Friedmann e que indica a taxa de aceleracao
com que o Universo [2, 5, 7] se expande em fun¢do da densidade de matéria e da pressdo do

fluido césmico relacionadas com o fator de escala de expansdo do Universo.

3.4 Densidade de energia no Universo

Em larga escala, identificamos trés fontes [4] principais de distribui¢ao de energia e
matéria na Natureza. Primeiro, temos a matéria nos aglomerados, que constituem as Galéxias,
Estrelas etc. A radiagdo cosmica que € representada pelas ondas eletromagnéticas e a
constante cosmologica (/) acrescentada por Einstein.

Nos podemos escolher o modelo de um fluido perfeito [5, 7] para, através das
equacdes de Einstein, determinar a relagdo entre densidade de matéria com o fator de escala
para a energia dindmica do Universo. Considerando um fluido, isotropico que induz a uma
métrica que também ¢ isotropica, logo, as duas regides irdo coincidir, e sendo assim, o fluido
vai estar em movimento com coordenadas co-mdveis, portanto a quadri-velocidade serd dada

por U# = (—1,0,0,0), e o tensor energia-momentum dado por

Tyv = (P + p) U,u U +p Iuv (3.21)
que torna-se
p 0 0 O
I (3.22)
i 0 gip '
0

Com um indice elevado, este tensor assume a forma conveniente dada por

T, = diag(—p,p,p,p) (3.23)
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Observe que o trago ¢ dado por
— TH
T=T,=—-p+3p (3.24)

Antes de conectar com a equagdo de FEinstein ¢ importante analisarmos que a

componente zero da equagao da conservacao de energia ¢ dada por

= 0,T" + T ;T — T, =0
a
= =0p—=3_(pt+tp)=0=

>p=-32(p+p) (3.25)

Que representa a equagdo da conservacao da energia para a métrica de Friedmann-Robertson-
Walker para um fluido perfeito.

Para prosseguirmos, podemos escolher uma equacgdo de estado, ou seja, a relacdo entre

p e p. Muitas vezes, os fluidos perfeitos relevantes na Cosmologia obedecem a simples

equacao de estado dada por
p=wp (3.26)
onde w ¢ uma constante independente do tempo, portanto, substituindo-a em (3.25) vamos

verificar que a equacao da conservagdo da energia torna-se igual a
. a
p=-3_(ptwp) =
. a
= p = —3p 2 1+w) =

7"’ = -3 g (1 +w) (3.27)

Integrando a equacao (3.27) vamos obter que

t. t.
a
fgdt:—3(1+w) —dt =
t a

0 to

PO _ _ a(®)
:>ln(p0)— 31+w)in 5

QAo
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= In (p(t)) ' [a(t) S

Po
~(89) -

= p(t) = po

I:@ -3 (1+W) N

QAo

-3 (1+w)
[““) (3.28)

que representa a densidade de energia em fungao do fator de escala a(t).

Os dois exemplos mais populares de fluido cosmoldgico sdo conhecidos como a
matéria e a radiacdo [9] que de acordo com a equagdo de estado, (3.26) o parametro w
depende das condi¢des de energia de tal forma que para w = 0 teremos um periodo dominado
pela matéria conhecida como “poeira” ou “p6” na qual a matéria nao-relativistica, possui
essencialmente pressdao zero [5]. Neste exemplo incluem-se estrelas e galdxias normais, na
qual a pressao ¢ desprezivel em comparagdao com a densidade de energia. Portanto para w =0

a densidade de energia na matéria serd dada por

-3 (1+0)
= pu(®) = po |52 =
= py(t) = po [a(t) =
= py(t) « a3 (3.29)

que expressa a diminui¢do da densidade do niimero de particulas em fun¢do de como o
Universo se expande.

A densidade de radiacdo pode ser utilizada para descrever qualquer radiagdo
eletromagnética real, ou particulas massivas que se deslocam a velocidades relativamente
suficientemente perto da velocidade da luz e que eles se tornem indistinguiveis dos fotons.
Sendo um gas isotrépico de particulas relativisticas um fluido perfeito, existe um tensor

energia-momento dado pela expressdo (3.21). Também sabemos que o tensor T, para o

eletromagnetismo pode ser expresso em termos da intensidade de campo como [5]
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THY = Fid FY) — = gVFA By, (3.30)
Onde o trago deste tensor ¢ dado por

T, = FhF,— 7 FAF, =0 (3.31)

Mas isso também deve igual a (3.24), entdo a equacdo de estado de um gas de fotons

para a radiagdo sera

T = T#ﬂ = _pR+3pR=0:

—prt3pr=0=
1
Pr = 3Pr (3.32)

1 s
Onde w = 3 representa a constante para a radiagao.

Um Universo em que a maioria da densidade de energia estd na forma de radiagdo ¢
conhecido como um Universo dominado pela radiacdo [17]. Logo a densidade de energia da

radiagdo expressa pela equacdo (3.28) cai de acordo com a seguinte relacao

= ou@ = po [2]

= o = o [

= pp(t) < a™* (3.33)
Assim, a densidade de energia da radiagdo cai ligeiramente mais rapido do que a densidade de
energia na matéria, isto porque a densidade do nimero de fétons diminui na mesma forma que

a densidade do nimero de particulas ndo-relativistica. Acreditamos que, hoje, a densidade de

energia da radiagdo é muito menor que a da matéria, com Z—M ~ 103. No entanto, no passado o
R

Universo era muito menor, e a densidade de energia da radia¢do teria dominado em tempos

primordiais.
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Uma caracteristica [5] da Relatividade Geral, ¢ que a fonte de energia para o campo
gravitacional € o tensor energia-momentum. Na fisica ndo gravitacional, a mudanca na
energia a partir de um estado para outro é que é mensuravel. Por exemplo, o movimento de
uma particula com a energia potencial V(x) é precisamente 0 mesmo que com uma energia
potencial V(x) + V,, com V, assumindo qualquer constante. Na gravita¢do, porém, o valor
real das questdes energéticas ¢ considerado, e ndo apenas as diferencas entre os estados. Esse
comportamento abre a possibilidade da energia do vacuo: uma densidade de energia do
espago vazio. Uma caracteristica que poderiamos observar, ¢ que no vacuo ndo ha uma
dire¢do preferencial, portanto ainda serd possivel ter uma densidade de energia diferente de
Zero se o tensor energia-momentum estd associada a invariancia de Lorentz com coordenadas
inerciais locais. Essa invariancia de Lorentz nos leva ao tensor energia-momentum
correspondente, que deve ser proporcional a métrica, logo podemos descrever o termo
cosmologico Ag,, como um fluido perfeito e escrever a seguinte relagdo

T,ZSC =- pvacnyv (3-34)

Desde que 7, seja invariante por transformadas de Lorentz podemos generalizar com

coordenadas localmente inerciais arbitrarias que
Tﬂvvac = - Pvac Yuv (3.35)
Comparando com a equagao de um fluido perfeito, o tensor energia-momentum dado

pela equagdo (3.21) equivale a expressao acima generalizada, a menos de um sinal contrario

na densidade de energia para pressdo isotropica que nos faz obter

Pvac =~ - Pvac (3.36)

Se dividirmos o tensor energia-momento em uma parte da matéria TﬂMv € uma parte de

vacuo T4 = - pyac 9uv @ €quagdo de Einstein fica

1
Ruy - 2 Rg,=8mG (T/% — Prac g,uv) (3.37)
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Logo apds a descoberta da Relatividade Geral, Einstein tentou encontrar um modelo
estatico cosmologico, uma vez que era o que as observacdes astrondomicas da época
indicavam. O resultado foi o Universo Estatico de Einstein. Para que esta cosmologia estatica
resolvesse a equagdo de campo como uma fonte de matéria ordinaria, foi necessario
acrescentar um novo termo chamado de constante cosmolégica® A, que entra como uma

densidade de energia de vacuo expressa por

1
R,y — ERgM +Agy =81 GTy, (3.38)

Onde o valor dessa densidade é

A
Pvac = TG (3.39)

Portanto, para a constante cosmologica como distribuigdo de energia-matéria a equacdo de

estado (3.36) nos leva a um pardmetro w = —1, em que a densidade de energia de vacuo ¢
dada por
S pa () = [a(t) 3[1+(-1)] -
~n® = o[ =
= pA®) = po (3.40)

Portanto podemos considerar trés fases distintas [7] para a evolu¢do do Universo,
sendo uma primeira época dominada pela radiagdo, seguida de um periodo dominado pela
matéria e finalmente o periodo dominado pela constante cosmologica. Usando a constante de
integracao da equagdo de Friedmann, podemos fixar o valor atual do fator de escala a, = 1
para simplificar. Neste caso teremos trés fontes para a evolugdo do Universo

p= put Pr+t Pp (3.41)

Onde

> Termo adicionado pelo proprio Einstein as suas equagdes de campo de forma a permitir que o Universo fosse
estatico, conforme sua crenga inicial. Recentemente esta constante tem sido interpretada como um termo de
densidade de vacuo que possivelmente poderia explicar a aceleragdo do Universo.
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=3 (3.42)

Pr= o (343)
A

PA= GG (3.44)

Substituindo as trés densidades citadas acima na equacao de Friedmann (3.16) teremos

(d)z_SnG _ kg
a/ 3 p a?

\2  8nG k
= (S) :% (om + pr+ Pr) -z

N\ 2
8TG A k
= (z) — 86 (er m+_) _k
a 3 a3 a* 816G a?
- (2)2 _ 8mGA 4 86 (pMo + @) _ Kk
a 241G 3 a3 a* a?
N\ 2
a A 8mG (pPRro pMO) k
> (2) = 24 BEG(Pro gy Pme) K 3.45
(a) 3 T 3 (a4 T a3 a? ( )

Definindo um potencial efetivo como sendo dado por

= Vesr(a) = — one (@ + m) + £ (3.46)

3 a* a3 a?

A equagdo (3.45) assume a seguinte forma
> (& = 2o v@ (3.47)
P = 3 eff a .

a\?2 , .. ) N .
Como ) ¢ positivo, podemos fazer uma analogia com a equagdo de movimento de

uma particula submetida a um potencial V,sf expressa por

N | =

mx? = E — Vgrr(x) (3.48)
Portanto, a condi¢do necessdria para o fator de escala ser positivo implica que

A
Veff(x) < ;

. Para V¢ critico igual a 2 teremos que

a? A A a
() =55 =2=
a 3 3 a

Portanto, derivando a equagdo (3.47) de Friedmann teremos

38



@) = §-vy@ =
> a% = [2— eff(a)] a? =

= 2qd= [2— Veff(a)]Zaa + [W} qa’=

> i= 2= Vy@]a-3 [%] a? (3.49)

Para k = 0, temos que o potencial efetivo V,¢¢(a) terd um predominio do periodo da

matéria sobre a radiagdo, portanto

> Vepp(a) = — 22 (2R o £io ) (3.50)

3 a* a3
Para k = 1, teremos que o potencial efetivo V,;,(a) terd um predominio do periodo

da constante cosmologica sobre a matéria, e a radiacao, portanto

_ 8nG (PRro PMo 1
S Vep(@) = = 55 (G + 22 + (3:31)
Para k = —1, teremos que o potencial efetivo V,rr(a) terd um predominio do

periodo da radiacdo sobre a constante cosmologica e da matéria, logo

2 Vepr(a) = — s (@ + m) + £ (3.52)

3 a* a3 a?
Isto nos leva a representar graficamente o potencial efetivo V,¢¢(a) em fungio do

fator de escala dado por
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' / Pl ENERGIA TOTAL

Figura 3.1 — Potencial efetive Vel (a) em funcio do fater de escala
para o Universo dominado pela radiacio sobre a constante
cosmoldgica e matéria

3.5 Parametro de desaceleracdo

Uma forma alternativa de descrever o estado de expansdo do Universo [11, 24],

consiste em utilizar o parametro de desaceleraciao definido por
d (1 ad =
q:a(;)—lz - - = —.Lz (353)

Portanto podemos determinar o fator de escala a(t) variando no tempo para alguns modelos
cosmologicos e aplicarmos os resultados, obtendo o valor do pardmetro de desaceleragdo q
que ¢ um indicador da taxa de expansao do Universo e que mede a taxa de variagdo da taxa de
expansao do Universo. Se q < 0, a expansao do Universo ¢ acelerada, porém se g > 0 indica

uma fase de desaceleragao.

3.6  Modelos cosmoldgicos
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Considerando o modelo cosmologico de Einstein-de-Sitter [11], teremos que A =0 ,
por =0 e k =0 o que caracteriza o Universo dominado pela matéria. Portanto através da

equacdo de Friedmann podemos encontrar o fator de escala para o periodo da matéria.

Partindo de (3.45), teremos

. 2

a\® AN 8rG pgo Pmo k
ﬁ(&)_g-l_ 3(a4+a3)_;:>

. 2

ay- 0  8rnG (0 Pumo 0
~ @) =T Er)-ae

o (B = & (o)

a 8nG
= = = % 1/a—3 =
a 8mG —=
a 3
8mG
fazendo a = ’% fica

a _3

> - =a a2z >
a

. da
sendoa = —

dt

integrando vamos obter
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2
= a(t) ~(t)3 (3.54)
que corresponde ao valor aproximado do fator de escala para o periodo da matéria, no qual ele

cresce com o passar do tempo indefinidamente como mostra a figura 3.2

204
1.5

SO

0,5

Figura 33: Evolugdo do fator de escala em fungdo do tempo para o
Universo dominado pela matéria

Como podemos observar, através de calculos efetuados, o pardmetro neste caso resulta
1 L , ~
em g = - 0 que indica um periodo de desaceleracdo constante com o passar do tempo

conforme indica a figura 3.3

0,7

0,6 -

g(t) 05

0,4

0,3

0,0 0,5 10 1,5 2,0

Figura 3.3 Parimetro de desaceleragio para a era dominada pela
atéria
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Para o Universo dominado pela radiacdo verificamos que sendo A = 0; popy =0 ¢

k = 0, portanto, partindo de (3.45) obteremos o fator de escala para o Universo da seguinte

forma

a\* 0 81G (pgo 0 0
= (a)—§+7(?+—) a -

a3 a?
a\2 8mG [ PRo
= () = (=)=
a 3 a*
a 8mG
= 2 = [ZZPR g2 o
a 3
871G
fazendo a = ’% fica
a -2
> - =a a =
a

. da
sendo a= —
dt

fada = [adt

Integrando vamos obter
1
= cal=at=

Salt) =(2at):

U

S a(t) ~(t)z (3.55)

que corresponde ao valor aproximado do fator de escala para o periodo da radiagdo, no qual

ele cresce com o passar do tempo indefinidamente como mostra a figura 3.4
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a(t) 1,0-

0,5 -

Figura 3.4: Evolugdo do fator de escala em fungio do tempo para o
Universo dominado pela radiagio

Como podemos observar, através de calculos efetuados, o parametro neste caso resulta
em g =1, o que indica um periodo de desaceleragdo constante com o passar do tempo

conforme mostra a figura 3.5

gty 1,0

02+

0,6

0o 0.5 1.0 1.5 20

Figuara 3.5 Parimetro de desaceleragdo para a era dominada pela
radiagio
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Para o Universo dominado pela constante cosmologica, que corresponde ao modelo de

de Sitter temos que A >0, porp =0 , poy = 0 e k = 0, onde partindo da equacao (3.45)

iremos obter

ORI S RE

a 3 \a* a3 a?
d2
- W=t
a 3
SN AN
a 3
1 da A
>- —= [z >
a dt 3
1 da A
>- == = >
a dt 3
1 A
= [=da= [ |z dt >

integrando vamos obter

:>lna=\/§t=>

A
=t
= a(t) =e\/3_ (3.56)
Portanto o fator de escala para a constante cosmoldgica obedece a uma expansio

exponencial conforme indica a figura 3.6
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Figura 3.6: Evolugdo do fator de escala em fungdo do tempo para o
Modelo de de Sitter

Como podemos observar, através de calculos efetuados, o parametro de desaceleracao
neste caso resulta em g = —1 , o que indica um periodo de acelera¢do constante com o passar

do tempo conforme a figura 3.7

Figura3.7: Parmetro de desaceleragio para o modelo
de de Bitter
0o 05 1,0 15 20

-06 o

-0,8

gty -10

-1,2

-1,4
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Capitulo 4

Cosmologia Inflacionaria

4.1 Introducao

A teoria do Big Bang ¢ uma previsao da teoria da gravitacdo [2, 5, 7] proposta por
Einstein que recebeu uma extraordinaria confirmagdo experimental em 1964 com a descoberta
da radiagdo® cosmica de fundo na faixa de microondas. Acredita-se que nesta, se encontram
registradas as informacdes que, interpretadas corretamente, vdo nos levar a um melhor
entendimento do fendmeno de formagdo das galdxias e dos aglomerados de galaxias. Seja na
forma de estrelas, galaxias, aglomerados de galdxias, podemos perceber a sua presenca. No
entanto essa ndo ¢ a Unica forma de energia que preenche o nosso Universo. Igualmente
presente, o campo de radiacdo se espalha por todo o céu seja devido aos objetos proximos no
sistema solar ou as estrelas mais distantes. A existéncia desse fundo de radiagdo que permeia
o Universo possui elevada isotropia e homogeneidade, e apontam para uma origem
cosmologica que remonta a um passado distante, quando o fator de escala era bem menor e a
densidade era muito maior. Em decorréncia disso, o livre caminho médio de prétons, elétrons
e da radiagdo deve ter sido bem menor do que ¢ hoje. Naquela época, gragas a abundante
interacdo entre matéria e radiacdo, todo o meio devia certamente se encontrar em um estado
muito proéximo do equilibrio termodindmico com os fotons. Portanto a temperatura do gas de
fotons devia ser exatamente a mesma da matéria. Com a expansdo violenta em que este meio
foi submetido, o gas de fotons resfriou, a densidade de energia diminuiu e possibilitou que os

protons e elétrons se recombinassem. Com isso, 0 gas de fotons desacoplou-se da matéria,

% Emissdo devida ao gas de fotons que participa da expansdo cosmoldgica. Este substrato de fotons ndo emana
das estrelas ou galaxias, mas foi criado no inicio do Universo.
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escoou livremente, e originou o fundo de fétons de baixa energia que permeia o Universo

local.

4.2 Radiacéo cosmica de fundo

Dados observacionais indicam que o espago ¢ ocupado pela radiagdo eletromagnética
distribuida homogénea e isotropicamente. Estudando a intensidade da radiacdo através do
espectro de radiacdo [2, 4, 14, 17, 18], percebe-se que a densidade de energia da radiagdo com
freqiiéncia em torno de ® e dw ¢ dada pela lei de Planck e obedece a seguinte equagao:

R w3

U,(C()) = 7202 oBhw _1 (41)

1

onde, p=——

- kpT
Na qual f ¢ um fator que se relaciona com a temperatura e com a constante de Boltzman.

Dada a freqiiéncia o, podemos calcular a densidade de energia que obedece a seguinte curva

cmy)

intensity (107 4 erg e ?s ar

| |
v 10 20
frequancy (cm 1)

Figura 4.1: O espectro da radiagio cosmica de fundo obtidos pelo
satéhte COBE
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Pontos tracados se ajustam a uma curva que obedece [2, 15, 19] a essa equacdo em que
a temperatura ¢ de T = 2,7 K para um fator p. Esta lei ¢ conhecida como radiagao de Planck, e
foi obtida em 1900, quando ele estudava a radiacdo do corpo negro. Portanto, a matéria
interage com a radiacdo, e sendo a matéria composta por atomos, ¢ os atomos formados de
particulas carregadas que s3o os protons e os elétrons e, sabendo que a onda eletromagnética é
um campo elétrico e magnético que oscila no tempo e no espacgo ¢ interage com a matéria,
pois a radia¢do eletromagnética afeta as particulas carregadas, que sendo postas a vibrar
emitem uma onda eletromagnética, entdo, no equilibrio a quantidade de energia absorvida
deve ser igual a quantidade de energia emitida e mantida a uma temperatura constante T.

Analisando a distribui¢do espectral dessa radiagdo cosmica, esses pontos se ajustam
exatamente a lei de Planck para essa temperatura. Entdo a radiacdo cosmica de fundo que ¢
observada em todas as dire¢cdes em antenas sensiveis a distribui¢do espectral, obedece a lei de
radiacdo de Planck e que corresponde a radiacdo térmica eletromagnética em equilibrio
térmico a uma temperatura de 2,7 K. Integrando em todas as freqii€ncias possiveis do, a

distribuicdo de densidade total de energia de radiagdo é dada por
p = fowu(a))da) (4.2)
Resolvendo esta expressao chegaremos a equacdo que representa a lei de Stefan-Boltzmann

para a radiagdo total [14] emitida e que ¢ dada por

_ m?KT*
Pr = 15¢3h3

(4.3)

Esta equacdo independe da forma da cavidade do corpo e da natureza quimica das
paredes. Para T = 2,7 K vamos obter a densidade de energia da radiacdo atual na ordem de
Pro = 4,6486 x 1073* g.cm™3 que tem uma freqiiéncia privilegiada. Nesta freqiiéncia a

maior parte da radiacao cosmica ¢ encontrada na faixa das microondas. Como comparagao, a
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10.000 K temos uma faixa de freqiiéncia da luz visivel emitida pelo Sol. A temperatura

ambiente, temos o infravermelho que ndo sdo visiveis.

4.3 Teoria de campo escalar em Cosmologia

Para incluirmos campos escalares [25] nas equagdes de Friedmann, devemos utilizar o

tensor energia-momento definido por

6L

H =
T 50,9

a0+ 8°,L (4.4)

que se conserva, pois utilizando as equacdes de movimento podemos verificar explicitamente
que este tensor energia-momentum possui essa caracteristica, ou seja

3, T", =0 4.5)

Se substituirmos a equagdo de um campo escalar real em (4.4), encontraremos o tensor

de energia-momentum para o campo escalar dado por
Ty = 0,90,¢ + g,n £ (4.6)

Onde a lagrangeana’ para um campo escalar ¢ ¢ dada por

L == 30,00" V(@) 4.7)
Aplicando (4.7) em (4.6) vamos encontrar
Ty = 0,00,¢ + gy |- 30,0 0% —V(®)| =
= Ty = 0,08,0 — Gy 30ub 8¥) — g,V (9) (4.8)

Fazendo p = 0 e v = 0 vamos obter

1
Too = 00%90P — Yoo anﬁb ao¢ — gooV (¢) =

7 Expressdo matematica que relaciona a energia cinética (T) e a energia potencial de um sistema fisico (V). No
caso de uma particula em movimento livre em potencial tem-se que L = T — V. No caso mais geral, uma vez
conhecida esta fun¢ao, ¢ possivel aplicar um procedimento matematico conhecido como principio variacional de
Hamilton que permite a obten¢do das equagdes de movimento.
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1
= Too = 0op0o¢p + and’ °p+V(p) =

1
= Too = (0p9)* + 5 [009 g°° 0o + 01 g'* 019 + 0,0 g** 0,0 + 03¢ g*° 03¢]
+V(p) =
= Too= ¢ — % P2+V(p) =

1 .
= Too = 3 >+ V() (4.9)
Mas sabendo que o tensor de energia-momento [10] possui componente Tyo = p,

logo comparando com a expressao (4.9) vamos obter a densidade de energia que ¢ dada por:
1 .
p=2¢*+V () (4.10)

Com indices dados por p =1 e v = 1, o tensor de energia-momentum para o campo

escalar ¢ dado por
Ty; = 019019 + g1 L =
= T11 = L =
STy = -0, —V(p) =

1
=Ty =— > (0o goo 0o + 0,9 911 01 + 0,9 922 0,0 + 03¢ 933 d3p) —V(p) =

1
=T =3 (009)* — V() (4.11)
Mas como o tensor de energia-momento possui a componente Ty; =p, logo

comparando com a expressao (4.10) vamos obter a pressdo dada por:

p= = $*-V(g) (4.12)
Voltando as equagdes (3.16) e (3.30) de Friedmann para efetuar as substituigdes da

densidade de energia p e da pressdo p que correspondem as expressoes (4.10) e (4.12)

obteremos as seguintes expressdes em fung¢do do campo escalar

(a)z _ 816 k
a) 3 p a?
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(9)2 22 42 +vid)| - 5 (4.13)

a

Para a segunda equacdo de Friedmann temos

L= 3|3 $2- v+ |5 42 + vie)]} = (4.14)
g = -2v(p)]} =
2= V@) (@.15)

Na equacdo da conservacdo de energia para a métrica de Friedmann-Robertson-
Walker com fluido perfeito, representada pela equagdo (3.25), substituindo os valores de

densidade e pressdo obtemos a seguinte equacao
> p=-32(p+p) =
= p+3%(p+'p):O =3
- 2t gt s v+ o2 8+ v+ | - v -
> ¢ +§—(‘;¢3+33 h2 = 0
dividindo a equagio por ¢ fica

=> ¢ +3- ¢+¢—0 (4.16)

a ) . ) )
Representando — como sendo a taxa relativa de crescimento do Universo, ou seja, taxa

de expansdo indicada como sendo o pardmetro de Hubble®, simbolizado por H, logo a

equacdo (4.16) fica

=>¢+3H¢+¢—0 4.17)

Vemos que o parametro de Hubble atua como um termo de atrito [15]. O campo tende

a diminuir o potencial, mas quando H ¢ muito grande o movimento vai sendo amortecido.

¥ Esta taxa de expansio foi introduzida por Hubble para reproduzir o fato observacional de que as galaxias
proximas se afastam com velocidades crescentes com as distdncias que nos separam delas (V = Hyd).
Acredita-se atualmente que o valor desta constante seja da ordem de (65 — 72 Ykm .s™1. Mpc™L.
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Portanto, um campo escalar com um potencial suficientemente pequeno vai diminuindo muito
lentamente, levando a uma energia cinética muito menor que a energia potencial V(¢).
Portanto o tensor de energia-momentum ¢ entao

Tpv = _V(¢)guv (4-18)
onde, ¢ = constante. Comparando com o tensor de energia-momento de vacuo dado pela
equagao (3.35), vemos que o potencial de campo escalar ¢ quem imita a energia do vacuo.

Como um exemplo simples, podemos citar o potencial quadratico [5, 7, 18], V(¢) =
%mz ¢?. Entdo (4.17) descreve um oscilador harmdnico amortecido e mais de um

amortecimento ird ocorrer se H > m.

Da equagdo (4.17) do movimento da particula podemos analisar a evolugao temporal
do campo escalar, pois de acordo com o principio cosmologico, o Universo ¢ homogéneo e
isotropico, portanto varia somente como func¢do do tempo, ou seja, ¢ = ¢(t). Logo a

equacdo de Fredmann (3.16) torna-se

B -2t i+ v e
Na equagio (4.19), se $p2 K V(¢) teremos que p = V() e p = —V(¢,), entdo podemos
obter um regime de aceleracdo positiva quando a pressdo for negativa, onde p = —p e
percebemos que de acordo com a equagdo da pressdo de um fluido perfeito (4.12) e da
densidade de energia (4.10) esta condicdo ¢ satisfeita desde que o termo cinético permaneca
subdominante, sendo desprezivel com relacdo ao termo potencial. Com esta condi¢do, o

potencial escalar torna-se maximo, e como a expansdo ¢ acelerada, o potencial deve variar

. ov .
lentamente nesse periodo. Logo teremos que V' = constante, ou il onde & ¢ um valor

muito pequeno. Essa aproximacdo [4, 5, 7] ¢ conhecida como aproximacdo de slow-roll
(rolamento lento), caracterizando uma expansdo acelerada. No regime slow-roll, ¢ =~

constante e ¢ ~ 0 de tal forma que a equagdo do movimento (4.16) pode ser escrita como
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v

a
356 +5, =0 (4.20)

E pela consideragdo de que V' = constante, a equagdo de Friedmann fica

(2')2 SNLUCLEN (4.21)

a 3

a 8mGVy
= - = _—
a 3
1 da 8mGVy
5 - == |/ =
a dt 3

>[=da=[ |%2 dt =

Integrando vamos obter

8TGV,
= Ilna = /__E_g t =

8mGV

= a(t) =eV 3 (4.22)

Portanto concluimos que independente da forma do potencial, a aproximagdo slow-roll [20]
sempre fornecerd uma solugdo exponencial de tal forma que p = — p = —V semelhante ao
que ocorre no modelo para o Universo dominado pela constante cosmologica, que

corresponde ao modelo de de Sitter apresentado no capitulo 3. Neste periodo o inflaton’
. . . . av .

evoluira do estado de falso vacuo para o estado de vacuo verdadeiro quando 3 130 for

pequeno, o que corresponde ao término do regime inflaciondrio em que o potencial chega ao

seu minimo e o termo cinético ndo ¢ mais desprezivel e, de acordo com a equacdo (4.17), o

inflaton sofre oscilagdes amortecidas e perde energia, a qual reaquece o Universo.

? Campo escalar responsavel pela inflagio e que ¢ submetido a um potencial V().
54



4.4  Modelo de campo escalar: potencial quadratico

Considere o modelo mais simples de um campo escalar ¢ com massa m e com a

densidade de energia potencial dada por
V(@) = ;m*¢? (4.23)
Logo substituindo na equacdo que governa a evolu¢ao temporal do campo escalar

vamos obter

; .oV
= ¢ +3H¢ +

— =0 =
o]
" . A[Em?¢?)
> ¢ +3H¢p +—2——=0>
a¢p
= ¢+ 3Heop +m?p =0 (4.24)

Onde o termo 3 H ¢ pode ser interpretado como um termo de atrito. A equagio de Friedmann

para um Universo homogéneo contendo o campo escalar ¢ aparece como segue

a\2 8mG
5 =Z2v = (4.25)
_ <a)2_8nG 1 2

2 ~ 3 zm¢
N g’= ’4nGm2¢)2 N

a 3

a 4TtG

= 7= Tm(;b (426)

Se o campo escalar ¢ inicialmente era grande, o parametro de Hubble H era grande
demais, de acordo com a equagio (4.26). Isso significa que o termo de atrito 3 H ¢ era muito
grande e portanto o campo escalar estava se movendo muito lentamente, como uma bola em
um liquido viscoso [8]. Portanto nesta fase, a densidade de energia do campo escalar, ao

contrario da densidade de matéria ordinaria, permanece praticamente constante, € a expansao
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do Universo continuou com uma velocidade muito maior do que a velha teoria cosmolégica.
Devido ao rapido crescimento da escala do Universo e um movimento lento do campo ¢, logo
apods o inicio deste regime temos que ¢ << 3H¢ logo na equagao (4.24) vamos ter

3H¢ +m?¢p =0 (4.27)

Substituindo (4.26) em (4.27) vamos obter

4G .
3 Tm¢¢+m2¢ =0 =

> Vi2nG = -m =
. m
d):_ZW:)
¢ m
= ¢Od¢)=—zmjdt:~

> b= ¢ —5=t (4.28)

Construindo o grafico de ¢p(t) vamos ter o seguinte comportamento

1,04
02 -
06 -
ol

0,4 -

0.2 -

-0,2

-0,4

-0,6

Figura 4.2: Evolugdo do campo escalar phi em fungdo do tempo t
para o potencial quadrdtico
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Agora substituindo a equacao (4.28) na equacdo (4.26) podemos determinar a(t) para este

campo escalar ¢. Portanto fica

G mz 2
<2m T(ﬁot— Tt )

a=aqye (4.29)

Construindo o grafico através do Maple [26], vamos obter o seguinte comportamento

do fator de escala do Universo em fungao do tempo

20
15 4
161
1a-
121

alt) ]
10

0o 0.5 1.0 1.5 20 25

Figura 4.3 Evolugio do fator de escala em fungiio do tempo para o
potencial guadratico
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Ap6s determinarmos o fator de escala a(t) variando no tempo como mostra a equacao
(4.29), podemos aplicar os resultados obtidos no pardmetro de desaceleracio q. Logo
realizando as respectivas derivagdes no fator de escala e substituindo em (3.53) que representa
o parametro de desaceleracdo, vamos obter para a densidade de energia potencial dada por

(4.26) o seguinte valor

L 3+ 61G o, —4my3 Jn G o1+ 20" P (4.30)
? (V3T VG oy +mi)

Construindo o grafico [26] vamos obter o seguinte comportamento para o pardmetro de

desaceleragdo

qt)

0.5 1.0 15 2.0 25

Figura 4.4 Parmetro de desaceleragdo pata o potencial quadrdtico

O que indica uma fase de expansdo acelerada para este tipo de potencial.
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4.5 Modelo de campo escalar: potencial tipo cosseno

Aqui seguimos um dos modelos sugeridos hd algum tempo atras [27] onde vamos

verificar o comportamento da evolucao do fator de escala a(t) e do campo escalar ¢(t) para

um potencial dado por:

V(¢) = Ccos? B¢ (4.31)
Onde S e C sdo constantes. Portanto no regime slow roll a equagdao que governa a evolugao

temporal do campo escalar vai ser

. av
= 3H¢ +

%:0 =
2
~3Hd +ca(%¢ﬁ¢)=o

=3H¢ —2CB sinB¢ cosfp =0 =

=3H¢ —CBsin2B¢p =0 (4.32)
Substituindo (4.31) na equagdo de Friedmann (4.25) vamos obter
.2

() =T rcteos? )] =

a

= 2= [ cospol (4.33)

Substituindo (4.33) em (4.32) onde% = H, vamos obter

8nGC .
3 3 |cosBp|p —CBsin2Bp =0 =
R dp CB sin2B¢
dt
3 87r§;C |cosB |
Fazendo F = — ﬂ, vamos ficar com
cB 3
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F |cos Bo|

de):dt =

F |cos Bo|
=z 2sinf¢p cosf

dp =dt =

Consideramos o intervalo f¢ tal que |cos B¢p| = cos ¢ o queimplicaemt < t,

portanto integrando fica

:jsircf(,ggb:%jdt =

=

%ln(csc Bp — cot Bop) = 7

2B(t—to)
= cscfp— cotfp=e F =

1 cos B¢ 2B (t—to)
= — - = =e F
sinf¢p  sinf¢p

2 sin? % 2B(t—tp)
> ———% =¢ F =
sin f¢
2 sin? % 2[3(1;:—1:0)
= =e =
i Bl PP
2 sin )
2B(t—tg)
= tan% = e%

2 Zﬁ(f—to)
= ¢ =Earctan e F

Construindo o grafico de ¢ vamos obter o seguinte comportamento:

20t~ to) _

(4.34)
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foh(t)

0,5+

0 T T T 1
i} 5 10 15 20

Figurad.5: Evolugio do campo escalar phi em fungio do t.empo
patra o potencial tipo cosgeno (to =10).

Substituindo (4.34) em (4.33) vamos determinar a(t) para (4.31). Da equagao (4.33) vamos ter

a 8nG C
= S [EC |cospg)
871G C

2B(t-tg)
. cosﬁ{ arctan[ F m

da 8mG C
= — =
a \’

Integrando (4.35) em fun¢do do tempo, vamos obter a seguinte equacdo para o fator de escala

2B(t-to)
osﬁ{ arctan[ F ]}|dt (4.35)

a(t) dado por
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€
( [ 2810 sz
2 1 e F 4 F cCG
-= F
( 2Buw 2_[“] /= 2800 2B¢)?
Bl-e F +e F \ [e F +eT]
) Ll )l )
e FF'oye F J6 \-Inle Foye F +1n(eF

(4.36)
Construindo o grafico para a(t), onde C := 1;G := 1; F == 1; B := 1; 10 := 10; vamos obter a
seguinte curva que mostra o comportamento do fator de escala para um potencial do tipo
cosseno dado por

351071

3101

2,5 % 101

2x10-1
at)

151071

10 x 1015

5%10° 1

20 2.5 2.0 8.5 10,0

Figura 4.6: Evolugdo do fator de escala para o potercial tipo
cosseno (to=10) parat<to.

Para o potencial dado por (4.31) vamos obter o parametro de desaceleragdo de acordo com a

equacdo (3.53) que nos fornece um resultado igual a
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q:=—% [\/;\/?eét_3e4t+2t0\/FE

+ 6e4z+210

+ 6621+4t0

2,)2 _\/;\/Feém \/F

((_e6t0+362t+4t0_3e4t+2t0+e6t) \/;)

(4.37)

Construindo o grafico de g vamos obter o seguinte comportamento para o parametro de
desaceleragao

1,0

q(t) D,j_-

-0,5 1

-1.0

Figura 4.7: Pardmetro de desaceleragio - potenecial tipo cosseno
(to=107parat<to

Que indica um periodo de aceleracdo do Universo para t < t.
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Conclusao

A Cosmologia Inflacionaria estd respaldada em base desenvolvida por Einstein através
da Teoria Geral da Relatividade na qual relaciona o conceito de matéria e energia com a
curvatura do espaco-tempo. Assim relacionando-se o tensor de Einstein com o contetdo de
energia e matéria podemos mostrar que utilizando a métrica de Friedmann-Robertson-Walker
vamos obter as equacdes de Friedmann e através delas analisar o periodo inflacionério do
Universo na qual houve uma expansdo exponencial do fator de escala semelhante ao estagio
inflacionario do tipo de Sitter. Através da aplicagdo da teoria de campo escalar em
Cosmologia verificamos que a componente que domina a evolucdo do Universo neste
periodo, o inflaton pode ser representado pelo potencial de um campo escalar. Neste trabalho
utilizamos o potencial quadratico e o potencial tipo cosseno para analisar a expansao
acelerada do Universo através da aproximagdo slow-roll e assim verificamos que o
comportamento da evoluc¢do do fator de escala a(t) e do campo escalar ¢(t) para estes dois
tipos de energia potencial satisfazem ao modelo tedrico de de Sitter apresentado. Através da
definicdo do pardmetro de desaceleragdo q(t), foi verificado que de fato este periodo
inflacionario ocorre, de forma que o Universo se expande aceleradamente. De acordo com as
observagdes das flutuagdes no fundo de radiagdo codsmica associadas as justificativas da
analise do parametro de desaceleragdo, podemos observar que esta era inflacionéria de fato

ocorre.
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Apéndice A

Tensor de Curvatura

O transporte paralelo [5, 24, 28] de um vetor em torno de um circuito fechado em um
espaco curvo levara a uma transformacao do vetor. Considere dois campos vetoriais U e W tais
que [7,w] = 0. Com as curvas integrais de ¥ e W construimos um “paralelogramo
infinitesimal” conforme indica a figura Fig. (A.1)

wr

B __—
-

— .,
3 a
Ao A
W w
N \
S ;
Ao "
w
AR 2
; %

Figura A.1 — Transporte paralelo de um vetor ao longo de
um paralelogramo infinitesimal

Para transportarmos um terceiro vetor € ao longo deste paralelogramo devemos efetuar
o transporte de gp até o ponto A ao longo do lado 1. Logo o vetor transportado paralelamente

ao longo de uma curva obedece a equacao

G dx? =0 =
ar Y e (gr ) =
deH v Lo [AXF
== Tt (W =
= dét = —T,p¢% vFdl =
=8 — & = —Thpstvfda=
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= &) = &) — e vhda (A.1)
onde I'* aps @ ¢ calculado no ponto p.
Agora efetuando o segundo transporte de £, do ponto A até o ponto C ao longo do lado 2 na
curva vamos obter

=&l =& — Th (A &% @l do (A.2)
Onde

Th(xa) = Thp(x, + 7dA)

Note que: xj = xp + v* dA portanto teremos que

,u
vY dA

oIy,
3(xA) =T 3(xp) +

;L

Onde

£ ¢ calculado no ponto p.

Logo ao longo do caminho 1—2 vamos ter

B
P v"d/l) do =

ar"
=&t = (& - ThpeevPdr) - < e (p) + === V7 dﬂ) (8 — Iypd" v”dl)<wg t 5er

*o_
=>€C =

B
(& — ThpevPda) — (Mepe®wPdo) — THeE™ 22 v*dido +

M8 T8 e ypeBdide — O pvea wBdl d A3
apnpfvw a—axyvfa) o (A.3)

Agora vamos efetuar o transporte de &p de P ate B pelo lado 3. Com isso vamos obter

=& = & — I wfdw (A.4)
Transportando o vetor {5 de B ate C ao longo do lado 4 vamos ter

=& = & — The v vhda (A.5)
Mas sabemos que

o K I
Xp = Xp + wp do, logo vem que
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TopXp = Top(xp + @ do) =
ThpXp = Topxp + g 0¥ do (A.6)
Sabendo que

vB(xp) = vB (xp + wp do) =

w" do (A.7)
Logo ao longo do caminho 3—4 vamos ter

b= (& - ThsE" wPdo)

M argﬁ a a B
—\T 7 (¢F — I'y,é" wPdo) | vh

B

ovp B
+6x" wfdo |dA =

*o_
=>€C =

B
(& — Thpe® wPdo) — (Thge™vPdA) — THGE™ T2 wido dh +

n

T T2 0 P uBdgdl — a8 Ve uBdy d A8
apnpfa)va axwava (A.8)

Vamos comparar § ¢ com ¢ ¢ fazendo a varia¢do. Portanto vamos ter:
1,2 3,4

§h=¢"%c -t = (A.9)
(1,2) (34)

SEH = ll“f;ﬁ'y E2vF w¥ — Ths E%wP v¥ + Thp Ip&MvP wf — Ty T5,8MwP vF

+ [ ea 0VF e faawﬁ v |ldrdo =
aB>  gxx ap> gy

Sendo o colchete de Lie igual a zero e que ¢ dado por:

avP
(Pt pee 220wk — Thpee 220 o) = 0 (A.10)
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Portanto vamos focam com a seguinte equacao
6§t = [Ihp, EWF ¥ — T 5 %Y vF + T, T7,6%0F w¥ — Ity T3, E%Y vF]dA do
=
_ u u n u n
= 8¢t = [Thp, — Toyp + Ty Tog— g T4, ]6%vF 0¥ dido =

. sEH U 2 n U
hmﬁﬁigm = [Tagy, — Tayp + Thy Tag = Typ Ty [§0F o7 (A.11)

Onde a quantidade finita avaliada no ponto P representa o Tensor de Riemann dado por:

RM

_ T I n T
hp =The, —Th g+ T Top—Tho T0, (A.12)

apy
Pode-se demonstrar que a nulidade de todas as componentes do tensor de Riemann
implica que a forma métrica fundamental descreve uma variedade plana, fisicamente

significando a ndo presenca de um campo gravitacional. Sendo um tensor de Riemann [5] do

tipo (1, 3), para n =4 o nimero de componentes corresponde a 256.
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Apéndice B

Parametro de densidade

A densidade critica p, ¢ definida como a densidade necesséria para que a constante de
curvatura se torne nula, ou seja, o valor que determina quanto vale o termo de curvatura k
corespondendo a um Universo com geometria plana. Se o conteudo total do Universo ¢
precisamente este valor (ao que indicam os dados observacionais atuais), entdo podemos
conferir que a curvatura € precisamente zero, ¢ a geometria espacial ¢ Euclidiana. Sendo a
equacdo de Friedmann dada por (3.16) podemos escrever para a densidade critica [19, 20] o

seguinte valor

__ 3H?
Pe 871G

(B.1)
Onde p, = 1,96 x 1072° h2 gcm™3 ¢é a densidade critica e h = % kms~*Mpc~1. A partir
do valor da densidade critica medido experimentalmente, inferimos se o Universo ¢ fechado,

aberto ou plano. A densidade critica ¢ usada para a parametrizacdo das medidas de densidade

dos constituintes do Universo. Define-se o parametro de densidade de energia Q por

Q= Z— (B.2)

Onde 1 expressa a densidade correspondente a cada constituinte do Universo que esta sendo
considerado, ou seja, podemos ter o pardmetro de densidade da matéria Q,,, da radiagdo Qp,
da constante cosmologica Q. Logo teremos

Q=Qu+ Qr+ Q) =

Q=244 PR PA (B.3)
Pc Pc Pc

Como a definicdo do pardmetro de densidade expressa uma comparacdo entre uma dada

densidade de algum constituinte com a densidade critica. Da equag¢do (3.16) vamos ter
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a\’ 8nG k
N (_) AP AN

a 3 a?
8nG k 1
2 - —_
= (H)=—3 - (H2>
8nG p k
= S ——
3 H?2 a’H?
k
s1=2__* 4
pc a*H?
k
k —
= = Q-1 (B.4)

Portanto se p > p. teremos que Q > 1logox > 0 o que indica que o Universo é fechado
(geometria esférica). Se p < p. teremos que Q2 < 1logok < 0 o que indica um Universo
aberto (geometria hiperbdlica). Para p = p.teremos Q =1 portantox =0, logo a
geometria do Universo € plana.

O parametro de densidade [7, 14] da radiagdo atual pode ser calculado hoje usando a

constante de Hubble o qual ¢ muito pequeno comparado com as outras fontes e ¢ dado por

Qor =& ~ 107* (B.5)

Poc
Da equacao (3.33) que representa a densidade de radiacdo em funcao do fator de escala

sabemos que

1

pp ~ ~ (B.6)

a%
Logo podemos concluir que de (4.3) e (A.18), a temperatura da radiagdo cai como inverso do

fator de escala, ou seja

Ty ~ 1 (B.7)

a

Assim quando a — zero verificamos que T — o, 0 que nos leva a uma temperatura de

radiagdo altissima. Portanto o Universo deveria ser muito diferente do que ¢ hoje. A energia
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térmica era muito alta indicando uma agitagcdo térmica elevada o que impedia as particulas de
formar estruturas, ndo existindo assim nem atomos nem moléculas devido as intensas colisoes
entre particulas, o que indica que o Universo primitivo (primordial) seria formado de gas
ultra-relativistico constituido de particulas elementares (quarks, elétrons, neutrinos, fotons...).

Quando o Universo se expande, a temperatura vai diminuindo fazendo surgir dois
efeitos diretos devido ao resfriamento. O primeiro, é que algumas particulas deixam de existir
devido a sua instabilidade proporcionada pela alta temperatura e conseqiientemente periodo
de vida curto.

Nas colisdes as particulas sdo formadas. Para que isso ocorra a energia de colisdo deve
ser igual, no minimo, a energia de repouso da particula para que ela seja formada na colisao,
porém, com o resfriamento ela entra em extingao, ou seja, as particulas existem para T > T,.

O outro fendomeno que se destaca ¢ a formacao de novas estruturas devido a
diminui¢do da temperatura. O acoplamento forma, neste periodo, particulas mais complexas.
Sendo assim, trés quarks podem se juntar para formar um proéton, porém isso so vai acontecer
quando a energia de ligacdo for maior que a energia térmica. Para formar um atomo de
hidrogénio, por exemplo, que ¢ o mais simples, temos que um prdoton deve capturar um
elétron. A energia de ligacao do elétron com o proton ¢ da ordem de 13 eV, portanto para ter-
se formado, a temperatura deve estar aproximadamente na faixa dos 4000 K. Com essa
temperatura podemos calcular o fator de escala, e com ele encontra-se o red shift que ¢ da
ordem de z ~ 1200.

Neste instante acontece o desacoplamento entre a matéria e a radiacdo a temperatura
de 4000 K. A radiacdo eletromagnética interage fortemente com as particulas carregadas e o
campo elétrico e magnético, que oscilando encontra particulas carregadas as agitam havendo
assim uma forte interacdo entre a radiacdo e a matéria carregada. Entdo antes do acoplamento

para formar uma estrutura neutra temos cargas positivas e negativas soltas em forma de
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plasma semelhante a um gas a aproximadamente 4000 K. Quando os elétrons se juntam com
0s protons, os fotons podem caminhar por longos percursos sem se espalharem, pois a matéria
fica praticamente neutra neste periodo, entdo ocorre o desacoplamento da matéria com a
radiagdo. Logo, fotons caminham livremente até que o Universo torna-se transparente a
T< 4000 K, e assim, os fotos podem se propagar. Esse periodo ¢ chamado de periodo da
recombinacdo, pois o foton deixa de ser espalhado pela matéria a esse red shift. Entdo a
radiacdo cosmica de fundo que nds detectamos atualmente ¢ constituida desses fotons que
podem se propagar através do Universo e que por terem sido desacoplados da matéria no
periodo da recombinacao chegam aos nossos detectores atualmente e sao considerados como
reliquias do Big Bang, pois nos mostram o passado remoto do Universo.

Sabendo o valor de a atual podemos determinar a distancia em que esses fotons se
encontravam. Portanto podemos detectar o raio da superficie do ultimo espalhamento.

Para esses fotons que chegaram até nos hoje, tendo-se o tempo de emissdo, podemos
determinar em que ponto foi emitido. Essa radiagdo isotropica forma uma superficie
conhecida como superficie do ultimo espalhamento. Ponto onde os fétons podem caminhar
livremente e atingir os nossos detectores hoje. Como nos sabemos, de observagdes
experimentais, o Universo ¢ homogéneo e isotropico e sua temperatura de radiagdo sempre ¢
de 2,7 K em qualquer dire¢do. Isto cria um mistério conhecido como problema do horizonte.
Existe uma pequena diferenga da ordem de 107°. Devido a estas pequenas flutuagdes [14],
surgiram os aglomerados. Se ndo tivesse flutuacdo o Universo seria monotono, isotropico e

homogéneo, portanto o desafio para o modelo ¢ conhecido como problema do horizonte.
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Apéndice C

Horizonte de particulas

) . ) r 410
Considere a métrica de Fridmann-Robertson-Walker em coordenadas co-movel - dada

por
ds? =-dt? + a?(t) [ + 2 dQ? ] (C.1)
Ou em termos dessa variavel
ds? =-dt? +a?(t) [dx? + S,.(x) dQ*] (C.2)

Onde y ¢ a cordenada comovel [21]. Para voltar a forma (C.1) basta substituir r = S,.(y) de
forma que
Sk(x) = sen(y), sek= +1;
St = x, sek=0
Si(x) = senh(y), se k= —1
Para um sinal luminoso radial onde 6 = cte, ¢ = cte e ds = 0 a métrica fica dada por
0= —dt’+a?(t)dy?* =

= dt= a(t)dy =

to dt _ Xo
= fte%_ fxe d)( =

to dt
= Ay = Yo — Xe = ft:% (C.3)

O horizonte de particulas associada ao ponto p delimita a regido que contém os eventos que
poderiam ter influenciado esse evento, logo a distancia do horizonte [21] de evento de

particulas sera

dn(t,) = alty) Ay, (C.4)

' Sistema de coordenadas que acompanha a expansio do Universo, de tal forma que um observador estacionario
que participa da expansdo terd a mesma coordenada em todos os instantes.
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Onde Axp ¢ a distancia comovel percorrida pela luz entre os instantes t,, € t, = 0 logo

dh(tp) = a(tp) fotp%

Mas:a =a(t) = da=ad(t) = dt=%a§ = dt = %%,entﬁo

dn(tp) = a(ty) fy" 55 (C5)

Da equagdo de Friedman temos que

N

a\
H =ty [£00(2)") (o)
Onde Q;, representa o parametro de densidade.
Considere um Universo dominado pela radiacdo onde k = 0, pois a radiagdo vai
dominar sobre o tipo de curvatura, € seja t, = t* o tempo de recombinagdo, ou seja, aquele
onde a radiagdo se desacopla da matéria e surge a radiacao cosmica de fundo. Vamos obter a

distancia do horizonte d;, de um evento no instante da recombinagdo

du(@) = a* [ 22 (C.7)
= dy(a*) = a* fa*d—az =
()

= d,(a*) = Hy' (Z—O)2 (C.8)
Usando o fator de red shift'’ de tal forma que

14+z= %:> aio = (1+2)1,
Logo, substituindo vamos ter

= dp(a®) = Hy' (1+ z*)? (C.9

Dado um evento qualquer no tempo da recombinagdo de desacoplamento podemos

calcular o tamanho da regido das particulas que contém aquele evento. Por outro lado,

! Deslocamento das linhas espectrais observadas nos objetos distantes, como galaxias e quasares. Segundo a
Relatividade Geral o red shifi cosmologico € uma decorréncia da taxa de expansao do espago-tempo.
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estamos analisando um ponto em t* no desacoplamento da matéria [5] conforme mostra a
Figura C.1

.\\;]10

Figura C.1: Passado de um cone de luz em um

Tuverso etn expansio a partir de uma
singulanidade do Big Bang

Onde Ax,  representa a distdncia co-movel percorrida pelo foton entre os instantes t*

e ty, entdo vamos ter:

£ 2 (C.10)
__ (9 da
=4 Axpo = fa* H_az (Cll)
Entre t* e t, vamos admitir que a matéria seja dominante, logo teremos
3
a,
H= H, (;0)2 (C.12)
E conseqiientemente Ax, fica
-1
> Ay, = 25 [0 5 (C.13)
0.z az
0
-1 1 1
= Axp, = % lag — a*El =
61.0E
1 1
2Hgy a*\z
= Axp, = =8 [1 - (a—o)zl (C.14)
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Calcular a distancia fisica no tempo da recombinacdo implica em determinar o raio ¢ da

superficie do ultimo espalhamento, entao

= a" Axp, = (C.15)
> = 287" (5) l1 - (Z—O)%] > (C.16)
= (= 2H'[1+ 2] [1 - +z*)‘§] (C.17)

Para z* = 1200 = [ (1+1200 )_%] - 0, logo podemos desprezar este termo, portanto o
raio da superficie do ultimo espalhamento sera

= (= 2H;'[1+ z*]™! (C.18)
Comparando as distancias ¢ e dj obteremos

14 2Hy [14 z*] 71

an T H ez (€.19)
L =21+ 7] > (C.20)
dp
L2275 L ~21200 > L ~2400 > ¢ ~ 2400 d, (C.21)
dp dp dn

Com ¢ > dj, como explicar que os fotons oriundos de varias diregdes possuem a mesma
temperatura que a das outras dire¢cdes sem haver interagdo mutua, ou seja, como o Universo
pode ser tdo homogéneo e isotropico se ele surgiu de regides causalmente desconectadas? A
inflacao do Universo serd a resposta.

Sabemos que a radiacdo por ser isotropica em alto grau, se constitui em um desafio
para o modelo cosmoldgico, porque os fotons hoje observados vieram de um periodo de
recombinagdo e, entre esse instante, percorre-se uma longa distdncia. Sendo o tamanho do
horizonte muito menor que o raio da superficie do ultimo espalhamento, ndo se tem conexao

causal.
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Apéndice D

Distancia do diametro angular (d,)

Considere § o angulo visto por um observador O de uma dada fonte que possui
didmetro proprio D, localizada em y, e cuja radiagdo, analisada hoje [23], foi emitida no

instante t,. Considerando a geometria da figura 4.3, e que § < 1 temos que

—o—f
]
r=0
Figura D 1: Geometria da distincia do difimetro
angular
d, = % (D.1)

Na métrica de Fridmann-Robertson-Walker, a distdncia [24] do didmetro angular d, ¢ dada
por

dy=a,r, (D.2)
Onde para a superficie do ultimo espalhamento y, ¢ a distancia comdvel do emissor até o
agente, logo a distancia do diametro angular coincide com a distancia da superficie do tltimo
espalhamento no periodo de recombinac¢ao, entdo:

dA = a* Xe = (D3)
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« to dt
dA = a ftf% = (D4)

Entdo podemos determinar o dngulo submetido por uma regido do tamanho do horizonte com

diametro proprio [13, 22] igual ao tamanho do horizonte dj,,;, na superficie do ultimo

espalhamento.
5= % = § ~ (z)1 (D.5)
Logo calculando teremos
2 droriz _ (z)™1t = £ 2z"
4 dhoriz
Fazendo z¥ ~102 - 8§ ~103rad - § ~0,06°

A regido causalmente subtendida esta conectada por um angulo de 0,06°, entdo o tamanho do
horizonte tem que ser maior do que a distancia do didmetro angular, ou seja

dnoriz(a@*) > (@) (D.6)

Esta condi¢@o pode ser satisfeita se admitirmos que o Universo primordial passou por

uma fase de rdpida expansdo conhecida como fase inflacionaria. Logo para uma expansao
exponencial, no periodo inflacionario podemos ter a evolucao do fator de escala em fun¢do do
tempo dada por

a(t) = a(f) eHi1(t-0) (D.7)
Onde £ representa o inicio da fase inflacionaria ou

a(t) = a; e~ Hi(ti=t) (D.8)
Onde t; indica o fim da fase inflaciondria e H = S = H; corresponde ao parametro de

Hubble que ¢ constante durante a fase inflacionaria.

Logo o tamanho do horizonte no periodo de recombinagdo serd dado por

« (tTodt
AHoriz = fo E = (D.9)
s t dt t; dt t* dt
dHOTiZ =a [fo a(t) + ff a(t) + ftl a(t)] (DIO)
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Como o tamanho do horizonte ¢ pequeno vamos ignorar as partes extremas da integral, e

sendo assim a distancia do horizonte fica

. tpdt
AHoriz = @ fflﬁ = (D.11)
o ptrdt  _poope
doriz = a* [;'o 7M7) = (D.12)
AHoriz = ailHI [—(1 — e Hi(t- tl)] = (D.13)
Ayoriz = ale, [eHI(AtI)] (D.14)
onde At;=t;— ¢
Sabendo que
(=2H1 L (D.15)
QAo

comparando (4.45) com (4.46) teremos:

dhoriz(a™) > l(a") = (D.16)
o (@ pH(At) 5 24 (D.17)
aIHI Hoao
= eHi(at) 5 4fli (D.18)
Hopag

Com essa analise, verificarmos que a origem do periodo inflacionério pode ser justificada por
uma expansao exponencial.

Segundo [5], uma expansdo verdadeiramente exponencial ndo é necessaria, pois para
qualquer expansao acelerada, a curvatura do espago ira diminuir em relacdo a densidade de
energia, ¢ a distancia do horizonte vai crescer rapidamente. Para comegarmos uma fase
inflacionaria, postula-se a existéncia de um campo escalar responsavel pela inflagdo e que ¢

submetido a um potencial V (¢), o inflaton ¢.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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