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Resumo da Dissertacao apresentada ao LNCC/MCT como parte dos requisitos

necessarios para a obtenc¢ao do grau de Mestre em Ciéncias (Mestre)

PROBLEMA DE CONTATO PARA SISTEMAS
TERMOELASTICOS

Milagros Noemi Quintana Castillo

Novembro , 2010

Orientador: Jaime E. Munoz Rivera, D.Sc

Neste trabalho estuda-se o Problema de Contato num Sistema Termoelastico
Unidimensional, como objeto de estudo é usado uma barra metalica que estd
no interior de uma viga. Primeiro, modela-se o sistema fisicamente e depois
demonstra-se que o sistema porssui solucao atraves do Método Penalizado. Depois
é feita a discretizagdo numérica para fazer as simulagoes gréficas com os dados
de quatro materiais pesquisados. Os resultados obtidos nos testes dos diferentes
materiais foram satisfatorios ja que foi mostrado que o comportamento de um
sistema acoplado é valido para materiais com coeficiente diferentes e depende da

relacao entre a energia e diferenga de temperatura.
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Abstract of Dissertation presented to LNCC/MCT as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Sciences (Mestre)

CONTACT PROBLEM FOR THERMOELASTIC SYSTEM

Milagros Noemi Quintana Castillo

November, 2010

Advisor: Jaime E. Munoz Rivera, D.Sc

The following work studies the problem of contact in a one-dimensional
thermoelastic bending system, as the object of study we use the metal bar that is
within the beam. First is modeled after the system physically and shows that the
system has solution through the Penalized Method. After the discretization is done
in order to make numerical simulations with graphical data from four materials
researched. The results of tests on different metals were satisfactory since it was

demonstrated the behavior of each bar for the energy temperature.
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Capitulo 1

Introducao

De acordo com Ericksen (1991) sistemas termodinamicos sdo processos
dependentes do tempo, as varidaveis necessarias para descrever a situacao com
solidos requer algumas medidas de tensao e temperatura.

Uma aplicagao frequénte é no campo da engenharia. Mazorche (2006) diz que
o problema de contato é um assunto muito relevante em Mecanica dos Sélidos, em
particular na mecanica de multiplos corpos onde a transmissao de forgas acontece
através do contato entre eles. Como exemplo,os problemas de contato sao muito
presentes onde se observa barras metalicas chocando-se com um obstaculo. Com a
mudanga de temperatura ao longo do dia - pela manha o Sol batendo direto numa
construcao a temperatura desta se eleva, enquanto que a noite a temperatura
vai diminuindo, grande mudanca térmica que ocorre em menos de vinte e quatro
horas - estes materiais vao se dilatando e contraindo de forma diferente. A barra
metalica possui um coeficiente de dilatacao diferente do concreto.

A expansao e a contracao sao devidas aos efeitos térmicos do corpo, ou
seja, segundo Gao e Rivera (2002) sdo como se fosse uma pequena deformagao
longitudinal ao longo do eixo de uma haste unidimensional.  Problemas
termoelasticos de contato surgem naturalmente em muitas situagdes (Ver Day
(1986) e Carlson (1972)) e se dividem em trés partes: estdstica, dindmica e
quase-estatica. Os casos quase-estatico e estatico com vérias condigoes tém sido

amplamente estudados por Andrews K. T. e Wright (1993), Carlson (1972), Copetti



e Elliot (1993), Day (1986), Gilbert R. P. e Shillor (1994), Shi P. e L. (1991), Shi e
Shillor (1990), Shi e Shillor (1993) tanto no aspecto numérico como no teérico. O
problema dinamico é completamente diferente do caso quase-estatico. O sistema
quase-estatico pode ser visto como sendo um problema do tipo parabdlico-eliptico,
enquanto o processo dinamico é do tipo hiperbélico-parabdlico. Este ltimo é mais
complicado e temos apenas alguns resultados sobre a existéncia e unicidade das
solugoes.

Um caso particular desse tipo de problema de contato unilateral que vai
ser tratado aqui é o Problema de Signorini onde, estuda-se um modelo que
representa o contato entre um corpo elastico, inserido num meio térmico, e um
obstaculo fixo rigido. Matematicamente o Problema de Signorini é caracterizado
por existir dois conjuntos de condigoes de contorno: uma que sao as igualdades
e as outras desigualdades. Até os dias de hoje mostrou-se que o problema de
Signorini dinamico possui solucao, mas ainda nao foi provado que ela é unica,
diferente do estatico-onde mostro-se a existéncia e unicidade. O presente trabalho
desenvolvido busca medir as deformacoes longitudinais devido a dilatacao ocorrida
como consequéncia da diferenga de temperatura entre o meio ambiente e a barra
metalica chocando-se com um obstaculo rigido ao passar do tempo.

O estudo desta dissertacao comega com a explicacao fisica do sistema
acoplado. A primeira equacao é baseada no momento linear e as tensoes exercidas
na barra e a segunda equacgao esta baseada na conservacao de energia, considerando
o trabalho (ao deslocar-se) e o calor.

A resolucao matematica foi desenvolvida fazendo a solugao fraca do
problema(formulagao fraca). Evans (1998) explica que as solugbes fracas sao
importantes porque muitas equagoes diferenciais encontradas na modelagem
de fenomenos do mundo real nao admitem solugoes suficientemente regulares
matematicamente e, entao, a tnica forma de resolver tais equagoes é através da
formulacao fraca. Mesmo em situacoes em que uma equacao nao tem solugoes

diferenciaveis, muitas vezes é conveniente primeiro provar a existéncia de solugoes



fracas e depois mostrar que essas solucoes sao de fato bastante aceitaveis. Segundo
Rivera e Oliveira (1997), ji4 que o problema ocorre para uma dimensdo, o
deslocamento e a diferenca térmica sao fungoes escalares. Por este motivo, é
possivel mostrar que a taxa de decaimento é uniforme, como foi provado em Kim
(1992) e Rivera (1992).

Por outro lado, para gerar as simulacoes graficas, foi utilizado o método
de Diferencas Finitas com relagdo ao tempo. Levy e Lessman (1992) explicam
que as Diferencas Finitas é um método de resolucao de equacoes diferenciais que
se baseia na aproximacao de derivadas pela féormula de aproximacao da série de
Taylor da funcao derivada. Com relacao ao calculo da funcao no espaco o método
utilizado foi o do Elementos Finitos. Robert D. Cook e Plesha (1981) explica
que normalmente o problema em questao é muito complicado de ser resolvido
de forma satisfatéria por métodos classicos. O problema pode ser de andlise de
tensoes, condugao de calor, ou qualquer uma das outras areas. Os resultados sao
raramente exatos, no entanto, o erro é diminuido pelo tratamento de mais equagoes.
E resultados precisos o suficiente para fins de engenharia sao obtidos a um custo
razoavel. Elementos finitos também sao usados para analisar os problemas de
transferéncia de calor, fluxo de fluidos, lubrificacao, campos elétrico e magnéticos,
e muitos outros. Problemas que antes eram completamente intrataveis agora sao
resolvidos rotineiramente. Em geral, os modelos de elementos finitos possuem uma
estrutura como um conjunto de pequenas pegas (elementos). Cada elemento é
de simples geometria e, portanto, é muito mais facil de analisar a sua estrutura,
aproximar uma solucao complicada por um modelo que consiste numa solugao
simples.

Estudos feitos por Rivera e Andrade (1999) e por Santina (2001) que
analizaram o comportamento do deslocamento de uma barra unidimensional devido
a diferenca de temperatura e simulacgoes graficas do comportamento serviram de
base para a presente pesquisa. Portanto, o trabalho desenvolvido busca medir

as deformagoes longitudinais devido a dilatagao ocorrida como consequéncias da



diferenca de temperatura entre o meio ambiente e a viga com um obstéculo rigido

ao passar do tempo.



Capitulo 2

Modelo

2.1 Deducgao do Modelo

Neste capitulo serda mostrado a deducao fisica das equacgoes acopladas a serem
estudadas a partir de conceitos fisicos.

Segundo Tiang e Racke (2000), seja o corpo B definido num conjunto €2,
aberto, limitado do R™ com fronteira regular quando n =1, 2, 3.

Definamos como o deslocamento a funcao u(ty, ) = X(t1, ) — X(to, x).

tempo £t = 0 tempo ¢t = t1

X :X(tl,.ﬂ!‘)

Figura 2.1: Representacao de deslocamento

Na figura (2.1), ¢t é o tempo e X é a fungdo que descreve a posigdo da

particula.



A deformagao ocorre com a mudanga da temperatura 7' = T'(t, =) e vice-
versa.

Primeiro, deve-se saber o conceito de momento linear. Segundo Halliday et al.
(1996b) o momento linear, ou movimento linear é uma grandeza fisica vetorial, com
direcao e sentido, cujo médulo é o produto da massa pelo médulo da velocidade,
onde a diregao e o sentido sao os mesmos da velocidade. O momento linear de uma

particula é um vetor p’ definido através da equacao

=i

onde m é a massa do corpo. Logo, para uma particula

i
<y
I

Dy

p € a massa especifica do corpo e v = X, é a velocidade da mesma.

De acordo com Paul a quantidade de movimento total de um conjunto de
objetos permanece inalterada, a nao ser que uma forca externa seja exercida sobre
este sistema. Esta propriedade foi percebida por Newton e publicada na obra
Philosophial Naturalis Principle Mathmatica, onde Newton define a quantidade
de movimento e demonstra sua conservacao. Na verdade, Newton formulou a sua
segunda lei em termos de momento

“A taza de variacdo do momento de uma particula € proporcional
a resultante das forcas que agem sobre ela ”

Quando expressa em forma de equacao, esta Lei se torna
— d_'
LS
dt

onde a forga resultante F' ¢ denotado por f. Entao



O corpo estudado, neste caso é uma barra, ao dilatar-se encontra um
obstaculo, entao ocorre uma tensao na fronteira da barra que estd em contato
com o obstdculo devido ao choque. Segundo Lai W. M. e E. (1974), a tensao que

atua na fronteira do corpo é o tensor de Piola-Kirchhoff, S, que ¢ definido por

U
Il
| Q)

onde G ¢ a forga que é contraria ao movimento do corpo, e A é a area em que a
forga é aplicada. Assim, de acordo com Marsden e Tromba (1988) o balango de
fluxo por unidade de volume resulta em

ds, aS,  0S.
+ +

ox oy 9z divs.

Como a tensao atua na direcao contraria ao movimento do corpo, entao o

momento linear expressa-se por

Segundo Tiang e Racke (2000) este sistema de equagdes essencialmente
descreve a parte elastica. Na verdade, se S nao depender da temperatura, ela
pode representar uma equacao diferencial parcial puramente elastica.

Para modelar a equacao de energia a qual surge da forma local da Primeira
Lei da Termodinamica, também conhecida como Lei de Conservacao da Energia

num sistema fechado, diz

A€int = Eint, f — Eint,i = (Calorquadrecebido) — (Trabalhoquadexercido),

onde, Ag;; € a energia especifica interna resultante, €;,,, f € a energia especifica
interna final do corpo, €;,t,; ¢ a energia especifica interna inicial do corpo,
Lembrando de Halliday et al. (1996a), o calor é a energia transferida entre

um sistema e seu ambiente devido a uma diferenca de temperatura entre eles.



A energia também pode ser trocada entre um sistema e seu ambiente através de
um trabalho (W), que sempre associamos a uma for¢a agindo sobre um sistema
durante um deslocamento do mesmo.

O objeto de estudo, a viga, troca energia com o meio ambiente com o passar
do tempo. Pelo balanco de fluxo de calor por unidade de volume, o calor resultante

expressa-se por div q. Assim,chega-se a

€ + divg — tr{SF} = r
t q {SF} - (2.2)
energia calor trabalho energia

sendo ; a energia interna da viga, g o fluxo do calor, r calor externo fornecido e F
o gradiente de deformagao definido por Tiang e Racke (2000) segundo a seguinte
9
expressao, [ = —X;.
Zj

Para continuar o estudo é necessario conhecer o conceito de entropia segundo
Elliott e Lira (1998): a entropia foi um termo cunhado por Clausius da Grécia para
“transformacao”. Esta fornece uma medida de desordem de um sistema, o que leva
a reduzir a capacidade para realizar trabalho util. Assim, o conceito de Energia

livre de Helmontz, que é um potencial termodinamico que mede a “energia til” de

um sistema ¢é definido por

onde £ ¢é a entropia, € a energia interna do sistema e 7" a temperatura.
De Tiang e Racke (2000), os termos que definem um sistema eldstico em
termoeldstico sao: S, ¢, ¥ e &, que sio funcoes de F, T e VT. Assumindo sempre

que sao fungoes suaves e que
detF # 0, T >0.

De acordo com a forma local da segunda lei de termonidamica

> i (L) 47



entao

. q r

& — YL L«
& —div () + 7 <0
—T§t—Tdiv<%>+r§O.

Derivando (2.3) em relac¢ao ao tempo, obtém-se

&=+ T +T&.

Assim, substituindo a equagao acima em (2.2)
Y+ & + T — tr{SF} + div qr = 7. (2.4)

Lema 2.1

i) As solugoes das fungoes S , £ e Y sao independentes do gradiente da temperatura

§:S<F7T)7 ?ﬁ:iﬂ(FaT), f:f(F,T)

ii) v determina em S a relacao da tensao

S(F, T) = g—?(F, T)

e £ em relagao a entropia

E(F, T) = —%(F, T).

Usando estas relagoes (2.2) é reescrito na forma

Uy + To& + TE —tr{SF,} + div ¢ = r-. (2.5)
~—_—

&t



Do Lema (2.1)-(i) e da regra da cadeia

(oY Oy T
Yy = <ﬁ 3_T) (F, Ty) = =tr{SE}+£T,

substituindo em (2.5), chega-se a

tr{gFt} — &L+ T+ TE — tr{gFt} +divg=r

onde
TE + divg=r. (2.6)

Do Lema (2.1)-(ii) e da regra da cadeia, obtém-se

B o o
& = (—m - W) (Fy, Ty)

Substituindo em (2.6), segue

T{ 0% 20

_8T2Tt_ 8F6Tﬂ}+diqur. (2.7)

A equagao (2.1) é essencialmente um sistema hiperbdlico para X e a equagao
(2.7) é principalmente uma equagao parabdlica para T

Para facilitar os estudos em vez de X, a varidvel U = (X — X;) é
frequentemente usada e em vez de T' a diferenca de temperatura é expressa como
0 = T — Ty, onde Ty é uma constante de referéncia de temperatura. FEntao,
Y(F, T) = (VU, 0) com o mesmo simbolo 1. Analogamente, para outra soluc¢ao
da fungao.

O problema é encontrar U e 6 considerando as condigoes iniciais

Por exemplo, se o corpo for rigido e a diferenca de temperatura na borda for a

10



mesma do ambiente, entao

U=0, 0=0 em 01,

onde 0€) denota a existéncia de contorno de 2.
A busca de equacoes linearizadas vao desempenhar um papel importante.

Elas surgem de (2.1), (2.6) e assumindo que

|VU|7 |VUt|7 |0|7 |9t|7 |V9|7

sejam pequenas. De acordo com Tiang e Racke (2000), usando a expansao de
Taylor, por exemplo
0%

(VUa 97 ZL’) = m((h 07 I) +O(|VU|a |U|a)

0%
OFOT

chega-se a Ty = 1 (sem perda de generalidade) e

PUtt — D,SDU + D/M9 = f

Cet — V/KVQ + M/DUt =T,

RY*N ' positiva definida, contendo o

onde p representa massa especifica; S €
modulo de elasticidade, M é um vetor de coeficientes determinando a expansao
térmica, ¢ é o calor especifico e K é o tensor de condutividade térmica. Todas
estas funcoes sao assumidas suaves e D é uma abreviacao generalizada para o

gradiente.

Para o caso unidimensional, isotrépico, escreve-se

D:al em R.

Assim, a matriz S é uniformemente positiva definida. Neste caso simples de

11



meio homogeéneo o qual é isotrépico defini-se

S=n em R.

O vetor de expansao térmica neste caso simples define-se por m o tensor de
condutividade térmica por k. Assim, o sistema se reduz em uma dimensao da
seguinte forma

pUtt - 77sz + m0$ - f
C@t — keata: + mUmt =T.

Para melhor compreensao serda usado u em vez de U e as fungoes u(z,t) e
0(z,t) serao descritas da forma u(t, z) e 6(t, z).

No seguinte capitulo sera mostrado que este sistema possui solucao.

12



Capitulo 3

Resolucao Matematica

Obstéculo

| |
[ 1
i i | |
Barra Termoeléstica [ EE A ! |

i B e
[TTTI

salto

Figura 3.1: Barra Termoeléstica

Segundo Rivera (1998) resolve-se, inicialmente, o problema de existéncia
de solucao utilizando o método variacional, ou seja, considerando o problema
variacional do sistema termoelastico com condigoes de contato unilateral.

Para isso a equacao desse sistema é penalizada e encontramos a solugao para
o problema penalizado, usando o Método de Galerkin, depois é passado o limite no
problema penalizado para encontrar a solugao do problema original. Esse método
¢é conhecido como método de Penalizacao.

Finalmente, estuda-se o comportamento assintético das solugoes desse
sistema, provando que a energia associada ao sistema decai numa taxa exponencial.

Seja considerado o problema de contato onde o obstaculo nao é rigido, ou seja,

quando a barra ultrapassa a posi¢ao do obstdculo. Segundo (Rivera e Andrade,

13



1999) as equagoes sao

puy — (Ng)z + (mb)e = f em (0,1)x(0,7)  (3.1)
o0, — (kby) 5 + mittyy = h em (0,1)x (0,7)  (3.2)
u(@,0) = uo(x), ue(w,0) = uy (), 0(x,0) = Oy(z) (3.3)
0,(0, 1) = A0(0, 1) (3.4)
w(0,8) =0, 0<t<T (3.5)

onde p é a massa especifica, ¢ é o calor especifico, 1 é¢ o “modulo” da elasticidade, k é
a condutividade térmica, m é o coeficiente de expansao térmica, u é o deslocamento,
0 é a temperatura, f é a densidade de for¢a exercida na barra e g é a distribuicao
de calor sobre a viga.

A condigao onde é dado o contato é a seguinte

miz(L,t) —mb(1,t) = —d[(u(1,t) = g)]" = b[(u(1,t) — g)"J'w(1,1) (3.6)

onde g representa a distancia entre o obstdculo e a fronteira (x = 1), p e [ sdo
constantes reais.
Supondo que [ é o coeficiente de transferéncia de calor, entao a

correspondente condicao de contorno para 6 é

kOx)(1,t) = —BO(1,1). (3.7)

O Problema de Signorini, que sera visto adiante, difere pela condi¢ao onde é

dado o contato.

3.1 Existéncia de Solugao para o Problema de Contato

Mostra-se a existéncia de solugoes fracas para o problema termoelastico de
contato (3.1)-(3.3), com as condigoes (3.6)-(3.7).

Para provar a existéncia das solucoes fracas considere o sistema com as
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condigoes de contorno nulas e o sistema regular dado por

Pt — e + MU, = H em 10,1[x]0,00[ (3.8)
Uy — kW + muy = G em ]0,1[x]0,00[ (3.9)
v(z,0) =0,  v(z,00=0  ¥(z,0) = em 0,1 (3.10)
U,(0,1) = AU(0,¢) (3.11)
v(0,£) =0 (3.12)

na(1, 1) —mP(1,t) = —d[(v(1,t) — g)"]" = b[(v(L,t) — g)Tue(1, 1)
—evy(1,1) — ebvd(1,t)

kW, (1, 1) = —BU(L,1).

H e G sao, respectivamente, a resultante de forcas e calor do sistema. O termo
ev; é introduzido para regularizar a solugao no contorno. J4 o termo ebv}(1,t)
¢ introduzido para garantir a estimativa de segunda ordem para a expressao
b[(v(1,t) — g)T]',(1,t). Para encontrar a solucdo fraca do sistema considere o

seguinte lema.

Lema 3.1

Sejam H, G € H'(0, T; L*(0,1)) e g > 0, entao existe o par (v, ¥), tal que

v € L™(0,T;H*0,1)) ¥, e L>(0,T;L*0,1))
v, € L>(0,T;H'0,1)) V¥, € L*0,T;H*0,1))

vy € L®(0,T;L*0,1))

que ¢ solucao de (3.8)-(3.9) com condigoes (3.10)-(3.12).

Demonstracao
A demonstracao sera feita de modo similar ao trabalho de (Pinedo, 1990),
mas para o caso acoplado.

Esta demonstacao serd feita pelo Método de Galerkin.
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Sejam W, = {wy,ws,...,w,} e Z; = {21, 29,..., 2}, sub-espacos formados
por vetores linearmente independentes e gerados pelos primeiros 7 vetores proprios
do espago de dimensdo infinita H?(0,1) e considere h; e giy com i = 1,...,7T

funcoes de modo que

Assim, o sistema regular aproximado se torna

pvgy — oy, +mVT = H em ]0,1[x]0,00[ (3.13)
¥y — kU, +mu, =G em 0,1[x]0,00[ (3.14)
v (z,0) =0, v (z,0) =0, U (z,0) = em ]0,1]

W(0,) = AT7(0, 1)

v (0,4) =0

nup(1,1) —m¥T(1,1) = =d[(v"(1,1) — g)"]* = b[ (v"(1,1) — )" 10f (1,1)
—evf (L,t) — eb(vf (1,1))°

kW, (1,t) = —BV(1,1).
Multiplicando (3.13) por w; € W e integrando de 0 a 1, obtém-se

1 1 1 1
/ pupw;dz —/ nv;ijdx#—/ mVTw,dx :/ Huw;dx. (3.15)
0 0 0 0

Em (3.14) multiplica-se por z; € Z, e integra de 0 a 1, para obter

1 1 1 1
/ ¥y zidx —/ k\IJ;xzjdij/ muy,zid :/ Gwz;dx (3.16)
0 0 0 0
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Integrando por partes (3.15)

1 1 1 1
—i—/ N wjdr +m¥ w;| = / Huwjdzx.
0 0 0 0

1
T T
/ pugw;de — nugw;
0

Logo

1 1
/ puiwyde — (1, twy (1) + vl (0, Hw; (0) + / W,
0 0

1 1
+ m¥7(1,t)w; (1) — m¥7(0,t)w,;(0) — / mVUTw; ,dx = / Huw;dzx.
0 0

Assim, chega-se a

1 1 1 1
/ pv;wjdx—l—/ nv;wj,mdac—/ m¥Tw; ydx :/ Huw;dx
0 0 0 0

= d[(v(1,8) = g) Ty (1) = b[(v7(1,1) — g) T 'ue(1, )w; (1)

ev] (1, t)w; (1) — ebv) (1, t)w; (1) (3.17)
Considerando a equagao (3.16) e integrando por partes

1 1 1 1
/ cVizide — kW 2| + / mu,,z;dr = / Gwz;dz
0 0 0 0

1 1
/ Vi zjdr — kW, (1,t)z;(1) + kU, (0,1)2;(0) + / kW z; dx
0 0

1 1
+ /(mvxt)zjdx:/ Gz;dx.
0 0

Assim

1 1
/ Wi zjdr + BU(1,t) + kAU(0,t)2;(0) + / kW z; dx
0 0

1 1
+ /(mvzt)zjdx:/ Gzjd.
0 0
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Donde chega-se

1 1 1 1
/ C\I/szdx—l—/ /{:\I/;zjﬁxdx+/ (Mg )z;dx :/ Gzjdr — pU(1,1)
0 0 0 0
— kAU(0,1)z(0). (3.18)

Por outro lado, seja A = (a;;) = fl

o Wiw;dr. Afirmagao: A ¢ uma matriz positiva

definida.

De fato, consideremos & = (x1, o, ..., ). Entao

T T
fAZi"t = E E T;Qi5T 5
i=1 j=1

T

d 1
= E E :L‘il'j/ w;w;dx
0

i=1 j=1

= ii/l zw;dx /1 Tjw;dx
0 0

i=1 j=1

Tl T el
= E / rw;dr g / rjwidx
i=1 70 j=170

como w; sao linearmente independentes, entao

u 1 u 1 1.7
E / T w;dx E / rjwjdr = / E x?wiwidx
i=1 70 j=1+v0 0 =1

1
= /:EZZO.
0

Analogamente se denotar B = (b;;) = fol zizidz, obtém-se que B é uma matriz
positiva definida.
Entao substituindo A em (3.17) e B em (3.18), resulta

AUy +nA'U = H
pPAUw + 1 (3.19)

cBO; +kB'O = @G
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onde

[ () | 0 (t) |
N ORI G
| he(t) | | geet)

Assim, o sistema (3.19) consiste em resolver duas EDOs.

Como foi provado anteriormente A e B sao positivas definidas, logo sao inversiveis.
Portanto (3.19) tem solugao e isto significa que a aproximagao das solugoes v” e
U™ é garantida, porém estas solugoes sao vélidas para os intervalos (0, z,) C [0, 1].
Agora, serd mostrado que a derivada de primeira ordem é limitada.

Primeiro conhecendo a fungao de energia do sistema que é dado por

(1) - g

11
E(t;v; W) = 5/ (pvi +nv; + cP?)

0
Assim, multiplicando a equagdo (3.13) por A} w; e integrando em (0, 1), obtém-se

1 1
/pvtth' wjdas—/ mh;ijdx+/ mﬂ/;h;Tw]dx—/ HHW; w;d.
0

Somando em j e usando v (.,t) = Zh;T(t)wj(.)), segue
i=1

1 1
/ pv;v[das—/ NV, Uy dx+/ m\I/Tde:B—/ Hvldzx,
0 0

ou seja

1 1
/ PUtTtUtwa - / nvxxvt [dx + / m‘IjT dﬂf — / H?)Z-dl' = 0.
0 0

Multiplicando a equagao (3.14) por g;, e integrando em (0, 1), chega-se a

1 1 1 1
/ Vi gjrzde — / (kW 40)gj.r2idx + / (Mmvg)gj-z;de = Gy -z;dx.
0 0 0 0
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Somando em ¢ e usando U7(.,t) = > g, ,(t)z(.), segue

1 1 1 1
/ ViU dr — / kU, U7 dr + / (M) VT de = GVU dx,
0 0 0 0
o que implica em

1 1 1 1
/ iU dr — / (kW Vdx + / (Mg )V dr — / GV7dr = 0.
0 0 0 0

Com as duas equagoes iguais a zero.

1 1 1 1
/ pug vy de — / nu,,v; dx —I—/ mW¥T v, dr — / Hv{dx = 0.
0 0 0 0

1 1 1 1
/ ViU dr — / (kWY VT dx +/ (mug )V dx — / GYdx = 0.
0 0 0 0

Integrando por partes cada uma destas duas ultimas equacoes e usando as condi¢oes

iniciais obseva-se que

1
/ pvﬁv[daz—l—/ vivrdr — / mUTv] dx—/ Hovldx + [nul(1,t)
0
o m\Il(la t)]vt (17 t) o TIU:;:(Oa t)”z(ov t) + m‘;[}<07 t)vt (07 t)

1 1
—/ c\IftT\I/de/ (mug) VT de = kU7 (1,6) 07 (1, 1)
0 0

— kUT(0,£)07(0, 1) — / kU dr + / GU7dx.

Ou seja,

/Olpv;vtde+/ ool dz — /m\I,TUT dx—/ Hopds
= dl(07(1,8) = ) P (1,8) = Bl (1,2) = ) Tof (1, 1)

_€|U;(17t)’2 _Eb‘vz—(lat)rl? (32())
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1 1
/ c\IftT\I/Tdm+/ mU v dr = —B|U7(1,1)]* — Mk|¥7(0,1)|?
0 0

1 1
—/ k\qf;y?dx+/ GVU™dx. (3.21)
0 0

Somando (3.20) e (3.21)

1 1 1
/ pvlv]dx +/ vivldr + / cUTUdz + d[(v7(1,t) — g) "] (1,1)
0 0

——/Amaﬁm—mw%Lw—wﬂ%aLwP—dﬂaxw

0

1
—wwﬂLwﬁ—ﬁWWLwP—Amwwawf+/‘H@m:
) 0
—I—/ GUdzx.
0

1d
Note que o lado esquerdo da igualdade é equivalente a §£E(t; v™; W), Dai

E%E(t;vﬂ \IIT) — _/0 ]g|\Il;|2dI o d[(UT<1,t) N g)ﬂ“v[(l,t)
= b (1,8) = g) Tl (1,0 ~ e|v;(1 1% — eblof (1,1)]*

1
— BIWT(L, )2 — AK[TT(0,4)]* + e dyc+/ GU7dx,
0

para todo ¢t > 0.
Segundo Rivera e Andrade (1999), usando a desigualdade de Gronwall na expressao

acima chega-se a

1
/ pvttvtdx—l—/ vl xtdx+/ T dz + d[(v7(1,t) — g) "] (1, 1)

=E(t;v";¥7) {/ / [[H> +|G)?] dxdt} vt > 0.
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Dessa forma, surge

v é limitada em L>([0, T]; H'(0,1)) N W'*([0, T]; L*(0,1))

U7 6 limitada em L>([0,77]; L*(0,1)) N L*([0,T]); H'(0, 1)),
entao

vf (1,t) ¢é limitada em  L*([0,7))

U7 (1,t) 6 limitadaem L*([0,7)).

Agora para a estimativa de segunda ordem diferencia-se as equagoes (3.17) e (3.18)

com relagao ao tempo para obter

1 1 1 1
/ pU;twjdx—I—/ nv;twj@dx—/ m\Iltijﬁzdx:/ Hywjdx
0 0 0 0

—d[(v7(1,%) = g)]tw;(1) = b(v(L,t) — g)lve(1, t)uw;(1)
= b[(v(1,) — g)]" v (1, (1) — evfy (1, t)w;(1)

— 3eb|vf (1, 1)|%v], (1, t)w;(1) (3.22)

1 1 1 1
/ c\Iftthjd$+/ kWY, z; dx +/ (muy,)zdx :/ Gy z;dx
0 0 0 0

— UL (1,t)z; — AkW,(0,1)2;(0). (3.23)
Multiplicando a equagao (3.22) por h;:T

1 1 1 1
/ pv;th;-/ﬁwjdx +/ nv;th;ﬁwmdx - / m\I/th;’ij,xd:v = / ch;-/ﬁwjdx
0 0 0 0
—d[(v(1,£) = g)]{'h; w; (1) = [(v(1,) = g)]u(1, D)y w; (1)
= b[(v(L,1) = g)livn(L, )h; w;(1) — ev (1, D)k w;(1)

- 3€b|vz—(17 t)’zvz—t(]-’ t)h;'lfrwj(l)a
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somando em j e usando v} (-, t) = Zh;’T(t)wj(-)

1 1 1 1
T T T T T T
/ PV VAT + / NV Vg AT — / mW¥,v),, dr = / Hyvj,dx
0 0 0 0

+d[(v7(1,t) = g)lfvf (1, 1) = Bl(v(L,t) — g)]jue(1, t)vp (1, )
- b[(?}(l, t) - g)]fivtt(l’ t)vz;t(lv t) - GU;(L t)”&(L t)

—3ebloT (1, 8)2[vr, (1, 1)) (3.24)

Multiplicando (3.23) por g;-, somando em j e usando W] (-, t) = Zg;’T(t)zj(-)
=1

1 1 1
/ Ui Vidr —|—/ kU, Ui dr + mvm\lﬂdx = / G{V]dx
0 0 0

BT (L)1) - NRE(0,8(0,), (3.25)
somando (3.24) e (3.25), segue que

1 1 1 1
/ pv;tv;dx+/ o7, dr + / VT U dr = —k/ U7 |2dx
0 0 0 0
+d[(UT(17t) - g)]?”;ﬁ(]-?t) - b[(l)(l,t) - 9>]ivt(1»t)vﬁ(1»t)
—b[(v(1,t) — g)]tvtt(l tog(1,t) — e\v;(l,tﬂ?

= 3eblof (1,1) o (1,1)* — B(uT(1,4))e W7 (1, 1) — Ak[P7(0, )]
/ Hyvj, dm+/ GV dz.

Ou equivalentemente
1d 1 1 1
o /plvftlzdwr/ nlv;s|2dif+/ oW Pde | = d[(v"(1,t) = g)lt vy (1,1)

=Bl (1,8) = g)]iv] (1, )v7, (1, 8) =0[(v7 (1, 8) — gy i (1, ) — elvp (1, 1)

-

1

—3eblu] (L, 6) P (L, )2 = B(07 (L, 1)) W] (1, 6) ~Ak |7 (0, )

11

1 1
0 0
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Usando o fato que v™ é limitado por L*(0,T; H'(0,1)),conclui-se que existem

constantes positivas ¢ e C, tal que para I e I ocorre

T Ak: T
o] (LD + S 0) W7 (1,0)

BT (L, 8))vf (1, 1) W (1, 1)
bl(v(1,t) — g) "Il (L v (1,8) < bpl(v™(1,8) — )" sign(v™(1,t) — g)

07 (1, 1) Pvne(1, 1)

IA

IN

C, . €,

—|v; (17t)|4 + 5o (1, t)|2
€ 2

onde sign é a funcao

—1, quando a < 0,
sign(a) = 0, quando a = 0,

1,, quando a > 0.

Segundo Rivera e Andrade (1999) da equacao (3.17) e usando v"(z,0) =
v (z,0) =0
1 1
/ v, (z,0)*de < C’/ [|H|? +|G)?] d,
0 0

de ambas as relagoes e usando a Desigualdade de Gronwall chega-se a

v" — v em L*0,T;H*(0,1))
v — v, em L*0,T;H'(0,1))

v;, — vy em L*(0,7T;L*0,1)).

O

Ambas as convergéncia sao suficientes para passar o limite nas equacoes

(3.13) e (3.14).
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O seguinte passo é considerar o caso para o dado incial é nao nulo. Seja

PUtt — NUgy + mem = f eI ]07 1[X]07 OO[ (326)

cly — kOp +mug = g em 10,1[x]0, oo (3.27)

com as condigoes iniciais

u(z,0) = up(x), u(z,0) = uy (), 0(x,0) = by(x), em |0, 1]

muz(1,t) —mO(1,t) = —d[(u(1,t) — 9)"] = bl(u(L,t) — ) (1, 1)

—euy(1,1) — ebul(1,t) (3.28)
k0,(1,t) = —B6(1,1) (3.29)
0.(0,t) = X0(0,1) (3.30)
u(0,t) =t com t > 0. (3.31)

Para obter uma solucao forte para ambos os problemas deve-se impor uma condi¢ao
compativel nos dados iniciais. Esta condigao é obtida fazendo t — 0 na relagao
(3.28) e assumindo que ug, 8y € H*(0,1) N H}(0,1) e uy € HL(0,1).

Entao

ug,,(1) =0, 0o(1) = 0, 0o..(0) = 0. (3.32)

Assumindo inicialmente que

uy (1) = 0. (3.33)
Nestas condicoes, se definir
U = u—tu — uyp,
O = 0-0
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obtem-se

U(z,0) =ug—up =0, Uz,0)=uz,0) —u;=u; —u3 =0

(9(.23,0) = 90 — 90 =0.
Logo U e 6 satisfazem as equagoes (3.8)-(3.9).

Teorema 3.1

Supondo f, h € H(0, T; L*(0, 1)) e considerando os dados iniciais, tais que

6o € H*(0, 1) N Hy (0, 1)
ug € H*(0,1) N Hy (0, 1)

uy € Hy(0, 1).

Assim, estes dados iniciais satisfazem as equagoes (3.32)-(3.33). Entao, existe uma

solucdo do problema (3.26)-(3.27), tal que

u € L0, T; H*0, 1))
u; € L0, T; HY(0, 1))
uy € L0, T; L*(0, 1))
0, € L>(0,T; L*(0, 1))

0 € L*0, T; H(0, 1)).

O préximo passo é mostrar a unicidade da solucao. Pelos resultados de Rivera

(1998), demonstra-se o seguinte Lema.

Lema 3.2
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Suponha b =0e f, h € H(0, T; L*(0,1)) com condigoes inicias satisfazendo

0y € H?*0,1)N Hy(0, 1)
ug € H*0, 1) N H(0, 1)

up € Hy(0, 1).

Entao, o sistema (3.26)-(3.31) admite uma tnica solucao.

Demonstracao

Sejam (u',0) e (u?, 6?) duas solugoes do sistema (3.1)-(3.2)

Uu = u —u

0 = 0'— 0>

Entao de (3.26) e (3.27) obtém-se respectivamente

puigy = Mg, +mb, = f

ey = kb, +muy, = g

puz, = Mg, +mb; = f

chf — k0>, +mui, = g.

Subtraindo as respectivas equacoes acima e tomando u = u! — u?, § = 0! — 62,

segue-se

PUy — Mgy +mb, = 0 (3.34)

cly — kb, +muy,, = 0 (3.35)
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com as condigcoes de contorno

1
nug(1,t) —mb(1,t) = —euy(1,t) — —d;
€

—k0,.(1,t) = dy
onde

di = ([W*(1,t) = g")" = ([u'(1,) —g)*)"

dy = B(u*(1,0)0%(1,t) —u'(1,4)0'(1,1)).

Multiplicando a equagao (3.34) por u; e integrando de 0 a 1, segue-se

1 1 1
/ puudr — / Nz Updr + / mb udx = 0.
0 0 0

Integrando por partes o segundo membro da igualdade acima u,,u;dx, tem

1 1 1 1
/ PUp U dr — nugug | + / Nz Uz dr + / mbyudr = 0
0 0 0 0

1 1
/ puttutdx - 77%(17 t)ut(la t) + TIUz(Q t)ut<07 t) + / nuxuxtdx
0 0

1
+/ mbyu,dx = 0.
0

Integrando por partes a terceira expressao do lado esquerdo da igualdade acima,

segue

1 1
/ pugupdr — nug (1, £)ug(1,1) + nug (0, 8)ug (0, 1) + / NuzUgrdr +mé (1, t)u(1,t)
0 0

1
—mb(0,t)u(0,t) — / mbugdr = 0.
0
Logo

1 1 1
/ PUgptydx +/ NugUgedr — u(1, ) (nug(1,t) —mb(1,t)) — / mOuydr = 0.
0 0 0
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Multiplicando a equagao (3.35) por —6 e integrando de 0 a 1

1 1 1
—/ cB.0dx + / k0,.0dxr — / mug0dx = 0.
0 0 0

Integrando por partes, segue-se

1 1 1
—/ k‘é’id:p —/ mug0dx = 0
0 0 0

1 1 1
_ / 0,0dx + K0, (1,1)0(1,£) — k0,(0,)0(0, 1) — / kO2dz — / ity fdz = 0.
0 0 0

1
—/ c6,0dx + k6,0
0

Agora, note que

1 1 1
/ puuydz +/ NugUgedr — uy(1, ) (nug(1,t) — mé(1,t)) — / mbude =
0 0 0

1 1
—/ cetedx+k9m(1,t)9(1,t)—kex(o,t)e(o,t)—/ kO2dx
0

0
1
— / mug0dx = 0.
0

Essa expressao equivale a

1 1 1 1
/ PUgupdx +/ NUg Uz dr + / c0,0dx = —/ k0.0,dx + uy(1,t)(nu,(1,t)
0 0 0 0

—ml(1,t)) — Xk|0(0,8)|? + k6,(1,1)0(1,1).
Entao

1d (! ! 1
-—/ (Pleel? + s + cloP)de = —/ F0u2dz — elus(1, D) — 2uu(1, 8)dy
2dt J, 0 €

— k|00, 8)* + kO.(1,£)0(1, ).
1
Denotando I(t) = / (plue* + n|ug|* + c|0*)dx, segue que
0
d ' 2 g 1 2
_EI@) =— [ E|0*dx — e|us(1,8)|7 — —ue(1,t)dy — k|00, 1)|* — O(1,t)do.
0 €

Desde que as fungoes = +— |z| e 8 sdo de Lipschitz e u é uniformemente limitada
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sobre ]0,1[x]0, T, entdo existem constantes positivas Cy e C satisfazendo

| = ([’ (1 8) — g = ([W(1, 1) — g] )| < Colu(1,1)]
o] = 1B(u*(1,1)0%(1,8) — Blu' (1,4)0"(1,1))]
= [B(1,1))0%(1,t) = B(u*(1,1))0"(1,1) + B(u*(1,))0" (1,¢)
—B(u'(1,8)0" (1, 1)|
[B(u(1,0)(0%(1,8) — 0'(1,)) + [B(u(1,1)) — Blu' (1,4))]0" (1,¢)

< 1B(u*(L,1))(O(1, )] + [[Bu(1,1)]0(1,1)
< 1B(u*(L )01, )] + [klulo* (1, )]
< O{fu(L )] +10(L, )]}

Entéao, existe um C' > 0 tal que para C = max{Cy, C1}

%](t) < C{Ju(l, )] +|0(1, 1)} < CI(t),

de acordo com Rivera (1998) usando o Lema de Gronwall chega-se que I(t) =0 o

que implica u! = u?, ' = 0% e gracas a regularidade das condicoes iniciais disto

segue a unicidade do problema. 0

Usando a unicidade pode-se estender a solugao para T' = co. A seguir, sera
enunciado um Lema que é de grande importancia para sua demonstragao ver (Kim,

1939).

Lema 3.3

Dada v™ uma sequéncia de fungoes satisfazendo

vt = fraco estrela em  L°°(0,T; H?(0, L))

v — vy fraco em L*>(0,T; H*(0,L))
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onde —1 < a < < 1. Entao,

T

VT — v forte em C([0,7T]; H*(0, L))

para qualquer s < f3.

Nestas condicoes, é possivel demonstrar a existéncia de resultado para
solugoes fracas.

Segundo Coddington e Levison (1995), pelo Teorema de Caratheodory pode-
se estender as solucoes aproximadas em cada subintervalo (0,z,) para todo o

intervalo (0, 1).

Teorema 3.2

Dado o sistema

Py — Mgy +mb, = f em (0,1) x (0,7)
by — kO + mu,; = g em (0,1) x (0,7

u(z,0) = ug, ur(z,0) = uy, 0(z,0) =6,

com as condicoes de contorno

num<1vt>_m‘9(1’t) = —d[(u(l,t)—g)“]—b[(u(l,t)—g)+]lut(1,t)
kO.(1,t) = —p(u(l,t))0(1,1)

0,(0,t) = M0(0,),  u(0,)=0 t>0

existe, pelo menos, uma solucao fraca satisfazendo

u € L®(0,T;H'(0,1))
u, € L>(0,T;L*0,1))

6 € L>(0,T;L*0,1))NL*0,T; H'(0,1))

Demonstracao
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Ver Rivera e Andrade (1999) pg 263. O

3.1.1 O Problema de Signorini

Para prosseguir os estudos com o Problema de Signorini deve-se considerar

o seguinte Lema.

Lema 3.4

Seja f € HY0,T,L*(y,9)) e h € C%~,9). Entao, para uma funcio
v € H*0,T;L*(~,9)) N L*0,T; H*(v,9)), b e a funcgdes que dependem de z,
satisfazendo

buy — (avz)m = f, (3-36)
Entao

% bhvvgde = A hvxfder%(b(ﬁ)h(L)|vt(19,t)|2+a(19)h(19)|vx(b,t)|2)

= GO0 5 [0 I+ (2) ol

T

Demonstracao

Multiplicando (3.36) por hv, e integrando no intervalo [y, J], obtemos

9 L L L
/ bhvyv,dr = / azhv,v.dxr + / ahvy, U dx + / fhu,dx
v v v v

ou seja

9 W 9 0 9y,
/ bhvyv, + / bhvvg, = / phvvg + / hayv,vdx + / — AV, AV, dT
ol i Y Y Y a

L J
+ / azhvyv,dr + / fhu,dx
v v
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que equivale a

d [? 1 [ d " h
—/ bhvv,dr = —/ bh—|vt|2dx+/ —(avy)avgdx
dt J, 2/, dx 4 a

%) h )
+ / —(avx)azvxdx+/ hv, fdx
Y a vy

ou ainda

vood 1 [“hd ‘
/ bh—|vt|2dx—|——/ ——|avm|2dx+/ hv, fdx
. dx 2 - adx

Y

N | —

0
i / bhuvydr =
dt J,

integrando por partes, vem

d [? v 1 1
- M%%Mr=g/hmﬂm+§ﬂmmmwwﬁw—§mwmwMWJW
vy Y

1

v 1
_ -/ (b vy 2d — .
2/, 2

De acordo com Rivera e Andrade (1999), segue a seguinte observagao.

Observagao 3.1 Como consequéncia do Lema (3.4) qualquer solugao v de (3.36),

que satisfaz

v, v € L¥(0,T; L2(0,1))

com a energia limitada pela constante C', verifica-se que

T 1 T )
/ / {og (2, 6)2 + Joo(, D)) d:):dt+/ / {oa(a, O + lon(, £)[2) dadt < C6,
0 1-6 0 0

para uma constante positiva C'.

Agora prova-se a existéncia de solucao fraca do Problema de Signorini

Py — Mgy +mb, = f  em (0,1) x (0,7

cly — kb + mug =g em (0,1)x(0,7)
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com as condigcoes de contorno

u(l,t) < g

(u(1,2) = g)[nua(1, ) —mb(1,1)] = 0

e as condigoes

nug(1,t) —mA(1,t) = —d[(u(1,t) — g)"]" = bl(u(l,t) — g)*w(1,1)

kba(1,t) = —B(u(l,1))[0(1,1)].

com um limite quando d — oo e b = 0. Para esse fim, introduz-se as notacoes a

seguir

Hy(0,1) = {p€ H'(0,1);(0) =0}

K = {pe Hp(0,1);¢(1) < g}.

Semelhante a Rivera (1998).

Observagao 3.2
O par (u,#) é uma solucao fraca para o problema (3.1)-(3.2) com as condigoes

de contorno

u(l,t) < g (3.37)
nuz(1,t) —mb(1,t) < 0 (3.38)
(u(1,1) = g)lnua(1, 1) =mb(1,1)] = 0 (3.39)

kO,(1,t) 4+ BO(1,t)

I
o

(3.40)
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quando

0 e L*(0,T; Hp(0,1)) N L>(0,T; L*(0,1))

w € Wh(0,T;L*0,1)) N L>(0,T; K).

Estas sao as condigoes que definem o Problema de Contato de Signorini, ou

seja, quando o obstdculo ¢ rigido. Além de (3.37)-(3.40) considere, também, as

condicoes iniciais

u(z,0) = ug(x), u(x,0) = ug(x), 0(x,0) = bOy(x), u(0, 1)

0.(0,t) = X0(0,t), t>0
e as seguintes relagoes

/ / = pur(ve — up) + ntia (Ve — tg) — 9(111;,0 — u,)dadt
> /0 pu(T) (0(T) — u(T))dz +/0 ot (0(..0) — ug)d

T T
/ / —c@wt—i-k@xwz—mutwtdxdt—l—/ BO(1,t)w(1)dt
o Jo
1
:/ co(x)w(z, de—l—/ mug(z)w(z,0)dx
0
Vve HY((0,1) x (0, T)) VYwe HY0;T; HL(0, 1)),

tal que v(., t) € KVt e w(., T)=0

=0 (3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

Neste problema é usado a condigao inicial para ¢ diferente de Rivera (1998)

que considera 6,(0,t) =0e 6 € L*(0,T; H*(0,1)) N L>(0,T; L*(0, 1)).

Observacao 3.3
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Devido ao Lema 3.3 temos
ue C([0,T),T; H2(0,1)).
Desde que a relacao (3.43) implica
Pty — Mgy + mby =0

no sentido das distribuigoes, segue-se que

uy € C([0,7T),T; H(0,1)).
Usando o Lema 3.3, obtém-se ainda que

w € C([0,T),T; H 2(0,1)).

Dali, o termo

/o w(T)(v(T) — uw(T))dx

faz sentido como uma dualidade entre os espagos
H™2(0,1) e H2(0,1).

Rivera e Andrade (1999) afirmam que é possivel mostrar quando a solugao
¢ regular que o problema (3.41)-(3.44) é equivalente ao sistema (3.1)-(3.2) com os
valores de contorno (3.37)-(3.40).

Agora existem condigoes de demonstrar a existéncia de solucao fraca do

Problema de Signorini.

Teorema 3.3
Sejam

T>0, 6,cL*0,1), u €K, wu €L*0,1)
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B satisfazendo 0 < fy < B(.) < M e |B] <M.

(J4 que f é uma funcdo constante satisfaz esta condigdo) Entdo, (3.41)-(3.44)

admite, pelo menos, uma solugao fraca.

Demonstracao
Note que para p =1, d = 1/e e b = 0, o Lema 3.1 garante a existéncia da

solugao do sistema

pug, — (us)e + (mb°), =0  em (0,1) x (0,7) (3.45)

0; — kO, +mu;, =0 em (0,1)x (0,7), (3.46)
satisfazendo as condicoes de contorno

nui(1,t) = mb° —1/e(u(1,t) — g)" — eus(1,1)
kKOS (1,t) = —p56°(1,¢)
0:(0,t) = AF(0,%)

u®(0,t) = 0
com as condigoes iniciais
u®(x,0) = uo, ug (z,0) = uyq, 0°(z,0) = Op(x).
Note que
(uf, u, 6°) = (g, ug, 0)—=L>(0,T; L*(0,1)) x L=(0,T; L*(0,1)) x L>*(0,T;L*(0,1))

e que

1
—(uf(1,t) — g)T é limitada em L*(0,T).

NG

Isto significa que se € — 0, entdo (u®(1,t) —g)* — 0.
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Desde que u® converge uniformemente para u €]0,1[x]0, 7], entao
u(l,t) —g <0, Vt>0.

Agora deve-se provar que a desigualdade (3.43) é satisfeita.
Multiplicando a equagao (3.45) por (v — uf) com v € K e integrando por

partes, segue

T 1
| [ =it =) s = ) = mbe, — i)
0 0
i

. / o (T) (0(T) — u (T))dz + / o1 (0)(0(0) — uf)dz (3.47)

‘%/0 (uf(1,t) — g)*H (v — u(1,))dt —e /0 up (1, 8) (v — (1, 1))dt.

/

-~

>0

Note que

T 1 T 1
J = / / [—pusvy + nuiv, — mb (v, — u)] dxdt—l—/ / (plus|* = m|us|?) dzdt.
o Jo o Jo
Para mostrar que u é a solugao da equagao de (3.41)-(3.44), deve-se provar que
T 1 T 1
lim/ / (plus|* = nu|?) dedt = / / (plue|® — n|us|?) dadt. (3.48)
=0Jo Jo o Jo
Do Lema da divergéncia de Rivera e Andrade (1999)
plui? = nlug] — plue® = nlu,|®

no sentido das distribuigoes.

Usando a observacao 3.3, segue

T 1 T 1)
[ GoluiP = afuc?) dsar+ [ [ (ol = njuc?) doat < sCE(),
0 1-6 0 0
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Denotando por ¥ uma fungao teste, tal que ¥(z) =1 em [§,1 — ] ,para 6 € (0,1)

e ¥ <1, obtemos

(Pl = e = plual? + nlual?) dxdt-\

T 1
< \\v / / (P = P = gl + ) doc|
- (ol by e+ [ [ (o - ohi?) dodt
1-46
<C13E(0)
- / / (pluel? = nlue ?) dudt + / / (ol = ahul?) doc
<CQ§E

v (1-v) / / <p|uf|2—n|uz|2—p|ut|2+n|ux|2>dxdt\.
\ﬁ/__, 0o Ji1-s

Logo existe uma constante positiva C' > 0, tal que

(P = 0P gl 4 ) dect] < 05 5>,
o que implica a relagao (3.48). De onde chega-se a

T 1
lim/ / — (pui (vy — ui) + nui(ve — ) — mé° (v, —ul)) dedt
0

e—0 0

- /0 /0 (—pue(ve — we) + nug (Ve — ug) — mO(v, — uy)) dadt.(3.49)

De (3.47) e da relagao acima
T 1
| [ ot = )+ s o, = ) =t — ) dd
o Jo

> —/0 pu; (z, T)(v(z,T) — u(z,T))dx +/0 pus (z,0)(v(x,0) — u(x,0))dz
—€ /OT up(1,t)(v(1,t) — u®(1,¢t))dt

= —/0 pui (x, T)(v(x,T) — u’(x,T))dx +/0 pus(v(z,0) — ug)dx
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e /T WE(L, 1) (0(1, 1) — uf (1, 1))dt.

Por hipdtese € — 0, entao

€/T up (1, t)(v(1,t) —u®(1,t))dt — 0.

Usando a convergeéncia (3.49) quando € — 0, temos que a relagdo (3.43) é
satisfeita.

A relacdo (3.44) sempre ¢ satisfeita, basta fazer a integragao por partes.

Portanto, das relagoes serem satisfeitas isto significa que existe solucao para

o Problema de Signorini. U

3.1.2 Decaimento Exponencial

Provaremos que a solu¢do do problema de contato (3.1)-(3.7) para b = 0,
assim como a solugao do Problema de Signorini decai exponencialmente a zero
quando o tempo tende para o infinito.

A razao de tomar b = 0 é porque é provada a unicidade para este caso. Para
simplificar assume-se que f = h = 0.

Observe que o mesmo resultado também é valido para f e g satisfazendo as
hipéteses do Teorema 3.1 decaindo exponencialmente a zero.

Primeiro sera provado que a energia associada ao problema penalizado decai
exponencialmente a zero quando o tempo tende ao infinito. Assim, da convergéncia
da solugao (u®, 67), que ja foi provada no Teorema 3.3, conclui-se que a solugao do
Problema de Signorini, também, decai exponencialmente para zero quando o tempo
tende ao infinito.

Para simplificar omiti-se o indice ¢.

Primeiramente considerar o problema penalizado na sua formulagao

40



variacional

/0 (pugv + nugv, — mbv,)dr = —d([u(1,t) — g]")*v(1,t) — ewo(1,t) (3.50)

/1 (cOpw — kO w, + mugw)de = —B(u(1,1))0(1, t)w(l,t)
—Ak6(0,t)w(0,t) (3.51)

V v e Hy((0,1) x (0,T)) com v(0,t) =0 e Yw € H'(0,T, H)(0,1)).

Introduzindo a energia associada ao problema penalizado

. 1 /1 d
B(tu,6) =+ / (Plusl? + nluual? + cl6)dz +
0 o+

> (1, 8) = g)* .

Fazendo

v = wu; em (3.50)

w = 6§. em (3.51).
Entao em (3.50) e (3.51) segue-se, respectivamente
1 1
/ (pugguy + Nugtiyy — (MO)Uyy) de =0 = — / (0,0 — k0.0, — mu,,0) dx
0 0

—d([u(1,t) — g]"Y*ur (1,8) = elue(1,6)* = Bu(1,1))[0(1, 1)]* — Mk|0(0,1)]*

d [! d
G | ol =l cloPyd + L (fu(1,8) = gy

1
- —/ k10, [2dz — eluy(1, 1)) — BlO(L, )2 — Mk|6(0, )]
0

Entao
1
3Bt w.0) = = [ k6, Pdz = elu(L P~ Bu(L,0)IO(LF - 60, 1)
0

Sem perda de generalidade, supondo que p = ¢ = 1.
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Para obter o decaimento exponencial da solucao, introduz-se as fungoes ¢ e

p dadas por

1
—Mxx - _07 €T O;t — 1,t = O
Por = p=(0,t) = p(1,1)

Sob essas condigoes segue o seguinte Lema.

Lema 3.5

Para qualquer 6 > 0, existe uma constante positiva Cjs, tal que

4 ILH dm<—1/1|u|2dx+0/1|6’ |2dac—|—5/1|u |2dx+77l(su(1t)|2
dt . m Pt = 9 o t é o T o T ] z\L .

Demonstracao

Dado que

d (11 t1 "1
N / —ethdl' = / —QtSOxtde' + / —ethtdfﬁ.
dt Jo m 0 m g m

1
Multiplicando a equagao (3.46) por —,; e integrando de 0 a 1, obtém-se
m

| | |
/ L b — / L by purde + / L o = 0.
o m o m o m

Da equagao acima chega-se

d (11 | | |
N _Q@ztd‘r = / —k’@xm@mdl‘ - / _uxtspmtdx + / _Qgpwttdl‘ .
dt Jo m 0 m 0 m 0 m

-~ -~ -~

I Ip) I3

Usando —¢,; = u; e considerando a desigualdade que Rivera e Andrade (1999)

usam, obtém-se as expressoes a seguir.

1 1 1 1 1 1
/ ke —pur < ¢ / 10.]%)% ( / | put|2dz) < / 10.1%)% ( / Jue|*dr)
0 m 0 0 0 0
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onde ¢ € R. Assim, para C' € R

! 1 [t 1
L, < C |€x|2dx—|——/ || 2dr — —k6,(0)p.(0)
0 4 Jo m
1
[2 = — ‘Uth.f
0
1
]3 - _/ pxw@xttdl’
0

1
= _px(p:ptt(la t) +px§02tt(07 t) _'_ / px@xwttdm
0

1
= / Pyl dx
0

1 1
= [nu.(1,t) — mb(1,t)]p.(1,1) —/ l77ux(9al9(: +/ 60|*dz.
o m 0

Das expressoes [, I, I3 encontra-se

d 1
0

1 1
+/ 0|?dx — / l77ugﬁdaz: + [nu.(1,t) — mé(1,t)|p.(1,¢t).
0 o m

d/lle dr < 3/1| 2da — 210, (0) (0)+C’/1|9|2d
dtomgpxtx_ 40ut X m x Pat 0 T X

_ /01 %nulﬁd:p + pua(1,8) — mO(L, )]ps (1, 1). (3.52)

Aplicando a Desigualdade de Holder e as Desigualdades de Sobolev
encontradas em Adams (1975) para cada termo de (3.52). Existe uma constante

positiva C', tal que

1 1 3 1 3
—/ —nugfde < C </ |ux]2d1:) </ |9|2da:>
o m 0 0

1 1 3
[nux(l,t)—mG(l,t)]px(l,t)§C’/ 0.2 +102dz+C (/ ]9x\2+|9]2dx> g (1,1)]
0 0
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1 1 1 /! 1
——k0,(0)pu (0) = ——AkO(0) ¢ (0) < -/ |ut|2dx~|—C’/ 10> + |0)2dz.
m m 4 /o 0

Juntando as desigualdades e substituindo em (3.52) resulta a demonstragao. [

Observacao 3.4

Aplicando o Lema 3.4 na equagao
Utt — NUge = _mez
e tomando h = x — % ,7v=0,9=1,b=1, neafungoes constantes, segue-se

—d (! 1 ! 1
s i <x—§) s dr = /0 (x—§> Uz (—m)0,dx

1 1 1
=l (L P = nlua (1] = Zlw(0, )

1 1 [t 1
—177|ugg(0,t)|2 — 5/0 {(:L‘ — 5) || ? + |um|2} dx

1 {0l 00 4 n(Olea1, 0P + (1,07}

IN

1
+C [ {luaf + fuf + j6.P} do,
0

para uma constante positiva C.
Ambas as desigualdades implicam, em particular, que para qualquer solucao

ambas as equagoes safisfazem
T
/ g (0,8) 2 + |ug(1,8)] + |u (1, 1))?dt < CE(0).
0

Agora, introduzindo o funcional L(t)

! Pt ! 1 1!
L(t)=NE(t) + / 0= dx — 50/ (x — 2w dr + —/ usudx
0o m 0 2 4 J,

onde 9y > 0 é uma constante pequena e N € N que serd fixado depois. Rivera e

Andrade (1999) afirmam que existem constantes positivas cq e ¢y, tais que
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A seguir serd mostrado o decaimento exponencial da solucao.

Teorema 3.4

Existe uma constante positiva v, tal que a solugao do sistema

Pl — Mgy +mb, = f em (0,1)x (0,7)

cl; — kOpp +mug = g em (0,1) x (0,7),
com f =g =0 e com condigoes de contorno dadas por
g (1,1) —mB(1,t) = —d[(u(1,t) = g)" 1" = bl(u(1,t) — g)*T'w(1,1)

]{2935(1, t) = _6(u<17 t>>8(17 t)
6,(0,) = (0, ¢)
w(0,0)=0 t>0

satisfaz

E(t) < E(0)e™".

Demonstracao

Dos Lemas 3.5, 3.4 e a observacao 3.4 implica em

d Lo 1 1 1
7 {/0 %dm - (50/0 (a: — 5) utuxdx} < —5/0 |ug|*dr (3.53)

1
4}
+C<s/ 10:1% + 10]*dz — go {nluaz(0) + nlua () + [ue(1)]* }
0

1
400 [ (uf? + o + 16,
0

Por outro lado, multiplicando (3.45) por u e integrando entre 0 e 1, segue

1 1 1
/ ugudr — / NUgzudr + / mludr =0
0 0 0

d I 1 1 1 1
—/ wudr — / lug|Pdz — uguld + / n|ug|?dx + mﬁu‘ — / mbu,dx = 0
dt Jo 0 0 0 Jo
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1

1 1 1
upudx :/ |ut|2dx—/ 77|ux|2d:v+/ mbu,dx+u(l,t)[nu,(1,t) —mb(1,1)]
0 0 0

dt Jy

Usando
o(1,t) = nu,(1,t) —mb(1,t),

entao

u(l,t)o(1,t) = wu(l,t)[nu.(1,t) —mb(1,t)]

= —d|(u(1,t) — g)" """ — eu(l, t)uy(1,1)
+ dgl(u(1,t) — g)"]".

Assim

d

1 1 1
d / wuds < / ugPdz — / g Pz — d|(u(L,t) — )

1
—d|(u(1,t) — g) "] — eu(1, t)us(1,t) + C'/ 0|*dzx.
0

Inserindo a desigualdade acima em (3.53), vem

d Tl ! 1 1! £
E{/o E@cpxtdx—s/o (x—§> Utu“dx+z_1/o uutdx+§|u(1,t)|2}

1t n ! 4}
< [ tuPe =2 [ e - 2 {aluaF + gl + lu(DP)
0 0

1
c. / {10, + 6P} d.
0

De acordo com Rivera e Andrade (1999) desde que

1 1
/ 102 dz < co {]9(1,75)\2 —i—/ ]9x\2dx}
0 0

e lembrando a defini¢ao do funcional L(t)

1 (;Ot 1 1 1 1
0 0

0 m
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temos que existe uma constante positiva 7, tal que

Loty < —aL) = L) < L)

e de coE(t) < L(t) < ¢1 E(t), isto implica o resultado, ou seja E(t) < E(0)e™ . O

Foi provado o decaimento exponecial do sistema formado pela sequéncia de
fungoes. O seguinte teorema diz que a energia também decai no problema de
Signorini (3.1)-(3.2) com as condigoes de contorno (3.37)-(3.40).

J& que no problema de Signorini quando ¢ — 0 (u(1,t) — g)* — 0,

isto é, o termo 1[(u(1,t) — ¢g)T]*** — 0, entdao basta considerar a parte

[+

1
/ (Jwe|* + nlus|® + 16]7) dz como serd visto no Teorema a seguir.
0

Teorema 3.5
Seja (u, §) uma solugao de (3.41)-(3.44). Entao, existe uma constante positiva

C e v independentes de t, tal que
1
[+ gl + 8P < CE(O,u,0)e—t.
0

Demonstracao

Do teorema 3.4 segue-se
1
/ (Jug | + nlus ] + |6°)7) do < CE(0,u®,6%)e .
0
Segundo Brézis (1984) se (u®,#°) convergir fracamente
(uf,0°) — (u,0),

entao

(u,0) < liminf(u®, 6°)
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isto quer dizer que

1 1
/(!ut|2+n|ux|2+]«9|2)dm < liminf/ (P + s + [6°]2) de
0 e—0 0

< CE(0,u,0)e .
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Capitulo 4

Solucao Numeérica

4.1 Formulacao do Problema

Seguindo os procedimentos vistos em Liu e Rincon (2003) e Owen e
Hinton (1980). Quando se comega a examinar as solugdes em elementos finitos
para problemas de conducao de calor, estas sao calculadas basicamente pelo
procedimento de Galerkin ou Rayleigh-Ritz.

Se um dos dois métodos ¢é aplicado no problema, entao a temperatura, e
neste caso, o deslocamento sao aproximados por uma combinagao linear, pode ser
semelhante ao usado na resolugao matemaética. Para a solu¢ao numérica deste
sistema, serd aplicado o Método de Galerkin de Elementos Finitos Semidiscreto de
modo usual como em Hughes (1987) com rela¢ao ao espaco e o Método de Euler

Implicito de Diferencas Finitas com relacao ao tempo. Considere a forma bilinear

(f.g) = /0 fode

€ 0S espagos

V ={ue H*0,1);u(0) = u,(0) = 0}

E = H?*(0,1).
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Suponha que 3 é uma funcao constante e = 1 e lembre que

o(1,t) = —d[u(1,t) — g]" — ews(1,1).

1
O sistema original a ser resolvido, tomando d = —— (0 mesmo valor usado
£
para o problema de Signorini) é o seguinte.
Pt — Mgy + mb, =0 em (0,1)x (0,7)
cly — kOyp + muy =0 em (0,1)x (0,7

u(z,0)=up(z), u(z,0)=uy(z), 0(z,0)=0y(x) em (0,1)
u(0,t) =0, 0.(0,t) = A(0,1) em (0,7) (4.1)

o(1,t)=nu,(1,t)—ml(1,t)= —é[u(l, t)—g]t—eu,(1,t) em (0,7).

Comecando com a discretizacao temporal, para isso usa-se o Método de Euler
Implicito de Diferencas Finitas para as aproximacoes de u;, uy € 6; que sao dados

por
Uj — Uj—1

wlents) = =

Uj41 — 2Uj + Uj—1

utt(xatj) = Af2 )
0, —0;_
Qt(l'7t]) = ]thl

Agora, com relacao a discretizacao do espago. Ja foi visto que as formulagoes

variacionais de (4.1); e (4.1), sdo, respectivamente

1 1 1
/ pugvdx +/ NV dx — / mbv.dr = o(1,t)v(1,t), Vv eV
0 0 0

20



1 1 1

/c@twdx—i-/ k@xwmdaj—k/ mugwdr=—00(1, t)w(1,t)—Ak0(0,t)w(0,t), Vw € E.
0 0 0

E definindo os espacos aproximados de elementos finitos V}, e Ej,, por

Vi={w, € Vivi € PP(Q9)} CV

E, ={w, € B;wi € P*(Q9)} C E,

onde Q¢ denota o interior do elemento genérico ”¢” e Q° seu fecho. O parametro da
malha é dado por h = maxh.,e = 1,2, ..., N,, onde h, ¢é o diametro do elemento
e. Os elementos v}, e wy, sao, respectivamente, as restricoes de vj, e wy, ao elemento
“e” e P3(02¢) é o conjunto de polindmios ciibicos de Hermite definidos em Q¢. Logo,
para o problema aproximado, deve-se encontrar u, € Vj e 0, € Ej,, tais que as
formulacoes variacionais acima sejam satisfeitas para uy e 6, ou seja, encontrar as
fungoes aproximadas de u e 6.

Por simplicidade daqui para frente serda omitido o indice h dos termos u, v,
0 e w.

Assim, substituindo as aproximagoes temporais wu;, uy e 0, definidas
anteriormente, nas formulagoes variacionais acima, chega-se as seguintes equacoes
aproximadas

s (11, 0) = g (2052051, 0) ) (g v) = (0, 0,) =0 (1, o1, 1), Yo €V

(O-1,0) 4k (B ) + 3 (1) = (t2)-1,0)

= pO(1,t)w(1,t) + Ak0(0,t)w(0,t), Vw € E.
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Ou equivalentemente

p p

Az (Wjs1, V) +n (Uy, vy) =0 (1, t)v(1, t)+@ (2u;—2u;_1,v)+m(0;,v,)  (4.2)
Ait (0, w) + k (0, w,) =BO(L, )w(1, 1) + MNeb(0, )w (0, 1)
+ 57 -1 0) = 5 {(Ua)j = (Ua)j—1, w) (4.3)

Vv eV eVw € FE. Com as condigoes iniciais dadas por

u(0) =up, u(0) =wug, 6(0)="6p. (4.4)

Assim, o problema (4.2)-(4.4) encontra-se completamente discretizado. Para
encontrar a solugao numérica, procedemos da seguinte forma, usando o algoritmo

abaixo.

4.1.0.1 Algoritmo para Solucao Numérica

Como em (4.4) sao dados ug, uy e 6y, divide-se o tempo em N partes iguais,

para j = 1,--- , N e o objetivo é encontrar 0; € I/ e u;;; € V, da seguinte forma.

e Para j =1, de (4.3) é encontrado o valor de ¢; como segue

c (b, w) + Atk (0, w,) =AtkB[O(1, t)w(1,t)] + AtAk[O(0,t)w(0,t)] + ¢ (6y, w)

= m{(ua)r = (uz)o, w) -

Usando o valor de #; encontrado acima, de (4.2) encontra-se o valor de usy

p (Ug, V)+A N (ug, v.) = At (1, 1)v(1,t)+p (2u; — 2ug, v)—At*m (01, v,) .

e Para j = 2, usando o valor de uy encontrado anteriormente, de (4.3) é
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encontrato o valor de 65

¢ (0, w) + Atk (0,,w,) =AtkB[O(L, t)yw(1, )] + MN[0, )w(0, )] + ¢ (0, w)

= m ((ts)s = ()1, 0) -

Usando o valor de 6, encontrado acima, de (4.2) encontramos o valor de

us

p(us, v) + At?*n(uy, v.) = AtPo(1,)v(1,t) + p(2uy — 2uy, v) — At*m(0y, v,).

e E assim sucessivamente até j = N.

Para a implementacao computacional do problema, foi usado o cdédigo em
Fortran 90 encontrado em em Hughes (1987) e graficou-se a solu¢ao do problema

na extremidade da barra usando o Matlab.
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4.2 Simulacoes Graficas

Os testes foram feitos com quatro materiais: cobre, ferro, aluminio e aco.
Para ambos os casos foram usados os mesmos valores de Santina (2001) na

tabela abaixo.

Tabela 4.1: Valores dos parametros utilizados nas simulacoes.

Parametro de penalizacdo | ¢ =1 x 107°
Espessura e=5x10"m
Diametro externo D=1x10"m

Considerando o tempo t em segundos e a distancia entre o final da barra e o
obstaculo, gd, é dado em metros.

Os dados de cada material estao nas tabelas abaixo. Para o ferro

Tabela 4.2: Valores especificos do ferro utilizados nas simulagoes.

Massa especifica (p)

7,870 x 103kg/m?

Calor especifico (c¢) 4,49 x 102J
Coeficiente de elasticidade (n) 210G Pa
Difusividade térmica (k) 0,8 x 10°W

Coeficiente de expansao térmica

(constante de acoplamento) (m)

1
0.0118 x 1073 | —

Dados retirados de htt (a) e Peterson (1994).

Para o aluminio.

Tabela 4.3: Valores especificos do aluminio utilizados nas simulagoes.

Massa especifica (p)

2,7 x 103kg/m?

Calor especifico (c) 9,04 x 10*J
Coeficiente de elasticidade (n) 70GPa
Difusividade Térmica (k) 2,37 x 10°W

Coeficiente de espansao térmica

(constante de acoplamento) (m)

1
0,0231 x 1073  —
10 ()

o4
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Para o ago inoxidavel.

Tabela 4.4: Valores especificos do ago inoxidavel (AISI 302) utilizados nas
simulagoes.

Massa especifica (p) 7,9 x 10°kg/m?
Calor especifico (c) 4,77 x 107
Coeficiente de elasticidade (7)) 193G Pa
Difusividade Térmica (k) 0,149 x 10*°W

Coeficiente de espansao térmica

) 1
(constante de acoplamento) (m) | 0,01728 x 1073 (@)

Dados retirados de htt (c) e Peterson (1994).

Para o cobre.

Tabela 4.5: Valores especificos do cobre utilizados nas simulagoes.

Massa especifica (p) 8,92 x 10%kg/m?
Calor especifico (c) 3,85 x 10%J
Coeficiente de elasticidade (n) 130G Pa
Difusividade Térmica (k) 4,01 x 10°W
Constante de acoplamento

(coeficiente de expansdo térmica) (m) | 0,0165

Os dados foram retirados de htt (d) e Peterson (1994).

A apresentacao dos resultados computacinais e a andlise estd divida em
trés etapas. Etapa 1, onde considera-se os materiais ferro e aluminnio em trés
diferentes distancias para gd, mantendo o mesmo tempo e as mesmas condi¢oes
iniciais. Etapa 2, toma-se outras condigoes iniciais e considera os outros dois
materiais, aco e cobre, e usa-se 0 mesmo tempo e as mesmas distancias de gd do caso
anterior. Etapa 3, considera-se novas condicoes iniciais para todos os materiais:
ferro, aluminio, aco e cobre. Aqui, diferentemente dos dois casos anteriores, a
distancia gd é mantida constante e varia-se o tempo em trés instante diferentes.

Nas trés etapas sao feitas comparagoes e andlise entre os resultados obtidos.
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4.2.1 Dado I(Ferro e Aluminio)

Considere A = 107° e a funcao 3 = 0,2 constante com as condicoes iniciais

u(z,0) = 0
w(z,0) = —10x

0(x,0) = 5x107°(z + 10°)

4.2.1.1 Caso i

Comecando a andlise o material ferro. Considerando o mesmo tempo e

variando a distancia gd, seguem-se os graficos.

0.2 =

02k e

0.4

u(1,t)y (m)

0ar -

1 ] 1 3| 1 1
t (s)
tf=6 s, gd=0.2 m

Figura 4.1: Ferro I

Observe através dos graficos 4.1-4.3 quanto menor é a distancia da barra
até o obstaculo, a barra ao se chocar com o obstaculo apresenta comportamento
irregular, devido ao efeito de inércia da ; mas barra com o passar do tempo, a
solugao comeca a decair e a barra nao atinge mais o obstaculo e consequentemente

apresenta um comportamento regular. Por outro lado, conforme aumenta-se a
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DE T T T T T

0.4 -

02 -

02 =

u(1,ty {m)

0.4

NEF i

1 1 1 3| 1 1
t (s)
tf=6 s, gd=0.4 m

Figura 4.2: Ferro II

0.5 -

0.4 4

02f -

0.z

u(1,t) (m)

04k d

NEF -

0.8

21 1 1 3| 1 1
t (s)
tf=6 s, gd=1 m

Figura 4.3: Ferro I11

distancia gd a barra atinge menos o obstaculo (ver 4.2) e aumentando mais ainda

a distancia gd (ver grafico 4.3), a barra nao alcan¢a mais o obstaculo e sempre
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apresenta um comportamento regular. Note que, quando a barra nao toca mais
o obstaculo seu decaimento é muito lento, quase imperceptivel e ,também, quanto

maior o aumento da distancia gd a barra apresenta um ntiimero menor de oscilagoes.

4.2.1.2 Caso ii

Utilizando os mesmos dados iniciais para fazer a analise com o aluminio,

surgem os graficos. Com este material as oscilacoes da barra apresentam um

u¢l,t) (m)

1 1 1 3| 1 1
t (s)
tf=6 s, gd=0.2 m

Figura 4.4: Aluminio I

comportamento similar ao material ferro, tanto quando a b toca o obstaculo quanto
quando nao o encontra mais. Comparando 4.1 com 4.4 e 4.5, a viga de aluminio
atinge o obstdculo com maior intensidade, causando maior irregularidade ao se
chocar com o obstaculo. Comparando agora 4.1 com 4.4, 4.2 com 4.5 e 4.3 com
4.6, as dilatacoes e as contragoes que a barra apresenta sao analogas para os dois
materiais (ferro e aluminio), assim como o nimero de oscilagoe e o decaimento

exponencial.
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u{1,t) {(m)

u(1,t) (m)

02F

04k

OB

DBF

0.6

1 1 1 1 1 1

3
t (s)
tf=6 s, gd=0.4 m

Figura 4.5: Aluminio II

08

0.6

0.4

02F

21 1 1 1 1 1

3
t (s)
tf=6 s, gd=1 m

Figura 4.6: Aluminio I1I
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4.2.2 Dado II (Ago Inoxidavel (AISI 302) e Cobre)

Considere A = 1072 e a funcao 3 = 0,2 constante com as condicoes iniciais

u(z,0) = 0

s 43
w(x,0) = — [4:5—{—2:16 —ga?]
0(x,0) = 5x1073(z + 10°)

Nesta etapa é considerado o mesmo tempo e trés diferentes distancias para

gd, como na etapa anterior.

4.2.2.1 Caso i

Usando o ago, seguem os graficos.

u(1,t)y (m)

05 A

3
t (s)

tf=6 s, gd=0.2 m

Figura 4.7: Ago Inoxidavel I

Conforme varia a distancia gd, a barra se comporta analogamente aos
materiais da Etapa 1, ferro e aluminio, apresentando uma pequena diferenca (para

menos) no numero de oscilagoes e estas oscilagoes atingem o obstdculo com uma
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ast :
o4 1

nz
0.1

01 A

u(1,ty {m)

o2k 4
a3t 4
o4k ol
sk 4

3
t (s)

tf=6 s, gd=0.4 m

Figura 4.8: Ac¢o Inoxidavel I1

06 -

0.4

0z

0.z

u(1,t) (m)

04t y

OB -

0.8

3
t (s)

tf=6 s, gd=1 m

Figura 4.9: Ao Inoxidavel III

intensidade e quantidade menor de vezes. No entando, o niimero de oscilagoes do

aco quase nao muda variando a distancia gd. 5 x 1073(z + 10%)
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4.2.2.2 Caso ii

Agora, as simulagoes com o cobre.

3
t (s)
tf=6 s, gd=0.2 m

Figura 4.10: Cobre I

Neste caso, também, com o aumento da distancia gd a barra se comporta
de maneira analoga com os outros trés materiais analisados anteriormente. Agora,
comparando este mateiral, cobre com o aco, é possivel observar claramente que o
cobre apresenta moscilacoes que o aco para cada distancia gd. Ainda percebe-se
também que usando somente o cobre e variando apenas a distancia, gd, o nimero
de oscilacoes quase nao muda. a principal e notoria diferenca entre o cobre e o aco
é que para o cobre é que para o cobre quando a barra choca-se com o obstaculo
ocorre com maior intensidade e por mais tempo, compare os graficos 4.7 com 4.10

e 4.8 com 4.11.
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u{l,ty (m)

u(1,ty {m)

nst

06

04

0.z

02

04t

OB

08

3
t (s)
tf=6 s, gd=0.4 m

Figura 4.11: Cobre II

3
t (s)
tf=6 s, gd=1 m

Figura 4.12: Cobre III

63




4.2.3 Dado III (Ferro, Aluminio, Aco Inoxidavel (AISI 302) e Cobre)

Agora considerando a funcao f = 0.1, e as condigoes iniciais

u(z,0) = 0
4 1
w(2,0) = —5|1—22%+ 2% — —2*
3 3
0(x,0) = 2,5(x+2)
As simulagoes foram realzadas usando os quatro materiais: ferro, aluminio
aco e cobre; para poder comapard-los entre eles ja que possuem constantes

diferentes. Desta vez foi mantidda a mesma distancia gd variado o tempo em

trés instantes diferentes.

4.2.3.1 Caso i

Considerando o tempo final de 3 segundos para cada um dos materiais, tem

o seguinte.

05 T T T

tf=3 s, gd=0.4 m

Figura 4.13: Ferro IV
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|:|5 T T T T T

u(1,t) (m)

_DE 1 1 1
a 0.5 1 15 2 25 3

t (s)
tf=3 s, gd=0.4 m

Figura 4.14: Aluminio IV

u(1,t) (m)

OB F -

15
t (s)

tf=3 s, gd=0.4 m

Figura 4.15: Aco Inoxidével IV

Analisando os graficos 4.15-4.16 é possivel observar que o aco possui menor

dilatacao e contragao que todos os outros materiais, pois é o que se choca com o
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u(1,ty {m)

1
a 0.4 1 15 2 25 3

t (s)

tf=3 s, gd=0.4 m

Figura 4.16: Cobre IV

obstaculo com menor intensidade. Por outro lado, o cobre é que apreesnta maior
intensidade ao se chocar com o obstaculo, além de ser o que atinge o obstaculo
por mais tempo, consequentemente é o material que mais se dilata e se contrai.
Quanto ao ferro e o aluminio, 4.13 e 4.14, suas dilatacoes e contracoes ocorrem

quase na mesma amplitude, nao sendo notoria as diferencas para este tempo.

4.2.3.2 Caso i1

Tomando, agora, o tempo de 15 segundos.

66



u(1,t) {m)

u(1,t) (m)

01

N2

N3

04k

ns

0.4
[
0.3

nz

01 l

04 : ;
a

t (s)
tf=15 s, gd=0.4 m

Figura 4.17: Ferro V

0.4a

0.4 ]

0.3
0z

0.1 L

01k

02

03F

04k

t (s)
tf=15 s, gd=0.4 m

Figura 4.18: Aluminio V
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0.4 4

0.2 .

N2F .

u(1,ty {(m)

04f .

OB e

t (s)
tf=15 s, gd=0.4 m

Figura 4.19: Aco Inoxidével V

0.4 1| B

0.z -

N2F .

u(1,t) (m)

NEF -

t (s)
tf=15 s, gd=0.4 m

Figura 4.20: Cobre V

Com este tempo maior de 15 segundos, fica eviente que o decaimento da

solugao. Comparando estes quatro graficos, 4.17-4.20, neste tempo maior, tf = 15,
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com os graficos anteriores, 4.13-4.16, no tempo tf = 3 observa-se que toda a
andlise para é analoga para ambos os casos. Ainda por existir um nimero grande
de oscilagoes, no momento do choque da barra com o obstaculo nao se percebe
as irregularidades causadas pelo choque. Contudo, claramente que para nenhum

material a viga ultrapassa a posicao do obstaculo.

4.2.3.3 Caso 1ii

Finalmente, usando o tempo final, ¢ f, de 40 segundos.

05 T T T T T T T

0.3 .

0.z .

u(1,ty {(m)

0s 1 1 1 1
0 = 10 15 20 25 30 35 40

t (s)
tf=40 s, gd=0.4 m

Figura 4.21: Ferro VI

Observando os resultados para este caso em que se aumenta ainda mais o
tempo, o comportamento é andlogo para os quatro materiais. Entretando nota-se
mais claramente o decaimento da solucao, 4.21-4.24. Além disso pelo problema
ser acoplado ocorre uma diminuicao na amplitude das oscilacoes a medida que o
tempo passa, ou seja, isto se deve ao equilibrio de temperatura da barra com o
meio ambiente. Assim, quando a diferenca de temeratura tente a ser nula, pelo

equilibrio térmico, a barra tende a estabilizar o seu tamanho. Graficamente a
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_DE 1 1 1 1 1 1 1
a ] 10 15 20 25 30 35 40
t (s)
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Figura 4.22: Aluminio VI

0.4 4

0.2 .

02 l 4

u(l,ty (m)

04 .

OB —

] & 10 14 20 25 30 35 40

t (s)

tf=40 s, gd=0.4 m

Figura 4.23: Aco Inoxidével VI

medida que o tempo passa em vez das oscilagoes o grafico tende a apresentar uma

reta superposta ao eixo das abscissas (u(1,t) = 0).
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Figura 4.24: Cobre VI
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4.3 Conclusao

Através deste estudo alcancou-se os objetivos prospostos que era deduzir
fisicamente o problema acoplado através de duas leis: Segunda Lei de Newton, e
Conservagao de Energia. Analisando o comportamento de uma barra metalica ao
se deparar com um obstaculo. Encontrou-se a solugao e unicidade para o problema
de contato, quando a barra ultrapassa o obstaculo. E uma das solugoes para
o Problema de Signorini, quando a barra choca-se com o obstaculo rigido, nao
ultrapassando-o, gerando desigualdade nas condigoes iniciais. Também verificou-
se o decaimento exponencial da solucao em diferentes situagoes, primeiro mantendo
o tempo fixo e variando a posicao do obstaculo- usando condigoes iniciais diferntes
para a andlise dos materiais ferro e aluminio, ago e cobre. Posteriormente,
manteve-se a distancia do obstaculo fixo variando o tempo em trés instantes para
cada um dos quatro materiais. Em todos os casos foi verifado a convergéncia
numérica do método e chegou-se ao resultado esperado, os quais ja haviam sido
provados analiticamente. Comparando os resultados obtidos nas Etapa 1 e Etapa
2 (onde variou-se apenas a distancia gd) com os resultados da Etapa 3 (onde o
tempo foi variado) fica evidente a concordancia dos resultados obtidos, uma vez
que o em todas as etapas, ora variando gd, ora variando t, todos os resultados
numéricoa estao de acordo com a teoria condizentes com o esperado. Com as
simulagoes numéricas considerando o caso do Problema de Signorini pode ser
verificado graficamente o deslocamento devido a diferenca de temperatura com
o meio ambiente. O comportamento da barra ao se chocar usando dados de
materiais diferentes e que a solucao decai rapidamente quando esta encontra o
obstaculo. Assim, é possivel concluir que a metodologia desenvolvida na presente
pesquisa permitiu mostrar desde a modelagem, a resolucao matemaética e analisar
na pratica os resultados esperados: uma solucao encontrada para o Problema de
Signorini, o decaimento de energia. Este trabalho serve de base para estudar
futuramente o comportamento de uma barra ao se deslocar tanto verticalmente

como longitudinalmesnte, ou seja em diagonal, que é o movimento real de uma
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dilatacao. Além de estender para o caso bidimensional.
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