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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo estudar as solugoes de equagoes diferenciais paraboli-
cas usando o método das caracteristicas. Este método consiste em transformar uma
equagao diferencial parcial de segunda ordem, em um sistema de equagoes de primeira
ordem. Estas equagoes sao resolvidas através de integracao ao longo das linhas carac-
teristicas de cada equacao. Porém na Difusao, nao se pode obter duas equacgoes. Desta
forma o método nao se aplicaria a esse tipo de equacao, por essa razao, foi necesséria
uma adaptacao no método das caracteristicas tradicional para que pudesse ser usado em
equagoes parabodlicas. Esta adaptacao teve um precgo alto, pois através dela foram gerados
sistemas que para serem resolvidos, exigem o conhecimento a priori da solu¢ao da equacao.
A adaptacao também gerou integrais que exigem um consideravel esfor¢o analitico para
sua resolucao. Apds aplicacao do método verificou-se que a solugao obtida através deste
"pseudo” método das caracteristica era idéntica aquela obtida analiticamente, ou seja, o

método possui consisténcia suficiente para recuperar a solucgao.

Palavras-chave: Método das Caracteristicas. Equagao Parabolica. Adaptacao.
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ABSTRACT

In this work we study the behavior of solutions of second-order parabolic partial differ-
ential equations by means of the method of characteristics. The equation is first converted
to a system of first-order equations which can then, in principle, be solved by simple
quadrature along the characteristic lines. It is well known, however, that this is not im-
mediately possible for parabolic equations: the resulting system in this case possesses only
one eigenvector, and therefore only one characteristic direction. In order to circumvent
this difficulty, it was necessary to adapt the method of characteristics as follows. We as-
sume that the solution is known, and change the first-order system of equations to recover
two eigenvectors. This comes at a high price, as the solution has to be known in advance.
Then, with derivatives of the solution incoporated to the first-order system of equations,
the method of characteristics can be applied, and the analytic solution is recovered. The
procedure can therefore be applied in a consistent way. We conjecture that our analytical

treatment can be adapted to generate iterative solutions by simple numerical methods.

Key-words: Characteristics method. Parabolic equation. Adaptation.
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Capitulo 1

Introducao

Sao muitas as aplicacOes existentes para as Equacgoes Diferenciais Parciais. Sabe-se
que grande parte dos fendmenos fisicos e de engenharia, podem ser descritos através de
uma Equagao Diferencial Parcial. Tais equagoes sao classificadas em trés tipos: Elipticas,
Parabolicas ou Hiperbolicas. Esta classificacao nao é simplesmente académica, pois cada
classe de Equacao diferencial Parcial esta associada a uma categoria diferente de feno-
menos. Além disso, alguns métodos de solugao que se aplicam a uma classe de equagoes
podem nao se aplicar a outra.

Pode-se distinguir na natureza dois tipos de fendmenos fisicos: transientes e esta-
cionarios. Transientes sao aqueles que evoluem com o tempo. Estacionarios sao os que
estdao em equilibrio Fortuna (2000). H& métodos especificos de simulagdo para os dois
tipos de fendémenos.

Problemas estacionérios sao em geral representados por equacgoes do tipo elipticas,
cujo prototipo é a equacao de Laplace. Problemas transientes sao aqueles que envolvem
a variagao temporal de grandezas fisicas, por isso, podem ser modelados por equagoes do
tipo hiperbodlico tal como a equagao da onda ou parabdlicos assim como a equacao da
difusao. Esta tultima é o foco principal deste trabalho.

Problemas de difusao, podem ser resolvidos por diversos métodos, tanto numéricos
quanto analiticos. Neste trabalho, utiliza-se dois métodos: Primeiramente obtém-se a
solugao analitica dos problemas de difusao, utilizando transformada de Laplace. Esta
solucao é obtida para que se possa avaliar, posteriormente o comportamento da mesma
utilizando o método das caracteristicas.

O método das caracteristicas ¢ um método tanto numérico (Romao et al., 2008) quanto



analitico (Sarra, 2003) de solugao de equagoes diferenciais parciais. Porém, classicamente,
o método das caracteristicas é utilizado para resolucao de problemas hiperbélicos, tal como
se pode verificar em Iorio (2005). Neste trabalho procura-se explorar as informagoes que
o método das caracteristicas pode trazer na analise de equagoes diferenciais parabolicas.
Embora o método em sua forma original seja incapaz de proporcionar solugoes para este
tipo de equacao diferencial parcial, ele pode, como veremos, ser modificado para explicar
o papel das linhas caracteristicas na solucao analitica. Isto tem um prego alto e , a
primeira vista, inconsistente: é preciso conhecer a proépria solucao do problema para
poder reescrevé-la na "forma'"do método das caracteristicas . Assim sendo, este trabalho
deve ser visto como uma primeira explorac¢ao do tipo de informacao qualitativa que se
pode obter ao se "aplicar” o método das caracteristicas a problemas parabdlicos.

Deve-se notar, entretanto, que numerosos métodos na literatura sao construidos de
forma nao muito diferente daquela que serd exposta aqui; por exemplo, o método de
Gauss-Seidel para resolver iterativamente sistemas de equacgoes lineares explicita cada
incognita em funcao de todas as outras, parte de uma solucao arbitraria, e geralmente
converge ao fim de algumas iteragoes, sendo inclusive muito mais eficiente, para sistemas
lineares grandes, do que o método de eliminagao de Gauss. Desta forma, embora neste
trabalho, nés dependamos do conhecimento a priori da solu¢ao da equagao diferencial
parcial parabdlica, nos antevemos que a técnica de re-formatacao do problema nos moldes
do método das caracteristicas podera dar lugar a métodos iterativos em que se parta de
uma estimativa inicial da solucao.

Nos proximos capitulos é feita uma explanacao do método das caracteristicas tradi-
cional, com suas aplicagoes tipicas e também algumas aplica¢oes em equacgoes diferenciais
parciais do tipo parabélicas.

Iniciamos esta explanagao no capitulo 2, onde sao relembrados alguns conceitos fun-
damentais para o conhecimento das equacoes diferenciais parciais. Também abordamos
as formas de obtencao das solugoes de equagoes diferenciais parciais usando o método
das caracteristicas. Primeiramente exploramos a classificacao das equacoes diferenciais
parciais. Em seguida temos dois exemplos de utilizacao tradicional do método das carac-
teristicas, primeiro em um problema de primeira ordem linear em seguida em um problema
de primeira ordem nao linear.

No capitulo 3 é abordada a equacao da onda, da mesma maneira tradicional que foi



resolvida por d’Alambert. Este problema é tipico para utilizacao do método das carac-
teristicas, é considerado um bom exemplo para ilustrar o método aplicado em problemas
de segunda ordem.

No capitulo 4 vamos tratar de um primeiro caso de equacao diferencial parcial do
tipo parabolica. Para solucao desta equagao, inicialmente vamos usar transformada de
Laplace para encontrar a solugao analitica, em seguida vamos analisar a solugao obtida
analiticamente sob a 6tica do método das caracteristicas. A conclusao obtida com este
estudo é a de que a solucao obtida através de transformada de transformada de Laplace
é a mesma solucao obtida através do método das caracteristicas.

No capitulo 5 vamos abordar um segundo caso de equacao diferencial parcial do tipo
parabdlica em um problema de difusao. Neste caso também faremos o mesmo procedi-
mento do capitulo anterior. A diferenca é que neste capitulo, a obtencao da solugao através
do método das caracteristicas é muito mais complicada do que no capitulo anterior.

No capitulo 6 temos as conclusoes e as orientacoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

A Forma Classica de Utilizacao do

Método das Caracteristicas

No capitulo 2 seréa abordado o Método das Caracteristicas na sua forma classica. Para
isso, vamos mostrar algumas solucoes de equagoes diferenciais parciais que foram obtidas
usando o método. O objetivo desta secao é a familiarizagao com a versao analitica do
método das caracteristicias, que é o cerne deste trabalho.

Na secao 2.1, é abordada a classificacao das equagoes diferenciais parciais. O objetivo
desta se¢ao é familiarizar o leitor com os tipos de equagoes abordadas neste trabalho.

Nas secgoes 2.2 e 2.3, sao resolvidos dois exemplos de problemas envolvendo equagoes
diferencias parciais lineares e nao lineares. O método das caracteristicas é utilizado para

obtencgao das solugoes destas equagoes.

2.1 Classificacao das Equagoes Diferenciais Parciais

Uma Equagao Diferencial Parcial pode ter varios tipos de classificacao, de acordo com
a ordem das derivadas, com os coeficientes das derivadas e com o termo independente na
equacao.

Vamos comecar pela classificacao de acordo com a ordem da derivada:

e Uma equagao diferencial parcial pode ser classificada de acordo com a ordem da

derivada de maior ordem que aparece na equagao:

— se u(z,y), ¢ uma funcao de duas variaveis, a equagao



0*u  Ou
—— 4+ — =0 2.1

ox? 0Oy (21)
é uma equacao diferencial parcial de segunda ordem, pois a derivada de maior

ordem ¢ dois. Generalizando temos o seguinte:

oy O lu 0*u  Ou
e — 4+ — = 2.2
oxn + oyn—1 et 02 + dy 0 (2.2)

é uma equagao diferencial parcial de ordem n, pois a ordem de sua maior

derivada é n.

e De acordo com os coeficientes das derivadas, uma equacao diferencial parcial pode

ser linear, semilinear ou nao-linear:

— Uma equacao diferencial parcial é dita semilinear em um dominio M € R?, se

ela puder ser escrita na forma

ou 0% &u

Az, y) =0, (2.3)

+G (x,y,u Ou 6u>

) %7 a_y
onde os coeficientes A, B e C, das derivadas de segunda ordem sao fungoes

apenas de x e y e para todo (z,y) € M pelo menos um dos coeficientes A, B

ou C é nao nulo, ou seja:

A*(x,y) + B (x,y) + C*(x,y) #0. (2.4)

Dessa forma um exemplo de equagao diferencial parcial semilinear pode ser

dado pela expressao:

0%*u 9%*u

vu_ 2 _ 22 7 2.
oo = Vv (2.5)

onde o conjunto dominio desta equagao é M = {(z,y) € R? : 2% — y* > 0}.



— Uma equacao diferencial parcial na forma de (2.3) é dita linear se puder ser

escrita na forma

0*u 0*u 0?u du du
A B C D—+FE—+F G=0 2.6
92+ D0y * y? L y T ’ (2:6)

onde A, B, C, D, E, F' somente dependem das variaveis independentes = e y

e G pode ser constante ou fungao de z e y. Além disso, para todo (z,y) € M

A(z,y) + B*(x,y) + C*(x,y) # 0. (2.7)

Alguns exemplos de equagoes diferenciais parciais lineares sao

(2.8)

— Equacoes diferenciais parciais nao-linerares sao aquelas que nao obedecem aos

critérios anteriores. Eis alguns exemplos:

,0%u 0%

U @—Fa—zﬁzo,
,0%u  ,0%
ou  Pu

+u? =0,

(2.9)

e Uma equacao diferencial parcial pode ainda ser classificada como homogénea ou nao

homogénea

— Uma equagao diferencial parcial nao homogénea é aquela que pode ser escrita

na forma



0%u 0%u 0%u ou ou
A B D—+F—+F = 2.1
502+ Bouay + O+ Dgy + By + Fut G =0 (2.10)

onde os coeficientes A, B, C, D, E, F e G podem ser dependentes das variaveis
x ey, da fungdo u = u(x, y) ou das derivadas de primeira ordem de u = u(x, y);

também ¢é necesséario que G(x,y) # 0.

— Uma equacao diferencial parcial é dita homogénea se puder ser escrita na forma

(2.10) mas com G(z,y) = 0.

2.2 Problemas Lineares de Primeira Ordem

Vamos agora apresentar uma equacgao diferencial parcial de primeira ordem linear
e em seguida vamos resolvé-la usando a forma classica de solugao através método das
caracteristicas. Este exemplo foi retirado de Iério (2005). Considere a seguinte equagao

diferencial parcial:

0 0
A b = sinx + cosy, (2.11)

sujeita a seguinte condigao de contorno:

u(z,z) = p(x),xz € R, (2.12)

com p uma funcao conhecida.
Para solucgao através do método das caracteristicas , primeiramente é necessario obter
as curvas caracteristicas desta equacao. Para isso calcularemos a derivada total da

Equagao (2.11) em relagao a x, ja que y = x na condi¢do de contorno.

du Oudxr Ou @

e i Mt 2.13

dr  Oxdx + Oy dx ( )
comparando 2.11 com 2.13, nota-se que

d

Yo 3 (2.14)

dr



curva inicial

sV

curvas caracteristicas

Figura 2.1: Curvas caracteristicas e condigao inicial da Equagao (2.11).

e a partir desta observagao, podemos concluir que as curvas caracteristicas da Equacao

(2.11), sao do tipo

y=—3x+c  onde c éuma constante. (2.15)

Da condi¢ao (2.12) podemos concluir que a curva inicial do problema ¢ dada por y = x.
Para facilitar o entendimento do problema vamos analisar a Figura (2.1), onde podemos
visualizar um ponto (x1, ), pelo qual passa a curva caracteristica y; = —3x; + ¢. Neste
caso, ¢ ¢ a constante que caracteriza esta curva, que pode ser dada por ¢ = y; + 3.
Também pode ser visto na Figura (2.1), um ponto (o, yo), conhecido por interceptar
a curva inicial y = x. A partir deste ponto e das informacoes fornecidas pela condicao de

contorno é possivel encontrar

3T
To = u (2.16)
4
Para finalmente obter a solu¢ao da Equagao (2.11) é necessario realizar a integragao

ao longo das curvas caracteristicas partindo de xy até um z qualquer (z), da seguinte

forma:



u(z,y) = /f sen (§) + cos (—3¢ + ¢)d€ + p(xp) (2.17)

1+321
1

onde p(zo) ¢ um valor conhecido de p dado em (2.12).

Assim, usando (2.16) podemos encontrar,

1 + 3z
w(z,y) = — cos(z)|jrs — gsen(—?)x +¢)| 543 + (y 1 ) ,
4 4

() ety a[a(552) )
+p(y+3x) (2.18)

4

usando ¢ = y + 3x, encontrado anteriormente, finalmente temos

3 1
u(z,y) = — cos(x) + cos (y—z x) - gsen(—&r +y + 32)
1 +3 +3
+§Sen(_3y 4 $+y+3$)+p(y 1 JC) (2.19)
3 1 1 —3y—9
u(z,y) = — cos(z) + cos (y—z :c) — gsen(y) + gsen (—y4 ’ +y+ 3;17>

+p (y 2395) (2.20)

(@, y) = — cos(x) + cos (y 235”) - % {Sen () — sen (y Z?’xﬂ +p <y 23“’> |
(2.21)

Simplificando, encontramos a resolugao da Equagao (2.11)

1 1
u(x,y) = — cos(z) + cos <y—|— 3x> — —sin (y)—l—gsen <y23x> +p <y —ng) . (2.22)

Vimos neste exemplo, que o método das caracteristicas pode ser utilizado na solugao

de equagoes diferenciais parciais lineares e a solugao ¢ obtida de maneira simples.

10



2.3 Problemas Nao Lineares de Primeira Ordem

Vamos analisar, agora, uma equacao diferencial parcial de primeira ordem nao linear.
Aqui também seré usado o método das caracteristicas na sua forma cléssica, de maneira
analoga ao problema resolvido na se¢ao anterior.

A equacao analisada é a seguinte:

% + am5/gg—? = — [gxl + 20@1/3} uw  com  u(z,0)= f(x); (2.23)

onde f(z) é uma fungao qualquer.
Fazendo uma analogia com o primeiro caso, vamos iniciar a resolucao deste problema,

obtendo a derivada total

du Ou Oudt
% = a—l-a@ (2.24)

Vamos comparar a Equacdo (2.24), com (2.23). Desta forma é possivel deduzir que

j—; = az~%3. (2.25)

A partir da Equacdo (2.25), é possivel encontrar as curvas caracteristicas da Equagao

(2.23) integrando diretamente. A solucao desta integragao nos fornece

-3 -2/3
t = % +k, (2.26)

que sdo as linhas caracteristicas do problema (2.23), onde k é a constante que define as
varias linhas.
Para solugao deste problema vejamos na Figura (2.2) um ponto conhecido (g, o),
onde
—3ax, 2/3

T (2.27)

mas sabemos da condicao inicial que tg = 0, e assim encontramos

T = (%)_3/2. (2.28)

3a

11



curva inicial ¢t =0

Figura 2.2: Curvas caracteristicas e condi¢ao inicial da Equacao (2.23)

Usando um raciocinio analogo para um ponto qualquer das linhas, encontramos

-3 -2/3
t= % +k (2.29)
ou
2t + 3ax—?/*
k= % (2.30)

Continuando com a solugao, vamos integrar a derivada total (2.24) ao longo das linhas

caracteristicas
d 5
é = — lgscl + 20&1/3} u, (2.31)
d 5
;u =— {gxl + 2041’1/3} dx (2.32)
e assim

12



d ¢ ‘
au_ _§/ Yy ldy — Qa/ X3 dy + u(zo, to). (2.33)

U 3 Juo 0

A solugao desta integral, nos da

In (u) = %51n (%) - g <x4/3 - x3/3> + f(zo). (2.34)

Exponenciando temos finalmente a solu¢ao para o problema (2.23)

"= <1> 7 (—; (a2 - x3/3)> exp(f(zo)) (2.35)

Zo

2t+3az—2/3 > —3/2

com xrg = ( 30

Vimos nestes exemplos que o método das caracteristicas pode perfeitamente ser uti-
lizado na solugao de equagoes diferenciais parciais lineares e nao lineares, além de varios
outros tipos de equacoes. As solugoes obtidas nestas se¢oes nos remetem & idéia de que o
método pode ser usado de uma maneira quase que exclusivamente intuitiva e geométrica,
e consequentemente de facil compreensao. Esta simplicidade foi parte da motivacao para

este trabalho.

13



Capitulo 3

Solucao da Equacao da Onda

Sao muitos os fendmenos que podem ser descritos pela equacao da onda. Ela governa o
movimento das ondas eletromagnéticas, ondas em agua, fluidos supersonicos, pulsacao de
fluxo sanguineo, ondas elésticas em solidos e vibrac¢ao de cordas e membranas (Greenberg,
1998).

A equacao da onda é uma equacao do tipo linear de segunda ordem, este foi um
dos problemas mais importante do século XVIII. O primeiro a estuda-la foi d’Alambert,
seguido de Euler, Daniel Bernouilli e Lagrange. Foram obtidas solucoes em diversas
formas e a discussao sobre os méritos e as relagoes entre essas solugoes levantou questoes
fundamentais (como, por exemplo, o que é uma fungao) que s6 foram resolvidas no final
do século XIX (Iério, 2005).

No capitulo 3 vamos mostrar a solugao para a Equacao da Onda que foi obtida por
d’Alambert, pois esta foi a primeira experiéncia feita a partir de linhas caracteristicas, de

que se tem noticia.

3.1 A Solucao de d’Alambert

A solucao cléssica obtida por d’Alambert para a equacao da onda é uma bela forma de
utilizagdo do método das caracteristicas. Aqui mostra-se um problema de vibragao para
uma corda infinita, cuja equacao governante é a equacao da onda.

Seja a equagao

% _ ,0%
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com as seguintes condigoes:

2

o(x,0) =e" (3.2)

¢

—(z,0) = 0. 3.3

~(2,0) (33)
Para simplificar a notacdo, vamos escrever a Equagao (3.1) como

02¢:px - (btt =0. (34)

O primeiro passo para a utilizagao do método das caracteristicas em equagoes hiperbodlicas
como esta consiste em transformar uma equacao de segunda ordem em um sistema de
equagoes lineares de primeira ordem.

Para isso vamos usar a seguinte mudancga de variaveis:

U,:qu,
v = ¢y.

(3.5)

Agora, reescrevemos a Equagao (3.4), utilizando a mudanca de variaveis proposta em

(3.5), para dessa forma obtermos o sistema

uy, — v =0,

(3.6)
v, — up = 0.
Este sistema também pode ser representado de forma matricial
0 | u 0 = |a|uwu 0
— + “ |l = = : (3.7)
0z | 4 1 0 |9 0

Observe que o sistema (3.7) envolve duas equagoes diferenciais parciais lineares acopladas,
ou seja, as equagoes devem ter como solu¢do duas fungdes, uma fungdo u(z,t) e outra
v(x,t). Para evitar esse problema, o ideal é desacoplar as equagoes, para isso é necessario

diagonalizar a matriz dos coeficientes do sistema (3.7).
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Para diagonalizar a matriz dos coeficientes do sistema (3.7), primeiramente é necessario
encontrar os autovalores e autovetores da matriz. Assim, temos

1 —1
)\1:—
C

associados a estes autovalores obtemos os autovetores

m= (21 e wm=(1) (3.9)

C C

Agora ¢é possivel reescrever o sistema (3.7) na base dos autovetores encontrados

9. =0
Yvaial
oz’ T

—

V=0 (3.10)

onde V = (&,7n), tem como representacao matricial o seguinte sistema:

A0 0
LA I L. . (3.11)
ox n 0 )\2 ot n 0

Vale lembrar que (£,7), sdo as componentes do vetor das incognitas V', na base dos
autovetores 07, 05, enquanto que (u,v), sdo as componentes deste mesmo vetor na base
candnica. Agora precisamos encontrar uma expressao para £ e para 7. Isto é possivel

efetuando a seguinte mudanca de base

coy + oy =V, (3.12)

assim

¢ (%1 1) 4 (% 1) ~ (u,0) (3.13)

produz o sistema de equagoes

(3.14)
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ou, matricialmente,

-1 1
= = u
© ¢ = . (3.15)
1 1 n v
Finalmente obtemos
g2 Ue (3.16)
2
e
p = e (3.17)
2
Voltando ao sistema (3.11), vamos desacoplar as equagoes
o) 1019 0
9|t + 1 ¢ o1¢ = , (3.18)
ox n 0 %1 ot n 0
£+15 ~o
(3.19)
o a
om0
Vamos analisar a primeira equagao do sistema (3.19):
o0& 10¢
T )| 3.20
ox + c ot ( )

Primeiramente, é necessaria uma condigao inicial. Sabe-se de (3.2) e (3.3) , que ¢(z,0) =

e e ¢(z,0) = 0, também sabe-se de (3.5), que u = ¢, e que v = ¢;. Ainda de (3.16),

v—uc

5. Com isso, pode-se concluir que

tem-se £ =

£(x,0) = cre™ (3.21)
¢ uma condicao inicial para o problema (3.20).
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2y

(w0, 0)

curva inicial t =0

Figura 3.1: Curvas caracteristicas e condigao inicial da Equagao (3.20)

Agora é possivel resolvé-lo usando o método das caracteristicas. Procedendo de
maneira analoga a dos capitulos anteriores, comecaremos com uma derivada total para &

em T

de _ oEdr | 0% dt

= — ——. 3.22
dv  Ordx Otdx (322)
Comparando (3.20) com (3.22), verifica-se que 9 = 1. Portanto as curvas caracteristicas

do problema, sao do tipo

t = % + K, (3.23)

onde k é a constante que vai definir cada uma das curvas caracteristicas.
Na Figura (3.1) esta representado um ponto (z1,t1), pelo qual passa a curva carac-

teristica t; = £+ + k, onde k caracteriza esta curva e é dado por

Ctl — T

k= (3.24)

c
Analisando agora o ponto (zg,%y) é possivel encontrar uma expressao para xy sabendo
que este, intercepta a curva inicial em ¢y = 0. Assim fica claro que o ponto xy procurado

ct1—x1

é dado por xg = —kc, mas como k = , entao

18



rg = — tc. (3.25)

Para resolver a Equacao (3.20) basta, agora integrar a derivada total (3.22) ao longo

das curvas caracteristicas desde z( até um z qualquer (z):

£(a,t) = / " 0de + £ (a0, to) (3.26)

o

Assim, de 3.21 obtém-se:

E(x,t) = cxge™™ (3.27)

Sabe-se que xp = x — tc, e assim fica facil encontrar a solu¢do da equagao (3.20), dada

por

E(z,t) = c(x — te)e @t (3.28)

Ainda no sistema (3.19) é necesséria a analise da segunda equagao:

Al Y (3.29)

Como antes, precisamos atribuir uma condic¢do inicial a esta equagao. Sabe-se de (3.2)
e (3.3) , que ¢(z,0) = e e ¢(z,0) = 0; também sabe-se de (3.5), que u = ¢, e que

v = ¢;. Ainda de (3.17), tem-se que 7 = “£“¢; com isso é possivel concluir que

n(z,0) = —cxe ™ (3.30)

¢ uma condicdo inicial para o problema (3.29).
Agora é possivel resolver este problema usando o método das caracteristicas.

Inicialmente encontra-se uma derivada total para n em relagao x:

dy _ onds oy dr

dr  Oxdx + ot dx’ (3.31)
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V=

curva inicial ¢ =

Figura 3.2: Curvas caracteristicas e condigao inicial da Equagao (3.29)

Comparando (3.29) com (3.31), verifica-se que % = —717 e que as curvas caracteristicas
do problema sao do tipo ¢t = =* + k, onde k é a constante que vai definir uma curva

caracteristica qualquer.

O problema esta representado na Figura (3.1) onde had um ponto(xy,t;), pelo qual

passa a curva caracteristica £y = =2t + k, onde k caracteriza esta curva e ¢ dado por
ct1 + 1
k=———m. (3.32)
c

Analisando, agora o ponto (xg,t) é possivel encontrar uma expressao para xo sabendo
que este, intercepta a curva inicial em ¢ty = 0. Assim fica claro que o ponto xy procurado

ctit+xy
(&

¢ dado por xg = kc, mas como k = , entao

xg = x + te. (3.33)

Portanto a solugao da equagao (3.20) pode ser obtida integrando ao longo das curvas

caracteristicas desde x( até xy.

n(z,t) = / " odr + n(zo, to) (3.34)

o
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Assim, de (3.30) obtemos:

2

n(x,t) = —croge ™. (3.35)

Sabe-se que zo = x + te, logo a solugao da equagao (3.29) é dada por

n(x,t) = —clz + te)e” @, (3.36)

Agora voltamos ao inicio do problema para descobrir, quem é ¢(x,t).
Tem-se em (3.5) que u = ¢, e que v = ¢;; assim, é possivel encontrar ¢ integrando u

e v, da seguinte maneira:

[ udzx + f(2),
o(x,t) = (3.37)
[ cvdt + g(x).

Inicialmente encontra-se u, sabendo de (3.14) que

_— (3.38)

Entao de (3.28) e (3.36) tem-se

uw=—(z —tc)e” @ — (g 4 tc)e”@H, (3.39)

Para resolver, basta integrar w:

b, 1) = / (~( — te)e 1 — (- te)e ) e + £ (1), (3.40)

67(7z+tc)2 — e (z+tc)?

2

é(x,t) = +f(b). (3.41)

Para encontrar v usa-se raciocinio analogo. Sabendo de (3.14) que
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f4n—u, (3.42)

entao de (3.28) e (3.36) encontra-se

v =c(x —tc)e @t — ¢(z + te)e” @, (3.43)

Para resolver basta integrar v.

oz, t) = / <c(az —te)e= @ oz + tc)e_(”tC)Q)dt + g(x). (3.44)
Assim
e—(—:c+tc)2 _ e—(x+tc)2
¢(x,t) = 5 +9(@). (3.45)

Voltando em (3.37), tem-se

e—(—z+tc)2 _e—(ac+tc)2

5 + f(t)
o(z,t) = : (3.46)

67(7z+tc)2 _67(z+tc)2

5 +g(z)

Para encontrar a solugao final precisamos de uma condigao para definir f(t) e g(x). Neste

intuito recorremos a condi¢ao (3.3)

99 _
E(as, 0) = cxe

2 2

—cxe ¥ =0. (3.47)

T

Desta forma podemos encontrar f(t) = g(z) = 0.

Portanto a solugao obtida por d’Alambert para a Equacdo da Onda (3.1) é dada por

67(7z+tc)2 — e (z+tc)?

Qb('r?t) = 9

(3.48)

A solugao (3.48) obtida através do método das caracteristicas ¢ a forma mais tradi-
cional de utilizacao deste método. Ela foi obtida facilmente, devido ao fato de que as
integrais envolvidas eram extremamente simples. Nos préximos capitulos, veremos casos

onde a integragao nao ocorre com essa facilidade.
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Capitulo 4

O Problema da Difusao

A equacao da difusao,

também conhecida como equacao do calor é utilizada para descrever situacoes fisicas como
a condugao de calor em copos sélidos, difusao de fluidos e outros processos semelhantes.

Esta é uma equacao do tipo parabdlica, para a qual nao se consegue obter uma solugao
analitica usando o método das caracteristicas em sua forma classica. Este fato sera veri-
ficado neste capitulo.

Neste capitulo também serd mostrada uma maneira de se analisar o comportamento
das curvas caracteristicas de um problema parabodlico. Nessa abordagem, veremos uma
nova forma de se utilizar o método das caracteristicas e, com isso, talvez possamos evoluir

para uma maneira de resolucao através de uma modificacao deste método.

4.1 O Meétodo das Caracteristicas em sua Forma Clas-
sica

Vamos nesta secao tentar utilizar o método das caracteristicas na sua forma classica
para resolver um problema de difusao e com isso mostrar porque nao é possivel encontrar
tal solucao.

Iniciaremos a solucao de forma anéloga & utilizada por d’Alambert na solucao da

equacao da onda, mas ao invés de utilizar a equagao da difusao (4.1), vamos utilizar uma
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equacao mais completa

A¢x:p + 23¢xt + C¢tt = th, (42)

onde A, B e C sao fungoes de z e t e A # 0. Procedendo de maneira anéloga a que foi

utilizada na equagao da onda, vamos propor a mesma mudanca de varidveis:

u:¢x7
v = Q.

Agora utilizaremos a mudanga de variaveis (4.3) na Equagao (4.2), produzindo o seguinte

(4.3)

sistema de equagoes:

Aug + 2Bu; + Cvy = v,

(4.4)
vy — Uy = 0.
Dividindo a primeira equacao por A, obtém-se:
Uy +2B/Au, + C/Avy = v /A,
[Auy + C/Avy = v/ (4.5)
vy — Uy = 0.
Vamos agora escrever o sistema (4.5) matricialmente:
o | u 2B/A C/A | 9 | u v/A
= + A ciAl o _| A (4.6)
Oz | ~1 09| 0

Sabemos que na equagao da difusao (4.1), temos B =0, C' =0 e A = D; assim, o sistema

fica

0 0 D
o ol b (4.7)
or | 1 0|0ty 0

Seguindo a metodologia utilizada na solugao da onda, o préoximo passo seria encontrar
os autovalores e autovetores da matriz dos coeficientes do sistema (4.7) para que fosse
possivel a formulacao de um sistema desacoplado de duas equacoes lineares de primeira

ordem. Para isso precisamos diagonalizar a matriz dos coeficientes do sistema (4.7):
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0 O
-1 0

(4.8)

Mas nesse caso, fica claro que a matriz dos coeficientes s6 produz um autovalor A = 0.

Associado a este temos dois vetores

v1 = (0,0) e vy=(1,0). (4.9)

Por defini¢ao (Leon, 1999) o vetor nulo , ndo pode ser considerado um autovetor e desta
maneira o sistema (4.7), possui apenas um autovetor, o que impossibilita sua diagonal-
izacao.

Sendo assim, nao é possivel montar um sistema desacoplado, tornando impossivel a
resolucao da equacao da difusao usando o método das caracteristicas.

Para resolver este impasse nosso foco agora passa a ser nao mais a soluc¢ao da equagao
da difusao, mas o estudo do comportamento da solu¢ao da equagao da difusao usando um

"pseudo ” método das curvas caracteristicas.

4.2 Primeiro Problema de difusao

Seja o seguinte problema :

com as seguintes condicoes inicias

¢(z,0) =0 (4.11)
¢(co,t) =0 (4.12)
¢(0,1) = . (4.13)

25



Sabe-se que o método das caracteristicas aplicado na sua forma classica nao resolve este
problema. Entretanto, é possivel analisar o comportamento da solugao deste problema
sob a 6tica do método das caracteristicas.

Vamos iniciar de maneira andloga a utilizada por d’Alambert na equagdo da onda,

usando uma equagao mais completa

Ay + 2Bdgr + Cooy = ¢y (4.14)

Vamos propor novamente a mesma mudanca de variaveis:

U = Py,
¢ (4.15)
v = ¢t'
Usando a mudancga proposta, escrevemos o seguinte sistema de equagoes:
Aug + 2Bu; + cvy = v,
S (4.16)

v, — Uy = 0.

Para que seja possivel no futuro a obtencao de dois autovalores associados a dois autove-
tores, aqui vamos dividir a primeira equacao por A, e acrescentar na segunda o termo v,

a ambos os lados da igualdade, para desta forma obtermos

Uy + 2B /Auy + C/Av, = v/A,

(4.17)
Uy + Vg — Up = Vg
Vamos agora escrever o sistema (4.17), matricialmente
o | u 2B/A C/A | 9 | u v/A
. + / / = = / (4.18)
x| -1 10ty Uy

Sabemos que na equagao da difusao (4.10), temos B =0, C = 0e A = D, assim, o

sistema fica

0 0
91y AR | (4.19)
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Nossa intencao ¢ transformar o sistema (4.19) em um sistema de duas equagoes or-
dinérias, desacopladas. Para isso, vamos diagonalizé-lo.

Inicialmente, calculamos os autovalores e autovetores da matriz dos coeficientes.

A0
—0, (4.20)
11—

donde encontramos A\; = 0 e Ay = 1, que sao os autovalores da matriz dos coeficientes.

Agora vamos calcular os autovetores, primeiro para A = 0

0 0 v; 0
= . (4.21)
Donde tiramos v; = v;; e portanto
01 = (1,1), (4.22)

é um autovetor do sitema (4.19). Utilizando o segundo autovalor A = 1, temos o seguinte

sistema

-1 0 V; 0
_ : (4.23)
neste caso temos v; = 0 e que v;; é qualquer, portanto
vy = (0,1) (4.24)

¢ o outro autovetor do sistema (4.19).
Continuando com a diagonalizagdo queremos agora reescrever o sistema (4.19), na base

dos autovetores encontrados:

a — a — —
— A=V =F. 4.2
8xv+=8tv (4.25)

Na Equagao (4.25), temos V= (&,m), onde & e n, sdo as componentes de V na base
dos autovetores {v1,v5}, A é a matriz diagonalizada do sistema e F= (¢, 7), onde ¥ e T,

sao também as componentes de F', na base dos autovetores.

27



Assim, podemos escrever finalmente o sistema diagonalizado

A O

LA I oE | , (4.26)
835 n O )\2 81& n T

] —0 0
g ; + 2 ¢ = 4 , (4.27)
833 n 0 1 6t n T

ou entao

(95_
%—%
on  0On
—+ — =T 4.2
(‘31:+8t g (4.28)

Para continuar a solucao precisamos agora das expressoes de 1 e 7. Para isso, vamos

encontrar as solugoes analiticas da equagao (4.10).

4.2.1 A Solucao Analitica por Transformada de Laplace

Para resolver a equagao da difusdo (4.10) sujeita as condigoes (4.11), (4.12) e (4.13),

vamos usar transformada de Laplace.

2
% - D% (4.29)
~ b\b,‘x_/
Comecando com a parte a:
c (%) — sd(z, s) — 6z, 0), (4.30)

pela condigao (4.11), podemos escrever

L (%) = sé(x, ). (4.31)

Na parte b da equacao, aplicamos também a transformada de Laplace
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2 00 92
L (Da—) =D @e’s’fdt (4.32)
0

Ox? Ox?
82¢ 82 00
D— | =D— —stdt 4.
ﬁ( 8:162) 6x2/0 ve (433)
c(p%9) - pLe (434)
ox2 ) T dx? '
Agora juntamos a e b, ja transformados e obtemos a seguinte equacao diferencial
ordinaria:
2o -

Esta equacao diferencial ordinaria, pode facilmente ser resolvida, e sua soluc¢ao nos da

o(z,s) = AeVD? + Be VD° (4.36)

onde A e B, sao constantes a definir.
De acordo com a condicao (4.12), sabemos que A = 0, para nao “explodir” ao infinito,

s nos resta encontrar B. Para isso, vamos aplicar a transformada também da condicao

(4.13)

$(0,t) = g — ¢(0,5) = % (4.37)

Assim encontramos que B = % Voltando em (4.36), temos:

o(x,5) = %e\@x- (4.38)

Agora, para finalmente encontrar ¢(z,t), basta aplicar a transformada inversa usando

o teorema da convolugao
$(a,t) = L7 <@> s L7 <e-\/%x) . (4.39)
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Primeiro vamos analisar a parte c

£ (%) = ¢o. (4.40)

S

Agora analisaremos a parte d

£ (e_\/gx) - \/%ef (4.41)

_ X
sendo a = NI

Assim podemos calcular finalmente ¢(z, t)

"z €£
1) = " dr. 4.42
?a1) /0 N )

A integral acima, pode ser calculada usando um programa de manipulacao simbolica.

Sua solucao nos fornece

é(x,) = oy erfe (%\/ﬁt) (4.43)

¢ a solugao analitica para a Equacao (4.10).

4.2.2 As Componentes do Vetor F

Ja sabemos que 1 e T, sdo as componentes do vetor (u,v), na base dos autovetores
ja anteriormente encontrados, {v7,v5}. Vamos agora definir essas componentes, iniciando

com a seguinte mudanga de base

Yoy + 103 = (v/ D, vy). (4.44)

Assim temos de (4.22) e (4.24), que

¥(1,1) +7(0,1) = (v/D, vy). (4.45)
Portanto
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(4.46)

= — % (4.47)

De acordo com (4.15), sabemos que v = ¢; e utilizando a solugao analitica (4.43),

podemos facilmente obter v, derivando a solugao analitica em relagao a t.

2
xTre4bt
V= ————. 4.48
/Dl (4.48)

Assim, por (4.46), temos

2

—x

€reibt

= —. 4.49
v 2DtV m Dt (4.49)
De maneira anéloga podemos obter 7: de (4.47) e (4.48) temos que
a2
_ reti (2% — 6Dt — 4t?) . (4.50)

8Dt3\/m Dt

Os resultados (4.49), (4.50) foram obtidos com base na solucao analitica da equagao

da difusao. O intuito de encontrar tais resultados é a sua utilizagao na solugao do sistema

(4.28).

4.2.3 As Componentes do Vetor 1%

Para fazer as comparagoes de resultados futuros vamos obter também & e 7, com-
ponentes do vetor V', na base dos autovetores ja anteriormente encontrados. Para isso,

iniciamos com a seguinte mudancga de base

&uy + oy = (u,v) (4.51)
assim, de (4.22) e (4.24), encontramos
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£(1,1) +n(0,1) = (u,v), (4.52)

ou como sistema de equagoes

§=u,

§+n=wv. (4.53)
Portanto

£=u (4.54)
e

n=uv-—u. (4.55)

Agora precisamos encontrar uma expressao para £ e 7); para tanto, usaremos a solugao
analitica que foi obtida por transformada de Laplace em (4.43). Também vamos precisar
das mudancas de variaveis (4.15), feitas no inicio do capitulo.

Sabemos que £ = u e que u = ¢,, entao derivando a solugao analitica podemos obter

2

—x

—e 4Dt
xr,t) = . 4.56
Elet) =~ (4:50)
Analogamente obtemos 7, sabendo que n = v — u e que v = ¢, temos
poe e (v +21)
peaDt (xr + 2t
x,t) = . 4.57
1 = e 457

Estes resultados (4.56) e (4.57) foram obtidos com base na soluc¢do analitica, encon-
trada anteriormente. O intuito de se obter tais valores, é compara-los com a solugao que
ainda vamos obter para o sistema (4.28), usando o método das caracteristicas. No final
da préxima secao, podemos verificar que a solucao que foi obtida para as equagoes deste

sistema, sao idénticas a estas que foram obtidas da solucao analitica.
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4.3 Resolucao do Sistema

Agora podemos voltar ao sistema (4.28) e resolver as duas equagoes deste sistema de
maneira separada.

Primeiramente analisaremos a primeira equacao do sistema

o5

5 = V- (4.58)

Ja sabemos de (4.49) que h& uma expressao para v, portanto podemos reescrever a

equacao (4.58), como:

2
o€ xreipt

dr  2DrDt

Antes de resolvé-la precisamos de uma condicao inicial. Para encontrar esta condicao é

(4.59)

necessario novamente voltar a solugao analitica do problema, mas especificamente em &,

ja encontrado anteriormente (4.56). Assim temos

_z2

—e 4Dt

x,0) = lim ) 4.60
£l 0) = lim (460)
desta forma, a condicao inicial é dada por
&(x,0)=0. (4.61)
Agora podemos resolver a equagao (4.58), simplesmente integrando
ot = [ R (162
r,t)= [ ——x , .
2Dt/ Dt X
E(x,1) = —— + f(1), (4.63)
Dt

onde f(t) é uma fungao a ser determinada pela condigao inicial.

Passando a condigao (4.61), obtemos f(f) = 0 e consequentemente
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o t) = = (4.64)
x,t) = , .
wDt

é a solugao para a primeira equacao do sistema (4.28).
Como mencionando anteriormente, esta solucao, coincide com a que foi encontrada
analiticamente em (4.56).

Vamos agora analisar a segunda equagao do sistema (4.28):

o on _

— 4.
8x+8t T (4.65)

Ja sabemos de (4.50) que h& uma expressdo para 7, assim é possivel reescrever a

Equacao (4.65), como

3?2
on N on _ weini(z® — 6Dt — 41?)
dr Ot 8Dt3v/x Dt ’

Para resolver esta equacao é necessaria uma condigao inicial. Encontrar esta condigao

(4.66)

é possivel se retornarmos a solugao analitica do problema, mas especificamente em 7, ja

encontrado anteriormente (4.57). Assim temos

a2
. et (x + 2t)
x,0) = lim ————, 4.67
ol 0) = lim (4.67)
desta forma, a condicao inicial é dada por
n(z,0) = 0. (4.68)

Agora podemos resolver a Equagao (4.65) usando o método das caracteristicas. Vamos

comecar encontrando uma derivada total em relacao a t:

dn _ and_x Oon dt

= 1= 4.
dt — Odxdt  Otdt’ (4.69)
comparando a derivada total (4.69) com (4.66), temos
dz
— =1 4.70
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Zo C .
\ curva inicial tg =0

Figura 4.1: Curvas caracteristicas e condi¢ao inicial da Equacao (4.66)

Integrando, obtemos

r=1t+k, (4.71)

que sdo as curvas caracteristicas da equagao (4.66). Nesta expressao k é a constante que

define a curva.
Temos na Figura (4.1), a representacao das curvas (4.71), também esta representado
um ponto (zy,t;), por onde passa a curva t; = x1 + k, a partir deste ponto podemos

encontrar k = x; — t; assim k pode ser definido para qualquer ponto como

k=x—t. (4.72)

Para resolver a equagao basta agora integrar ao longo das curvas caracteristicas, ou

seja

tdn
n(x,t :/ —dt (4.73)
wn-[ 3
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e comparando (4.69) com (4.66) e ainda lembrando da condigao inicial ¢, = 0 temos que

2

t L2 DO — 4 2

n(x,t):/ veinn (@” —6D0 — 46°) (4.74)
0 8DG3/ 7 DO

Como estamos integrando em 6 devemos colocar z como fungao de 6, para isto usamos as

curvas caracteristicas (4.71), obtendo, desta forma, a seguinte integral

(6-+k)2

t 2 2
(0 + k)55 (0 + k)2 — 6D0 — 462)
1) = do.
(1) /0 8DO3/x DO

Desta maneira, a solu¢ao da equagao (4.65), depende apenas da solu¢ao da integral

(4.75)

acima, que expandida, fica

) [+ Kle 0 6D(O+ ke~ b A0+ ke (76
M) = 8D\V7D Jo 97/2 95/2 93/2 T

A solugao da integral (4.76), até onde sabemos, nao foi encontrada nas bibliografias procu-

radas, tais como Gradshteyn e Ryzhik’s (2007). Como nao havia solu¢ao pré-definida,

tentamos encontrar sua solugao de diversas maneiras, tais como:

e Usando programacao simbolica: Tentamos a solucao desta integral utilizando os
programas de manipulacao simbolica Maple e Mathematica. Estes se mostraram

ineficientes para este tipo de integragao.

e Usando expansao em série : Também tentamos a solugao, expandindo o integrando
em séries de poténcias. Mas este método também nao funcionou, pois havia uma
singularidade que se propagava pela série. Esta tentativa de solucao, pode ser vista

no Apéndice A.

Assim, a tnica forma que encontramos para resolver a integral (4.76) foi da maneira
que serd descrita agora:

Vamos comegar resolvendo a integral indefinida

—(04k)2 —(0+k)2 —(0+k)2

(0 + k)3e 100 6D (0 + k)e e 4(0 + k)e ape
Iy = 97/2 - 05/2 - 93/2

(4.77)

Os proximos passos definem as simplificagoes matematicas necessarias
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2 f
0% + 2k6 + k2
92
1 ok k2 6D )_9 e g2

0+ k)2 @ _ 4) —(0+k)?

€D 2D e300 df

L1 2k —6D) K\ o -
:e2k/_(9_|_k) (_3_{_%—1— ];2) 6436459(19 (4-78)

I
3
< —
no
D

+
=

7 N N
|
()
<[
|
~__
o
<|bl\.’)
Sl
g
%\3
oY
S

Iy :€2Dk/(9239(—3)(3436452d9+62/3k/923(2]4;—6D)e43€41]§¢29d6
2
+€2Dk/9 23%64£€4D9d9+6213/9 (—3k)eiD ebadf

2k — 6D) _o _i2 3, 2
€2D 0 k%eugez;gedg_kezg /@ 2 %e4ge4lk)edg (479)

-0 =k

Iy :—3e2Dk/92396413645?%194—(—/{—6D)e25/92364D64D0d9

_ 31 _—o _x2 _ 31 _—¢ —
+(3k* — 6Dk)e% /923564167)6459d9 + ke /9238—6436459(19. (4.80)
n
Vamos agora analisar apenas a parte [
31 _—o —&2
I = /9 2 0—64D64D9d9 (4.81)
para resolver esta parte, vamos encontrar o diferencial:
2
d (eﬁ) - 4;0264-'55d9. (4.82)

Vamos substituir (4.82) em (4.81), mas para isso, ¢ preciso inserir um termo constante

dentro e fora da integral fazendo

4D -3 - -
672 e e df, (4.83)

I =
L7 g2 4Dp?

substituindo o diferencial, temos
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AD [ s o 2
L=— 9564351(6%9). (4.84)

Continuando com a solugao vamos fazer a seguinte mudanca de variaveis:

3 = k2
u:@Q 7 vV = e4D ’ dw:d<e4D9>

entao

du = %H%dQ : dv = ;—Deﬁdﬁ : w = eDo

Do produto triplo, temos

/uvdw = uvw — /uwdv — /deu. (4.85)

Aplicando (4.84) em (4.85) e usando a mudanca de variaveis acima, temos

I = t—? (9‘236&5"65“3 _ /96D (%) e df — /64‘36253 (_73) e‘fde> (4.86)

simplificando
L = t_Dgfezgezﬁi + k:i 0= 64D€Z£6d9+ 6D /9 2 —e4DeZD9d6’ (4.87)

Voltamos agora em (4.80) para substituir (4.87), assim, temos

_ _ _ _ 1.2 _ _ _ 1.2
Iy = — 3¢ /HféeélgezigﬂdQ + (—k — 6D)e% /9236456459d0

31 —o -
+(3k2 — 6Dk)e D’“/e P L oib et do

4D = 6D 31 —o -
k3€2D (k_e 3 64664D9 + _/ 2 €4D64D9dQ+ — 032 5@43@4Dked9)

L2
(4.88)
Simplificando temos:
To = — 3¢78 /e‘feeh?eléide — 6Desb /e‘feiﬁelée d6
+3)%e2D /9 2 5€4D e b3 df +4kDe (2 eb e (4.89)

N

g

1P
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Vamos agora analisar I

31 _¢ _
I = /0 2 5@436459619 (4.90)

Novamente vamos encontrar o diferencial

d (e%> — X Hidg (4.91)

I —ﬁ 072 feiD €4£9d9
:t_? = L§4k 2@%619
4D S — k2
- 07 eibd (eﬁ> . (4.92)

du:%lefde  dv=gemd)  w=ein,

Aplicando em (4.85), temos

I, = t—? (9216436453 — /92164]62 (%) e df — /ewgeélkz (%1) 923d9) ; (4.93)

Bl

simplificando,
I = i—?e?eléelﬁﬁ by [0 eiticiban + Qk—l; e eib707 db. (4.94)

Substituindo (4.94) em (4.89), temos

—6 —k

_ . _ _ 2 _ g
Iy = — 3¢ /Q;Qeﬂge&dQ — 6De /0 i e df

1 3k%eD (i—De 216236352 + —/9 2 e4D9 T df + 2}{:—1;/64364']5;9;’%)
_ 1.2
+4kDe (2 eib e, (4.95)
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Simplificando, temos:

Iy :(—3+3k2%) 625/62164D64D9d9+( 6D—i—3k2 ) e /0236456459d8
——————

-9 —k?

+12De350 2 eip oTbs + 4kDe 07 ib ebn . (4.96)

Observe que os coeficientes a e b que multiplicam as integrais da equagao acima sao nulos.

Portanto podemos escrever

-

I, = 12Demf 2 e4De4D9 + 4kDe 2 eib Do, (4.97)
Agrupando os termos temos
_ _ _ _ 1.2
Iy =4De 9% eibebn (30 + k)
_ADBOTE) a5 (4.98)

093/2

Finalmente obtemos a solugao para a integral (4.77)

4D(30 + k) _ow?

Iy=——rg—c . (4.99)

Agora é possivel calcular 7, aplicando os limites de integracao

_ 2 _ 2
(=0 [((OLRe i DO+ k)BT 4(0 + k)e S
N TSDVED o 07/2 65/2 6372
4D t+k)2 4D 2
= (PP e PR o
™ b—0

fazendo b = 1/¢, temos:

2
¢> AD(3t+ k) _wi? 1 (k)
n(x,t)ng\/Oﬂ_D Gm¢ 0 — lim 4D (3.~ +k Ao (4.101)

ou
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4D(3t + k t+k)> 3/2
na,t) = —2 BEER) S8 apk i~ | (4.102)
8DVwD 3/ crtoo Qe
—

z

Na parte z da equagao acima, fica claro que o denominador da fracao tem um crescimento

maior do que o numerador. Portanto tende para 0. Sendo assim

_ do ADBt+k)
77(:v,t)—8D\/E ¢ (4.103)

A Equacao (4.103), é a solugao para a integral (4.76).

Continuando com a solugao, vamos substituir o valor de k£ em (4.103). Sabendo de

(4.72) que k = x — t, temos:

G0 ADBE+z —1) -0
T,l) = e dat 4.104
TN S (4.104)

Desta forma, podemos finalmente encontrar a solugao para a equagao (4.65)

2
¢oeDt (2t + )

2t/ Dt

Como mencionando anteriormente, nesta solugao (4.105), encontramos uma solugao

n(x,t) = (4.105)

através do método das caracteristicas que coincide com a solugao anteriormente encon-

trada através de transformada de Laplace em (4.57).

4.4 A Segunda Parte da Resolucao

Depois de finalmente haver encontrado o valor de & e de 7, agora é necessario voltar ao
que inicialmente foi proposto, mais precisamente em (4.15) para finalmente obter ¢(x,t).
Primeiramente, é necessario relembrar que £ = u e que n = v — u. Entao com base

nessa afirmacgao, pode-se encontrar

2
—¢0€4T§f

NesT (4.106)
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2
v = ;b;\x/% (4.107)
Para finalmente encontrar ¢ agora, s6 basta integrar u e v
udx + f(1),
o(z,t) = J £ (4.108)
[ vdt + g(z).
Assim
2
=20 107 g + f(¢),
o(z,t) = / veDt , f) . (4.109)

S + o0

Estas integrais podem facilmente ser resolvidas usando programas de manipulagao sim-

bolica e sua solugao nos fornece

o(z,t) = ~ooert <Nz§> 1) (4.110)

— g erf (2\;’3&) +g(x)

Agora vamos utilizar a condigao (4.12), para encontrar as fungoes f(t) e g(x)

é(00,1) = lim (—(bo erf (%)) +f(t) =0. (4.111)

Passando o limite encontramos

—¢o+ f(t) =0, (4.112)

portanto f(t) = g(z) = ¢o.

Substituindo os valores encontrados em (4.110), temos

o(x,t) = ~ooert <2f’7t> o (4.113)
—~gvert (55 ) + 60
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Fazendo as simplificagoes adequadas, encontramos

o (1—erf<2fﬁt>>,
o(z,t) = (4.114)
oo (1 —erf <2\}’ﬁ>> .

A partir desta integral, é possivel encontrar finalmente a solucao

é(x,1) = ¢y erfec (2%/@) . (4.115)

A Equagao (4.115), expressa a solugao obtida para a equagao da difusdo através de
um “pseudo” método das caracteristicas. O fato de encontrar esta solug¢ao, mostra que
num futuro talvez seja possivel a obtencao da solucao da equacao da difusao através deste

método, ou de um método adaptado para estes casos.
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Capitulo 5

Segundo Problema de Difusao

Mostraremos neste capitulo um segundo problema de difusao que pode ser analisado
sob a 6tica do método das caracteristicas, assim como foi visto no capitulo anterior.

Neste caso temos um problema cuja condi¢cao de contorno é uma fungao Heaviside.
A insercao deste fator ao problema, torna a integracao para resolugao final ainda mais

trabalhosa do que a anterior.

5.1 Segundo Problema de Difusao

Nesta se¢ao vamos analisar o seguinte problema:

com as seguintes condic¢oes inicias

¢(z,0) =0 (5.2)

¢(0,1) = f(t) (5.3)
onde

wefo e

44



A condigao inicial (5.4), também pode ser escrita como:

¢(0,1) = o H (t — to), (5.5)

onde H(t — ty) é a funcao Heaviside.

A solucao para esta equacao, é semelhante a que utilizamos no capitulo anterior. Na
verdade ela ¢é idéntica até certo ponto, por essa razao, poderiamos iniciar a solugao ja com
um sistema de duas equagoes desacopladas, mas como vamos precisar de alguns resultados
para a solucao final, vamos relembrar como foi obtido este sistema.

Para isso vamos comegar com uma equag¢ao mais completa

A¢yz 4+ 2B¢y + Cooy = b (5.6)

comparando-a com (5.1) podemos propor o seguinte:

u=¢q
’ (5.7)
v = ¢
e usando a mudanga proposta escrevemos o seguinte sistema de equagoes:
Aug + 2Bu; + cvy = v,
§ e (5.8)

vy — Uy =0

Dividindo a primeira equagao por A, e acrescentando na segunda o termo v; a ambos

os lados da igualdade temos

ATt AT A (5.9)
Uy + Vg — Up = Vg
Vamos agora escrever o sistema (5.9), matricialmente
— + 4 A= =4 ]. (5.10)
x| 1 1|9ty Uy

Sabemos que na equagao da difusdo (4.1), temos B = 0, C' =0 e A = D, assim, o

sistema fica
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0 | u 0 0l 9| u
%v+—11§

Ol

= . (5.11)

v t

<

Nossa intencdo é transformar o sistema (5.11) em um sistema de duas equagoes or-
dinarias, desacopladas. Para isso, vamos diagonaliza-lo.
Iniciamos o processo de diagonalizagao encontrando os autovalores e autovetores da

matriz dos coeficientes do sistema (5.11):

—-A 0
-1 1-X

— 0. (5.12)

O calculo deste determinante nos fornece Ay = 0 e Ay = 1. Estes sdo os autovalores da
matriz dos coeficientes.

Agora vamos calcular os autovetores, primeiro para A = 0

0 O V5 0
= . (5.13)
Donde tiramos v; = v;; e portanto
v = (1,1), (5.14)
¢ um autovetor da matriz dos coeficientes do sistema (5.11).
Utilizando o segundo autovalor A = 1, temos o seguinte sistema
= , (5.15)
neste caso temos v; = 0 e que v;; é qualquer, portanto
vy = (0,1) (5.16)

¢ o outro autovetor da matriz dos coeficiente do sistema (5.11).
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Continuando com a diagonalizagdo podemos agora reescrever o sistema (5.11) na base

dos autovetores encontrados

—V+AZV=F. (5.17)

Em (5.17) temos V = (£,7), onde € e 7 sdo as componentes de V na base dos autove-
tores {vi,v2}, A é a matriz diagonalizada dos coeficientes do sistema e F = (¢, 7), onde
1 e T sao as componentes de F , na base dos autovetores.

Podemos agora escrever finalmente o sistema diagonalizado

0 A0 0
O M AR (5.18)
ox n 0 Ao ot n .
ou, substituindo os autovalores \; e Ay

0 0 0] a
— . + — : = 4 ) (5.19)
8!13 n 0 1 8t n T

Também podemos escrevé-lo desta maneira:
23
a_f[‘ - ¢7
on  On

Para prosseguir com a solugao ¢ necessario encontrar uma expressao para 1 e T.

Encontrar esta expressao, ainda depende da solugao analitica deste problema.

5.2 Resolucao por Transformada de Laplace

Neste momento da solugao, é necessaria a utilizacao da solugao analitica do problema
da difusdo (5.1) sujeita as condigoes (5.2), (5.3) e (5.4), para resolvé-lo vamos utilizar
transformada de Laplace.

Comecamos o processo separando a equagao em duas partes

0¢ 0?%¢
A~ \ﬁb,_/
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Comecaremos aplicando transformada de Laplace na parte a:

L (%) = s¢(z,5) — ¢(x,0), (5.22)

analisando a condi¢ao (5.2) concluimos que ¢(x,0) = 0 e portanto podemos escrever

L (g—f) = sé(z, 8). (5.23)

Na parte b da equagao, aplicamos também a transformada de Laplace

AN * 0%

retirando da integral os termos constantes

a2¢ 62 [e%s} L

Usando a definigao de transformada (Greenberg, 1998), temos:

[oRt0) d>¢
L — | =D—. 5.26
( 8:52) dx? (5.26)
Agora juntamos a e b, ji transformados e obtemos a seguinte equacao diferencial
ordinaria
o -

Esta equacao diferencial ordinaria, pode facilmente ser resolvida, e sua soluc¢ao nos da
o(z,s) = AV D 4 Be_x\/%, (5.28)

onde A e B, sao constantes a definir.
De acordo com as condi¢oes do problema, sabemos que A = 0, para nao “explodir”
ao infinito. SO nos resta encontrar B, para isso, vamos utilizar a versao modificada da

condicao de contorno (5.3) usando-a na forma da fun¢do Heaviside da seguinte forma:

f(t) = o Ustst (5.29)
0 t>t1
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pode ser escrita como

6(0,1) = H(t — to)do. (5.30)

Agora vamos aplicar transformada de Laplace também na condigao (5.30)

0(0,1) = H(t — to)do — 3(0,5) = 2 (5:31)

S

. —tps
Desta maneira encontramos B = %‘J’T

Voltamos agora & solugao da Equagao diferencial ordinaria (5.28), para substituir os

valores de A e B, encontrados

Bz, s) = 2 VB (5.32)

S

Agora, para finalmente encontrar ¢(z,t) basta aplicar a transformada inversa, usando

o teorema da convolucao.

o(z,t) = L7 <—¢°€_t°8) L7 (VBT (5.33)
N ~— S , h\d,_/

C
Novamente dividimos em duas partes e primeiro vamos aplicar a transformada inversa na

parte c

o (%e_ms) = H(t — )0 (5.34)

S

Na parte d também é aplicada a transformada inversa, mas para isso primeiro sao

necessarias algumas pequenas modifica¢oes: primeiro vamos inserir um fator constante

-1 <e—x\/%> _a r-1

N

o (a‘x\/%> :%;T (5.35)

onde 2a = xv/'D e portanto a = z/2v/ D. Substituindo os valores de a temos
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e
£t (V) ek (5.36)

Assim podemos calcular finalmente ¢(z,t), realizando a convolugao entre as duas

partes

. t $¢0H(t — to) 6%
é(a,t) = /0 Ve BT T)%df. (5.37)

A integral acima pode ser calculada usando um programa de manipulacao simbolica

e sua solucao nos fornece

. x 2
o(x,t) = ¢ Tlig{ [H(t — to) erf (W) — H(t —tg)erf <m>] .
(5.38)
Aplicando o limite temos:
2
¢(x,1) = poH(t —to) — poH(t — to) erf (m) (5.39)

usando a definicao de funcao erro complementar a solugao fica

o(x,t) = ¢poH(t — to) erfc (Vﬁ) : (5.40)

Sabemos que a fun¢ao Heaviside assume alguns valores pré-definidos, entao nesse caso

podemos reescrever a solugao acima como:

o(z,t) = ¢gerfe ( ) para t > tg (5.41)

T
AD(t — to)

A Equacao (5.41) é a solugao analitica para o problema de difusdao abordado nesse

capitulo. A utilizagdo desta solugao é necessaria para resolver o sistema (5.20).
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5.2.1 As Componentes do Vetor F

Ja sabemos que ¥ e T, sdo as componentes do vetor (u,v), na base dos autovetores
ja anteriormente encontrados, {01, v3}. Vamos agora definir essas componentes, para isso

escrevemos as componentes na base dos autovetores

Yoy + TV = (%, Vt). (5.42)

Assim temos de (5.14) e (5.16), que

$(1,1) +7(0,1) = (55,00, (5.43)
e logo
v
V=75 (5.44)
(§]
r=vu-5 (5.45)

De acordo com (5.7), sabemos que v = ¢, e utilizando a solugao obtida com transfor-
mada de Laplace em (5.41), podemos obter v derivando a solugao em relacao a t. Desta

forma encontramos

—x2/(4D(t—10))
Yo Toe (5.46)
2(t — to) 7TD(t — to)

Assim, por (5.44) obtemos

$¢06712/(4D(t7t0))

- 2D(t — to)\/7TD(t — to)

De maneira analoga podemos obter 7. Sabemos de (5.45) que 7 = v, —v/ D e utilizando

(G (5.47)

a expressao analitica de v obtida (5.46), temos

2

Poxe D) (—412 — 6Dt + 8tty + 6Dty + 4to? + 22) (5.48)
T = . .
8D(t - to)g 7TD<t — to)

Essas expressoes serao uteis na solugao do sistema de equagoes (5.20).
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5.2.2 As Componentes do Vetor 1%

Vamos obter também as componentes do vetor V= (&,n). Ja sabemos que & e n,
sao as componentes do vetor (u,v), na base dos autovetores ja anteriormente encontra-
dos, {v1,v5}. Vamos agora definir essas componentes para realizar as comparagoes de
resultados futuros.

Inicialmente escrevemos as componentes na base dos autovetores

Sv_i + 771)3 = (u,v), (549)

de (5.14) e (5.16), encontramos

£(1,1) +n(0,1) = (u,v), (5.50)

ou como sistema de equagoes

_— ”LL7
¢ (5.51)
E+n=w.
Desta forma encontramos
§=u (5.52)
e
n=v-—u. (5.53)

Agora precisamos encontrar as expressoes para & e 1. Para isso, vamos usar as ex-
pressoes de u e v.

Sabemos de (5.7) que u = ¢,, assim utilizando a solu¢ao analitica obtida por trans-
formada de Laplace em (5.41), podemos facilmente obter u, derivando esta solugdo em

relacao a x;

_ —22/(4D(t—to))
y= 90 . (5.54)
7TD(t - to)
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Assim, sabendo que £ = u temos

e/ (4D(—t0))

= TD(t — to) (5.55)

Analogamente obtemos 7 sabendo que n = v — u, usamos (5.46) e (5.54), temos

2

_ Goe T (z+ 2(t — ty))
20t —to)\/7D(t — to)

(5.56)

Os valores de £ e n, aqui obtidos, sao decorrentes apenas da solugao analitica do problema
da difusao abordado nesse capitulo. Nossa intencao é utiliza-lo para comparacao com a

solucao que serd obtida usando o método das caracteristicas.

5.3 Resolucao do Sistema de Equacoes

Agora que ja encontramos tudo que era necesséario, podemos voltar ao sistema (5.20)
para resolvé-lo.

Iniciaremos pela primeira equagao

o5

==, (5.57)

Ja sabemos de (5.47) qual é a expressao para 1, portanto podemos reescrever a equagao

(5.57), como:

% . x¢067x2/(4D(t7t0))
Or  2D(t — to)\/7TD(t — to)

Antes de resolvé-la, precisamos de uma condi¢ao inicial. Para encontrar esta condicgao,

(5.58)

voltaremos a solucao analitica do problema, mas especificamente em &, ja encontrado

anteriormente em (5.55) . Assim temos:

b~/ (4D(t—t0))
&(x,0) = lim $oc ) (5.59)
t=to nD(t — to)

desta forma, a condicao inicial para solugao equagao ¢ dada por
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£(z,t) = 0. (5.60)

Agora podemos resolver a equagao (5.57), simplesmente integrando

B e/ (D)
f(x,t)—/QD(t_t(]) 0 (5.61)

Assim obtemos

e )
D (t — to)

f(ZL’, t) = + f(t)v (562>

onde f(t) é uma fungao a ser determinada pela condigao inicial.

Passando a condigao (5.60), ¢ facil obter f(t) = 0 e consequente

e/ (4D(t=t0))

€ot) = — =y (5.63)

Note que o valor para &, aqui obtido, coincide com o valor encontrado através de
solugdo analitica em (5.55).

Vamos agora analisar a segunda equagao do sistema (5.20)

on On

Ja sabemos de (5.48), que ha uma expressao para 7, assim podemos reescrever a Equagdo

(5.64), como

2

—x

on  On  —wpee™0 (4% 4+ 6Dt — 8ttg — 6Dty + 4tf — 2?)
ox Ot 8D(t — to)3\/7TD(t — to)

(5.65)

Agora podemos resolver essa equacao usando o método das caracteristicas, mas primeiro
precisamos de uma condigao inicial.
Para encontrar a condigao inicial, voltaremos a solugao analitica do problema, mas

especificamente em 7, ja encontrado anteriormente em (5.56). Assim temos
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2
Poe P10 (x4 2(1 — 1))

x,ty) = lim 5.66
(. o) = i 2t — to)/7TD(t — to) (5.66)
deste limite é possivel retirar a seguinte condicao inicial:

n(x,tg) =0 (5.67)

Agora vamos resolver a equacao usando o método das caracteristicas. Assim como ocorreu

no problema da onda, comecaremos obtendo a derivada total em relagao a t:

d ond on dt
dy _onde  Ondt

At Qxdt = Otdt (5.68)
Comparando a derivada total (5.68) com (5.65), temos

dz

— =1 5.69
e portanto

r=t+k (5.70)

sdo as curvas caracteristicas da equagao (5.65), onde k é a constante que define a curva.

Graficamente podemos ver essas curvas como retas paralelas. Sua representacao, estéa
na Figura (5.1), onde também esta representado um ponto qualquer (z1,t;), por onde
passa a curva caracteristica t; = x1 + k, definindo para esta curva k = t; — x;.

Para um ponto qualquer, a constante k é definida como

k=x—t (5.71)

Para resolver a equacao basta agora integrar ao longo das curvas caracteristicas, ou

seja

td??
n(x,t :/ —dt. 5.72
@n=[ G (572
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A

to

Figura 5.1: Curvas caracteristicas e condigao inicial da Equacao (5.65)

Utilizando (5.68) e (5.65) podemos reescrever a integral

2
t TG ) (—4¢2 — 6DC + 8Cty + 6Dty + 4ty + 22
77(53775):/ poxe o) (—4¢ ¢ + 8¢ty + 0 +4to +x)df- (5.73)
to

8D(¢ = to)*/mD(¢ = to)

Sabemos que x =t + k ¢ a integral (5.73) pode ser reescrita como

d¢. (5.74)

(x t) B /t CbO(C + k)ezx_D((cgf‘f)j) (_4C2 _ 6D€—{— 8Ct0 + 6Dt0 + 4t02 + (C + /{5)2)
e to 8D(¢ —t9)?/mD(C — to)

Juntando os termos semelhantes

: B —4(C 1) — 6D(C —
) - [ BCE BT ((CHRP Ut =6DC—t)) yo (e

8D(C = to)*/7D(C — to)

Assim como a integral (4.76), a integral acima também nao possui (até onde sabemos)
solugao catalogada. Sua solugao s foi possivel, porque foi baseada na anterior (4.76),

que aparentemente é mais simples do que essa. A solugdo que aqui serd descrita, foi
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desenvolvida sem auxilio de nenhum programa de manipulagao simbodlica, ja que estes
também se mostraram ineficientes nestes casos.

Vamos iniciar a solugao de (5.75), expandindo o integrando em integrais menores

2

—(C+k)
' o <<+k P /¢o<+kz 4(C — t))e ™
to 8D\/ —to 7/2 to 8D\/ 7TD( —t0)7/2

k)2
Go(C + k)(—6D(¢ — to))em
/ to 8D\/7r_D( — tg)7/2 | (5.76)

Agora retiramos todas as constantes fora da integral

n(z,t) =

—(CHR)? ean)?
77(1' t) _ ®o t (C + k,’)364D(C+—t0) ot oo _6D(C + /{3)64D(C )
" 8DVAD Ji,  ((—t)T? 8DV7D J, (¢ —t9)3/2
2 —4<< + K)ePED (5.77)
8D\/7TD (¢ — tg)3/2 )
Fazendo
¢= % (5.78)

SD\rTD’

podemos reescrever a equagao (5.77) como

(6.6) = C /t (C+k;)3ew(f<“3f>d /t —6D(<+k)emd /t —4(C+k)emd

) = + +

n(x i (C — 750)7/2 ¢ o (C _ t0)5/2 ¢ i (C _ t0)3/2
(5.79)

Agora é necessario fazer uma mudanca de varidvel. Para isso vamos definir as novas

variaveis

0 =C—to (5.80)
e

a = to + ]{7, (581)
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assim temos ( +k =( —tg+to+k =0+ a, d{ = df e os limites de integragao agora
variam de 0 até ¢ — to.

Aplicando estas mudangas na integral (5.79) temos

(O+a —(0+a)?

(—to (0 + a) GTGF 6D(0 + a)e%zf#gﬁ (9 + a)e D0
n(z,t) = C /0 ( ke & Rk a0 (5.52)

Rearranjando os termos dentro da integral temos

¢—to 3
n(m,t):C’/ §-3/2 0+ a) _6D(8+a)_4(9+a) e d9

; 2 0
. 2 6D ~(0+a

:0/ 0732(0 + ) <<9 ;f‘) - 67 - 4> 555" b
0
C_t() 2 2 2 - D - 4 2 —62—2a9—a2

:(1/ 0-3/2(0 + a) (9 i 0‘9”‘92 600 — 19 )64D9 db. (5.83)
0

Retirando o termo constante

—2« C—tO — 2 2 — D 2 - —a?
n(x,t) = C’ew/o 07320 + «) ( 367+ ( 0492 6D)6 +a ) eD ¢ 359 df. (5.84)

Agora fazemos

—2a

C,=Cep, (5.85)

a integral (5.84) pode ser reescrita como

¢—to _ 2 o w
n(x,t) = C’a/ 07320 + «) <—3 + M 32) e e 53 df. (5.86)
0

Novamente separamos o integrando

¢—to o a2 ¢—to L

n(z,t) = C’a/ 9—3/29(_3)@Eemd9 + Ca,/ 9_3/2(2a _ 6D)eibei5rdb
0 0
¢—to

¢—to a? L
+ Ca/ 0~ 3/2 5 64D€4D6 do + C’ / 9_3/2(—3a)e£emd9
0 0

¢t _ 2 ¢—t 3 2
+ Oa/ 093/2M€“§€4S9d9+0a/ o 3/29—e436239 db.
0 0

(5.87)
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Agora retiramos as constantes para fora de todas as integrais

-0 —«

¢—to o _a2 ¢—to
n(z,t) = —sca/ 03200 19 df) + (20 — 6D)Ca/ 0-3/2¢ 8 757 df
0 0
¢—to 1 ¢—to
—l—CaOz2/ 0~ 3/2964D64D0d9+( )C’a/ 0~ 3/2€4D64D9d9
0 0

< to 1 *to 1 o —a?
+ a(2a — 6D)C, / 3/2564D64D9d9+0430 / 3/2ﬁeﬁemd9.
(5.88)

A partir deste ponto, vamos utilizar integrais indefinidas, para no final aplicarmos os
limites de integracao.

Primeiro vamos definir algumas constantes para simplificar a notacao:

Oy = —3C,, (5.89)

Cy = —Cy(a + 6D), (5.90)

C3 = C,(3a® — 6Da) (5.91)
e

Cy = Cya®. (5.92)

Agora Podemos reescrever a integral (5.88) como

— —a2 — —a
I = 01/9—3/296£emd9+02/0 3/20 7 0 155 df

_3/2 —a? C 4D 2 - —a?
+C'3/9 7 €4D664D9d9+2—2/0_3/2436264364&9de. (5.93)

a

J/

Vamos analisar a parte a da equagao (5.93)

2 _ a2
a= /6’_3/24;;f0264360%d8. (5.94)
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Vamos resolvé-la usando a regra do produto triplo

/uvdw = uvw — /uwdv - /vwdu, (5.95)

para isso definimos

uw=6"3? v=e"P dw = We% e w=eid (5.96)

Agora aplicamos estas variaveis da regra do produto na integral (5.94) e obtemos

a = 973/269/4D67a2/4D9 _ (__1> /03/269/4D6a2/4D0d6
4D

_ _3/2 ,
— (73) /976_9/4[)6_“ /4D8 19 (5.97)

Levando (5.97) em (5.93), temos

~3/2 )
—6 —«a
€D 100 df+

— —a2 - —a2
=0, /9—3/2964364Dede + 02/9—3/2643@4Dede + 03/
0442D (9—3/26—9/4D6—a2/4D6 + %/9—3/26—9/4136—042/@%9 + ; / ‘9_;/2 6—9/4D6—a2/4D6d9) ‘
a

(5.98)

Novamente vamos agrupar as constantes:

C
Cs = Cy + —4 (5.99)
e
C 6D
Cs = Cy + — (5.100)
Agora vamos reescrever a integral (5.98) utilizando as constantes e agrupando integrais
semelhantes

=0, /9—3/266436“%0 n 05/9—3/2656433619

_3)2
+Cy / f ; R (9—3/26—9/417@—@2/45’9) . (5.101)

o?
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Para o proximo passo, ¢ necessaria uma pequena modificac¢do, na equagao (5.101), mais
precisamente no termo onde aparece (s, uma constante serd inserida, transformando a

integral em

I = 01/63/2064/39643;6194-05/9 8207 ¢ 55 df

2
/9_3/26’64_3439263;% +C’4—42D <9_3/2€9/4D6_a2/4D9> : (5.102)
o'

CedD
2

J/

v~

b

Na parte b também utilizaremos a regra do produto (5.95), para isso vamos definir as

variaveis da seguinte maneira:

o? 2

. —3/2 o

b= / /eew gzt b (5.103)
N ——r

dw

Aplicando a regra do produto temos

o2 (1 2 1
b=0"2eibethr — (E) /0—1/2649@4"@— (7) /9 32018 c7B7df. (5.104)

Levando (5.104) em (5.102), temos

o _a2
I= 01/9—3/296$emd9+05/9 3/20 1 0 155 df

o 4D
n C442D <973/2€9/4D67a2/4D0> _ (5.105)
o

+ CG# (‘9_1/264_15)6Zgg + i 9_1/26%6%(19 + %/6’ 3/275 ¢ T dQ)

Novamente vamos definir constantes para agrupar as integrais

Cr = 01+C (5.106)
2D

Cs = Cs O‘;Z , (5.107)

Co 02421) (5.108)
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044D

Cho = (5.109)

Dessa forma agrupamos as integrais de (5.105) e obtemos

-0 —a?

[=0C, / 0~1/2e1D e 1o df + Cy / 63255 353 dO + (Cof Y% + Crof~2) (eiD D7 ).
(5.110)

Para que a solucao da integral (5.93), seja de fato semelhante a que foi resolvida no

capitulo anterior, as constantes C; e Cy devem ser nulas. Vamos verificar se isso ocorre:

e Vamos mostrar que C7 = 0: de acordo com (5.89), (5.91), (5.92), (5.100), (5.106) e
(5.85) sabemos que

C
Cr=C1+ —6
com
D
Cy, = -3C, , Ce = C3+ 0462
«
C3=Cy(30* —6Da) e O =C,a,
portanto,

e Vamos mostrar que Cg = 0: de acordo com (5.107), temos que

C 2D

Cy = Cys + —

com
04
05 02 + Y 5 02 = —Ca(& + 6D)

e Cs = 30,02,

portanto,
3C,a*2D
Cs = —6DC, + =72 — Cs = 0.
«a

62



De posse dessas informagoes, voltamos em (5.110) para finalmente obtermos a integral

indefinida

_o —a2
I = (Cob™Y2 4 C1p8~%?) eib et

2

I =073/2(Cof) + Cho) e eTb7.

Primeiro vamos resgatar as constantes Cy e (g, comegando por Cy:

(5.108) que
=28
«
Ccom
_2a
Co=3C,0%  C,=Cei o C= #,
assim

o 3¢0€%
2vVwD '

Analogamente obtemos C1g, sabendo de (5.109), que

Cy

C4D
010 - 22 )
com
Cy=Cud,  C,=Cetd e C:L,
! 8D\/7D
donde

B qboae%
01D’

Agora vamos substituir as constantes Cy e Cyp na integral (5.112)

Cho

s [ 30 | Goaed \ o —a?
[ =037 0+ €D ¢ D7 .
2vnD 2v/mD

(5.111)

(5.112)

Sabemos de

(5.113)

E possivel encontrar as integrais definidas, substituindo os limites de integracio

—a _0 —a2 ¢—to
¢oeo (30 + a)ewewé)]

n(x,t) = [ /m D2

63

(5.114)



Retirando as constantes

o
/7D

Agrupando alguns termos

77(%75) =

o o —a276t
(30 + a)eﬁeﬁeﬁz ’
03/2 :

0

n(z,t) = 2\(/%;_1)

Sabemos que o =ty + k, entao

(0t 7 6t
(30 + a)e e '
93/2 :

0

¢—to

—(0+tg+k)?

(e.) = 00 (30 + to + k)e— bo
YT SVED 2k

Aplicando os limites de integragao, temos

—((t—tg)+tg+k)?

(02
do | (B(t—to) +to + ke Dtt0) (30 + a)e b

— lim

t) =
et =S b (t— to)2 s P

O limite acima pode ser facilmente obtido fazendo 6 = %, temos

e e
G0t 032 chee e(c(/eta)®/AD
Portanto,
(0ten?
’ (30 + a)e Ea _0
oot 6O —

Dessa forma obtemos

—(t+k)2

¢0 (3t — 3t0 + to + k‘)em
2/ D (t — to)3/2

—(t+k)2

%o (3t — 2ty + k)e ™)
2v/7D (t — to)3/2 )

77(%75) =

mas sabemos de (5.71), que k = x — t, entao
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—a2

b0 (3t — 2o + & — t)e DT

T, t) = 5.122
M) =t VAl 1) (5.122)
Finalmente chegamos ao resultado final da segunda equagdo do sistema (5.20)
22
2(t —t 4D(i~to)
(1) = Q2= o) +2) e (5.123)

2(t - to) 7TD(t - to)
Este valor foi obtido utilizando o método das caracteristicas, porém ele coincide com

aquele que foi encontrado em (5.56) usando transformada de Laplace.

5.3.1 A Segunda Parte da Resolugao

Depois de finalmente haver encontrado o valor de & e de 7, agora é necessario voltar ao
que inicialmente foi proposto, mais precisamente em (5.7) para finalmente obter ¢(z,t).

Primeiramente, é necessario relembrar que £ = u e que n = v — u, tanto o resultado
analitico obtido em (5.55) e (5.56), quanto o resultado obtido através do método das

caracteristicas em (5.63) e (5.123), podem ser utilizados. Assim temos

a2
— 4D(t—tg)
y = ST (5.124)
7TD(t — to)
e
—22/(4D(t—t0))
_ _Toe . (5.125)
2(t - to) 7TD<t - to)
Para finalmente encontrar ¢ basta integrar u e v
udzx + f(t
oz, t) = / f) (5.126)
[ vdt + g(x)
Assim

22

¢0€4D(t tO)
oz, t) = / V/rD(i~to) de+ fE) (5.127)

whoe—=2/(AD(t—tg))
f 2(t—t0)\/7rD(t—to)dt - g(x)

A integral acima, foi obtida utilizando um programa de manipulagao simboélica

— g erf #) + f(1)
é(x,t) = T\l (5.128)

—¢ erf 4) + g(x)



Para finalmente encontrar ¢(x,t) precisamos de uma condigdo para encontrar as

fungoes f(t) e g(z). Para isso vamos utilizar a condigao (5.3)

8(0.to) = lim —gy ext ( + £(t) = ¢o. (5.129)

0
2/D(t — ty)
A partir desta condicao fica facil concluir que f(t) = ¢y. Analogamente, concluimos que

g(x) = ¢y. Desta forma podemos reescrever a Equagao (5.128), como

_¢0 erf (#(tto)) + ¢0),

_¢O eI'f (—Qm) + ¢0.

Desta forma podemos encontrar

o(z,t) = ¢ (1 —erf <m>> ) (5.131)

usando a defini¢ao de fun¢ao erro complementar encontramos

oz, t) = (5.130)

o(z,t) = ¢gerfc ( (5.132)

2 D(t—t0)> ’

esta solucao é valida para t > tj, se quisermos analisar esta fun¢ao em todo o dominio,

basta acrescentar a funcao Heaviside a frente. Desta maneira a solugao final sera

o(x,t) = poH(t — to) erfc (ﬁ) : (5.133)

A equagao (5.132), é a solugao para a Equagao (5.1). O valor obtido aqui utilizando um
"pseudo” método das caracteristicas, é idéntico ao que foi encontrado utilizando transfor-
mada de Laplace em (5.41). O fato desta solugao ter sido encontrada, mostra que o método
das caracteristicas pode no futuro ser uma importante ferramenta para ser utilizada na

solugao de diversos tipos de problemas, nao so6 hiperboélicos, mas também parabdlicos.
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Capitulo 6

Conclusoes e Recomendacoes

Este trabalho visou a avaliacao de possibilidade de utilizagao do Método das Carac-
teristicas em problemas parabolicos - mais especificamente a Equacao da Difusao também
conhecida como Equagao do Calor. Para esta finalidade o Método das Caracteristicas
mostrou-se ineficiente, ja que este baseia-se na transformacao de uma equacao diferencial
parcial de segunda ordem em um sistema de equacoes de primeira ordem. A solugao
destas equacgoes é obtida através de integracao ao longo das linhas caracteristicas. Porém
na Equacao da Difusao nao é possivel obter um sistema de duas equagoes de primeira
ordem.

Devido a ineficiéncia do método em se obter uma solugao para a Equacao da Difusao,
o foco deste trabalho passou a ser o estudo do comportamento da solucao analitica desta
equagao. O primeiro obstaculo encontrado era a obtencao de um sistema de duas equagoes.
Este problema foi resolvido, inserindo um termo no sistema, este termo mais tarde passou
a ser o fator que determinou consideravel grau de dificuldade a integracao. O segundo
obstaculo também foi derivado do primeiro, devido ao fato de que o fator inserido, o
vetor F resultante do sistema, tinha em suas componentes expressoes derivadas da fungao
solucao. Sendo assim, tivemos que encontrar a solu¢ao para que suas derivadas fossem
utilizadas na solucao do sistema.

Ao se realizar todas essas mudancas foi possivel aplicar o método das caracteristicas as
duas equagoes obtidas da Equagao da Difusao. Esta aplicagao exigiu consideravel esforgo
analitico em se resolver a quadratura ao longo das curvas caracteristicas, ja que a solugao
destas integrais nao foi encontrada nas fontes pesquisadas.

Apos a integragao, verificamos que o método era consistente no sentido de recuperar
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a solucao analitica.

Nosso objetivo com relagao ao trabalho foi alcancado, mas ainda h& muito o que
pesquisar no campo das solugoes analiticas. O método das caracteristicas permite en-
contrar solugoes analiticas de maneira simples e de facil interpretagdo geométrica. As
integrais que aqui foram obtidas usando conceitos de céalculo diferencial e integral, talvez
possam ser obtidas de outras maneiras.

No campo das solugoes numéricas, é possivel a utilizacao de métodos iterativos para
determinar por exemplo as derivadas da funcao que sao as componentes do vetor F.
Também pode ser possivel encontrar uma nova maneira de solugao para as integrais aqui

abordadas.
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Apéndice A
Tentativa de Solucao por Séries

Aqui vamos mostrar a tentativa de solugao da integral (4.76), utilizando séries. Porém
neste caso temos limites de integracao diferentes, por essa razao, vamos mostrar como se

chegou & essa integral. Abordaremos apenas a segunda equagao do sistema (4.28)

on On xe%t(xz — 6Dt — 4t%)

+ = Al
or Ot D37 Dt (A.1)
com a seguinte condi¢ao inicial

n(z,0) =0. (A.2)

Esta condicao foi obtida da mesma forma do capitulo 3, ou seja, utilizando a solucao
analitica.
Para aplicar o método das caracteristicas comegamos com a derivada total que desta

vez foi em relacao a x:

dy _ onds o

dv ~ Ozds  Otdr (A.3)
comparando a derivada total (A.3) com (A.1), temos

dt

-~ -1 A4

T (A.4)
e portanto

t=x+k (A.5)

sdo as curvas caracteristicas da equagao (A.1), onde k é a constante que define a curva.
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N

Figura A.1: Curvas caracteristicas e condigao inicial da Equagao (A.1)

Temos na Figura (A.1), a representagao das curvas (A.5), também esté representado
um ponto (z1,%;), por onde passa a curva t; = x; + k, a partir deste ponto podemos

encontrar k = x1 — t; assim k pode ser definido para qualquer ponto como

k=x—t. (A.6)

Para resolver a equacgao basta agora integrar ao longo das curvas caracteristicas,ou
seja
T d77
T, t) = —dx A7
)= [ 4 (A7)

0

e comparando (5.68), com (5.65), temos que

.2
() = /””1 ¢0X€Tgt(X2 — 6Dt — 4t2)dX (A.8)
’ 20 8Dt3\/w Dt

Como estamos integrando em x, devemos colocar ¢ como fungao de z sendo assim, usamos

as curvas (A.5), também com base nas curvas, encontramos o = —k. Dessa forma a

integral a ser resolvida é a seguinte

T oy eI (32 — 6D(x + k) — A(x + k)?)
_ Al
() /xoz_k 8D(x + k)*\/7TD(x + k) ax (4.9)

Vamos utilizar a equagao (A.9) e partir dela

X2
0 T xe™eFR (2 — 6D(x + k) — 4(x + k)2
n(x, ) = —=— ( ( 7/2) CERT) g
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Vamos reescreve-la da seguinte forma

3 —x> —x2 —x2
QbO z 1°e4D(x+k) GxDe 4D(x+k) 4X@ 4D (x+k)

% - - dy.
SVAD Joe s (CHRI2  (\+RPPE (X T RPN

n(z,t) =

Sabemos que a definicao para exponencial é:

2 U3 u™

u
e =1+u+ ot ot +—=§%n'

n

(A.11)

(A.12)

vamos entao usar esta defini¢ao, para expandir em série, cada parcela da equacao (A.11)

separadamente:

e a parcela i

—x2
. z gj3e4D(x+k) d
1= —_—
/xo:k RN

Usando a defini¢ao de exponencial (A.12), podemos escrever

_1n 2 n
i_/w X2t i [4D(XTI¢)} ;
- ro=—k (X+k)7/2 X

simplificando, temos

o T —1)» 2n+3
1= Z/ (=D"x dy.
n=0 Y%

o=k M(4D)"(x + k)7/>+n
A resolucao desta integral, nos da

2 kTR (1) (2044, D+ g B 4 20 2X)
nl(4D)*(2n + 4) ‘

7 =
n=0

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

Vamos agora aplicar os limites de integragao fazendo i(x) — i(—k), primeiro vamos

encontrar ()

X kTR (=)t Py (20 + 4, L 4 g5+ 205 5F)
nl(4D)"(2n + 4) '

agora vamos encontrar i(-k)

T (1) (k)P Ry (2n—|—4 + 5+ 2m; =0 ’“>>

NE

i(=k) = nl(4D)(2n + 4)

3
Il
S

simplificando, temos:

& —ETYR(=1)3 L Ry (20 44,5 4+ 03 b+ 2n; 1)
B n!(4D)"(2n + 4)

L]
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(A.19)



Vamos agora encontra i(z) — i(—k)

2 kTR (=)L (2n 4 4, T+ 5+ 20y )
n!(4D)"(2n + 4)

n=0
—kn 2 (=13 Fy (20 + 4, T 4 ng5 + 2n; 1
B (Z1)*"oF (20 44,5 + 35 4 2n31) (A.20)
n!(4D)"(2n + 4)
Sabemos que k =t — x e simplificando ¢, temos finalmente:
& (=) (=) (2n + 4, L 4 g B4 20 22
= nz; nl(4D)"(2n + 4)
t—z)"2(=1)3 S (2n 44, L+ 054 2051
+( ) (—1) 21(” g T n ) (A.21)
nl(4D)"(2n + 4)
e a parcela ii
2
£ —6DxerDFFR)
i = ———d A.22
A e e

Usando a defini¢ao de exponencial (A.12), e fazendo raciocinio analogo a parcela 1,

temos:

—6D l)n 2n+41
il = Z/ L nlaD)” X+k)5/2+”dx' (A.23)

o=

A resolucao desta integral, nos da

i — f: —6D(—1)nk—5/2—nx2n+22F1 (2n + 2, g + n;2n 4+ 3; _TX)
n!(4D)™(2n + 2) :

n=0

(A.24)

Vamos agora aplicar os limites de integragao fazendo #i(x) —ii(—k), primeiro vamos

encontrar ii(x)

_ i —6D(—1)" k52 g2 42, |y (2n +2, g +n;2n + 3; _T””)

nl(4D)"(2n + 2) (A.25)

n=0

agora vamos encontrar ii(-k)

) o —6D(—1)"k 52 (k)P Fy (20 42,3 =)
(k) = ;% nl(4D)"(2n + 2) - (A.26)
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simplificando, temos:

_ i —6D(—1)*" k=2 By (20 + 2,2 +n; 20+ 3;1)

~ (A.27)
— n!(4D)™(2n + 2)
Vamos agora encontra ii(x) — ii(—k)
i": —6D(—1)"k=2 g 2 By (2n 4+ 2,2 + n;2n + 35, 5F)
n!(4D)"(2n + 2)
6D —1)3n =2 B (20 42,2 +ns2n + 3,1
+ ( ) 2F1 @ +2, 54 ni2n+3, ) (A.28)
n!(4D)"(2n + 2)
Sabemos que k =t — x e simplificando 7, temos finalmente:
—6D(=1)"(t — x) 2?2 By (2042, 3 4 0520+ 3; 72)
"= Z nl(4D)"(2n + 2)
6D —1)3 (¢t — )"V R (2n 42,2 +ns2n + 3,1
L OD(=1 (e — ) 2 (20 42,5 ) o
n!(4D)"(2n + 2)
e a parcela it
r —4X6WX+’C>
11 = ——d A.30
[ T (450

Usando a definigao de exponencial (A.12), e fazendo raciocinio anélogo a parcela i1,
temos:

e [ —4(=1)"y !
= . A3l
111 nzg/m:_k nl(4D)"(x + k)3/2+ndX (A.31)

A resolucao desta integral, nos da

0 4 nk n—3/2,,2n+2 F 9 +27§+ ;2 +3,—_X
i — Z X 1 (2n g M An )
A (4D)"(2n 1 2)

(A.32)

Vamos agora aplicar os limites de integragao fazendo #ii(z) —iii(—k), primeiro vamos
encontrar i7i(x)

N —A(=1) kT2 B (20 + 2,3 4 n; 20 + 33 3F
iii(r) =y (=1) 2k (20 42,5 + ;20 c)
n!(4D)"(2n + 2)

n=0

(A.33)
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agora vamos encontrar iii(—k)

oo —d(—1)"k YA (k) Ry (20 42,3 4+ mi2n 4 3 =)
iti(—k) = (A.34)
n!(4D)"(2n + 2)

n=0
simplificando, temos:

2L —4(—1)3 Y2 R (20 + 2,2 4+ s 2n 4 3, 1)
dii ( Z
AI(AD)" (2 1 2)

n=0

(A.35)

Vamos agora encontrar #ii(z) — ii(—k)

2\ —A(=1) kT 2t B (20 + 2,3 4 ng 20 + 35 3F
i =y (=1) x'21n(” g TTien i)
— n!(4D)"(2n + 2)
A(=1)3 22 B (20 + 2,3 4 ns 20+ 35 1)
n!(4D)"(2n + 2)

(A.36)

Sabemos que k =t — x e simplificando 7, temos finalmente:

i —4(=1)"(t — z) T3 222, (2n +2,3 S+ n;2n+3; = x)
11 =
— nl(4D)"(2n + 2)
4(=1)%F2(t — )" T2 (2n+ 2,2 + n;2n + 3;1)
n!(4D)"(2n + 2)

n (A.37)

A solugao final da integral (A.11), é dada pela soma das parcelas
1411+ 0t (A.38)

(t — )P (=)™ F (2n+ 4, 1 + 15+ 2n; 22)
(e &/ﬁ Z n!(4D)"(2n + 4)
(t —z)"~ 1/2(—1)3”+42F1 (2n+4, 14+ n;54 2n;1)
* WI(AD)"(2n + )
—6D(—1)"k =52y 2, 1y (20 + 2, 2 + n; 20 + 3; 2F)
* 2I(AD)"(2n + 2)
6D(—1)*" k=2 Fy (20 + 2,3 + n;2n + 3; 1)
nl(4D)"(2n + 2)
—4(=1)"(t — x) IR F (2n 42,3 + 020+ 35 L)
nl(4D)"(2n + 2)
A(=1)3mF2(t — )"V P (2n 4 2,2 4+ n;2n + 35 1)
nl(4D)"(2n + 2)

+

+

n (A.39)
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A Equagao (A.39) é a solugao para a integral (A.11). Nosso proximo passo, seria
tragar o grafico da solugao obtida por série e comparé-lo com um grafico analitico, usando
a solucao obtida por transformada de Laplace. Porém este grafico nao pode ser tracado,

devido a uma singularidade na série.
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