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Uma imagem fornece uma representacao em duas dimens@esalcena. Durante o
processo de formacao desta representacao, todamasagdes 3D sao perdidas. Contudo,
tais informacdes podem ser recuperadas, através da g&eéreo, se duas imagens de uma
mesma cena, mas de perspectivas diferentes, estao iisigoMNo entanto, isto so & possivel
se o sistema estiver calibrado. Por isso, a calibracadmiei@s € indispensavel em diversas
aplicacoes.

Neste trabalho, realiza-se uma analise critica dass#igdecnicas de calibragao existen-
tes na literatura. Alem disso, novos métodos de caldwrage um sistema de visao binocular
sSao propostos. Basicamente, as técnicas propostastngm, inicialmente, recuperar a
geometria epipolar e realizar uma calibracao projetira.seguida, os pontos de um gabarito
de uma Unica dimensao sao utilizados para atualizarldaagho projetiva para a euclide-
ana. Como é utilizado um gabarito de dimensodes reduzidadacil confeccao, os métodos
de calibracao propostos sao bastante flexiveis e deek@rucao.

Para auxiliar a tarefa de calibracao, novos algoritmoateespondéncia de pontos
e estimacao da matriz fundamental também sao propo&ios especial, o algoritmo de
estimacao da matriz fundamental utiliza um conjunto deespondéncias virtuais que de-
finem um plano também virtual. Evidentemente, tal planaindma homografia entre as
imagens estéreo. O paralaxe de correspondéncias gqeatisfazem tal homografia permite
estimar um dos epipolos do sistema e, portanto, caraateripatriz fundamental. A princi-
pal vantagem do método proposto € obter uma boa estomaifi@dando uma parametrizacao
com apenas cinco incognitas.

Experimentos em imagens reais e sintéticas validam asctcpropostas, mostrando
como seu desempenho varia quanto a quantidade de ruidmermie correspondéncias
existentes.
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An image could offer a bidimensional representation of aaecéuring the image for-
mation process every 3D scene information are lost. Howdvese informations could be
recovered by an stereo vision system. But it is possible drilye system is calibrated.
Therefore, the camera calibration process is essentiahimyrapplications.

In this work, an analysis of many different calibration teitfues which are presenting in
technical literature, is done. Behind this, new calibmatioethods of stereo vision systems
are suggest. The methods consists of upgrading a 3D pr@eeipresentation to Euclidean
using a free-moving 1D calibration apparatus (points &djon a line). For higher accuracy,
a nonlinear technique based on the maximum likelihood rasiteis used to estimate the
stereo rig parameters (the intrinsic and extrinsic pararsgt

We propose also new algorithms of stereo match and fundafmeatrix estimation that
helps the calibration process. The fundamental matrixnedion algorithm uses a set of
virtual correspondences that define a virtual plane. Olsljpthese plane induces an ho-
mography across the stereo images. For points not on the,pllaey do not verify the
homography. So the parallax error could be used to estinmagpipole and therefore could
characterized the fundamental matrix. The manly advangeoposed method is offer a
good fundamental matrix estimation using only five unknowns

Experiments in real and synthetic images validate the nethods and show that the
results of the techniques are comparable to the performafribe most complex methods.
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em uma projetiva.

Somatbrio de todos os elementos da diagonal principal dazngaadraddMvi.

Matriz 3 x 3 igual adiag(1,1,0).

XVi



CAPiITULO 1

INTRODUCAO

A visao é o sentido mais importante dos seres humanos. 8ehum contato fisico, ela nos for-
nece uma quantidade extraordinaria de informacao sobhrebiente que nos rodeia, permitindo-nos
interagir com os mais diferentes objetos. Dessa formaju@alaque muitos esforcos tenham sido
devotados a dotar algumas maquinas com o sentido de Gs&budo, a visao & 0 nosso sentido mais
complexo. De fato, ainda hoje nao se possui um entendinoempleto de como o sistema de visao
biolbgico atuaGRANLUND, 1999). Por isso, infelizmente, nao é surpresa que o@stadrte da visao
computacional esteja muito distante do “computador qie®8 sistemas existentes atualmente sao
construidos para aplica¢des especificas, supdenicd@sdespeciais de funcionamento (iluminacao,
tipo de ambiente, faixa de cor etc) e aplicam-se apenas a njunto limitado de situa¢tes (forne-
cendo resultados ruins para todas as outras).

Evidentemente, em um sistema de visao computacionalgonitais importante & a camera, pois
€ ela que fornece os dados que o sistema deve processattaBatko tem como objetivo: o estudo
dos diversos métodos existentes para calibragao deredrpara uso em visao computacional. Em
especial, analisam-se técnicas para calibracao @srsstbinoculares. Sao também propostos novos
algoritmos para estimacao da geometria epipolar e péitaaiggo de cameras propriamente dita.

Na figura 1.1, apresenta-se o diagrama de blocos de um sifgotaque utiliza visao compu-
tacional. Sob condi¢cbes controladas, um sistema de eigptura imagens de uma camera e produz
uma representacao simbélica da cena. Possivelmehteptasentacao descreve a cena apenas parci-
almente. Contudo, esta deve ser suficiente para que oedtagrocessamento obtenha a informacgao
para a qual o sistema foi projetado. Em seguida, se ne@gsalyuma acao de controle pode ser
produzida para interagir com o ambiente.

O diagrama da figura 1.1 & muito parecido com o esboc¢o destens geral de instrumentacao
eletrdnica e controle. Neste caso, os dispositivos geissa luz (ou a outro tipo de radiacao), utiliza-
dos para formar a imagem, tém a mesma funcao dos sensadssina instrumentagao. Neste mesmo
contexto, a camera funciona como um transdutor que forme@ematriz de nimeros relacionada a
cena capturada.



Sensor
de
Imagem

Visdo
Computacional

Descri¢ao

Cena o Imagem

Acao

de Controle - -| Informagdo

Processamento

Atuadores

Figura 1.1: Diagrama de blocos de um sistema de visao catipuogl tipico. A representacao da
cena feita pelo sistema de visao pode ou nao ser utilizadagiuar no ambiente.

Assim como na instrumentacao eletrbnica, onde os ttaoses devem ser calibrados antes de sua
utilizacao no sistema de medicao, em diversas ajiieada visdo computacional, a camera utilizada
pelo sistema deve também estar calibrada. Tal calibragasiste em estimar os parametros que
melhor ajustam o modelo matematico escolhido a caméizada.

Normalmente, a calibracao é realizada antes da openagfmal do sistema. Neste caso, insere-
se um objeto 3D (chamado gabarito) de forma e tamanho caldsenb campo visual da camera.
Em seguida, o algoritmo de calibracao retira as infoildeagecessarias e estima os parametros da
camera. Apesar de extremamente exata, a calibracao abarip & pouco flexivel, pois, alem de
requerer um objeto de calibragao dificil de ser confatatlo, exige que a operagao do sistema seja
interrompida sempre que uma nova calibracao for nedassa

Para tornar o processo de calibracao mais flexivel, Fasd@992) e Hartley et al. (1992) desen-
volveram a técnica de calibracao projetiva. Esta n@essta de gabarito de calibracao. Contudo, o
modelo utilizado para a camera nao permite a recupemeiformacdes importantes da cena como,
por exemplo, distancias, angulos e paralelismMUGERAS; LUONG 2001). Dessa forma, a técnica
nao pode ser utilizada em todas as aplicagoes.

Uma alternativa mais geral e que serve a maioria das apksag a calibracao automatica. Este
conceito foi inicialmente proposto por Maybank e Fauget&92) e dispensa o0 uso de um gabarito
de calibracado. Ao invés disso, a camera deve se movaneam relacdo a uma cena estatica. Dessa
forma, a imagem do “cone absoltitd FAUGERAS; MAYBANK, 1990) fornece restricdes que possibili-

Veja a definicao na pagina 45.
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tam a recuperacao de todos os parametros do modelo @saaRor outro lado, a teoria de calibracao
automatica, apesar de possuir um custo computacion@neainente elevado, leva-nos a resultados
pouco exatos. Estes fatos contribuem para que essa t&indaanao seja largamente utilizada na
pratica.

No processo de formacao das imagens pela camera, totisrazacao 3D sao perdidas. Assim,
se tais informacdes forem necessarias, pode ser dtliaen sistema de visao binocular. Neste caso,
duas cameras capturam imagens de uma mesma cena. Al@maligssicao de uma camera em
relacao a outra & sempre fixa. Como observado iniciaknpot Zisserman et al. (1995), este fato
insere mais restricdes ao problema de calibracao.sEs#ricdes tornam a calibracao automatica
mais simples. Contudo, trabalhos recentes mostram quéetaigcas sao muito sensiveis a ruido
mesmo para a visao estéra@oRAUD et al, 2000). Por isso, os resultados obtidos sao inexatos,
guando comparados aos de métodos de calibracao quemtitjabaritos.

A principal restricao obtida com o uso de sistemas biraresl € a restricao epipolaARTLEY;
ZISSERMAN, 2000). Esta relaciona pontos na imagem capturada por umeadaeras a pontos na
imagem da outra camera do mesmo par estéreo. Quando maiet® esta calibrado, a restricao
epipolar & completamente caracterizada pela matriz faedtal. Tal matriz concentra uma série de
informacgdes sobre o sistema estéreo e torna todas aacdesrrealizadas menos complexas. Con-
tudo, antes de ser (til, a matriz fundamental deve ser adtina partir de um conjunto inicial de
correspondéncia de pontos. Para obter tal conjunto, sievwdiizar um algoritmo que consiga es-
tabelecer correspondéncias com o sistema nao-calibr@dotudo, tais algoritmos nao sao muito
numerosos na literatura. Além disso, na maioria das ves#ss sao pouco eficientes, pois utilizam
técnicas complexas e de custo computacional elevado. &emdisto, neste trabalho, propdem-se um
novo método de correspondencia de pontos para sisternasalirados. Objetivou-se o desenvol-
vimento de um algoritmo rapido e que, se desejado, pudesdaci implementado via hardware,
através da linguagem VHDIASHENDEN, 2002).

A estimacao da matriz fundamental € objeto de estudouitasdécadas. Até o inicio da década
de 90, os esfor¢os concentravam-se na exatidao da eatrl@ONG; FAUGERAS 1996;LUONG et al,
1993;HARTLEY, 1993). A um custo computacional elevado, a matriz fundaahena obtida através
de parametrizagdes complexas e métodos nao-lineaeesimimizam algum critério especifico. Al-
gum tempo depois, a partir de meados dos anos 90, foram pospisersos métodos robustos que
identificam e eliminam falsas correspondéntigae degradam a qualidade da matriz fundamental
obtida gHANG, 1998; TORR; ZISSERMAN 1998; TORR; MURRAY, 1997). Estes métodos tornaram
possivel estimar a matriz fundamental de forma automattualmente, surge a tendéncia de tentar
reduzir o custo computacional dos algoritmos nao-lireatédizando parametrizacdes mais simples
(BARTOLI; STURM, 2004) ou espacos de busca reduzides\(G; LOOP, 2001;BARTOLI et al,, 2001).

Neste trabalho, um novo método de estimacao da matrdafuental &€ proposto. Tal método
utiliza um conjunto de correspondéncias virtuais que definm plano também virtual. Evidente-
mente, tal plano induz uma homografia entre as imagensesi®rparalaxe de correspondéncias de
pontos que nao satisfazem tal homografia permite estimadagrepipolos do sistema e, portanto,

2Do inglés:outliers.
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caracterizar a matriz fundamental. Em oposicao a naidos trabalhos encontrados na literatura
que, ao custo de utilizar algoritmos de implementacadusane de custo computacional elevado,
obtém uma excelente estimacao da matriz fundamentalyege pela simplicidade. Assim, durante o
desenvolvimento do método proposto, o pré-requisitacipal foi obter uma boa estimagao da matriz
fundametal a um baixo custo computacional.

Como proposto por Hartley et al. (1992), uma vez que a mairiddmental & conhecida, esta
permite realizar uma calibracao projetiva. Tal calj@pode ser atualizada para uma calibracao
euclidiana se uma transformacao projetiva, que tem t&faticas ja bem conhecidasdRAUD et al,
2000), for estimada. Neste trabalho, também se propdeoummétodo de calibracao de um conjunto
binocular que estima tal transforma¢ao usando, comorigabam bastao graduado. Basicamente,
0 bastao funciona com um gabarito de uma GUnica dimens@outfizar um objeto de calibracao de
simples confec¢ao e manuseio, 0 método proposto actesitexibilidade ao problema. Além disso,
os resultados obtidos mostram que o método obtém resslta@m mais exatos, em comparagao as
técnicas automaticas.

O método proposto & uma extensao do recente trabalhoadey4B004), que propds uma técnica
de calibracao de uma Unica camera com um gabarito 1DslRovez, tal técnica surgiu da tendéncia
atual, que pode ser comprovada examinando artigos recemtes, por exemplo, os trabalhos de
Agrawal e Davis (2003), Zhang (2000) e de Sturm e Maybankq) 3% aumentar a flexibilidade da
tarefa de calibracao reduzindo as dimensdes do gabarito

81.1 Organiza@o do trabalho

Além desta introdugao, este trabalho tem mais quatrdudap e dois apéndices, que tratam dos
assuntos descritos a seguir.

No capitulo dois & apresentado, de maneira sucinta, wnda@sbbre visao binocular. Aborda-
se todos 0s assuntos que sao pré-requisitos para um bemdienénto sobre o problema da tese,
tais como: o0 modelo de camera utilizado, geometria epipetimacao da matriz fundamental e as
diversas técnicas existentes para calibracao de edmer

No capitulo trés apresentam-se as contribuicdes dmaltra para a area de visao estéreo.
Descrevem-se 0s métodos propostos para corresponddngiantos e estimacao da matriz funda-
mental, aléem de diversos métodos lineares e nao-lingaae calibracao de um sistema binocular
através de um bastao graduado.

Os resultados experimentais sao apresentados no cagitatro. Os algoritmos propostos sao
testados em imagens “sintéticas” e imagens reais. Alesodbs resultados sao comparados com 0s
de outros métodos bem conhecidos na literatura.

Conclusdes e comentarios sao apresentados no cagitialm Além disso, discutem-se algumas
perspectivas de projetos futuros derivados do preseittaltia
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Apbs o capitulo cinco, foram incluidos dois apéndic€scontedo destes & citado constante-
mente ao longo do texto do trabalho. No apéndice A, aprasese alguns conceitos importantes
da geometria projetiva. Tal geometria vem sendo muitozatila nas Gltimas décadas para modelar
diversas caracteristicas das cameras. No apéndicgB)satonceitos matematicas importantes sao
apresentados.

Finalmente, o apéndice C contém a lista de artigos puldegelo autor durante o desenvolvi-
mento do trabalho e que tém relagdo com este trabalho.

81.2 Nota@o

No decorrer do texto, matrizes e vetores sao represenpaddetras, nimeros ou simbolos em ne-
grito. Constantes sao expressas por letras, nimerasbolgs em italico. Alem disso, uma notagao
especifica para acessar 0s elementos de uma matriz éadetadxemploA (i, j) representa o ele-
mento da matriA nai-ésima linha g-ésima coluna. Se necessario, o caracter “.” pode s&zado
para destacar mais de um elemento da matriz. AsAif; j,n : m) representa todos os elementos
de A que pertencem a uma das linhas entesf e uma das colunas entree m. Uma outra pratica
convengao adotada é considerar” = (A~1)7 = (AT)~! para toda matriz quadrada e inversivel.
Finalmente, em algumas casos, o produto cruzado entre eloies 3Dy € x, & expresso através da
matriz antissimétrica , ou seja,x x = [v],x, com

0 —U3 (%)
[V]X = U3 0 —v1|>
—V2 V1 0

onde considerou-se = [vy, vy, v3]"

As camaras que pertencem a um conjunto binocular sao daasntke “camera 1" e “camera 2".
Normalmente, a camera 1 & tomada como referéncia. Algéso,dos planos de imagem das cameras
sao0 expressos pdi e I, para, respectivamente, a camera 1 e a camera 2. No casadrileesjaim
apostrofo (ou a auséncia dele) & utilizado para indicgrad camera esta se refere. Por exemplo,
esta relacionada a “camera 1’A¢ & sempre associada a “camera 2.

Considerando o modelo de camguahole (FAUGERAS; LUONG 2001), as coordenadas de um
ponto 3D no sistema de coordenadas do ambiente de uma caiwempresentadas cord =
[z,y, 2] e a projecao correspondente no plano de imaggrx € {1,2}, comom, = [uq, va]”
Alem disso, as coordenadas homogéneas de um pagto= [z, ., ...|” S30 representadas por
m,, isto &,m, = [Za,Ya, ..., 1]7. De uma forma mais geral, um ponto qualquer em coordenadas
homog@ncias & representado pog, = [z4,Ya, - ta]’ . Um segundo indice, se houver, indica a
posicao do ponto em um conjunto de pontos.

Por @ltimo, uma retd,,, no plano de imageni, e que passa pelo ponta, = [ug,v,]’, deve
satisfazerauq, + bava + ¢ = 0. Essa mesma reta & representada no texto como dgnédo
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(@ bas ca]T. Assim, temos uma pratica notagao para a equacio daaes sejal.m, = 0 ou
mgla = 0. Novamente, um segundo indice, se houver, indica a posiareta em um conjunto de
retas.



CAPITULO 2

FUNDAMENTAG AO TEORICA

Primeiro eles o ignoram. Depois riem de ¥o&En&o eles 0 combatem.i #oE vence.

Mohandas Gandhi

Neste capitulo, apresenta-se um resumo da teoria néeepaéa a compreensao do problema
de calibracao de um conjunto binocular. Em especial,rdesese 0 modelo matematico de camera
adotado neste trabalho e analisam-se criticamente algamprihcipais métodos de estimacao da
matriz fundamental e de calibracao de cameras. Os dosa@scritos aqui servem como base a toda
discussao dos capitulos posteriores.

82.1 Modelo da Gimera

O modelo de camera utilizado neste trabalhopgintiole Neste, um raio de luz, proveniente de
um pontoM no espaco, passa através de um orificio (localizado ntog0) e incide em um plano
no pontom (veja a figura 2.1 na pagina seguinte). O plano de incidédos raios &€ chamado de
“plano de imagem” e 0 pont@ & chamado de “centro da camera”. A distancia do plano dgém
ao pontoC & um parametro intrinseco da camera e & conhecido cdisi@ficia focal” e, geralmente,
€ representado pgf.

Na figura 2.2(a) na prbxima pagina, a camera € inseridaimnsistema de coordenadas. Este
& conhecido como “sistema de coordenadas da camera” augenrigem no pont@. Além disso,
um outro sistema de coordenadas, com origemagm é representado no plano da imagem. Este
€ chamado “sistema de coordenadas da imagem”. Por sua pent@m,, chamado “centro da
imagem”, & a projecao ortogonal do por@ ou seja, o ponto no qual o eixé corta o plano de
imagem.
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E importante conhecer a relacao entre um pdvitmo sistema de coordenadas da camera e sua
projecao,m, no sistema de coordenadas da imagem. Isto pode ser calsdgoimente através
de semelhancas de triangulos. Por exemplo, através ula f&j2(b) vé-se que a ordenadate
éu = fY/Z. De maneira semelhante, pode-se estender o raciocirdoapabscissa dm, logo
m = (fX/Z, fY/Z). A equacdo anterior relaciona as coordenadas dos pditean de forma

Plano da imagem
Ponto -
Principal

Distancia focal

Centro da Camera

Figura 2.1: Esboc¢o de uma cameiahole

Sistema de coordenadas

Sistema de coordenadas Y da camera
da imagem g

>
'

Ponto
Principal

C

Ceﬁtro da

Camera
Plano da Imagem
(@)
M
T 0 == D

(b)

Figura 2.2: (a) modelginhole e seus sistemas de coordenadas, (b) determinacdo daadaddo
pontom em fun¢ao das coordenadas do pawio
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nao-linear. Para contornar esse problema, podemosauntilina equa¢cao homogénea, ou seja,

X
X f 000 v
fY |[=10 f 00 2 (2.1)
Z 0 010
1
A equacao (2.1) é reescrita freqientemente como
m ~ A[I; 03] M, (2.2)
onde
f 0 0
A=|0 f 0 (2.3)
0 0 1

concentra os “parametros intrinsecos da camera”.

Como na equacao (2.2), ao longo do texto, o simboldé& utilizado para explicitar que os dois
lados de uma igualdade podem diferir por uma constante dlescinla e nao-nula, ou seja, trata-se
de uma equacao homogénea.

A matriz A dada em (2.3) € um modelo muito simplificado de uma cameaigrhtica, utiliza-se
um modelo mais geral definido por

[ feotOgy wg
A=110 f Mgy Vo | - (2.4)
0 0 1

O parametroy, /, € inserido para levar em consideragao que os sensoligadds pela camera nao
sao um quadrado perfeito, ou seja, a altura pode diferindpita. Ja o parametry = f cot Oy
esta relacionado ao angulé,; , que corrige a ortogonalidade da matriz destes sensorexn® p
mg = [ug, vo)” sA0 as coordenadas do ponto central da camera. Essasratad sZo inseridas para
levar em consideracao que, geralmente, a origem do sislernoordenadas da imagem esta no canto
superior esquerdo e nao no pomig.

A medida que a tecnologia evolui, a equacao (2.4) aprosieneada vez mais de (2.3). Assim,
geralmente|d,;, — w/2| & da ordem da0~%, ou seja,s;, ~ 0. Alem disso,nx/y € muito probximo
da unidade. Por outro lado, ainda hoje, a estimacao dmpapté muito sensivel a ruidos. Assim,
muitos autores assumem que, localiza-se exatamente no centro da imagem. Felizment®, es
aproximacao tem pouca influéncia na recuperacao fasrincdes 3D.

As coordenadas do ponfel podem ser fornecidas em relagao a um referencial dikerdat
sistema de coordenadas da camera. Quando isto aconteeferencial em questao € dito ser o
“sistema de coordenadas do ambiente” e a equacao (2 2kdeveescrita como sendo

m~ A[Rt|M, (2.5)
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ondeR & uma matriz x 3 que representa a rotacao da camera em relacao aoaideecoordenadas
do ambientet & um vetor que equivale a translacao do centro da canoenarelacao ao sistema
de coordenadas do ambiente. A maftiz. R possui toda informac&o a respeito dos “parametros
extrinsecos da camera” .

Frequentemente, define-se a “matriz de projecao” de @meera como sendo
P~ A[Rt]. (2.6)

Neste caso, a equacao (2.5) torna-se
m ~ PM. (2.7)

A seguir, dois resultados importantes relacionados aizrddrprojecao da camera sao sumariza-
dos nas proposicdes a seguir.

Proposicao 2.1 Dada uma émera, cuja matriz de projép, P, &€ conhecida, o centro démera,C,

é dado porPC = 0.

Prova: ComoP tem posto trés, seu auto-espaco & gerado por um Unioo vdém disso, com®
nao pertence ao espa@y, 0 nao & solucio deC = o. Veja, por exemplo, Hartley e Zisserman
(2000, pag. 144) para prova de quéé a (nica solucao. O

Proposicao 2.2 SeR & uma matriz rotacionalRR” = 0.
Prova: Isto segue da definicao de matriz rotacional. Veja, pomgte, (HARTLEY; ZISSERMAN,
2000, pag. 11). O

82.2 Correspondncia de Pontos

Pelo discutido na se¢ao anterior, dado a projepaode um ponto 3DM, nao é possivel deter-
minar as coordenadas @d univocamente. Isto ocorre porque qualquer ponto 3D pestda reta
CM (figura 2.1) tem sua projecao atm.

Agora, considere a figura 2.3. Nesta, o panc “visto” por duas cameras. Assim, tal ponto tem
uma projecao no plano de imagem de cada camera, ousegjg, I; e m, € I». Além disso, o raio
Optico associado a essas proje¢des se interceptam tm pbnisto significa que, se o sistema esta
calibrado, dada uma correspondén@ia;; < my;), & possivel determinar as coordenadas do ponto
3D correspondente através de um processo chamado “reggast3D” (discutido na secgao 2.7).
Contudo, o processo de correspondéncia de pontos & uefia éatremamente complexa. Diversos
fatores contribuem para isto. Alguns dos quais sao apiEd@na seguir.

v' Oclusdes. Algumas vezes, o correspondente de um ponto na outra imagdennio estar
disponivel. Isto ocorre quando o ponto correspondenéefest da parte visivel da imagem ou
ocludido por um objeto mais proximo a camera. Oclusaar@®r fonte de erros no processo
de correspondénciaCHARSTEIN; SZELISK| 2002).
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M
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Raio
Optico 1 -~

." Raio

Plano 4
Plano 5

Figura 2.3: Raios dpticos associados a projecdes de ismmponto 3D se interceptam no espaco.

v Diferenca de lluminacdo. Se as imagens estéreo forem capturadas em instantesodistilas
podem diferir entre si quanto a luminosidade por causa desti€as no sombreamento da cena.

v Distor¢cdes Radiongtricas. Se as imagens forem capturadas por cameras diferentesjomes
desprezando (ou compensando) diferencas de iluminasguoojecdes de um mesmo ponto 3D
podem ser representadas por tons de cinza diferentes.n@etal pixels que apresentam esse
tipo de distorcao estao relacionados por um ganho e umicdes

v Distor¢des Projetivas.Devido ao seu processo de formagao, uma imagem estélegpeecer
“distorcida” em rela¢ao a outra, mesmo que ambas sejatareaas pela mesma camera. Essa
distorcao aumenta a medida que o deslocamento reldtucealiferenca na distancia focal das
cameras também aumentam.

v Texturas “Pobres”. Mesmo desconsiderando todos os problemas anteriores,cessmde
correspondéncia de pontos ainda & uma tarefa complexamgs com pouca textura, pois isto
reduz arelacao sinal ruido e aumenta a incerteza.

Oclus®es e pouca textura dificultam o processo de corrdgépera por inserir ambigiidade. Ja a
diferenca de iluminacao e as distor¢des, por tornaeimagens ligeiramente diferentes entre si.

Felizmente, em aplicacdes como, por exemplo, estimagigeometria epipolar (secao 2.3),
calibracao de cameras (secoes 2.5 e 2.6) e retificdgd@magens@HEN et al, 2003; LOOP; ZHANG,
1999), € necessario estabelecer apenas algumas pouspoadéncias. Neste contexto, quanto a
guantidade e densidade de correspondéncias, os algsritencorrespondéncia de pontos podem ser
classificados em dois grupos que sao formalmente definidegtar.

Definicdo 2.1(Correspondéncias Densa€pmo 0 nome sugeré,um conjunto de correspo@éncias
de pontos caracterizado por uma grande quantidade de panto® pibximos e que ocupam toda
(ou quase toda) @rea da imagem. Geralmente, tais correspdmcias 8o estabelecidas &g o
sistema estar calibrado.
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Definicdo 2.2(Correspondéncias Esparsd%pm conjunto de correspoadcias composto por pou-
cos pontos (em comparag ao rumero total de pixels das imagens). ldealmente, estes pestm
espalhados por quase todo o plano da imagem, mas, &ig&cpr tamtem podem estar concentrados
apenas em uma regp.

A seguir, discute-se em detalhes o problema de estabeleteonjunto de correspondéncias
esparsas.

2.2.1 Caracteres Interessantes

Como discutido na se¢ao 2.3 (pag. 20), se a geometrialapiue relaciona duas imagens estéreo
nao é conhecida, ndo existe nenhuma restricao geiom@i localizacao do correspondente de um
ponto. Assim, dado um ponin; € I, 0 Seu correspondenta,, pode estar em qualquer posi¢ao do
plano de imageni,, ou seja, 0 espac¢o de busca envolvido no processo & maitdeyr Para tornar o
problema menos complexo, uma abordagem consiste em segrakuns “caracteres interessantes”
em ambas as imagens e, em seguida, efetuar correspondénpimtos apenas dentre esses carac-
teres. Evidentemente, essa abordagem pode ser utilizadaspara estabelecer correspondéncias
esparsas.

A definicao formal de caracteres interessantes utilizesdée trabalho & dada a seguir.

Definicdo 2.3 (Caracteres InteressanteSjo caractefsticas que edib presentes em (quase) todas
as cenas, & faceis de segmentar e cujos atribut@ ouco afetados por distdies projetivas,
deslocamentos Euclidianos e diferenca de iluméima¢ Exemplos de caracteres interessani@s: s
cantos, ertices, retas, planos etc.

Para que a correspondéncia de caracteres possa serd@aéies devem ser extraidos das ima-
gens. Essa & uma das etapas mais importantes do procedstatiela a seguir.

§ Segmentado de Caracteres

Diversos trabalhos encontrados na literatura utilizamasarmda imagem como caracteres inte-
ressantes. O principal motivo € que cantos sao (quasajiamies a deslocamentos Euclidianos,
enquanto que, por exemplo, planos e retas podem até desepatependendo do deslocamento. O
algoritmo de segmentacao de cantos mais popular &€ ogtmpor Harris e Stephens (1988).

Supondo um canto na imagef, na posi¢dan; = [u1,v;]”, € 0 Sseu correspondenta, =
[ug,v2]T, na imageml,, o algoritmo de segmentacgao fornece uma aproximagaaoardenadas
desses pontos, por exempity = [u1+J,,,v1 40y, |7 €y = [ug+5,,,v2+5,,]T . Evidentemente,
os deslocamentag,, , d,,, 6, €J,, acrescentam incerteza ao processo. Essa incerteza, neme)

& modelada na forma de um ruido Gaussiano de média zerlie. ddslocamentos devem ser tao
pequenos quanto possivel. De fato, eles devem ser de menos gixel. Isto pode ser conseguido
utilizando detectores de cantos com precisao de subspixel

!De uma forma geral, cantos s&o as posi¢des dos picosideaatocal da imagem.
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Figura 2.4: A falta de um correspondente para os pamigse mo3 pode fazer com que o algoritmo
de correspondéncia de pontos forme a falsa correspoiad@ng, < mo3).

Ziou e Tabbone (1998) realizaram uma excelente analiseacdos principais algoritmos de
segmentacao de cantos com precisao sub-pixel. Contlgl®,dos mais populares sao o Canny
(CANNY, 1986) e 0 SUSANSMITH, 1992). Implementacdes desses algoritmos estao digisn
livremente na internét

Um dos maiores problemas dos detectores de cantos édlosteafigura 2.4. Nesta, dois cantos
estao segmentados em cada uma das imagens estéreaidesifesgue os pontas; €ms; formam
uma correspondéncia. Contudo, o algoritmo ndao segmentmrespondente do ponta;, € nem
0 correspondente dms3. 1sso gera ambigiidade e causa problemas semelhantealsasios por
oclusdes, ou seja, pode fazer com que o algoritmo de comdépcia de pontos, erroneamente, forme
a falsa correspondéncian;, < my3).

A seguir, algumas restricOes utilizadas para reduzircarteza inerente ao processo de corres-
pondéncia de pontos sao discutidas.

2.2.2 Restripes de Corresponéncia

Uma vez que 0s pontos interessantes tenham sido extratdasynjunto de caracteristicas pode
ser associado a eles. Normalmente, o conjunto de casdictaside um ponto interessante & chamado
de assinatura. Assim, o processo de correspondéncia tspmmmsiste em, dado um ponto com uma
determinada assinatura, restringir o seu correspondenp@rao na outra imagem que possui uma
assinatura semelhante.

A seguir, descreve-se algumas restricdes que podemilsgrdéds no processo de correspondéncia
de pontos.

§ Semelhanga

Essa restricao & baseada no valor de intensidade darnm@ges de cinza) na posi¢ao do ponto
de interesse e obriga 0 seu correspondente ser similar a ele.

2Canny— http://vxl.sourceforge.net/, e; SUSAN http://www.fmrib.ox.ac.uk?steve/susan/susan/susan.html.
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Considerando dois pontasy;; € I1 emy; € I, aforma mais simples de expressar a semelhanca
entre eles € através do “somatorio das diferencasuathsdl(SAD), dado pela seguinte equagao

SAD(cij) = > [Ii(u,v) = Io(u+ 0z,v + 6y)] (2.8)
(u,v)eEW

ondec;; = (my;<>my;), I (k,1) & o valor da fung&o de intensidade da imagema posi¢adk, [),
W & uma janela de correlagcéo centradawm, ¢, e J, representam o deslocamento mig; em
relacdo am;;, e (u,v) € W representa todos os pontos dentrdide

A equacao (2.8) & baseada na suposicao de que os tormszdeemn torno da projecao de um
mesmo ponto 3D sao os mesmos nas duas imagens. Ela édatikra sistema com restricdes de
tempo por ter baixo custo computacionBAKS et al, 1999; HIRSCHMULLER, 2001). Contudo, &
muito sensivel a distorcdes e diferencas de ilundpnag¢’or isso, geralmente, a “correlagao cruzada,
normalizada e de média zero” &€ uma medida que fornece nmeslihesultados e € definida por

Y. 61(u,v)o2(u+ 6z, v + dy)
. (u,0)eW

INCC(es) = , 2.9
(i) N e e ) (29)

ondeod, (k,l) = L.(k,1) — 1. e

Uz(k>l): Z [5z(kvl)]2

(u,0)eW

Apesar de ser mais robusta, a equacao (2.9) aumenta o aamsoutacional do algoritmo de
correspondéncia.

Inimeras outras medidas de semelhanca podem ser emlamntra literatura. Recentemente,
algumas delas foram analisadas e comparadas criticament®apks e Corke (2001). Contudo,
nenhuma dessas medidas consegue eliminar totalmente @ntifluda variacdo dos tons de cinza
entre as imagens.

8 Unicidade

Na figura 2.5 esta ilustrado um caso tipico, no qual umaipmnto,m; € I;, & o correspon-
dente de trés pontosns,;, moyy € mog, Na imagemls. Apesar de casos como este serem possiveis,
geralmente, assume-se que todo ponto s6 pode ter um oniespgondente.

Como discutido, interferéncias como, por exemplo, agsé distorcdes, inserem ambigiliidade
ao processo de correspondéncia de pontos. Essa ambigipdde fazer com que um ponto tenha
dois ou mais candidatos igualmente plausiveis de serem ocoseespondente. Quando isso ocorre,
os critérios usados na analise dos candidatos ambiguesndser alterados na tentativa de reduzir a
incerteza. Outra alternativa &, simplesmente, desdadas os candidatos ambiguos e considerar o
ponto em questao sem correspondente.
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Plano

Figura 2.5: O pontan; & o correspondente dos ponias;, mys € msy3.

Figura 2.6: Coeréncia esquerda-direita usada para @immbiguidade causada por oclusao.

8§ Invari ancia Esquerda-Direita

Nos algoritmos de correspondéncia que utilizam uma alerddocal, uma imagem & tomada
como referéncia. Entao, dado um ponto na imagem-refexga seu correspondente & procurado na
outraimagem. Neste caso, pode ser desejavel que o algatéroorrespondéncia seja invariante a es-
colha da imagem de referéncia. Esta restricao també&ta ger utilizada para eliminar ambiguidade.
Este fato & ilustrado na figura 2.6. Nesta figura, tomandoagém da esquerda como referéncia,
0s pontosm;is € my3 formam candidatos a correspondéncia com o mesmo paimtg, Contudo,
tomando a imagem da direita como referéncia, o pamtg nao forma um candidato com;s. Isso
da mais suporte ao candidatm;; <> my3) e enfraquece @mis < my3). AsSSim, (m;3 <> my3) &
considerada a correspondéncia verdadeira.

Essa técnica constitui uma forma simples de, em alguns celsminar a ambiglidade. Contudo,
tomar as duas imagens como referéncia tem a desvantagdentevde elevar o custo computacio-
nal do algoritmo. Assim, uma abordagem mais eficiente éupan® correspondente de um ponto
utilizando um critério que seja invariante a escolha dagenade referéncia.
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Figura 2.7: O processo de correspondéncia de pontos rzmimisomatorio das distancias entre
pontos correspondentes.

8§ Rigidez Global

Essa restricao € derivada do trabalho de Ullman (198%psicamente, estabelece que quanto
menor a distancia;;(mi;, my;), maior &€ a confianca da correspondén@ia;; < ms;). Contudo,
isto nao significa, simplesmente, estabelecer corregpm com o ponto mais proximo. (De fato,
uma abordagem desse tipo geraria muita ambiguidade.) v&s idisso, o principio da proximidade
deve ser aplicado ao conjunto de possiveis correspoiadecmmo um todo. Isto € ilustrado na figura
2.7. Neste esboco, um segmento de reta liga cada ponto aoisespondente. Neste caso, dado
correspondéncias, a restricao de rigidez global garambinimo da seguinte equagao

n n
2
T =2 cijd;(my;, my;),
i=1 j=1
ondec;; = 1, sem;; e my; formam uma correspondéncia, gy = 0, caso contrario.
Essa restricao foi usada com sucesso, por exemplo, por(FB7) e por Grzywacz e Yuille

(1988). Contudo, Scott e Longuet-Higgins (1991) demoretneque essa restricao € eficiente apenas
gquando a rotacao de uma camera em relacao a outra éepay

§ Disparidade Limitada e de Variagdo Suave

Considere uma correspondéndim; <> my), ondem; = [u,v1]7 e my = [ug,v0]?. A
diferencaAz = u; — us & chamada disparidade horizonta\g = v; — v, € a disparidade ver-
tical.

A disparidade vertical pode ser compensada através deasagso chamado retificacao de ima-
gens CHEN et al, 2003;LO0P; ZHANG, 1999). Por isso, a disparidade horizontal € um paranmeis
importante. De fato, muitas vezes ela é referenciada,lesmente, por “disparidade”.

Considerando fixo o deslocamento relativo das camerasta@ugais proximo um ponto 3D esti-
ver das cameras, maior sera a disparidade de suasqesjelpé fato, a relacao &€ dada ptRCCO;
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Figura 2.8: Um pafm;, my;) candidato a correspondéncia com vizinhos dentro de unedgjale
lado2i,,. O par(ni1,n21) aumenta a confianga do p@n;, ma;).

VERRI, 1998, Sec. 7.1.2)
[4(C1, Co)|

A(ﬂi ’
onde Dz; €& a distancia perpendicular do ponto B, ao plano que contém as imagens retificadas.
Normalmente Dz; € chamado de profundidade.

Dz = f (2.10)

Podemos considerar que a disparidade em uma cena sejaléimaiteinterval ,;, < Az <
Amax. Isto & equivalente a supor que nao existem objetos muitirpos da camera e nem muito
distantes também. O limitA,,;, & valido, sobretudo, para ambientes fechados.

Outra suposicao implicita a maioria dos algoritmos aeespondéncia & que a disparidade varia
suavemente pela imagem. Isto & valido porque a maioriaodfEtos tem uma superficie suave.
Evidentemente, essa suposicao falha na intersecci@gides que sao projecdes de objetos que estao
a profundidades diferentes, pois tais intersec¢Oesa@aterizadas por grandes saltos na disparidade
da cena. Contudo, sao esses “saltos” que tornam possieghaentacao dos objetos.

§ Vizinhanca

Considerando o paf;; = (m;; <> my;) um candidato a correspondéncia, podemos representar
0 conjunto de vizinhos den;; e demy; dentro de uma janela de dimens3g x 21, (figura 2.8)
por, respectivamentey (my;) e N(mg;). Assim, sec;; for um bom candidato a correspondéncia,
espera-se que existam muitos candidatos a correspoad@nck (nj; <> ny), ondeny, € N(mjy;)
eny € N(my;), tal que “uma determinada relagao” entrg, e m;; & semelhante a essa mesma
relacéo entrery € my;. Por outro lado, se;; nao € um bom candidato, nao se espera encontrar a
mesma relacéao entre esse pontos.

Essa “determinada relacao” pode ser algo simples comoe@pao entre 0s pontes; e my; €
entreny; €my;. Contudo, Zhang et al. (1995) utilizaram a “posi¢ao rede¢ntre pontos”, atraves da
seguinte equacao

F(mys, my;) Z { méx ( apd(my;, moj;nyy, ny;) >] 7 (2.11)

ni;x€N(my;) ng €N (ma;) ( 1, 1H25, 1k, 2l)




2.2. Corresponcncia de Pontos 18

ondeay, sao constantes que dependem do grau de confianca dapood@sciagn,; —ny;), €;

d(mli, mgj) + d(nlka n2l)
2 M

D(my;, myj;nyg, ny) =

com

e~"/er  se & um candidato a correspondéncia<ee,
d(my;, myj;ni,, ny) = L
0, caso contrario.

onde
_ [d(myi, ) — d(my;, ny)|

D(my;, myj;nyy,n9;)

€ uma medida do erro das posi¢des relativas entre os (aresn; ;) € (mg;, ny ), €;, € um limiar
para esta medida.

E importante observar que, caso um ponig; tenha varios candidatos a correspondéncia, o
operador “max” da equacao (2.11) garante que apenas teiua posi¢ao relativa mais semelhante
contribui para aumentar a confianga do far;; <> msy;).

A equacao (2.11) & bastante robusta. Contudo, o custpuacional envolvido na formacao dos
conjuntos de vizinhosV (m;;) e N (my;), e na avaliagao de (2.11) & muito elevado.

2.2.3 Metodo de Corresponé@ncia Basico

Nesta sec¢ao, discute-se como as restricdes apreaentacsecao anterior podem ser utilizadas
para criar uma técnica que estabelece um conjunto de porr@&ncias esparsas. Para isto, um algo-
ritmo basico de correspondéncia que usa a abordagemddeata associar cantos em uma imagem
com cantos na outra imagem & apresentado.

Inicialmente, um algoritmo de deteccao de cantos devetdigado para segmentarn cantos na
imagemI; e ny cantos emls. Em seguida, a restricao de semelhanca, através dgam(@9), é
utilizada para estabelecer um conjunto inicial de candglatcorrespondéncia. A tatica mais basica é
comparar todos os cantos fiecom todos os cantos de. Contudo, desde que o custo computacional
de (2.9) € muito elevado, usaremos a restricao de digmeipara limitar o espaco de busca. Assim,
como ilustrado na figura 2.9, dado um pomta; = [u1;,v;]7 € I, a restrigio de semelhanga é
aplicada apenas aos cantos da imademue pertencem a uma janela de busca quadrada, de lado
Azpmin € com centro enfuy;, vi;).

O resultado da equacgao (2.9) varia entre -1 (sem nenhumellsgnca) e 1 (muito semelhante).
Normalmente, considera-se um candidato a correspoiadapenas os pares que obtenham um grau
de semelhanga maior que um limigy,. Um valor muito utilizado &, = 0,8 (ZHANG et al, 1995).

Apbs essa fase inicial de formac¢ao de um conjunto de data a correspondéncia, &€ comum
existir muita ambigiidade entre esses candidatos. Ewdg@mnte, essa ambigiidade deve ser eli-
minada. Para isto, podemos utilizar a equacao (2.11) paxdir a confiabilidade dos candidatos e
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Imagem 1 Imagem 2
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centro em mli:(uli’vli) centro em mliZ(MMlei)

Figura 2.9: Correspondéncia de pontos por correlacao.

eliminar os pouco confiaveis minimizando a equagao aisegu

T=> i:f(mu, my;),

i=1 j=1
onden & o nimero de pontas;; que possuem,; pontos,my;, candidatos a correspondéncia.

Geralmente, melhores resultados sao obtidos se essaig@igin for feita de forma iterativa.
Isso pode ser realizado através de alguma técnica deag@lax Por exemplo, Pollard et al. (1985)
utilizaram a abordagem “o-vencedor-ganha-tudo”, ou s#galo um pontan;; com diversos pa-
res (my; < my;) associados, considera-se o par vencedor aquele que obtiverior confianga
F(my;, my;). Nessa abordagem, a eliminagao dos candidatos pouc@weisfé realizada em um
Unico passo. Contudo, essa técnica nao produz bonsa@ssyl pois as correspondéncias sao tratadas
de forma independente.

Uma abordagem que produz melhores resultados, a um custputagional maior, &€ “o-
perdedor-n&o-ganha-nada”. Nesta, a eliminacio dadidains “pouco confiavels é realizada em
varias iteragdes. Em cada uma delas, dado um pento apenas o par associadan;; < my;),
de menor suporte € eliminado. Em seguida, a equacao) (2.afllicada novamente aos pares re-
manescentes. Entao, novamente os pares menos confiaveidimminados até que nao haja mais
ambiguidade.

Um resumo da técnica discutida & apresentado no algo#itinaContudo, o algoritmo tem mui-
tas falhas. Uma dela & nao satisfazer a restricao deidaneda esquerda-direta, pois o sistema de
correspondéncia por semelhanca que usa uma janela de ffis@& simétrico. Evidentemente, isso
favorece a ambiguidade.

3Com uma alta probabilidade de ser uma falsa corresporaénci
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Entrada: n; cantos da imagemy en, dels.
Sdda: Um conjunto de correspondénciasi;; < msy;).

a) Para cada ponim; = [uy;, vu]T € I, calcular a semelhanca aplicando a equacao
(2.9) atodos os cantos deque pertencem a uma janela de busca quadrada, de ladg
Azpin € COM centro enfuy;, vy;).

b) Rejeite as correspondéncias que possuem grau de segeelnanor que,, .
¢) Usando uma técnica de relaxac¢ao, minimize a funcgegair

j — Z ZZ:}—(IIIM, mgj).

i=1 j=1

Algoritmo 2.1: Método basico de correspondéncia de pontos.
82.3 Geometria Epipolar

No caso de um sistema estéreo, se 0s parametros inbfneeextrinsecos das cameras sao co-
nhecidos, o sistema & dito calibrado e, estabelecendofsespondéncias de pontos e utilizando
triangulacao, a informacéao 3D pode ser completamestaperada. Contudo, em um sistema nao-
calibrado, a Unica informacao disponivel &€ a georaedpipolar. Esta geometria ja foi descrita em
numerosos artigos, por exemplo, em Torr € Murray (1997)ng{&a998), Armangué e Salvi (2003).
Contudo, basicamente, a geometria epipolar pode ser étese for considerado o caso de duas
cameras como apresentado na figura 2.10. N€sta C, sao, respectivamente, os centros épticos
da primeira e segunda cameras. Entdo, dado um panptoa primeira imagem/;, o ponto cor-
respondentems,, na segunda imagends, esta restrito a uma reta chamada “reta epipolarirde
representada na figura pbr A retal, & a interseccao do plari®, definido porM, C; e C; (cha-
mado de plano epipolar ), com o plafig Isto acontece porque o ponta; pode corresponder a
qualquer ponto da ret@,;M e a projecado d€ ;M em I, & a retal,. Além disso, observa-se que
todas as retas epipolares dos pontog,dessam através de um ponto comen),eml,. Este ponto
& conhecido como “epipolo” . O pontg é a interseccao da re@ C, com o planal,. Isto pode ser
entendido como segue. Para cada pantg na imagem/;, a sua reta epipolaly;, no planols, &€ a
intersecc¢ao do pland;, definido porCy, C, e o0 ponto 3DM; (cuja proje¢ao @n1;), com o planals.
Dessa forma, todos os planos epipoldigdormam um conjunto de planos contendo a 1€tC>.
Logo, estes planos precisam intersedtagm um ponto comum, ou seja, no epipelo Finalmente,
pode-se facilmente observar a simetria da geometria epigdlcorrespondente efp de cada ponto
my;, Sobre a retdy;, precisa pertencer a reta epipdigr que é a intersec¢cao do mesmo plaha@om
o planol;. Todas as retas epipolares formam um conjunto contend@olegi;, que € a interseccao
da retaC;C, com o planol;. A simetria também leva a seguinte observaciaanséum ponto em
I;) ems (um ponto em/;) correspondem a um Unico porlyd no espago, entam; e my, C; e Cy
precisam pertencer a um Unico plano. Isto & conhecido ceaticao co-planar ou restricao epipolar.

Um resultado importante, que & muito utilizado nas prasmecdes, & dado pela proposicao a
seqguir.
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Plano I1

Plano [,

Plano 1,

Figura 2.10: Geometria epipolar.

Proposicgdo 2.3 Dado um par e&reo, cujas matrizes de projag, P e P/, sio conhecidas, os res-
pectivos epipolosi® dados pog; = PC, €&, = P'C;.

Prova: A equacdos; = PC, € equivalente a afirmar qu& € a projecao d€,. Contudo, isto
€ evidente, desde qug € a interseccao d€,C, com o planol;. Isto prova a primeira parte da
proposicao. A segunda parte pode ser provada pela sindetigeometria epipolar. O

2.3.1 Matriz Fundamental

Agora, sem perda de generalidade, assumimos que a camesgjukrda (figura 2.10) esta na
origem do sistema de coordenadas do ambiente. Entaodeoamsdo a figura 2.10 e as equacdes
(2.2) e (2.5), temos

m; ~A[I0]M e my~A'[Rt]M. (2.12)

A equacao (2.12) pode ser reescrita em funcao das msliz projecao das camerkse P/, ou
seja,
m; ~PM e my~P'M, (2.13)

com,
P~A[I0] e P ~A'Rt]. (2.14)

EliminandoM das equacdes em (2.12), obtemos a seguinte equaca@mianthl

ml A T[t] RA 'm,; = 0. (2.15)



2.3. Geometria Epipolar 22

A equacao (2.15) & uma restricao por tras de quaistu@s imagens se estas sao projecdes em
perspectiva de uma mesma cena.

Fazendo
F=A"T[t],RA™", (2.16)

a equacao (2.15) pode ser reescrita como
mi Fm,; =0, (2.17)

ondeF é conhecida como a “matriz fundamental” das duas imageesm@tricamentdi'm; define
a reta epipolar do pontmm; no planol,. A equacao (2.17) nao diz nada aléem de que o ponto
correspondente d@; (eml,), ou sejajns,, esta sobre a sua reta epipdiain; .

Transpondo a equacao (2.17), encontramos a relac@rsienque relacion& com I, ou seja,

m! FTm, = 0.

A proposicao a seguir & utilizada para derivar a pririgipapriedade da matriz fundamental.

Proposicao 2.4 SeF é a matriz fundamental que relaciona uma imagémeom outra imagemi,
o0s epipolose; e ey, respectivamente, das imagefise I, sio dados poFe; = 0eF’e, = 0.

Prova: Pelo exposto no inicio desta se¢ao sobre retas epipatagpipolos, a retRe; € a projecao
da reta 3DC;C5 no plano de imagend,. Contudo, essa proje¢cado & um Unico portp,c Is.
Assim,Fe; = 0. Isto prova a primeira parte da proposicao. Por simetrisggunda parte pode ser
demonstrada de forma semelhante. O

Uma consequiéncia evidente da proposi¢ao anterioeguarge propriedade da matriz fundamen-
tal.

Propriedade 2.1 SeF & uma matriz fundamental o posto Be dois, ou seja,

det(F) = 0. (2.18)

Com esse resultado, desde que a equacgao (2.17) &€ hopaggeématriz fundamental possui sete
graus de liberdade.

A proposicao 2.4 também nos leva a um resultado extremiznigil que pode ser resumido na
proposicao a seguir.

Proposicdo 2.5 SeF & uma matriz fundamental que relaciona a imaggntom a imagemls, 0O
epipoloe, € I, & dado pore; = A't.

Prova: De (2.16),FTA’'t = A-TRTt]TA 1A't = A-TRT[t]Tt = A-TRT(—t x t) = 0.
Entao,A’t & o autovetor d&” que corresponde ao autovalor nulo. Assim, pela proposica,
e = A't. O
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No restante do texto, os elementos da matriz fundamentb seferenciados individualmente
considerando a equacao a segulir.
Fy Fy F3
F=|F, F5 Fg|. (2.19)
Fr; F3 Fy

8 Homografia Epipolar

Como discutido no inicio desta sec¢ao, a cada pbitao espaco esta associado um plano epipolar
definido porM, C; e C,. Como ilustrado na figura 2.11, & gira em torno do segmento de reta
C,C>, define um conjunto de plarfosA cada um desses planos, esta associada uma reta epipolar
em ambas as imagens. Em cada imagem, essas retas encangaim#s ponto comum, o epipolo.
Entao, quanddI, gira também define um conjunto de retas epipofarééem disso, considerando
duas retas epipolares correspondenitess I; els € I, e umaretar € I3, que ndo corresponda
a nenhuma reta epipolar, & facil notar due~ F[r|.];, pois[r]xl; = r x 1; ~ m; & o ponto de
interseccao dessas duas retds & Fm;. Logo, podemos considersy ~ Hl;, ondeH = F|[r|.

Isto quer dizer que retas epipolares correspondentes esdticionadas por uma homografia. Esta
homografia & chamada “homografia epipolar”. Alem disseddejue tal homografia relaciona retas
que passam par; aretas que passam p&y, a homografia epipolar € uma homografia do esfRigo
representada neste trabalho hgy € IR?*2 e que tem apenas trés graus de liberdade.

As retas epipolarel el; podem ser representadas por~ (m; x €1) el, ~ (my x €3), onde
m; & um ponto qualquer sobre a rétae m, € um ponto sobré,. Nessas representa¢cdes, o ponto
m; = [ug,v1,t;]7 pode ser substituido pelo ponid,..; = [1,71,0]7, que & a intersecgao da réta
com a reta no infinito enf;. Da proposi¢ao A.1 (pag. 116), temos que

— eyt
o= ST S (2.20)
etul — eytl
Seguindo 0 mesmo raciocinio, o ponfd, = [us,vs,t2]” pode ser substituido pom..s =
[1,72,0]T, onde
elvg — el ty
Tg= U=, (2.21)
eyug — € to

Agora, fica evidente quB = (my; X €1) ely = (M2 X €2) SA0 correspondentes se e somente se

A=l L)

hi h :
ondeh,, = [ ! }j] . Essa equacao nos leva ao seguinte resultado
3 ha
T1hg + h3
= - 2.22
T T he + Iy (2.22)

Do inglés:Pencil of planes
Do inglés:Pencil of epipolar lines
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Figura 2.11: Familia de planos da geometria epipolar..

A equacao (2.22) é equivalente a equacgao fundamghtal). Assim, substituindo (2.20) e (2.21) em
(2.22) e comparando a equacgao resultante com (2.17)stqu®

Fl = —eteihg
F2 = —€t€£h4

F3 = eyeihs + epeihy

F4 = ete;hl
Fy = ete;h2 (223)
Fs = —eue;hl — eve;hg

/ /
Fr; = —eie hy + eey hs
/ /
Fg = —ese ho + eey hy
/ / / /
Fy = eye,h1 + epe,ho — eye hs — eye hy.

Essa equacao mostra que a matriz fundamental pode sassapem funcao das coordenadas dos
seus epipolos e da homografia epipolar.
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2.3.2 Matriz Essencial

Em um sistema de visao estéreo, a matriz essetiapncentra toda a informacao a respeito do
deslocamento relativo das cameras que compdem o sist@naiderando a nota¢ao da figura 2.10,

E = [t]«R. (2.24)
Assim, (2.16) pode ser reescrita como
F=A"TEA!, (2.25)
ou seja,
E = ATFA. (2.26)

As principais propriedades da matriz essencial foram ftadas por Huang e Faugeras (1989) e
estao descritas no teorema a seguir.

Teorema 2.1 SeE € IR**? & uma matriz essencidk, tem posto dois e dois autovalore&anulos e
iguais. Essasa@ condi@es necessias e suficientes.

A prova deste teorema depende do lema a seguir que € utilimdecao 2.5.3 (pag. 44).
Lema 2.1.1 A matriz essencialE, satisfazE”’t = 0.

Prova: De (2.24) ETt = ([t]xR)Tt = —RT[t]«t = ~R(txt) = 0. O

Corolario 2.1.1 O vetor t pode ser obtido a partir da matriE”, atraves da proposiio B.2
(pag. 121).

Do lema anterior, & evidente que o posto da matriz esseliéldois, ou sejajet(E) = 0. Isto
prova a primeira parte do teorema 2.1. A prova da segunda gaste teorema & mais complexa e
esta demonstrada emA(JGERAS 1993, Sec. 7.3.1.1).

O teorema 2.1 também nos leva aos dois importantes lemagui, Sljas respectivas provas
foram originalmente apresentadas por Huang e Faugera8)(198

Lema 2.1.2 SeE € IR?**? & uma matriz essencidf, satisfaz
trace’(EET) = 2 trace ((EE)?). (2.27)

Lema 2.1.3 SeE € IR?**? & uma matriz essencidf, satisfaz
(1 +13+13)% = 4(|L x L[ + |1 x 132+ |15 x L), (2.28)

ondel; & o vetor linha que correspondeid&sima linha dee.

Apesar das equagdes (2.27) e (2.28) corresponderemraamestricao, Luong e Faugeras (1997)
demonstraram que (2.27) pode ser decomposta em duasoeguiadépendentes, conhecidas como
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equacoes de Trivedi (1988). Assim, levando em consj@eraaestricao de posto 2 e o fatoHeer
homogénea, a matriz essencial tem apenas cinco grausedddlite, ou seja, trés para a maliz
dois para o vetot. Por isso, geralmente, um vetigré normalizado pelo vetor unitaria,, paralelo

at;, dado por
t;

Iti]l

(2.29)

u; =

Assim, na maioria dos casos, apenas a direcao da transtagonhecida.

82.4 Estima@o da Matriz Fundamental

Como discutido a seguir, se o sistema esta calibradailéoféter-se a matriz fundamental. Con-
tudo, mesmo na auséncia de calibragao, tal matrizt@aeiths uma série de tarefas como, por exemplo,
correspondéncia binocular, retificacao de imagens enasmo calibracdo de cameras. Neste caso, a
matriz fundamental deve ser estimada a partir de um confisttorrespondéncias de pontos.

Dada uma correspondéncian;; < my;), podemos associar uma reta epipolay, dada por
l; = Fmy;, ao pontomy;. ldealmentems,; esta sobrdsy;, ou seja,d(msy;,lz;) = 0. Contudo,
na pratica, devido a ruidos nas coordenadas dos pontosumaastimacao “ruim” da matriz fun-
damental,d(mgy;, 1;) # 0. Além disso, quanto maior for essa distancia, pior seaguste deF a
correspondénciém;; < my;). Assim, dadon correspondéncia@n;; <> msy;) € uma matriz funda-
mentalF ;, podemos usar
1>
r3(F,) = o [d? (g, Fjmy;) + d° (my,, F my;)| (2.30)
i=0
para medir o ajuste dE; ao conjunto de correspondéncias, ou sejéF;) € uma medida da quali-
dade deF'; com relagao ao conjunto de correspondénging; < msy;).

A seguir, diversos métodos para estimacao da matrizafmedtal sdo analisados e comparados
criticamente, em termos do custo computacional e da suaaagbaseada no critério da equagao
(2.30)).

2.4.1 Deriva@o Algébrica

Se um par estéreo esta calibrado, & possivel encontnatrez fundamental a partir das matrizes
de projecaoP e P’, das cameras. Neste trabalho, utiliza-se a metodologj@opta por Zhang e Xu
(1997) e apresentada no teorema a segulir.

Teorema 2.2 Considerando um par €50, cujas matrizes de projgg sio P e P/, a matriz funda-
mental do sistemé dada por
F = 6], H, (2.31)

ondeé, & dado pela proposép 2.3 (fag. 20) eH = P'P™.
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Prova: Dado um pontan; no plano da imager, o raio dptico associadoﬁ(a) = PTm;+aC.

Além disso, os pontoﬁ = P*™m; e C; (0 centro da camera) pertencem a este mesmo raio optico
(veja figura 2.10 (pag. 21)) e sao projetados na imaggmespectivamente, em, = PP m; e

& =P'Cy (o epipolo da imageni;). Assim, a reta epipolar d&; pode ser expressa como sendo

I, = (P'Cy) x (P'Ptmy)
= Aég X (P/P+I¥11)

= [&]«(P'PH)m,.

Contudol, = Fm;. Entdo, da equagao anterior, vemos fue [e]. (P'PT). O

2.4.2 Soluéo com Sete Corresponéncias

Desde que a matriF tem sete graus de liberdade, sdo necessarias, no misete corres-
pondéncias para estima-la univocamente. O primeirorithgo a realizar tal estimacao a partir de
um conjunto de apenas sete correspondéncias foi propostdgsse (1863) e, alguns anos depois,
aperfeicoado por Sturm (1869). Este envolve a busca dassrde um polindmio de grau trés e pode
ser resumido como segue.

Dado um pontany; = [uy;,v;]7 € I, € seu o correspondent@y; = [us;, vy;] € I, estes devem
satisfazer a equacao (2.17). Assim, (2.17) pode serritsesomo sendo

u/f =0, (2.32)

()

T T ¢T ¢TIT T
na quaty; = [u1;ug;, v1jU;, U2, U1iV2i, V1302, V2i, w14, V14, 1] ef = [fi £y f5]7, comf; igual a
j-ésima linha dé&'.

Com 7 correspondéncias de pontos, e considerando agmaatgrior, temos
U.f =0,

comUy; = [uy,..., u7]T. Este sistema pode ser resolvido com o método discutideg¢i#osB.2.2
(pag. 122) e utilizando a propriedade 2.1 (pag. 22) pgpéarsa restricao exigida pelo método. Esta
resolucao envolve encontrar as raizes de um polindmigrdu trés. Como, pelo menos, uma dessas
raizes € real, o problema tem sempre solu¢ao. Se ti&ssreeis forem obtidas, trés matrizes sao
candidatas a solucao do problema. Evidentemente, ga@mlencedora deve ser a melhor segundo o
critério da equacao (2.30).

A resolucao com apenas sete correspondéncias &€ msitettivel a ruidos. Felizmente, os algo-
ritmos discutidos a seguir usam redundancia para tentaignar esse problema.
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2.4.3 Metodos Lineares

A principal vantagem dos métodos lineares para calculmalaiz fundamental & a simplicidade.
Estes permitem utilizar redundancia para reduzir a infliggde ruidos e, se alguns cuidados forem
tomados, fornecem uma boa estimacad'deum custo computacional bastante reduzido.

A sequir, esse tipo de técnica é discutida em detalhes.

§ Algoritmo dos 8 Pontos

Comn correspondéncias de pontos, e considerando a equag2y, (Bmos o sistema
U, f=0 (2.33)

gue pode ser resolvido facilmente com a proposicao Bag.(p21).

O método baseado na resolu¢cao da equacao anterimhéado como “método dos 8 pontos” e
foi derivado do trabalho de Longuet-Higgins (1981) sobteres;ao da matriz essencial. Tal método
€ a maneira mais simples de estimar a matriz fundamentatinggaum conjunto de correspondéncias
de pontos. A desvantagem evidente do método € que estgardte a restricao de posto 2. Assim,
esta tem que ser impossaposteriori A forma mais conveniente de fazer isto & substituir a matri
estimadaF, pela matrizZF' que minimizal|F — F||, sujeito adet F = 0. Isto & feito fazendd = F
e substituindo 0 menor autovalor Hepor zero FAUGERAS; LUONG 2001, Sec. 6.1.3).

O resultado do algoritmo de 8 pontos depende do sistema dader@alas utilizado. Normal-
mente, as coordenadas dos pontos utilizados na solucpmbizma sao dadas em relacao ao canto
superior esquerdo da imagem. Contudo, uma simples mudesta referencial torna o problema
melhor condicionado e, portanto, conduz a um resultado ests/el. Esta mudanca pode ser re-
alizada através de transformacdds, e T/, aplicadas ao conjunto de correspondéncias, ou seja,
(Tom,; < T)my;). Hartley (1997) observou que essas transformacdes deeertais que, em
cada uma das imagens, independentemente, o centrbidenfimtoode pontos esteja na origem e
a distancia média de um ponto a origem s¢2 Esta mudanca produz uma grande melhora na
exatidao do algoritmo. Além disso, o custo computaci@takscentado ao problema devido a esta
normalizacao é desprezivel.

Um resumo do método dos 8 pontos (incluindo o processo dealiazacao) esta ilustrado no
algoritmo 2.2 na pagina seguinte.

Resultado semelhante a normalizacao de Hartley jalssio obtido alguns anos antes por Torr
(1995). Neste caso, o problema (2.33) foi resolvido comait#o os pontos como sendg; =
m?, w)" exy = [mi,w,|", ondew, & a metade da largura da imagem. Contudo, a técnica de
Hartley &€ mais popular e fornece melhores resultados.
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Entrada: n > 8 correspondéncia@m,; —my;).
Sdda: A matriz fundamental de posto F,

a) Transforme todo o conjunto de correspondéncias faz¢@dmn;; < T,my;),
onde T, e T, s&o matrizes que fazem com que, em cada imagem, o centroide
do conjunto de pontos esteja na origem e a distancia medisndponto a origem

sejav/2.
b) EstimeF resolvendo o problema (2.33) usando a proposicao B (k).

c) Usando a decomposicao do autovalor, decompoitha tal que F =
U diag(c,02,03)VT, ondeos & o menor autovalor dE.

d) FagaF = Udiag(oy,02,0)VT.
e) FagaF = T, FT,.

Algoritmo 2.2: Algoritmo dos 8 pontos normalizado.

8 Outros Métodos Lineares

De uma forma geral, todos os métodos lineares propostasegtimar a matriz fundamental sao
baseados na equacao (2.33). Contudo, na tentativa denae#inda mais o desempenho do método
dos 8 pontos, muitos outros autores propuseram modifisagd algoritmo.

Liu e Manner (2003) propuseram um método iterativo quenmiza o “Erro de Sampson’spmp-
SON, 1982) da distancia dos pontos as retas epipolares porrdentes. Infelizmente, o método fun-
ciona bem apenas quando os epipolos estao proximos ao derimagem.

O problema (2.33) pode ser encarado como uma func¢ao a senizada. Por isso, diversos au-
tores CHOJINACKI et al, 2003;TORR; FITZGIBBON, 2003) analisaram tal funcao e propuseram métodos
semelhantes, baseados numa analise estatistica demmb{Contudo, como observado por Torr e
Fitzgibbon (2003, Sec. 4), os métodos possuem desempeunto similares a do algoritmo de 8
pontos normalizado. Contudo, o método de Hartley & bera miaiples e direto.

2.4.4 Estima@o Nao-Linear

A restricdo de posto dois nao pode ser embutida a métiuemres. Assim, como discutido
na se¢ao anterior, esta deve ser imposta apbs uma eatinmcial da matriz fundamental. Além
disso, geralmente, tais métodos minimizam critérios s@nificado fisico. Para contornar essas
limitacdes, algoritmos nao-lineares foram propos@asralmente, a resolucao de tais algoritmos exige
uma estimacao inicial da matriz fundamental. Devido amue desempenho, o método dos 8 pontos
normalizado & bastante utilizado para esta tarefa. Sneipal funcao & fornecer uma solucao inicial
bem proxima de um minimo local. Dessa forma, a solu¢@pitoblemas nao-lineares é atingida
apobs poucas iteragoes.

Nas proximas secdes, alguns dos métodos nao-linesaesimportantes sao analisados critica-
mente.
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§ Impondo o Posto da Matriz por Parametrizago

Como discutido na secao 2.3.1 (pag. 23), a matriz fundsah@ode ser escrita em fung¢ao dos
epipolos e da homografia epipolar. Entdo, uma abordageaipguor a restricao de posto dois a
matriz fundamental & parametriza-la baseado na eqyacz®).

Supondo que:; # 0 ee} # 0, ou seja, 0s epipolos ndo estao no infinito, podemos digidi
equacao (2.23) porFy = e;ejhs. Assim, considerande; = [a, 5] ees = [\, u]”, podemos
expressar a matriz fundamental em termos dos epipolos endagnafia epipolar, ou seja,

1 a —a—af
F= b c —ba — ¢, (2.34)
—A—bu —aA—cu Fy

ondea = —h4/h3, b= hl/hg, c= hg/hg, Fy = Oé()\ + b,u) +ﬁ(a)\ + c,u).

A equacao anterior expressa a matriz fundamental comaapseie incognitas. Este fato esta de
acordo com o discutido na secao 2.3.1 sobre a matriz fuedpossuir sete graus de liberdade.
Além disso, considerandB = [cy, co, c3], @ equagao anterior mostra que= —acy; — [ca, isto &,
acy +cy+c3 = 0. Isto esta de acordo com a proposicao 2.4 (pag. 22) eamse a parametrizacao
escolhida expressa uma matriz de posto dois.

A equacao (2.34) foi utilizada como parametrizaca@ gelmeira vez por Luong et al. (1993).
Contudo, esta torna-se numericamente instavel a medidasjepipolos tendem para o infinito.
Além disso, ela nao consegue expressar uma matriz fumdahtgie tenha uma das trés formas a se-
guir: [cy, €2, acse], [c1, 0, acs] e[cy, c2, 0]. Assim, devemos estender a parametrizagao considerando
outras linhas e outras colunas como linearmente indeptagien

De uma forma geral, uma parametrizacao é definida esubhse, como independentes, um par
de colunag(c;,_, c;,) € um par de linhasr;, ,r;, ), onde{i., j., i, jr} € [1,3]. Dessa forma, existe
{ci., Bjo, Niys b, } € IR*, tal que a outra coluna;}cc, e a outra Iinhar}'r', possam ser representadas
com0c§.cc = —a;.¢i, — Bj.cj, eré: = —\;,T;, — 1T, respectivamente. Desde que existem trés
combinacgdes de pares para as linhas e trés para as cdlemas um total de nove parametrizacdes

distintas.

Como na equacéao (2.34), as coluitas, c;.) e as linhagr;, ,r; ) vao ser formadas por quatro
elementos independentes, representados aqui, o e d. Como no caso anterior, para levar em
consideracao o fato dB ser homogénea, um desses elementos deve ser escolhiddivpdiraos
outros trés. Luong et al. (1993) comprovou experimentatmgue melhores resultados sao obtidos
guando o elemento escolhido & aguele de maior valor absolut

Em resumo, a escolha @&, j.) e de(i,, j-) nos leva ao seguinte vetor de oito elementos

f8(ic>jcai7‘>j7">/7) = I:ai(;?/Bjc?Air?Mj’r? s ]T7 (235)

= | &

C
’Y’

=2
=2 |

ondevy € {a,b,c,d}. Assim, apbs a escolha dg eliminando o elemento unitario dg, tem-
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se uma parametrizagdo @#&com apenas sete parametros. Assim, dade 8 correspondéncias
(my; < my;), tal parametrizacao pode ser utilizada para resolver

n
min Z m;y, Fmy;. (2.36)
=1
Evidentemente, para resolver tal problema utilizando uararpetrizacao baseada em (2.35), um
algoritmo de minimiza¢ao nao-linear deve ser utilizado

Pelo discutido, (2.35) nos levaBax 3 x 4 = 36 parametrizagcdes distintas. Analisando o jacobiano
da funcao que, dado um vetfy(i., j., ir, jr, 7), COMputaF com apenas sete parametros, Csurka et
al. (1997) demonstraram que a melhor parametrizacaodéaque minimiza a norma dada por

(ad — bc)Q\/(a?c B2+ D2 442 +1). (2.37)

Para resolver (2.35), uma estimacao inicka), do problema & necessaria. Para isso, geralmente,
€ utilizado o algoritmo dos 8 pontos. CaRy, a equacao anterior € utilizada para escolher-se a
parametrizacao a ser utilizada. Contudo, a parame#iizatilizada para represeny ndo &, neces-
sariamente, a melhor para representar a solucao finabthtepna, ou seja, em um determinado passo
do processo de minimizacao, a parametrizacao utdizamtie mudar para uma que melhor se ajuste
(segundo o critério (2.37)) a matriz fundamental dagpakso. Evidentemente, isto nos conduz a um
algoritmo inconveniente, propenso a erros e de custo cavipatl elevado.

Apesar de impor a restricao de posto dois por parame#iizacsolucao de (2.36) também mini-
miza um critério sem significado fisico. Uma solucacepeste problema é discutida a seguir.

§ Minimizando as Distancias dos Pontosis Retas Epipolares

Se o sistema nao esta calibrado, durante o processo oeeadt da matriz fundamental, a Gnica
informacao disponivel sdo as correspondéncias; < my;). Assim, o critério a ser minimizado
deve ser algo medido no plano de imagem. Uma possibilidadiaignizar a distancia dos pontos as
retas epipolares correspondentes, ou seja,

min 2% [d? (i, Fring,) + d (i, F o)

Essa equacao pode ser reescrita como

3 w; (M5 Fmy)° =0, (2.38)
1=0

onde
w-—< L + L ) (2.39)
1tz 1571,)0 '

comZ = diag(l, 1, 0), lo; = Fmy; ely; = FTin.
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O solucao do problema (2.38) também requer uma pararaefio para impor a restricao de posto
dois. Neste caso, a mesma parametriza¢ao descrita @aaetgrior pode ser utilizada.

A abordagem descrita nesta se¢ao foi proposta origimaérmor Luong e Faugeras (1996) e tem
provado ser um dos métodos mais exatos de estimacao da fuatlamental.

§ Minimizando a Distancia Sampson

A matriz fundamental também pode ser obtida encontrddoe minimiza o erro geométrico de
n
> myFy; = 0.
i=1

Uma aproximacao de primeira-ordem desse erro pode silaabtpartir do trabalho de Sampson
(1982), ou seja,

Y g (Mg Fry;)” =0, (2.40)
=0
onde .
; = ) 2.41
g (@Zlu + 1%;Z12z'> (e.41)

A solucao para o problema (2.40) também exige uma pareaglo para impdr a restricao de
posto dois. Evidentemente, a parametrizacdo com os 3@srdgpbusca pode ser utilizada. Nesta
caso, devido as semelhancas entre as equacdes (2.38PedZntre (2.39) e (2.41), este método
fornece resultados quase idénticos ao método discutidecio anterior. Este fato sera demonstrado
empiricamente no capitulo 4.

A equacao (2.40) também pode ser obtida dividindo-se ¢tano da equacao (2.36) pela sua
variancia. Neste caso, o método &, normalmente, refiz@m por Método Baseado no Gradiénte
(FAUGERAS; LUONG 2001;ZHANG; LOOP, 2001;ZHANG, 1998).

§ Método Otimo

Como discutido na secao 2.4.1, a matriz fundamental distiamente relacionada as matrizes
de projecao das cameras. Além disso, como apresentadegdo 2.5.2, Hartley et al. (1992) de-
mostraram como recuperar um par de matrizes de proj@ad’, pertencente ao espaco projetivo,
mesmo quando as cameras nao estao calibradas. Esteffatidepnos, dado um conjunto decor-
respondénciaém;; < my;), estimar a matriz fundamental minimizando

n
Z dz(mli, Xli) + d2(m2i, XQZ'), SUjEitO asz%—;Fih
i=1

Tal método baseia-se no fato de que as correspondéfiaigs— my;) estdo “poluidas” por ruido.
Entdo, devemos encontrar 0s pafes; < xo;) livres de ruido e a matriz fundamenilque satisfa-

Do inglés:Gradient-Based Method
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zem a equacao fundamental (2.17) exatamente.

O problema anterior € equivalente ao seguinte problerastiito

> d? (i, PX;) + d* (ma;, P'X),
i=1

ondeX; & 0 ponto enfP? que corresponde a corresponder(sig < xa;).

A solucdo do problema anterior requer uma estimativaahaos pontosﬁ\?i e das matrize® e
P’. Tal estimativa pode ser obtida pelos métodos descritesegdes 2.5.2 e 2.7. Infelizmente, para
um conjunto den correspondéncias de pontos, o nimero de variaveis quessieam ser estimadas
é igual a3n + 12. Evidentemente, & medida quecresce, a complexidade do problema aumenta
significativamente.

8 Outros Métodos Nao-Lineares

Zhang e Loop (2001) propuseram um método no qual transtiyesadeP? sio aplicadas as
correspondéncia@m;; <> my;). Essas transformac¢des sao tais que a matriz fundanarealela-
ciona os pontos transformados pode sempre ser paramatipeda equacao (2.34). Em seguida, a
geometria epipolar € obtida resolvendo-se o problem®)2 Bvidentemente, reduzir o nUmero de
parametrizacdes de 36 para apenas uma também reduz &exolage do problema. A desvanta-
gem desta técnica & que as transformacdes utilizadasletérminadas a partir de uma estimativa
inicial, F, da matriz fundamental. Contudo, como o proprio Zhang&)88geriu, a parametrizacao
utilizada para represent®; nao &, necessariamente, a melhor para representar @cdinal do
problema. Dessa forma, em alguns casos, o método com 3&eaizacdes deve fornecer resultados
mais exatos que os obtidos com o0 método de Zhang e Loop (2001)

Recentemente, Bartoli e Sturm (2004) propuseram um irs@nés método. Neste, através de
SVD, a matriz fundamental & decomposta Bm= U diag(1,0,0)V”, ondeo & a razao entre os
dois autovalores dE. Dessa forma, a matriz fundamental pode ser atualizadeéatdas seguintes
equacodes

U~ UR(0,), V< VR(O,), oo+,

ondeR/(6;) representa matrizes de rotago baseadas nos angulotede Bessa forma, usando um
algoritmo nao-linear de otimizagao, & possivel @u#t, iterativamente, a um conjunto de corres-
pondéncias. A vantagem do método €& dué representada com o minimo de parametros possivel
(trés para o vetoé,, trés parag, e um para),). Contudo, os resultados mostram que o algoritmo
tende aficar “preso” em minimos locais e, nestes casogagferma estimacao “ruim” de.

Do inglés: Euler angles E uma maneira de representar rotacdes no espago 3D conmagto de 3 rotaces
sucessivas em torno dos eixosy € z.
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2.4.5 Estimago Robusta

Devido a dificuldade de se estabelecer correspondénciandespantes da geometria epipolar ser
conhecida, espera-se que, em um conjunto de correspaasiéng; < my;), existam erros e ruido
nas coordenadas dos poning; € my;. ISto nos permite classificar as correspondéncias em hoas o
falsas. Esses conceitos sao definidos formalmente a seguir

Definicao 2.4(Boas Correspondénciag)ada um conjunto de correspo@acias(m;i; <> msy;), Se 0
ruido presente nas coordenadas dos ponins e my; for de aé dois pixels, estas correspdnttias
sao chamadas “boas correspo@dcias”.

Definicdo 2.5(Falsas Correspondénciak)ma corresponéncia (m; «<»msy) & dita uma “falsa cor-
respon@ncia” ou uma “correspondncia ruim” quando, de fato, o pontm, nao esé sobre a reta
epipolar dem, .

Normalmente, supde-se que o ruido presente nas coordedad pontosn; € my;, das boas
correspondéncias possui uma distribuicao Gaussias®. 8 uma suposi¢cao razoavel, pois os erros
nas coordenadas sao de apenas poucos pixels.

Os algoritmos para calculo da matriz fundamental saozepde lidar com o ruido presente
nas boas correspondéncias. Contudo, apenas algumas falsees correspondéncias presentes no
conjunto sao capazes de degradar totalmente a estirdad@oNeste caso, algoritmos robustos que
conseguem tratar com tais correspondéncias devem seadbis.

Os algoritmos robustos mais bem sucedidos tentam detedt@sas correspondéncias e retira-las
do conjunto. Desse modo, ao final do algoritmo, a matriz foret#al pode ser estimada por um dos
algoritmos anteriores, pois havera apenas boas cor@spoias.

A seguir, alguns dos algoritmos robustos mais utilizadoa patimacao da matriz fundamental
sao descritos em detalhes.

§ RANSAC

Um dos métodos robustos mais conhecidos na literatura &NSRCE. Este foi introduzido na
visao computacional por Fischler e Bolles (1981). Basiaa, 0 RANSAC pode ser resumido nos
passo a seguir.

Dado um conjunto deéV correspondéncias;, = (mj; <> my;), escolhe-se, aleatoriament¥,,
subconjuntos dév,,. correspondéncias. Para cada subconjunto (indexadg) pestima-se a matriz
fundamental F;, e calcula-se o residuo}i(Fj,cZ-), de todas agv correspondéncias. Cada residuo
& comparado com um limiar;,. Ser? < r7,, a correspondéncig; & considerada uma boa cor-
respondéncia. Apobd/,. iteracdes, retem-se a matriz fundament),;,,, que ajustou-se ao maior
nimero de boas correspondéncias. Por (ltimo, estinfa-sem apenas as boas correspondéncias
(identificadas por(zwm)i <rd).

8Do inglés:Random Sample Consensus
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O numero de subconjuntod/,., utilizado no RANSAC deve ser tal que, supondo, dentre todas
as N correspondéncias, uma porcentagede falsas correspondéncias, existe uma probabiligade
de que (a0 menos) um subconjuntseja composto apenas por boas correspondéncias. Neste cas
N,.€éigual a

Nye =log(1 —p)/log(1 — (1 — e)N). (2.42)

Talvez, uma tatica inteligente seja iniciaf,. usando a equacao anterior e atualiza-lo a cada
iteracaoj, ou seja, umavez que a percentagemde falsas correspondéncias tenha sido determinada,
N, pode ser atualizado por (2.42).

Da equacao anterior, vemos gDg. aumenta exponencialmente caW,. e e. Por exemplo,
considerando uma probabilidage= 99%, see = 25% e N,. = 7, entdoN,. = 33. Contudo,
see = 40% e N, = 8, temosN,. = 272. Assim, desde que quanto maidk,., maior o custo
computacional, o ideal & terma$§,. e ¢ tao pequenos quanto possivel.

O Valor dee depende de como o conjunto total de correspondénciastédiedecido, ou seja, ele
depende do grau de confian¢a do algoritmo de correspoiad@apontos.

ComoF tem sete graus de liberdade, o valor minimo psipa € sete. Contudo, como visto na
secao 2.4.2, a solugcdo com apenas sete correspoasiér@m & estavel. Por isso, podemos utilizar
N, igual ou um pouco maior que oito.

O parametro mais critico a ser escolhido & o limir pois dele depende o critério que diz se
uma correspondéncia & boa ou ruim. s$g & muito pequeno, boas correspondéncias podem ser
consideradas ruins. Por outro lado, uf;;l grande faz com que algumas falsas correspondéncias nao
sejam detectadas.

Normalmente, como o critério utilizado para medir a quadiel da matriz fundamental & dado por
(2.30), o residue?; & dado por
T‘Jzi = d2(ﬁ12i, FjIYlli) + d2(fflli, F?fflgl) (2.43)
Além disso, se for considerado um ruido com uma distrimiGaussiana de média zero e desvio
padraoo,, 2 € definido como
rih = dinod, (2.44)

onded?, deve ser escolhido tal que exista uma probabilidagdele uma boa correspondéncia ser
erroniamente considerada uma falsa correspondéncigu@nmuitas vezeﬁfh € escolhido empi-
ricamente. Por exemplo, Hartley e Zisserman (2000) utdized?, = 3,84, Zhang (1998) utilizou
d?, = 2,5 e Torr e Murray (1997) consideraradj, = 1,99.

O método RANSAC (resumido no algoritmo 2.3) pode obter uoedstimacao dE mesmo que
mais de50% das correspondéncias forem ruins. A desvantagem eviéenie este necessita de uma
estimacao do desvio padrao do ruidg,
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Entrada: Um conjunto,C, de N > 7 correspondénciag = (my;«>my;).
Sdda: A matriz fundamentalF.
1 /*Inicializacao das variaveis. */
2 Ny =log(l—p)/log(1— (1 —e)Nne); I* Calcula o nimero de iteragdes. */
3 S = FUNC.ESCOLHESUBCONJUNTOSC), Ny.); * Escolhe osV,. subconjuntos$;. */
4 j=1
5 InliersCount= 0; [* Inicializa contador de boas correspondéncias. */
6
7 [*lteracdo. */
8 whilej < N,.do
9 F, = FUNCESTIMA_F(S;); /* EstimaF; comN,,. correspondéncias. */
10 fori=1to N do * Determina correspondéncias que ajustam-Be.&/
11 ’r‘?—i = dQ(IYlgi, FjIYlli) =+ dQ(I’Ylli, F;Z-—‘fflgi);
12 if r3; < (dinoa)® then
13 inliers = inliers + 1;
14 endif
15 endfor
16 if InliersCount< inliersthen  /* Se F; tem o melhor ajuste... */
17 Fuyin =Fy; /* ...ela & a matriz vencedora */
18 InliersCount= inliers;
19 endif
20 j=j+1;
21 endwhile
22
23 [*UsaF;, paracalcularf,,, ;. */
24 fori=1toNdo
25 ifr?,;,; < (dwoa)® then  [* Serj; & menor que o limiar... */
26 Inliers < ¢;; * ...c; € uma boa correspondéncias. */
27 endif
28 endfor
29
30 F = FUNC_ESTIMA_F(Inliers); [* EstimaF apenas com as boas correspondéncias. */
Algoritmo 2.3: Algoritmo RANSAC para estimacao da matriz fundamental.
§ MSAC
De uma forma geral, o algoritmo RANSAC procura a makjzque minimiza a fungao a seguir
N
. 2
min Y T (r5,),
7 =1
onde

() = { 0, Serjz-l- <r2

1, Serjzz- > thh
Na equacao anterior, € evidente quergetiver um valor muito elevado, todas as correspondéncias
serao consideradas boas. Neste caso, qualquer nkgtrieria a mesma pontuagao, ou seja,
Ef\il j(rjzi) seria sempre igual &. Por isso, Torr e Zisserman (1998) sugeriram uma discreta



2.4. Estima@o da Matriz Fundamental 37

alteracao na fungad(rjz-i), ou seja,

2 2 2
oy _ ) Ti» S€ry =Ty,
J(r5;) = 2 2 2

Agora, cada boa correspondéncia contribui com um val@arelite e proporcional ao seu grau de
ajuste aF;. Assim, mesmo considerando um nimero igual de boas comdépcias, a funcao
J (rjz-i) deve ter valores diferentes para matrizes fundamentasedies.

Torr e Zisserman (1998) demonstraram que essa pequenadaagddiproduz uma sensivel me-
Ihoria no desempenho do algoritmo RANSAC. Assim, desde questio computacional adicionado
& desprezivel, este algoritmo (conhecido como M&&preferivel em comparaczo ao RANSAC.

§ MLESAC

Dada uma correspondéndim;; < msy;), na praticayn;; € my; ndo satisfazem a equacao fun-
damental (2.17) exatamente, pois as coordenadas desges pstdo corrompidas por ruido. Con-
tudo, dada uma matriz fundamenthl;, podemos encontrar a correspondén@if; < 1my;), Mais
proxima de(m;; < my;) e que satisfaz (2.17), ou seja, podemos encofiitaf < my;) que mini-
mize

r2, = d(my;, 1) + d2(my;, thy;),  SUeItO arg, F ;. (2.45)

Evidentemente, na equacgao anterior, quanto mejgpmelhor 0 ajuste d&'; a correspondéncia
(mj; <> my;). Por isso, Torr e Zisserman (2000) propuseram um novo ro&toousto, chamado
MLESAC!, baseado na minimiza¢ao da equaczo anterior pelodndiSAC.

Torr e Zisserman (2000) demonstraram que o algoritmo MLES#@uz uma melhor estimacao
da matriz fundamental (em comparacao ao MSAC e ao RANSE&G)tudo, do trabalho de Har-
tley e Sturm (1997), sabe-se que a correspondgig < my;), na equacao (2.45), & encontrada
determinando-se as raizes de um polindmio de grau seissgep apesar de Torr e Murray (1997) te-
rem derivado uma aproximacao linear para tal polindmidLESAC possui um custo computacional
muito elevado e nunca tornou-se muito popular.

8 LMedS

O algoritmo RANSAC sb6 pode ser utilizado quando temos mBgao sobre a distribuicao do
ruido inserido no conjunto de correspondéncias. Conmutido na se¢ao anterior, essa informacao é
utilizada no critério que define se uma correspondénbi@aéou nao. Caso tal informacao nao esteja
disponivel, podemos estim#r utilizando o método LMedS (resumido no algoritmo 2.4). Este &
muito semelhante ao RANSAC. A principal diferenca & quaumatrizF' ; & considerada boa quando
a mediana do residuo, dado pela equagao (2.43), & prg@iesim, apo¥'; ser estimada, calcula-se

Do inglés:M-Estimator Sample Consensus
Do inglés:Maximum Likelihood Estimation Sample Consensus
Do inglés:Least Median of Squares



2.4. Estima@o da Matriz Fundamental 38

Entrada: Um conjunto,C, de N > 7 correspondénciag = (my;«>my;).
Sdada: A matriz fundamentalF.

1 /*Inicializacao das variaveis. */

2 Ny =log(l—p)/log(1— (1 —e)Nne); I* Calcula o nimero de iteragdes. */
3 S = FUNC.ESCOLHESUBCONJUNTOSC), Ny.); * Escolhe osV,. subconjuntos$;. */
4 j=1

5 MinMed = oo; /* Inicializa a mediana do residuo. */

6

7 [*lteracdo. */

8 whilej < N,.do

9 F, = FUNCESTIMA_F(S;); /* EstimaF; comN,,. correspondéncias. */

10 fori=1to N do * Determina o ajuste das correspondénci&s a*/

11 ’f‘]2-1- = d2 (IYlgi7 ijflli) + d2 (1’?111', F;Z-—‘fflgi);

12 endfor

13 Dj = MEDIAN(r3,, 75, ..., 72y ); /* Calcula mediana da distancia. */

14 if MinMed > D; then  /* SeF; tem o melhor ajuste... */

15 Fyin =F;; /* ...ela & a matriz vencedora */

16 MinMed= D;;

17 endif

18 j=j+1;

19 endwhile

20

21 64 =1,4826[1+5/(N — Ny.)]vMinMed, * Calcula o desvio padrao robusto. */
22

23 [*UsaF,;, para calculaf*(?wm)i. *

24 fori=1toNdo

25 if r?,;,; < (df,67) then  [*Ser?; & menor que o limiar... */

26 Inliers < ¢;; [* ...c; € uma boa correspondéncias. */

27 endif

28 endfor

29

30 F = FUNC_ESTIMA_F(Inliers); [* EstimaF apenas com as boas correspondéncias. */
31

Algoritmo 2.4: Algoritmo LMedS para estimagao da matriz fundamental.

0 I’eS'IdUOTJZZ-, de todas a$Vv correspondéncias. Ap@s,. iteracdes, retem-se a matriz fundamental,

F.in, que obteve a menor mediana.
Apbs F.,;,, ter sido encontrada, um interessante resultado pode $eadwi para eliminar as

falsas correspondéncias. Rousseeuw (1987), atravésatises estatisticas, determinou que uma boa
estimacao para, pode ser dada por

63 =1,4826[1 + 5/(N — Npe)|y/d2, .4 (2.46)
onded?,., &€ a menor mediana d¢; dentre todos 08/, subconjuntog.

O algoritmo LMedS tem duas grandes desvantagens. Ele n&egoe estimar a matriz fun-
damental corretamente se existirem mais de 50% de falsesspondéncias. Além disso, desde
gue nenhuma informagao sobre o ruido presente nos datoslisponivel N, nao pode ser atu-
alizado dinamicamente. Por isso, 0 custo computacional MedS tende a ser maior que o do
RANSAC. Mesmo assim, diversos autoragIANGUE; SALVI, 2003;ZHANG, 1998;TORR; MURRAY,
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1997) apontam o LMedS como o algoritmo robusto que obtémllaamestimacao d&'.

82.5 Calibracao da Camera

Como discutido na se¢ao 2.1 (pag. 7), uma camera € exelelomo um dispositivo que projeta
pontos do espaco 3D em pontos em um plano. Este procesgéaxre@ersivel, ou seja, dado um ponto
numa imagem nao & possivel determinar as coordenadasntio D correspondente. Isto deve-se
ao fato de que um pontan, no plano de imagem pode corresponder a qualquer ponto sofae
determinada reta (associadand no espaco. Sendo assim, & necessario uso de reduaddaéorma
de uma segunda camera, para que, em um processo chamaudstrieg@m 3D, as coordenadas de
um ponto no espago possam ser conhecidas univocamenteidGpisto s6 & possivel se 0 processo
pelo qual as cameras projetam pontos no espac¢o em porggamos for bem conhecido, ou seja, 0s
parametros intrinsecos e extrinsecos do conjunto meiEEs forem conhecidos. Para isto, € utilizado
um processo chamado calibracao. Por isso, geralmenddibeacdo € a primeira tarefa realizada por
um sistema de visdo estéreo. Nessa secao, alguns dodasénais importantes de calibracao de
cameras sao analisados criticamente.

2.5.1 Metodo Classico

Dado um ponto 3DM;, e sua proje¢ao no plano da imagam, a equacao (2.7) (pag. 10) pode
ser expressa em termos do produto cruzado, ousgj&, PM, = 0. Alem disso, se a-ésima linha
da matrizP for denotada popf, podemos escrever

PMZ = [p{mw pgﬁh pgﬁz]T

Assim, considerandan; = [u;, v;, t;]7, podemos escrever

vipi M; — t;pf M,

IAfli x PM,; = tip{Mi — uingi =0.
uipy M; — vip{ M;

Contudo, com(pfﬁi = M'fpj, j =1,...,3, aequacao anterior pode ser escrita como

Ulp = 07
ondep = [p{,p;,p;]" e
OT —tiﬁg‘ UZMZT
U,; = tll\/\/if o” —UZMT

—V; MZT UZMZT OT
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Entrada: n > 6 pares(M;, m,).
Sdda: A matriz de projecao da camei,

a) Com os pontoM,; em,;, compute as matrizéBs e T, respectivamente.

b) Considerando os paré¥'sM;, Tom;), estime a matrizP, resolvendo o sistema
(2.47) utilizando a proposi¢cao B.2 (pag. 121).

c) FagaP = T;"PT; .

Algoritmo 2.5: Calibracgao linear classica de cameras.

A equacao anterior possui apenas duas equacoes inapies. Alem diss@ tem onze graus de
liberdade. Assim, sao necessarios, no minimo, seis e, m;) para determina-la univocamente.
Além disso, sex > 6 desses pares estao disponiveis, podemos resolvermaideeequacdes

p=0 (2.47)

utilizando a proposi¢cao B.2 (pag. 121).

Como no algoritmo dos 8 pontos, o resultado do método dac@guanterior depende das coor-
denadas dos parédl;, m;). Assim, usando a mesma técnica da se¢ao 2.4.3 (pag@ppntoan;
devem ser normalizados utilizando-se a transforma@Gao0s pontosM; também devem ser trans-
formados por uma homografid)s. Contudo, neste caso, o centrbide do conjunto de pdﬁgﬁ,—
deve estar na origem e a distancia média desses pontogeandgual, a/3. Apos a resolucao do
problema (2.47), como descrito no algoritmo 2.5, a matrigrdgecao estimada deve ser transformada
para o sistema de coordenadas original.

Em alguns casos especiais, por exemplo, quando um peyga encontro de duas retas paralelas
no plano da imagem, um ou mais ponidg estao no infinito. Assim, nao & possivel encontrar uma
homografia que leve o centrbide desses pontos a origem. i€3mma homografid's nao pode ser
utilizada.

O método do algoritmo 2.5, apesar de linear e nao-iteratido & ideal, pois minimiza um critério
sem significado fisico. Para contornar esse problema,ntevédevar em consideracdo a seguinte
observacdo. Normalmente, as coordenadas dos pontod3Dsao obtidas com a ajuda de um
gabarito de calibracdao como o da figura 2.12 na proxingainga Neste caso, dois ou trés planos
ortogonais, com padrdes, cuja forma e dimensao sao behecwmlos, sao utilizados para formar um
sistema de coordenadas “imaginario” (figura 2.12). Assiraxatidao das coordenadas dos pontos
M, depende apenas do processo de manufatura do gabaritolwagadi e, de uma forma geral, sdo
conhecidas com extrema precisao. Dessa forma, podemos Gug nossa fonte de erros esta nos
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Figura 2.12: Gabarito de calibragdo com sistema de coad#es “imaginario” esbogado.

Entrada: n > 6 pares(M;, m,).
Sdda: A matriz de projecao da camei,

a) Com os pontoM,; em,;, compute as matrizéB3 e T, respectivamente.

b) Considerando os paré¥sM;, Tom,), estime a matrizP, resolvendo o sistema
(2.47) utilizando a proposicao B.2 (pag. 121).

C) UtilizandoP como estimativa inicial, encontre a matriz de projedaaresolvendo
o problema
n
min Z d(Tom;, rhi)Q,
=1
Ondegli = P)N(Z eX,; = TsM,;.
d) FacaP = T, PT;".

Algoritmo 2.6: Calibracao nao-linear classica de cameras.
pontosm,; e gue uma melhor alternativa para estiffa& resolver

n
min Z d(ffll, I‘)].\/IZ)2
=1

O problema da equacao anterior consiste em minimizartantis. Euclidiana do ponto medido,
m;, ao ponto “real”,Pl\N/Il-, com relacao a todo o conjunto depontos. Evidentemente, esta nova
técnica (resumida no algoritmo 2.6) exige o uso de um dlgorde otimizacao nao-linear que, nor-
malmente, exige uma estimativa inicial Beque pode ser obtida com o algoritmo 2.5.

Como visto na secao 2.1 (pag. 7), o modelo da cameraadii neste trabalho pode ser con-
siderado linear. Contudo, no passado, a maioria das caraprasentava distor¢cao radial. Assim,
essa caracteristica necessitava ser modelada atravéa dedelo nao-linear. Por isso, € comum
encontrar na literatura trabalhos classicos (veja, pemgito, o método de Tsai (1987) e os trabalhos
de Shih et al. (1996) e Salvi et al. (2002) para duas anati§gsas) ou até mesmo alguns poucos
trabalhos atuais (como o trabalho de Heikkila (2000)), propdem solugdes para estimar também
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a distorcao radial das cameras. Tais solu¢des sacouodiferentes dos métodos discutidos nessa
secao. Contudo, o estado da arte atual permite manufatumseras, cujo modelo & muito proximo
do linear. De fato, o modelo das cameras atuais esta nndixinpo da camera ideal da equacao (2.3)
(pag. 9). Assim, a distorcao radial & desprezada negtalho.

Em algumas aplicacdes especiais, sao utilizadas e&maja principal caracteristica é a distorcao
radial. Uma dessas aplicacdes € a vigilancia civils pogstes casos, sao utilizadas cameras fixas, mas
gue necessitam possuir um angulo de visao elevado. Egerdpltrabalhos com esse tipo de cameras
sao os trabalhos de Okamoto Jr e seus associad®sEA et al, 2003; GASPAR et al, 2002;JR. et al,
2001). Contudo, este tipo de aplicacao esta fora do xtintiesse trabalho.

Todos os métodos classicos tém em comum a necessidade dabarito de calibracdo. Em
vista disso, foram desenvolvidas novas técnicas que @@essitam de gabarito. Assim, tais técnicas
fornecem maior flexibilidade ao sistema, pois nao ne@aditterromper a inspec¢ao visual (para que
0 gabarito seja posto a frente das cameras novamenteyeseug os parametros da camera sejam
alterados, por exemplo, apos a realizagao de um zoom.

2.5.2 Calibracgdo Projetiva

Do trabalho de Hartley et al. (1992), sabe-se que, se apanatria fundamental do sistema for
conhecida, & possivel obtermos matrizes de projeRzP’, que permitem realizar uma calibracéo
projetiva?, isto &, dada uma correspondéngia;, m»), 0 ponto 3D obtido com as matriz&e P’
esta no espagB? e nao no Euclidiano.

Na calibracao projetiva, as matrizes de projecao dasecas sao as seguintes
P~[I 0] e P~[H we] (2.48)

onde (UONG; VIgVILLE, 1996)
H=H, +ew’, (2.49)

comw igual a uma constante qualquer nao-nuta &€ um vetor 3D qualquer, ou sef, tem infinitas
solugdes. Contudo, uma solucao possivel pode safeobtim o teorema a seguir.

Teorema 2.3 Conhecendo a matriz fundamenthl, de um par e&reo rdo-calibrado, uma posgel
homografia H, que pode ser utilizada na calibrag projetivaé

H = <—@> F, (2.50)

2]

ondee, & dado pela propos#p 2.4 (jag. 22).
Prova: Para obter a matriH a partir da matriZF', podemos utilizar a seguinte propriedade valida
para todo vetor (FRANGA et al, 2004)

T

IVIPPT = v — [v]%.

2Do inglés:weak calibration
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Assim, substituindov por e, na equacgao anterior e multiplicando-a em ambos os lado§ po
temos

1 o ~ | ~ [EQ]X
F= ~—(e2eT — [62]2 )F = ~—e2eTF + [62] <—~—F .
ez ) lez]2 “\ e
Contudo, desde qué”'e, = 0, a equagao anterior resume-se a
- [€2]«
F = [eg] <— —
“\ e?
Finalmente, comparando a equacao anterior com (2.31pletanse a prova. O

Apesar de muitos conceitos importantes do espaco Eutdidiao serem validos eR?, diversos
autores, como, por exempl®RUF; HORAUD, 2000; HESPANHA et al, 1999; BEARDSLEY et al, 1995;
ZELLER; FAUGERAS 1994), desenvolveram inlUmeras aplicacdes baseadasdilbeacao projetiva.

Hartley et al. (1992) e Faugeras (1992) demonstraram quetizesP e P’ estao relacionadas
com as matrizes de projecEoe P’ por uma transformacao projetivl,r g, ou seja,

P =PTpg e P = P,TPE. (2.51)

Além disso, o teorema a seguir fornece um resultado impiere bastante utilizado neste trabalho.

Teorema 2.4 Dado um conjunto eéteo, a transforma@o T pg, que relaciona as matrizes de
projecdo, P e P/, com as matrize® e P’ da calibraggo projetiva,é dada por

Al 0
Tpp = [ - ] , (2.52)
W w
ondeW,, = [w”, w]|” & um vetort x 1.
Prova: As equacdes em (2.13) (pag. 21) e (2.51) podem ser resscamo
iy ~PTrLTppM e my~ P TpLTreM, (2.53)
ondeM representa um ponto 3D no espagd
Agora, reescrevemd® na equacao (2.48) como sendo
Al o
P~[IO0]~[A 0] T : (2.54)
A\'% w
De forma semelhante, substituindo (2.49) em (2.48), temos
P ~ [Hy +&yw! wes |
~ [A'RA7!' + A'tw! wA't]
Al 0
~ [A'R A't] [ T ] , (2.55)
A\'% w
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onde utilizou-se a proposicao 2.5 (pag. 22) e a equékd) (pag. 117) para substituH ...

Agora, substituindo (2.54) e (2.55) em (2.53), temos

_ A7l o —~ . Al o ~
m ~P| TppTpeM e my~P' | TrpTreM. (2.56)
A\'% w W w
Desde qué\A/I ~ TPE]\Z,
Al o
T, ~1,
[WT w PE

donde obtemos (2.52). O

Apesar deT' pg ser, normalmente, desconhecida, ela pode ser estimadaserdenadas Eucli-
dianas de alguns pontos do ambiente forem conhecidas oo, disoutido na se¢cao 2.6 (pag. 51), de
forma automatica.

2.5.3 Calibraggo Automatica

A técnica descrita na se¢ao 2.5.1 (pag. 39), apesartdengxmente exata, pode apenas ser utili-
zada antes do processo de inspec¢ao visual. Em outrasgslavécnica nao é aplicavel em situacdes
nas quais os parametros intrinsecos da camera estamsstantes mudancas devido a operacdes
de foco e zoom. Esta situacao &, particularmente, comuroontexto da “visao ativa”, onde os
parametros 6pticos da camera sofrem mudancas prajsositonstantes. Com isso, surgiu a hecessi-
dade de técnicas de calibracao que nao utilizem gatigitalibracdo. Tais técnicas sao referenciadas
como técnicas de “calibracao automatica” ou “autdizalfao” e sao discutidas em detalhes a seguir.

§ Métodos baseados na equag de Faugeras e Huang

A geometria epipolar esbocada na figura 2.10 (pag. 21snzaplica apenas ao caso de um par
estéreo, ou seja, todas as restricdes da secao 33Paaplicam-se também quando uma Unica
camera realiza um deslocamento desconhecido e “obsema’cgéna estatica. Se 0s parametros
da camera antes e apos o deslocamento permanecem os negglantementeA = A’. Entao,
se imagens forem obtidas antes e apds um deslocamentardaiag® possivel estimar a matriz
fundamental que relaciona tais imagens. Neste caso, ad&m|(a26) depende apenas dos parametros
intrinsecos da camera e, se esta for substituida na &g(227), temos uma equacao independente
gue é funcao apenas de tais parametros. DesdA dem cinco graus de liberdade e (2.27) (pag. 25)
fornece apenas duas equacdes independentes, saoanesests deslocamentos para estimar
univocamente.

O método descrito no algoritmo 2.7 na proxima paginaramente tebrico, pois os polindmios
P$ (algoritmo 2.7) tém grau oito. Assim, desde que cada unsgelde ser dividido em duas equacdes
de Trivedi (1988), teoricamente, teriamos um total de sqisa¢des polinomiais de grau oito in-
dependentes. Como & extremamente complexo resolver temaigpolinomial com uma equacao
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Entrada: Nao sao necessarios dados de entrada.
Sdda: A matriz A que relne os parametros intrinsecos da camera.

a) Realize trés deslocamentos Euclidianos e, em cada wngudéro posicoes, cap-
ture uma imagend;, ondei =1, 2, 3 e 4.

b) Para cada um dos deslocamentos, calEyjeondeF;; & a matriz fundamental que
relacional; comI;.

c) Para cada uma das tr&;;, substitua (2.26) em (2.27) e forme o polindmio
PE(f, 0k, 11145 10, 00).

d) Resolva o sistema de equagdes formadaRjor= 0, P5 = 0 e P§ = 0.

Algoritmo 2.7: Calibracao automéatica baseada nas restricdes d&rassencial.

redundante, o sistema teria que ser resolvido com apenas @fjjuacdes. Para cada um dos cinco
parametros intrinsecos, cada equacao fornece otegdiferentes. Assim, teriamos uma combinagao
de8® = 32.768 solugdes distintas. Dentre essas, apenas uma & a vieagigoe fornecer uma matriz
A, fisicamente, plausivel.

Devido as dificuldades inerentes ao método, apenas revente Mendonca e Cipolla (1999)
desenvolveram uma criativa técnica de calibragcao aatiocmbaseada no teorema 2.1 (pag. 25). Nesta,
dada uma matriz fundamentdl;;, que relaciona aimage (antes do deslocamento) com aimagem
I; (ap6s o deslocamento), baseado na equacgao (2.26), amslaues nao-nulos dB;; (o1; € 02;),
sao expressos em funcéo dos elementdd;ge dos parametros intrinsecos da camera. Assim, dado
n > 3 deslocamentos, Mendonca e Cipolla (1999) propuseramuinseduncao

- 01; — 0924
j(f» 98k>nm/y>u07U0) = Z <¥>

i=1 T2
que deve ser minimizada para encontrar-se a matriz

O método proposto tem as vantagens de ter um custo commahdiem menor que o do al-
goritmo 2.7 e permitir, facilmente, explorar a redundangitilizandon > 3 deslocamentos) para
obter-se um resultado melhor. Contudo, os resultados iexpetais de Mendonca e Cipolla (1999)
mostram que a técnica fornece parametros com erros denateld.0%.

§ Métodos baseados nas equags de Kruppa

Um conceito bastante utilizado na visao computacionalcére absoluto§). Este & um cone
localizado no plano no infinitd]I.,, e corresponde a um circulo de raie= /—1. Além disso, a
projecao de? no plano de imagem também & um cone e é representado mabstid poro. Assim,
um pontom pertencente a (veja figura 2.13) satisfaz a seguinte equacao

m’Bm = 0, (2.57)

ondeB & uma matriz homogéneax 3 que possui cinco graus de liberdade.
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Plano da Imagem

Figura 2.13: Cone absolutf, no plano no infinito]1.,, € sua projecaa,, no plano da imagem.

O dual dew € representado par* . O conew* esta relacionado as retas que sao tangentes a
A retal tangente a no pontom & dada pol = Bm. Assimm = B~ '1lem” = 1"B~7. Logo,
podemos escrever a equacaaudeem funcao de (2.57) como sendo

17K1 =0, (2.58)

onde considerou-sk = B~ 7.

A principal propriedade do cone absoluto & que sua imageng, invariante a transformacodes
projetivas. Assim, esta depende apenas dos parametroséuns da camera. De fato, pode ser
demonstradoFAUGERAS; MAYBANK, 1990) que

B=ATA"! ouseja K=AAT. (2.59)

A equacao anterior nos leva a um resultado interessast@ape ser resumido na proposicao a
seqguir.

Proposicdo 2.6 Considerando a matriz do cone dual como sendo

ki1 ko ks
K=|k ki ks |, (2.60)
ks ks ke

se 0 paédmetrod,, da matrizA for nulo, tem-se
ksks — kgko = 0.

Prova: Substituindo (2.4) (pag. 9) em (2.59) e fazerido= 0, o resultado anterior & evidente.(
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A equacao (2.59) deu origem a primeira teoria sobre i automatica de uma camera em
movimento. Esta foi desenvolvida como segue.

No par estéreo da figura 2.14, as projecdes do cone abswstplanos de imagelj e I, sao
w1 € wy respectivamente. Agora, considere dois plaip® I1; tangentes &, w; e ws. Estes planos
definem as retalg; el;2 haimageny; e as reta$,; elys haimageny, (ver figura 2.14). Estas retas
estao relacionadas pela geometria epipolar, ou kgja: 151 el < lys. Este mesmo raciocinio
pode ser aplicado a qualquer plano tangertte @; e ws. Assim, da equacao (2.58) e considerando
a reta epipolal;; = e€; x my; definida pelo epipol@; e por um pontom;;, tangente a;, temos

(&1 x my;) K (&, x my;) = 0. (2.61)
Contudo,(e; x my;) < Fm;y;. Assim, a seguinte equa¢ao pode ser encontrada para armiag

m’, FTK'Fm,; = 0. (2.62)

O primeiro passo para resolver o sistema de equacdesdorpedas equacdes (2.61) e (2.62) é
parametrizar as retds; elo; = Fmy; com um Gnico parametrorf;”. Isto pode ser feito facilmente
se substituirmosn,; por um pontop,;, que pertence a reta no infinito é;a

Utilizando a proposicao A.1 (pag. 116), temms = [1,71;,0]7, onde

etV — eyt
Ty — ——————————— .
etU1; — eyt

Agora, considerando (2.60) e substituinelg em (2.61), temos

Katd 4+ Kim1i + Ko = 0, (2.63)
onde
Ko = 6?1434 — 2epepks + 612)1436
K1 = —2eky + 2eie,ks + 2eie0ks — 2eye.ke (2.64)
Ko = G?k‘l — 2ere,ks + eik‘@

De forma semelhante, considerando

ki kg kg
K'= |k, K K (2.65)
ks ks kg

e substituindg; em (2.62), temos

Kyt + Kimi + Ky = 0, (2.66)
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Plano de Imagem I

I

Figura 2.14: Cone absoluto e a geometria epipolar.
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onde

O = FP2E| 4 2R Fykb + 2F Frkly + F2k) + 2F, FrkL + F2k

/1 = 2[F1F2 /1 + (F2F4 + F1F5)]{Té + (F2F7 + Fng)]{,’é + F4F5]{7£1 + ...
e+ F4ngig + F7F8k‘é] (2.67)
Ky = F3K) + 2F, Fskh + 2Py Fykly + F2k) + 2F5 ekl + Fikg,.

Desde quée; x p1;) < Fm;y;, ou sejafe; x py;) & tangente a; quandoFm;; € tangente aso,
as equacdes (2.63) e (2.66) possuem as mesmas raizego[J@163) e (2.66) sao iguais a menos de
um fator de escala nao nulo. Assim,

KiKL — KoKy =0
P (2.68)
As equacdes em (2.68) sao chamadas “equacdes de KusuepPa, 1913) e foram introduzidas
na visao computacional por Faugeras e Maybank (1990).fa&as a base para Maybank e Faugeras
(1992) criarem a primeira teoria de calibracao autoraati

As equacdes em (2.68) sao polindmios de grau dois, cujagnitas sao os elementos da matriz
K e K'. Por sua vez, estas estao relacionadas, respectivanzeAtee A’ pela equacao (2.59).
Novamente, se considerarmos uma (nica camera, ter&mod\’, ou sejaK = K’, como (2.68) nos
fornece apenas duas equacgdes independentes, sacanesdsss deslocamentos para determinarmos
K univocamente.

Como no caso da sec¢ao anterior, um sistema polinomial coenaguacao redundante deve ser
resolvido. Contudo, agora, se desprezarmos uma equigamos cinco equacdes de grau dois.
Assim, existe um total d@> = 32 solugdes distintas, mas apenas uma delas & plausiyabs A
encontramos a solucao pda a proposicao B.1 (pag. 120) deve ser utilizada parawioe a matriz
A.

O sistema de equac¢des necessario a solu¢ao do pbleraybank e Faugeras (1992) &€ bem
menos complexo que o exigido pelo algoritmo 2.7. Apesaondessesolucao de tal sistema continua
sendo a principal dificuldade do método. Na verdade, stbcamos depois do método ser proposto,
com o trabalho de Luong e Faugeras (1997), surgiu uma aolagéquada ao problema. Mesmo
assim, o método nao tem muita aplicagao pratica peos@roblemas, alguns dos quais comentados
a seguir.

v' O custo computacional do método & extremamente elevaddatD, muitos autores que uti-
lizam a técnica como, por exemplo, Bougnoux (1998) e HabBdwgama (2002), supdem
modelos de cameras mais simplificados para reduzir o mideeequacdes necessarias e tornar
o problema mais tratavel. Contudo, tais simplificac@eslém a resultados menos exatos.

v" O método & muito sensivel a ruidos e sua exatidao depaticemamente da exatidao da matriz
fundamental estimada.
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v" Em contraste com o item anterior, a técnica de Luong e Fasd&®97) nao permite inserir
redundancia para melhorar os resultados.

v Ao contrario de (2.27), as equagdes em (2.68) dependgiitiedmente das coordenadas do
epipolo da matriz fundamental. Infelizmente, principatteequando o epipolo tende para o
infinito, tais coordenadas sao dificeis de serem estimadm exatidao. Esta caracteristica
degrada significativamente a exatidao dos parametrivsagkis (OURAKIS; DERICHE, 1999).

Recentemente, baseado no trabalho de Hartley (1997), kisugeDeriche (2000) propuseram
uma simplificacao as equacdes (2.68) que aumentararataliegde numérica da técnica por permitir
0 uso de redundancia para lidar com incertezas. Mesmo asgirablema continua apresentando um
custo computacional extremamente elevado e a qualidadesigdtados obtidos nao torna o0 método
atraente para 0 uso pratico.

8 Métodos baseados em deslocamentos restritos

Para realizar a calibracao, os métodos anteriores &ssuwme a camera realiza um movimento
genérico. Com o objetivo de reduzir a complexidade do erobl Hartley (1997) propés uma nova
técnica, na qual a camera realiza um movimento de rotpgéga. Neste caso, se duas imagdhs,

e Iy, sao capturadas em posicdes distintas da rotacae, ggddemonstradtiARTLEY, 1997) que
correspondéncias de pontdsn;;, my;), entre tais imagens estao relacionadas pela homografia do
infinito (secao A.4), ou sejan, ~ H,.m;. Assim, dadas quatro correspondéncias de poiigs,
pode ser determinada univocamente. Em seguida, a mfatpade ser obtida d#l, utilizando a
proposicao A.3 (pag. 118).

O método de Hartley (1997) tem a grande vantagem de utdiganas equacdes lineares. Con-
tudo, para que a camera realize um movimento de rotagao@eixo de rotacao deve passar pelo seu
centro. Na prética, este centro sd & conhecido com émtgos a calibracao. Com isso, 0 método
possui uma fonte de erros inerente e dificil de eliminar.

Existem poucos trabalhos que analisam o impacto de umdacaoesesplria ao movimento de
rotacdo da camera durante a fase de calibracdo. Goriadecentes trabalhos de Wang et al. (2004)
e Hayman e Murray (2003) fornecem algumas indica¢cbesurlegestes estudos, uma translacao
esplria tem um efeito dramatico na exatidao da estimagVang et al. (2004) sugerem que sejam
utilizadas correspondéncias de pontos que correspondamjex0es de pontos 3D “distantes” da
camera. Alem disso, os angulos do movimento de rotatiimado na calibracao devem ser elevados.

Outro trabalho recente e interessante € o de Ji e Dai (2D@4}e, os autores maodificam o método
original para levar em consideracao uma “pequena” tagdsl no movimento da camera. Contudo,
0 método requer que um conjunto de pontos 3D seja rastraadlingo de trés ou mais imagens
capturadas de perspectivas bem distintas. Evidentenistud]ificulta o processo de calibracao e
cria uma nova fonte de erros.

Na pratica, apesar dos métodos de calibragao autcentgiem surgidos para aumentar a flexi-
bilidade da calibracao, a calibracao automatica da samera em rotacao reduz tal flexibilidade,
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pois limita os movimentos da camera e restringem as cameimcias que podem ser utilizadas
no processo. Aléem disso, seus resultados conservam did@xdipica das técnicas da calibracao
automatica.

§2.6 Calibracdo Automatica de um Conjunto Eséreo

Evidentemente, as técnicas de calibragcdo automéscatitlas na se¢ao anterior podem ser apli-
cadas a calibracao de um par estéreo. Neste caso, &asadevem ser calibradas independente-
mente. Contudo, em um conjunto estéreo, as imagens dossplae I, sempre diferem entre si
por um deslocamento constante, apesar de possivelmemigntiesido. Isto insere mais restricoes
ao problema de calibracao que, se exploradas, simplifee@énemamente as equacdes. De fato, o
problema pode ser formulado usando apenas equacdeefinddeste contexto, duas técnicas mais
indicadas a calibracao de um conjunto binocular saautidlas em detalhes a seguir.

2.6.1 Autocalibragdo por Etapas

Na figura 2.15, um par estéreo € movido da posicao 1 pamsiggp 2 por um deslocamento
euclideano. Aléem disso, o pondd no espaco esta relacionado as correspondéfmias«<— mo; )
e (mj2 <> myg), respectivamente, nas posicoes 1 e 2. Assim, dadas agesale projecao do par
estéreo, €& possivel encontrar duas reconstru¢cdoesfDopmesmo pontdl, por exemploX; e Xy
para as posi¢des 1 e 2 respectivamente. Evidentemesss, sonstrucdes estao relacionadas por

Xg ~ Dlgjv(l, (269)
onde
Riz ti2
D12:[ o7 ) ] (2.70)

€ a matriz que representa a rotacRg4) e a translacact(,) do conjunto estéreo na posicao 2 com
relacao a este mesmo conjunto na posicao 1.

Se o sistema nao estiver calibrado e o deslocamento érdestdo, nao & possivel realizarmos
a reconstrucao euclideana. Contudo, utilizando o tear2r@ (pag. 42), &€ possivel encontrarmos
as matrizesP e P’ e realizarmos uma reconstrugao projetivi; (e X'»). Além disso, pelo teo-
rema 2.4 (pag. 43), sabemos que tal reconstrucao rekasi® com a reconstru¢ao euclideana por
uma transformacao projetivd,pz, OU seja,

)NilszEi'l e }N(QZTPE;?Q, (2.71)

onde)?l é devido amy; < moy;) e)?g a(myo>mys).
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Plano
Plano /7,

Plano 7,

Posigao 1 Posicao 2

D12 Plano /,

Figura 2.15: Cone absolutf, no plano no infinito]1,, € sua projecaa,, no plano da imagem.

De (2.69) e (2.71), segue qi&, e X5, relacionam-se por
Xy~ Hpp X1, (2.72)

onde
Hips = 5,TppD12Tpp, (2.73)

na quals, & uma constante desconhecida e nao-nula.

A equacao (2.72) possui trés equacdes independefssim, desde que a mat;, € R***
tem quinze graus de liberdade, dado um conjunte de5 correspondéncia@lﬁ.}(g), é possivel
determinai, univocamente. Veja, por exemplo, o trabalho de Csurka E1299) para uma analise
critica de diversos métodos que realizam tal deterndioac

Zisserman et al. (1995) observaram die, concentra diversas propriedades do par estéreo.
De fato, se apenaH,; e a matriz fundamental do conjunto estéreo forem conhgcielgossivel
determinarT pg univocamente e, dessa forma, calibrar o sistema. As etagasompdem o método
sao descritas em detalhes a seguir.
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§ Normalizagao

A constantes, em (2.73) pode ser conhecida usando-se o fato que detetesnariracos sao
invariantes a transformacdes de similaridade como &o da transformac¢d® pp. Antes, porém, o
formato da matrizD5 deve ser conhecido. Isso pode ser feito considerando quaresénpossivel
encontrar uma transformacao de similaridade que tramgfam deslocamento euclideano qualquer
(conhecido como movimento genérépem um movimento plarid (equivalente a uma rotaczo em
torno do eixo do movimentd e uma translagao perpendicular a esse mesmo BART(EY; ZISSER-
MAN, 2000, Sec. 2.4.1)). Assim, sem perda de generalidadenpazdeonsiderar

cosfis —senflio 0 O
Dy — sen0912 0080912 (1) (1) ’ (2.74)
0 0 0 1
onded;> & o angulo de rotacao em torno do eixo do movimento.
Agora, de (2.73) e (2.74), temos
trace(H12) = trace(soD12) = 254(1 + cos 012) (2.75)
det(His) = det(sqD12) = si. (2.76)
De (2.76),|s4| = </det(H;2). Assim, desde quél + cos ) > 0 em (2.75), temos
Sq = sign(tracgH 1)) v/det (Hyy). (2.77)

Deste ponto em diante, cosp conhecidaH; sera considerada uma transformacao normalizada, ou
seja,
1 _
Hyy ~ S—H12 =T;,D12Tre. (2.78)

a

§ Encontrando o plano no infinito

Na autocalibracao por etapas, precisamos converter simeiea projetiva 3D, representada pelas
matrizesP e P’, em uma estrutura Euclidiana (representada®ar P’). Essa conversao € um
mapeamento do espa@ para o seu subespaco Euclidiano. Alem disso, do teoredn@2g. 43),
tal mapeamento € realizado pbpx.

Para encontrall’ p, apbs a normalizacao dd;», 0 proximo passo & determin&® ... Isto &
feito baseado no teorema a segquir.

Teorema 2.5 Em um conjunto eéteo, o vetoiW ., que faz parte d& p, a transformago que con-
verte uma calibrago projetiva (representada p@ eP’) em uma Euclidianaé dado pelo autovetor
deH ;' que corresponde ao autovalor ufito.

Do inglés:geral motion
Do inglés:planar motion.
BDo inglés:screw axis
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A prova do teorema anterior € um pouco extensa e requer agdefidos lemas a seguir.

Lema 2.5.1 SeT & uma transforma&o de pontos entre dois sistemas de coordena®ag, & uma
transforma@o de planos.

Prova: Considereq um plano do espac¢®?3. Logo, um pontdMI pertencente a este plano satisfaz
qM = 0. Aplicando uma transformaca@;, a M, temosM’ ~ TM, ou seja, T levaM a outro
sistema de coordenadas. Nesta nova referéncia, se aamsids a equacao do plano ao qidl
pertence como sendg, teremOSq’ﬁ’ = 0. A equacgao anterior pode ser reescrita como sendo
q’TM =0, ou sejaq’ ~ T~ Tq. Isto conclui a demonstracao. O

O lema anterior permite provar o lema a seguir.

Lema 2.5.2 SeD;, descreve um deslocamento de um conjuntérest o autovetor d®7; que
corresponde ao autovalor uditio &€ o plano no infinito.

Prova: Do lema 2.5.1 e da equacao (2.78), temos que a transfaordes planos entre a referéncia
da posi¢cao 1 e a da posicao 2 (figura 2.15) é dada por

Hy, =TLDy Thp. (2.79)

Desde quéD,, & dado por (2.70), seus autovalores s8a {e?12,¢="12 1 1}. Portanto, os
autovalores dd ;] saoA_r € {e7"12 2 1 1}. Isto prova queDy,’ possui, pelo menos um,
autovalor unitario.

Agora, pela definicao de autovetor, um autoveldp,;, que corresponde ao autovalor unitario &
Dy, Vpi = Vpi. (2.80)

Como, de (2.74),
Dy = [ tf;}z{ ?]
—tRi2
e considerand® p; = [v',v]T, temos
Rpv = v (2.81)
—tLRpv+oe = o (2.82)

A equacao (2.82) nos leva a seguinte restricao
tLRpv = 0. (2.83)
Como, da definicao de autovetd’,p; # 0, 0 sistema de equacgdes formado por (2.81) e (2.83)
tem duas solugdes, ou seMp; = [07 1]7 e Vpy = [n” 1]7, onden & um vetor paralelo ao eixo

de rotacaoR12n = n) e perpendicular ao plano de translacgig = 0). ComoVp; = [07 1]T &
a equacao do plano no infinito, isto conclui a demonatag™ O
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Lema 2.5.3 SeV; &€ um autovetor que corresponde ao autovalor anit de HI‘ZT eVp; eoum
autovetor que corresponde ao autovalor énio deD7,’, temos

Vri = ThgVpi.

Prova: ExplicitandoDl‘QT na equacao (2.79) e substituindo em (2.80), temos

~Tyy-T
TPEH12 TgEVDi = Vp;

H, (TF Vi) = (ThE Vi)

A prova do lema a seguir conclui a prova do teorema 2.5.

Lema 2.5.4 Em um conjunto eéteo, o vetorW, que faz parte dél' pg, a transformago que
converte uma calibrad@o projetiva (representada pd® e P’) em uma Euclidianaé a equago do
plano no infinito,I1,,, no sistema de coordenadas definido FoeP’.

Prova: Do lema 2.5.2, sabe-se qdp; = [07 1] & um autovetor que corresponde ao autovalor
unitario deD7,/ . Alem disso, do lema anterio¥ p; no sistema de coordenadasHe;’ &

= [WT,w]T = Wg;

= o O O

O

Como demonstrado, 9B, corresponde a um movimento genéricﬁl‘QT possui apenas um
autovetor unitario. Assim, comHl‘ZT e HT, possuem os mesmo autovetora®RAUD et al, 2000),
W, € igual ao autovetor dHZ, que corresponde ao (nico autovalor unitario e pode sérenitio
resolvendo-séHY, — I)W, = 0. Além disso, dade: movimentos genéricod);; 1), a cada um
desses é possivel associar uma matriz normalizada, apigj, HL;, ..., H'fb(nﬂ). ComoTpg
€ independente do deslocameiidg; ), fica claro que o autovalor que corresponde ao autovetor
unitario de todas essas matizes normalizadas saoddsnEntaoW ., pode ser estimado resolvendo
0 seguinte sistema de equacdes

HI, -1
Hgg —1I
. W, =0 (2.84)
T
Hn(n-‘rl) -1

usando a proposicao B.2 (pag. 121).
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SeDy, corresponde a um movimento planar, pela demonstracaenda 2.5.2D1‘2T possui o
autovalor unitario com multiplicidade dois. AssifH}, possui dois autovalores que correspondem
ao autovalor unitario, ou seja, nao & possivel esti¥Nag univocamente com apenas um movimento
planar. Contudo, se o par estéreo realiza 2 movimentos genéricos, temdbk,, H1, ---1H£(n+1)-
Além disso, cada uma dessas matrizes tém dois autovetssesiados ao autovalor unitario. Um
desses autovetores &€ comum as duas matrizes e define o planfiniio. O outro & totalmente
desconhecido e depende da direcao do eixo do movimentsimAdesde que 0os movimentos sao
distintos, pois o eixo de rotacao sao diferen¥s,, € o Unico autovetor comum as matrizes e pode
ser conhecido resolvendo-se o sistema (2.84) com?2.

§ Estimando a homografia do infinito

E possivel estabelecer uma homografia do infinito (pag), X&presentada pdd..;2, entre o
plano de imagend; na posicao 1 €, na posicao 2 (figura 2.15). 3., for conhecida, & possivel
estimar a matriZA (pag. 9) com a proposi¢ao A.3 (pag. 118).

Horaud et al. (2000) propuseram um método, resumido neopIgAD a seguir, que nos permite
estimarH,,1o diretamente dél,.

Proposigdo 2.7 ConsideranddW ., = [w” w]” e a homografid, dada por

H»(1:3.1:3) Hqis(1:3,4
Hyy — 12(1:3,1:3) Hia(1:3,4) 7 (2.85)
H12(4,1 : 3) H12(4,4)

conhecidos, temos que

1
Hoo =Hpp(1:3,1:3) - EH12(1 3, 4wl

Prova: Sabendo que as matriz&s-; e D15 tém formato dado pelas (2.52) e (2.70) respectivamente,
podemos re-escrever (2.78) como sendo

[ A 0 Ris tio Al 0
Hy, =
I (—1/w)wTA —1/w of 1 wl  w
_ [ A 0 R, A7+ t12WT wtio
| 1 w)wTA —1jw w’ w
. [ AngA_l + Atlng WAt
B I (—1/w) (W AR AT + wlAtpw? —w!) —wl At +1

Comparando a equacao anterior com (2.85) e sabendddgue = AR»A~!, conclui-se a
demonstracao. O

Se A €& obtida de uma Gnica homografia do infinito, o resultadouiarsusceptivel a ruido
e é extremamente dependente da exatidao da estimacHg.ge (HARTLEY, 1997; ZISSERMAN et
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al, 1995). Por isso, na pratica, devemos realizar “diversteslocamentosD,,(,,,.1), € usar a re-
dundancia para melhorar a estimacad\deéNeste caso, a proposi¢cao A.4 (pag. 118) deve ser uldiza
nesta estimacao.

Uma vez quéW , e A sao conhecidos, o teorema 2.4 (pag. 43) deve ser utiligadoatualizar
as matrizeP eP’.

Apesar da calibracao por etapas ser constituida apenaguacdes lineares, como todo método
automatico, a técnica é sensivel a ruidos. Do trab@dhidoraud et al. (2000), sabe-se que a estimacao
do vetorW ., & a etapa mais critica do processo, pois tal estima@@stdvel e constitui a principal
fonte de erros. De fato, a técnica s6 fornece bons resdtseW ., for estimado na presenca de um
ruido gaussiano com desvio padrao de até 0,5 pixels.udontdesde que as transformacdks;, )
sao estimadas usando correspondéncias de pontos atmiidassistema descalibrado, essa suposicao
nem sempre € verdadeira.

2.6.2 Estima@o de Todos os Paémetros Euclidianos

O método anterior fornece apenas as matrizes de proggé@ameras. Assim, se todos 0s
parametros Euclidianos que compdem o par estéreo fommasearios, mais alguma computacao
é requerida. Geralmente, seria preciso estimar a homagtafinfinito que relaciona as imagens
referentes ao pland, (figura 2.15). Assim, a matriA’ seria conhecida e a relaci = A’FA
utilizada para conhecermd e t, apés a decomposi¢cao @ie Contudo, neste caso, 0s parametros
obtidos sao pouco confiaveis, pois a maKEipbtida dessa forma, geralmente, satisfaz fracamente o
lema 2.1 (pag. 25).

Um método alternativo & estimar todos os parametrosidiacbs ao mesmo tempo. A idéia
béasica & considerar a equacao (2.38) (pag. 31), mézaut{2.16) (pag. 22) para parametrizar a
matriz fundamental. Novamente, como ilustrado na figuréi,2Xonjunto estéreo deve realizar des-
locamentos de uma posica@ara outrgj + 1). A cada deslocamento (indexado gdrassociamos
n; correspondencia@m; ;. 1), <> my(;1);) €ntre as imagens e I, (ambas na posicag + 1)), p;
correspondénciafm; j; <~ m;;;1);) entre as imagenk na posicag e I; na posicadq;j + 1), eg;
correspondéncia@my;; < my(;11);) €ntre as imagenk na posi¢ag e I; na posicad; + 1). Dessa
forma, para cada deslocamento podemos definir uma fuRggomo sendo

nj

Fi = > [d* (g1 i) + (0 gy, F] Mg )] +

Z [d (g (j4 15, F1ymyi) + d° (Mg, Fmy )] + (2.86)
=1

9

Z [d (Mg 1y, Fojmgji) + d? ()i, FS My 1))]

=1

’

OndeFj =A _T[tj]XRjA_l, Flj = A_T[tlj]XleA_l ngj = A/_T[tQj]XRQjA/_l.
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Lij+1)
b+

Figura 2.16: Esboco de um deslocamento (indexadg)pgde um conjunto estéreo.

Desde que cada matriz fundamental possui sete graus ddaimerdadaV deslocamentog,
a funcaoF; fornece um total d& + 14N equacdes independentes. Por outro lado, a cada des-
locamento o nUmero de parametros desconhecidos també@mnéa. Contudo, deve-se notar que
E.; = [ti;]xR1; e Ey; = [to;]xRy; estao relacionados p# = [t]«R. De fato, observando a
figura 2.16 e utilizando algebra simples, temos

Ry, = RRy;R”
ty; = t—l—Rtlj—let. (2.87)

Assim, temos um total di5 + 6N incognitas paraV deslocamentos. Este resultado mostra que, com
N deslocamentos, & possivel estimar todos os paramsttveado

N
min > Fj. (2.88)
j=1

Com um d@nico deslocamento, o nUmero de equacdes indepes & igual ao nimero de
incbgnitas. Apesar de, teoricamente, ser possivelvessa problema (2.88) nesta condi¢ao, na
pratica, o problema torna-se instavel e dificil de satailo ZHANG et al, 1996). Dessa formady > 2
deslocamentos sao exigidos.

Apesar de exigir poucos deslocamentos, o0 método posawunakdesvantagens apresentadas a
seqguir.

v Aresolucao do problema (2.88) exige uma estimativaahide todos os parametros Euclidia-
nos. Estes precisam ser obtidos através de outro métamibeacao automatica, por exemplo,
0 método de calibracao por etapas.



2.7. Reconstrug@o 59

v" O método exige que sejam estabelecidas correspondawiasgo de3N pares de imagens.
A técnica utilizada para isto deve ser robusta, pois o®dwest utilizados para resolver (2.88),
geralmente, nao podem lidar com falsas correspondéncias

v Os itens anteriores, somados ao grande nimero de inaégmivolvidas na resolugcao do pro-
blema, torna o seu custo computacional muito elevado.

v Na prética, a restricdo embutida na equacgao (2.8%ji@l dle ser incluida na resolugao do
problema. Evidentemente, isto pode tornar incoerentesmaldos parametros estimados.

Apesar dos problemas apresentados, com excecao do pamttalc o trabalho de Faugeras e
Luong (2001) indica que os parametros intrinsecos dagcs sao estimados com exatidao.

8 Outros Métodos

De uma forma ou de outra, a grande maioria dos métodos tearziio de um conjunto estéreo sao
baseadas nos dois métodos anteriores. Por exemplo, Matabbal. (2003) substituiram a distancia
dos pontos as retas epipolares de seus correspondentpsagae (2.86) por outro critério baseado na
simplificacao de Hartley (1997) das equacdes de Krugpatudo, devido a complexidade embutida
nas equacgdes de Kruppa, um modelo de camera mais sineplegjtie ser adotado. Abordagem
semelhante foi utilizada por Enciso e Vieville (1997) e Zipa al. (1996), mas, nestes casos, a
equacao fundamental (2.17) foi o critério a ser minidza

Diversos autores também ja propuseram outras versdasagalibracao automatica por etapas.
Devernay e Faugeras (1996) propuseram um método nz-lraga estimar os parametros Euclidi-
anos deT pg. Alem disso, considerando o fato de didg; ndo pode ser estimada quando so estdo
disponiveis projecdes de pontos 3D que pertencem a utmmangiano, Demirdjian et al. (2000) uti-
lizaram a imagem do cone absoluto, para estimar a equacao do plano no infinito e a mariz
neste caso especifico. Ja Csurka et al. (1998) propuserainteressante método de estinfara
partir deH,,. Tal método também permite detectar deslocamentasasiD 2, que podem tornar a
estimacao db pg inexata.

82.7 Reconstru@o

Uma vez que o par estéreo esta calibrado, & possivekcenhos as coordenadas de um ponto
M, dado a correspondéncian;, m5) equivalente. Este processo & conhecido como recoastrug”
3D.

Como a geometria epipolar pode ser conhecida facilmentetia gas matrizes de projecao das
duas cameras, a busca pelo correspondente de um pontogradalizada sobre a sua reta epipolar.
Contudo, apesar do espaco de busca reduzido, o problexteeesnemente complexo. Por isso, &
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comum obter-se um pdm;, my) com ruido ou até mesmo uma falsa correspondéncia. Naste c

0s raios Opticos devidosam; € my NAo se interceptam em nenhum ponto do espago. Com isso,
como estes raios estZo no esp@qque nao conserva nenhuma informagzo sobre comprisiento
angulos), a estimagao do poritd nestas condi¢cdes nao é trivial. Contudo, nas proxipegdes, sao
discutidos dois métodos que realizam tal estimacao.

2.7.1 Metodo Linear

Dadas duas matrizes de projecRog P’, e uma correspondéncian; , m,), podemos reescrever
a equacao (2.12) (pag. 21) como

s;m =PM e somy = P'M, (2.89)

ondes; e sy, SA0 constantes desconhecidas e ndo-nulas. Agora, ecnsidP = [p;, p2, p3]’ e
P’ = [p}, ph, p4]T, podemos eliminar as constantgse s,, pois

51 = pgTM e sp= pgTM. (2.90)
Logo, substituindo (2.90) em (2.89), podemos escrever
UM =0, (2.91)
ondeU e IR*** e & dada por

U = [p1 — u1P3, P2 — V1P3, P} — u2Ph, Py — v2p5]”
onde consideramas = [u1, vy, 1]7 em’ = [ug, v, 1]7 na equagao (2.89).

A solucao de (2.91) & dada pela proposicao B.2 (pat).1€ontudo, (2.91) fornece um resul-
tado 6timo apenas se a correspondéraig, my) satisfaz a equacao (2.15) (pag. 21) exatamente.
Contudo, ruidos nas coordenadas dos pontos da corresppagiodem comprometer a exatidao da
estimacao d&1 através da equacgao (2.91). Neste caso, 0 método dara®ecao &€ mais indicado.

2.7.2 MetodoOtimo

O método da secao anterior nao € ideal, pois minimizaut@rio sem significado fisico. Con-
tudo, o critério a ser minimizado nao pode pertencer aa@sp?, pois conceitos como distancias e
perpendicularidade nao sao validos no contexto da geianpeojetiva. Além disso, o ruido existente
no processo ocorre, originalmente, nas coordenadas désspte correspondéncian;, mo) utili-
zada na reconstrucao, pois, como discutido no inicioeg@d 0s raios opticos sb6 se encontram em
P3 se a restricao fundamental for satisfeita. Isto signifjea devemos substituir a correspondéncia
original pelo parnm;, ms), composto pelos pontos mais proximosrde e my, mas que satisfazem
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a restricdo fundamental exatamente. Assim, dada umaspmndéncidm;, my) e a matriz funda-
mental,F', 0 processo de reconstrucao deve consistir, inicialeyatd busca pelos pontas; e ms
que minimizam

& (my, tiy) + d2(mo, 1), SUjeito arn, Friny. (2.92)

Dada uma reta epipolay, o pontorhy, sobre a retd , mais proximo den; € a projecao ortogonal
dem; eml;. Assim, o problema da equacao anterior pode ser refodtnute seguinte problema
irrestrito: buscat; el, que minimizam

d(my,11)? + d(ma, 1p)?. (2.93)
Para resolver este problema, temos que parametrizar a$;refa com um (nico parametro\~.
Para isto, o primeiro passo & encontrar duas transfaresk; e Ho;, tal que

my; = my = [0,0,1)7 ~ Hyym; ~ Hymy,
[1,0,cq])" ~ Hys& €

1,0, 0] ~ Hy&, .

Dadom, = [ug, vz, 1]T €€, = [eru, €av, €at]”, @ transformaga®#l,; correspondente pode ser
fatorada em uma translacab,;, e uma rotagadk ,;, ou seja,

H:Bt ~ thTmt. (294)
Assim, é facil ver que
1 0 —u,
T:pt = 0 1 — Vg
00 1

translada o pontm,, para a origem. Além disso,

cosly —senfy 0
th = Sen Q:Dt COS H:Dt 0 )
0 0 1

ondef,; & obtido considerandR..; T,:€,: = [1,0, a,]”, que nos leva a

0.+ = arctan <w> . (2.95)

€xy — ExtUsg

Uma vez que os pontas; € my tenham sido transformados, a matriz fundamematjeve ser
adaptada. Isto & realizado considerando uma nova mamndafentalF;, tal que

F; = H, FH, (2.96)
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onde a matriZF'; tem uma forma especial dada por

aijood aoc  —oad
F; = —ab  a b
—ad ¢ d

Agora, considerd; (\) igual a reta que passa pelo epip$lo0, ;|7 e pelo ponto|0, X, 1]7.
Assim,1;(A) = [1,0,a4]7 x [0, X\, 1] = [Aay, 1, —A]T. Alem disso,

)\2

d(mltv i1 (/\))2 = m

A matriz fundamentalF;, pode ser utilizada para obterdsé\), ou sejaly(\) = F[0, X, 1] =
[—ag(cA +d), aX + b, cA +d|T. Logo,

(A +d)?
(aX +b)2 4+ a3(cA + d)?’

d(my, 1 (N))? =

Com isso, o problema (2.93) pode ser resolvido encontramdmiono do polindmio

B A2 n (e +d)?
1+ (Aa1)? o (a\+b)2 + ad(ch +d)?

p(N) (2.97)

Este minimo ocorre em uma das raizes do polindmio

d(X) = N[(aX 4 b)? + a2(e + d)2]? — (ad — be)(1 + (a1 N)?)2(a) + b)(cA + d). (2.98)

O polindmiod()\) tem grau seis. Assim, podemos ter até seis possiveistgsueais para o
problema. Dentre essas, evidentemente, a escolhida dexgusta que minimiza(\).

Como resumido no algoritmo 2.8 na pagina seguinte, apésnémar as raizes do polindmio, o
algoritmo da secao anterior deve ser utilizado parazaadi reconstrucao.

A desvantagem do método descrito & que este depositanextrenfianca nos epipolos extraidos
da matriz fundamental. Apesar de serem dificeis de estiomarexatidao, pois sao muito susceptiveis
a ruido, estes sao utilizados em diversos estagios dodméAlém disso, apesar de nao-iterativo, o
método necessita encontrar todas as raizes de um padirfEngrau seis sempre que a reconstrugao
de um Gnico ponto & necessaria. Evidentemente, istaaignificativamente o processo. Apesar
disso, 0 método & bastante utilizado na literatura, paimente devido as caracteristicas do espaco
P3 que restringem os critérios que podem ser minimizados.
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Entrada: Uma correspondéncian;, ms) e um par de matrizes de projecBce P’.
Sdda: O ponto 3DM que corresponde ao pam;, ms).

a) Compute a matriz fundamental, usando o teorema 2.2 (pag. 26).
b) Estime os epipolos;; e es, usando a proposicao 2.4 (pag. 22).

c) ComputeH; e Hy; usando a equacao (2.94).

d) FacaF; = H,, FH;".

e) Encontre a raiz\ni,, de (2.98) que minimiza (2.97).

ompute 0s pontosh; e 1, que pertencem, respectivamente, as rétas=

C t tost 1 t { t &t
[)\minozl, 1, —/\min]T e 12 = [—Oég(CAmin -+ d), a)\min -+ b, C/\min -+ d]T e estao mais
proximos da origem.

g) Usea correspondéntﬁHl‘tlrhl, Hz_tlﬁlg) e 0 método da secao 2.7.1 (pag. 60) para
estimar o pontdvI.

Algoritmo 2.8: Método 6timo de reconstrucao 3D.



CAPITULO 3

CONTRIBUIG OES A CALIBRAC, AO DE
UM CONJUNTO BINOCULAR

Neste capitulo sao apresentadas as principais cowgibisiido trabalho. Em especial, sao des-
critos em detalhes um novo método nao-linear para caltalmatriz fundamental, alem de diversos
métodos de calibragao de um conjunto binocular com urtdbagaduado. No proximo capitulo, o
desempenho desses métodos & comparado aos de outridsalgtem conhecidos.

83.1 Correspondncia de pontos na ausncia de calibrago

Devido ao custo computacional elevado e a pouca qualidadalideacao obtida com os métodos
automaticos, a calibracao classica ainda & muito m@igada. Assim, na maioria dos trabalhos,
a geometria epipolar pode ser facilmente recuperada a gagimatrizes de projecao das cameras.
Por essa razao, pode-se encontrar diversas técnicasrdspmmdéncia de pontos que supdem que o
sistema ja esteja calibrado. De fato, recentemente, cuadeates analises criticas sobre o assunto
foram realizadas por Brown et al. (2003) e Scharstein e $kid€R002). Por outro lado, a corres-
pondéncia de pontos na auséncia de calibracao & uootdp pesquisa menos ativo. Este fato deve
mudar apenas quando os métodos de calibracao autan@ti@rem-se mais populares.

Como discutido na secao 3.4, o conhecimento da matrizafuedtal &€ imprescidivel para a
técnica de calibracao proposta. Assim, neste trabaltabjetivo inicial & estimar tal matriz. Para
isto, um conjunto de correspondéncia de pontos & natess$or isso, um método que estabelece
correspondéncias de pontos na auséncia de calibeg@oposto. Este & dividido em trés etapas.
Na primeira, &€ usada correlacao para formar um conjuatpates de pontos candidatos a corres-
pondéncia. Em seguida, a ambiguidade € eliminada atdbwm grau de confianga para cada par
candidato e eliminando correspondéncias pouco confiafar (ltimo, a matriz fundamental & esti-
mada robustamente e a restricao epipolar utilizada pianénar as falsas correspondéncias.

Nas proximas sec¢des, o algoritmo é descrito em detalhes
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3.1.1 Conjunto de candidatosa corresponncia

A restricao de semelhanca é utilizada para criar umurtaj inicial de candidatos a corres-
pondéncia. Contudo, tal restricao & muito sensivés@tdes e oclusdes. Por isso, algumas técnicas
sao utilizadas para reduzir a influéncia desses fenésneno

§ Técnicas rdo-paramétricas

Como discutido na secao 2.2.2 (pag. 13), varias medidasemelhanca entre pontos estao
disponiveis na literatura. Contudo, nenhuma delas comesetiminar totalmente a influéncia das
distor¢cdes radiométricas. Além disso, quanto mais didaede semelhanca é robusta a esse tipo de
distorcao, maior &€ o seu custo computacional. Em vigiaodineste trabalho, aplicaram-se técnicas
nao-parameétricas ao problema de correspondéncia despdastas técnicas, ao invés de considerar
a intensidade de um pixel em si, baseiam-se na ordem retittvintensidades dos pixels dentro de
uma janeldt,,.

Uma das técnicas nao-paramétricas conhecidas & fotmaasla postoZAABIH; WOODFILL, 1994)
. Nesta, um pixel na posi¢cda, v), &€ substituido pelo niUmero de pixels dentro de uma jaiéla
centrada enfu, v), que possuem intensidade menor e, v). Assim, a imagem original & trans-
formada em uma matriz de nimeros. Além disso, o nimeratdenbcessarios para armazenar a
imagem apos a transformacao &, geralmente, menor.x@ormo, pard¥,, de dimensaé x 5, sao
necessarios apenas 3 bits para representar cada eleraemtagem transformada.

Ja que reduz o efeito das distor¢cdes radiométricasarssformada posto permite o uso de
correlacao poiSAD (secao 2.2.2, pag. 14) para expressar a semelhangapttos. Contudo,
esta transformada nao retém a localizacao dos pixelsalda janeldV,,. Para isto, pode-se utilizar
a transformada censa@ABIH; WOODFILL, 1994) . Na transformada censo, os pixels dentro da janela
W,, centrada enfu, v), sao mapeados em uma seqiiéncia de bits. Assim, se untguixeitensidade
maior quel (u, v), 0 bit correspondente na sequéncia é feito igual a “ISpantrario & igual a “0”.
Com isso, pardV,, de dimensad x 5, sa0 necessarios 24 bits para representar cada elengnto d
imagem transformada. Um aumento significativo.

Apobs a transformada censo, para comparar a semelhamgatmentos de duas imagens, deve-
se utilizar distancia a Hamming através do somatorioditst&ncias Hamming dentro de uma janela
W, ou seja,

SHD(c;j) = Z I (u,v) & Ih(u+ z,y + v), (3.1)
(u,v)eW
onde® é a distancia Hamming entié¢ e I). Aqui, I e I, representam, respectivamente, a transfor-
mada censo das imagens 1 e 2. Assim, quanto mesd D, maior a semelhanca entre 0os pontos
gue compdem o pat;;.

A robustez da transformada censo pode ser demonstradaaidea figura 3.1. Nesta, considere
que os pixels centrais das janefag 3 sao correspondentes. Contudo, as intensidades dessts pix
sao diferentes entre si. Obviamente, isto dificulta a spordéncia por correlacao. No entando,
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255| 43 | 78 240 | 25| 85

89 | 123 | 199 100 | 150 199

200| 23| 12 200| 35 | 18
10001100 10001100

Figura 3.1: Duas janelas de correlagaa3, cujos tons de cinza sao diferentes, mas possuem distanci
Hamming nula.

aplicando-se a transformada censo, os pixels em questéasisformados em duas seqiiéncias de
bits idénticas, logo a distancia Hamming entre eles &.nBklos critérios descritos neste se¢ao, isto
equivale a dizer que os pixels ttm a mesma assinatura. éiksn, aplicando a transformada censo
a todos os pixels dentro d& e calculando a distancia Hamming entre eles, deve revalatajs
pontos sao correspondentes com uma maior segurancga.

Como as transformadas posto e censo envolvem apenas cgigsmemtre nUmero inteiros, elas
podem ser aplicadas a um baixo custo computacional. Contodm envolve a manipulacao de uma
guantidade menor de dados, a transformada posto tende enis@pldmentacao mais facil.

§ Mdltiplas janelas de correlago

Oclus®es e distor¢bes projetivas fazem com que a viaigdnde um ponto interessante seja dife-
rente nas duas imagens. Na figura 3.2(a) ilustra-se um egdipjao de oclusdao. Nesta, objetos a
distancias diferentes das cameras parecem se moverasaodbservados de perspectivas diferen-
tes. Assim, a imagem em torno do ponto de interesse é difenas duas imagens. Evidentemente,
isto dificulta a correspondéncia por semelhanca. Uma ireade reduzir este problema & diminuir a
largura,l,,, da janela de correlacdao. Contudo, isto aumenta a irdfia&o ruido e tende a reduzir o
nimero de boas correspondéncias. Em vista disso, Karfaketemi (1994) propuseram um método
no qual o tamanho e a forma da janela de correlacao adagam{ocal do ponto interessante. Con-
tudo, seu método tem um custo computacional muito elev&dw.isso, varios autores como, por
exemplo, HIRSCHMULLER et al, 2002;FUSIELLO et al, 1997), propuseram uma alternativa a técnica de
Kanade e Okutomi (1994). Tal alternativa &€ baseada empitasdfanelas de correlagao. Por exemplo,
Hirschmdller et al. (2002) utilizaram um sistema com cijartelas de correlagao, como ilustrado na
figura 3.2(b). Assim, a correlacao entre pontos utilizadaum valor baseado na correlacao devido a
cada uma das cinco janelas. Pode-se dizer que esse métodosimplificacao da técnica de Kanade
e Okutomi (1994).

Técnicas de correlagao com janelas melhor elaboradasrgam significativamente o custo com-
putacinal do algoritmo. Por isso, neste trabalho, utikigewa configuracao padrao, ou seja, uma Unica
janela com tamanho fixo. Dessa forma, extrema confiangcpd@sdada na transformada censo.
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Figura 3.2: (a) influéncia das oclustes na correlac@o apenas uma janela de correlacao. (b)
correlagcao com 5 janelas. Aqui, em pelo menos uma jansknglhanca é conservada.

§ Abordagem proposta

Para escolher os pares candidatos a correspondéncia¢meat proposta comeca-se aplicando
a transformada censo as duas imagens. Em seguida, parpargdanteressantan;;, da imagem
1, calcula-se a semelhanca entre este e todos os ponteEssaBtesm,;, da imagem 2 que estao
dentro de uma janela de dimensHg x 2, centrada enmny; (figura 2.9, na pagina 19). Entao, o par
¢ij = (my;, my;) que apresentar a maior semelhanga, & considerado undaméicorrespondéncia.

Devido a instabilidade dos algoritmos disponiveis pagasmtar os pontos interessantes nas duas
imagens, na pratica, diversos pontos interessantes damagam nao correspondem a nenhum ponto
interessante na outra imagem. Isso dificulta o processoleghsedos candidatos a correspondéncia
e pode fazer com que exista ambigliidade entre o conjuntardiidatos a correspondéncia, ou seja,
um ponto interessante da imagem 2 forme um par com mais de ota ga image 1. Assim, uma
outra etapa para eliminar a ambiglidade & necessarszetidia na proxima secao.

3.1.2 Eliminagdo da Ambiglidade

A restricao de vizinhanca € utilizada para eliminar emilidade do conjunto de candidatos a
correspondéncia. Para isto, baseado na posi¢ao eetity candidatos vizinhos (secao 2.2.2, pag.
17), definiu-se uma medida da confianga de um candidato@spandéncia. Tal medida foi proposta
tendo como principal critério a simplicidade.

Formalmente, definimos a confiangd¢ab, de um parc;; = (m;;, my;) candidato a corres-
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pondéncia, baseado nos candidatos a correspondénicibogzpela equacao
Reab(c;j) = Z Z S (cij,vr) |, (3.2)
nlkEN(mli) HQIEN(mQJ')

onde®(c;;,vx;) € igual a 1 sén;;, ny) & um candidato a correspondéncia(e;;, vy) < €, Caso
contrario, € igual a zero. Aqui,

|d(my;, n15) — d(mgj, ny)|
d(my;, nyy) + d(mgj, ny)]/2

7(cij, V) = [ (3.3)
€ uma medida do erro das posic¢0es relativas entre os pargsn;;) € (my;, ny ), €<, & um limiar
para esta medida.

Agora, alguns comentarios devem ser feitos:

1. A equacao (3.2) conta o nimero de candidatos a comdépoias que sao vizinhos do candi-
dato(m;;, my;) € possuem posicoes relativas semelhantes;

2. Para que um par, aumente a confianga dg;, pode-se impor que o angule, entremy;n;,
€ my;ny Seja menor que um limiaf,,. Isto aumenta o custo computacional, mas reduz o
namero de falsas correspondéncias.

3. Se mais de um ponta;; € N(mgy;) forma um par candidato com um mesmo ponto
ny € N(my;) (figura 2.8, pag. 17), o somatorio da equacao (3.2) demeac todos os pares
ambiguos como se fossem apenas um Unico par;

4. Naequacao (3.3), pode-se faz@im,, n, ) igual a distancia euclidiana. Contudo, neste trabalho
utilizou-se

d(mx, ny) = |um - un| + |Um - Un|a (3.4)

onde consideramas, = [u,,,v,|” € n, = [tn, v,]T. A equagio (3.4) tem um custo com-
putacional menor que o da distancia euclidiana e o seu usguecao (3.3) nao prejudica o
calculo da confianga dan;;, my;).

Para eliminar a ambigiiidade, deve-se aplicar a equa;ap €m todos os candidatos a corres-
pondéncia e:

1. Candidatos conReab(c;;) < rby, Sao descartados;
2. Caso haja ambigiiidade, prevalece o candidato maisawehfg;

3. Se dois pares ambiguos possuem a mesma confianca,epesajuele que tem a maior
semelhanca.

Seguindo as orientacdes acima, a ambiguidade € elitmiean apenas um Unico passo. Contudo,
espera-se que algumas falsas correspondéncias persBtanisso, a matriz fundamental deve ser
estimada e a restricao epipolar utilizada para elimisdaksas correspondéncias.
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3.1.3 Eliminando as falsas corresporgéhcias

Desde que, neste trabalho, busca-se um conjunto de boaspmmdéncias para estimar a matriz
fundamental. A melhor abordagem para rejeitar falsas sporedéncias € utilizar algoritmos que es-
timem a matriz fundamental de forma robusta, pois, ao mesmpa que as falsas correspondéncias
sao eliminadas, uma estimacao inicial da matriz fundaatee conhecida. Para isto, neste traba-
lho, & utilizado o algoritmo MSAC. Como discutido na sega4.5 (pag. 36), tal algoritmo & uma
atualizacao do RANSAC e funciona bem mesmo quando a aizalgtide falsas correspondéncias &
superior a 50 %.

No algoritmo proposto, a elimina¢do das falsas corredfacias &€ o Unico estagio iterativo. Isto
fornece uma boa relacao entre exatidao e velocidade tu@oninfelizmente, o método nao reco-
nhece uma falsa correspondéncia se 0s pontos que a congsfigarem muito proximos as linhas
epipolares respectivas. Contudo, tais falsas corregpmis nao deterioram a estimagcao da matriz
fundamental.

No proximo capitulo, o algoritmo proposto € avaliado a sficiéncia & comparada com a de
outro algoritmo bastante conhecido na literatura.

83.2 Melhorando a Estima@o da Matriz Fundamental

Nesta se¢ao, um novo método iterativo, mas linear, palaulo da matriz fundamental & pro-
posto. De fato, 0 método apenas melhora uma estimag&agéente. Mais especificamente, dada
uma matriz fundamental, o objetivo & melhorar a estimali#s epipolos, parametros que sao muito
susceptiveis a ruido. Tal objetivo & alcancado reestdn o epipoloe, que minimiza o erro de
Sampson (1982) dado pela equacgao (2.40), na pagina 32.

Inicialmente, uma estimacao inicidly, da matriz fundamental & decomposta pelo teorema 2.2
(pag. 26). Entao, de (2.31) e (2.32), pode-se reescravéd)(como sendo

Y Gial&)? =0, sujeitoas| =1, (3.5)
i=1

ondeG; = ,/gi, comg; dado por (2.41), e

Hoaz + Hojuq; — H3zvg; — Haiuq;v9; + Hagvy — H3ov9;v;
oy = —Hy3 + H3zug; — Hyyuy; + Hzjuoiur; — Higvi; + Haaugv1, ; (3.6)

— Hosug; — Hojugiur; + Hi3ve; + Hi1u1v9; — Hoougv1; + Hiovo;01;

com H;; igual ao elemento daésima linha ej-ésima coluna da matriH (veja o teorema 2.2),

mi; = [uli7’l}1i]T ein = [u2i71)27;]T'

Considerand@3 = [Giay, Gaas, ..., Guo,]T, podemos reescrever o problema (3.5), simples-
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Entrada: n correspondéncia@n;; <~ msy;) € uma estimacad,, da matriz fundamental.
Sdda: matriz fundamentalF', de posto 2 que satisfaz a equacao (2.40).

a) Transforme as correspondéncias de pontos de acord&qgm Tomy; er§12i =
T, msy;, ondeT; e T/, sao matrize8 x 3 que impdem a normaliza¢ao proposta por
(HARTLEY, 1997);

b) Dada a matriF'y, calculeH pelo teorema 2.2;

c) Com as correspondénciés,; < my; ), fazendoG; = 1 e a; dado pela equacao
(3.6), inicialize a matriz3;

d) Compute o epipol@; resolvendo o problema (3.7), através da proposi¢ao B.2;

e) Usando a equacd® = [&;]. H, atualize a estimagzo d&

f) Usando a matriZ" calculada no passo anterior, atualize a mafrigonsiderando
G2 =TT, 2TTh; + 17T, ZTT 1, ondel, = Fn; el; = FTmy;

g) Compute o residuo dado pigBes||;

h) Repita os passos de (d) a (g) até a convergéncia dacssig

i) FacaF = T%[ez]<HT,.

Algoritmo 3.1: Método linear e iterativo para estimac¢ao da matriz fumetatal

mente, como sendo
\|B’é2\|2 =0, sujeito aleq|| = 1. (3.7)

Uma solugao nao-iterativa para o problema anteriorén@ossivel, poi@ depende da matriz fun-
damental. Contudo, uma solugao iterativa, sem o uso dedo€ nao-lineares baseados no algoritmo
de Newton, & factivel. Tal solugcao é resumida no atgui3.1.

A vantagem do método proposto & que a parte iterativa dwiftgp consiste de um problema de
minimizacao extremamente simples. Este envolve a esfimde apenas trés parametros (as coor-
denadas homogéneas do epipé}d. Apesar disso, o algoritmo encontra a matriz fundamental q
minimiza uma aproximacao de primeira ordem do erro gépooépara todo o conjunto de corres-
pondéncias de pontos.

83.3 Estima@o da Matriz Fundamental: Um Novo Método Nao-
Linear

Durante a estimacao da matriz fundamental, a restrigiposto dois deve ser atendida. Caso
contrario, a matriz estimada nao se ajustara bem ao m@nfle correspondéncias, ou seja, a matriz
obtida nao representara a geometria epipolar de forrsdctatia.

Como discutido na se¢ao 2.4.3, utilizando métodos tagea restricdo de posto dois sb pode ser
imposta apds a matriz ter sido estimada. Por isso, métdiméineares que limitam o posto da matriz
estimada obtém resultados mais exatos (segundo oerit@equacao (2.30)). Contudo, tais métodos
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utilizam parametrizacdes que fazem uso das coordenaadideanas dos epipolos. Assim, como
discutido na sec¢ao 2.4.4, dependendo da localizac@eplpolos, a parametrizagcao torna-se instavel.

Uma parametrizacao alternativa & dada pela equacab)(@ag. 26). Esta depende das coorde-
nadas homogéneas do epipolo, logo & mais estavel.

Como discutido na secao 2.5.2 (pag. 42), a mattiem (2.31) esta associada a um plano no
espacdP? e pertence a uma familia de homografias. Assim, consideramé homografidl indu-
zida por um planor, para pontosni; € moy; que nao pertencems temosmy; # AHmy;, onde
A um é fator de escala desconhecido. Como discutido a segtarfato (que representa o paralaxe)
permite estimar um epipolo (§& for conhecida) e, portanto, determinar a matriz fundanhenta

3.3.1 Estimando Epipolos Atraes de Planos

Dada a homografid induzida por um planer, considerando uma correspondéngia;; <
my; ) formada por projecdes de pontos nao pertencenteseamos

p21 ~ Hmy;. (3.8)

Como ilustrado na figura 3.3, o ponf; esta sobre a reta epipolds;, demy;. Assim,ly; ~
(my; X p21). Dessa forma, dadas duas retas epipoldse® 122, €2 pode ser obtido pela intersec¢ao
de tais retas, ou sejag ~ (lo; x ly2). Uma vez ques, &€ conhecidoF pode ser calculada utilizando
(2.31).

O paralaxe entre imagens estéreo ja foi utilizado, pomgike, por Bartoli et al. (2001) e Luong e
Faugeras (1993), para calculo da matriz fundamental. onesta técnica requer a identificacao de
um plano na imagem e a estimacao da homografia associddaanta Infelizmente, um plano nem
sempre esta visivel. Alem disso, os objetos planos nmaigios, por exemplo, paredes e portas, sao,
geralmente, pobres em textura. Logo, sao regides difiteese estabelecer correspondéncias de pon-
tos. Felizmente, na proxima sec¢ao, discute-se um ro&od elimina a necessidade do conhecimento
prévio de um plano.

3.3.2 Paralaxe Virtual

Trés pontos nao co-lineares no esp&odefinem um planer (figura 3.4). Alem disso, desde
gque co-linearidade & uma propriedade invariante a tramsipdes projetivas, trés correspondéncias
(my; > my;), onde: = 1, 2 e 3, e nenhum dos pontas;; sao co-lineares, também definenfveja
afigura 3.4). Alem dissdmy; < my;) satisfaz

ﬁlli ~ Hlﬁgi.

Para cada correspondén¢ia;; <> msy;), a equacao anterior fornece duas equagdes independen-
tes. ContudoH tem nove graus de liberdade. Dessa forma, & impossivelndigia-la unicamente.



3.3. Estimago da Matriz Fundamental: Um Novo Método Nao-Linear 72

Plano

Figura 3.3: Paralaxe induzido pelo plaio

Entretanto, & sempre possivel determinar duas tranafdres deP?, T, eT;,, tal que,

Tpfflll = [17070]T7 T;;ffl21 = [17070]T
Tpffl12 = [07 170]T> T;;ffl22 = [07 1>O]T (39)
Tpffll?) = [07 07 1]T7 T;ﬁlQS = [07 07 1]T

Agora, no sistema de coordenadas definidoPpe T/, H é representada por

a
Il
o o 2
o w o

0
0
0
Além disso, desde que, necessariameHt& nao-singularg, 5 e v sao sempre diferentes de zero.

Assim,H pode ser simplificada como sendo

(3.10)

as

I
o o Q
o L O
= o O
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M

Figura 3.4: Trés pontos 3D e nao co-lineares formam unoptarespaco. As projecdes desses pontos
também sao nao co-lineares.

Logo, considerande;; = [uy;,v1;,t1;]7 e substituindo (3.10) em (3.8), temos
P2j ~ [aulj,ﬁvlj,tlj]T. (3.11)
Além disso, como discutido anteriorments, pertence a reta epipoléy; ~ (my; x €3), ou seja,
(my; x €3) - p2; = 0.

Substituindo (3.11) na equacgao anterior e consideramgo= [ua;, va;, tgj]T €€y = [egu, €2y, €21’
apbs um tratamento algébrico, temos

a] V=0, (3.12)
na quala; = [—uijta;, trjugj, vijtaj, —vijugj, —t1jve;, uijva;)’ €V = [Vi,Va, V3, Vi, Vi, Vs]7,
com

Vi = aegy, Vo = egy, V3 = Beay, Vi = Beay, Vs = eay € Vg = ey (3.13)

Da equacao (3.12), com correspondéncias de pontas;; < my;), temos o seguinte sistema
de equacoes lineares
A,V =0, (3.14)

ondeA, = [ai,...,a,]T.
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Na equacao anteriof.,, tem posto cinco. Logo, (3.14) pode ser resolvido utilizaagooposicao
B.2. Alem disso, substituindo (3.10) em (2.31) e consiadoa(3.13), podemos escredéem funcao

do vetorV, ou seja,

0 —€9t €2y a 0 0

ey 0 —ex| |0 B8 0
—€2% €24 0 0 0 1

0 —Bear ez

ey 0 —e9y (3.15)
—Qey 56211 0

0 Vi W

Ve 0 -V (3.16)
i V3 0

A equacao (3.14) & linear e possui apenas cinco parasietlependentes. Considerando os trés
pontos(m;j; <> my;), utilizados para calculdl', e T/, sao necessarios oito correspondéncias para
estimar a matriz fundamental a partir de (3.14).

Apesar de dispensar a identificacdo de um plano, o métoduadhlaxe virtual possui alguns
problemas muito graves, listados a seguir.

v Devido a substituicao de vari

aveis em (3.13), utilizadea tornar o problema linear, a matriz

obtida em (3.16), geralmente, ndao tem posto dois. Por éssa, restricao tem que ser imposta

a posteriori

v" Como no caso do algoritmo dos 8 pontos, a solucao de (8.t)ito dependente do sistema
de coordenadas utilizado. Contudo, devido a restricd),(8 conjunto de pontos nao podem
ser normalizados como sugerido por Hartley (1997) (s€¢a®).

v As transformacded’, e T; podem fazer com que o problema (3.14) torne-se muito mal-
condicionado. Geralmente, isto torna a matriz fundameastainada inutilizavel.

Infelizmente, o método do paralaxe virtual nao tem apkceapratica, pois a matriz fundamental
obtida pelo método & muito dependente das transforesp e T),. Assim, como demonstrado

empiricamente no proximo capitul

0, dependendo da eaatdis correspondéncidmi; < msy;), 0

resultado pode variar entre o “excelente” e o “indtil”. @uio, na prbxima sec¢ao, apresenta-se uma

metodologia que fornece um excel

ente método nao-lineseddo no paralaxe virtual.

3.3.3 Paralaxe Virtual: Método N&io-Linear

Para que a restricao de posto

problema do paralaxe virtual torna-

dois seja satisfeita, (Bd@)pode ser utilizada. Neste caso, 0
se nao-linear. Cantadrzantagem evidente & que (3.15) fornece
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uma excelente parametrizacao de posto dois, com aper@spgarametros, para a matriz fundamen-
tal. Como demonstrado empiricamente no proximo capitalgparametrizacao funciona muito bem
gquando os epipolos estao no infinito ou proximo ao centriondgem.

Outro problema do método do paralaxe virtual & a escolbardasformace®, e T,,. Hartley
(1997) demonstrou que o problema de estimar a matriz funciaherna-se bem melhor condicio-
nado se forem aplicadas transformac@es T/ (se¢ao 2.4.3), respectivamente, as imaderesl,.
Por outro lado, escolhidas trés correspondén@ias < my;), as matrizesl’,, e T;, tornam o pro-
blema mal-condicionado. Por isso, mesmo usando uma almrdago-linear, a matriz fundamental
obtida € inexata (segundo o critério da equacgao (2.30))

A solugdo para este problema nao é a alternativa obuiagja, faze', = T, eTfD = TY%, pois,
dessa forma, as seguintes correspondéncias nao sseiti

(Tomyy = [1,0,0]" «» T, my = [17070]T)>
(Tomye = [0,1,0]" «» Ty, = [0,1,0]7), (3.17)
(Tomys = [0,0,1)7 «» T mys = [0,0,1)7).

Assim,H nao tem a forma (3.10) e o algoritmo do paralaxe virtual m@ae ser aplicado.
A solugao correta & escolher as transforma¢bge T), que mais se aproximam d&, e T e
satisfaca (3.17) exatamente. Isto pode ser feito comasegu
i) Calculam-s€T; e TY, como discutido na se¢ao 2.4.3.

ii) Calculam-se os pontos
;= T5'[1,0,0]", 1y = Tf '[1,0,0"
)y = T5'[0,1,0]7, 1hgy = T4 1[0,1,0]” (3.18)
g = T5'(0,0,1]", g = T4 '(0,0,1]7.
iiiy Parai = 1,2 e3, minimiza-se
d2(IY11i, Elll) + d2(ﬁ12i, I?lgi), SUjEitO aIYI%;FQIYlli, (319)
ondeF, & uma estimacao inicial da matriz fundamental.

iv) Com as correspondénciasn;; <> my;), obtidas, calculam-s&, e T, que satisfazem (3.9).
Agora, as observa¢des a seguir devem ser consideradas.

v Nabusca pelas transformaco@s, e T/, ideais, 0 método anterior necessita de uma estimagao
inicial, Fy, da matriz fundamental. Contudo, desde que, na praticaluga de problemas
nao-lineares necessitam do conhecimento prévio de ulmgdsoaproximada para o problema,
este requerimento € perfeitamente viavel.
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v" O problema em (3.19) & semelhante ao problema em (2.923al@sna, ele pode ser resolvido
de forma idéntica.

v Pela metodologia proposta, as correspondéngias < my;), ¢ = 1,2, €3, sao “corres-
pondéncias virtuais”, ou seja, nao fazem parte, de fatogahjunto de correspondéncia de
pontos utilizado na estimacao.

v SeF, for uma estimac¢ao “ruim” da matriz fundamental, as cqroesiéncias virtuaigm;; <
my;), funcionardo como falsas correspondéncias. Contudmocdiscutido no proximo
capitulo, o algoritmo proposto & bastante robusto comcée a uma estimagao “pobre” da
matriz fundamental.

Como discutido na secao 2.7.2, para resolver (3.19)céssario obter-se todas as raizes de um
polindmio de grau seis. Contudo, (3.19) pode ser refordoutie uma forma linear como segue.

i) Para cada pontény;, i = 1,2, 3, em (3.18), encontra-se o ponio,; que minimiza
d?(mg;, thy;), sujeito a(Foriy;) - my; = 0. (3.20)

A solucao do problema anterior corresponde a encontramtopn,; mais proximo densy; e
gue esta sobre a retg = Forny;, ou sejamy; € a projecao ortogonal da,; emiy;. Logo, my;
pode ser encontrado, de forma linear, através da prdpmaic2.

ii) Considera-seI',, = T €, com 0S pontomy;, i = 1,2, e3, calculados no item anterior, estima-
seT;, que satisfaz (3.9).

Com a abordagem anterior, todo o erro & transferido pargumda imagem. Contudo, agora, as
transformacged’, e T), sdo obtidas de forma extremamente simplificada.

Uma vez queT, e T, tenham sido determinadas, a minimizagao nao-lineae jsed efetuada
para querF seja estimada. Mais detalhes sobre tal minimizacao adosia seguir.

3.3.4 Detalhes da Minimizaéo

Para estimar a matriz fundamental, a parametrizaca)(8dve ser utilizada em conjunto com
um critério a ser minimizado. Para derivar tal critérieye ser observado que as correspondéncias
(m,; < my;) relacionam-se com a matriz fundamentaldo novo sistema de coordenadas (definido
por T, e T,), por

F; =my, T FT,m;; = 0. (3.21)

Além disso, como usual, considere as corresponderiaigs < my;) corrompidas, independente-
mente, por um ruido gaussiano de média zero e variancideste caso, as matrizes de covariancia
sao dadas por

10
Amyy = Amy; = o [0 1] : (3.22)
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Contudo, apos as transformac8Es e T, serem aplicadas as correspondéngias ; < my;), a
equacao anterior deixa de ser uma suposicao razodaml.conta disso, um critério que levara a
melhores resultados & um que preserve a distribuicaoido do sistema de coordenadas original.
Um critério com tais caracteristicas &

m];n Z gj (rﬁ%}T;T]?‘Terllj) 2, (3.23)
J

ondeg; = o; * eo; & a variancia de (3.21).

Considerando (3.22), a matriz de covariancia dos pontoscamdenadas homogéneas &
Ay, = Amy, = 0° diag(1,1,0).
Agora, podemos derivar uma aproximagao de primeira ongao ;, ou seja,

2 - (2% TA~ 07 ) 4 (27 TA~ 07;
omy; ) M\ Omy Omy; ™25\ Oma;

= (2T, + 1T, 2T iy ),

<

ondeZ = diag(l, 1, 0), ilj ~ FTI’YIQJ' eigj ~ Fﬁllj.

Da equacao anterior, desde que multiplifz-‘grporo—2 nao altera o resultado de (3.23), podemos
fazer

1

9= (ilTjTPZTgilj +ig;T;ZT;,T12j> ' 5249

O método nao-linear proposto (resumido no algoritmo @) a vantagem de estimar a matriz
fundamental com baixo custo computacional (comparado &bsdos que utilizam a parametrizacao
discutida na secao 2.4.4), pois constitui um problemglgsnde otimizacao com apenas cinco
incognitas e um Gnico caminho de busca. De fato, naoesrishhum outro método geral (que nao
se restringe a conjuntos binoculares com alguma geomedriecydar) na literatura que utilize tao
poucas incognitas.

3.3.5 Aperfeicoamento do Mtodo

Apesar da parametrizacao (3.16) utilizar as coordenhdamgéneas do epipolo, a exatidao do
algoritmo proposto varia com a localizacao dos epipdlismo sugerem os resultados experimentais
do proximo capitulo, melhores resultados sao obtid@da os epipolos estdo proximos ao centro
das imagens. Infelizmente, esta ndo € a configuracas coaium. Para contornar este problema,
podemos aplicar transformacgdes projetiVBse T, ao conjunto de correspondéncias, de modo que,
no novo sistema de coordenadas, os epipolos nao estadimwinlsto pode ser realizado como
segue.

1. Fagdl'; e T} iguais a matriz identidade;
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Entrada: n correspondéncia@nm;; <»my;) e uma estimagao iniciak,, da matriz fundamental.
Sdda: Uma matriz fundamentaF', de posto dois.

a) Calculam-sé&'; e T, como discutido na se¢ao 2.4.3.
b) Calculam-se os pontos

g, = T54[1,0,07, 1hgy = T Y [1,0,0]7
o = T51[0,1,0)7, 1hgy = T4 1[0,1,0]7
s = T5'[0,0,1)7, 1hgs = T4 1[0,0,1]7.
c) Estima-se(my; <> my;), i = 1,2, e3, resolvendo o problema (3.19) (método
6timo) ou o (3.20) (método linear).

d) Com as correspondéncigsn;; <> my;), obtidas, calcula-s&',, e T; gue satisfa-
zem (3.9).

e) Estima-s&' resolvendo

mfin Z gj (Iﬁ%}T;TFTpIﬁlj) 2,
J

onde

1
g9i = | = — — |-
’ <1ITJ.TPZT§1U + lng;ZT;Tlgj>

f) Transfere-se a matriz fundamental estimada no itemianteara o sistema de co-
ordenadas original, ou sejR,= T;TFT,,.

Algoritmo 3.2: Novo método nao-linear, baseado no paralaxe virtuag pstimacao da matriz fun-
damental.

2. Com uma estimacao inicialFy, da matriz fundamental, calcule os epipoles =
[e1u, €105 elt]T eey = [eay, €, e2t]T;

3. Sele1y| > |e1t|, permute as linhas 2 e 3 de matiiz;

4. Seleg,| > |eat|, permute os elementas, e ey, € as linhas 2 e 3 d&;

5. FagaF, = T,F,T7/, e;

6. Dado o conjunto de correspondéncias,; < msy;), apliqueT; e T} am;; e my; respectiva-

mente.

Os passos anteriores levam a maktjze as correspondénciési; < my;) & Um novo sistema de
coordenadas, no qual os epipolos de ambas as imagens dEstings ao centro das imagens. Alem
disso, comdr; e T, sao transformagdes de permutacao, o custo compotditserido no problema
& muito baixo.

Para conservar a distribuicao do ruido, no algoritmo&etjuacao (3.24) deve ser substituida por

1
N —— — . 3.25
% <1lTijTtZTtTT;511j + lg;T;,TgZT;TT;Tb) 29
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83.4 Calibracdo eséreo com um baséo graduado

As teorias de calibracdo automatica de cameras suorgii@busca por uma maior flexibilidade
no processo. Como visto no capitulo anterior, a um custopatexional extremamente elevado,
tais teorias permitem que a calibracao seja realizadantiia operacao normal da camera. No caso
de um conjunto binocular, as restricdes extras tornanomercusto computacional do processo de
calibracao automatica. Contudo, mesmo na visao exsté&r autocalibracao nos leva a resultados
pouco exatos. Por conta disso, na pratica, a calibrdéasica &€ muito mais utilizada.

Na calibracao classica, os parametros da cameralstéins com extrema exatidao. Contudo,
neste caso, um objeto (o gabarito de calibracao) deveoséw po campo de visao da camera sempre
gue a calibracao for necessaria. Tais objetos, alenxige gue a operacao da camera seja interrom-
pida, sao dificeis de manufaturar, pois exigem que suasrides e forma sejam conhecidas com
extrema exatidao.

Nas sec¢des seguintes, um novo método de calibracamd®njunto binocular & proposto. Este
utiliza, como gabarito de calibracao, um bastao gradued seja, um objeto de uma Unica dimensao.
Por usar um gabarito de confeccao mais simples e dimemedezidas, o método proposto permite
efetuar a calibracao de forma flexivel, mas com exatidao

3.4.1 Exedjibilidade Matematica

Uma vez que a matriz fundamental de um sistema binoculaateidb estimada, uma calibracao
projetiva pode ser realizada facilmente (secao 2.5g, gf2). Aleém disso, tal calibracao pode ser
atualizada para uma calibracao euclidiana se uma m@triz, (teorema 2.4, pag. 43), for conhecida.
O método de calibracao proposto estiay utilizando, como gabarito, um bastao de comprimento
conhecido que se desloca livremente na frente das cameras.

A transformaddl p possui nove graus de liberdade. Por isso, inicialmentes dewverificado
se um gabarito na forma de um bastao fornece restric@ietesties para que todos os parametros de
T pr sejam conhecidos unicamente.

§ Solu@o com Apenas Dois Pontos

Utilizando, simplesmente, uma haste de tamanho conhecith@ gabarito, tem-se apenas dois
pontos 3D M;y; e My; (figura 3.5(a)), para auxiliar na calibracao. Como asquidgs desses pontos
pertencem, necessariamente, ao mesmo plano (figura 24.02p), as equacdes em (2.13) (pag. 21)
fornecem apenas trés restricdes para cada ponto 30mAssia haste deslocar-se livremente, para
deslocamentos, temés equacdes independentes. Por outro 1&de; pode ser expresso em funcao
das trés coordenadas N&;; e duas incognitag; e ¢;, ou seja,

My; = My; + L[sen 0; cos ¢;, sen 0;sen ¢;, cos HZ-]T, (3.26)
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onde L & o comprimento da haste de calibraca®) e ¢; sao angulos que definem a orientacao da
haste. Dessa forma, panadeslocamentos livres da haste de calibracao e consite@graus de
liberdade déT' p, tem-se um total d@+ 5n incognitas. Assim, com = 9 deslocamentos, & possivel
estimarT pg unicamente.

Se um ou mais pontodyI;;, j > 3, forem acrescentados a haste de calibragao (figura)B.5(b
considerando que as distanci#§M;;, M ;;) e d?(My;, M;;) sao conhecidas, cada poitb;; pode
ser escrito em funcao das coordenadas dos pontos ex{rdfiips Ms;, Ou seja,

M;; = A;My; + Agj Moy, (3.27)

onde);; e \y; sao constantes conhecidas que depended? @d ;, M;;) e d?(My;, M;;). Assim,

a inser¢cao de um ou mais pontos & haste de calibragii@ar@scenta nenhuma incognita ao sis-
tema. Contudo, como discutido a seguir, esses pontos éxtreem mais restricdes que reduzem o
nimero de deslocamentos necessarios a calibracao.

§ Solugo com Trés Pontos

Considere um bastdo com uma graduacao de trés pavitns Ms; e M3; (figura 3.5(b)), com
posicOes relativas conhecidas. Pardeslocamentos do bastao, os poritds; e Mo, fornecemén
equacdes independentes. Contudo, desde que o terceito geve ser co-linear ®y; e My;, 0
pontoM3; fornece apenas equacdes independentes. Dessa forma, tem-se um tatal-de = 7n
equacdes e, como antes, apemassn incognitas. Assim, a calibracao €& possivel com apemes
deslocamentos e cinco pares de imagens estéreo.

§ Solugio com Quatro ou Mais Pontos

Considere um bastao com quatro pont®k;;, j = 1,2,3 e4, com posi¢coes relativas conheci-
das. O pontdViy;, entre 0s pontos extremos da haste, deve satisfazer gd@estié razao cruzada
(sec¢ao A.1, pag. 116) com os ponfdk;;, My, e M3;. Dessa formaM,; nao fornece equacdes
independentes, pois uma vez que as projeco®d geM,; e M 3; tenham sido obtidas, a projecao de
M,; € completamente determinada. Com isso, uma quantidadent@spsuperior a trés nao acres-
centa nenhuma restricao ao problema. Contudo, na @ratiaso de mais pontos e mais de cinco
deslocamentos & aconselhavel, pois reduz a influénaiaido.

3.4.2 Basho com movimento irrestrito: Solugdo linear

Em um deslocamento (indexado pyprde um bastao de calibracao cgnpontos marcados, te-
mos uma correspondéncian; j; <~ my;;) para cada pontd1;;, ondej = 1,2...¢, pertencente ao
gabarito. Como tais correspondéncias podem ser obtida®gatidao, apoa deslocamentos, a ma-
triz fundamental do sistema pode ser estimada com excgletesao usandgx n correspondéncias
e, por exemplo, o método da se¢ao 3.3.
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(b)

Figura 3.5: Esquemas de calibragcao estéreo com uma hktando: (a) um bastdo de comprimento
conhecido e (b) um bastao com trés pontos, cujas pasigletivas sao conhecidas.
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Uma vez que a matriz fundamental for conhecida, ela podetiigada para obtermo® e P’.
Dessa forma, uma reconstrugao projetidd,;, de cada pont®I;; pode ser obtida. Além disso, da
equacao (2.51), temos

Mﬂ ~ TpEMji.

A equacao anterior pode ser transformada em uma iguakiadensiderarmos qUBp € dada por

(2.52), ou seja,
1
Mj; = ——A"'M;;. (3.28)

MW

J

Como o comprimental,, e a graduacao (distancia entre um ponto e outro) dabastd conhe-
cidos, as coordenadas dos pondMs;, paraj = 3,4...¢q, podem ser expressas como fungao dos
pontos extremos, ou seja,

M;; = A;My; + Ao Mo, (3.29)

onde\;; e \o; dependem da graduagao do bastao, mas sao conhecidos.

Substituindo (3.28) na equacao anterior e multiplicaaadbos os lados da equacao partemos

1 1 1
——Mji = Mj—5—Mui + Aoj —7—My;.
Apbs alguma manipulacao algébrica, a equacao anterina-se
u;W =0, (3.30)
onde M M M M
ul, = My, + 1 (Mg X M) - (Mo x J)M;. (3.31)
Agj(Mai X M) - (Ma; x My;)
Considerando um bastao cem> 2 pontos, a equacgao (3.30) nos leva a
U,;W =0, (3.32)
onde
qu = [U_gi, u4; ... uqi]T

Parag > 4, a equacao (3.32) possui apenas duas equacdes indaepesdPor isso, desde que
W possui trés graus de liberdade, no minimoz> 2 deslocamentos sao necessarios para estimar
W unicamente. Além disso, com mais deslocamentos podenassregundancia para reduzir a

influéncia do ruido resolvendo
Un

U
.q2 W =o0. (3.33)
Uy

O sistema de equacgdes anterior pode ser resolvido conpagicao B.2. Alem disso, 0os pontos
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M;; podem ser normalizados pela transformaggqsecao 2.5.1, pag. 39). Neste caso, o v&tor
no sistema de coordenadas original pode ser obtido utilizae o lema 2.5.1 (pag. 54).

Uma vez quéWw foi estimado, considerando apenas a camera que estageanodio sistema de
coordenadas, temos as seguintes relacdes

My; = Zi; A" tmyy,,
My; = Zo; A 'myy;, (3.34)
M;; = Z; A" my
ondeZ,; & a profundidade, ou seja, a coordenadde M,;, em, ;; € a proje¢cao dd/1,; na imagem
I;.

Desde quéW ja & conhecido e considerando (3.28), temos

Zm'
Ly = Sw?
M, W (3.35)

= wﬁxb

ondeZ,; & a coordenad& de M_; e S,, € uma constante inserida para levar em consideragcao que
W & um vetor homogéneo. Observe diygdepende apenas & e nao dos pontasm,;.

Agora, como o comprimentd,, e a graduacao do bastao sao conhecidos, para deternina
podemos utilizar as equacdes a seguir

|IMg; — My;|| = L,
;|| Ma; — My;|| = L,
a1]|My; — My;f| = L,

ondeay; = 1/(1 — Azj).

Se substituirmos (3.34) nas equacdes anteriores, temos

||SwA_1(ﬁ2iﬁl12i — Brmyy)| = L,
;|| S AT (Boimg; — By i) || = L,
][ Sw AT (Bt j; — Bumyy) || = L.

A equacao anterior &€ equivalente a

M2, BMyy; = L?,
(crz;)*M3;;BMyj; = L2, (3.36)

(2

(alj)2MJTMBMjM =12

ondeM,; = (BpiMig; — Byimiy,) €B = S2A~TA~! & amatriz do cone absoluto (se¢&o 2.5.3,
pagina 46).
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Levando em consideracao que
a’Ba = [a?,2a1a9, a3, 2a1a3, 2aa3, a2] ™, (3.37)

ondea = [al, as, ag]T eb = [blla blg, bgg, b13, b23, bgg]T, Combij igual ao elemento daésima linha
e j-ésima coluna di, o sistema de equacdes (3.36) pode ser representado por

V,b=L"L, (3.38)

ondeV; & uma matriz que depende dos coeficientes dos veldrgs da equacao (3.36) como indi-
cado por (3.37) & = [L,L,...,L]T.

Independente do nimero de pontos existentes no basta@iliecao, apenas uma das equacdes
em (3.36) & linearmente independente. Entao, c@Bmem seis graus de liberdade (um fg e
cinco deA~!) sAo necessarios > 6 deslocamentos para estimBrunicamente. Assim, com
deslocamentos, podemos usar (B.3) para resolver

b=L"L. (3.39)

Uma vez quéB for conhecida, a matrig,, A ~! pode ser obtida dB através da decomposiczo de
Cholesky (pag. 120). Em seguida, se necessario, os pMitps My; podem ser obtidos de (3.28) e
(3.26) respectivamente.

As projecdes, na imager, dos pontos do bastdao podem ser normalizadas atravéansfotr
madaT; (secao 2.4.3, pag. 28). Neste caso, 0s parametrossetos no sistema de coordenadas
original podem ser obtidos pela equacao a seguir

A=T,'A,, (3.40)

ondeA,, &€ a matriz da camera 1 obtida com os pontos normalizados.

O método proposto é resumido no algoritmo 3.3. Infelizimetal método & muito instavel. De
fato, apesar do vetdV ser estimado de forma satisfatoria, na presenca de, mitatrizB estimada
pelo método proposto nao & positivamente definida eaptwrt a decomposi¢cao de Cholesky nao
pode ser aplicada. Por isso, na proxima se¢ao umaamhs-linear para o problema & proposta.

3.4.3 Basho com movimento irrestrito: Solugao nao-linear

O meétodo da se¢ao anterior minimiza um critério semis@uo geométrico. Este & um dos
motivos que contribuem para que o mesmo nao forneca benkados na presenca de ruido. Con-
tudo, desde que o conceito de distancia nao & valido pace$?, os pontos 3DM ;, no espago
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Entrada: Todas as projecbes dos pontos de um bastao de calibrag@seja,n corres-
pondénciagm;y; <> moy;), n correspondéncia@m;q; <> mog;) € n(q — 2) corres-
pondénciagm j; <> msy;j;).

Sdda: P eP’, as matrizes de projecdes das duas cameras.

a) Estime a matriz fundament®, usando todas as correspondéncias disponiveis.
b) Usando a equagao (2.48) e o teorema 2.3, calcule azesR®eP’.

c) Usando o método da secado 2.7 e as matrResP’, realize uma reconstrugao
projetiva e obtenha pontos 3DM;, n pontosMy; e n(qg — 2) pontosM ;.

d) Normalize os pontos 3D com a transformafap(secao 2.5.1).

e) Utilizando a proposicao B.2, resolvendo o sistema degies (3.33) e estime a
equacaow, do plano no infinito.

f) FacaW = TI'W.

g) Normalize as projecOes sohfeusando a transformacado, (secao 2.4.3).

h) EncontreB resolvendo (3.39).

i) EncontreA~! e S,, decompondd3, usando a proposi¢ao B.1.

j) FacaA~' = A" 1Ty e W = W/S,,.

k) Monte T pr usando a equacao (2.52), na pagina 43.

) FacaP = PT,,eP' =P'Tyy.
m) Se necessario, encontre os porihs usanddI' px e (3.28), ou usanda e (3.34),

ou ainda usand®, P’ e 0o método da se¢ao 2.7.
n) Se necessario, encontre 0s angdlos¢; de (3.26).

Algoritmo 3.3: Calibracao de um conjunto binocular com um bastao comimevto irrestrito:
Solucgéo linear.

projetivo, nao podem ser utilizados para definicao de dtarim de otimizacao. Assim, tal critério
deve envolver as projecdes dos pontos do basifig; € my;;, nas imageng; e I,. Uma solugao
possivel, que age nas projecdes dos pontos em uma imagém

Toi(Pa) = ||fe; = P Tr M, . (341)

+ Hﬁ]wQZ - PZCT}_DIEMZZ

q
+ 3 [ - P TR ML,
=3

ondeP, & uma matriz de proje¢cao candnica [equacao (2.48), 92],1/\7122- & dado por (3.26) ﬁji
€ dado por (3.29).

Assim, considerando um bastao comontos marcados:epares de imagens estér&dy  pode
ser obtida minimizando-se o critério simétrico a seguir

n

Z [J1:(P) + J2i(P)] - (3.42)

i=1

A solucao da equacao anterior envolve a solucao de nablggma de minimizacao nao-linear.
Normalmente, faz-se necessario uma estimacao inieiddhs as incognitas envolvidas no problema,
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ou seja, da matriA, do planoW, dosn pontosM; e dosn angulosd; e ¢;.

Uma estimacao inicial dA e W pode ser encontrada pelo método discutido na se¢caaanter
Contudo, se a matriB, a matriz do cone absoluto, nao for positivamente definddgode ainda
ser obtida considerando-8g, = /2, po = [ug,vo]” € igual ao ponto central dA, Ngpy = 1, €
obtendo-sef, por exemplo, das especificacdes da camera dadas petmafab.

Uma vez que uma estimacao inicial Aee' W esteja disponivel, os pontd4; podem ser obtidos
de (3.28) ou (3.34), e 0s angulése ¢; de (3.26).

O método discutido nesta secao & flexivel, pois na@empstricdo ao movimento que o bastao
de calibracao pode realizar. Contudo, na falta de um doétstavel para obtencao de uma estimacao
inicial das incognitas envolvidas no problema, o algasitppde convergir para um minimo local.
Além disso, para pares de imagens, 0 problema envolve uma otimizacadimgar- de uma fungao
com9+ 5n incognitas. Porisso, na proxima secao, propde-se étodp alternativo que insere novas
restricdes ao problema, mas aumenta a robustez e redimera de incognitas.

3.4.4 Basio com uma extremidade fixa

Para simplificar o problema, propde-se uma restricao @amento do bastao, ou seja, que uma
das extremidades do bastao esteja sempre em um mesmo pPontexemplo, podemos considerar
que o pontdVIy; seja fixo, mas que a outra extremidade do bastao, o pdnidveja a figura 3.5(b)),
pode deslocar-se em todas as dire¢des. Isto & equvadarzeM,; = M; em todas as equagoes.
Essa consideracao simplifica as equacdes e insere ohaistez ao método.

Em uma seqiiéncia deimagens estéreo, apesar do poMg estar fixo, na presenca de ruido,
€ esperado obter-separes de correspondéncias; < msyi;), todos ligeiramente diferentes entre
si. Entao, o primeiro passo para efetuar a calibrac&iifmar os pontosn;; € mo;, as verdadeiras
projecdes do ponto 3V, respectivamente, nas imagehse I>. Tal estimacao pode ser realizada
pela média, ou seja,

_ 1 — _ 1 —
My = z;mlli e my = z;mzu- (3.43)
1= 1=

A correspondéncidm;; < myo;) nAo satisfaz, necessariamente, a equacao fundamarita).(
Por isso, devemos encontrar a correspondé&maig < mso; ) que minimize a funcao a seguir

d2(IT111, m11) + d2(1ﬁ21, mgl), sujeito aﬁlglFﬁlll. (3.44)
A solucao do problema anterior pode ser obtida com o proeato discutido na se¢ao 2.7.2, na
pagina 60.

Uma vez que as projecdes Mg tenham sido estimadas, podemos realizar uma reconstpuga
jetiva utilizando as correspondénci@s;; <> msy;), (my2; <> myy;) € (my;;<>my;;). Em seguida, o
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planoW pode ser estimado resolvendo-se o sistema de equac8a} (hnsideranddM; = M,
na equacao (3.31).

Agora, substituindo as equac¢des em (3.34) na equac2®)(&pos uma manipulagao algébrica,

temos B N N N
Ty = — 7 Arj(my X myy) - (Mg X myj;)

— — — — , 3.45
"Ngj (Myg; x My j;) - (Myg; X myj;) (3.45)

ondeZy; e Z sao, respectivamente, as profundidade®dtg e M;.

A matriz A pode ser obtida considerando a equacao a seguir
[Ma; — My, = L,
ou seja, substituindo (3.34) na equacao anterior, temos
|A™Y(Zoyithig; — Zymy )| = L.

Por sua vez, substituindo (3.45) na equacao anterior gdemandaz; dado por (3.35), temos

1S AT il = L, (3.46)
onde 2 " B B N
Y = NTl (ﬁlll + 1j(r~n11 X njljz) : (fflm‘ X H~11jz) ﬁlm>
M, W Agj(Myg; X mMyj;) - (Myg; X mMyj;)

A equacao (3.46) € equivalente a
Y/ BY;; = L% (3.47)

onde, novamentd3 = S2A-TA1L.

Para um bastao de calibracao cor» 3 pontos, temos$g — 2) equacdes iguais a (3.47). Alem
disso, o resultado em (3.37) permite-nos representar qascées em um sistema como em (3.38).
Em seguida, considerandopares de imagens, a matipode ser estimada resolvendo (3.39), onde
asn matrizesV,; dependem de (3.47).

Considerando um @nico par de imagens, para um bastag cepontos, (3.47) fornece apenas
uma equacao independente. Novamente, semelhante atidbsca secao 3.4.2, a matiix ndao &
homogénea e tem seis graus de liberdade. Dessa formaga@gsarios > 6 pares de imagens para
estima-la completamente.

Se as projecdes dos pontos do bastao forem normalizadagtodo proposto prové uma 6tima
solugcao mesmo na presenca de ruido. De fato, de uma fgenad, a solucao de (3.39) para este
método fornece uma matr8 positivamente definida. Sendo assim, a makjzom os parametros
intrinsecos da primeira camera, &€ sempre obtida de featiafatoria. Contudo, se uma exatidao
maior for necessaria, pode-se minimizar um critério dbame ao da equacao (3.41), ou seja,

Jzi(Pz) = Hﬁln —'PxTJ_:,lL;M1H + Hﬁlm ~ P, TphEMy; . (3.48)

q
+ ZHHIIJ@ —P.TppMjy;
=3
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Entrada: Todas as projecbes dos pontos de um bastao de calibrag@seja,n corres-
pondénciagm;y; <> moy;), n correspondéncia@m;q; <> mog;) € n(q — 2) corres-
pondénciagm, j; <>myj;)

Sdda: P eP’, as matrizes de projecdes das duas cameras.

a) Estime a matriz fundament®, usando todas as correspondéncias disponiveis.
b) Usando a equagao (2.48) e o teorema 2.3, calcule azesReP’.

c) Calcule(m;; <my;) usando (3.43).

d) Calcule(m;; < msy;) resolvendo o problema (3.44).

e) Usando o método da secao 2.7 e as matfesP’, realize uma reconstrugao
projetiva e obtenha o ponté, n pontosMy; en(q — 2) pontosM j;.

f) Normalize os pontos 3D com a transformac¢Beo(secao 2.5.1).

g) ConsiderandoM; = M;; e utilizando a proposicao B.2, resolva o sistema de
equacdes (3.33) e estime a equaddn,do plano no infinito.

h) FacaW = TI'W.
i) Normalize as projecdes sobfe usando a transformacdo, (secao 2.4.3).

1) Encontre B resolvendo (3.39), considerando asmatrizesV; dependentes de
(3.47).

k) EncontreA~! e S,, decompondd3, usando a proposi¢zo B.1.
) FagaA~! = A" 1Ty e W = W/S,,.
m) MonteT pg usando a equacgao (2.52), na pagina 43.
n) FacaP = PT,, eP’ =P'Tpy.
0) Se necessario, encontre os potbg usanddI pg e (3.28), ou usandA e (3.34),
ou ainda usand®, P’ e o método da secao 2.7.
p) Se necessario, encontre os angdlas¢; de (3.26).

Algoritmo 3.4: Calibragdo de um conjunto binocular com um bastao comimmeo restrito:
Solucao linear.

Evidentemente, para obter-se uma solucao que se ajusteade pontos das duas imagens, o
critério anterior deve ser utilizado para minimizar (3.42

A solucgao inicial necessaria a minimizacao na@dinpode ser obtida com o método linear pro-
posto no inicio desta secao e resumido no algoritmo 3.4.

Considerando uma das extremidades do bastao sempre fo@raenadas do ponbd; sao as
mesmas em cada imagem. Assim, para uma sérnigpdees de imagens, o niUmero total de incognitas
do problema sao 9 parametros referentes a transfawigz, as 3 coordenadas &4, osn angulos
0; en angulosp; que definem os pontdsl,; segundo (3.26).

§ Estimagdo do ponto fixo

Na pratica, a projecao do ponto fixo do gabarito 1D nagipeeestar presente nas imagens, pois
esta pode ser estimada a partir dos outros pontos visiegjalshrito. Isto & possivel porque, em uma
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dada imagem, as projecOes do gabarito definem uma;redasim, dadas imagens, a projecao da
extremidade fixa do gabarito & o ponin, que &€ comum a todas as retas. Assim, tal ponto pode ser
estimado resolvendo

Lm =0, (3.49)

ondeL = [Iy,la, ... 1,7,

Uma vez que a projecao do ponto fixo das imagens de cada wcameras tenha sido estimada,
o resultado pode ser refinado resolvendo-se o problema)(3.44

3.4.5 Detalhes da minimizago nao-linear

A complexidade da maioria dos métodos de otimizacdao ataneom o nUmero de variaveis.
Por isso, o nUmero elevado de variaveis que precisam Seragas € uma grande desvantagem do
método proposto. Contudo, como discute-se a seguir, algearacteristicas do problema podem ser
utilizadas para reduzir a complexidade significativamente

Como discututido na se¢ao B.4, na pagina 122, os algositthe otimizacao consideram a funcao
a ser minimizada igual &(Y) = X, ondeY sao os parametros a serem estimad&swalores me-
didos. Inicialmente, usando a mesma notacao da sedacdhsidere qud&” possa ser particionado,
ou seja,
Y = [, dT]T. (3.50)

Assim, a matriz jacobianal, da equacao (B.5), na pagina 123, pode ser dividida esildocos,
ou sejaJ = [C|D], ondeC = [0X/dc] eD = [0X/0d]. Logo, a equacao (B.6), na pagina 123,

torna-se
Oc
0q

Apbs alguma manipulacao algébrica, a equacao anteoide ser reescrita como sendo
U-GV~t 0] |6
GT V| |44

ondeU = CTC,G =C'D,V =D"D,ec = CTeeep = DTe.

CTe
DTe

c’c c¢'™D

, 3.51
D’Cc DTD (3:51)

ondeA = [67, 677 (veja a se¢ao B.4).

(3.52)

_ |ec— GV~ lep
€D ’

A solucao do problema anterior pode ser dividida em dugsast A primeira consiste em encon-
trar &, resolvendo
(U-GV G, =ec — GV lep (3.53)

e, em seguidaj), pode ser encontrado resolvendo

Vi, =ep— GTé,. (3.54)
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Agora, observe a estrutura do problema da secao 3.4.3.uécéq (3.41) pode ser vista como
tendo a mesma estrutura de (B.4). Neste caso, o ¥et®rcomposto pelas coordenadas dos pontos
que compdem as correspondéncfas; j; < my;;). Assim, os elementos d¥ sao os parametros
intrinsecos da camera 1, a equagao do plano no infiWtpe as coordenadas dos ponids;.

Observe também que, por exemplo, o paramikg influencia apenas as coordenadas dos pon-
tos da correspondéncian;,3 <> mas93). Por outro lado, os parametros intrinsecos e o Vi&otem
influéncia em todos os elementos He ou seja, em todas as correspondéncias de pontos. Entao,
considerando a equacao (3.50), o vet@ode ser formado pelos elementos da mairie do vetor
W, e; o vetord pode ser feito igual as coordenadas de todos os pdvigs Neste caso, levando
em consideracao que cada poih; so6 influencia quatro elementos do veXy a matriz jacobiana
€ esparsa. Assim, a equacao (B.5) pode ser particiorsadaguinte forma

€ C Dy dc
I P2 o (3.55)
€n Cn Dn 6dn

Da equagao anterior, se considerar®os- [XT  XT' ... XT|T onde cadX; refere-se a uma

Unica correspondénciam; j; < msy;;), € facil dividir a resolugao dos problemas (3.53) e 43.6m
varios problemas menores. Tal resolucao esta resumsiddgoritmo 3.5.

O resultado mais importante do algoritmo 3.5 & que este tenplexidadeO(n). Por outro lado,
sem considerar as particularidades do problema de cglibiaam o gabarito 1D, a complexidade do
problema & da ordem d@(n?). Evidentemente, estas mudancas reduzem o método deagatib
proposto a um problema de orde&ntn) também.

Para o problema da secao 3.4.4, a minimizagcao da equ@48) também pode ser realizada
com auxilio do algoritmo 3.5. Contudo, neste caso, o powim Kil; tem influéncia sobre todas
as correspondéncias, ou seja, sobre todos os elementdatdXvePor isso, as coordenadas desse
ponto também devem fazer parte do vetona equacao 3.50. Exceto por esse detalhe, o processo de
minimizacao & idéntico ao descrito para o caso do bagitn movimento irrestrito. .
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Entrada: Uma estimagao inical, particionada em um ve¥or= [c”,d7, ..., d?]7, de todos
0s parametros a serem refinados e um conjunto de correspoad particionadas
emum vetoiX = [XT, ..., XT|T,

Sdda: O vetorY, que minimiza (B.5).

a) Substituinddy em (B.4), encontrX = [X7, ..., X717 e calcule todas as matrizes
C = [8X1/8c] eD; = [8Xl/8dl]
b) Calcule:

U= Zn: clfc;
=1

V = diag(Vy,...,V,), ondeV; = D/ D;;
G =[Gy,...,G,],ondeG,; = CIDy;

n
€ECc = ZC?Q, e,
=1
T T 1T T
€p = [€p,,-.-,€p,]" ,0ondeep, = Dj €.

c) Calculed, resolvendo
(U = GZV;1Gf> bo=ec— > GV 'ep.
=1 =1
d) Calcule cadad,, da equacao

6d = Vl_l((—ZDl — Gf&c)

1

e) Compute os paramatros refinadws,= Y + [67, o5 ... 60 1.
f) Repita todos os passos até a convergéncia do residuo.

Algoritmo 3.5: Algoritmo de Newton personalizado para o problema de @éo com uma haste
graduada.



CAPITULO 4

RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Neste capitulo, os algoritmos propostos sao avaliadasbj&ivo &€ conhecer a influéncia que al-
guns fatores como, por exemplo, a quantidade das corredpoiad de pontos utilizadas nos calculos,
exercem sobre os resultados. Alem disso, € feita uma aaigg@ados métodos propostos com outros
algoritmos bem conhecidos na literatura. Tal comparég@&ita, sobretudo, com relagao a exatidao.

84.1 Correspondncia de pontos

Nesta secao, o método de correspondéncia de pontosgpodpavaliado. Para isto, sao utilizados
0s trés pares de imagens da figura 4.1. Cada imagem tem dionda$40x 480 pixels. Por como-
didade, o par de imagens da figura 4.1(a) € referenciadoxtmper MESA e os das figuras 4.1(b)

e 4.1(c), respectivamente, ppLANTA e DESKTOP. Em particular, o paDESKTOP apresenta
uma distor¢cao projetiva elevada. Isto ocorreu porquéatecas que formavam o conjunto binocular
possuiam distancias focais bem distintas. Este fato ddiainda mais o processo de correspondéncia
de pontos.

O algoritmo SUSAN $MITH, 1992) foi utilizado para extrair cantos de cada uma das émsg
Sao esses cantos que os métodos avaliados devem teabmiestr correspondéncia de pontos.

O desempenho do algoritmo proposto & comparado ao do méwm&hang et al. (1995). Tal
método & um dos mais citados na literatura e & tido como esmehis robustos. Outro fator im-
portante & que o método de Zhang et al. (1995) tambémidiadtivem trés etapas: formacao do
conjunto de candidatos a correspondéncia; eliminagdandbigliidade, e; identificacao das falsas
correspondéncias. Contudo, ao contrario do métodogstopo método de Zhang et al. (1995) nao
utiliza transformagdes nao-paramétricas. Por issoreelacao dada pela equacao (2.9), na pag. 14,
tem que ser usada para formar o conjunto de candidatos spondéncia. Outro diferencial & o
uso de técnicas iterativas de relaxagao para eliminartagilidade. Tal técnica utiliza uma equacgao
bastante complexa (equacao (2.11), na pag. 17) paral@ale grau de confianca dos candidatos
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Figura 4.1: Imagens utilizadas na avaliagao dos métddasorrespondéncia de pontos: (a) € o par
chamaddvESA; (b) € o palPLANTA, €; (c) é referenciado conl@ESKTOP.
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a correspondéncia. Isto contribui para que esta sejeeadiaglgoritmo que requer mais tempo de
processamento.

Ambos os métodos testados foram implementados na formendgagrama para o MATLAB.
Ao contrario do proposto por Zhang et al. (1995), a impletagio do algoritm@HANG utilizada
neste trabalho usa o0 método MSAC para identificar as fatsaespondéncias. Isto foi necessario
por dois motivos: (a) o método LMedS (usado no artigo oebde Zhang et al. (1995)) nao fornece
bons resultados se a quantidade de falsas corresporgi@niaior que 50 %, e; (b) ja que o método
proposto também usa 0 MSAC, isto facilita a compara¢&orésultados.

O algoritimoZHANG foi implementado com os parametros recomendados no a@eigdang et
al. (1995). Para o método proposto, a transformada cenaplfcada as imagens com uma janglg
de5 x 5 pixels. Com isso, cada pixel da imagem é transformado emsaqpdencia de 24 bits. Para
formar o conjunto de candidados a correspondénciazaifse uma janela de correlacaoldex 11
pixels. Alem disso, dado um determinado pontg, € I, a correlagao deste é calculada com todos
0s pontos pertecentedae que estao dentro de uma janela quadrada de busca cemtraag,ecom
largura igual al /4 da largura da imagem. Estes sao valores empiricos, maigcienaram bem
para todos os casos testados.

Para a fase de eliminagao da ambigliidade, o método stmpa implementado considerando
er = 0,04, 0y, = 7/2 erby, = 2,5% do nlUmero de cantos extraidos da imagem 1. O parametro
e, depende da “semelhanc¢a” entre as cameras que compdenjuatoobinocular, ou seja, quanto
mais distintos (entre si) forem os parametros das duagme@nmaior deve ser o valor dg. Por
exemplo, no paDESKTOP, as cameras possuem distancias focais bem distintagss$®ppara este
par,e, foi feito igual a 0,10. Outro importante fator que influenagiascolha de, & a separacao entre
as cameras. Uma separacao maior implica eneutambém maior. Por isso, esse parametro deve
ser escolhido experimentalmente para cada conjunto HarocGontudo, uma vez que as cameras
permanecem fixas durante toda a operagao normal do cotgunatcular, unz,. bem escolhido servira
adequadamente durante todo o tempo que o sistema for diiliza

Na tabela 4.1 sao apresentados, para cada par de imageastidade de correspondéncias esta-
belecidas em cada fase pelos métodos testados. Alem diaaeste da matriz fundamental estimada
pelo algoritmo MSAC ao conjunto final de correspondéncaéel§ pela equacgao (2.30), na pagina
26) também é dado. Este ajuste fornece uma indicacaoalalgde do conjunto de correspondéncias
encontrado. Um ajuste pequeno (menor que um) indica um bajarto de correspondéncias.

Observando a tabela 4.1, exceto na primeira etapa, notzesesqesultados de ambos os métodos
sao bem semelhantes. Em particular, ambos tém dificuleladestabelecer correspondéncias de pon-
tos com o paDESKTOP. Contudo, como os métodos utilizam semelhanca para fasnaanjunto
inicial de correspondéncias, isto ja & esperado. Messima 0s métodos conseguem estabelecer, em
todos os casos, um conjunto de correspondéncias que & lagns a geometria epipolar do conjunto
binocular e que tem mais que 100 elementos. Como mostransuitados das proximas secoes, este
namero € suficiente para, por exemplo, estimar a matridaionrental com exatidao.

A tabela 4.2 mostra o tempo de execuc¢ao dos algoritmoser@bse que o algoritmaHANG
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Par de Método NUmero de correspondénciasAjuste
imagens utilizado Etapa 1| Etapa 2| Etapa 3

MESA ZHANG 32.579 | 1.130 572 0,48
(2.079x 1.982) | PROPOSTO | 2.079 | 1.083 524 0,53
PLANTA ZHANG 102.972| 1.543 777 0,41
(2.731x 2.833) | PROPOSTO | 2.731 | 1.625 770 0,36
DESKTOP ZHANG 158.532| 1.499 230 0,57
(3.000x 2.817) | PROPOSTO | 2.290 | 1.034 141 0,48

Tabela 4.1: Quantidade de correspondéncias encontratdaada etapa do algoritmo pelos métodos
analisados. Na primeira coluna, a quantidade de cantos&ada em cada imagem do par € apre-
sentada entre parenteses.

Par de Método Tempo de execucao (S)
imagens utilizado Etapa 1| Etapa 2 | Etapa 3| Total
MESA ZHANG 18,03 79,01 3,96 107,02
PROPOSTO| 7,44 2,56 3,90 13,90
PLANTA ZHANG 24,94 | 481,75 | 3,39 515,08
PROPOSTO| 11,35 15,03 8,75 35,13
DESKTOP ZHANG 29,34 | 1.644,21| 194,98 | 1.868,53
PROPOSTO| 16,48 21,18 | 167,85| 205,51

Tabela 4.2: Tempo (em segundos) necessario para os re&odtisados concluirem cada um das
etapas dos algoritmos.

necessita de um tempo muito maior para concluir as etapas regp2ctivamente, formac¢ao do con-
junto de correspondéncias e eliminacao da ambiguidadeisso, o algoritmo proposto & executado,
em média, em um tempo total dez vezes menor. Isto acontdoeipplmente, devido ao grande
namero de candidatos a correspondéncia encontradatmeina etapa do processo. Evidentemente,
isto sobrecarrega a etapa de eliminagao da ambiglid@deoutro lado, no método proposto, este
processo é feito de forma bastante simples, nao-itaratitilizando apenas operagdes com nimeros
inteiros.

84.2 Estima@o da Matriz Fundamental

Comparar o desempenho de dois ou mais métodos para cdkcalatriz fundamental nao & uma
tarefa 6bvia. Isto deve-se a dois fatores. Primeiro, airfaindamental pode ser decomposta em seus
epipolos e na homografia epipolar (secao 2.3.1, pag. @8htudo, a homografia epipolar pertence
ao espacd?, que nao possui nenhuma métrica (0 que torna dificil tlafima medida de ajuste).
Ja os epipolos, apesar de poderem ser considerados parfuegclideanos, sao muito susceptiveis
a ruido e, por isso, muito dificeis de serem estimados catid&o (sobretudo quando tendem ao
infinito) (LUONG; FAUGERAS 1998). Além disso, o desempenho dos métodos &€ muitondepée
de fatores, tais como, quantidade de correspondénci@addés na estimacao, distribuicao de tais
correspondéncias no plano de imagem e localizacao dioslep. Por isso, contrariando diversos tra-
balhos encontrados na literaturR(ANGUE; SALVI, 2003; TORR; FITZGIBBON 2003;ZHANG; LOOP,
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2001; ZHANG, 1998), os métodos avaliados nao podem ser comparadeadsssem um Gnico par
de imagens-teste ou em um Gnico experimento. Em vista,diesde trabalho sera utilizada uma
metodologia de testes semelhante a realizada por Hat®§y], ou seja,

a) Em cada experimento, sao utilizad&s correspondéncias de pontos. Em to-
dos os casos, considera-se que o conjunto de correspisl@ossua ruido com
distribuicao gaussiana de média zero e variascia

b) Dentre as\V correspondéncias, 50 subconjuntos (indexadosjpe#o seleciona-
dos aleatoriamente. Todos os subconjuntos possuem a mesmiédgden;, de
correspondéncias.

c) A cada iteracao, cada método avaliado utiliza todosOosubconjuntos escolhidos
(um por vez) e estima 50 matrizds;, diferentes. Além disso, para cada método, &
calculado o seguite residuo

N
1 ~ ~ ~ _
732- = N Z dz(mgi, ijlz') -+ dz(mli, F?mgl)
i=1
d) Apb6s os 50 subconjuntos serem aplicados, a meﬁné calculada para cada
método, onde
R? = mediana{7?,...,7%}. (4.1)

€) Em seguida, o nimero de correspondéneig® aumentado e outros 50 subconjun-
tos sao escolhidos aleatoriamente. No totagssume 43 valores diferentes (dentre
o intervalo de 8 a 100). Dessa forma, para cada par de imaggdegsmeétodo é tes-
tado43 x 50 = 2.150 vezes, com diferentes nUmeros de correspondéncias.

Com essa metodologia, comparando-se os resifiosbtidos por métodos diferentes, tem-se
uma boa medida de qual deles estimou a matriz fundamentaheli®r ajustou-se ao conjunto total
de correspondéncias, ou seja, 0 método com menor regidupe obteve o melhor resultado.

Em todos os casos, 0 método de Levenberg-MarquaeMENBERG, 1944;MARQUARDT, 1963)
foi utilizado sempre que um algoritmo de otimizac¢ao ergessario. A implementac¢ao deste método
utilizada neste trabalho esta detalhada na secao Bgl (¥2). Em todos 0s casos, a tolerancia
utilizada nos calculos foi sempre igual & 1078,

Por @ltimo, o algoritmo de Levenberg-Marquardt exige uraingativa inicial dos parametros
procurados. Para isto, neste trabalho, o algoritmo dogpoittos HARTLEY, 1997) foi utilizado em
todos os casos.

Diversos testes foram realizados para avaliar, na pragicaxatidao dos métodos propostos e
compara-la as de outros métodos existentes na litearatDs métodos escolhidos para comparacao
sao listados a sequir.
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4.2.1 Meétodos Avaliados

Alem dos métodos propostos e apresentados no capittéoianforam também avaliados al-
guns métodos classicos da literatura e outros mais exeat seja, o de Bartoli e Sturm (2004)
(referenciando neste trabalho coBARTOLI ); o de Zhang e Loop (2001) (referenciado como
ZHANG); o método de Csurka et al. (1997) (chamado aquC&JRKA); o método referenci-
ado porGRADIENT , que minimiza o Erro de SampsasrMPSON 1982) e utiliza a parametrizagcao
proposta por Csurka et al. (1997), e, finalmente; o mé®@h.D (apresentado na secao 2.4.4, pag.
32).

Os métodos avaliados foram testados nas imagens apesemta figura 4.2. Como pode-se
observar pelo esboco das linhas epipolares, os epipoloaddepar de imagens estao localizados em
regides bem distintas, ou seja, proximos ao centro daganga(par referenciado p&ABARITO ),
probximo a borda das imagens (@®OMPUTADOR) e tendendo ao infinito (pd@UARTO). Isto
€ necessario, pois, como comprovam o0s resultados dasna® secdes, alguns métodos sao muito
influenciados pela localizagédo dos epipolos.

Inicialmente, comparou-se o desempenho dos métB8uiRKA, GRADIENT eGOLD. Como
discutido no capitulo 2, estes métodos sao tidos nalitexa como os que fornecem os melhores
resultados. Contudo, a matriz fundamental & obtida a uto cesnputacional extremamente elevado.
Nos graficos da figura 4.3, apresentam-se os resultadogstes.t Nesses graficos, assim como em
todos os graficos desta e das proximas secdes, a ordergpdesentada em escala logaritmica.

As figuras 4.3(a) e 4.3(b) mostram os resultados para os testizados com as correspondéncias
extraidas do paBABARITO . Ja os graficos das figuras 4.3(c) e 4.3(d), sao os resslda o par de
imagensQUARTO . Observando tais graficos, percebe-se que os trés ns&miadesempenho equi-
valentes. Em especial, os métodoSURKA e GRADIENT fornecem resultados quase idénticos.
De fato, & impossivel destinguir as curvas desses ddisdm€ uma da outra. Outro fato importante
€ que sb6 se obtém uma boa estima¢ao da matriz fundangeriaim conjunto de 20 ou mais corres-
pondéncias. Quanto ao nUmero de itera¢des (figuracbr)o & de se esperar (devido aos 36 espagcos
de busca diferentes), os métodd@SURKA e GRADIENT necessitam de muito mais iteracdes que
0GOLD.

Devido a semelhanca dos resultados obtidos pelos mé@HORKA, GRADIENT e GOLD,
torna-se dispensavel compara-los todos aos outrosdogetivaliados. Dessa forma, para facilitar a
visualizacao dos préximos resultados apresentad@saapo métod€ SURKA é considerado nas
prbximas secodes.

4.2.2 Avaliago do método linear proposto

O método iterativo, mas linear, proposto (referenciada agmoFRANCA) foi avaliado utili-
zando os trés pares de imagens da figura 4.2. Os resultadseaiados nas figuras 4.5(a) e 4.5(b)
correspondem as image@RABARITO ; os graficos das figuras 4.5(c) e 4.5(d) correspondem ao par
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Figura 4.2: Imagens-teste utilizadas na estimacao ddazriahdamental: (a) e (b) formam o par
GABARITO , que possui 1.373 correspondéncias marcadas e epipd@xisnprao centro das ima-
gens; (c) e (d) compdem o p&dAOMPUTADOR, com 495 correspondéncias e epipolos proximo
a borda das imagens, e; (e) e (f) compdem o@EARTO, possuem 403 correspondéncias e 0s
epipolos tendendo para o infinito.
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COMPUTADOR, e; os resultados para o pRIARTO sao apresentados nas figuras 4.5(e) e 4.5(f).
Analisando esses graficos, pode-se observar que o méaouecé uma sensivel melhoria na ma-
triz fundamental estimada pelo método dos 8 pontos. Contacexatidao obtida com o método
FRANCA é inferior daquela obtida com o algoritnf@SURKA.. Tal diferenga torna-se maior a me-
dida que os epipolos tendem para o centro das imagens (véguess 4.5(a) e 4.5(b)). Contudo,
desde que o métodeRANCA nao utiliza métodos de otimizagao, por exemplo, com@weehberg-
Marqguardt, e, normalmente, necessita de apenas quaQdts para convergir (veja a figura 4.6),
0 método proposto é valido e demonstra ser uma 6timampara obter-se resultados com exatidao
intermediaria.

4.2.3 Avaliag@o da solu@o linear do paralaxe virtual

Como discutido no capitulo anterior, a solu¢ao lineapduiblema do paralaxe virtual (referen-
ciada aqui comd”ARALAXE1) nao fornece um bom resultado. Isto pode ser comprovader-obs
vando os graficos da figura 4.7. Tais graficos correspondeseguinte experimento. Dado um
conjunto deN correspondéncias, um subconjunto com 100 elementosdolreédo aleatoriamente.
Em seguida, o0 método do paralaxe virtual foi utilizado pssmar a matriz fundamental com tal
subconjunto. Conservando-se 0 mesmo subconjunto de gond&ncias, a matriz fundamental foi
estimada 30 vezes. Contudo, a cada iteracao, basesividiferentes foram escolhidas aleatoria-
mente. As figuras 4.7(a) e 4.7(b) mostram os resulados peEmpectivamente, o p&ABARITO
e 0 parQUARTO. Nessas figuras, a curlBARALAXE?2 refere-se ao residuo obtido impondo-se a
propriedade 2.1 (pag. 22) a matriz fundamental obtida p&todoPARALAXE1 . Analisando os
graficos da figura 4.7, nota-se que a exatidao do métodwstarite afetada pela escolha das bases
virtuais. Alem disso, tal exatidao & bastante infes@btida com o algoritmo dos 8 pontos (também
apresentado na figura 4.7). Contudo, com o experimento dr,segtse que, quando resolvido de
forma nao-linear, o método do paralaxe virtual forneim@s resultados.

4.2.4 Avalia@o da solu@o nao-linear do paralaxe virtual

Como discutido na sec¢ao 4.8, o método nao-linear ddgarairtual exige trés correspondéncias
de pontos virtuais. Para obter tais correspondéncias, rdétodos foram propostos. O primeiro
(referenciado neste texto pBIRANCAL) & uma solugao linear. Ja o segundo (referenciado por
FRANCA2), requer que todas as raizes de um polindmio de grau $aim sacontradas.

Nas figuras 4.8(a) e 4.8(b), a exatidao desses dois mésddosomparadas entre si e ao método
CSURKA. Analisando os graficos, observa-se que o resultado m@tuénciado pelo modo como
as correspondéncias virtuais sao obtidas. De fato, ddues obtidos pelos métod&BRANCAL e
FRANCA?2 diferem por um valor da ordem dé&—2. Dessa forma, desde que 0 métdeRANCA1L
€ mais direto, ele deve ser preferido ao metBRANCA?Z.

Apesar de melhorar sensivelmente a estimacao inicialafanfiundamental (dada pelo algoritmo
dos 8 pontos), o métodeRANCAL fornece um resultado de qualidade ainda inferior a obtia
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métodoCSURKA. Isto ocorre tanto com os epipolos préximos ao centro dagéms (figura 4.8(a))
como quando eles tendem para infinito (figura 4.8(b)).

Outro fato a ser observado & que a qualidade da estimdatfita gpelo métodd-RANCA1L é
reduzida a medida que os epipolos tentem ao infinito. Comrutido na secao 4.8, este problema
pode ser contornado atualizando-se o méeteRANCAL para o métodd-RANCA3 (secao 3.3.5,
pag. 77). Isto pode ser comprovado observando-se o gddifigura 4.8(c) (resultados referentes ao
par de imagenS§ABARITO ). Alem disso, como mostra a figura 4.8(d) (referente adi#ARTO),
aplicando-se as transformac¢bs e T, do métodd=RANCAS3, obtém-se uma “pequena” reducao do
residuo mesmo guando os epipolos ja tendem ao infinito.

Na figura 4.9, o métodBRANCA3 & comparado aos métodBARTOLI eZHANG . Os graficos
referem-se aos par€&ABARITO (figuras 4.9(a) e 4.9(b)LOMPUTADOR (figuras 4.9(c) e 4.9(d))
e QUARTO (figuras 4.9(e) e 4.9(f)). Como pode-se observar, os remgdtabtidos com os trés
métodos sao muito semelhantes. Contudo, como a comatixido métodé-RANCA3 & menor,
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este merece destague maior.

Um comentario importante deve ser feito com relacao assltados do métoddHANG .
Quando Zhang e Loop (2001) apresentaram esse método,eselisdos experimentais 0 aponta-
ram como sendo equivalente @8URKA. Contudo, suas concluc¢des foram baseadas em apenas um
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Figura 4.10: Comparacao entre os métodd$ANG e CSURKA para: (a) o par de imagens
GABARITO, €e; (b) 0 paQUARTO.

par de imagens (com epipolos no infinito) e um Gnico subcaajde correspondéncias. Agora, pelo
resultado apresentado na figura 4.9, vé-se que suas ddeslissam equivocadas. Tal fato pode ser
comprovado ainda pelos graficos da figura 4.10. Essa figusaangma comparacao entre os métodos
CSURKA e ZHANG . O grafico da figura 4.10(a) refere-se ao par de ima@&BARITO . Ja o da
figura 4.10(b), ao paQUARTO.

84.3 Calibracao Binocular

Como discutido na secao 3.4, os métodos de calibragdpostos atualizam as matrizes de
projecao candnicas para as matrizes de projecaaleadas. Isto & feito estimando-se os parametros
intrinsecos da camera 1 e a equacao do plano no infinitetw W) no sistema de coordenadas do
conjunto binocular. Evidentemente, a eficiencia do metel calibracao depende da qualidade da
estimacao desses parametros. Contudo, a exatidadimagio do vetoW & dificil de ser avaliada,
pois este & um parametro projetivo. Por isso, neste traptd! exatidao & examinada de forma indi-
reta, examinando-se os parametros intrinsecos da admeu seja, a matriA’. Isto & valido pois a
matriz de projecao da camera 1 nao sofre nenhuma irfléie W .

O algoritmo linear para o caso do gabarito com movimentatiite nao foi avaliado, pois, como
discutido no capitulo anterior, na presenca de ruidt® e®todo ndo nos leva a resultados Uteis.
Assim, para este tipo de gabarito, apenas o método n@arliioi considerado. Neste caso, para
cada camera, a estimativa inicial (necessaria pelaaaelLevenberg-Marquardt) & tomada como
0. = 90°, po = [320,240]” (o centro das imagens),,,, = 1 e f & suprido pelo método linear que
utiliza gabarito com uma extremidade fixa. Contudo, naigaaesse valor poderia ser obtido, por
exemplo, das especificacdes do fabricante das cameras.

Para avaliar os algoritmos propostos, foram utilizado®gaimulados e dados reais. Nas secoes
a seguir, apresenta-se os resultados de ambos os testes.
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Cameral Camera 2
f Ny /y |7T/2 — 98k| Uo Vo f Ny /y |7T/2 — esk| Uo Vo
150 | 0,9740] 6,67 x 10=° [ 330 | 270 | 200 | 0,9524| 6,67 x 107° | 336 | 262

Tabela 4.3: Parametros intrinsecos do conjunto binoctlliizado para gerar os dados da simulagao.
4.3.1 Testes com imagens si@ticas

Os testes com imagens sintéticas foram realizados supdnd® camaras cujos parametros
intrinsecos sao apresentados na tabela 4.3. Tais ciuifoeeen simuladas em um conjunto bino-
cular com 15 cm de separagao entre as mesmas. Além dimsocamera possui, nas trés direcdes,
um pequeno angulo de rotacdo em relacao a outra. Galéraria entre 5 e 15 graus.

Um bastao de calibracao de 80 cm de comprimento e corpadréss foi simulado. Os pontos 3D
deste bastao foram projetados no plano de imagem dasa$isietéticas. Em seguida, tais projecdes
foram utilizadas para avaliar os algoritmos propostos. &agho dos pontos 3D, o angulo do bastao
em relacao a vertical ficou sempre dentro do interyal, /2]. Aléem disso, para a simulacédo de
um bastao com uma extremidade fixa, o ponto fixo foi feitoligusl; = [0, —40, 100]7".

8 Sensibilidade a rudo

O primeiro teste efetuado com os dados simulados visa awliEluéncia do ruido sobre os
parametros estimados. Para isto, as projecdes dosgi@tfmram corrompidas, independentemente,
com ruido gaussiano de média zero e variaacid cada ensaiog variou entre 0,1 e 1 pixel. Alem
disso, para cada valor dg os parametros das cameras sao obtidos da mediana den@acdes
diferentes. Os resultados desses testes sao apresemadinga 4.11 (para o bastao com uma extre-
midade fixa) e na figura 4.12 (bastao com movimento irre3trAnalisando os graficos, observa-se
que, exceto pelo parametsq, a exatidao dos parametros varia quase que linearmente caido.
Alem disso, os parametros referentes a camera 2 sanaglsts com uma exatiddo um pouco me-
nor. Este fato esta de acordo com o trabalho de Horaud &C4l0) que demostrou que, no caso da
calibracao binocular por etapas, a parcela dominanterd@elevida a equacao do plano no infinito.

Os métodos nao-lineares propostos produzem uma meligoificativa na estimacao inicial dos
parametros. Como mostram as figuras 4.11(c) e 4.11(d), todm&ao-linear para o bastao com
uma extremidade fixa reduz os erros quase que pela metadgarfaque o método nao-linear com
movimento irrestrito reduz o erro por um fator menor (figurk23.

Infelizmente, pelos métodos propostos, a exatidao danasho do parametrg, da camera 2 &
muito influenciada pelo nivel de ruido presente nos dadoatudo, como discutido na se¢ao 2.1, na
pratica, este parametro & muito proximo de zero, figis~ 7/2. De fato, como argumentado por
Luong e Faugeras (1997), tal parametro & consideradeedtfede zero apenas quando & necessario
inserir mais restricdes ao problema de calibragao.
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Figura 4.11: Influéncia do ruido na eficiéncia do algooitde calibragao com um bastdao com uma
extremidade fixa. (a) mostra o resultado do método lineax paamera 1 e (b) para a camera 2. Os
resultados do algoritmo nao-linear sao apresentadosiepafa a camera 1 e em (b) para a camera 2.

18 8 T T T
o f s l
16}|. 7H % S, /* Tk K-y
L -—+-nxly % ¥ Tx”
14 6F|-A-u0 . *
12f -2-v0 K
st L
o o 4
o 8 0
3.
6.
af 2
2 1r
0 = . . . 0 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Nivel de Ruido (pixels) Nivel de Ruido (pixels)
(@) (b)

Figura 4.12: Influéncia do ruido na eficiencia do algooitde calibragao com um bastao com mo-
vimento irrestrito. (a) mostra o resultado do método ldear para a camera 1 e (b) para a camera
2.
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8§ Influéncia do mimero de pontos 3D

Outra informagao importante & saber como a quantidadmtespondéncias influencia nos re-
sultados. Ha duas formas de obter-se mais correspord@remiimentando o nimero de pontos do
bastao ou o nimero de imagens capturadas. Um aumentsierces nimero de pontos do bastao
reduz a distancia entre pontos vizinhos. Isto pode redumitacao sinal ruido e comprometer o re-
sultado. Por isso, a melhor opgao € aumentar o nUmenmalgeins que fazem parte da sequéncia de
calibracao.

Para aferir a influéncia do nimero de imagens na exatidagdrametros estimados, como na
sec¢ao anterior, um bastao com trés pontos foi simul@dalimero de pares de imagens utilizados na
simulacao variou entre seis e duzentos. Novamente, fogatizadas 50 simulacdes diferentes para
uma mesma quantidade de imagens. As informacdes cadetedde experimento sao apresentadas
na figura 4.13 (para o bastdo com uma extremidade fixa) e na g4 (bastao com movimento
irrestrito). Com todos os métodos, observa-se que, paeaquantidade de pares de imagens entre
seis e quarenta, o erro diminui sensivelmente com o aumemdmiero de imagens. Contudo, para
40 ou mais pares, 0 ganho na exatidao & muito modesto. @elfgtendendo da aplicagcao, a exatidao
obtida com um nimero grande de imagens pode nao compeasananto do custo computacional
do algoritmo.

4.3.2 Testes em imagens reais

O conjunto binocular utilizado nos testes (figura 4.15)renfito por duas cameras USB, modelo
Aiptek DV3100. Tais cameras possuem um sensor CCD que feecapturar imagens nitidas, com
dimensdes de40 x 480 pixels. Inicialmente, os parametros do par estéreo faamhecidos através
de um experimento de extrema exatidao. Isto & importaata gvaliar a eficiencia dos métodos
propostos. Alem disso, os resultados obtidos sao compsi@de outro método nao-linear, o método
de Zhang (2000).

Nas secdes a seguir, 0s experimentos sao descritos atheadet os resultados sao apresentados.

8 Parametros absolutos

Para avaliar os métodos de calibracao propostos, &s@de conhecer os parametros do conjunto
binocular utilizado nos testes. Para isso, um gabarito 3[@dofeccionado e, com auxilio de um
micrémetro de rosca com uma haste de 75 mm, suas dimemséasrhedidas com uma incerteza de
0,01 mm. Além disso, como mostra a figura 4.16, as faces darigmalsao de cor branca, sendo que
duas delas possuem 100 padrdes circulares da cor pretaatiatho de Heikkila (2000), o centrbide
de tais padrdes pode ser conhecido com uma exatidao d@i@€5s. Uma vez que todos os dados
foram extraidos, a calibracao foi efetuada utilizanddgmritmo 2.6, na pagina 41.

Devido a exatidao do dados 3D e 2D utilizados, os parametooconjunto binocular obtidos
neste experimento e disponiveis na tabela 4.4 sao coade“parametros reais ou absolutos”. Por
isso, estes foram utilizados para avaliar a precisao dedos testados.
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Figura 4.13: Influéncia do nimero de pares de imagens riarefia do algoritmo de calibragao com
um bastdo com uma extremidade fixa. (a) mostra o resultadeétiodo linear para a camera 1 e (b)
para a camera 2. Os resultados do algoritmo nao-linesam@sentados em (a) para a camera 1 e em
(b) para a camera 2.

§ Calibragdo com um plano

A exatidao dos métodos de calibragao propostos foranpacadas a do método de Zhang (2000).
O gabarito utilizado no método &€ um plano com um padraadedado, logo sua confec¢ao € mais
simples que a do gabarito utilizado no método da seca@viant

Na calibracao, o gabarito deve fazer movimentos geo&ric Entdao, alem dos parametros
intrinsecos das cameras, a cada deslocamento, as cadedeBD dos pontos do gabarito, a ma-
triz rotacaoR;, e o vetor translagae;, do plano em relagao a camera também devem ser estimados
Para tal estimacao, dadodeslocamentos de um gabarito campontos, Zhang (2000) propds a
seguinte funcao a ser minimizada

DO lmyi — m(A, R, 6, M) |, (4.2)
i=1 j=1

ondemj; & a projecao do ponitdl;;, durante a-ésimo deslocamento,ré & o ponto estimado.
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Figura 4.14: Influéncia do nUmero de pares de imagens riarefia do algoritmo de calibracao com

um bastao com movimento irrestrito. (a) mostra o resultfmmétodo nao-linear para a camera 1 e
(b) para a camera 2.

Figura 4.15: Conjunto binocular utilizado nos experimento

Paran deslocamentos e um gabarito cempontos, o nimero de incognitas que devem ser es-
timadas & iqual & + 5n + 3mn. Além disso, apesar do problema também poder ser pardid®
e adaptado ao algoritmo 3.5, a sua complexidade ainda é lmmetevada que as dos algoritmos
propostos neste trabalho. Isto & devido ao nUmero maigradgnitas e, principalmente, pelo fato
da equacao 4.2 estimar os parametros intrinsecos degpena camera do par estéreo, ou seja, sao
necessarias duas minizacdes para determinar todosaegtaos do par estéreo.

Neste trabalho, utilizou-se um gabarito planar com 121qgmnburante a calibracao, foram re-
alizados 10 deslocamentos e uma sequéncia com 10 imagténsoe como as da figura 4.17, foram
capturadas. Em seguida, a implementacao de Bouguet)(2@0digoritmo de Zhang (2000), dis-

ponivel livremente na internet, foi utilizada para estima parametros do conjunto binocular. Os
resultados sao apresentados na tabela 4.4.
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Figura 4.16: Gabarito de calibragao utilizados nos seste

Figura 4.17: Exemplos da sequéncia de imagens utilizadalitracdo do conjunto binocular com
um gabarito linear.
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Figura 4.18: Exemplos da sequéncia de imagens utilizadalii@acao do conjunto binocular com
um gabarito planar.

§ Calibragdo com uma haste

Para os testes com uma haste graduada, o gabarito da fig8réoéconfeccionado. Este é
composto por um fio de cobre com 6 esferas brancas. Cada tsfecrca de 1,5 cm de diametro.
Apbs o gabarito ser confeccionado, a distancia entre sfesaee outra foi medida com auxilio de
uma régua comum. Quando necessario, uma das extremiiaflesle cobre foi fixa em um suporte,
enguanto que a outra deslocava-se liviemente. Neste gasjegao do ponto fixo foi estimada como
discutido na se¢ao 3.4.4.

Para capturar as imagens utilizadas nos testes, o gal@nitw¥ido a frente das cameras e uma
seqiiéncia com 60 imagens estéreo foi capturada por Gadara do conjunto binocular. Devido
as imagens serem consecutivas, desde que a localizag@sfdsas seja marcada manualmente no
primeiro par de imagens e o0s respectivos centrbides camuse® simples identifica-las nas outras
imagens com o auxilio de um algoritmo de rastreanertaseado em um algoritrmnob gaussiano
(LINDEBERG, 1994, Cap. 7).

Para facil visualizacao, os resultados de todos osdogtavaliados sao apresentados na tabela
4.4, Observe que apenas os parametros obtidos com o gaBBrifreferenciado na tabela como
REAIS) sao dados de forma absoluta. Todos os outros métodosakiies dados em percentagem
(referente ao erro relativo aos parameREAIS).

Analisando os dados, nota-se que, como revelado pela gianjla parametré,;. € estimado com
um erro elevado (mais de 5 %). Contudofsgefor considerado igual @/2, ou seja, este parametro
nao for incluido na estimacao, o erro cometido € de ap€01 %.

Quando comparado ao método com gabarito irrestrito @atéado na tabela 4.4 pbiVRE ),
o0 método de calibragcao que utiliza um gabarito com um@sitade fixa (referenciado pBiXO)
produz uma melhor estimac¢ao dos parametros das cantestesfato, associado com a menor com-
plexidade, torna este o0 método mais indicado. Alem dissfato de ter uma extreminadade fixa

Do inglés:tracking
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Cameral Camera 2

Método f Ny /y Ok U Vo f Ny /y Ok U 0
REAIS 205,97| 1,02 | 90.01| 330,56 | 270,67 | 201,89| 1,02 | 90,01 | 336,67 | 262,23
ZHANG 1,56 | 1,69 | 0,50 3,76 2,89 1,86 | 1,58 | 0,53 3,51 3,01
LIVRE 3,08 | 2,98 | 6,04 4,01 3,56 2,49 | 2,56 | 5,76 4,01 4,38
FIXO 2,19 | 2,30 | 541 3,53 3,60 2,33 | 2,27 | 5,78 2,76 3,69

Tabela 4.4: Resultados experimentais da calibracao dpmio binocular 4., € dado em graus).
Observe que apenas os parameR&AIS sao valores absolutos. Os resultados de todos os outros
métodos sao dados na forma do erro relativo (em percenjeayes parametroREAIS.

nao &, necessariamente, uma desvantagem, pois, mesmdoguaabarito efetua um movimento
irrestrito, este precisa ter algum tipo de suporte para@fet movimento. Assim, para que uma das
extreminades seja fixa, basta limitar o movimento que o galfaz em seu suporte.

De uma forma geral, a exatidao obtida pelo método de Zhaeg0) (referenciado na tabela
por ZHANG) foi um pouco melhor que a dos métodos propostos. Contwste, fato foi devido
principalmente a confeccao do gabarito de calibra¢do método de Zhang (2000), o gabarito foi
confeccionado com ajuda do computador, logo as dimensbegsltarito sdo conhecidas com exa-
tiddo. No caso dos métodos propostos, o gabarito foi coifeado a mao, com auxilio de uma

régua ordinaria. Levando este fato em consideracacesadtados da tabela 4.4 demonstram que a
técnica é bastante promissora.



CAPITULO 5

COMENTARIOS, CONCLUSOES E
SUGESTOES DE TRABALHOS

Neste trabalho, apresentaram-se algumas contribuig@edibracao de um conjunto binocular.
Estas sao relativas a correspondéncia de pontos emnsagtereo, calculo da matriz fundamental e
calibracao com um gabarito de uma Unica dimensao.

Talvez, devido a popularidade das técnicas de caklaratfissica, maior €nfase & dada ao processo
de correspondéncia de pontos em sistemas ja calibradoa. oRcaso nao-calibrado, os algoritmos
disponiveis sao, na maioria das vezes, pouco eficiendespplizam técnicas complexas e de custo
computacional elevado ou, ao contrario, usam uma medidsenielhaca simples, que forma um
conjunto de correspondéncia inicial pouco confiavel, re,seguida, aplicam a restricao epipolar,
através de algoritmos como 0 RANSAC ou LMedS, para ideatifis candidatos confiaveis. Neste
Ultimo caso, devido ao grande nivel de ambiguiidade, oréiflgo de correspondéncia requer muitas
iteracdes. Em oposicao, o algoritmo de corresporidgmoposto utiliza técnicas simples, mas muito
eficientes, pois consegue estabelecer um conjunto de gond&ncia inicial reduzido, mas confiavel.
Tal confianca & aumentada ao longo de trés fases distibtasultado & um algoritmo simples, eficaz
e rapido.

A analise dos resultados da secao 4.1 mostra que a trarzgfa censo, em conjunto com a
distancia Hamming, constitui uma excelente medida de bamea entre pontos. Além disso, a
equacao (3.2) possibilita uma pratica ferramenta pedagao da ambiguidade no processo de cor-
respondéncia. Contudo, o método ainda pode ser melhoRaksivelmente, uma alteracao que au-
mentaria significativamente a confianca das correspait&re estabelecer um limiar maximo para a
distancia Hamming, ou seja, uma correspondéncia foisedesiar seria desconsiderada. Entretanto,
a escolha de tal limiar deve ser feita dinamicamente, dedacoom o conjunto total de possiveis
correspondéncias. Um estudo deste tipo foi realizadmteogente por Kanatani e Kanazawa (2004),
para o caso da equacao (2.9). Um estudo semelhante pasa da#ransformada censo reduziria o
namero de iteracdes necessarias a terceira fase oldtalg proposto. Contudo, evidentente, aumen-
taria 0 seu custo computacional.
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O processo de estimacao da matriz fundamental aindaescdesama técnica que obtenha resul-
tados exatos a um custo computacional aceitavel. Os @iygmwipropostos neste trabalho apontam
nessa direcao. O primeiro constitui um método linearntGado, apenas fornece um resultado cuja
gualidade esta entre a obtida pelo método de Hartley {183¥ devida a maioria dos algoritmos
nao-lineares. No entanto, como tem uma solucao lineale ger utilizado como uma alternativa aos
métodos nao-lineares mais exatos em sistemas que, popkxdéenham baixa capacidade de proces-
samento. Por outro lado, o algorimo nao-linear proposaseado no paralaxe virtual, tem exatidao
semelhante a maioria dos métodos nao-lineares. Condstd usa uma parametrizagao com apenas
cinco incognitas e um Gnico espaco de busca. Por issa custo computacional & menor.

Os métodos de calibracao propostos foram desenvolenimso objetivo de flexibilizar o processo
de calibracdo. Seu Unico pré-requisto € que o conjoimmcular “observe” um gabarito de uma Gnica
dimensao como, por exemplo, um bastao graduado ou unacatel esferas, enquanto este realiza
um movimento. Tal movimento nao precisa ser conhecido,ndasleve ser uma translacao pura ou,
evidentemente, apenas rotacional.

Quando comparados a técnicas de calibragao autona@ticeesmo as que utilizam gabaritos mais
complexos, os métodos propostos ganham em eficiéncs ppssuem custo computacional menor
que as técnicas automaticas e sao bem mais flexiveisgqoe&mdos classicos. Alem disso, como
mostram os experimentos realizados em imagens reaiseticiist a exatidao obtida com as técnicas
propostas &€ da mesma ordem de grandeza das obtidas contodesnteadicionais.

A principal vantagem dos métodos propostos € utilizar atmagto de simples confeccao. Isto
torna a calibracao facil de ser executada. Assim, nadytmétodo podera ser utilizado, inclusive,
por pessoas sem conhecimento técnico, em aplicacdesstioas de entretenimento. Contudo, para
gue isto seja possivel, o modelo da camera deve ser atpaad levar em consideracao a distorcao ra-
dial (presentes em cameras de baixo custo) e deve ser gadg@ilguma forma de detectar seqiiéncias
de movimentos que possam causar singularidades na migaoiza

Na calibragdo com gabarito de movimento irrestrito, uragaocontribuicdo importante seria
desenvolver um algoritmo linear robusto para inicializami@mimizacao nao-linear. Isto tornaria
0 método mais geral, pois eliminaria a necessidade do conbato prévio de uma estimacao da
distancia focal da camera.



APENDICE A

GEOMETRIA PROJETIVA

Uma das mais poderosas ferramentas matematicas utiredasao estéreo & a geometria pro-
jetiva. Tal geometria possui conceitos que fogem um poucseiso comum. Por isso, alguns
resultados, importantes que sao utilizados para denmaadg parte da teoria dos capitulos anteriores,
sao descritos a seguir.

8A.1 Razo Cruzada

Ao contrario da geometria euclidiana, na geometria pr@jet razao de comprimentos sobre
uma reta varia sobre transformac¢des. Contudo, a razéazées (ou razao cruzada) é invariante a
transformacgdes projetivas. Assim, se um paitpem uma reta for representado em coordenadas
homogeéneas pah; = [u;,t;]7, dado quatro pontom;, my, m3 € my4, pertencentes a mesma reta,
define-se a razao cruzada entre eles como sendo

_[mymy| [mzmy|

Cross(ml,mg,mg,m4)— ~ < ~ <~ 1
/mm;| [momy|
onde
_ - U; Ui
|m;m;| = det [ B ] .
V; ’Uj

Assim, dado o valor d&ross(mi, mg, m3, my) € as coordenadas de trés pontos dentre
{m;, my, m3, m, }, &€ possivel estimar as coordenadas do ponto restante.

8A.2 Intersec@o de uma reta com a reta no infinito

Proposigdo A.1 Considerel = [a,b,c]” uma reta no espac®?. Esta reta intercepta a reta no
infinito, 1., = [0,0, 1], no pontom,, = [b, —a,0]7.



A.3. Projecao ortogonal de um ponto em uma reta 117

Prova: Veja (HARTLEY; ZISSERMAN, 2000, Sec. 1.2) para prova. O

8A.3 Projecao ortogonal de um ponto em uma reta

Freglientemente, & necessario calcular a projecagaral de um ponto em uma reta. Para isto,
pode-se utilizar a proposicao a seguir.

Proposigo A.2 Considere um pontén = [u, v, 1]” e umaretd = [a, b, ], comb # 0, no espago
P2. A projeo ortogonal dem eml & dada por

T
' = [A,_Hb“,q ,

_ b2u—abv—ac
onde\ = e

Prova: E facil verificar que um ponto sobteéem a formam’ = [\, —<t2 1], Alem disso,

&(m, m') = (u— )+ (v—i— C“‘A)Q.

b

Agora,m’ & a proje¢ao ortogonal da eml, se e somente sé?(m, m’) for igual a distancia minima

p - 20— — z -
entrem el. Como,d*(m, m’) & minima quanda. = 224 3 prova esta concluida. O

A proposic&o A.2 exige qum n&o esteja no infinito = [a, b # 0, ¢|”. Quando essas condigdes
nao forem satisfeitas, deve-se utilizar transformagfiee levemm e 1 a um referencial no qual tais
condicdes sejam validas.

8A.4 Homografia induzida por um plano

Considere um pland], no espaco projetivo 3D. Se um ponld, pertence al e m;; € my; SA0
projecdes deste ponto nos planQse I, respectivamente, entams; ~ H,m;;, ondeH, & uma
matriz3 x 3 e € chamada de “homografia induzida pelo pl&Fio

Um plano muito citado na literatura de visao estéreo éan@ino infinito,I1,,. Este plano &
formado por todos os pontos que estdo no infinito e & defpaddl., = [0,0,0,1]7. A homografia
induzida por este plano & chamada de “homografia do infifHg;. Ela mapeia projecdes de pontos
emlIl,, entre as duas imagens (figura A.1). Alem disso,

H,=A'RA L (A.1)
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Imagem 1 Imagem 2

Figura A.1: Podemos utilizar o fato que retas paralelas mremm-se no infinito para obtermos
projecOes de pontos que estdo Hmy. As projecdes de pontos neste plano estao relacionaas p
H..

SeA = A/, ou seja, as imagens forem capturadas por uma mesma canmasale posicdes
diferentes, a equacgao anterior conduz a um resultadorfenie que & resumido na proposi¢cao a
seguir.

Proposicdo A.3 SeH,, & conhecida, a matriA pode ser obtida resolvendo-se
h;k = 0, (A.2)

ondek = [k, ko, k3, k4, k5, ke]T € composto pelos elementos da matriz do cone dimlé&uma
matriz9 x 6 com os coeficientes de nove eqieg lineares obtidas de (A.1).

Prova: Da equacao (A.1) & imediato qiR = A~'H.A. Assim, da proposicao 2.2 (pag. 10),
temos queA "'H A = ATHTA~T, ou seja,

H, K =KH_T, (A.3)

ondeK = AAT & a matriz do dual cone;*.

A equacao (A.3) nos fornece nove equacdes em funciisals elementos d€. Com isso, (A.3)
pode ser re-escrita como (A.2). Contudo, na ausénciaide,ra’posto dén; & quatro. Assim, (A.2)
deve ser resolvido utilizando o procedimento da secad®Bpag. 122) e a proposicao 2.6 (pag. 46)
para obtermos uma restricao extra.

Uma vez queK for conhecida, a proposi¢cao B.1 (pag. 120) pode serzatih para obter-sA.
O

Se a camera realiza dois ou mais deslocamentos, a prapasiseguir pode ser utilizada para
encontrar a matria.

Proposicdo A.4 Se uma amera realizan deslocamentos de uma pd#ig 7, para outra posi@o,
(i + 1), para cada deslocament@, poss/el estimar uma homografia do infinitbl ;). Alem
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- A

Figura A.2: O correspondente do ponin; esta sobre o segmento de raig;e;.

disso, a matrizA da cAmera pode ser estimada resolvendo

Um observagao importante &€ que g, € conhecida, ela facilita o processo de correspondéncia
de pontos. Pois, dado um ponto; emIy, o correspondente deste ponto Enesta sobre o segmento
de retame3, ondem,, = H,omy; (figura A.2).



APENDICE B

FERRAMENTAS MATEM ATICAS

Além da fatoracao de Cholesky, algoritmos de miniméalgaseados nos quadrados-minimos sao
ferramentas muito utilizadas ao longo de todo o texto. Nasdmdice, tais ferramentas sao descritas
em detalhes e algumas proposi¢des sao apresentadas.

8B.1 Fatoracio de Cholesky

Para determinar os parametros intrinsecos da camertradpanatriz, K, do cone dual, podemos
utilizar a fatoragao de Cholesky, resumida na pro@msi; Seguir.

Proposicggo B.1 SeK < IR™*" & singtrica e positivamente definida, @otexiste umdnica matriz
triangular superior, A € IR™*", cujos elementos da diagonal principalctodos positivos K =
AAT.

Prova: Veja (GOLUB; Van Loan 1996, pag. 143) para prova.

O

Com o suporte dado pela proposicao anterior, os paramettrinsecos da camera podem ser
determinados facilmente como segue.

Considere A dado por (2.4), temos

ki ke k3 f?+ (fcot Os)® +ug  f2ny), cot g, +ugvo  uo
K= |ky ky ks | =] f? Ny 1y €Ot Ok + ugUo (f cot Osr)? + 1)(2] o
k?g k?5 1 uop Vo 1
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Logo, a fatoracao de Cholesky da matriz acima pode sarafatse fizermos

ug = ks,

vy = ks,

f=k —ud — (k2 — ugvo)?/ (ks — v3), (B.1)
O, = cot™! <7W> ou O, =cot™! < ké}_v(%)

Ny /y = (kQ - UO’UO)/(]E2 cot 93[9)1-

8B.2 Solu@o dos Quadrados-Mnimos para Ax = 0

ConsideranddA € IR™*" ex € IR™*!, ondem > n, devemos encontrar que satisfaga
Ax = 0.
Na préatica, na presenca de ruido, devemos resolveramrsstie equacdes anterior como sendo

min || Ax|? = 0, sujeito al|x||? = 1. (B.2)

Para resolver o problema anterior, podemos encontrar duags®es: (a) o posto d& € igual a
(n—1) ou (b) o posto & igual & — p), ondep > 1. Cada uma dessas situa¢des é analisada a seguir.

B.2.1 Solu@o para posto igual a(n — 1)

O problema (B.2) pode ser reformulado, usando o multipticate Lagrange\, como um pro-
blema irrestrito, ou seja,

min C'(z, \), ondeC(z,\) = |Ax|* + A (1 — [|x]?).

X

Como

(69_0 =2ATAx — 2)x,

X
a condicaodC/0x = 0 nos leva aA” Ax = \x, ou seja,x precisa ser um autovetor de’ A,
associado ao autovalor. Como desejamos o minimo da funcao, este resultado wasleeguinte
proposicao.

Proposicao B.2 Dado um sistem@x = 0, ondeA € R™*" x € R™*! em > n, se o0 posto de
A éigual a(n — 1), a solug@o & o autovetor deA” A que corresponde ao menor autovalor.
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B.2.2 Solu@o para posto igual a(n — p)

Como no caso anterior, a soluczio esta nos autovetores’de. Contudo, como o posto de
A & (n — p), existep autovetoresVi, Vy,...,V,, que correspondem ao autovalor nulo. Assim, o
autoespaco associado tem dimengad\lém disso, 0s autovetores que correspondem ao autovalor
nulo formam uma possivel base desse autoespaco, oud#gs, ds possiveis solugdes para o pro-
blema sao representadas por

V(Oél,OéQ, . ,Oép) =a1Vi+aVo+ ...+ Oépr.
Em particular, s@ = 2, a equacao anterior pode ser simplificada para
V(a) =Vi+(1—-a)Va.

Neste caso, uma outra restricao deve ser usada para Emeontobtermos uma solucao Unica para
o problema (B.2).

8B.3 Solugo dos Quadrados-Mnimos paraAx = b

Considerandd € R™ ", x € R™*! eb € R™*!, ondem > n, devemos encontrat que
satisfaca
Ax =Db.

Na pratica, na presenca de ruido, devemos resolveramsstie equacdes anterior como sendo
min ||Ax — b||? = 0.
X
SeAT A éinversivel, a soluczo do problema da equacao antedada por

x = (ATA)'ATD. (B.3)

8B.4 Algoritmo Levenberg-Marquardt

Considere a seguinte funcao nao-linear
F(Y) =X, (B.4)

ondeX € RM eY € RY sao vetores &/ > N. Frequentemente, & necessario estimar o Vétor
que melhor ajusta-se a um vefdrmedido. Tal problema pode ser reformulado como, dado o vetor
X, encontrafY que minimizal|e

~

, sujeito aX = F(Y) +e.
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Dada uma estimacao inicial, o método de NewtornPRESS et a). 1992) a melhora assumindo
queF(Y + A) = F(Y) + JA, ondeJ & a matriz jacobiana, ou sej,= 9X/Y. Dessa forma,
minimizar | e|| equivale a minimizar

le — JA, (B.5)

que & o mesmo que resolver
JTIA =JTe. (B.6)

Além disso, a solucao refinad¥,, & dada por
Y,=Y+A (B.7)
e pode ser melhorada iterativamente.

Levenberg (1944) propds alteracdes no método de Neguemceleram, significativamente, a sua
convergéncia. Tais alteracOes foram aperfeicoada®Mpoquardt (1963) e, atualmente, o algoritmo
& chamado Levenberg-Marquardt.

No algoritmo Levenberg-Marquardt, a diagonal principalndatriz J”J, da equacao (B.6), &
multiplicada por(1 + \). Tipicamente\ & feito igual al0~* inicialmente. Contudo, a cada iteragao
o valor de) é alterado. Se a solu¢ao de (B.6) conduzir a uma reddgaesiduo\ € devidido por
10. Caso contrario, este &€ multiplicado por 10.

A versao do algoritmo de Levenber-Marquardt utilizadaeémbalho & a contida na biblioteca
VXL (VANROOSE, 2004). Tal implementacao permite definir diversos asgeda minimizagao e,
baseado em uma estimacao da matriz Hessiana, nos peaibée e a solu¢cao convergiu para um
minimo local ou nao.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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