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Resumo

O objetivo desse trabalho é construir detalhadamente o exemplo, apresentado por Boju
Jiang, de uma auto - aplicacdo definida em uma variedade, com ndmero de Nielsen nao re-
alizavel. Para tanto, inicialmente precisamos abordar a Teoria de pontos fixos e alguns resultados
sobre espacos de recobrimento, isso € feito no capitulo 1.

O capitulo 2 é dedicado a obten¢do de uma presentacdo para o Grupo de Trangas do disco
com dois furos, que é a variedade no qual estd definido o exemplo apresentado por Jiang. O
Grupo de Trangas do disco com dois furos € uma importante ferramenta e serd utilizado nos
principais resultados desse trabalho.

No capitulo 3 construimos a auto - aplicagdo. O objetivo do capitulo 4 € demonstrar o
seguinte Teorema : “Seja M uma superficie compacta e conexa com caracteristica de Euler
negativa. Entlo existe uma auto - aplicacdo definida em M tal que todas as aplicacdes na sua
classe de homotopia t€ém no minimo um ponto fixo, entretanto seu nimero de Nielsen é zero”.
Esse resultado nos garante que mesmo no caso de variedades sem bordo € possivel encontrar
exemplos de auto - aplicacdes com numero de Nielsen ndo realizavel.

Nos capitulos 3 e 4, a Teoria de Trangas é usada na construgao de contra - exemplos, mas
no quinto, e dltimo, capitulo relacionamos equacdes com “trancas” e o nimero de pontos fixos

de uma auto - aplicac¢do definida em uma superficie compacta e conexa.
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Abstract

The aim of this work is construct the example, presented by Boju Jiang, of a self - map on
a manifold with non - realizable Nielsen number. Firstly we will need to present the fixed point
theory and some results about covering spaces, we do that in chapter 1.

The chapter 2 is dedicated to obtain one presentation of the braid group of the Pants, that is
the manifold used in Jiang’s example. This presentation is a very important tool and it will be
used in the main results of this work.

In the chapter 3 we construct the self - map. The aim of chapter 4 is to proof the following
theorem: “Let M be a compact, connected surface with negative Euler caracteristic. Then there
exist a self - map on M such that all maps in its homotopy class have at least one fixed point, but
its Nielsen number is zero”. This result shows that even for the manifold without bondary it is
possible to find self - maps with non - realizable Nielsen number.

In chapter 3 e 4 we use Braid Group to construct such counter - examples, in the chapter 5
(the last one) we related some equation in braid group with the number of fixed points of a self

- map on a compact connected surface.
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Introducgao

Dada uma auto - aplicacdo continua f : X — X, onde X € um poliedro conexo finito, en-
contrar MF[f] := min{#Fix(g)|f ~ g : X — X} é um problema bdsico na teoria de pontos fixos.
O matemadtico Jacob Nielsen foi quem atacou o problema de determinar MF[f], introduzindo o
conceito de particionar o conjunto dos pontos fixos nas chamadas classes de pontos fixos. Cada
classe de pontos fixos tem um nimero inteiro associado denominado indice, a classe com indice
nao nulo € chamada essencial, e o nimero de classes de pontos fixos essenciais € denominado
niimero de Nielsen, o qual denotamos por N(f).

O ndmero de Nielsen é um limitante inferior para MF[f], e quando a igualdade ocorre
dizemos que N(f) é realizdvel. A Nielsen € atribuido a seguinte conjectura : “ Toda auto -
aplicagdo continua definida em uma variedade tem niimero de Nielsen realizdvel”.

Existem apenas dois tipos de variedades compactas de dimensdo n = 1 (a menos de difeo-
morfismo), o circulo S! e os intervalos fechados da reta. O teorema 1.45 no capitulo 1, garante
que toda auto - aplicacdo definida no circulo tem nimero de Nielsen realizavel. Por outro lado,
toda auto - aplicacdo f definida em um intervalo fechado é homotdpica a uma aplicagdo cons-
tante. Assim, de acordo com o teorema 1.22 iv) no capitulo 1, temos N(f) = 1. Logo, para
variedades compactas de dimensao n = 1 a conjectura de Nielsen é verdadeira.

Em 1942, Wecken mostrou em [24] que a conjectura € verdadeira se a variedade for com-
pacta, conexa, linear por partes e tiver dimensao maior ou igual a trés. O resultado de Wecken
foi estendido por Weier em [25]. Weier demonstrou que o nimero de Nielsen € realizavel para
toda auto - aplicacao definida em uma variedade compacta de dimensao n > 3.

No caso de superficies a conjectura € falsa. Em [7], Boju Jiang constroi uma auto - aplicag@o
definida no disco com dois furos, tal que toda aplicacdo homotdpica a ela ndo € livre de pontos
fixos, entretanto seu nimero de Nielsen € zero. Essa aplica¢do é portanto um contra - exemplo

para a conjectura de Nielsen.



A esséncia desse trabalho € construir o contra - exemplo para a conjectura de Nielsen, dado
por Jiang em [7], de forma detalhada, usando como ferramenta principal o Grupo de Trangas
do disco com dois furos. Além disso, investigaremos a validade da conjectura, no caso de
superficies sem bordo, e abordaremos o uso de “trangas” naresolugao de problemas envolvendo
pontos fixos.

Por fim, € importante evidenciar que todas as demonstracdes omitidas podem ser encon-
tradas nos livros da bibliografia, no entanto as demonstragdes de resultados retirados dos artigos

que formam a base do trabalho sio apresentadas com detalhes.



Capitulo

Preliminares

O objetivo desse capitulo € apresentar resultados basicos sobre espacos de recobrimento e

teoria de pontos fixos, necessarios para a compreensao dos capitulos posteriores.

1.1 Espacos de Recobrimento

Definicao 1.1. Um espaco topologico X é dito ser localmente conexo por caminhos se, para
qualquer x € X e qualquer aberto U contendo x, existe um aberto V conexo por caminhos

satisfazendo x € V C U.

Definicao 1.2. Sejam X e X ambos espacos topoldgicos conexos por caminhos e localmente
conexos por caminhos, considere p : X — X uma aplicacdo continua e sobrejetora. O espaco
topolégico X é denominado um espaco de recobrimento de X e p é denominada aplicagcdo de
recobrimento , quando para todo x € X, existe um aberto U C X conexo por caminhos contendo
x, tal que toda componente conexa por caminhos de p~'(U) é um conjunto aberto em X, eseU
¢é uma qualquer dessas componentes entdo p| i U—Uéum homeomorfismo. Tal aberto U é

denominado vizinhanca fundamental de X .

Denotaremos o espaco de recobrimento de X por (XV ,P), quando for necessdrio explicitar a
aplicacao de recobrimento, caso contrdrio denotaremos simplesmente por X.

Sejam ()? ,p) um espago de recobrimento de X, e U uma vizinhanga fundamental de X.
Denote a fibra p~ ! (x) por {X;};es, com x € U e J um conjunto de indices, denotaremos por U; a
componente conexa por caminhos de p~!(U) que contém X;.

Segue diretamente da defini¢do 1.2 os seguintes fatos :
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1) P_I(U) :Uiﬁi, Comﬁiﬂﬁj:@, sei+ j.

ii) O subespaco p~!(x) de X é dotado da topologia discreta. De fato, cada U; é aberto em X

e sua interse¢dio com p~ ! (x) é um tnico ponto, portanto este ponto & aberto em p~ ! (x) .

1i1) A aplicacdo de recobrimento p : X — X éuma aplicagdo aberta, isto €, p(ﬁ ) € um aberto
em X para todo aberto U em X. De fato, seja U aberto em X, dado x € p(fj ) escolha
U uma vizinhanga fundamental de X. Existe um ponto y € U tal que p(y) = x, como
p N U) = U,ﬁi, existe U; contendo y. O conjunto U;NU é aberto em X e portanto um
aberto em ﬁi; como p restrita a 17,- € um homeomorfismo sobre U, o conjunto p(ﬁi nU )

¢ um aberto em U e portanto € aberto em X, assim p(ﬁi NnU ) é uma vizinhanca de x em

p(0).

Definicao 1.3. Dizemos que um espaco topologico X conexo por caminhos é simplesmente

conexo, quando seu grupo fundamental é trivial.
Nota : Vamos denotar por / o intervalo [0, 1].

Definicao 1.4. Dizemos que um espago topologico X é localmente simplesmente conexo, se
para cada x € X, existe um aberto U contendo x, tal que qualquer laco em U com ponto base x

é homotopico, em X, ao lago trivial e, : I — X, definido por e,(t) = x, para todo t € I.

Teorema 1.5. Sejam X um espago topologico conexo por caminhos, localmente conexo por
caminhos e localmente simplesmente conexo, e um ponto x, € X tomado como ponto base.
Seja H um subgrupo de m(X,x,), entdo existe um espago de recobrimento ()? ,p) de X tal que

(7 (X, %)) = H, onde 5, € X e p(%3) = xo.
Demonstracao: [15], pdgina 151. -

Definicao 1.6. Quando o espaco de recobrimento XdeXé simplesmente conexo dizemos que

ele é um espago de recobrimento universal.

Observamos que se no teorema 1.5 H = {e}, onde e denota o elemento neutro do grupo
m (X, x,), entdo X é simplesmente conexo, portanto nesse caso X tem espago de recobrimento

universal.
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1.2 Levantamentos de auto - aplicacoes

Todos os teoremas apresentados nessa se¢ao podem ser encontrados em [15], nas paginas 147

e 148.

Definicao 1.7. Sejam (Xv ,p) um espaco de recobrimento de X e f :Y — X uma aplicagdo.

Dizemos que uma aplicacdo f:Y — X é um levantamento de f se satisfaz ,

Teorema 1.8. Sejam ()? , ) um espago de recobrimento de X, Y um espagco conexo por caminhos
e localmente conexo por caminhos, y, €Y, X, € Xex,= p(x5). Dada uma aplicacao f Y — X

tal que f(y.) = xo, entdo existe um levantamento

f:Y—X

satisfazendo f(y.) = Xo se, e somente se,

fa(m(Y,y0)) € pa(m (X, 55)).

Além disso, quando f existe é tinico. [ |

Teorema 1.9. Sejam ()? ,p) um espago de recobrimento de X e Y um espago topoldgico conexo
por caminhos e localmente conexo por caminhos. Sejam H = { f; }sc; : Y X I — X uma homotopia
e ﬁ) .Y — X um levantamento de fo, entdo existe tinico H= {hiier : Y X I — X satisfazendo

poh,=fi,Vtel, eho(y)zﬁ)(y),para todoy €Y. [ |
Vamos introduzir agora um novo conceito de levantamento, os levantamentos de auto -

aplicagoes definidas em X para auto - aplicacées definidas em X.

Definicao 1.10. Seja f uma auto - aplicacdo definida em X. Uma auto - aplicacdo fdeﬁnida

em X é denominada levantamento de f, se para qualquer x € X, vale a relacdo abaixo

pof(x)=fop().
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Uma homotopia H:X x1— X entre auto - aplicacoes definidas em X é um levantamento

de uma homotopia H entre auto - aplicacoes definidas em X se satisfaz,

poH(X,1)=H(p(X),1),Vie X,Vtel.

Teorema 1.11. Sejam ()? , D) um espago de recobrimento de X e f : X — X uma aplicagdo tal

que f(xo) =x1. Seja iy € p~1(x,), e X1 € p~'(x1). Entdo, existe um levantamento f : X — X de

f, satisfazendo f(x.) = x1 quando,

Jr Op7F<7r1 (S(:XNO)) C Pn(nl(i,fl))-
Além disso, quando fexiste é tinico. [ ]

Teorema 1.12. Sejam (i ,p) um espago de recobrimento de X, H : X x I — X uma homotopia
entre duas auto - aplicacoes definidas em X e fo : X — X um levantamento de fo: X — X,
definida por fy(x) = H(x,0), Vx € X. Entdo existe um tinico levantamento H : X x I — X tal

que fo(X) = H(X,0), para todo X € X. u

1.3 Classes de pontos fixos

Um poliedro conexo finito tem espago de recobrimento universal. Nos resultados a seguir, o
espaco topoldgico X serd um poliedro conexo finito, € o seu espaco de recobrimento X sera

universal.
Definicao 1.13. Dada uma funcdo f : X — X dizemos que x € X é umponto fixo de f se f(x) =x.

Definiciio 1.14. Sejam (X1, p) e (X2, p2) dois espagos de recobrimento de X. Se uma aplicagdo

Q: X| — X; é tal que p> o @ = py, ou seja, o diagrama abaixo comuta

~ 0  ~
X1—Xp
ml im

XTX

entdo, dizemos que @ é um homomorfismo de (X1, p1) em (X2, p2).
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Definicdo 1.15. Dizemos que um homomorfismo ¢ de (X1, p1) em (X2, p2) é um isomorfismo, se
existe um homomorfismo ¥ de (X, p2) em (X1, p1) tal que yo ¢ = ia’()?1 o) EPOV = id()?2 )’

Um auto - isomorfismo definido num espaco de recobrimento (Xv ,p) de X é chamado
transformacao de recobrimento.

Denotaremos por & ()? ,p) o conjunto das transformagdes de recobrimento de um espago de
recobrimento (X, p) de X. Observamos que, com a operacio de composi¢do de fungdes, 2(X, p)

€ um grupo.

Definicao 1.16. Sejam fe ]7 dois levantamentos de uma auto - aplicagdo [ definida em X. Se

existe y € P(X, p) tal que

fr=vofoy

dizemos que f e f estdo relacionados e denotamos essa relacdo por

IR
A relacdo descrita acima € de equivaléncia, portanto o conjunto formado pelos levantamen-

tos de f € particionado em subconjuntos, dois a dois disjuntos, chamados classes de levanta-

mentos. Denotaremos a classe de levantamentos de f por

F1={refor" | ye 2(X,p)}.
Denotaremos por Fix(f) o conjunto dos pontos fixos de f : X — X.

Teorema 1.17. Seja f uma auto - aplicagcdo definida em um poliedro conexo finito X. As

seguintes afirmagoes sdo verdadeiras:

1) Fix(f)=U i p(Fix(f)), unido tomada sobre todos os levantamentos f de f.

2) [f] = [f1= p(Fix(f)) = p(Fix(f").

3) [f1 # [f 1= p(Fix(f)) N p(Fix(f") = 0.

Demonstracao: [15], pagina 31. [ ]
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Definicao 1.18. O subconjunto p(Fix(f)) do conjunto dos pontos fixos Fix(f) de f é denomi-
nado classe de pontos fixos de f, determinada pelo levantamento fde f

Com a defini¢ao acima podemos reescrever o teorema 1.17 como segue :

Teorema 1.19. O conjunto Fix(f) é particionado em classes de pontos fixos p(Fix(f)) de f,

com f variando no conjunto de todos os levantamentos de f. [ |

Teorema 1.20. Dois pontos fixos xy e x| de uma aplicagdo [ : X — X estdo numa mesma classe

de pontos fixos se, e somente se, existe em X um caminho c ligando xo a x| tal que
foc~c.

Demonstracao: [15], pagina 33. [ ]
O teorema 1.20 nos apresenta um modo alternativo de definir classes de pontos fixos, de

uma forma geométrica sem usar, explicitamente, espacos de recobrimento.

Teorema 1.21. Para toda classe de pontos fixos I de uma auto - aplicacdo f definida em X,

existe em X um aberto U tal que U NFix(f) =T.

Demonstracao: [15], pagina 34. [ ]

1.4  Indice de um ponto fixo isolado e Ntimero de Nielsen

O teorema a seguir aparece em [11] pagina 14, e € uma abordagem axiomatica acerca de indice

de pontos fixos.

Teorema 1.22. Sejam X um poliedro conexo finito, U C X aberto e f: U — X uma aplicacdo. Se
o conjunto dos pontos fixos Fix(f) de f em U é compacto, entdo um inteiro ind(f,U), chamado
indice dos pontos fixos de f em U ¢ definido com as seguintes propriedades:
i) Condigdo para a existéncia de um ponto fixo :
Se ind(f,U) # 0, entdo f tem ao menos um ponto fixo em U.
ii) Invaridncia por homotopia :
Se H={fi}icp,1) : fo~ fi : U — X é uma homotopia, e o conjunto U, 1 Fix(fi) é
compacto, entdo ind(fo,U) = ind(f1,U).
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iii) Aditividade :

iv)

Suponha Uy,U,, ...,U; subconjuntos abertos em U, tal que f ndo tenha pontos fixos em U \
Uiz1 Ui e Fix(fly;) , j=1,2,...,s, sdo dois a dois disjuntos. Se ind(f,U) estd definido,

entdo todos os ind(f,U;) estdo definidos, e

ind(f,U) = ZS: ind(f,Uj).
=1

Normalidade :

Suponha f uma funcdo constante com f(x) = xg € U, para todo x € U , entdo
ind(f,U) = 1.
Se f é uma auto - aplicacdo definida em X, entdo
ind(f,X) =L(f) (o niimero de Lefchetz de f),

onde

L(f) = Y (=1)1r(fg.),

q
ff]* : HQ(X7Q> - HéI(XaQ)
é o endomorfismo induzido (em homologia) por f, e tr(fy) é o trago do endomorfismo
/ q*-
Comutatividade :

Sejam V e U subconjuntos abertos de X e Y respectivamente, f :U —Y e g:V — X

aplicacoes. Observamos que as aplicagoes

gof:fH(V) =X, fog:g '(U) =Y

tém respectivamente Fix(go f| ;1)) CU e Fix(fogl,-1(y)) €V, além disso f e g for-

mam um par de homomorfismos mutuamente inversiveis entre os conjuntos
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, fo
le(gOf|f_1(V))Tle(fog|g_l(U))-

Seind(go f, f~1(V)) estd definido, entdo ind(fog,g~ " (U)) também estd definido, e temos

ind(go f,f (V) =ind(fog,g” ' (U)).

vi) Um caso particular :
Sejam Xo um subpoliedro de X e f : U — X uma aplicacdo, tal que f(U) C Xy. Considere
o conjunto Uy = U NXy e a aplicagdo fo: Uy — Xo , onde fo = flu,. Se ind(f,U) estd

definido, entdo ind( fo,Up) também estd definido e vale

ind(f,U) = ind(f(),U()).

vii) Condigdo suficiente para o cancelamento de um ponto fixo :

Sejam U homeomorfo ao espago Euclidiano R e f: U — X tendo um iinico ponto fixo,
x* em U, com ind(f,U) = 0. Entdo para uma vizinhanga 'V de x* comV CU e f(V) CU
(onde V denota o fecho de V), existe uma homotopia {f;},c;: f ~g:U — X tal que g é
livre de pontos fixos em U, g(x) = f(x) para todox e U\V e g(V) CU. [

Dizemos que um ponto fixo x*, de uma aplicagdo f: U — X, € isolado em U se existir uma
vizinhanga V de x* tal que o tnico ponto fixo de f em V é x*. A propriedade iii) do teorema
1.22 deixa claro que ind(f,V) independe da escolha de V. De fato, se V é uma outra vizinhanca
de x*, tal que f(x) # x, para todo x € V \ {x*}, entdo f ndo tem pontos fixos em ambos V \ VNV
e V\VNV,logoind(f,V)=ind(f,VNV)=ind(f,V). Assim, ind(f,V) é chamado indice do
ponto fixo isolado x*, e denotado por ind(f,x*).

Existem diferentes abordagens para a questdao de indice mas, no contexto em que estamos
trabalhando, todas se mostram equivalentes no sentido de darem origem ao mesmo resultado.
Logo a abordagem axiomadtica feita no teorema 1.22 faz sentido.

Agora definiremos de forma precisa o indice de um ponto fixo isolado no caso particular de

auto - aplicagdes definidas em S' e R".
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Definiciio 1.23. (O indice de um ponto fixo isolado em S') Considere uma auto - aplicacéio
f:S!— SL. Seja x* um ponto fixo isolado de f, isto é, existe em S' um arco aberto C contendo
x, tal que f(x) # x, para todo x € C\ {x*}. Suponha que o ponto x descreve o dominio S' no
sentido hordrio, a sua imagem f(x) descreve S I de acordo com f. Eles se encontram em x*.

Entdo o indice do ponto fixo isolado x* de f é :

(
+1, quando o ponto x supera o ponto f(x) em x*;

) . +1, quando f(x) percorre o dominio no sentido anti - hordrio;,
ind(f,x") =

-1, quando o ponto f(x) supera o ponto x em x*;

0, quando nenhuma das possibilidades acima ocorre.

Nota : Seja A um Z - médulo, e suponha que exista um isomorfismo f : A — Z. As tnicas bases
de Z sdo {1} e {—1}, como isomorfismo leva base em base temos que {ot} e {—a} sdo duas
bases de A, onde {a} = f~ (1) e {—a} =f"1(-1).

Entdo, A possui exatamente duas bases como Z - médulo livre : {a} e {—a}; ax e —a sdo
chamados geradores de A. Assim, paratodo 8 € A, B = ma para algum m € Z.

Seja agora f : §" — S" continua, lembremos que H,(S",Z) é isomorfo a Z ; seja a em
H,(S",Z) gerador fixo. Considere a induzida de f em homologia, (f,,). : H,(S",Z) — H,(S",Z)
entdo, (f,)«(a) = ma, para algum m € Z.

O numero inteiro m é denominado grau de f. Note que m independe do gerador escolhido

pois (fn)«(=0) = —(fn)+(t) = —ma = m(-a).

Definicao 1.24. (O indice de um ponto fixo isolado em R") Suponhamos f : U C R" — R" e x*
um ponto fixo isolado de f . Tome uma esfera St U centrada em x*, pequena o suficiente, de tal
forma que o disco de centro x* e bordo S ! ndo contenha nenhum outro ponto fixo de f, dessa

forma em S’ Lo vetor x — f(x) € ndo nulo. Logo podemos definir a seguinte aplicacdo

& SZII — g1
xS =R

Definimos ind(f,x*) := grau de &.
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Seja f : X — X uma auto - aplicacdo e [ uma classe de pontos fixos de f. Segue do teorema
1.21 a existéncia de um aberto U em X tal que U N Fix(f) =, e entdo temos ind(f,U). Se U
¢ uma outra vizinhanga de F em X tal que UNF ix(f) =T, entdo f ndo tem pontos fixos em

ambos U \UNU e U\ UNU. Pelo Teorema 1.22 iii),
ind(f,U) = ind(f,UNU) = ind(f,U).

Isto mostra que o ind(f,U) ndo depende da escolha da vizinhanga U satisfazendo

UNFix(f) =T. Assim, a seguinte defini¢ao surge.

Definicao 1.25. Suponha F uma classe de pontos fixos de uma auto - aplicacdo f, definida em
X e U uma vizinhanca qualquer de F em X, satisfazendo U NFix(f) =F. O indice ind(f,U) é

denominado indice da classe de pontos fixos I, e denotado por ind(F).

Definicao 1.26. Seja f uma auto - aplicac¢do definida em X. Uma classe de pontos fixos de f é
dita ser essencial se seu indice é ndo nulo, caso contrdrio dizemos que a classe de pontos fixos
€ ndo - essencial . O niimero de classes de pontos fixos essenciais é denominado niimero de

Nielsen de f, e denotado por N(f).

Teorema 1.27. A soma dos indices das classes de pontos fixos essenciais, de uma auto - aplica¢do

f definida em X é igual a L(f).
Demonstracao: [15], pigina 46. [ ]

Definicao 1.28. (Correspondéncia entre classes de pontos fixos induzida por homotopia)
Suponha H = {h; };c; uma homotopia entre auto - aplicacdes hy e hy definidas em X, X
o0 espaco de recobrimento universal de X e %0 um levantamento de hg. Entdo existe um unico
levantamento H = {};},el de H, tal que E € um levantamento de h;, para todo t € I. Assim,
a homotopia H e o levantamento ﬁo de hg determinam um tinico levantamento %1 de hi. A
correspondéncia entre Eo e Zl é denominada correspondéncia induzida pela homotopia H, e

denotada por

hoHhy . (1.1)
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Seja H : X x I — X uma homotopia. A inversa H~! : X x I — X da homotopia H é definida

por
H_l(y,f)ZH(y,l—t),yeXeogtg 1.

Investigaremos mais precisamente a correspondéncia 1.1:
Devido a existéncia da aplicacdo H~!, podemos dizer que a correspondéncia 1.1 tem uma
inversa

H hy (1.2)

Portanto, podemos dizer que 1.1 € uma correspondéncia um a um.
Considere ¥ uma transformacdo de recobrimento, desde que H= {E},EI : Eo ~ Zl, entio
Yo Ho y 1 }/oﬁo oy !~ yo%l oy~!, assim a homotopia H e o levantamento %0 determinam

uma correspondéncia da classe de levantamento [hg) para a classe [hy] :

(o) H [ ]. (1.3)

Assim como 1.1 a correspondéncia 1.3 € um a um.

Como a nossa definicdo de classes de pontos fixos foi baseada nas classes de levantamentos,

entdo se IF; = p(Fix(h;)), i = 0,1, a correspondéncia 1.3 faz surgir uma correspondéncia um a

um entre as classes de pontos fixos, tal correspondéncia é denotada por :

FoHEF. (1.4)

Teorema 1.29. (Invaridncia por homotopia do indice de uma classe de pontos fixos ) Suponha

H: fo ~ f1 : X — X uma homotopia, e F; uma classe de pontos fixos de f;, i =0,1. Se
FoHF,

entdo,

ind(Fo) = il’ld(]Fl)

Demonstracao: [15], pagina 47. [ |
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Teorema 1.30. (Invaridncia por Homotopia do Nimero de Nielsen ) Seja

H:fo~fi: X—X

uma homotopia, a qual induz a correspondéncia

FoHIF,

entre as classes de pontos fixos de fo e f. Entdo a correspondéncia é um a um entre as classes

de pontos fixos essenciais de fq e as classes de pontos fixos essenciais de fi, portanto

N(fo) =N(f1);

quando T é ndo essencial, a correspondente | é também ndo essencial. [ |

Teorema 1.31. (O Teorema do ponto fixo de Nielsen) Seja f : X — X uma auto - aplicagdo

definida em um poliedro conexo finito X. Entdo,

N(f) < MFIf].

1.5 Comutatividade

Teorema 1.32. (Comutatividade do indice de uma classe de pontos fixos) Se f : X — Y e
g:Y — X sdo um par de aplicagoes entre pliedros conexos e finitos , entdo a f-imagem de uma
classe de pontos fixos de go f : X — X é uma classe de pontos fixos ndo vaziade fog:Y —Y.
Assim, f estabelece uma correspondéncia um a um entre as classes de pontos fixos de go f e as

de fog. Aléem disso, os indices das classes correspondentes sdo iguais.
Demonstracao: [15], pagina 50. [ |

Teorema 1.33. (Comutatividade do Numero de Nielsen) Se f : X —Y e g:Y — X sdo um par
de aplicagoes entre poliedros conexos finitos, entdo f estabelece uma correspondéncia um a um

entre as classes de pontos fixos de go f e as de f og, como consequéncia temos
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N(gof)=N(fog).

Demonstracao: A demonstragao segue diretamente da ultima conclusdo do teorema 1.32. W

1.6 A teoria de pontos fixos no circulo S'

Considere a seguinte descri¢ao do circulo
S'={z="™| sel}

onde z é uma varidvel complexa, s ¢ um nimero real, i = v/—1 e I € o intervalo [0, 1].

As auto - aplicagdes definidas em S! mais simples sdo da forma
fn . Sl N SI,Z N Zn,Z €1, ou eZﬂsi N eZnnsi,S el,

com n € Z. Essas aplicacdes sao denominadas aplicagdes de poténcia inteira.

As aplicagdes de poténcia inteira tém a seguinte dindmica : Quando s descreve o intervalo [
o ponto z, iniciandoemz=1¢€ § I descreve o circulo S! no sentido anti - horério e finalmente
retorna ao ponto inicial z = 1, enquanto o ponto imagem 7" tem em z = 1 seu ponto final e
inicial, mas descreve S', |n| vezes no sentido anti - horario ou horério de acordo com n ser

respectivamente positivo ou negativo.

Proposicao 1.34. Quando n # 1, f, tem |1 — n| pontos fixos distintos dados por

Fix(f) = {z=™/0"7 | r=0,1,..,[1 —n|—1}
e Fix(f1) = S\ [
Considere a seguinte aplicacio p: R — S!, definida por p(s) = €™ = cos(27s) + isen(27s),
s € R. Obviamente p(s+ k) = p(s) para qualquer inteiro k, além disso para cada z € S' temos
P (2) = 5= In(z) = {s+k | z=e*™ com k inteiro}.

— e271:st

Proposiciio 1.35. A aplicacio p : R — S, definida por p(s) , 8 € R é uma aplicacdo de

recobrimento.
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Demonstracao: [19], pidgina 337. [ ]
Logo R € um espaco de recobrimento do circulo.
Considere a aplicagio fn,k :R — R, definida por ]7,17k(s) =ns+k,s R, ovalor ]7,17;((0) =ké
denominado valor inicial de f;hk . Observamos que p(ﬁhk(s)) — 2n(ntk)si — p27nsi — £ (p(s)),

paratodo s € R

PO fuk = faop,

ou seja, ]7,17k ¢ um levantamento de f,,, para todo k inteiro. Além disso, se fé um levantamento
de f,, entdo f: ﬁk, onde k = f(O) Logo, todo levantamento de f,, € da forma ﬁl,k, parak € Z.
Note que f;’k(s +1)— f;hk(s) = n, isso nos revela o fato geométrico que f,(z) descreve S! ||
vezes, enquanto o ponto z percorre a S! uma vez no sentido horario.

Do que vimos acima, segue o seguinte resultado.

Corolario 1.36. Se f é um levantamento de f : S' — S, entdo existe um inteiro n tal que para

todo s € R,

fls+1)—f(s) =n.
Além disso, qualquer levantamento de f satisfaz a equagdo anterior. [ |

Definicao 1.37. Quando um levantamento ]7 de uma auto - aplicacdo f definida em S' satisfaz

a equacdo f(s+ 1) — f(s) = n, entdo dizemos que a grau geométrico de f é n.

Proposicio 1.38. Se uma auto - aplicacdo f definida em S' de grau geométrico n, tem apenas

pontos fixos isolados, entdo a soma dos indices de todos os pontos fixos de f é L(f) =1—n.
Demonstracao: [15], pagina 15. [ ]

Proposicio 1.39. Duas auto - aplicacdes definidas em S' sdo homotdpicas se, e somente se,

elas tém o mesmo grau geométrico.
Demonstracao: [15], pagina 13. [ ]

Definiciio 1.40. Seja f uma auto - aplicacdo definida em S' e € um niimero positivo. Uma
auto - aplicagdo g definida em S' é denominada uma € - aproximacdo de f , quando existe um

levantamento fde f e um levantamento g de g tal que
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|§—f| < g, para todo s € R.

Proposicao 1.41. Se g é uma € - aproximacdo de f, entdo g e f tém o mesmo grau geométrico.
Demonstracao: [15], pagina 15. [ ]

Teorema 1.42. (Teorema de aproximagdo) Para qualquer auto - aplicacdo f definida em S' e

qualquer € > 0 dado, existe uma € - aproximacgdo g de f, que tem somente pontos fixos isolados.
Demonstracao: [15], pagina 16. [ ]

Definicao 1.43. Seja f qualquer auto - aplicacdo de S'. Para € > 0, considere g uma € -
aproximagdo de f, com g tendo somente pontos fixos isolados (tal aplicagdo existe de acordo
com o teorema 1.42). Entdo a soma dos indices dos pontos fixos de g é denominada soma dos

indices dos pontos fixos de f.

Teorema 1.44. ( O Teorema de Lefchetz para o circulo) Se o grau geométrico de f : S' — S é

n, entdo a soma dos indices dos pontos fixos de f é L(f) =1 —n.
Demonstracao: Esse teorema € consequéncia direta da defini¢do 1.43 e proposicao 1.38. [ |

Proposicio 1.45. Se uma auto - aplicagdo f definida em S' tem grau geométrico igual a n,

entdo
N(f)=[1=nl;
além disso
MF[f] = N(f)
Demonstracao: [15], pagina 23. [ ]

Dizemos que o nimero de Nielsen de uma auto - aplicacdo f, definida em um poliedro
conexo finito X, é realizdvel quando a igualdade MF[f] = N(f) acontece. Observe que a
proposicdo 1.45 nos garante que para toda f : S — S! o nimero de Nielsen é realizdvel, no

capitulo 3 serd exibido um contra - exemplo mostrando que isso ndo vale em geral.
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Capitulo

2

Grupo de Trangas

Nesse capitulo abordaremos a questdo de representar um grupo por meio de geradores e de
relagdes, a essa maneira de representarmos um grupo ¢ dado o nome de presentacdo. Outra
questdo abordada € a de extensoes de grupos.

Definiremos o Grupo de Trangas de uma superficie compacta. Usando extensoes de grupos
obteremos uma presentacao para o grupo de trangas do disco com dois furos, que serd de funda-

mental importancia na constru¢cdo de uma aplicagdo com nimero de Nielsen ndo realizavel.

2.1 Presentagdo de grupos

Consideremos um conjunto S, vamos pensar nos elementos de S como sendo simbolos nado

comutativos. Usando esses simbolos formaremos palavras, que nada mais sao que expressoes

(1),e(2) (k)

L o~ , ..
daforma p=x|"'x,"...x;" , onde cada x; € S com repeti¢des de simbolos sendo permitidos, e
€(i) = 1 ou —1. E conveniente considerarmos a palavra vazia, que é a palavra onde ndo aparece

nenhum simbolo, denotaremos por 1 a palavra vazia. Uma palavra é dita ser reduzida se nao

contém x! seguido de x~! ou vice-versa. Por exemplo, x}x%x% ¢ uma palavra reduzida, enquanto

a palavra x| lx%x% nao € reduzida. Toda palavra pode se tornar reduzida, basta que se elimine da

1,—1 1,1

palavra pares da forma x'x~ " ou x™ 'x', sempre que eles aparecerem na palavra. Por exemplo,

—1,1,—1.1.1 1
X] XX, X x3 sereduz a x;.
Denotaremos por G o conjunto de todas as palavras reduzidas formadas com simbolos em
S, usando justaposicdo de palavras reduzidas como operagado e reduzindo a palavra resultante, se

necessdrio, temos que G com essa operagdo € um grupo. O grupo G € denominado grupo livre

gerado por S, e dizemos que uma palavra formada com os simbolos em S € uma palavra em S.
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(1),e(2) _elk) ¢

. . € £
A palavra vazia age como elemento neutro, e o inverso de uma palavra p =x|" 'x, ..x, €a

palavra p = x,:'g(k)x,:_ggk_l)...xz_s(z)xl_g(l).
Os simbolos de S ndo sido tdo importantes, no sentido que se S é um outro conjunto tal
que exista uma bijecdio entre ele e S, entdio os grupos livres resultantes gerados por S e S sdo

isomorfos. Quando S é finito com n elementos denominamos o grupo livre gerado por S o grupo

livre em n geradores.

2 1

E conveniente abreviarmos x' por x, x'x! por x2, x Ix~! por x~2 etc. Note que, o grupo

1 3

livre em um gerador {x} consiste dos seguintes elementos, Lxl x U x2x2,x3,x73, ... . Con-
siderando a correspondéncia n — x" , n € Z, é facil ver que o grupo livre em um gerador é
isomorfo ao grupo dos inteiros Z. Note também que o grupo livre em n geradores, paran > 1, é
um grupo infinito nao abeliano.

Algumas vezes € conveniente considerar grupos livres de uma forma diferente, podemos
considerar classes de equivaléncia de palavras sob uma boa relacdo de equivaléncia. Vamos

considerar as seguintes operacdes em palavras :

1 1

i) adicionar xx™ " ou x 'x em uma palavra, onde x € S;

1 1

ii) retirar xx~' oux  'x em uma palavra , onde x € S.

Dizemos que duas palavras p e p s@o equivalentes se, e somente se, p pode ser obtida de
p por um ndmero finito de operagdes do tipo i) e ii). Isso claramente define uma relacdo de
equivaléncia; além disso, qualquer palavra € equivalente a sua forma reduzida. O conjunto
de classes de equivaléncia de palavras formadas com elementos de S, com justaposicdo como
operacgdo, ¢ um grupo isomorfo ao grupo livre gerado por S. Usualmente denotamos a classe de
equivaléncia contendo a palavra p por p mesmo.

Seja R um conjunto de palavras formadas com simbolos em S. Podemos considerar as

seguintes operagoes adicionais sobre palavras em S :

iii) adicionar r ou ¥~ em uma palavra, onde r € R;

1

iv) retirar r ou ¥~ em uma palavra, onde r € R.

Agora dizemos que duas palavras p e p sdo equivalentes se, e somente se, p pode ser obtida

de p por um nimero finito de operagdes do tipo i),ii),iii) e iv). E facil ver que isso define
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uma relacdo de equivaléncia e que o conjunto das classes de equivaléncia € um grupo, com a
justaposi¢do como operacao. Este grupo € dito grupo com presentagdo (S;R), e € denotado por
(S;R). Como antes denotaremos a classe contendo a palavra p por p mesmo. O conjunto S é
chamado conjunto de geradores e o conjunto R é chamado conjunto de relatores.

Daremos dois exemplos simples, o primeiro é o grupo com presentagdo (S;0) que € jus-
tamente o grupo livre gerado por S. Para o segundo exemplo considere ({x,y}; {xyx~Ty~1}).

—1,,—1

Vemos que xy = yx, (xy = (xyx 'y lxy = yuy~!

x~'xy = yxy~ly = yx, fazendo as operagdes
ii) e iii)). Assim, ndo é dificil ver que x“y” = y’x? para quaisquer inteiros a,b, logo qualquer
palavra g = x4V yb(1) xa(2),b(2) | yalk)yb(k) pode ser reescrita como g = x%y?, onde a = Zf-‘zl a(i)
eb =Y b(i). Assim, o grupo ({x,y}; {xyx~1y~1}) é isomorfo a Z x Z.

Se ¢ é uma palavraem S e @ = 1 em (S; R) (aqui a igualdade significa que o e 1 representam
a mesma classe), entdo & ndo necessariamente pertence a R. Entretanto, o pode ser reduzida a
palavra vazia por uma sequéncia de operacdes do tipo i), ii), iii) e iv).

Algumas vezes € mais conveniente escrever o conjunto de relatores como um conjunto de
relagdes. Mais precisamente, queremos dizer que o conjunto {r | r € R} pode ser reescrito
como {r=1 | r€R}. Além disso, se r é a justaposi¢do de duas palavras uv entdo podemos
substituir » = 1 por u = v~'. Assim, por exemplo, podemos escrever ({A,B}; {ABA~'B~'})
como ({A,B}; {ABA~'B~! = 1}) ou como ({A,B};{AB = BA}).

2.2 Presentagao de extensoes de grupos

Definicao 2.1. Uma extensdo de um grupo G por um grupo A, é um grupo G que tem um

subgrupo normal N satisfazendo

Dizemos ainda que G é uma extensdo de G por A.

Daremos agora dois exemplos de extensdes de grupos :

(I) Considere um homomorfismo injetor

1:A—G,
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satisfazendo Im(1) <G. Denotando N = Im(1) e G = G/Im(1), temos obviamente G /N =
G. Além disso, como t € uma aplicagdo injetora, temos A = N. Logo G ¢é uma extensdo

de G/Im(1) por A.

(II) Considere um homomorfismo sobrejetor

v:G—G,

temos G/Ker(v) = G. Logo G é uma extensdo de G por Ker(V).

Seja G uma extensdo de G por A, denotaremos os isomorfismos A = N, 5/N ~G,poraef
respectivamente. Vamos considerari: N — G, a inclusdo, e definir é: G—G /N, por &(g) =gN.
Denotando por 1 e Vv respectivamente as composi¢des io o e 8 o &, obtemos a sequéncia exata
curta

1l —wAS5SG6-LG6G—1.

Por outro lado, se

1l —AS5SG6-1G6—1

¢ uma sequéncia exata curta, segue que G ¢ uma extensdo de G por A. De fato, denotando
Im(1) = ker(Vv) por N, temos N subgrupo normal de G e N = A. Além disso, de acordo com o
teorema do isomorfismo, 6/N =aG.

Consideremos (X;R), (Y;S), presentagdes para os grupo G e A respectivamente. Nosso
objetivo agora é obter uma presentacao para Ga partir das presentacdes de G e A.

Sejam,

Y={y=1(y) | yeY}

S={5|ses}

onde S é um conjunto de palavras em Y obtidas de S substituindo y por y.
Considere,

X={3|xeXx,v(®=x}

Além disso, para cada r € R, seja ¥ uma palavra em X obtida de r pela substituicdo de x por
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X. Agora v anula cada 7, e entdo para todo r € R, 7 € Ker(v) = Im(1) e como Im(1) é gerada

pelo conjunto Y, cada 7 pode ser escrito como uma palavra, digamos u,, em y. Colocamos
R={mu; "' | reRr}.

Finalmente, como Im(1) < G, cada conjugado X~ !yx, X € Xe y € Y, pertence a Im(1), entdo

¥ !'yxé uma palavra, digamos wy , em y. Tomando
T = {fflﬁwxfyl | xeX,yeY},

temos o seguinte resultado :

Teorema 2.2. Suponha que sejam dados uma extensdo
1—A LI 6 -, G—1

e presentacdes G = (X;R), A= (Y;S). Entdo o grupo G tém a seguinte presentagcdo

Demonstracao: [14], pdgina 139. [ |

2.3 Grupo de Trangas

2.3.1 Defini¢do geométrica de Tranca

Sejam M uma superficie compacta, possivelmente com bordo, e M° = M \ dM seu interior. Um
subconjunto V do produto cartesiano M x [0, 1] é chamado uma tranca geométrica em M, se as

seguintes condigOes sdo satisfeitas:
i) V é a unido de dois arcos disjuntos sy, s, em M x [0, 1].

ii) Cada arco s; une um ponto (x;,0) ao ponto (x;,1), com x; e x, pontos distintos em M

fixados ( nesse caso dizemos que V € baseada em {xy, x2 }).

iii) Paracadar € [0,1], s;NM x {t} é um conjunto unitario.
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Definiremos agora uma relacdo de equivaléncia sobre trancas geométricas: Dizemos que
duas trangas geométricas, baseada em {xy,x»}, estdo relacionadas se, e somente se uma pode
ser continuamente deformada para a outra através de trangas geométricas baseadas em {xj,x;}.
Uma classe de equivaléncia sob essa relagdo é chamada uma tranca em M baseada em {x;,x;}.
O conjunto das trangas baseadas em {x;,x,} é um grupo chamado Grupo de Trancas, o qual

denotaremos por T> (M, {x1,x2}).

2.3.2 Definigao algébrica de Tranca

SejaA={(x,x) | xe M} C M x M adiagonal de M. Umlago y(t) = (%1 (¢),1»(t)) em M x M\ A,
com ponto base (xj,x;), determina uma tran¢a geométrica a qual é definida como a reunido

{(x1(2),1) | 0<tr<1}U{(x2(2),t) | 0 <r < 1}. Esta correspondéncia induz a identificacdo
Tz(M, {xl,xz}) =T (M X M\A, (xl,)Cz)).
Assim, uma tranga em M é uma classe de homotopia de lacos em M x M \ A. Compomos

trancgas da esquerda para a direita como fazemos com lacos e caminhos.

2.3.3 Presentacdo do Grupo de Trangas do disco com dois furos

Seja M° = M\ dM o interior de M, a inclusdo j : M° — M induz o isomorfismo

(JxJ)rp:m(M°x M°\A) — m (M x M\ A)

Seja (x1,x2) € M° x M°\ A o ponto base. Quando M # S? ou RP?, temos a sequéncia exata
de Fadell-Neuwirth [4]

1 — m(M\ {),x1) —5 m (M x M\ A, (x1,%)) 22 m (M, x) — 1,

onde i1 : y; — (y1,x2) é ainclusdo na primeira coordenada e p; : (y1,y2) — y2 € a projegdo sobre
a segunda coordenada.

Considere o disco com dois furos P. Em P definimos algumas trangas especiais: Sejam Py,
P12 € B as trancgas representando as i1 - imagens dos lagos a1 S 1a1_1, aSra;, !¢ b, respectivamente,

ilustrados na figura 2.1. Sejam p»; e P2y as trangas representando as ip-imagens dos lacos b1b;
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Figura 2.1: O disco com dois furos P

e b3by, respectivamente, ilustrados na figura 2.1, onde i : y — (x1,y2) € a inclusdo na segunda

coordenada.

Proposicao 2.3. O grupo de trangas m; (P X P\ A, (x1,x2)) tem uma presentagcdo com geradores

P11,P12,P21, P22, B, e relagoes:

1) py'piip21 = p11B~p1iBpy 4) Py Pr1p22 = P11
2) Py P12p21 = puB ;' BpiaB 7 puiBpyt 5) P PP = p1aB piaBpyy!
3) 3 Bpa1 =puBp;; 6) Py Bp2 = p12Bpy;

Demonstracao: Pelas figuras a seguir verificaremos a validade das seis relacdes acima, onde as

trangas sdo as cordas desenhadas de cima para baixo.

S/ ERYs

N
T~

it i =
SN R
IRNIAINS

Figura 2.2: relacdo 1
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Figura 2.7: relacdo 6

Observamos que as i pré-imagens de pj1,p12 e B sdo geradores livres de (P \ {x2},x1),
enquanto as pp pré-imagens de pry, Py sdo geradores livres de 7 (P,x;) assim, como gru-
pos livres, 7 (P \ {x2},x1) e 7 (P,x;) tém as presentagdes ({[a1S1a;'],[a282a;"'],[b]};0) e
({[b1b2], [b3b4] };0) respectivamente.

Considere,
1 — m(P\ {n}x) =5 (P x P\A, (x1,%)) 2 7 (Pxy) — 1

a sequéncia exata de Fadell-Neuwirth. Assim, m; (P X P\ A, (x1,x2)) é uma extensao de 7| (P, x;)
por 7 (P\ {x2},x1).

Para concluir a demonstracdo da proposi¢ao aplicamos o teorema 2.2 a extensao

1 — m(P\ {xo},x1) 5 (P x P\A, (x1,%2)) 2> m (Pxa) — 1,
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comS=0,R=0,Y = {p21,p22}, € X = {p11,p12,B}. Além disso, como mostramos que valem
as relacdes (1), (2), ..., (6), podemos escrever 7 como o conjunto das relacdes (1), (2), ..., (6),

assim temos G = <X,Y;T>. Logo os geradores P21, P22, P11,P12,B € as relagdes (1), ..., (6)

constituem uma presentagio para 7y (P X P\ A, (x1,x2)). [
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Capitulo

3

O contra - exemplo de Jiang

Para uma auto - aplicagdo f, definida em um poliedro conexo finito X, o nimero de Nielsen
N(f) é realizdvel quando N(f) = MF[f].

Dizemos que um ponto x € X € um ponto de corte local, se existir U C X vizinhanga de
x, tal que U \ {x} ndo é conexo. Em [12], Boju Jiang demonstrou que o nimero de Nielsen é
realizdvel se X for um poliedro conexo e compacto, sem pontos de corte local, e se X nao for
uma superficie com caracteristica de Euler negativa.

Nesse capitulo apresentaremos um contra - exemplo mostrando que o nimero de Nielsen

ndo € realizdvel, em geral, para auto - aplicacdes definidas em superficies.

3.1 Um Lema

Lema 3.1. Sejam M uma superficie compacta e xo, € M° = M\ M. Seja f,g: M — M duas
aplicacbes homotdpicas, que ndo tém pontos fixos em dM U{x, }. Entdo existe uma aplicacdo h

homotdpica a f, relativamente a IM U {x,}, com Fix(h) = Fix(g).

Demonstragao: Seja H : M x I — M a homotopia entre f e g. Temos que a aplica¢do Hjpx;
¢ homotGpica a uma aplicagdo H” : dM x I — M, tal que H”(x,t) # x para todo (x,1) € dM x I.
De fato, se H satisfaz H(x,t) # x, para todo (x,t) € dM x I, entdo tomamos H" = H|jp;-

Se H(x,t) = x, para algum (x,t) € dM x I, entdo tomamos um colar C = dM X J sobre M,
com J sendo um intervalo da forma [0, €], para € € (0, 1] fixado. Logo, se x € C entdo x é um
par da forma x = (xyy4,t,), com xyy, € IM e t, € J = [0, €]. Dessa forma, se x € CNJIM, entdo
x = (x,0).

Definimos agora uma aplicagdo y : M x [ — M da seguinte maneira :
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Seja (x,t) € M x I, se t € [0, 1] definimos,

X, sex ¢ C
Y(x,1) =
(xan (8 - tx)2t + tx)v SC X = (x9Matx)'

Caso t € [%,1] definimos,

X, sex ¢ C
’Y(XJ) =
(xXoum, (tx — €)2t +2€ — 1), sex = (Xypr,tx)-

Considere H” : dM x I — M definida por,
H’(x,t) = y(H(x,t),t) € C,para todo(x,t) € IM x I.

A aplicagdo H~ satisfaz as seguintes condigdes :
(I) H’(x,t) # x, para todo (x,t) € IM x I.
(IT) H’ é homotGpica a H |y ;-

De fato : (I) Suponhamos o contrdrio, isto é, H (x,t;) = x|, para algum (x1,¢;) € dM X I.

Se H(x1,t1) = x1 € dIM C C, entdo podemos escrever x; = (x1,0) € C. Casot; € [0, %], entio
(x1,0) =H (x1,11) = y(x1,11) = (x1,(€—0)2t; +0) = (x1,2¢€t;) € C. Assim, 2et; =0=1; =0,
logo f(x1) = H(x1,0) =x; € dM, portanto Fix(f)NdM # 0, o que é uma contradi¢do. No caso
t1 € [3,1], procedendo de modo andlogo vemos que (x1,0) = H(x1,t1) = (x1, (0 —€)2t; +2¢€ —
0) = (x1,2e —2¢n) € C, logo 2e —2¢t; = 0 = t; = 1. Assim, temos x; = (x1,0) = H(x,1) =
g(x1), com isso concluimos que Fix(g) NdM # 0, o que é uma contradi¢go.

Por outro lado, se H(xj,1) # x; temos dois casos a considerar :

(1) H(xy,t1) ¢ C: Nesse caso, temos H(xy,11) = Y(H (x1,t1),t1) = H (x1,t1) =x1 € IM C C,

logo H(x1,t1) € C, o que é uma contradigio.

(2) H(x1,11) = (y,ty) € C : Segundo a defini¢do de H’, temos (x1,0) = H (x1,t1) = (v, (e —
ty)2t1 +1y), se 1y € [0,3] ou (x1,0) = (y, (ty — €)2t; +2€ —t), se t; € [5,1]. Isso implica
x| =y, portanto 7, = 0. Assim, temos H(x,t;) = (y,ty) = (x1,0) = x1, 0 que gera uma

contradicdo.
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(I1) Seja A : (M x I) x I — M uma aplicagdo definida por A(x,z,s) = y(H(x,t),st). Claramente
A é continua, além disso A(x,7,0) = H(x,7) e A(x,t,1) = H’(x,t), para todo (x,t) € dM x I.
Logo, a aplicacdo A é uma homotopia entre H|jy,5; ¢ H .

Por outro lado, como x, € M° ndo é um ponto de corte local, H | {x,}x1 pode se tornar ho-
motdpica a alguma aplicagdo H” : {xo} x I — M com H’(x,,t) # x,, para todo ¢ € I. De fato,
considere o caminho f : I — M definido por B(t) = H(x.,t), t € I, B é um caminho em M
ligando f(x,) a g(x,). Caso x, ¢ Im(B) entdo, para todo ¢ € I, temos H(xo,t) # x,, assim
tomamos H ™ = H\{xo}xl. Caso x, € Im(B), precisamos construir a aplicagdo H” : Como x,
estd no interior de M, existe r; > 0 tal que a bola aberta de centro x, e raio ri, B(xo,r}),
estd contida em M. Seja yo € B(xo,72) \ Im(f), onde r = Sminimo{ry,distancia(x,,dM)}.
Tomando r = §{distancia(yo,Im(B)),distancia(y,, dB(xo, %))}, segue que B(yo,r) estd contida
em B(xo, ) que por sua vez estd contido no interior de M.

Definimos agora uma aplicagdo y: M — M, por ¥Y(x) = x, se x € M\ B(x,,%). Se x €
B(x,,%) definimos y da seguinte maneira :

Seja y € dB(x,,%), considere o segmento [y,,y] = {(1 —1)yo+ty | €I}, existe Gnico
Y € [yo,¥] N IB(yo,r). Definimos y(x) =y, parax € [y,y] ={(l —t)y+ty | t €I}. Sex¢€
[Vo,y] = {(1 —t)yo+1ty | t €I}, entdo existe ¢, € I tal que x = (1 —t,)yo + .y, definimos
Y(x) = (1= tx)yo + 12y

Consideramos entdo H” = yo H| (x> {xo} x I — M. Claramente ¥ é homotGpica a iden-
tidade, assim temos que H e H | {x.}x1 30 homotdpicas, além disso pela construgdo de y temos
que H"(xo,t) # xo, paratodo ¢ € I.

Pela propriedade de extensdo de homotopia ([5], pagina 14) do par triangularizavel (M x
I,MxdIUdM xTU{x.} xI), existe uma aplicagio H : M x M — M que é uma homotopia
entre f e g, com H'(x,1) # x em dM x I U {x,} x I. Portanto, existe uma vizinhanca W de
OMU{x.} em M com H'(x,t) #xem W x I.

Como M € uma superficie (e portanto € um espaco de Hausdorff) e além disso é compacto,
entdo M € um espago topoldgico normal.

Temos dM U {x.} C W, logo M U{x.} "W =0. Como dM U {x.} e W€ sdo fechados
disjuntos em M, espaco topologico normal, segue do Lema de Urysohn a existéncia de uma

fungdo real A : M — I, que assume valor 0 em dM U {x,} e assume valor 1 nos pontos de W¢.
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Defina a homotopia H™": M x I — M por : H " (x,t) = H"(x,A(x)t).
Obviamente H”” € continua, com H "(x,0) = f(x) para todo x € M, além disso H "(x,t) =
fx),VxedMU{x.} eVt el Assim, h: M — M definida por h(x) = H”’(x, 1) é a aplicagio

que procurdvamos. [ ]

3.2 O Contra exemplo

Considere o disco com dois furos P. Seja P, o retrato por deformacdo de P, que € a unido pelo
ponto xp dos lacos b1by e bsby, veja figura 2.1. Considere r : P — P, a retragdo com r(x]) =
xp e i: P, — P ainclusdo. Seja f, : P, — P, uma aplicagdo tal que f,(b)) = bgl,fo(bz) =

by, fo(b3) = by b b3, fo(by) = babsby, Fix(fo)= {x2,y1,y2} e f =iofoor: P — P.

Teorema 3.2. A aplicacdo f : P — P construida anteriormente é tal que N(f) = 0, entretanto

MF([f]#0.

Demonstracao: Inicialmente vamos mostrar que N(f) = 0.

Observamos que Fix(f) = Fix(f,). De fato, se x € Fix(f) temos io f, o r(x) = x, como
fo(r(x)) € P, entdo x € P, e portanto r(x) = x, pois roi = Idp.  Assim, temos
x=1i(fo(r(x))) =i(fo(x)) o que implica f,(x) = x, ou seja, x € Fix(f,). Logo Fix(f) C Fix(fs).

Por outro lado, Fix(f,) = {y1,y2,%2} C Ps, e como x3,y1,y2 € Ps entdo r(x) = x2, r(y1) = yi
e r(y2) = y2. Logo f(x2) = i(fo(x2)) = i(x2) = x2, f(y1) = i(fo(y1)) = i(y1) = y1 e f(y2) =
i(f2(y2)) = i(y2) = v, portanto Fix(f.) C Fix(f).

Temos que P, € um retrato por deformacdo de P, ou seja, a retragdo r : P — P, satisfaz
roi=1I1d:P, — P, eior~Id:P— P. Segue diretamente da definicdo a comutatividade do
nimero de Lefchetz, assim temos L(f) = L(io foor) =L(fooroi) = L(f,).

Consideremos a figura oito, que nada mais é do que a justaposicdo dos lagos o e  com
ponto base x;, onde & é o lago que da uma volta, no sentido horario, na S| e 8 é o lago que da
uma volta, no sentido horério, na S». Denotaremos a figura oito por o * 3.

O disco com dois furos, P, e o seu retrato por deformacao, P,, t€m mesmo tipo de homotopia
que o * 3, assim temos H, (P) = H | (P,) = H (o % ) 2 Z X Z.

O homomorfismo induzido, no nivel zero, (fo)o, = Idy(axp) € tal que trago((fo)o,) = 1.

Por outro lado, considerando o homomorfismo (f,)1, : Z x Z — Z x Z, temos que (f5)1,(1,0) =
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—1(1,0) = —1(1,0) +0(0,1) e (f5)1,(0,1) = —1(1,0) +2(0, 1). Logo, a representagdo matri-
cial de (f,);, nabase {(1,0),(0,1)} é da forma,

-1 -1
0 2

[(fO)l*] =

Assim, temos que traco((f)1,) =2—1=1. Como (f),, = 0 paratodo n # 0 e 1, segue
que ind(fo,Po) = L(fo) = Lgez(—1)trago(fs)q, = 1+ (—1)1 = 0. Logo,

ind(f,P) = L(f) = L(f.) = 0.

Os pontos y1,y> € xp tém indices 1,—1 e 0, respectivamente. De fato, vamos considerar as
restricdes flq : ST — S'e flg: S! — §'. Quando o ponto z percorre o dominio S' o ponto f(z)
percorre S' no sentido contrério, portanto ind(y;) = 1. Por outro lado, f(z) é mais “lento” que z
até eles se encontrarem em Yy, a partir desse encontro f(z) ultrapassa z, logo ind(y;) = —1.

Vamos considerar agora Uy > y1, U 2 y; e U3 3 xp, abertos em P tais que f, ndo tem pontos
fixos em P\ Uy UU, UUs, assim 0 = L(f) = ind(f,P) = ind(f,U;) +ind(f,Up) +ind(f,Us) =
ind(y1)+ind(y;)+ind(x;) = 1—1+ind(x,), portanto ind(x;) = 0. Mas y; e y; estdo na mesma
classe de pontos fixos, pois o caminho ¢ = b]_]b3 ¢ homotdpico ao caminho f(c) = fo(c) =
byby 1b1_1b3, coincidindo nos pontos y; € y». Assim, f ndo tem classe de pontos fixos essencial,
portanto N(f) = 0.

Agora, vamos mostrar que a aplicacdo f nao pode ser homotdpica a uma aplicagao livre de
pontos fixos.

Para facilitar o cdlculo das trancgas, deformamos levemente a aplicagado f, : P, — P, em uma
vizinhanca de x,, e daqui em diante assumiremos que a aplicacdo f =io f, or envia toda a regido
do trapézio, veja fiura 2.1 , no ponto x;.

Suponha, por contradicdo, f e g homotopicas com g : P — P livre de pontos fixos. De
acordo com o lema 3.1, existe uma aplicagcdo i : P — P com f e h homotdpicas, relativamente a
dPU{x1}, e Fix(h) = Fix(g) = 0, ou seja, h é livre de pontos fixos. Defina f,/h: P — P x P por
fix— (x,f(x)eh:x— (x,h(x)).

Seja w; = a,-Sia;I o lago com ponto base x; (ilustrado na figura 2.1), i = 0, 1,2. Observamos

que se x € a; entdo, f(x) =xp pois @; C T (onde T corresponde a regido do trapézio), como
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xp ¢ a;,i =0,1,2 segue que f(x) # x, Vx € a;,i =0, 1,2. Além disso, f(x) Zxem S;,i =0,1,2
pois f € livre de pontos fixos em dPU {x;} D S;,i =0, 1,2. Portanto 0; = fow éum lago em
PxP\A,i=0,1,2, ouseja, o; representa uma tranca, i = 0, 1,2. Sendo 4 livre de pontos fixos,
ou seja, h(x) # x,Vx € P temos que T; = /o ; também representa uma tranga, i = 0,1,2.

As aplicagdes f e h coincidem em da; C dPU{x;} e como h é livre de pontos fixos segue
que foa;e hoa; sdo caminhos em P X P \A,i=0,1,2, além disso, esses dois caminhos tém
os mesmos pontos final e inicial, portanto (hoa;)(foa;)~! é umlacoem P x P\ A, i=0,1,2.
Vamos denotar por u; a tranca em 7y (P x P\ A), representada pelo lago (hoa;)(foa)™!, i =
0,1,2.

Como o lago @y @, @, I ¢ contratil em P, segue que existe uma familia continua {c¢; },c; de
lagos em P, com ¢y = 01, e c1 = lago constante com ponto base x;. Sendo 4 livre de
pontos fixos, a familia de lagos {/oc; };¢s estd contidaem P x P\ A, com hocy = (how;)(ho
@) (howy) ! representando 77,7, ! e hoc representando a tranca trivial. A aplicacdo h é
continua e ¢ é homotdpico a ¢y, logo ko cg é homotSpico a hocy, isto é, Ti T Ty !¢ homot6pico

a tranga trivial, assim 7y T, € homotdpico a 7p. Além disso, T; = u;Cu; L parai=0,1,2, de fato:

f=hem dP, portanto hoS; = foS;, e assim parai =0, 1,2 temos :

uiGiui_l = (ani)(ﬁosi)(ﬁoai)_l = aniSiai_l =T

Logo, em 7 (P X P\ A, (x1,x3)) temos,

Lthlul_l uzcrzuz_l = uocroual . 3.1
—_— =
T T 70

As trancas oy, 0], 0, podem ser computadas de forma explicita:

00 = (P11P12B™ ) (p52P%), (3.2)
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o1 =p1(py'B), (3.3)
02 = p12(B~ ' p3;' p2aB ' p2). (3.4)

Com as figuras 3.1, 3.2 e 3.3 verificamos a validade das relag¢des 3.2, 3.3 e 3.4, respectivamente:

Figura 3.3: Relagdo 3.4
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Seja G = 7, + Z gerado por dois elementos « e 8, com uma tnica relagio > = 1 ( Z, xZ
= ({a,f};{a* = 1}) onde o é gerador de Z, e B é gerador de Z) . Defina o homomorfismo
0 : 7171(P X P\A) — G por 9(p11) =, 9([)21) = ﬁ_l, Q(B) = ﬁ‘loc, 9([)12) = 9([)22) =1.

Todas as seis relagdes na Proposi¢ao 2.3 se mantém sob a a¢ao de 6, de fato, por exemplo

0(p21 ' p11p21) =
=0(p21")0(p11)6(p21)
=pap!

=aa 'BaBlaa~
=0(p11)0(B~")0(p11)0(B)6(p11~")
=0(pB 'puBpi ")

1

ou seja, a primeira relagdo se mantém sob a acao de 0. De modo andlogo se verifica que sob a
acdo de 0 as demais relacdes se mantém. Logo 0 esta bem definido.

Temos que,

6(00) = 6(p11)0(p12)0(B1)0(p21%)0(p22?) = B,
6(c1) = 6(p11)8(p21~")6(B) = 1,
0(02) = 0(p12)0(B~1)0(p217 )0 (p22)0(B~1)6(p22) = af*afs

Aplicando 0 a equagdo 3.1 temos,

9(141)9(61)9(141)719(1/12)9(62)9(1/!2)71 = 9(140)9(6())9(110)71.

Como 6(o7) = 1 segue que,

(0(u0) ' 0(11))0(02) (6 (u1) ™" 6 (ug)) = 6(00).

Portanto, a equag@o 3.1 nos mostra que 6(0,) e 6(0p) sdo conjugados em G.
Por outro lado, 8(cy) = B> e 0(0,) = a3 apresentam diferentes formas ciclicas reduzi-
das (note que 0(0p) e 6(0,) ja estdo nas suas formas ciclicas reduzidas), portanto ndo podem

ser conjugados ( [17], pagina 9). [ ]
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O contra - exemplo anterior pode ser generalizado para discos com mais furos. Como o
disco com dois furos tem bordo, uma questdao naturalmente surge : Auto - aplicagoes definidas
em variedades sem bordo tém niimero de Nielsen realizdvel ? No préximo capitulo esssa questao

serd respondida.
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Capitulo

4

Superficies com caracteristica de Euler

negativa

O objetivo do presente capitulo € generalizar o resultado obtido no capitulo 2 e demonstrar

o seguinte Teorema:

Teorema 4.1. Seja M uma superficie compacta e conexa com caracteristica de Euler (M) < 0.

Entdo existe uma aplicagdo f: M — M tal que N(f) =0 < MF[f].

A prova do Teorema 4.1 serad feita por construgdo. Inicialmente uma auto - aplicagdo
definida no disco com dois furos serd construida, a essa auto - aplicagdo daremos o nome de
aplicacdo modelo e entdo transplantaremos para outras superficies. Novamente trangas serdo

usadas como ferramenta importante.

4.1 A aplicagdo modelo

O grupo de trancas de M é o grupo fundamental (M x M \ A) com ponto base (x1,x;) €
M° x M°\ A. Seja py : (y1,y2) — Y&, k = 1,2, projecdes definidas em (M x M\ A), e sejam
i1:y1— (y1,%2) € ip : y2 — (x1,y2) as inclusdes dos primeiro e segundo fatores, respectivamente.

Seja P o disco com dois furos. Considere os lagos Sy, S2, € Sp, com pontos base e orientagdes
mostradas na figura 4.1 . Em P definiremos algumas trancas especiais:

Sejam p11, P12 € B representando, respectivamente as i1-imagens dos lacos a5 al_l ,a2872a, !
e b. Sejam py; e py representando as ir-dos lacos p; € ps.

Agora introduziremos dois homomorfismos 8, 8 : 7 (P x P\ A) — F», onde F> é um grupo

livre com base { ¢, B }. Esses homomorfismos sdo definidos por:
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Figura 4.1: O disco com dois furos

O:pii—oa'B 6 :p—al
p12— 1 pi2— ap!
p21— pa1— Bl
P2 — 1 P2 — o !
B—f B— B 1.

Sobre a acio dos homomorfismos 6 e 6 as identidades na proposicio 2.3 se preservam e,

portanto, os homomorfismos estdo bem definidos. Observamos que 8 = 6 o7, onde 7 : p;| —

pil, P12 — p21p223_1, P21 — p;ll, P22 — pllplzB_l, B— B_l, € uma involucao definida em

m (P x P\ A), a qual é induzida por uma involugio definida em P enviando Sy, Sy, e x| em Sy,

S 1_1, e xp, respectivamente.

Em P, seja P, a unifo pelo ponto x, dos lacos pj e p>. Seja ¢ : (S, 1) — (P, x2) uma aplicacio

igual a plzpzpl_ ! Py ! quando considerada como um laco. Claramente ¢(S") C P..

Proposi¢ao 4.2. Para toda aplicagdo y : P — S' temos MF[¢ o y] > 0.

Inicialmente, examinaremos a classificacdio homotépica das aplicagdes P — S'. Seja d :

P — P, aretragdo que envia a regido do trapézio, ver figura 4.1, sobre o ponto x; . Para cada par

de inteiros (m,n) € Z x Z, defina Ny, : (Ps,x2) — (S', 1), uma aplicagio tal que 1,,,, 0 p1 = i"

€ N0 P2 =i", onde i denota a aplicagdo identidade S ' S! considerada como um lago em S'.
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Lema 4.3. Para toda aplicacio v : P — S' existe um tinico par (m,n) € Z x Z, tal que y é

homotdpica a Ny pod: P — st

Demonstracao: O grupo 7 (P,) é ndo trivial, mas m,(P,) € trivial, para todo n > 2. Logo as
classes de homotopia de aplicagdes de P, em S! sdo determinadas pelos homomorfismos de
71 (P,) em 7y (S') 2 Z.

O grupo 71 (P,) é um grupo livre em dois geradores, o qual denotaremos por (@, ), onde a
e B sdo os geradores.

Sejay: P — S!, temos W ~ yode yod = y|p, od, portanto Y ~ y|p, od. Como 7;(P,) =
(a, B) e m (S') = Z, entdo podemos considerar (W

p)z(B) =n.

Observamos que (Y|p, )z = (NMmn)z, assim temos Y|p, >~ Ny, ». Logo W >~ y|p od >~ Ny p0d,

p)r:{a,B) — Z e assim existem tnicos m,

n € Ztais que (Y|p,)z(0t) =me (y

com m, n € Z 4nicos. [ |
Demonstrac¢ao:(da proposi¢ao) Pelo lema 4.3 temos que y € homotopica a 1, , 0d para algum
par (m,n) € Z x Z, entdo f := ¢ oMy, , od é homotSpica a ¢ o y, portanto MF[¢ o y| = MF[f].
Assim, € suficiente provar que f := @ on,,,od : P — P ndo pode ser homotdpico a aplicagoes
livre de pontos fixos.

Suponha que f € homotdpica a uma aplicacdo g livre de pontos fixos, segue do lema 3.1 que
existe uma aplicacao & homotdpica a f, relativamente a dP U {x; }, com & livre de pontos fixos
(como a aplicagdo g).

Vamos denotar @; = a;S;a; I i=0,1,2. Observe que a menos de homotopia podemos
considerar @; = a,-S,-al.’1 como sendo um lago que d4 uma voltaem S;,i =0, 1,2.

Definimos f : x — (x, f(x)) e h : x — (x,h(x)). Vamos mostrar que f o @; e 1o @; repre-
sentam trangas em 7 (P X P\ A), parai =0,1,2 :

Seja x € a; C trapézio, logo d(x) = xp, pois a retragdo d leva todos os pontos que estdo
no trapézio em xp, portanto f(x) = @(Nmn(d(x))) = O (Mma(x2)) = ¢(1) = x2, como x3 ¢ a;,
i =0,1,2, segue que f ndo tem pontos fixos em a;, i = 0,1,2. Por outro lado, f =h em dP =
SoUS1US> 0 que implica f livre de pontos fixos em S;, i =0, 1,2 (pois 4 € livre de pontos fixos),
portanto o; = f o @; representa uma tranga em 7y (P x P\ A),i=0,1,2.

Segue, trivialmente, que 7; = /o @; representa uma tranca em 7y (P x P\ A), i =0, 1,2, pois

h € uma aplicacgdo livre de pontos fixos.
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Observamos que f = h em da; C dPU {x;}, portanto foa; , hoa; C P x P\ A t¢ém os
mesmos pontos inicial e final , logo u; = (hoa;)(f oa;) ™! representa um tranga em 7 (P x P\ A),
i=0,1,2.

Temos que o lago @ @, @ !¢ contratil em P, ou seja, o (10N !¢ homot6pico ao laco trivial.
Logo, existe uma familia de aplica¢des continuas {c; },c; (na verdade uma familia de lagcos em
P), tal que co = @ 0, Le c1 = x1 (neste caso x; estd denotando o lago trivial em P). Sendo A
livre de pontos fixos, entdo {hoc; },c; é uma familia de lacos em P x P\ A, com Ko ¢y homotépico

a hocy = laco trivial. Logo, hocy = (ho ;) (ho —1 ouseja, 71T = 7.
| = lag g 0= (howp)(hom)( ) ja, TIT) = To

Tio
——
(31 T Tal

Nota: A igualdade dos lagos acima significa que eles sio homotdpicos.
Observacao 44. : 7, = uiO',-ufl ,1=0,1,2.

De fato, parai =0,1,2,

u,-G,'ul._l =

= (hoa))(foa) ' (foasSia; ) (foa)(hoa;)™!

= (hoa)(foa) ™ (foa)(foSi)(foa)™ (foa)(hoa)™
= (hoa;)(foS))(hoa;)™!

= (hoa;)(hoS;)(hoa;)™

:aniS,a;I

= 1.

A igualdade * ocorre pois i(x) = f(x), parax € S; C dP. Assim temos,

ulo'lul_l u262u2_1 = uocoual . “4.1)
—_—
T T 70

Para concluir a demostracdo da proposicdo vamos mostrar que a equagdo 4.1 ndo tem
solugdo para ug, uy, uy € T (P x P\ A).
O Lema abaixo fornecerd ferramentas para os célculos das trangas o; = fo aiSl-ai’1 , 1=

0,1,2.

Lema 4.5. Seja fo : (Po,x3) — (Ps,x2) uma aplicacdo tal que
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foopr = oi1(p1,p2,)

foop2 = ¢a(p1,p2),
onde ¢1 e ¢ sdo palavras formadas com os simbolos py e p;. Seja d : P — P, como antes,
i:P,— Painclusdoe f =iof,od:P— P. Construimos trancas 0y, 01,0y a partir da aplicacdo

f como antes. Entdo,

(@) o= (p11P12B")01(P21,P22)92(P21,P22),

(b) o1 =p11¢1(B'pa1,p22),

(c) 02=p12¢2(B 'p21B,B 'pp).
Demonstracao: Inicialmente construiremos as trancas Oy, 01, Gp, recordamos que a retracao
leva todos os pontos na regido do trapézio, ver figura 4.1, no ponto x; , logo d (alSlal_l) =
d(S1) = Sj pois S C P, e d|p, = Idp,. Assim, d(alSlal_l) = p1 (nesse caso a igualdade sig-
nifica que d(a;S lafl) e p1 sdo homotdpicos). Analogamente temos d(a»Sra; 1) = p,. Por fim,

—1 & contratil segue que alSlaflazSzagl = aOSoaal,

sabendo que alSlaflazSzag ! (aoSoa, 1)
portanto d(alSlal_'azSzaz_ l) = d(a()S()a()_l).

Assim temos,
o1 = (@S1a; ', f(ar1S1a;h))
= (a1S1a7 'jio food(a1Siay "))
= (a1$1a;" i fo(p1))
= (aS1a;", 91(p1,p2));

Oy = (azSzagl,f(azSzaz’l))

= (28205 'io fyod(axSha; "))
= (azSzaz_l,iofo(pz))

= (@82, $2(p1,p2));

= (aoSoaal,f(aoSoaal))

= (alSlal_lazSzaz_l,f(alSlal_lazSzaz_l))

= (alSlal_]agSzaz_],iofo od(alSlal_lazSzaz_l))
= (@1S1a; 'axS2a5 ' io fo(p1p2))

= (1814 a282a5 1, 91 (p1,p2) 92(p1,P2)).
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Com as figuras a seguir verificamos a validade das relagdes (a), (b) e (¢):

It
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Figura 4.4: Relacao (c)
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Agora vamos mostrar que a equagio 4.1 ndo tem solugdo em 7 (P x P\ A) :

Vamos fazer uso do Lema 4.5, nesse caso considerando io f, = ¢ o1, , com ,

01(p1,p2) = (ptp2py 'y )"
$2(p1,p2) = (pip2py oy )",

pois, a menos de homotopia podemos considerar p; e p» como sendo lacos que ddo uma volta

completa na § I assim temos :

iofoopr =0 onNmaopr =01 = (pipapy ‘o7 )"
iofoOPZ = ¢071m,nOP2 = ¢(p£l) = (p12p2p1—1p2—1)n

Do Lema 4.5 segue ,

o0 = (p11p12B ) (p3p2P5, Pyt )"
o1 = p11((B~'p21)?p22ps, Bpy' )™
o, =ppB! (PzzlpzzB_lpz_lprz_zl)"B-

Agora, aplicando o homomorfismo 0 : 7 (P x P\ A) — F> obtemos,

0(cp) = omtnl
6(c1) = (B 'a)"!
0(c2) =B '(a?B e 'B)"B
Consideremos o seguinte homomorfismo / : F; — Z x Z, definido na base por /() = (1,0) e
I(B) = (0,1) (ao definir o homomorfismo [ estamos abelianizando o grupo livre F,), em seguida

estendemos por linearidade. Agora aplicando /o 8 em 4.1 obtemos,

loe(ulclufluzdzugl) =

=108(upopuy ')

=100(u;)l00(01)(106(uy)) o0 (ux)lo8(0z)(lo6(u))™!
=100(up)l00(0p)(1086(up))~!
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assim temos [0 0(07)l 0 0(0,) =106(0)p) , 0 que implica

LB (o)™ 1(B) ()" (B) " U(B) 1 (e) () = L(e)™ ",

portanto [(B) "+ = 1.

Logo m—1 =0, ouseja, m =1, segue entdo que 6(o;) = 1.

Além disso, temos 0(0) e 6(0p) conjugados em F>. Mas quando n # 0, 6(0») e 6(0p)
apresentam formas ciclicas reduzidas distintas (basta notar que as formas ciclicas reduzidas de
6(0>) e 0(0p) sio a1 e (a?B~'a~!B)", respectivamente), assim niio podem ser conjuga-
dos ( [17], pagina 9).

Por outro lado,

0 (o) =B 'ap o Ba)"*!
0 (o) =1
0(c2) =(ap!)yl.

Aplicando 6" a equacio 4.1 obtemos, 8 (62) = [0 (12) ™10 (10)]0 (00)[0 (u2) 10 (ug)] ",

ou seja, 0 (0p) e 8 (02) sdo conjugados . Mas, 0 (0y) e 6 (07) apresentam formas ciclicas re-
duzidas distintas se n # —1 ( note que 8 (0y) e 6 (07) estdo nas suas formas ciclicas reduzidas)
= 0 (0p) e 6 (07) ndo podem ser conjugados se n # —1.

Logo, a equagdo 4.1 ndo tem solugdo em 7; (P x P\ A). Assim, completamos a prova da

Proposicgao. [ ]

4.2 Transplantacao

Agora transplantaremos a nossa aplicacdo modelo de P para outras superficies.

Proposicao 4.6. Seja M uma superficie compacta e conexa. Suponha P mergulhado como um
subpoliedro de M e a inclusdo induzindo um monomorfismo iy : 71y (P) — 1 (M). Seja ¢ : S — P
a aplicagdo definida no inicio da secdo 4.1. Seja f : M — M, definida por f =io ¢ oy, onde

v : M — S'. Entdo toda aplicagdo homotdpica a f tem um ponto fixo.

Demonstracao: Seja {h; }er: f ~ g : M — M uma homotopia. Mostraremos que g tem um
ponto fixo.

Podemos assumir |J,c; (M) C M°® =M\ dM. De fato, juntando um colar a M, se necessério,
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substituimos M por M := M Uy (OM X I), e {h; };e por {hS }rep := {i€ 0 hy 0 r¢}1¢p, onde i€ :
M — M€ é ainclusdo, r: M — M é aretragdo. Logo, f“:=hi=i0 for® = (ici)opo(yor).
Considerando i€ oi: P — M° como a inclusdao de P em M€, temos que f ainda estd sob as
hipéteses da proposicao.

Note que g := h{ tem ponto fixo se, e somente se, g tem ponto fixo. De fato, se x € Fix(g¢)
entdo x = i(h(r(x))) = i(g(r‘(x))) = g(r‘(x)). Temos que g(r‘(x)) € M e assim x € M, mas
r¢: M — M é aretracdo, portanto r¢|y; = Idy, logo r“(x) = x, disto segue que x = g(x).

Reciprocamente, se x € Fix(g) temos x € M e assim r°(x) = x. Logo, g°(x) =i(h; (r(x))) =
i“(g(x)) = i(x) = x.

Entido, se |J,c; (M) nio estiver contido em M° consideramos M¢. Nesse caso | J;¢; 5 (M)
esta sempre contido no interior de M°€.

Sejam M espaco de recobrimentode M e p : M—Ma aplicacao de recobrimento associada,
tal que iz (7 (P)) = pz(m(M)) (tomamos um ponto de P como ponto base de ambos P ¢ M).
Entdo, de acordo com o teorema 1.8, a inclusdo i : P — M pode ser levantado para um mergulho
i/P—M que induz um isomorfismo de grupos fundamentais. Portanto i |po: P° — M° também
induz isomorfismo entre grupos fundamentais. Do conhecido teorema de classificagdo de su-
perficies, com grupos fundamentais finitamente gerados, temos M° é homeomorfo a P°. Segue
que para todo subconjunto compacto K C M?, existe uma familia de mergulhos {j; : P — M° beers

tal que jo =i, ji(P) DKei (P)C j,(P), paratodot € I.

Sl
P—>M
Tomef/:i/o¢oy/:M—>1\7ef:f’op:M—>A7l. Temos,paratodoxeM,pof/(x):

(poi opow)(x), como i éum levantamento de i temos poi =i, assim po f (x) = (io§ o y)(x),

ou seja,pof/:io(pol//:f. Além disso, temos po f = po f op = (iopoy)op= fop,isto

z

¢, f € um levantamento de f.
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M——M

A

M—1>Mm
|l
§ P

Pela propriedade de levantamento de homotopia, teorema 1.9, a homotopia {/; };c;: f ~ g
M — M pode ser levantada para uma homotopia {h;},el : f’ ~ g/ : M — M, isto é, po h; = h,
para todo 7 € I. Entdo H := {h; },¢;, com h = h, o p, é um levantamento de H := {h, };¢;, pois
po}; :poh;op:h,op.

Temos U,c; b (M) = U,e;hy(M). De fato, se (%) € U,ephi(M), entdo hy(%) = b1 (p()),
portanto /(%) € U, 7 (M). Por outro lado, seja i';(x) € U, i'(M), como p é sobrejetora
existe ¥ € M tal que p(¥) = x. Logo temos /', (x) = h ;(p(X)) = (h'y0 p)(X) = Iy (%) € U,GIE (M).

Como H = {l;};c; é continua e M é compacto, segue que |J,c; h(M) = U, h's(M) =
H'(M x I) é compacto, além disso temos ,<; (M) C M°.

De acordo com os pardgrafos anteriores, podemos garantir a existéncia de uma familia
continua de mergulhos {j, : P — M°},¢; tal que, jo =i, ji(P) D Ute,E,(M), ei(P)Cji(P),
paratodot € I.

Considere a homotopia {k, : P — P}cs definida por

jntofoju(x),  paraxeP, 0<r<1/2,
k,(x) =

jl_' ohy_10ji(x), paraxeP, 1/2<r<1.

Segue das propriedades de { j; }:c; que a aplica¢io acima estd bem definida .

Observamos que,

kozi/_lofoi/:i/_lo(i/oq)ol//op)oi,:q)o(l//oi):((])ol//)oi.

Da proposicao 4.2 segue que k; : P — P tem um ponto fixo x. Logo jj(x) é um ponto fixo
de g, pois x = ki(x) = ji ' (i 0 ji(x)) = ji~" (g2 j1(x)), portanto g(ji(x)) = ji(x), ou seja,
J1(x) € Fix(g)

Como ji(x) € Fix(g), segue que
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ou seja, p(j(x)) é um ponto fixo de g. [ |

Corolario 4.7. Seja M uma superficie compacta e conexa. Suponha que o disco com dois furos
P possa ser mergulhado como um subpoliedro de M, tal que a inclusdo i : P — M induz um
monomorfismo iz : T (P) — m (M), e alguma componente do bordo de P seja um retrato de M.

Entdo existe uma aplicagédo f: M — M tal que N(f) =0 < MF|f].

Demonstracao: Suponha a que a componente Sy, ver figura 4.1, do bordo de P seja um retrato
de M, considere a retragdo r : M — S;. Sejam A : S — S' um homeomorfismo preservando
orientacdo e ¢ : S' — P a aplicagiio que aparece na secdo 4.1. Mostraremos que a aplicacio
fi=io@ohortem a propriedade desejada.

Da proposicio 4.6 segue MF[f] > 0 (considerando y = hor: M — P). Por outro lado, pela
comutatividade do nimero de Nielsen temos N(f) = N(iopohor) =N(horoio@).

E ficil ver que o grau de ho(roi)o¢ : S — S' é 1. De fato, temos que (horoio¢), =
(h)1s0(roi)so(9)1s: Hi(S',Z) — H(S',Z), como H;(S',Z) é isomorfo a Z, considerando
que esse isomorfismo faca corresponder o gerador de H(S!,7Z) (que é a classe em H;(S',Z)
representada pelo laco denotado por o que dd uma volta na S' no sentido horario) com o niimero
1 que é gerador de Z. Logo, podemos considerar (i), 0 (roi)j.o (@)1 :Z — Z.

Os lagos p; e p; sdo homotdpicos ao lago «, portanto em H(S!,7Z) esses trés lacos repre-
sentam a mesma classe. Pela definicdo da aplicacdo ¢ temos que ¢ (&) = p12p2p1 'p2~!, logo
(¢1)«(1)=2+1-1-1=1.

Por outro lado, a aplicagc@o roi: Sy — S é igual a aplicacdo identidade Id : S| — Sy, pois r
€ uma retracdo de M em S;. Como « e S| sdo homotdpicos (nesse caso estamos considerando
S1 como um laco), segue que em H;(S!,7Z) as classes representadas por o e S sdo iguais, assim
(roi)(S1) = 8y implica (roi);.(1) = 1. Note ainda que &, € igual a aplicacdo identidade
Id : H(S",Z) — H;(S",Z), portanto hy,(1) = 1.
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Logo (h)1«o(roi)i.o(¢)1.(1) =1, portanto o trago dessa aplicacdo é igual a 1, além disso
podemos concluir que o grau de ho (roi)o ¢ éigual a 1 . Por outro lado, (h)gs o (roi)o«o (¢)o«
€ igual a aplicacao identidade, portanto seu traco € igual a 1, além disso para todo n > 2 sabemos
que (h)p 0 (roi)yso (@)« € a fungdo constante nula, logo o seu trago € zero.

Das consideragdes acima segue que o nimero de Lefchetz L(ho (roi)o¢)=1—1=0.
Mas do teorema 1.44 temos que 0 = L(ho(roi)o@)=1—n, onde n é a grau geométrico
de ho(roi)o¢, isso nos diz que n = 1. Da proposi¢do 1.45 temos que N(ho (roi)o¢) =
MF[ho(roi)o¢]=|1—n|=0. [

Lema 4.8. Seja M uma superficie compacta e conexa com caracteristica de Euler (M) < 0.
Entdo o disco com dois furos P pode ser mergulhado como um subpoliedro de M tal que a
inclusdo induz um monomorfismo entre m(P) e w1 (M), e a componente S| do bordo de P é um

retrato de M. [ ]

Demonstracao: (demonstracao do Teorema 4.1)
A demonstracdo do teorema 4.1 segue imediatamente do lema 4.8 e do corolario 4.7. [ ]
Se X € um poliedro conexo e compacto, sem pontos de corte local, e com caracteristica de
Euler negativa ndo negativa, entdo N(f) = MF|[f] para toda aplicacdo f : X — X. Esse fato e o

teorama 4.1 sdo suficientes para demonstrar o seguinte resultado,

Teorema 4.9. Seja X uma superficie compacta e conexa. Entdo N(f) = MF|[f], para toda

aplicacdo f : X — X se, e somente se, a superficie X tem caracteristica de Euler % (X) > 0.

Demonstracao: Suponha que N(f) = MF|[f] para toda f: X — X. Se x(X) fosse negativa
seguiria, do teorema 4.1, a existéncia de uma aplicagdo f : X — X tal que N(f) =0 < MF[f], 0
que contradiz a nossa suposi¢ao inicial. Logo X ndo pode ser uma superficie com caracteristica
de Euler negativa.

Reciprocamente, suponhamos que x(X) > 0. Além disso, sabemos que X ndo tem pontos
de corte local, segue entdo que N(f) = MF[f]. [
Nota: O método de tranformar os problemas de pontos fixos em equacgdes no grupo de trancas,
que usamos com sucesso no capitulo 3 e na secdo 4.2, funciona bem para superficies, mas a

forma da equacdo resultante difere de superficie para superficie, e as dificuldades algébricas
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envolvidas variam consideravelmente. Por exemplo quando a superficie € o toro pingado T, a

equacao no grupo de trangas (7 x T\ A) toma a forma

(1101, 702] = uoOouy 4.2)

onde [,] denota comutador, Gy, 7;,7» sao coeficientes determinados pela aplicagdo dada, en-
quanto ug, V1, V2 ndo sao conhecidos. A aplica¢do dada pode ser deformada para uma aplicacao
livre de pontos fixos se, e somente se, a equagao 4.2 tem solugao ug, U, Uy no subgrupo normal
ker(p1;) Nker(pay), onde pir, pag: T (T X T\ A) — m(T) séo os homomorfismos induzidos
pelas projecdes pj € pa, respectivamente. O par desconhecido V1, V2 no comutador torna a

equagao mais dificil de ser trabalhada.
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Capitulo

5

Equagoes com trangas

Nos capitulos 3 e 4 a Teoria de Trancas exerceu papel chave na construcdo de contra

exemplos, mostrando que o nimero de Nielsen nao € realizdvel, em geral, no caso de auto

aplicacoes definidas em variedades.

Nesse capitulo, relacionamos equagdes com “trancas” e os pontos fixos de uma auto
aplicacdo definida em uma superficie compacta. Nosso objetivo ao abordar esse resultado é
evidenciar a importincia da Teoria de Tran¢as como ferramenta na resolucao de problemas da
Teoria de Pontos Fixos como, por exemplo, determinar MF[f], onde M é uma superficie com-
pacta e conexa, e f : M — M uma aplicacdo com um conjunto de pontos fixos finito satisfazendo

Fix(f) C M° =M\ dM (esse resultado aparece em [13], pagina 134).

5.1 [Equagdes com trangas

Sejam M uma superficie compacta e conexa, com {0} = m (M), e x;, x, pontos distintos em
M° =M\ dM, recordemos que o grupo | (M x M\ A, (x1,x2)) é o grupo de trancas de M, onde
A={(x,x) | xeM}. Sejami: M x M\ A— M x M ainclusdo, p; : (y1,y2) — yi as projegdes,
i1:y— (y,x2) eip:yr— (x1,y) as inclusdes dos fatores.

Seja U C M uma carta orientdvel homeomorfa ao R? contendo x;, x,. Em U \ {x;} existe
um laco b, com ponto base x;, que d4 uma volta em x; no sentido positivo da orientacdo de U.
A i-imagem do lago b em M x M \ A representa uma tranca B no grupo de trangas de M.

Suponha dM com n componentes, onde n > 0. Escolhendo de forma arbitrdria pontos base
e orienta¢des, denotaremos por S1,S, ... ,S, as componentes de M. Seja D um disco em U

com xj € dD mas x; ¢ D. Vamos denotar por 7 o lago obtido ao orientarmos dD com a mesma
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orientagdo de U.

Seja f : M — M uma aplicacdo com f(x]) = xp, tal que Fix(f) seja finito e esteja contido
em M° =M\ JM. Parai=1, ... ,n, seja a; um caminho em M \ Fix(f) ligando x; ao ponto base
de S;.

Vamos considerar f : M — M x M aplicacdo definida por f(x) = (x, f(x)). Denotando por
®; o laco a,-S,‘a;1 em M, temos que o laco fo@; C M x M\ A representa uma tranca o; em

T (M x M\ A, (x1,x2)), pois Fix(f) C M° e a;NFix(f) = 0.

Figura 5.1: A superficie M

Teorema 5.1. Seja f: M — M como antes. Seja k > 0, iy,i3,...,ix € Z. Entdo as seguintes duas

condicoes sdo equivalentes:

(I) Existe uma aplicacdo g ~ f : M — M, com k pontos fixos de indices i1, ...,i; respecti-

vamente.

(II) Existe um homomorfismo
¢ :m(M\D° x1) — m(MxM\A,(x1,x2))
e elementos
u € ker(ip:m(MxM\A) - m(MxM)),i=1,2,...n,

V€ ker(pl,r : 7[1(M><M\A> — JTI(M)), j=12,...k
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tal que o diagrama

T (M\D°) — % 1, (M x M\ A)

g |

7171(M) 77:1(M><M)

V

comuta, e
o ([o]) = wiou; ', parai=1,2,...n,
o([T]) =viB v ! ... Bk,

Demonstracao: Suponhamos que exista g ~ f: M — M, com k pontos fixos de indices iy, i3, ..., iy
respectivamente.

Podemos assumir que g ~ f, relativamente a M U {x;}. Se g ndo for homotdpica a f,
relativamente a dM U {x; }, procedemos da seguinte maneira : Como g ~ f e ambas ndo t€m
pontos fixos em dM U {x; }, entdo, do Lema 3.1 capitulo 3, segue a existéncia de uma aplica¢io
h homotdpica a f, relativamente a dM U {x; }, com Fix(h) = Fix(g). Assim, consideramos & no
lugar de g.

Podemos assumir também que Fix(g) C D° =D\ dD.

Seja ¢ =g, :m(M\D°) — m (M xM\A). Como g ~ f, relativamente a dM U {x, }, entdo
g~ f e portanto g, = f,, assim o diagrama em (II) comuta. Além disso, ¢[;] € representado

pelo laco g o @;, com

gow; =goaSia;' = (goa;)(goS)(goai) ' = (goa)(foS)(goa;) ™

A igualdade * ocorre pois g =~ f, relativamente a M U {x; }, ou seja, glopuix,} = flomuix }»

portanto g[opugx,} = 7|8Mu{x1} e como S; C IM U {x}, entdo goS; = foS..

gow = (goa)(foa)  (Fom)(foa)(goa)™.

Logo, ¢[w;| = uiGiu;I, com

ui=[(goa)(foa) "1 =[goa][foa)™"] = gr(lai) f(la ™).
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Como g ~ f, entio g, ([ai])f;(Jai]~!) é o elemento neutro do grupo 7;(M x M). Portanto

u; € Ker(iz).

Figura 5.2: A carta orientavel U

Vamos denotar por yi,y7,...,yx 0s pontos fixos de g. Para cada j = 1,2,3,...,k, tomamos
D; disco centrado em y; pequeno o suficiente para que tenhamos D; N D; = (), sempre que
i # j. Desenhamos arcos b; ligando x; a dDj, e seja T; o laco obtido ao orientarmos dD);,
como descrito na figura 5.2. Entdo ¢[T] é representado por [[go (b jijJTI), pois os lagos T e
[1(b;T;b;~") sio homotépicos.

Para cada j tome um caminho ¢; em U x U \ A unindo os pontos finais de g o b, de modo

que pyocj=bj. Sejav; = [(gobj)c;l] € m (M x M\ A). Entdo,

go(b;Ti; ") =
= [(go (b)j)c;'cj(go(T)))c; ' ejgo (b))
= [go(bj)c; "lcj(@o (T)c; ejgo (b; )]

= vjlej(go (T)c; v ™!

e p1z(vj) = 1. Agora[cj(goT;)c; '] € m (U x U\ A) = m; (R? x R?\ A), o grupo infinito ciclico
gerado por B. Desde que o indice do ponto y; € i;, temos [c;(go Tj)c j_l] = B'i. Portanto segue
a férmula para ¢[T].

Reciprocamente, suponhamos valida a condi¢ao (II), construiremos a aplicagdo g em varias
etapas. Inicialmente tomamos um colar C sobre dM pequeno o suficiente de tal forma a ndo
conter pontos fixos da aplicacao f.

Seja M, denotando o fecho de M \ C. Temos que M, é um retrato por deformagao de M, ou
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seja, existe uma aplicacdo r : M — M. denominada retracdo que satisfaz ior ~Id : M — M e
roi=1d: M, — M., onde i: M. — M é a inclus@o. Substituindo f por ro f oi, se necessario,
podemos assumir que f € uma aplicacdo de M, em M,.

Construimos os a;’s se cruzando transversalmente, interceptando C de forma ortogonal, to-
cando D somente em x; e evitando x,. Seja A a unido dos caminhos a; "M, i =1,....k.

Inicialmente definiremos g sobre CUAUD. Seja g = f em CU {x;}, estendemos g sobre
cada a;, sem pontos fixos, com valor x, exceto em uma pequena vizinhanca V do colar C, para
evitar problemas com os cruzamentos de A. Em ¢;NV definimos g de modo que (goa;)(foa;)~!
seja contratil em M x M, ou seja, ¢ um laco que representa um elemento u; € Ker(iz). Assim
temos, g ~ f : CUA — M, relativamente a C U {x; }.

Para j=1,2,...,k, tomamos D; e b; como na figura 5.2. Definimos g sobre cada b; de modo
que gob; C M\ D, e observamos que (gob;)(iob;)~! representa um elemento v; € Ker(pir).

Em cada D; a aplicacdo estd definida somente em um ponto sobre d D, com valor x3, vamos
definir agora g sobre os outros pontos de dD;. Queremos que y; seja um ponto fixo de g com
indice i}, entdo vamos considerar um disco L, com x; € dLe D C L° =L\ dL, quando o ponto
x percorrer dD, considerando a mesma orientacdo de U, definimos g(x) de tal forma que g(x)
dé ij + 1 voltas em dL, no sentido positivo da orientagdo de U.

Seja x pertencente ao interior de D;, vamos denotar por r, o raio do disco D; que contém
o ponto x, e X = r,NdD;. Podemos considerar r, = {(1 —¢)y; +x | t € [0,1]}, assim existe
ty € [0,1] tal que x = (1 —t,)y; +1.X, e assim definimos g(x) = (1 —t,)y; +#,g(X). Logo g estd
definida em D, com y; como ponto fixo de indice i; .

Podemos também definir g sobre D\ {D;,b;|j = 1,2,...,k}, sem acrescentar novos pontos
fixos.

Assim definimos g: CUAUD — M. Podemos estender a homotopia g~ f: CUA — M para
uma homotopia g ~ f: CUAUD — M, pois D é contratil.

Observamos que a construcdo da aplicagdo g garante g, ([®;]) = ¢ ([wi]) e g, ([T]) = ¢ ([T]).

Segue da construcdo anterior o diagrama comutativo
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7 (CUAUID) = 1, (M x M\ A)

q |

™ (M\D?) —=m (M x M\ A)

Pela teoria de obstrugdo ( [6], Proposi¢do. 11.1), g|cuaup pode ser estendida para uma
aplicagdo h: M\ D° — M x M\ A, com hy = ¢. Combinando h: M\ D° — M x M\ A com a
aplicagdo g|p : D — M x M obtemos h: M — M x M.

Comparando o diagrama comutativo

T (M\D°) — % 1, (M x M\ A)

| |

(M) 71 (M x M)

/1

com a condigdo (II), vemos que hy = f, : (M) — 7 (M x M), pois as flechas verticais
sdo sobrejetoras . Novamente aplicando a feoria de obstrugdo ( [6], Proposi¢do 17.1, com a
hipétese mp (M) = {0}, que nos garante m(M x M) = my(M) & mp(M) = {0}), podemos esten-
der a homotopia g ~ f : CUAUD — M x M, relativamente a C U {x; }, para uma homotopia
h~f:M— M x M, relativamente a CU {x;}. Podemos ainda assumir que essa homotopia
envia M. em M. x M.

A aplicagio p; é continua, e como h ~ f, entdo pj oh ~ inclusdo =i : M.\ D° — M,,
relativamente a M UA U dD. Denotando por {A; };c; a homotopia entre p; o h e i, temos hy =
pi1oh,eh; =i. Como M, C M°, entdo a projecdo p; : M. x M — M, € uma fibracdo e portanto
tem a propriedade de levantamento de homotopia. Logo a homotopia p; o h ~ i levanta para
uma homotopia h ~ k' : M.\ D° — M. x M \ A, relativamente a M. UA U dD. A aplicacio i
€ o gréifico de uma aplicacao g/ : M.\ D° — M, sem pontos fixos, pois p; o h =i. Além disso,
E =h=gem dM,UAUJD. Entdo g/ estende a aplicacdo g anterior paraumanova g: M — M,
com apenas k pontos fixos yi, y2, ..., k-

A homotopia h ~ l se estende para uma homotopia h ~ g : M — M x M, relativamente a

CUAUD. Assim concluimos que g ~ f, portanto g ~ f : M — M. [ |
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