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Resumo

Neste trabalho, apresentamos condi¢oes necessarias e suficientes para que um operador
de tipo Calderén-Zygmund possa ser estendido a um operador limitado em L2. Usando
resultados de interpolacao e condicoes de cancelamentos sobre o niicleo obter a limitacao
em LP, para todo 1 < p < oo.

Palavras-chave: Analise Harmonica, Integrais Singulares, Operadores de Calderén-Zygmund,
Teorema T1.



Abstract

In this work, we present necessary and sufficient conditions for that an operator of Calderon-
Zygmund type can be extended to a bounded operator on L2 By using results of inter-
polation and cancellation conditions on the kernel to obtain the boundeness in L, for all
1 <p<oo.

Keywords: Harmonic Analysis, Singular Integrals, Calderén-Zygmund Operators, the T1
theorem.



Sumario

1 Preliminares

1.1 Teoria das Distribuicoes e Andlise de Fourier . . . . . .. .. ... ... ...

1.1.1 Transformada de Fourier . . . . . . .. .. .. ... .. ... .....

1.1.2 A Classe das Distribui¢oes Temperadas . . . . . . . .. .. ... ...
1.2 Funcao Maximal de Hardy-Littlewood . . . .. ... .. ... .. ......
1.3 Teorema de Interpolacao de Marcinkiewicz . . . . . . . . ... .. ... ...
1.4 Teorema de Diferenciacao de Riemann-Lebesgue . . . . . .. .. ... .. ..
1.5 Decomposicao de Calderon-Zygmund . . . . . .. .. ..o
1.6 A Transformada de Hilbert . . . . . . . . .. ... ... ... ... .....

2 Integrais Singulares
2.1 Distribuicoes Homogéneas . . . . . . . . . .. ... .. ..
2.2 O Método das Rotacoes . . . . . . . . .. e
2.2.1 Operadores Representados por Nicleo Impar . . . . . .. .. ... ..
2.2.2 Transformadasde Riesz . . . . . ... .. .. ... ... ...
2.2.3  Operadores Representados por Nucleo Par . . . . ... ... ... ..
2.3 Integrais Singulares do Tipo Convolugao . . . . . . . . ... ... ... ...
2.4 Integrais Truncadas e o Valor Principal . . . . . . .. ... ... ... ...

3 Operadores de Calderén-Zygmund
3.1 Integrais Singulares de Calderén-Zygmund . . . . . . . . .. ... ... ...

4 O Espaco BMO
4.1 O Espaco Atomico H' . . . . . . . . . ...
4.2 O Espaco BMO . . . . . . e e
4.2.1 Propriedades da Funcao Sharp . . . . . ... .. ... ... ......
4.2.2 A Desigualdade de John-Nirenberg . . . . .. ... ... ... ...

5 O Teorema T1
5.1 Exposicao e Aplicacgoes do Teorema T1 . . . . . . . . ... .. .. ......

12
12
12
14
16
20
24
28
31

43
43
23
%)
57
60
66
73

81
91



Tabua de Notacao

cr . funcoes infinitamente diferenciaveis com suporte compacto
S . espaco das fungoes Schwartz

S’ :  espaco das distribuicoes temperadas

F,= . transformada de Fourier

F! . inversa da transformada de Fourier

f*xg . convolucao das fungoes f e g

| | . medida de Lebesgue

supp(f) : suporte de f

Mf :  funcao maximal de Hardy Littlewood

P,(z) : nicleo de Poisson

Q4(x) : conjugado harmonico de Py(z)

v.p. K : valor principal da distribuicao temperada K

Hf . transformada de Hilbert

R;f :  transformada de Riesz

(,) :emparelhamento entre distribuicoes temperadas e funcoes do espaco de Schwartz
T* . operador adjunto

Ht . espaco atomico H!

H! . espaco de Hardy

BMO : espaco das fungoes de oscilagao média limitada



Introducao

As integrais singulares sao centrais para a analise harmonica abstracta, e sao intimamente
conectadas com o estudo de equacoes diferenciais parciais. A integral singular é um operador
integral

Tf@ﬂ=i/l<@zwa0dy (0.0.1)

cuja funcao nicleo K : R" x R* — C ¢ singular ao longo da diagonal z = y. Como
tais integrais nao podem em geral ser absolutamente integraveis, uma definicao rigorosa
deve defini-las como o limite da integral sobre |x — y| > ¢ quando € — 0. Usualmente
suposi¢oes adicionais sao requeridas para obter resultados tal como sua limitagao em LP(R"),
1 < p < oo0. Dizemos que o nucleo K : R" x R"\ A — C é um ntcleo padrao se existe
0 > 0 talque

K':an S—v
K| <

)
Yy —z
K(r,y) - K(@,2)] < 0220 oyl > 2y — 2|,

|z — y|™t
| 1)

K(r.y) ~ Kw)| < O o fo— gl > 2l — u,

|z —y|**

O objetivo principal deste trabalho é determinar condicoes necessarias e suficientes para
que um operador, cujo nticleo é padrao, seja estendido a um operador limitado em L2
Ou seja, determinar as condic¢oes adicionais sobre 7' para garantir que este se extenda
a um operador limitado de L? em si mesmo; além disso, supondo que K é um nicleo
padrao, determinar as condigoes adicionais sobre K tal que exista um operador limitado
T : L?*(R") — L*(R") tendo nicleo K no sentido de (0.0.1).

O operador integral singular mais conhecido é a transformada de Hilbert H. Este é dado
por convolugao contra o nucleo K(x) = 1/(nx) para x € R. Mais precisamente,

Hf(x):llim !

0 Jjo—y>e T =Y

f(y) dy.

Para operadores maiores que 1, os operadores analogos a este sao as transformadas de Riesz,
o qual substituimos K(z) = 1/x com K;(z) T, assim

:‘x

Y .
]Rn
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sendo x; é a i-ésima componente de x € R".

No capitulo 1 sao feitas algumas preliminares necessarias ao bom desenvolvimento deste
trabalho, e sao demonstrados o teorema de interpolacao de Marcinkiewicz e a decomposicao
de Calderén-Zygmund, os quais sao importantes para mostrar que uma integral singular
com algumas propriedades ¢ de tipo fraca (1, 1) e limitada em LP. Neste capitulo se mostra
que a Transformada de Hilbert é de tipo fraca (1,1) e limitada em LP.

No capitulo 2 estudamos as integrais singulares da forma

Tr@) =tim [ 2 0~ )y (0.0.2)
=0 Jyypse [yl
com Q € L'(S"), [qoi Qu)do(u) = 0 ey = y/ly|. Pelo método das rotagoes e das
Transformadas de Riesz mostramos que se 0 é uma funcao em S™ ! com média zero tal
que sua parte fmpar estd em L'(S™7!) e sua parte par estd em L9(S™"™!) para algum ¢ > 1,
entdo a integral singular 7" em (0.0.2) ¢ limitado em LP(R"), 1 < p < 0.
Além disso, se adicionamos condi¢oes sobre o nicleo K € L}, (R™\ {0}) como a condigio

loc

do tamanho

sup/ |K(x)|de < C,|
R>0 JR<|z|<2R

a condicao de suavidade

sup/ |K(x —y) — K(z)|de < C
y£0 Jja|>2ly)

e a condicao de cancelacao

/ K(z)dx =0, paratodo Ry, Ry > 0.
Ri<|z|<R2

Entao T = lin% K(y)f(x—y)dy é limitado em LP(R") e satisfaz a estimativa tipo fraca
T lyl>e
(1,1). Observe que estas condicoes sao satisfeitas pelas transformadas de Hilbert e de Riesz,

assim este resultado ¢ uma extensao de aqueles resultados.
Os operadores estudados nos capitulos 1 e 2 podem ser escritos como convolugoes com
distribuicoes temperadas. Diz-se que T' ¢ um operador de Calderén-Zygmund se 7" é limitado

em L? e existe um nicleo padrao K tal que para f € L? com suporte compacto,

Tf(x)= | K(v,y)f(y)dy, ¢ supp(f).

RN
No capitulo 3 estudamos integrais singulares do tipo nao convolugao, mostramos que um
operador de Calderén-Zygmund ¢é limitado em LP, 1 < p < oo, e é fraca (1,1). Além disso
damos alguns exemplos 0s quais tém niicleo padrao como: a integral de Cauchy ao longo de
uma curva Lipschitz e Comutadores de Calderén.

No capitulo 4 estudamos o espaco BMO(R") e sao discutidos alguns de seus principais
resultados e examinamos a razao de crecimento de fungoes em BMO com a desigualdade
de John-Nirenberg.
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A funcdo ¢ € C(R™) é dita fungdo teste normalizada se supp (¢) C B(0,1) e existe
N > 0 tal que ||0“¢||L~ < 1, para todo |a| < N.

Um operador linear T é dito restritamente limitado se para toda ¢ funcao teste norma-
lizada, T'(¢" %) € L?(R™) e existe A > 0 tal que ||T(¢%F)|| 2 < A R"? para todo o € R"
e R > 0, com A independente de zq, R, ¢.

Terminamos entao nosso trabalho com o capitulo 5, no qual estudamos nosso principal
resultado, o Teorema T'1, o qual nos diz que um operador linear continuo 7' : § — &’
associado com um niicleo padrao K, se estende a um operador limitado em L*(R"™) se, e
somente se, T' e T™ sao restritamente limitados. EE damos algumas aplicacoes deste teorema.

11



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Teoria das Distribuicoes e Analise de Fourier

Esta secao contém resultados de teoria das Distribuicoes que serao utilizados nos capitulos
subseqiientes. A bibliografia basica utilizada nesta se¢ao é [SW].

Comecamos considerando o comportamento da transformada de Fourier nos espacos
LY(R™) e L*(R™). A transformada de Fourier de aspecto formal ¢ mais facilmente descrita
no contexto de distribuicoes; portanto extendemos sua definicao ao espaco de distribuicoes

temperadas.

1.1.1 Transformada de Fourier

A operagao convolugao é definida assim: Se f,g € L'(R"), sua convolugio h = f* g é a

funcao cujo valor em x € R™ é
hz)= | fle—ygy)dy= | fly)g(z—y)dy.

Dada uma fungao f € L'(R"), define sua transformada de Fourier por

~

f©) = [ Jyema,

onde x - &
O seguinte teorema ¢ uma lista de propriedades da transformada de Fourier.

Teorema 1.1.1. a) HfHLoo(Rn) < |[fllzx e f € continua.
b) lim¢|— oo f(€) = 0 (Riemann-Lebesque).

¢c) (f+g) = fg.

12



@) (mf)N(E) = e * "< f(€), onde 7 f(x) = flw = h); (2" f(2))"(€) = f(§ — h).
¢) Seg(x) = AT"f(A"1x), entio §(¢) = f(AE).
f) Se z;f(x) € L*(R™). Entao f € diferencidvel com respeito a z; e
of e
S (6) = (~2min, 16).
g) Se g—afj € L'(R") entdo
af \ g
(52) (© = 2rigs e
Teorema 1.1.2. Se f € L'(R") N L*(R") entdo || f||r2n) = || fll2@n).
Demonstracao: [SW] O

Teorema 1.1.3. A transformada de Fourier é um operador unitdrio em L*(R").

Demonstracao: [SW| O

Teorema 1.1.4. A inversa F~! da transformada de Fourier pode ser obtida definindo-se

(F9)(x) = (Fg)(—=)

para toda g € L*(R").
Demonstracao: [SW] O
Teorema 1.1.5. Se f € L'(R") eg € LP(R"), 1 <p <2, entio h= fxgec LP(R") e

(Fh)(z) = (Ff)(@)(Fg)(x)

para quase todo x € R™.

Demonstracao: [SW] O

13



1.1.2 A Classe das Distribuicoes Temperadas

A idéia béasica que motiva a teoria das distribuicoes estd em considera-las como funcionais
lineares definidos sobre algum espaco de fungoes regulares, o chamado espago das funcoes
testes. O espaco das funcgoes teste tem como pressuposto ser bem comportado com re-
speito as operacoes: diferenciacao, transformacao de Fourier, convolucao, translacao, etc.
A escolha da topologia do espaco das funcgoes teste permite a extensao natural destas ope-
racoes ao espaco das distribuicoes. Tais operacoes permitem o estudo das propriedades das
distribuigoes.

Definigao 1.1.1. Denotamos com S(R™) o subespago de C*°(R"™) das fungoes ¢ tais que

sup |2*DP ()| < oo (1.1.1)
zeR™
para todo o, 3 € N". Dizemos que uma sequéncia ¢; € S(R™), j = 1,2,... converge para

zero em S(R™), se para todo o, f € N"

suﬂy }a:o‘Dﬁqu(x)! — 0, quando, j — oo.
Ze n

Defini¢ao 1.1.2. Um funcional linear e continuo em S(R™) € dito uma distribuicdo tem-

perada. O espaco das distribuicoes temperadas se denota com S'.

Teorema 1.1.6. Se ¢ € S entdo F¢p € S.

Demonstracao: [SW] O

Teorema 1.1.7. Se ¢,9 € S entao ¢ x1 € S.

Demonstracao: [SW] O

Algumas das propriedades de S e de sua topologia estao expressas no seguinte Teorema.
Teorema 1.1.8. Valem as sequintes proposi¢oes
a) A aplicagio ¢(x) — x*DPp(z) € continua em S.
b) Se ¢ € S entao limy o mhP(x) = ¢ em S.

c) SepeS eh=(0,...,hi...,0) € R" entdo o sequinte limite ocorre em S

¢—mo 0
-
hi 8xi’

quando |h| — 0.

14



d) S é um espaco métrico.
e) A transformada de Fourier é um isomorfismo de S em S.
f) O espago C*(R™) € denso em S.

g) S € um espaco separdvel.

O proximo teorema exprime uma caracterizacao simples para as distribui¢oes tempera-

das.

Teorema 1.1.9. Um funcional linear L sobre S € uma distribuicao temperada se, e somente

se, existe uma constante C > 0 e inteiros m,{ tais que

L@ <C > pas(d)

o <t,|8|<m

para toda ¢ € S, onde po (@) = sup,epn |z*D¢(z)|.

Demonstracao: [SW] 0

Teorema 1.1.10. Seu € §' e p € S entao a convolugao ux¢ define uma fungao em C*°(R™),

dada por f(x) = (u,7,0), lentamente crescente com derivadas lentamente crescentes.

Demonstracao: [SW] O

Teorema 1.1.11. Suponha que B : LP(R") — L(R™), 1 < p,q < oo seja um operador linear
limitado e que comuta com translacoes. Entao, exriste uma unica distribuicao temperada u

tal que By = ux ¢ para toda ¢ € S.

Demonstracao: [SW] O

Denotamos por (LP, L) o espaco das distribuigbes temperadas u € S’ tais que existe
uma constante positiva A tal que ||u * ¢[|La@n) < Al|@||Lr(rn) para toda ¢ € S. O Teorema
1.1.11, quando p < oo, mostra que existe uma bije¢ao entre o espaco (LF, L9) e o espago dos
operadores lineares e limitados de LP(R™) em L?(R"™) que comutam com translagoes.

Teorema 1.1.12. Uma distribuicio v € (L?, L?) se, e somente se, existe b € L®(R") tal

que Fu = b. Neste caso, ||b||r~ € a norma do operador B : L* NS — L? definido por
B¢ =ux¢. Além disso, F(u* ¢) = (Fu)(Fo).

Demonstracao: [SW] O

15



Teorema 1.1.13. Uma distribuicio u € (L', L) se, e somente se, u é uma medida de Borel

finita. Neste caso, a variacdo total da medida u é a norma do operador B : L' NS — L1

definido por B¢ = u * ¢.

Demonstracao: [SW] O
Teorema 1.1.14. Se 1 < p,g < oo, 1/p+1/p =1 el/q+1/¢d =1 entao (LP,L?) =

(LY, LV,

Demonstracao: [SW] O

1.2 Funcao Maximal de Hardy-Littlewood

Definigao 1.2.1. Seja f € L} (R"). Para x € R™ definimos

loc

1
M) = sup s / Wl (1.2.1)

r>0

M f é denominada funcao maximal de Hardy-Littlewood, e o operador M que envia f em
M f é denominado operador maximal de Hardy-Littlewood.

Lema 1.2.1. [Lema de Cobertural Seja E C R™ um subconjunto mensurdvel e suponha que
existam bolas B; com j =1,..., N tais que ' C B1U...UBy. Entao, existe uma subcolegao

{B}} tal que
(i) BjN B;, =0 para todo j # k;
(i) Fziste uma constante positiva ¢ = c(n) que depende somente da dimensdo tal que
|E| <) |Bj|. (1.2.2)
j=1
Demonstracao: Reordenando a cobertura podemos supor que a colecao B; = B(x;,1;), j =
I,...,Nétal query > ry > ... > ry. Seja B} = B e defina o conjunto

Se Oy = () entdo B; N B} # 0 para todo j # 1. Neste caso, B; C (B})* = B(z1,3r1), para
todo 7. Logo,
EC Uj'vlej c (BD*
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de onde concluiriamos que
|E| < |B(x1,3r1)| = 3"|By.

Suponha que O; # (). Neste caso, seja Bj, tal que
diam Bj, = max{diam B; : B; € O, }
seja By = Bj,. Defina agora o conjunto
Oy ={B; € O1: B;N By = 0}.

Se Oy = () entdo para cada B; € Oy ocorreria que B; N Bl # (. Neste caso todo B; € O
seria tal que B; C (Bj)*. Logo,

implicando que
|E| < 3"(1B1] + |By)-

Repetindo este argumento poderemos encontrar uma subcolecao {B],..., B}, } e uma se-
quéncia de conjuntos Oq,...,0,, tais que
{Bj}, = (UL{B; € Op_1: B;N B}, #0}) U0, (1.2.3)

e com O, = (. Afirmamos que

EC(B)"U...U(B.)" (1.2.4)
Para provamos (1.2.4) é suficiente mostrar que B; C (B})*U...U(B),)*, para cada B; fixado.
Suponha que B, ndo pertenca a colecao Bj, ..., B, caso contrario, a conclusao seria 6bvia.
Segue de (1.2.3) que B; N B, # 0 para algum ¢ = 1,...,m, mostrando que B; C (B))* para
algum ¢ =1,...,m concluindo a prova de (1.2.4). Gragas a (1.2.4) vemos que
Bl =B n Z ﬂE!<Z| ) =3"Y_|Bjl,
j=1 j=1 j=1
concluindo portanto a demonstracao do Lema. 0

Lema 1.2.2. Eziste uma constante ¢ = c(n) > 0 que s depende da dimensao, tal que

e ® s (@) > 2 < ) e, (125)

Demonstracao: Para cada A > 0 fixo definimos o conjunto E) = {x € R" : M f(x) > A}.
Por uma propriedade da medida de Lebesgue |F\| = sup{|K|: K CC E,}. Assim para
cada o < |E,| fixo existe um conjunto compacto K CC FE), tal que 0 < |K| < |E,|. Logo,
para todo x € K, como M f(x) > A, existe r, > 0 tal que

d M. 1.2.6
|/ W)l dy > (1.2.6)

17



Como K & compacto existe uma subcobertura finita K C B(z1,7,,) U ... U B(xn,T4y)-
Aplicando o Lema 1.2.1 a esta cobertura podemos exibir uma subcolecao de bolas
Bi,..., By, tais que

K| <c) |Bj.
Jj=1

Assim pela desigualdade (1.2.6) temos que

1
K SC;X/B; £l dy.

Sendo a colecao disjunta concluimos que

KI<$ [ il

i=17j
Logo, |K| < $[[fllz1rny- Entao fazendo o — |E,| na desigualdade o < || f|/11(n) vemos
finalmente que |E,| < AHpr rn). Como querfamos demonstrar. [

Corolario 1.2.1. Seja f uma fung¢ao mensurdvel e definida em R™ e seja X > 0. Entao vale

a sequinte estimativa para a medida de Lebesque do conjunto Ex = {x € R" : M f(z) > \}:

BI<s [ (o) da (12:7)
{zeR™: |f(z)|>A/2}

Demonstracao: Segue do Lema 1.2.2 aplicado a f1 = fX{a:|f(x)|>A/2}- 0

Proposicao 1.2.1. Se f = xp(o.1) entio M f ¢ L*'(R™).

Demonstracao: De fato, para todo x € R™ temos que B(0,1) C B(x,|z| + 1). Assim a

seguinte estimativa ocorre:

1
Mf(r) = ! (y)| dy
dy
B rx\+ r/ san Y
L) 1
| B(x >!$\+ |~ (\xH = 20l
Logo,
/ Mf(a:)d:cZ/ clz|"dx = InR (1.2.8)
1<|z|<R 1<|a|<R
mostrando que M f ¢ LY(R™). O

Teorema 1.2.1. Seja f € LY(R™) suportada numa bola B C R™. Entio M f € L'(B) se, e

somente se

/B (@) log™ [f(@)] d < o0 (1.2.9)

18



Demonstragao: Seja B = B(xg,r). Suponha que (1.2.9) ocorra, entao
/Mf dx—/ {zeB: Mf(z)> A} dx
0
—2/ {zcB: Mf( )>2)\}]d>\<2(/ |B]d>\+/ |EA]d>\>

@)
<2[B\+c/ / (x)|dxd)\:2]B\+c/ |f(2)] / —d\ | dx
{z€B: |f(2)1>A} B 1 A

= 2Bl +c [ [f(@)|1og" ()| do < .

Por outro lado, suponha que [, M f(x) dz < oo e denote B* = B(x, 2r) entao [,. M f(x) dx <
oo. Para provar este fato observe que

/B*Mf@df”:/BMf(w)dH B*\BMf(x)dx

e que além disso, para o simétrico 2’ de x € B*\ B, com respeito a fronteira da bola, tem-se
B(z,r) C B(a',3r). Logo,

]B(x’ 3r)| 1 /
d .
B(a,r) I/m = |B(x,r)] |B(a',3r)] B(x,3r)| (y)l dy < c(n)M f (')
Ou seja, M f(x) < ¢M f(z') de onde conclui-se que fB*\B Mf(x)dr < \B‘B\‘B\ fB Mf(x)dz

A seguir mostraremos que M f(x) — 0 quando |z| — oco. De fato, seja x € R" tal que
|z — xo| > 2r. Para todo s < |x — xg| — r é fato que B(z,s) N B = ). Logo suponha que
s > |x — xo| — r entdo

/ £ dt < 1 fllzm) < | fllz1(m) '
ZB S | (z,s)NB(xo,r) IB(I S)| (|ZE—(L'0| _T)n

Portanto, M Logo podemos concluir que, para qualquer ¢q > 0,
g

/ M f(z)dx < o0
{z:M f(z)>to}

(Iz l’ol L

Para ty = 1,

/{z Mf(x>1}Mf( ez [Tl s [T [ )i
£ ()]
(@l [ Far=g [ 1@l 0" 1)l

Portanto,

1@ g™ |f(2)]d < oc.
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1.3 Teorema de Interpolacao de Marcinkiewicz

Sejam (X, i) e (Y, v) espagos de medida, e seja T' um operador de LP(X, i) a valores num
espaco de fungbes mensuraveis de Y em C. Dizemos que T é de tipo fraco (p,q), ¢ < oo, se

existe uma constante positiva C' tal que

ey rwl>ap < (Gl

para todo A > 0. Dizemos que ¢ de tipo fraco (p, 00) se for um operador limitado de LP( X, u)
em L>(Y,v). Dizemos que T é forte (p, q) se for limitado de LP(X, ) em LI(Y,v).

A desigualdade tipo fraca (p, p) é importante porque é chave para provar que o operador
é limitado tipo forte (p,p) via o teorema de interpolagao de Marcinkiewicz.

Lema 1.3.1. Se T ¢ forte (p,q) entao € fraco (p,q).

Demonstracao: Seja A > 0 fixo e defina Ey ={y € Y : |T'f(y)| > A}, entao

v(E)) :/E 1dv S/E Tf(z) qdl/ < 17 £11ze < (m)q (1.3.1)
[

AT A
A relagao entre a desigualdade fraca (p,q) e convergéncia em quase toda a parte é dada

pelo seguinte resultado

Teorema 1.3.1. Seja {T.} uma familia de operadores lineares definidos sobre LP(X, ) e

defina o operador maximal

T f(x) = sup |Tcf(x)].

e>0

Se T* é fraco (p,q) entdo o conjunto
F= {f € LP(X,pu): lin(l)Tef(x) = f(x) q.t.p.}
¢ fechado em LP(X, ).

Demonstragdo: Dado f € F, seja {f,} uma sequéncia de fungoes de F que converge
a f em LP. Logo, para cada n € N fixo existe um conjunto de medida nula E, tal que
lim, o 7T.f.(x) = fu.(z) para todo z € X \ E,. Para mostrar que f € F, provaremos que
dado qualquer A > 0 o seguinte fato ocorre

p({x € X :limsup |T.f(z) — f(x)| > A}) =0 (1.3.2)

e—0

Com esse objetivo, considere a funcao

Q(f, x) = limsup |Tef(x) — f(x)].

e—0
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E facil ver que Q(g,z) = 0 para todo elemento g € F entdo

= limsup |Te(f = fa)(@) = (f = f) @) < T°(f = fu) (@) +|(f = o) ()]

Assim,

p{z e X2 Q(f,2) > A)) < p({e e X TH(f = fu)(2) > A/2})
+u({r e X o |(f = fo)(@)] > A/2}).

Como T™ é de tipo fraco (p, q) existe uma constante positiva C' tal que
o € X5 (7 = £)@) > 2 < (307 -4l (133)
Além disso, segue da desigualdade de Tchebychev a seguinte estimativa
o € X5 (7 = £ > A2 < (317 = ) (13.4)
Deste modo, fazendo n — oo em (1.3.3) e (1.3.4) temos que
p{x e X Q(f,x) >A}) =0

para cada A > 0 fixo. Desde que,
p{z € X : Q(f,2) >0}) <) p({r e X : Qf,2) > 1/k}) =0,
k=1
segue a demonstragao do teorema U

Seja (X, 1) um espago de medida e seja f : X — C uma fungao mensuravel. Chamamos

a funcdo wy : (0,00) — [0, 00|, dada por

wr(A) = p({z € X = [f(2)] > A}),

a funcgao distribuicao de f associada a medida pu.

Proposigao 1.3.1. Seja ¢ : [0,00] — [0,00] uma fungao diferencidvel, crescente e tal que

»(0) = 0. Entao,
[ ets@hnta / &' (Vs (A (1.3.5)

Demonstracao: Segue do Teorema Fundamental do Calculo que

[ st ane = [ ( / 'f(x)'qﬁ'mdx) = [(f s o

/ dNp({z e X : |f(z)] > A})d\= /OOO ¢ (Nws(N) dA.
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Aplicando a Proposigao 1.3.1 a fungao ¢(\) = N, ¢'(\) = pAP~! obtemos

11, = /X F@)P dulz) = p / s (0 d (1.3.6)

Definicao 1.3.1. Um operador T definido no espaco vetorial das fungoes mensurdveis é

dito sublinear se
(1) [T(fi + f2)(@)] < [T fi(@)] + [T fo(2)]
(i) |T(af)(@)| <|al[Tf(z)], VaeC.
Proposicao 1.3.2. Sejam 0 < p; < p < ps < 00, entdo, LP(R™) C LP*(R™) + LP(R").

Demonstragao: Seja f € LP(R") e definimos F = {x € R" : |f(z)] > 1} e E= {x € R":
|f(z)| < 1}. Entao,

f(@) = fle)xe(@) + f(2)(1 = xe(r) = filz) + folz) € L7(R") + L (R").

O

Teorema 1.3.2 (Interpolagdo de Marcinkiewicz). Sejam (X, u) e (Y,v) espacos mensurd-
veis, 1 < p; < py < 00, e seja T um operador sublinear de LP*(X, ) + LP2(X, 1) ao espago
de fungoes mensurdveis em Y que é fraco (p1,p1) e fraco (pa,pa). Entao T € forte (p,p)

para p1 < p < ps.

Demonstracao: Dado f € LP, para cada A > 0 fixo decompomos f como f; + fo, onde

fi(x) = f(2)X(alf@))>en} (2)s € fa(x) = f(2)X{a:|f(2)|<ery () sendo ¢ > 0 uma constante a ser
fixada. E facil ver que f1 € LP'(p) e fo € LP?(p); além disso,

Tf ()] < |Tfu(w)] + [T fa(x)],

p{r e X 2 [Tf(2)] > A}) <p({z e X+ |[ThHi()] > A/2}) +p({z e X o [T h(x)] > A/2}),

ou seja,
wr()(A) S wr(s)(A/2) + wr(p) (A/2).

Cousidere-se dois casos:

L
2437

g € L. Neste caso mostraremos que wyy,(A/2) = 0. De fato, segue da definicdo de f>

Caso 1: py = oo. Escolha ¢ = onde Ay é tal que |79l < A2]lg]|lo- para toda
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que || falloo < A = ﬁ. Assim, [|Tf2lloo < Azl fo]loo < % = 2. Deste modo, existe um

conjunto mensuravel E tal que u(E) =0 e [T fo(z)] < 5 para todo z € X \ E. Note que

wrp(A2) = pfe € X [Tha(z)| > A/2})
<p({r e B |Thx)] > A2} +u{z e X\ E : [Tfz)] > A/2})
S p(E) +pfr e X\ E - |Th(z)| > A/2}).

Afirmamos que o conjunto {x € X \ E : |Tfo(x)| > \/2} = 0 pois caso exista x € X \ E
tal que [T fo(z)| > A/2 entdo A\/2 < |T'fo(z)| < ||Tfalle < A/2 0 que gera um absurdo e
portanto wryg,(A/2) = 0.

Pela desigualdade fraca (pq, p1)

2A P1
o 0/2) < (B2l )
portanto,
\wszp/ N g, (A/2)dA
0
< p/ /\P—l—pl(QAl)pl / |f1(x)|p1 d,u d\
0 X
= p(24,) / NP1 / ()P dpd)
0 {z:|f(z)|>cA}
=p(2A)" [ |f(z)|” / AP i f @) >eat AA dp
X 0
[f(2)]/c . P
awmw/umw/ NP N dp = — 2 (24,7 @A) |1
X 0

pP—n

Caso 2: py < co. Agora temos

24, "o
ors 2 < (B2l ) =12

Note que
MﬂwSp/ N (A) dA
0

gp/ N (A/2) dX +p/ N op s (A/2) dA
0 0
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Desto obtemos que
175l < p [ e eay [ IR@P ded
0 X
wp [ @A [ a@r e
0 X

p(QAl)pl/ )\p_l_pl/ |f(2)|P* dpdA
0 {z:|f(z)|>cA}

Fp(245)7 / 1 / F ()2 dp d
0 {z:|f(z)|<cA}
= P(2A1)p1/X|f($)|p1/0 NP @) ent dA dp

p(2A2)p2/X\f(x)|p2/0 APy p @)1 <eny AN dp
[f(z)|/c
= peay [ s@p [T
0

—wmzfu W/ NP dy
|f(x)l/c

(2A )plcm -p (2A )pzcm p
(PO PR i,
p—Dn p2—p

IN

Mais precisamente,

1 1 1 Vp 1-6 A0
Il < 2 (2 )t
onde 16 1-9
-=—+ , 0<f<1.
P P b1

Teorema 1.3.3. O operador M ¢ fraco (1,1) e forte (p,p), 1 < p < 0.
Demonstracao: Pelo Lema 1.2.2 temos que o operador M é fraco (1,1) e é imediato da

definicao que |M f||r~ < ||f]|z>, assim pelo teorema de interpolacdo de Marcinkiewicz
temos que M ¢é forte (p,p), com 1 < p < oo. O

1.4 Teorema de Diferenciacao de Riemann-Lebesgue

Lema 1.4.1. Seja f € C°(R"™) entdo,

| .
r%wxw/“ f@)
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Demonstracao: Como f é continua em z, entao para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que
|t — x| < 6 implica |f(t) — f(z)|] < e. Tomando r < ¢ temos B(z,r) C B(z,d). Logo,

- ‘|Bm|/m () di
() — fla)|dt < c.

1
' |B(x,7)| B(z,r) f8) dt = f(@)

S -
|B(l’, T)| B(z,r)

Teorema 1.4.1 (Diferenciagdo de Lebesgue). Se f € LP(R"), com 1 < p < o0, entdo

1
71l>r(1)’B£L'7”|/ZT) f(x)

para quase todo x € R™.

Demonstragao: Provaremos primeiramente que o limite

1
rﬂ%wm/“

existe para todo x no complementar de um conjunto de medida nula. De fato, seja f uma
funcao mensuréavel e defina para todo = € R™ a aplicagao

1
Q(f, x :limsup—/ flt)d hmlnf /
( ) r—0 |B($7T)| B(z,r) ( r—0 ‘T T| (z,r)

Note que a Q(f,z) > 0, é subaditiva e satisfaz a seguinte desigualdade Q(f,z) < 2M f(z).

Supondo que f € LP(R™) mostraremos que Q(f,z) = 0 para quase todo z € R"| i.e.,
{z € R" : Q(f,z) > 0}| = 0 para quase todo ponto = € R", de onde poderemos concluir
nossa afirmacao.

E suficiente mostrar que para todo a > 0, o conjunto {x € R" : Q(f,z) > a} tem
medida nula. De fato, como C?(R") é denso em LP para todo 1 < p < oo, dado € > 0
existe g € C2(R") tal que ||f — gl|z» < €. Segue da subaditividade da fungao Q a seguinte
desigualdade

Qf,2) =Qf —g+g,2) <QUf —g,7) + Q(g,2).

Como g é continua pelo Lema 1.4.1 temos que €(g,z) = 0 para todo x € R™. Assim,
Q(f,z) < Q(f — g,z) de onde concluimos que

Hzx e R": Q(f,z) >a}| < {z e R": M(f —g,2) > a/2}|. (1.4.1)
Em seguida, dividiremos a demonstragao em dois casos

Caso 1: p > 1.
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Neste caso, pela continuidade do operador maximal de Hardy-Littlewood no espaco L
para 1 < p < oo existe uma constante positiva C' tal que [|[M(f — g)llz» < C|lf — glle-
Decorre de (1.4.1) e da desigualdade de Tchebichev a seguinte estimativa

{z e R* : Q(f,2) > a}| < {z € R" : M(f = g)(x) > a/2}]
1 , _2C _ree
< G MU =9l = - IF =gl < :

aP

Caso 2: p=1
Neste caso, usaremos o Lema 1.2.2 na desigualdade (1.4.1) para obtermos a seguinte

estimativa

{z e R" - Q(f,2) > a}| < {z € R" : M(f - g)(x) > a/2}|

2C 2C'e
< —||f gl < 0

Em ambos os casos, como € pode ser escolhido de forma arbitraria provamos que, para todo
a>0, {zeR": Q(f,x) > a}| =0. Em particular temos a seguinte consequéncia

{z e R": Q(f,2) > 0} = IUiol{ﬂfER"‘ Qf,x) > 1/k}|

< ZerR"- (f,2) > 1/k}] =0

de onde, existe um conjunto mensuravel £ com medida nula tal que Q(f,z) = 0 para todo
reR"\ E.

1
Consideremos daqui por diante a funcao ¢(r) = ————
X [ B(0,1)]

r—ngo(a:/r). Notando que xp(0,1)(y/7) = XB(0,)(y) temos que

XBon(z) e seja ¢, (r) =

! ! )‘XB(O,l)(y/r) = ﬁXB(O,T) (y)-

™ |B(0,1 0,r

: /
—_— f(t)dt = / flz —y)dy
|B({L‘,T)| B(z,r) 0 r | B(0,r)

f( >|B( ’TMXB(O 1) (y) dy = (f * @) ().

or(y) = Tinso(y/r) =

Logo,

Como f* ¢, — f em LP quando r — 0 temos que existe F' mensuravel, com |F| = 0 tal que
[ *pr(x) — f(z) para todo z € R"\ F. Logo para todo x € R*\ {E U F'} temos

) o] oy 0= 12

Como queriamos demonstrar. O
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Proposigao 1.4.1. Seja f € L} (R"™), entio existe E mensurdvel com |E| =0 tal que

| dt =
E%er|/xT (@)ldt =0,

para todo x ¢ E.

Demonstracao: Para todo A € R defina a aplicacao

A lim — A|dt.

o) =ty sy [ =4

Provaremos inicialmente que ¢ é Lipschitziana e portanto continua. De fato,
lim — Al dt — lim — A'| dt
THOIerl/M | HOIBxT‘I/M
<hm— |1£(t) —|f(t) — A||dt| < |A - A,

il |B(l’ 7”)| B(z,r)
entao |g(A) — g(A")| < |A — A'| para todo A, A’ € R.
Sejam {A,} 2, uma enumeracio dos racionais e f € L], (R") entdo para cada n € N

a funcao |f() — A,| € L} (R™). Entao segue do Teorema 1.4.1 que existem conjuntos

com

mensuraveis E4

n?

1
}E}%m e [f(t) = Anldi = | f(z) — Ayl (1.4.2)
para todo © ¢ E,,. Seja E = U° F, entdao E é mensuravel e satisfaz |E| = 0. Logo
para todo x ¢ E segue que (1.4.2) ocorre para todo A € Q. Ou seja, g(A) = |f(x) — A|,
para todo A € Qe z € R*\ E. Como g é Lipschitziana e usando a densidade dos niimeros

racionais novamente, temos que g(A) = |f(x) — Al, para todo A € Re x € R"\ E. Ou seja,

i — [ f() — Aldi=|f(z) — A

r—0 ’B(.’L‘ T)’ B(z,r)

para todo A € R.
Dado f(x) tal que = ¢ E entao escolha A; uma sequéncia de nimeros racionais tais que

A; — f(x) quando j — oo entao

1 dt = =1 A;
rlH(1)|er|/M) ()] 9(f(z)) Jlmg( i)
= lim li — Aj| dt
jlmTlﬂé’ xr|/“ ild
= lim li — Aj|dt =
rm%]1m| xr|/“ | 0.

O

OBSERVACAO 1.4.1: O conjunto R™\ E é denominado o conjunto de Lebesgue associado

a funcao f.
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1.5 Decomposicao de Calderén-Zygmund

Em R”™ definimos o cubo unitério, aberto a direita, como o conjunto [0,1)", e seja Qqy a
cole¢do de cubos em R™ os quais sdo congruentes a [0, 1)" e cujos vértices estam em Z". Se
dilatamos esta familia de cubos por um fator de 2% obtemos a colecio Qi, k € Z; isto &,
Qy, é a familia de cubos abertos a direita, cujos vértices sdo pontos adjacentes em (27%Z).
Os cubos em |J,, Q) sdo chamados cubos diadicos.

Dada uma fungao f € L},.(R"), define

loc

Eﬁ@%=%é(éﬂéﬂ@dﬁxd@;

definimos a func¢ao maximal diadica por
Maf(x) = sup |Eif ()]

Teorema 1.5.1 (Decomposigao de Calderéon-Zygmund). Seja f € L*(R™) e A > 0. Entao

existem cubos diddicos Q;, j = 1,2, ... tais que
) Rr=FUQ, FNQ=1{.
i) |f(x)] < X para quase todo x € F.

iil) Q = UrQy cujos interiores sao disjuntos e tal que para cada cubo Qy,

)< yQ_lky /Q F(2)] dz < 27\, (1.5.1)

. 1
iv) 10 < 1yl f(2)] .
Demonstragao: Decompomos o R” numa malha de cubos diddicos de mesmas dimensoes,

cujos interiores sao disjuntos e cujo diametro comum seja suficientemente grande para que

1
'l

/|ﬂmwmsx
,

para cada cubo desta malha.

Fixemos um cubo @’ desta malha e o dividimos em 2" cubos congruentes, bisectando
cada um dos lados de . Seja Q" um destes cubos. Logo, |Q"] = 27"|Q'|. Assim, existe
dois casos a considerar: Caso 1. ﬁ fQ/, |f(z)]dz < X e Caso 2. |QL,,‘ fQ,, |f(x)|dz > N

No segundo caso selecionamos o cubo Q" e passemos a denota-lo por @i, que por sua

vez, satisfaz a condicao do lema pois,

e < g |15 de <28

A<

1
|Q//| o
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No primeiro caso efetuamos a subdivisao do cubo Q" repetidas vezes, caso necessario,
até obtermos cubos que preencham o segundo caso.

Denotemos por €2 = UpQ a uniao dos cubos () do segundo caso, i.e., tais que

1
Qx| Jo,

Afirmamos que |f(z)] < A para quase todo z € F = Q°. De fato, para quase todo

|f(z)|dz > .

x € R" segue do Teorema de Diferenciacao de Lebesgue 1.4.1, que

) 1
=, 0 |l

onde o limite é tomado sobre todos os cubos que contém o ponto x. Mas, todos os cubos
que entram na decomposicao e que contém o ponto x sao cubos do Caso 1. e portanto a

seguinte estimativa ocorre

1
)= lim — dy < \
= i |y <
e temos que,

EEDIICY <§§/Qkf<x>dx§§/gf<x>dx.

Finalizando assim a prova do teorema. 0

Proposigao 1.5.1. Dado f € LY(R"™), existe uma decomposicio f = g+b e uma sequéncia

de cubos Q) dois a dois disjuntos tais que
a) |g(x)] < 2"\ para quase todo x € R™.
b) b(z) = >, bj(x), supp (b;) C Q; e fQ =0,7=1,2,....

¢) llgllz2@ny < 2"Al[fll L1 mny-

Demonstracao: Pelo Teorema de Decomposicao de Calder6n-Zygmund 1.5.1, dado A > 0,
existem cubos diadicos {Q;} dois a dois disjuntos tais que

|f(z)| <A, Vo e (UQ;)° (1.5.2)
1
|5 @il < 1 ller (1.5.3)
Ao = @) de < 27 (1.5.4)
|Q]’ Q;
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Como = UQ;, entdo xo = >_; Xq;-
flx) = Zf z)xq, (x) + f(z)xa: (z)

- Z(fm a1 ), fod >><Qj<x>

> (ﬁ ) dy> xQ,(@) + f@)xar(x) = 3_bi(@) + ()

J

sendo

( |Q3| o ()dy> Xq; (%)

(x) se x ¢ Q=UQ;
g(x):{ QLf flx)dz se xz € Q)

kh

Assim f =g +b.
Se z ¢ ) como g(x) = f(x) entdo segue de (1.5.2) que |g(z)| < A para quase todo = ¢ €.
Se x € () entao x € @) para algum k
1
g(x) =
Qe Jau

entao segue de (1.5.4) que |g(z)| < 2™\

fly)dy

Segue da definicao dos b; que supp (b;) C Q; e

1
/vbj(x) dz = /]. <f(56) "1l o, f(y) dy) Xq, () dx

- = xr = x ZL‘—M =
[ sy /(w [ s )d [ swar— gt [ rway=o

Para a demonstragao de ¢) observe que

[ = [ @l [ o

Para estimar a primeira integral do lado direito, vemos que

1ot s < gl Z/ ()] d < mz/ (ia [, 11wldy) do
Qx| Jo,
2“AZ 1Sy =23 [ 1700 dy < 2N
Para estimarmos a segunda integral do lado direito, observemos que

[ @ de <l [ 1#@]dz <A .
Rn\Q n\ﬂ
O que conclui a prova da Proposicao. [
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1.6 A Transformada de Hilbert

Dada uma fungao f € S(R), sua extensdo harménica ao semiplano superior é dada por

u(z,t) = Py * f(x) onde Py(z) = T

conjugado harmonico de P;(z), assim

¢ o nucleo de Poisson. Denotamos por Q:(x) o

0 0 0 0
—Q=——P, —=Q=—P
&EQ ot "’ 8tQ o
portanto
1 =z
O =TEre
Mais precisamente,
1 t+x 1 x—it 1z 1

Pi(z) +iQ(x) = = — -

T2 +22 T2 +a2 m2Z Tz
a qual é analitica em Im z > 0.

Seja ¢ € S(R), definimos o valor principal de 1/x, abreviado v.p. 1/z, por

) 4

lz|>e T

V.pé(gzﬁ) = lim

e—0

o qual é uma distribui¢ao temperada.
De fato, como a integral 1/x em € < |z| < 1 é zero e pelo Teorema da Convergéncia

Dominada temos

Vpl(gb) = 9lx) = 9(0) dx —|—/ 9lz) dz.
|z|>1

z |lz|<1 z
Pelo teorema fundamental do calculo,
T 1
oa) = 0l0) = [ Syt =z [ e,
0 0

como ¢ € S(R) entdao ¢ € C®(R) e sup,cg |[2°0°¢(x)| = Cop < 0o para todo «, 3 € N.
Logo |¢'(z)] < [[¢'|[ o= Assim

'M’ < ||¢/||Lo<,/O dt = ||¢']| e

Portanto,

zo(x)

T2

X

)00 4y |
lz|>1

ol «

1 /
< ¢/l + ||I¢!|Loo/ — do < O[9Iz + [l2¢] ).

|z|>1

Assim, esta expresao esta bem definida.
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1 1
Proposicao 1.6.1. Em S'(R), lim@Q; = —v.p.—.
t—0 T T

Demonstragao: Para cada ¢t > 0, as fungoes ¢y(x) = %X{l:}cbt} € §'(R) e sdo limitadas. A
funcgao 1y converge para v.p.% em &’ quando t — 0. De fato, se ¢ € S(R)

timu(o) =tim [ P ar—vp L)

t—0 |z|>t T
Portanto, basta mostrar que em S’, lim;_,q (Qt — %1/)75) = 0 pois
1 1 1 1
lim @Q; = lim (Qt — —1[4) + lim —¢y = —v.p.—.
7 t—0 7 T x

t—0 t—0

Para ¢ € S(R) fixada,

(rQu — v)(6) = / 70 g, /| |>thx

242 T

— zp(x) x 1
— /|I|<t t2 + 1'2 dl’ + /|r>t (tQ i :L'z [L‘) QS(I’) diL‘

Se fazemos mudanca de varidavel x = tZ, temos

(7Qr — ¥)(¢) = / L2O2) |, iz /Wl (t—x — l) o(ti)t d

|&]<1 t2 + t2j2 t2 + tQ.%Q tr

[ wg(t) r 1 [ wdltx) o(tx)
N /|x|<1 1+ 22 dx+/|x>1 (1 + 22 x) o(tz) dv = /|x<1 1+ 22 dr /x|>1 x(1+ 22) dr.

S Ll(’.f‘ < 1) e m

€ L'(Jz| > 1) segue do teorema da Convergéncia

x
Como

o 1422
Dominada que

T 1

(@~ () =00) [ e o) [ e =0

Como uma consequéncia desta proposi¢ao obtemos que

. 1 flz —y)
lim Qy x f(z) = —lim —dy.
t—0 t T e—0 ly|>e Yy

Dada uma funcao f € S, definimos sua transformada de Hilbert por

Hf=lm@« f(r) = vpo+

Afirmamos que

(2vp1 ) (© =i (e (16.1)



De fato, seja ¢ € S(R), entao (z - V.p.%, o) = (1, ¢), assim

(m . V.pé) (&) = —Li’f =1=94

onde T' = V.p.% e 0 é a distribuicao delta de Dirac. Disto temos que

A~

ar

entao f(ﬁ') = —2irH(§) + C, onde H é a funcao Heaviside,
_ 1 , S€ g Z 07
H(f)_{ 0 ,se £<0.
Como T = v.p.1 ¢ impar e f|m|>_e ¢(—z)de = — f|x‘>e é(z) dx, entdo T é fmpar, assim temos
que
—2irH(—=&§)+C =2inH(&)+ C,
entao —2im + C'= —C', e assim C' = 7. Portanto,
~ 1\ | |
T = <V.p.—> (&) = —2im H(&) +im
x
- —im ,se £ >0,
a i ,se £ <0.
= —imsgn(),
e assim

Disto obtemos;

™ T ™ T

1756 = (Fory 1) © = (3002) © - FlO) =~ smu(© )
Agora, pela identidade de Plancherel,

WH fll2 = [HF 2 = || — i sgn(€) FE) |2 = | F(E)]] -

Por tanto, a transformada de Hilbert estd bem definida em L?. Mais ainda, ela é uma

isometria em L2.
Por (1.6.1), f € S, entao f = F YF(f))

~ ~ ~

(H(H [))() = —isgn(§)(H [)(&) = —f(&)

assim,

FUHH)E) = F(-f()



Agora temos,

/Hf dx—/R(% lii%/'m_ybe%dy) g(x)dx

/ —y>g(y+z dzdy—/f (—hm/ —_g(y_z)dz) dy
™ E—>0 |z|>¢€ T =0 |z|>€ z

= —/f(y)Hg(y) dy para todo f,g € L*(R). (1.6.2)
R
Por tanto, a adjunta de H, H*, segundo [, H f(x)g(x)dx = [ f(x)H*g(x), é H* = —H.

O seguinte teorema prova que a transformada de Hilbert, agora definida para funcoes
em S ou L?, pode ser extendida a funcoes em LP, 1 < p < oo.

Teorema 1.6.1. As sequintes afirmagcoes sao verdadeiras:
a) (Kolmogorov) H é fraco (1,1):

Hx e R:|Hf(x)| > A} < —HfHL1 para toda f € L'(R). (1.6.3)

b) (M. Riesz) H € forte (p,p), 1 < p < oo:

WHfll, < Cpllfll, para toda f € LP(R). (1.6.4)

Demonstragao: Suponha que f € S(R). Pela decomposi¢ao de Calderon-Zygmund, dado
A > 0, podemos escrever f = g + b com g e b satisfazendo as propriedades fornecidas pela
Proposicao 1.5.1.

Estimemos ||b;||z2. Note que,

‘ -

bj(z)| < If(w)|xfj(fﬁ)+<

IEl dx> e

J

< U@+ (7 [ e ) 0 < @b @
Y o (1 @Y
(el ) @ = (1@ + 53 ) v

o <2 (1rp + L2 4 0

JRCCIREES < [ 1r@pds+ Hf(@l!%z) < 4|13

Portanto b; € L%

5= =

entao,

assim,
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Como Hf = Hg + HYb,
Hx e R:|Hf(x)| > A} <{x eR:|Hg(z)| > A2} + |{z € R: |Hb(z)| > A\/2}| (1.6.5)

Estimamos o primeiro termo usando o fato de ||H f||z2 = || f||z2- Como g € L*(R) entao

o€ R: g > 323 < (3 ) [ 1gta)ta = [ o) Par

Sabendo que () < 2 q.t.p., x € R, entao

(o e R: |Ho(x)] > A/2}| < %/Rgm@ i< [owar=3 [ jw)a

Para estimar o segundo termo de (1.6.5), seja I; = (¢; — %,Cj + %) Seja I7 = (¢
fj, Cj + éj), entao |I]*| = 2f] = 2|]]| O = U]I]* satisfaz

2l =u < S =23 |5 = 21
J J

o € R: |Hb(z)| > \/2}| < |{ € Q* : |Hb(x)| > \/2}| + |{z ¢ Q° : |Hb(z)| > A/2}|

<107+ [ ¢ 9" [Hb()] > A/2)]
<20+ | ¢ 0 ) > A2 < S+ [ (@)l

Tem-se que se > . |bjllrz < oo entdo ) . b;(x) b(z) € L*R) e além disso,

dim | > b= bl =0.

lil<N

Hbr) = H(Jim, 3 bi() = Jim H(D (o)) = Jim ), Hbyle
lil<N ljl<N lil<N

- ZHbj(x), pois ZHH@HLZ < 00
J

J

entdao Hb(z) = 3, Hbj(x) em L. Assim,

= Z Hb;j(z) qtp.z€eR (1.6.6)

Como [ C Q" entao R\ Q* C R\ [, para todo j. Assim por (1.6.6) temos,

/ Hb(2)|da g/ Z|Hbj(x)|dx
R\Q* R\Q*
= Hbj(z)|dx < / Hb;(z)|dx
Z/R\ml e <3 [ Vb
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Portanto para completar a prova de que H f é fraco (1,1), é suficiente mostrar que
>[Il <l
i R

Quando z ¢ I} e y € I;, entdo

1 b,
Hbj(z) = —lim O,

Te0Jjpy>e T =Y

1 b; 1 b;
TJIJRT —Y m [7.T—y
Entao,

1 b 1 1 1
[ vmeiar= 2 [ a2 ) (5 )
R\I7 R\I; r—y T Jr |1 rT—y T—c¢
1 —
<[ (fwo et ) a=t [ ([ o) a
mmag \Ji e —ulle =l g 2= ylle = ]

Como |y —c;j| < 4;/2, |z —y| > |v—¢j|/2 e {z 2 € R\ [} C{x: |z —¢;j| > {;}, entdo,

1 145
Hb:(x dajg—/ bi(y / — —dx | dy
/Mr @l [ ”(W T
1/ l; dx
< [wwi( ] =2 [l [ o)
T JI; ‘ ’ |z—cj|>¢; |ZE - C]P |x—cj|>¢; |I - Cj|2
—/|b ( )dy— /!b ) dy

S [, s < 23 [ nwlds < Zlo
R\I*

Para mostrar que a desigualdade fraca (1, 1) cumpre para f € L', sabemos que:

dz

Entao,

1) Uma sequéncia ¢, de fungdes mensuraveis em E é dita de Cauchy em medida se, e

somente se, para todo € > 0

lim [{o € E : |pn(z) — pu(z)| > &} = 0.

m,n—00

2’) Uma condigdo necessaria e suficiente para que {¢} seja Cauchy em medida é que
exista uma subsequéncia {gpkj} convergindo q.t.p. para uma funcao mensuravel .

Seja f,, € S(R) tal que f, — f em L'(R), entdao {Hf,} ¢ de Cauchy em medida. De
fato, para todo € > 0,
{o €R: [Hfula) ~ Hfu@) =} = [{o € R [Hfw— fu)(@)] = ¢}

c
< EHfm — fallLr — 0
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quando m,n — oo.
Segue de 2) que existe uma subsequéncia Hf,, convergindo q.t.p. para uma funcao

mensuravel que denotaremos por H f. Assim,
Hf(x) = lim Hf, () qtp. x € R,
j—00
Além disso, [H f(x)| < |H fn,(x) — H f(x)] + |H f,]

{zeR:|Hf(2)| >} < [z eR:|Hfy(z) - Hf(z)] > A/2}]
+Hz e R:[Hfy(z)] > N/2}]

o € R |H ) — B > A/2H + ol

IA

Fazendo j — oo, temos
2
{z €R: [Hf(z)| > \}| < fufup para todo f € L.

Como H ¢é fraco (1,1) e forte (2,2), pelo teorema de Interpolacdo de Marcinkiewicz, H
é de tipo forte (p,p) para 1 < p < 2.
Sejap>2 feS, p(r) € L!edaequagao (1.6.2) temos,
171 = s | [ Hi@) p(wyds| = sup | [ fo) Holo)do
llellLa<t llellna<1

< sup |[flleellHellee < sup cl| fllzellellze < cll fllLo-
lellza<t lellza<t

Portanto,
NH fllze < || fllze , para todo f € S(R), 1 < p < oco. (1.6.7)

Agora mostraremos que H f é forte (p,p), 1 < p < oo para f € LP. Seja f, € S tal que
fn — f em LP(R), entdo por (1.6.7) temos,

1H f = H follr < el fm = falle — 0
e como LP é espaco métrico completo, entao Hf, — Hf em LP,
IH falle < || follze
fazendo n — oo, temos
IHfller < flle, 1 <p<oo, feL(R)

Isto completa a prova do Teorema. Il

1
Para € > 0, a funcdo —xqy>c}(y) € LY(R), 1 < ¢ < oc0. Para f € LP(R), definimos
)

i@ = [ A 2 )l > dway

™ ly|>e Y
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pela desigualdade de Holder H.f(z) esta bem definida. Mostraremos que {H.f} converge
puntualmente a H f.
Agora temos,

1 . , e miye , cos 2miy€ — i sen(2miy)
(—X{|y| > e}) (&) = lim dy = lim ( dy
Yy N—o0 e<|y|<N Yy N—oo e<|y|<N Yy
o
N—o0 e<|y|<N Y

Seja t = 2my||, entdo % = %, e 2my& = 2my|¢| sgn(§), portanto

m(§) = (EX{|y>E}> (¢) = lim N—Qi% dy

Yy N—oo J, Yy
2mNIEl gon ¢
= —2isgn(§) lim —dt < o0
N—>OO 27TE|£|

Entao,

~ ~

(156 = (T +£) © = (Sxuon ) © 7€) = m@)FE
Existe ¢ > 0 tal que |m(§)| < ¢. Por Plancherel segue que
IHflle = N(H )2z = mON Fllzz < el 1122

portanto H, f & forte (2,2). Usando os mesmos procedimentos do teorema anterior conclui-se
que H.f é fraco (1,1) e forte (p,p), 1 < p < 0.
Seja {f.} € S(R) tal que f,, — f em LP. Como

Hp(o) = Hf(@) = [ (e =) = £ =) xilol > €} o) dy
entdo lim, ., Hcfn(x) = H.f(x).Assim,
() = lim HJ, = lim i 1.5, = lim (lim Hef,) =l Hef ()
Entao para f € [P, 1 <p<
Hf(z) = liL%HEf(x) em LP.

Agora desejamos provar que a mesma igualdade ocorre para quase todo ponto.

Teorema 1.6.2. Dado f € LP, 1 < p < 00, entao

Hf(z) = lg%Hef(x) q.t.p. x € R.
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Como {H.f} converge a Hf em LP, entdo existe alguma subsequéncia {H,, f}, tal que
e, —0e
lim H, f(x) = Hf(z) qtp.a

Entao s6 temos que provar que lim H, f(z) existe para q.t.p. z. Definimos

" f(x) = sup |He f ()|

e>0

Em consequéncia, para provar o Teorema 1.6.2, pelo Teorema 1.3.1 sera suficiente mostrar
que o operador maximal H* f(x) é fraco (p,p), 1 < p < oo. Isto, segue do seguinte resultado.

Teorema 1.6.3. H* ¢ forte (p,p), 1 < p < oo e fraco (1,1).

Para provar isto necessitamos de um lema, conhecido como desigualdade de Cotlar.

Lema 1.6.1. Se f € S entao H*f(x) < M(Hf)(x) + C M f(x).

Demonstragao: Seja ¢ € S(R) ndo negativa, decrescente em (0, 00), suportada em {z €

R:|z] <1/2} e [¢(z)dx =1. Seja ¢ (x) = %(b (f) e H. f = §X{y|>6} * . Entdo,

§X{M>Q@D = (¢e*VJl§)(y%+{iXﬂm>é“(¢ﬁ*VI*é)(yﬂ
= 9e(y) + he(y).

1
gex f =@ xv.p.—* f = ¢.x Hf. Entao
x

sup|gc + Hf (@) < M(Hf)(z).

€>

E suficiente tomar € = 1, ja que por dilatacio segue para qualquer outro e.
Dividiremos a prova da estimativa em dois casos.

Caso 1 Suponha que |y| > 1.

Neste caso,
1 o(x
ol =[5 [ Al
Yy lzj<1/2Y — X
Como |y| >1elz| <1/2, 1<yl <|y—2z|+|z| < |y — x|+ 1/2 entdo |y — x| > 1/2, logo
L) € L' porque /Mdaz < /2¢(m) dr = 2.
y—x ly —
Entao,

lim m) X{\yfm|>e}dx :/ ¢((L’) dx.

0 JpY — X al<1/2Y —
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Assim,

ol = [o- [ A

z|<1/2 Y —

:‘/ (__ 1)dx’§/ alé@)
|x\<1/2 y—x |z|<1/2 |y||y — 7

Como |z| < 1/2 < |y|/2, |y| < |y — x| + |z| < |y — x| + | . entdo 4 < |y — z] logo,

1/2 2 1 C
h —dx = — de = —.
Ih(y)] < /:c|<1/2 AT yl |yl 3/2 lz|<1/2 He)do y?

Caso 2 Suponha que |y| < 1.
Entao |z] < |y—z|+]y| < 3+1=2 <2ecomo f6<|x‘<2 4 — () porque 1 ¢ fmpar, entdo

b= |—tim [ 2w =2) dx‘ - ‘—lim —d)(y_"’“") dx‘
020 Jyz|>6 X 0=0 Js<)z|<2
= |lim ¢(y_x)_¢<y)dx:1im/ ( /gf) — sx) ) x
00 Js<a|<2 z 00 J5<|z|<2
<[ 0] < 10
|z|<2
Assim temos,
Ch 204
X0 W < 5 < o5
e
205

|h(y)X{\y|<1}(y)| <Oy < m

Seja C' = max{2C, 205}, entao |h(y)| < # Como # é radial decrescente e pertence

a L' segue que

v @) < (1o 7) (0 < OMIw)
Assim concluimos que H* f(z) < M(Hf)(z) + CM f(z). O

Demonstracao do Teorema 1.6.3. Como a Funcao Maximal Hardy-Littlewood e a
Transformada de Hilbert sao fortes (p,p), 1 < p < oo, entdo pelo Lema 1.6.1, H* é forte

(p, p)-
Agora provaremos que H* é fraco (1,1). Assumimos que f > 0, fixamos A > 0 e do

teorema de decomposicao de Calderén-Zygmund, temos que H*f = H*g + H*b, entao
HexeR: |H f(x)] > < {z eR: |H*g(x)] > N2} + [{zr € R: |H*b(x)| > A/2}|

Estimativa do primeiro termo: Como f[ b () |?dx < 4 f]|2., entdo b € L* e f € L2,
assim g € L?. Como [, g(z)dx = [, f(z)dz, entéo

i} . . 4c
(weR: H ()|>)\/2}]<( ) [ 1 g@)de = Il < T lal

8 8 8
=% [o@r <5 [ow) =5 [ 1@ =S1flu
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Estimativa do segundo termo: Seja [; = (¢; — 62 i+ 5 ) G =1, I = (=45, ci+45),

entdo |I5| = 2|I;|. Seja Q* = UI7, entdo |Q*] < 2|Q| com Q = UI,. Agora,

Hx e R: |H*b(x)| > N2} < {x € Q. |H*b(z)| > A\/2} + [{x € ()¢ : |H"b(z)| > \/2}|
<[+ o e (@) [Hb(x)| > A/2}]
<2(Q 4+ {z € () : [Hb(x)| > N/2}]
<2QU L+ {x ¢ Q- [H*b(x)] > A/2}]

< 2 fllo + e ¢ 0 < [Hb()] > A2}

S6 falta estimar [{x ¢ Q : |[H*b(z)| > A/2}|. Para isto, fixemos x ¢ Q2*, € > 0 e b; com
suporte [;, entao um dos seguintes casos ocorre:

1) (z—ex+e)nl; =1,
2) (t—ex+e)NI; =
3) x—ecljouxr+ecl.

Caso 1: Neste caso [; C (x — €,z +€), como | — y| > € entdo |y| > |x + €| e y ¢ I;, assim
b;j(y) = 0, portanto

Caso 2:
Neste caso z —y > 0, logo,

Hb, () = - lim () dy:l/ ) b()d — Hob(x)

T amy>e T =Y -y

Como z —c¢; > {j e |y —¢;| < {;/2 entdo |z —y| > |x — ¢;]/2. Assim,

/*)/ <7 ), o

—c 2|b; l; 1
<2 [l s g -iiﬂwyzi-———wmmL

a1 ™ < 3 P e A P

Hoby(x)] = -

T

Caso 3: Como x ¢ QF, entao I; C (x —3e, 2+ 3¢), e para todo y € [}, |x —y| > €/3. Assim,
1 b. y 3 T+3e
@< [ 2y <2 [ )i
I

T, =y €T )y 3e

Agora juntamos os trés casos e temos,
z+3€

45 3
Hob; < ——2 b, b; d
HL @) < gl + 2 [ bl

—3e
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Como Hcb(z) =3, Hebj(z) entdo,

z+3€
WMMSSZﬂx e[ S ltody
z+3e

l; 3
————||bj|[1r + — b(y)|d
> gl + = BRI

—3e

g 3 Z‘+3€
= bl 6e—/ b(y)| dy
7 7r|3: Jl

5
—L——||bj || Mb
X il + 0 M)

IN

Como I} = 21; C 0%, entao R\ Q* C R\ 21}, portanto,
{o & Q- H*b(x) > A/2} = {z ¢ Q" : Sup|Heb(l")| > A/2}]
<z g0 Z E—Hb I > A4} + {2 € R: Mb(z) > A/AC)]
: 7T|ZE 412
- )\7r /R\Q* Z |x ’2 1030l dx—i— ”bHLl
|wm2/

d$+ HbHLl
R\21,

Como {z: z € U;R\ 2L;} C {z: |x — ¢j| > {;}, entdo

2 l; /.
S ochowe| S Aowef howes
G JR\2L |z — ¢ U;R\2I, |z — ¢ le—c;|>1; |z — ¢

Portanto,

R — C« ' c"
o & @ H70(2) > A2} < S llbjlle + - llbllor < - 8l] 22

Em consequéncia H* é fraco (1,1).
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Capitulo 2

Integrais Singulares

2.1 Distribuicoes Homogéneas

Definigao 2.1.1. Dizemos que uma fungdo f é homogénea de grau d se f(tx) = t1f(z) para
todo x € R"\ {0} et > 0. Uma distribuicio K ¢é dita homogénea de grau d se para toda
fungdo teste ¢ tivermos (K, ¢;) = t4(K, ¢) sendo ¢s(x) =t "¢(x/t).

Exemplo 2.1.1: Seja Q(z) uma fun¢ao homogénea de grau zero entdo a distribuicao

Q') .
Vv.p. ‘ifn) ¢ homogénea de grau —n, onde 2/ = -

Demonstracao: De fato, seja ¢ € S(R")

<V.p ') ¢>A> — lim Q(x/))\‘%(x/)\) dz.

. |x|n e—0 || >e€ |x|n

Aplicando mudanga de variavel y = x/\ temos que

<v.p.§|2§;) , ¢A> — A" lim / ) d(y)dy = A" <V.p.(|21(79|3;) : ¢> .

=0 ly|>ex—1 |y|n

O
Proposicao 2.1.1. Se K ¢ uma distribuicio homogénea de grau d, entao K ¢ uma distri-
buicao homogénea de grau —n — d.
Demonstragio: Recordemos que ¢y (¢) = ¢(AE). Sejam ¢ € S(R™) e ¢(-) = H(\) entdo

(T, 0) = (T,dr) = (T,6(\)) = (T,9)
= ANUT ) = A" UT, @) = AT, ¢).

Portanto, T ¢ homogénea de grau —n — d. U

Como consequéncia do fato acima temos o seguinte corolario
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Corolério 2.1.1. Seja 0 <d < n e f(x) = 2|~ entdo

£(&) = Calg*™ (2.1.1)

ﬂ_df'n/QF n—d
onde Cyq = —r(d/(z)n >]£\d_”.

Demonstragao: Observe que f ¢ L'(R"). De fato, como d < n segue que
2|~ dx = |S"_1|/ rm Tl dr = 0o,
Rn 0

Dividiremos a prova em trés casos
Caso 1: Suponha que n/2 < d < n.
Neste caso consideremos a seguinte decomposicao

f@) = 127Xy (@) + 2] X (ap>13 (2)
= filz) + fa().

Segue do fato d < n que f; € LY(R") e do fato d > n/2 que f, € L*(R"). Assim segue
da Proposi¢ao 2.1.1 que f define uma funcao homogénea de grau d — n. Logo, para todo

¢ € R"\ {0} a fungao |£]§_)” ¢ homogenea de grau zero dada por f(£'), onde & = % Seja Ry
uma rotagao definida sobre R" tal que £’ = Ry(e;) sendo e; = (1,0,...,0). Mais geralmente,

se R ¢ uma transformacio ortogonal temos que f(R(€)) = (f o R)(€). Deste modo,

L = F€) = F(Rofen)) = Fo Talen) = fie
uma vez que f(Rg(x)) = |Ry(x)|"® = |z|~¢ = f(x). Definindo C,,, = f(e1) entdo temos que
]E(f) = Ca,n‘ﬂd_n'

—_—
. _ 2
Para determinarmos o valor da constante C, ,, usamos e*“|x‘2(£) = e mlEF, Segue da

identidade de Plancherel que

/e”ml2\xlddaz‘ = /g(x)]a;\ddx

= [ s©Fal e
— Cun [ g e

Consequentemente, a constante C,, 4 é dada pelo quociente

fRn e*”|z|2|x|*d dx

Jn €7TEIE 4 dE

Com esse proposito calculamos a seguinte integral fRn e‘”|m|2|z|bd:v. De fato, aplicando

Cn,d =

mudanca de coordenadas esféricas obtemos

/ e_”|x|2|$’bdx = |S"| /OO e~ Pl gy
n 0
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Escolhendo a mudanca de variaveis s = 77?2 para todo r > 0 temos que

Snil o0 ntb—1
/ e’”|”|2|x]bdx = —| | e ? (f) g2
n PAVE T

Sn—lp e n Sn—l b
— | b+n|/ e_ssb%_l ds = | b+n|F tn .
27z Jo 23 2

Assim,
n—1 _
o, _ = (3 v ()
d, — frd
RN T
e portanto

—T)yg\d*n. (2.1.2)

Caso 2: Suponha que 0 < d < n/2.

n
Como 5 <n—d < n, entao pelo Caso 1 temos que

(1gl") (@) = (") () = %

assim

-~

~ =5 (n=d ~
(e 0 = T CT)r ey g
(5)
_ ﬂ_di%F (nT_d) | §|d—n Wdi%r (%1) |€|d—n
r'(s) r(s) |
Caso 3: Suponha d = n/2.
Como |z|~ converge a |z|™/2 quando d — n/2, e como a transformada de Fourier &

continua, entdo (2.1.2) ocorre com d = . O

Note que, no Corolario acima tanto f(z) = |z|~* quanto sua transformada de Fourier
f(€) = Chalé]*™ sio de classe C* no complementar da origem. O proximo resultado
garante que este é um fato geral, considerando-se a hipotese de homogeneidade.

Proposicao 2.1.2. Seja K uma distribuicao homogénea de grau d, entao K coincide com

uma funcao C* fora da origem se, e somente se, 0 mesmo ocorre para K.

Demonstracao: Denotemos por Ky(x) a restricio de K ao aberto R™\ {0}. Entao Ky(z) é
uma fun¢ao C*°, homogénea de grau d. Tome y € C°(R™) tal que suppx € B(0,2) e x =1
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em B(0,1) e escreva K = YK + (1 — x)K = K; + K,. Entao observamos que K; € &'(R")
e portanto [/(\1 € C*(R") e Ky é uma fungao C* que se anula numa vizinhanca da origem.
Assim, para mostrarmos que a distribuicao I/(\g é C'° fora da origem basta provar que dado
qualquer multi-indice o € N existe N suficientemente grande tal que a funcao |[*Y 85‘1/(\2(5 )
coincida com a transformada de Fourier de uma fun¢do em L'(R™). De fato, seja o € N, fixo.
Usando as propriedades da transformada de Fourier podemos escrever a seguinte igualdade

€PN 92 o (€) = CF (AN (29 K2)) ().

Recorde que Ky = (1 —x)Ky € C*(R") assim podemos definir a fungio f(z) = AV (z*K3).
Mostremos que f € L'(R"). Note que supp(f) C {z € R™ : |z| > 1} assim s6 nos
preocuparemos com a integrabilidade no conjunto complementar a bola unitaria. Escrevendo
o N-Laplaceano como um operador diferencial linear de ordem 2N e usando a regra de
Leibiniz obtemos

flz) = Z ag0d’ (2 Ky) = Z ag Z Cyp 07 (%) 0 K.
|8|=2N [B=2N  m+y2=p

Recordemos ainda que Ks(x) = (1 — x(z))Ko(x) assim para todo z tal que |z| > 2 temos
que 0 Ky(x) = (1 — x(x))0" Ko(x) = 0 Ko(x) uma vez que 1 — x(z) = 1. Logo,

Z as Z 671’72871 872[(0()
IB|=2N  y1+72=0

Note que 072 Ky(x) ¢ uma fun¢ao homogénea de grau d — |y2| e que 97 (z*) é homogénea de
grau || — |y2|. Assim vemos que a funcao

Z Z A3Cy 7207 %) 0" Ko(x)
|B|=2N y1+v2=5

¢ homogénea de grau d + |a| — |5] = d + |a| — 2N. Segue deste fato a seguinte estimativa

[ ende= [ [ seaetaotanar
_ /oo f($/)rn+d+|a|—2N—1 CZO'(.CE/)CZT - C f(.%’/) CZO'(.CE/) < 50
2 Jgn1

Snfl

se tomarmos N tal que N > %Ha'. O

Proposicao 2.1.3. Seja u uma funcdo continua em R™\ {0} tal que u(Az) = A""u(x) para
todo A >0 e x # 0 entao

(U, ¢) = lim u(z)p(x) dx (2.1.3)

e—0 |$‘2€

existe para toda ¢ € CX(R™) se, e somente se,

/5nl uw(a')do(z") = 0. (2.1.4)
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Demonstracao: Para cada ¢ > 0 a fungio u(x)¢(z) ¢é integravel no conjunto {x : || > €}.
Assim, assumindo que supp ¢ C {z : |z| < M} e escrevendo (2.1.3) em coordenadas polares
obtemos

/ESZISM u(z)p(x) dr = /EM /Snl u(ra)o(ra’)r" ! do(2') dr.

Por hipotese u(rz’) = r~"u(z"). Logo,

/6<|I<M u(z)p(z) do = /GM% (/Sn_l u(x)p(ra’) dg(q;’)) dr.

Usando a féormula de Taylor

_ ~ [ ¢
o) =00+ 3 / (1= a2 (1) di
obtemos
N ~ [ 9,
p(rz’) = ¢(0) + ; 7“/0 (1 —t)xy o, (trz'") dt.
Logo,

[, Hewds=o0) T o) atar

+§; / N ( /S () ( /0 0 —t)g—i(m') dt) da(m’)) dr

= ¢(0)[log M — log €] / u(z") do(x)

Sn—l
n M 1 / / a¢ / |
oM /0 /S Tu(@') (1 = 1) 5 ~(tra’) do (') dt dr.
0=1"v¢€

Aplicando o teorema da convergéncia dominada a sequéncia
/ / / a¢ /
he(t7 r,zx ) = lL'ZU(l' )(1 - t) Or (t’l"l’ )X{r:rze}(r)
¢

vemos que [

€

<Jz|<M u(x)p(z) dr tem limite quando € — 0 se, e somente se, o seguinte

Cancelamento ocorre
/ (@) do(a') = 0.
Snfl
O

Agora observemos o seguinte fato. Seja K uma distribuicao homogénea de grau d que
coincide com uma funcao K, de classe C*> no complementar da origem, entao podemos
considerar os seguinte casos:

Caso 1: d > —n.
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Neste caso Ky € L. _(R") e portanto

loc

para toda ¢ € S(R™).
Caso 2: d = —n.

Neste caso, como Ky(x) € C*(R™\ {0}) é tal que Ky(tx) = t " Ko(x) entdo segue da
Proposigao 2.1.3 que existe v.p. Ky. Além disso, como supp (K — v.p. Ky) C {0} entdo

K =vp Ky+ Z 1,08 (2.1.5)
la|<m
Aplicando transformada de Fourier em (2.1.5) vemos que
K(&) —vp Ko(&) = > an” (2.1.6)
laf<m
Note que o primeiro membro da igualdade acima define uma fungao homogénea de grau 0
em R"\ {0} e portanto ¢ limitada. Deste modo temos que a, = 0 para a # 0 e

K=vp Ky+C§

e portanto
K(¢) = Co(0) +vp. | Ko(z)p(x)da

Rn
para toda ¢ € S(R™).

As integrais singulares em que estamos interessados sao da forma

Q /

Tf(z) = lim/ W) rw = ) dy (2.1.7)
0 Jiyise |y

onde Q € L'(S"), [guor Qu)do(u) = 0 e ¥ = y/|y|l. Com estas hipoteses, (2.1.7) esta

definida para funcoes Schwartz porque é a convolucao de f com a distribuicao temperada
Q(x")

V.p

Proposicao 2.1.4. Uma condi¢do necessdria para o limite em (2.1.7) existir € que € tem

média zero em S™ L.

Demonstracao: Seja f € S(R™) tal que f(z) = 1 para qualquer |z| > 2. Entdo para
2l < 1,

Tf(x) = /| Q(y/>f(x —y) dy + lim Uy) d

y|>1 |y’n e=0 e<|yl<1 |y|n
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A primeira integral sempre converge ja que

‘ / Q(y")
ly|>1

©2(4)]
_ d _ d

<loflee [ [ St drdot) = sl [ 9w dotu)

mas a segunda integral ¢ igual a

! 1
Q
lim 0(y) dy = hm/ / —<u)r"_1 dr do(u)
e—0 n =0 Jgn-1 J, rn

e<|y|<1 \3/’

= lim Qu) do(u) - log(1/e)

e—0 Sn—1

e isto é finito s6 se a integral de Q em S™~! & zero. OJ

Teorema 2.1.1. Se Q ¢ uma funcao integrdvel em S™1 com média zero, entao a transfor-

mada de Fourier de v.p. %T;) € uma funcao homogénea de grau zero dada por

m(€) = /Sn_la(u) {log (|u.1€,|) —zg sgn(u-{')] do(u). (2.1.8)

Q)

|[™

Demonstracao: Recordemos que a distribuicao v.p. ¢ homogénea de grau —n entao

pela Proposicao 2.1.1 a sua Transformada de Fourier ¢ homogénea de grau —n — (—n) = 0.
Além disso, coincide com uma funcao de classe C'*° no complementar da origem e portanto
sua transformada de Fourier m(&) esta definida como funcao em L>*(R™) N C>(R™\ {0}).

(m(€), ¢) = <(v;§&;>><§>,¢> _ <v g|z<|n>7¢( >>

= lim <% : X{x:e<x|<1/e}(x)7$(x)> = lim e (/n e H(y) dy) dx

e—0 e<|z|<1/e |{L‘|

Q! , Q2! ,
s ([ i) [ () U)o
=0 Jrn e<|z|<1/e |$| n \ €0 e<|z|<1/e |Qf|

Logo,

m(§) = lim ')

=0 e<|z|<1/e ‘x|n

e 7 dr q.t.p. £ € R™
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Portanto,

1/e 1 ‘
m(§) = lim Q(u) / — e Tl e dor (u)
Sn—1 €

e—0 rn

1/e o d
= lim Q(u) </ 62””“'5—T> do(u)
e—0 Sn—1 € T
l .
= lim Q(u) (/ (e72me — 1) —) do(u)
e—0 Sn—1 € r

+ /S o) ( /1 e %) do(u)

[ 1 ‘ d 1/e o d
= lim Q(u) / (e7mws — 1) =4 / e~2mrine L do(u)
€ 1

e—0 Sn—1 T r

/€
= lim Q(u) /1 (cos(2mru-§) —1) g + /11 cos(2mru - g)g

e—0 Sn—1

| — |

/€
—i [/61 sen(2mru - 5)@ + /11 sen(2mru - 5)%] do(u)

r

= -[1 - /i]27
onde

/€
I = lim Q(u) /1 (cos(2mru - &) — 1) % + /1 cos(2mru - f)%] do(u),
€ 1

e—0 Sn—1

I = lim Q(u)

e—0 Sn—1

1/e d
/ sen(2mru - f)%] do(u).

Considere a mudanga de variavel s = 27r|u - |. Podemos supor que u - £ # 0, assim

2mru - & = 2mr|u- €] sgn(u- &) = ssgn(u-§) e & = &

cos(2mru - &) = cos(s sgn(u-&)) = cos s
sen(2mru - &) = sen(s sgn(u-§)) =sgn(u-§) sens.
Entao,

e—0 Sn—1

2mlu-g|/e 3
/2 sgn(u - &) Sen(s)d?] do(u).

wlu-le

Pelo teorema da Convergéncia Dominada temos

JQZ/Sn_I Qu) {Sgn(u-ﬁ) /OOO sen(s) ds} do(u) :/Sn_lg(u) (Zsemu-)) dofu).

S
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Depois da mudanca de varidveis em [; obtemos

ds

2rfuce]
/2 (cos(s) 1)? +

wu-le

2m|u-g| /e d
/ cos(s)—s
2lu-g| S

ds 2mlu-g]/e ds
/ cos(s)—
2m|u-&| S

2m|u-€| ds
s

ds —In|27| —In|u - £|.

1 27| u-€]|
cos(s) —1)— cos(s) —1)—
gm&<<> e CEC RV
/ (cos(s) — 1)§ +

2m|u-&le S

/27ru~§/s
1
quando € — 0 isto se converte em

A%w@—n%+[m@¥2

_/Ol(cos(s) - 1)§

[ o] :
_ig sgn(u - 5)} do(u)
/5n—1 Q(u) :ln (|u—1€|> - zg sgn(u - 5)] do(u)

Como m(§) é positivamente homogénea de grau zero, é dizer, m(A\¢) = m(§) para todo

cos(s)? —

+/ ©05(5) s 1 |2 — In [u - €]
1 S

A > 0, segue que se £ € R” entao
m(§) m([¢]- &) = m(€)
1 . ,
/Snl Q(u) {ln (]u : f’]) —iy sgn(u- & )} do(u).

Como qualquer funcdo € em S™! pode ser decomposta em sua parte par e impar,

L) + (-u) . Q) = -

OEE

Corolério 2.1.2. Seja Q(u) uma funcao com média nula em S™1 e suponha que Q = Q4+,
com Q, € L'(S") e Q. € LY(S" ') para algum q > 1. Entdo a transformada de Fourier

de v.p.Q(z")/|z|" € uma fun¢do limitada.
Demonstracao: Pela desigualdade de Hélder, temos

< HQOHL1(3n_1)Hsgn(u &L < o0.

[ utwysentuc €)dotu)

Se Q. € LI(S™ 1) entao Q. € Llog L(S™!), isto &,
/ 190 (u)| log™ [Qc(u)| do(u) < oco.
Sn—1
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Seja D = {u e S" ! |Q(u)] > 1} e como

ABSAlogA—l—eB, A>1, B>0,
entao,

/D Q. (u) log (ﬁ) do(u) /D 200, () log (ﬁ)m do(u)

§/DQ|Qe(u)|log(2|Qe(u)|)da(u)—1—/D|u-§’|_1/2da(u) < 0.

Q) é limitado no complemento de D, e assim

- Quu)log () do(w)
.. oo ()

Teorema 2.1.2. Sem € C*°(R™"\{0}) é uma fung¢ao homogénea de grau 0, e T,, € o operador
definido por i,:f({) = m(€)f(€), entio existem C € C e Q € O®(S*') satisfazendo
Jgnr Q") do(z") = 0 tal que para toda f € S(R™),

Q")

[

< Q.

0

T.f=Cf+uvp. x f. (2.1.9)

Como toda func¢ao homogénea de grau 0 é a soma de uma constante com uma fungao
homogénea de grau 0 com média nula na esfera S"~!, o0 Teorema 2.1.2 é uma consequéncia

imediata do seguinte lema.
Lema 2.1.1. Seja m € C®(R™\ {0}) é uma fun¢io homogénea de grau 0 tal que
Jgnm(a’)do(z') = 0. Entao existe Q € C*°(S""') com média nula tal que

m(§) = v.p. Q|§<|€;) (2.1.10)

Demonstracao: Note que |{]"m(§) = cA/”/Q\m(ﬁ). Como m é homogénea de grau 0 segue
que A™?m é homogénea de grau —n e por sua vez Wn ¢ homogénea de grau 0. Segue da
Proposigao 2.1.2 que m € C°(R™\ {0}). Logo, fora da origem a fungao [{|"m(&) coincide
com uma funcdo de classe C*°. Denotemos por (z') a restrigdo desta funcao a esfera
unitaria S"~!. Assim, para todo £ # 0
Q@)

€

Para ver que € tem média nula em S !, fixemos uma funcio radial ¢ € S suportada no

m(§)

anel 1 < |z| < 2 e que seja positiva em seu interior. Entao, por um lado temos

<m,¢>:/Rn ?if;)gb(x) dz = (/j@m) /S (') do (). (2.1.11)
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Por outro lado, usando que m € L, .(R") temos

(1, @) = (m, ¢) = 5 m(z)p(x) do = ( /0 h o(r)rm! dr) /S m(z') do(z') = 0. (2.1.12)

Segue da comparacdo de (2.1.11) com (2.1.12) que

/ Q(z") do = 0.
Sn—1

Q(z')

|z

Logo, segue da Proposicao 2.1.3 que v.p. estd definida como distribuicao temperada.

Além disso, supp (Th — v.p.mx/)) C {0} assim,

|z

m = U.p.Q(x) + Z a,,0%0.

|

laj<m

Aplicando tranformada de Fourier em ambos os membros da igualdade acima temos

A Q(l’/) @

m—v.p. 2] = Z a&”.

la|<m

Note que o primeiro membro define uma distribuicao homogénea de grau zero que coincide
com uma funcao C'* fora da origem e portanto uma funcao limitada. Logo,

Q)

' |I’n

+a0.

Como m e () possuem médias nulas na esfera, integrando contra uma funcao radial ¢ € S
tal que supp (¢) C {z : 1 < |z| < 2}, positiva com [, ¢(x) dx = 1 verificamos que ag = 0,
o que conclui portanto a demonstracao. O

2.2 O Método das Rotacoes

O Corolario 2.1.2 junto com o teorema de Plancherel dao condicoes suficientes para opera-
dores T como em (2.1.7) sejam limitados em L?(R") pois

ITfll2@ey = 1T fllz2@ny = [[m(E) fllz2@ny < M|z || fllz2@ny < Cllfllz2@ny-

Agora desenvolvemos técnicas devido a Calderon e Zygmund nos quais provaremos que
estes operadores sao limitados em LP, 1 < p < oo.
Seja T : LP(R) — LP(R) um operador linear e continuo, isto é, existe C' > 0 tal que

HTfHLp(R) S CHf”LP(R) , para tOdO f € LP(R)

Fixado v € S™!, queremos construir um operador T, associado a T' de modo que 7}, :
LP(R") — LP(R™) é limitado. Entao, seja f € LP(R™), L, = {Au : A € R} e seja
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Lt ={z € R" :< 7, \u >= 0, YA € R} seu complemento ortogonal em R". Entdo dado
qualquer # € R™, existe um tnico z; € R e Z € L tal que z = z;u + 7. Logo, para todo
x € R™ definimos a fun¢do unidimensional R 3 x; — f(z;u + ). Agora definimos

Tuf(x) = T(f(u+7))(21).

ComoR" = L,® L} edim L = n—1, entdo R” ~ Rx L, basta definir ¢ : L} xR — R"
tal que ¢(Z,x1) = T + 11u = x.
Se C' é a norma de T em LP(R), pelo teorema de Fubini,

[ mt@rae = [ TCur e = [ [ [ 1T+ )P in| a
< C”/Ll/ﬂ{|f(x1u+f)]pdx1df:(]p RERE

Portanto T, é limitado em LP(R"™).
Operadores obtidos nesta forma incluem a funcao maximal Hardy Littlewood direcional,

1 [h
h>0 2h )y,
e a transformada de Hilbert direcional,
1 dt
H,f(x) = —lim T —tu)—
fe) =ty gt

Como os operadores obtidos do operador T sao uniformemente limitados em LP(R"),

qualquer combinagao convexa de eles é também um operador limitado.

Proposicao 2.2.1. Dado um operador unidimensional T, limitado em LP(R) com norma C,
seja T, o operador direcional definido de T. Entdio para qualquer Q € LY(S™™Y), o operador
To definido por

Tof(e) = | QTf(a) do(w)

é limitado em LP(R™) com norma no mdzimo igual a C||Q|L1(gn-1).

Demonstracao: Pela desigualdade integral de Minkowiski,

(L msors)” - ({ )"

< [ ([ owrmsepe) i

| e dotw
gn—1

1/p
-/ |Q<u>|( ITuf(z)Ipdl“) do(u)
Snfl Rn
O f Loz

IN

QHLI(Sn—l).
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Usando este resultado podemos passar de um caso unidimensional a um caso de maior
dimensao. Sua aplicacdo mais comum esta no método de rotagoes, o qual usa integracao em
coordenadas polares para obter operadores direcionais em sua parte radial. Por exemplo,
dado Q € L'(S™!) define a fun¢do maximal aproximada

Maf ) = sup g [ I/ )l

R>0

Corolario 2.2.1. Se Q € L'(S"Y) entdo Mq ¢ limitado em LP(R™), 1 < p < oo.

Demonstragao:
Vorw) = s et [ [0l = rap =t dota)
= Zi%W/s“nl \/ f(z —ru)|r" ' dr do(u)
< s 1201 e rlaraots
< Wll), RIS @) dotu).
Entao pela Proposigao 2.2.1, Mg é limitado em LP(R™). O

2.2.1 Operadores Representados por Nicleo Impar

Se tomamos §2(u) = 1 para todo u, entdo Mg é a fun¢do maximal Hardy Littlewood em
R™; assim o método de rotagoes prova que ele é limitado em LP(R"), p > 1 comegando de
um caso unidimensional. Por outro lado, o método de rotagoes nao nos da o resultado fraco

(1,1).

Agora aplicamos a Proposi¢ao 2.2.1 ao operador da forma (2.1.7) quando 2 é impar.

Corolario 2.2.2. Se Q € uma funcio impar e integravel em S™ ', entio o operador T

definido por (2.1.7) € limitado em LP(R"), 1 < p < oo.

Demonstracao: Seja f € S, entdo

n—1
_ hm/ / f (& — ru)— dr do(u) (2.2.1)
Sn— 1

e—0 r

e também como €2 é uma funcao impar temos

Tf@) = hi%/s [osz(—u) x+m)%da( )
_ %/SM_/:Q(_U) x—ru)%da( )

_ 11_1%/5 /:Q(u) x—m)i—rda( ) (2.2.9)
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e assim somando (2.2.1) e (2.2.2) obtemos,

Tf(z) = lim = Q(u)( - (a:—ru)%) dor(u).

e—0 2 Sn—1

Gracas ao fato de Q ter média zero em S™ ! para toda f € S, obtemos

/SM (u) ( . (z —Tu)%) do(u) =

/S Q(U)< / LR f<x>>%) do(u) + /S o) ( - m)% dor(u).

Usando a formula de Taylor para escrever

n 1 8f
—ru) — f(z) = I (& — sru) ds.
flx—ru)— f(x)=r ; Uy /o s (x — sru)ds

Assim,
dr dr
[ U= reT| < [ el
- Lof dr
S/e<|7~|<1 T;U£/0 a—w(x—sru)ds —

dsdr < C(1 = ¢e)|[|Vf|lLe-

g—l];(a: — sru)

n 1
421 e<|r|<1J0

Por outro lado,

d d
(x—ru)—r < \rf(a:—ru)|—r:B<oo.
2
[r|>1 r [r|>1 r

Logo,

‘/Sn_l Q(u) ( " (z — ru)%) do(u)

SCIIf’HLoo(l—G)/ !Q(U)\dU(U)+B/ [2(u)| do(u)

Sn—1 Sn—1
Entao pelo teorema da Convergéncia Dominada temos que
1 ) dr T
Tf(x)== Q(u) ( lim (x —ru)— | do(u) = = Q(u)H, f(z) do(u).
2 Sn—1 e—0 |7‘|>6 T 2 Sn—1

Como a transformada de Hilbert é forte (p,p), 1 < p < oo, entdo pela Proposi¢ao 2.2.1, o
operador 7' é limitado em LP(R™), 1 < p < 0. O
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2.2.2 Transformadas de Riesz

Para dimensoes maiores que 1, os operadores integrais singulares analogos a transformda de
Hilbert sao as transformadas de Riesz.
Consideremos a familia de operadores definidos por

Yj )
Rn

com ¢, =I' (=) "2 . Logo, R; esta definido pelo nicleo K(x) = | ‘n e Qj(x) = Cn%-
Adiante, deduziremos a expressao do multiplicador correspondente as transformadas de
Riesz. Recordemos a formula (2.1.8) segundo a qual

my(@) = [ TG pR) doty). el =1,

onde T'(t) = Zsign(t) + In|1/t|. Para provarmos que (R;f)(§) = — ?Jf(ﬁ) usaremos o
seguinte calculo indireto.
z; \ T &
Lema 2.2.1. (v.p. —2 ) £) = —i 2L
(o0 75) © = -y

Demonstracao: Observe que |z|7" T e L} (R")NS'(R"). Provaremos primeiramente que
8—%|x| "= (1 -n)v.p. i em S’ De fato, seja ¢ € S(R™)

i —n+1 _ —n+1 i
<axj|x‘ ,¢>— <\x| et

0¢(z)
ox; 8925 2\1zn
= — J d:L':— +"'+xn 2 dl’
| o5 [ e )
1 —nNn 2 2 ;"_1
B@) L (a?  02) 120
Rn
1— %
= lim o(x) n(x% o4 22) T 20 de
VS |z >e
. x x
= 11_{%(1 —n) /lgc>6 o o(z)dx = <(1 — n)v.p. |x‘nj+1,¢> .
Portanto,
0

—n+1 __ QJJ' n
a_xj|x’ (1_n)vp ’ ‘+1 em S/<R )7

assim, se aplicamos (2.1.2) obtemos

(vr) @ = 1 () o

= ——2mit (2] T(E) =

27m'£j 7_(”,1,% (n—;z-‘rl)

_ 27T%ZT( ) fj . T 0
(1—n)T (252) [€] I (™) |5|




Lj

Como R, f(z) = ¢, (V.p. mn“) x f(x), temos que

n+1

F@)E) =c, (v 5 f :—ciﬂ2€—]A
RANE) = e (v ) 070 = —eni ey 270

2

Assim, (R;f)(&) = —z%f(f) para todo f € S(R"). Segue da densidade de S(R™) em
L*(R™) que

(R, 17(€) = —i L f(€) (2.2.3)

para todo f € L*(R"™). Isto por sua vez implica em
Proposigdo 2.2.2. )37 | R} = —I em S(R").

Demonstracao: Seja ¢ € S(R"), e g; = R;¢

(Z R§¢> (© = ST = (R = 3~ ay(©

3
3

=30 (i) (i) a0 = - X bt = oo

Tomando transformada inversa temos
> Rigx)=F (Z R?¢> (©)] (2) = =F [(z) = =g (=),
j=1 Jj=1

para todo z € R", assim
n

Y RI=-1 (2.2.4)

=1

o que conclui a demonstracao. 0]

Como as funcoes do espaco de Schwartz sao densas em LP, p > 1, esta identidade de
fato ocorre no espago LP.

Uma das aplicacoes importantes das transformadas de Riesz esta no fato de que elas po-
dem ser usadas para estabelecer uma relacao entre varias combinacoes de derivadas parciais
de uma funcao. Consideremos os seguintes exemplos.

P icdo 2.2.3. Suponh 2(R™ ' =y 2/
roposigao 2.2.3. Suponha que f € CZ(R"). Seja Af =377, 5z O operador de Laplace.
Entao temos a sequinte estimativa a priori.

0 f

‘ Ox 0z,

< A Af|le, 1 <p<oo. (2.2.5)

Lr
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Demonstracao: Denotemos por f fRn 2mizy f(y) dy a transformada de Fourier de f,
entao a transformada de Fourier de & —2mix; f( ), e logo

(2 )A@ _ it F(6) = — (i) () Cameiie = ~mmarie).

Oz ;0xy, || ||
Logo,
T (2) = ok, K 2 A 0)
x) = c(K; x
ijaxk J F
e usando a continuidade de R; em L? paratodo j =1,...,n el < p < oo provamos (2.2.5).

O

O proximo exemplo nos mostra a conexao existente entre as transformadas de Riesz e a

teoria das funcoes harmonicas, particularmente as integrais de Poisson.

Teorema 2.2.1. Sejam [ e fi,..., [, fungoes do espaco L?*(R") e tome suas respectivas

integrais de Poisson ug(z,y) = (Pyxf)(x),u1(z,y) = (Pyxf1)(x),. .., un(z,y) = (Pyxfr)(z).

Entao uma condicdo necessdria e suficiente para que

fj:Rj(f)> jzla"'ana (226)

€ que as sequintes equacoes de Cauchy-Riemann generalizadas ocorram:

Z ou;

— Ox; (2.2.7)
g%;z%j, J#k, xo=y.

Demonstracio: Suponha que f; = R;(f), entdo f;(t) = %T’f(t) Recordemos que P(ty) =

e~ 2y ¢ observando que Z\tTJI F(t)e~ 27y possui decaimento répido no infinito, pela formula

de inversao de Fourier temos que

w(r.y) = | F@)e v ay

—it; .
uj(x,y) = /R |Z| f( e —2m([t|ly—itz) dt, j=1,...,n.

Derivando, diretamente, sob o sinal de integracao as expressoes acima obtemos

au[] . auO(I7y)
ory Oy

— —27T/ |t’f( ) —27(|t|ly—itx) dt
eparaj=1,...,n
para j - p
U](xay) _ 271_/ e A(t)e—%r(\ﬂy—it:p) dt.
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Deste modo,
Odu;  Oug Ou,
Z@xj dixq Z « Ox;

= / It| f(t)e 2 tv=it2) gt 4 o 2l Z9=L I () 2rlltly=ita) gy — g,
As derivadas mistas sao dadas por

8uj(x,y) _ 27[_/ %]E(t)e—%rﬂﬂy—itx) dt7 j 7& k
axk R |t‘

au T, . —2m it
—Oa(xky):%m/ntkf() 2r(ftly—ite) gt

0 ) . —27 itx
nggz y>:27”/ntkf() 2(tly—itz) gy

de onde concluimos a prova da necessidade da condicao.

Reciprocamente, seja u;(z,y) = [z £t~z tv=it) gt 5 = 1, n. Entdo como
g%gz%j, j=1,...,n, segue que

/ it f() —2m(|tly—itx) dt = / 27T|t|fj(t)e—27r(|t\y—it:c) dt

e portanto,

e finalmente

2.2.3 Operadores Representados por Ntucleo Par

Se a fungdo €2 na integral singular (2.1.7) é par, entdo o método de rotagdes nao se aplica
porque nao podemos representar a integral singular em termos da transformada de Hilbert.
Por (2.2.4), temos

Tf= ZRsz ZR (R,T)f

e o operador R;T" & impar porque é a composi¢ao de um operador impar e par. Se podemos
provar que R;T tem uma representacao da forma (2.1.7) entao pelo Corolario 2.2.2, T é
limitado em LP.

Esta secao trata da apresentagao do argumento necessirio para provar que [;1 tem a
representagao requerida.
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Seja 2 uma fungao par com média zero em S™~! e pertencente ao espago LI(S™""1), para

algum ¢ > 1, e para € > 0 seja

Note que K. € L™, 1 <r < q. De fato,

. 120" |Q n
e ’Ke($)‘ de = /Rn ‘x|m" {|:L‘\>e} t 1dtd ( )

_ /Sn | )" / 1t do(u) — nr—n/Snl Q)| do(u)

— GTLHQHLT Sn— 1

Como |S" ! <ooe Qe LI(S" 1), 1 <r <gq,entao LI(S" ) C L"(S" 1) e [|Q] 1r(sn-1) <

12| La(sn-1), assim

| K@) dv < CenllQlzasn-.
Para f € C(R"),
(Rj(Kex f)(§) = —izk(Kex f)(€) = —izEK(§) ()
= (RiK)(©)F(€) = (R;K) * [)(&)
Aplicando transformada de Fourier inversa temos
Ri(Ko* f) = (R;K,) * f. (2:2.8)

Lema 2.2.2. Sob as hipoteses anteriores, existe uma fun¢ao f(j, impar, homogénea de grau

—n e tal que
lim R; . (x) = K;(z)
em norma L* em todo conjunto compacto que nao contém a origem.

Demonstracao: Fixo z # 0 e seja 0 < ¢ < v < |z|/2. Entdo,

RjKe(x) - RJKZ/(x) = Cn (lsli% e "IJ_—’TLJ_,'_lX{|r—y|>§}{Ke<y) - Ku(y)] dy
T —Yj Q(y')
— 1 J J _ — d
bl | Ty Xleul>o) { . Xl = Xlol>)) | dy

.0 /
- C”/ - zj-l-l (yn) d
e<lyl<v |z — y| |y

Como () tem média zero,

/ Q(y/) Lj _ / / —dO‘ )
e<|y|<v ly|™ |5E|n+1 |1'|n‘|r1

= " |n+1(1n1/ Ine) . 1Q( u)do(u) = 0.
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Assim,

RiK.(z) — R;K,(z) = cx /

e<ly|l<v

(xj—yj T )Q(y/) dy. (2.2.9)

lz —y["tt |zt )y

Seja f(z) = I"“’ note que, se ¢ # j entao

of(z)  (n+1)zz of(z) 1 (n+1)z7

02 T |yt Oz |z|ntH1 ~|n+3
J

Com isto, segue que existe C' > 0 tal que |V f(z)] < IZ\”“ para todo z # 0.
Para estimarmos o integrando acima aplicaremos a formula de Lagrange com resto inte-

gral a fungao f(z2) = \z|ZTj+l’ assim

[f(x—y) = f2)] =

1 n 8
/0 jzla—i(fﬂ—ty)wdt
1
SLAMVﬂm—wxwwt

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwartz a expressao acima obtemos

| |

Como |z| = |z —ty +ty| < |z —ty|+ |y| < |x—ty| + |x|/2 entdo |z|/2 < |x — ty|, para todo
0<t<1, assim

)
o =)~ fla) < O P
Portanto de (2.2.9), temos

Ti—Yj Lj

|£E _ y|n+1 ‘x|n+1

1Q(y")] dy

y|"

|&&m—&&MIS%/
e<|y|<v

C’ Qy C Qy’
<o W (yn)’d% — [ Bl
e<|y|<v |ZE | |y| |:B| e<|y|<v |y|
C C
_ W/g y/ drdo(w) = e [V (v = )
Entao c 0
vV —
|RjKe(r) — R K, ()] < HTHQHD ($n-1)- (2.2.10)

Portanto, para algum a > 0, { R, K.} é uma sequéncia de Cauchy na norma L* em {|z| > a}.
Assim para quase todo z podemos definir K7 por

Ki(r) = ll_r)% R; K (x).

A funcdo R;K, é fmpar, assim K} é também uma fun¢do fmpar (modificando K em um

conjunto de medida nula).
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Para encontrar a fungao [?j desejada, fixo A > 0, entao para quase todo ponto z,

AT — Yj
R, K (A\z) = lim cn/ =K (y) dy
J 6—0 [Az—y|>6 |AI - y|n+1
AT; — Az,
e, BN (e
61_{%0 /|>\x/\z>6 |)\{E - /\z|n+1 ( Z) ’
= lime, / S AT K (2) dz = X R K (2).
00 " Jip—zsen |2 — 2|

Portanto, para quase todo ponto =,
Ki(\r) = lgno R;K.(\z) = 11_{% AR K g (z) = MK (2).

O conjunto de medida nula onde a igualdade ndo ocorre depende de A, mas como K7 ¢é

mensuravel, o conjunto
D ={(z,A\) CR" x (0,00) : K;(Av) # A"K(v)}

tem medida nula. Portanto, pelo teorema de Fubini existe uma esfera centrada na origem

de raio p, S,, tal que D NS, tem medida nula. Agora definimos

[}j: (ﬁ) K3 <ﬁ> sex#0epx/lz| ¢ DNS,,
0 outro caso.

Esta fungdo ¢ mensurdvel, homogénea de grau —n e impar. Além disso, K7 (z) = Kj(z)
q.t.p. De fato, seja x # 0 tal que zg = pz/|z| ¢ DN S,. Entao para q.t.p. A,

Kj(A\zo) = A"Kj(20) = N"K (w0) = K (Ao).

O que conclui a demonstracao do Lema. 0

Lema 2.2.3. O nucleo IN(j definido no Lema 2.2.2 satisfaz

| Rswldrt < ¢l

Além disso, se I?jﬁ(x) = Kj(2)X{jz|>e}, entdo A, = R K, — [?jﬁ € LYR") e ||Adp <
Coll2|za-

Demonstracao: Pela homogeneidade de K s

/1<|$<2|f~<j(w)ldw — /S /12|l~(j(ru)|r"_1drda(u)
= /Sn_1 /12 T_"|IN(j(u)|r”_1drda(u) — 1og2/ |_f(](u)| do(u).

Sn—l
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Assim,

1 -
[ ot = s [ Rl

1 ~ 1
Ki(z) - R;K d R; K dz.
~ log2 /1<x|<2 (@) sHapele) do + log 2 /1<|z|<2 Bk ol dr
De (2.2.10), Seja v = 1/2 e |x| > 1; entao se tomamos o limite quando € — 0 obtemos

|K;(2) — RiKypa(z)] =

lim Ry () = By Ko@) = lim | Ry K () = Ry o)
Al ClIpos

|x|n+1 - |x|n+1

Portanto, a primeira integral da

~ 1
/ ‘KJ({E) —RJK1/2<£L'>’dI' < / CHQHLq(Sn—l)T_deﬂ
1<|z|<2 1<|z|<2 |:U’

2
1
= CHQ”Lq(Sn—I)/ / —2d7“d<7(u) < CHQHL‘I(Sn—l)-
Sn—1 J1 T

Para limitar a segunda integral, note que

1/q 1/p
/ |RjK1/2($)| dr < </ ’RjK1/2($)|qd$) </ |X{1<\x|<2}(x)|p dx>
1<|z|<2 R R”

1/p
< |[R;j K12l Lagn) (/ dﬂ?) = C[|R;Kij2|lpawn) < Ol K2/ Lagn)-
1<|z|<2

Mas,
q _ ‘Q( )’q _ \|q —ngq
| Ky jo(2)|?de = o Xdlal>1/23 () do = |Q2(2")| || da
R” rn  |Z] |z|>1/2
[0 [0t o) = 10
= U r rdo(u a(n
gn—1 1/2 Las 1”((1—1)
= CHQHLq gn—1)
entao
/ |R]K1/2($)‘ dx < CHQHL‘I(S”—l)-
1<|z|<2
Portanto,

[ Rl do() < €120,

Para provar a segunda afirmacdo sera suficiente provar que ||Aq]j;1 < 0o ja que A, =
G_nAl(lL'/E) (& HAEHLI = HA1HL1. Entéo,

A = / IRy K (1) — Ry (2)] de
< / |RjK1(x)\dx+/ |f(j,1(x)ydx+/ IR, Ky (z) — K1 (x)| da
|z|<2 |z|<2 |z|>2
- / |RjK1(:p)|dx+/ |f’€j(x)|d;p+/ R, K\ (z) — K;1(2)| da.
|z|<2 1<|z|<2 |z|>2
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Assim temos,
1/p
/ RyK(2)|de < Ry pagen (/ da:) — CIIR K| o
|z <2 |z|<2
S CHKlHLq(Rn) S CHQHLq(S’n—l).
Pela primeira parte temos que a segunda integral é limitada pelo mismo limite,

/ By(@)] e < C Q] pasn.
1<|z|<2

Para calcular a terceira integral, seja v = 1 e |z| > 2, entdo se tomamos o limite quando

e — 0,

Ol sy _ ClIUlzagsm)

‘x’nJrl - ’x‘n+1

|R;K1(z) — Kja(7)] <

entao,

~ CI ra(gn-
[ IR - K)o < / e ”LS - da
|z|>2 |z|>2 |z["

E assim concluimos que [[Aq][z1 < C(’]HQHLq(sn—l). O

Teorema 2.2.2. Seja Q uma funcio em S™ 1 com média zero tal que sua parte impar estd
em LY(S™™1) e sua parte par estd em L(S™ ') para algum q > 1. Entdo a integral singular

T em (2.1.7) € limitado em LP(R™), 1 < p < oc.

Demonstragao: Pelo Corolario 2.2.2, podemos assumir que  é par. Seja f € C°(R"),

entao

Tf=limK « f.

De (2.2.4) e (2.2.8) vemos que
Koxf=- 232 Kex f) = ZR J(Eex ) = = Ri((RiKS) + f),

e pela notacao do Lema 2.2.3, A, = R; K, — [?]-,E entao,

(RiK) s« f=A.xf+Kj .
Pelo Lema 2.2.2, lN(j ¢ um nicleo impar homogéneo de grau —n, assim

e # Fllwny < (U ell ca gy [1F 1l 2 gm)
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Mas,

Bl = [ Bacoldr= [ ARwlde= [ 7R e do
n x|>e nTtJe
= [ IRwldou) < Cllmny

entao,
[ Ke % fllr@ny < Ol Lagsn—1y || f1] o @n),

e pelo Lema 2.2.3,

A * fllor@ny < [[Acllr@m | fllzr@ny < ClQ Lacsn—1)ll £l e @n)-

Portanto,
(R K * flloo@ny < CllQ Lacsn—1) || fll o @ny,
como R; é limitado em L temos
[(R;Ke) * flloo@n) = [|Rj(Ke x f)llo@ny < CllKe* flloewny < CllQ Lagsn—1) || f]| o @n)

Como o lado direito é independente de €, pelo lema de Fatou obtemos

1T 1 Zo ) 2/ lim inf | Kc+ f[7 <hmmf/ [Kex fIP < CPlIQ[Laqsn—1) 1 I zoceny

e isto completa a prova. 0

2.3 Integrais Singulares do Tipo Convolucao

O objetivo desta secao é o estudo dos operadores integrais singulares invariantes por trans-
lagao. Com esse proposito, seja T um operador integral singular limitado de L?(R") em
L*(R™) e que comuta com translagoes. Pelo Teorema 1.1.11 existe uma distribuigao tem-
perada K € & tal que Tf = K x [ para toda f € S. Ou seja, o operador T pode ser
visto como um elemento do espago (L?, L?). Assim decorre do Teorema (1.1.12) a existén-
cia de uma funcdo mensuravel m € L*(R™), [m(§)| < A tal que Y/Tf(f) = m(€)f(€) para
toda f € L*(R"). A fungdo m é denominada multiplicador. Pelo Teorema de Plancherel, a
condicao de limitagao sobre m equivale a seguinte desigualdade

ITll2 < Allfll 2

Consideremos o seguinte Teorema.
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Teorema 2.3.1 (Calderén-Zygmund). Seja K € 8'N L}, .(R™\ {0}) tal que
IK(€)| < A, para todo € € R” (2.3.1)
/ |K(x —y) — K(z)|dx < B, para quase todo y € R". (2.3.2)
z[>2
Entao, dado 1 < |10_<yo|o existe C' > 0 tal que:
i) 156 % flluwqary < Ol Fllinany, parn toda f € L7(R")
ii) T € de tipo fraco (1,1), ou seja

C
Hx e R": |K * f(x)] > A} < XHfHLl(R”) para toda f € L'(R™). (2.3.3)

Demonstragao: Considere o operador S 3 f — T'f = K x f. A condigao (2.3.1) implica
na continuidade do operador T no espago L*(R™). De fato, aplicando a transformada de
Fourier na expressao T'f = K * f obtemos

o — -~

T(€) = (K * )(€) = m(£) f(€),

entao segue da identidade de Plancherel que
1T fll 2@y = 1Tl 2@y < Sup [m ()] [[fll2 @y < All fll 22y

provando que T' & de tipo forte (2,2). A seguir, mostraremos como a continuidade em L?(R")
e 2.3.3 implicam na continuidade do operador para todo p tal que 1 < p < oco. De fato,
suponhamos primeiramente que (ii) ja esteja provado.

Para a demonstracao de (i) definimos o operador adjunto T* dado por (T*¢,v) =
(¢, T), para toda ¢, ) € S. Temos que

T*y(z) = / K(y — o)ly)dy = / K@ — y)o(y)dy, ¢ €S, o ¢supp

define um operador convolugao pela distribuigdo temperada K*(x) = K(—z), e que portanto
satisfaz as mesmas condigdes (2.3.1) e (2.3.2).

Segue do teorema de interpolagao de Marcinkiewicz que existe C' > 0 tal que || T f||1» <
C|fllzr para toda f € LP(R™), 1 < p < 2. Seja g o expoente conjugado de p, entdo
q € (2,00). Assim, dado f € LY(R"), seja f, € S tal que f,, — f em LIY(R™). Seja ¢ € S
tomada arbitrariamente na bola unitaria do espago LP(R™).

(Tfo)= [ ful2)To(z)dz.
R'n
Logo, usando a desigualdade de Hélder obtemos

(T fr, 0 < ([ full ol Tl o
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Entao segue da continuidade do operador 7% em LP(R"™) para 1 < p < 2 temos que

|<Tfna ¢>| S O||fn||Lq||¢HLP-

Tomando o supremo na estimativa anterior sobre o espaco das funcoes teste ¢ € S tais que
|é]|zr < 1 obtemos
1T full e < Cll fnllLa-

Fazendo n — oo na desigualdade anterior obtemos

T fllze < Clf]lLa

para toda f € LI(R™) e 2 < ¢ < oo. Concluindo portanto a prova de (i).
Para a prova de (ii) mostraremos que existe C' > 0 tal que

N C
o €R" 5 K+ f(@)] > A < Sl

para toda f € S(R") e todo A > 0 fixo.

Fixe A > 0, pelo teorema de decomposicao de Calderén-Zygmund, podemos escrever
f =g+ bcom g e b satisfazendo as propriedades fornecidas pela Proposicao 1.5.1.

Seja Q) = U;Q;, 0 = U;Qj, onde Q] € o cubo com o mesmo centro que (; e cujo lado é
2y/n vezes maior, Tb(x) = K * b(x), entao

Hzx e R": |Kxb(z)| > A} < H{zeQ :|Kxbx) > A}
+ Hx e R"\ Q" : |K xb(x)] > N}
< |4+ {z e R"\ QF : |K xb(x)| > A}
= 2|Q+{z e R"\ Q" : |K xb(x)] > A}
S 2Nl e € RID K b(a)| > A

Para estimarmos o termo

{z € R"\ QF : |K % b(z)| > M},

n
observamos que se s, = Z bj(z), entdao s, — b em L*(R™). Assim segue da continuidade
7=1

de T em L*(R") que

To(x) =T (Z bj) =T (JE&Z@) = JLH;OZTbj = ZTbj(x), para q.t.p. z € R".
j =1 =1 j

Como

Th(a)| < 3 [Thi(a)]
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temos que

{z e R*\ Q" [Th(z)| > \}| < [{z € R"\ Q" : Y |Th;(z)| > A}|.

J

Aplicando a desigualdade de Tchebichev na desigualdade anterior obtemos

{z € RM\ O : Zm > A < = /H\Q*<Z]Tbj(x)\)dx

Como

/RH\Q* (Z |Tbj(a:)|> dr = Z/\Q T, (z)|dx

e R"\ Q* C R™\ @ temos que
1
{z e R"\ Q" : |Th(x)| > A} < XZ/ T, (z)|da
j RN

Logo a demonstracao se reduz a prova da seguinte desigualdade

/ Tb;(z)|dx < B/ b;(z)| de.
R™M\Q7 Qj

De fato, seja Q; = Q(c;,{;) e defina QF = Q(c;, £;) onde (5 = 2\/n{;.
Seja x ¢ Q7, entao

Th(x) = | K(x—y)by(y) dy = / K(z —y) — K(x — c;)|by(y) dy
Qj j

portanto,

) < [ 1G9 = K= )l do

Como z ¢ Q; entdo |z — ¢;| > /nt; > 2|y — ¢j|, e conseqiientemente
R*"\ Qj C{r e R": v — ¢ > 2|y — ¢5[}.

Logo

/ Th;(=)] < / ( !K(iﬂ—y)—K(ﬂf—cj)!\bj(y)!dy> dx
R™\Q; r\Q; \ /@

= b; Kz —y)— K(x —¢j)|dzx | d

Qjmw(/m@u y) - K@ =) )y

= b; K(r —y)— K(z —¢j)|dv | d
| <y>\(/|x o Ky K ) ) y
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e por (2.3.2) temos

[ mu@i<s [ bl
RO\Q: Q

{z € R"\ O : |Th(z) > Al}| < ?Z/ij(x)mx.
1

/Qj\bj<x>|dxs/n @il

temos ) . fQj b;j(z)| dx = fuij 1b;(2)] < [|f|l1)- E assim concluimos que

Portanto,

Como

/() () dy| xq, () dr < 2[|fllrq,)

) B
[{z € R"\ Q7 |Th(2) > Al} <+l fllz -

O
Proposicao 2.3.1. A condicao de Hirmander (2.3.2) ocorre se para todo x # 0
C
VK (z)| < P (2.3.4)

Demonstragio: Suponha que K € C*(R™\ {0}) e sejam z,y € R™ tais que |z| > 2|y].
Entdo, afirmamos que % < |z — ty| para todo 0 < t < 1. De fato, se 0 < ¢t < 1 entao

i
ICU!Slfc—tylﬂty\ﬁlx—ty\ﬂylSlfc—ty|+|7|

implica que |z — ty| > %

Logo, para todo 0 < |z| < |x—ty| definimos ¢(t) = K(x—ty). Pelo teorema fundamental
do célculo temos

o) =60 = [ F0at

s N OK o 5

Como ¢'(t) = 2. a—zj(x ty) - y;j, entdo
'S 0K u VoK

K(x—y)—K(m):/o ;a—%(w—ty)'yjdf:;(/o a—%(x—ty)df)'yj:W(%y),y)

1
Sendo ¢ (z,y) = (V1(z,y), ..., Yn(x,y)) com P;(x,y) = / Z—K(x —ty) dt. Como

0o 0U%j

0K
- — <
5. (x — ty) dt‘ < sup

j o<t<1

oK
a—%(ﬁﬁ - ty)‘
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entao segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz que

(K (2 —y) — K(x)] = | <(x,y),y > | < |9, y)|yl|

vl
< sup |[VK(x — ty)||ly| < sup PR
sup 2"Clyl _ o lyl
~ <<t |z ||t

Assim,

) |y
Kz —vy)— K(z)|de < C
A»mﬂ< » - K@< |

2y 12]" T

oo .n—1 1
:C’ySn_l/ r dr:—C”yT_loo :C”y—zB.
[yl[S" sy 7T lyllr 1155 | \2|y|
OJ
Definimos a funcao de Dini como
Woo (1) = sup{|Q(uy) — Qug)| : Jus — ug| < t, uy,uy € S™ 1.
OBSERVAGAO 2.3.2: Se 01 “"j(t) dt < oo entao Q2 € L>*(S"1).
Entao temos o seguinte resultado.
Proposicao 2.3.2. Se () satisfaz
1
t
/ weolt) gy < o, (2.3.5)
0 t
entdo o nicleo Q(z')/|z|" satisfaz a condi¢ao de Hormander (2.3.2).
Demonstragao:
Q(z—y)) Q)
Ko=)~ K@) = | -
[z =yl [
_ ‘Q((SE —y)) Q) Q@) Q)
[z —y[* =yl e -yt ol
Q((z —y)) — Q2 1 1
P @?n<x”+mmw\__n— |
|z -yl [z =yl |x]
Assim,
Q(z —y)) — Q2
/ Kz —y) — K@) dr < / [2((« y))n @) .
jef>2ly ef>2ly |~y
1 1
+/ 1Q(2")] ~ — ——| dx
lz|>2]y| [z —y 2]
== Il + [2.
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Para estimarmos I, gragas a (2.3.5) e pela observacao anterior € L>(S™"™1).

0 < |z| < |z —ty| com 0 <t < 1 definimos

1
o(t) = ——
O
entao ( )
/ =)y
t) =n——".
¢'(t) n|x_ty|n+2
Logo pelo teorema do valor médio temos
11 vl
[z —y|" [+
assim,
1
ja>2ly| |17 = Y] |z 2| >2ly] 17|
0 pm— 1
=il | = Cllg =C

A seguir vamos estimar o termo I; sobre o conjunto {|z| > 2|y|}. Note que

voy o | |2l - ylal — ool - aly)
-y —a] = |52 % \ :
rErE 7]
2(lyllel + lellyD) _ o
— 2
7] o

assim,

Q((z —y)') — Q)] woo (4]yl/|z])
L, = dr < — =
/:v|>2|y : /|z|>2|y|

|z — y|» ([ /2)"

4 (0.9]
= [ oy = 245 [ i
st Joy (/2" 2ly| "

Iy\

Aplicando a mudanca de variavel t = na integral anterior obtemos

d
I < 27|$™ 1|/ eyl /1) = 2]
2|y

o que conclui a demonstracao da Proposigao 2.3.2.

Para todo

O

Corolario 2.3.1. Se Q ¢ uma funcio definida em S™ ' com integral zero e satisfazendo

(2.3.5), entdo o operador

Q /
1) = v [ Sy
¢ Jorte (p.1), 1< p < oo, e fraco (1,1).
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Demonstragao: Da observagio anterior temos que se ( satisfaz (2.3.5) entao Q € L>®°(S" 1),
e como ) = Q, + Q, assim Q, € L®(S" 1) e Q. € L>=(S"!); em particular Q, € L'(s"1)
e Q. € L9(S" 1) para algum ¢ > 1, entdao pelo Corolario (2.1.2) temos que existe C' > 0 tal

(5 0

Portanto pelo teorema 2.3.1, T'f é forte (p,p), 1 < p < oo e fraco (1,1).

que

Im(§)] = < C < oo, VEER"

2.4 Integrais Truncadas e o Valor Principal

No Teorema 2.3.1 assumimos que o operador T fosse limitado em L? (via a hipoteses que
K € L>). Nesta secio damos condigbes em K as quais implica esta propriedade o qual
faz o operador associado limitado em LP, 1 < p < oco. Dado K € L (R"\ {0}), defina

loc
K r(r) = K(T)X{c<|z|<r} (7).

Proposigao 2.4.1. Seja K € L, (R"\ {0}) tal que

loc

/ K(z)dz| <A, 0<a<b< o (2.4.1)
a<|z|<b
/ |K(z)|dx < B, a > 0; (2.4.2)
a<|z|<2a
/‘ K(z—y) - K(2)|dz < C, y € R™. (2.4.3)
|z|>2y|

Entao para todo & € R", IZ,\R(Q < C, com C independente de € e R.

OBSERVAGAO 2.4.3: A condigdo (2.4.2) é equivalente a

/‘ 2||K (2)| dz < Bla, a> 0 (2.4.4)
lz|<a
De fato, como {z : |z| < a} = UL {z: 27" 1a < |z| < 27%a}, entdo
[ elE@la < > | ol| £ 0] da
lz|<a 0 ¥ 2 % la<|z|<2(27F"a)
< sza/ |K(x)|dx < Ba 2% = 2Ba.
50 2-k—lg<|z|<2Fa k=0

Por outro lado,

Bla

1 1
/ |K(x)|dx:—/ a|K(a:)|dx<—/ ||| K (z)| dx < 2 =2B".
a<|z|<2a a Ja<|z|<2a a Jiz|<2a a
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Demonstra¢io da Proposigao 2.4.1: Seja £ tal que € < [£|™! < R,

Ko = / K s
e<|x|<

= / e MK (1) da + / e 2 (1) dw
e<|a|<[¢|7! €17 <lz|<R
= L+
Assim
I = / K(x)dx +/ K(z)(e™?™¢ — 1) dx
e<|z|<[¢] ! e<|a|<[¢|
logo
L] < / K(z)dx +/ |K (z)||e ™" — 1| da
e<|z|<|g[~? e<|z|<[¢]~?
< / K(x)de| + 27[¢] 2| K ()| da
e<|a|<l¢~t e<|a|<[¢|7!
< A+2rf]- B¢ = A+ 27B < o0.
Para estimar I, seja z = $£|€|72, e assim ™€ = ¢'™ = —1; entdo se fazemos a mudanca
de varidveis + — = — z em [, obtemos
L = / e E (1) da (2.4.5)
€= <lz|<R
— / e_QWi(x_Z)'gK(x —2)dr = 627”"2'5/ 6_2”“'5}(@ —z)dx
€|~ 1<]z—2|<R €]~ 1<|z—2|<R

= —/ e MK (1 — 2) da. (2.4.6)

€|~ 1<]z—2|<R

E somando (2.4.5) e (2.4.6) temos

o= | K (@) do [ R (1 - 2) da
g~ <lz|<R g -t <|z—z|<R
isto implica que
2[L] < / |K () —K(x—z)\|62m'5|dx+/ K (x — 2)||e™ 2| da

1§~ <lz|<R €=t <lz|<R

+/ | K (z — z)||e_2mx‘§| dx
€7 1<|z—2|<R

Como {z : ¢ < |z| < R} C{x: ¢ < |z] <oo}e{x: ¢ <|z| < R} C {z:
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1€]71/2 < |z — 2| < R+ |€]7'/2}, entdo temos
2|IQ|§/ |K(x)—K(ac—z)|d$+/ |K(x — 2)| dz
€]~ <|z| $<\xfz|<R+$
- / |K(x — z)| dx
€]~ 1<|z—2|<R
:/ |K(z) — K(z — 2)| dz
€]~ <]

/| | K ()] [Xq1g1-1 j2<tal<r g1 /2) (T) = X{le) -1 <laf <y (2)] d

[ K@) - Ka-oldet [ K)o+ [ N
le]=1<|z| L <Jal <1 R<|z|<R+ 1~

2

K(x)|dz.

Como |7t = 2|z| e [¢]7! < R entdo R+ |E‘271 < 2R. Portanto pelas condigoes (2.4.2) e

(2.4.3) temos 2|I5| < C' +2B.

Corolario 2.4.1. Se K satisfaz a hipdteses da Proposicao 2.4.1 entao

[1Ker* flle < Cpll fllze, 1 <p < oo,

C
{o € R": |Kemx f(2)] > M} < £,

com constantes independentes de € e R.
Demonstragao: Note que (2.4.3) implica a condi¢do de Hormander,
/ |Ker(x —y) — K g(z)|de < C
|z[>2ly]
com C independente de € e R. De fato se
I = / Kon(e — ) — Kop(a)| do
|=[>2[y|
= /| l }K(l’ - y)X{ZEZ€<|I*y|<R}(’I) - K(x)X{ze<\x|<R}($)‘ dz
z|>2|y
< [ K@= 9) - K@ ctenien (o) do
|z|>2y]

K@l (@) = Xoecpien (@)
|z <2ly]
= L+
entao

]1§/ |K(x —y) — K(z)|de < C.
|z[>2y|
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Se e < |r—y| < R e |z| > 2|y| entdo
{z:e<|o—y| <R, |z|>2lyl} C{xr:e/2 <|z| <2R}

logo,

]2 < |K<I>| ’X{x:§<|x\<2R}<x) - X{Jz:e<|m|<R}(‘r)‘ dx
Rn

< [ K@i @ do+ [ K@) rdicn(e) ds
Rn R
= / ]K(:C)\d:c—l—/ |K(z)|dx < B+ B =2B.
5<|z|<e R<|z|<2R
Entao pela Proposicao 2.4.1, temos que [?:R(S) < C'e pelo Teorema 2.3.1 temos o resultado.
O
Q) . . , : 1(gn-1
Se K (z) = e entdo a condi¢ao (2.4.2) é equivalente a Q € L'(S™™!). De fato,
T n

Q ! 2a
/ |K(g;)|dg;:/ @daz - / |Q(u)|/ P L dr do(u)
a<|z|<2a a<|z|<2a ‘l’| Sn—1 a

= 1112/571_1 1Q(w)| do(u).

E a condigao (2.4.1) é equivalente a [, Q(u) do(u) = 0. De fato,

Q2! b
/ K(x)dx / (xn) = / Q(u) / " "L dr do(u)
a<|z|<b a<|z|<b ’JI| Sn—1 a

— |Inb—Ingl Q(u) do(u)

Sn—1

Como K. r € L' porque K € L}, entdo pela desigualdade de Young temos que

loc)
[ Ker* flloe < (| Kerllrallfl e

portanto K. g * f estd bem definido para f € LP.
Poderiamos definir a integral singular 7" por

Tf(x)= lim K g=* f(z),

e—0,R—o00

mas este limite nao necessariamente existe ainda que f € S. Neste caso temos convergéncia
quando R — oo.
Assim s6 temos que determinar quando o valor principal da distribuicao K

v.p. K(¢) = lim K(z)p(x)dx, ¢ €S

=0 |z|>€

existe.
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Proposicao 2.4.2. Dada uma funcio K que satisfaz a condicdo (2.4.2), a distribuicdo

temperada v.p.K existe se,e somente se,

lim K(x)dx

=0 Je<lzl<1

existe.

Demonstragao: Suponha que a distribuicao temperada existe. Se fixamos ¢ € S tal que
»(B(0,1)) =1, entao

v.p. K(¢p) = lir% K(z)p(x)dx + K(x)o(z)dx
TV Je<lzl<1 |z|>1
= lim K(x)dx + K(z)p(x)dx
=0 Je<la|<1 |z|>1

Como ¢ € S, entdo |¢(z)| < ||¢]lz= e {z: |z] > 1} C UL {z: 28 < |z| < 28+1} entdo a
segunda integral existe desde que

|K ()|
[ IE@lewde < [ el o) da
j2|>1 je|>1 ||
< lfeloli= 327" [ K (@)|do < 2B]llal| .
=0 2k <z <2k +1
Por conseguinte,
lim K(x)o(z)dx
=0 Je<la|<1

também existe.

Reciprocamente, suponha que o limite existe e seja

L =lim K(x)dx
=0 e<|z|<1
entao
v.p. K(¢) = lir% K(x)¢(z)dx + K(z)p(x) dx
TV e<lzl< |z|>1

= lim K(z)(¢(x) — ¢(0)) dx + /

e—0

K(x)¢(0)dr + / K(x)¢(r)dx

e<|z|<1 e<|z|<1 |z|>1
=o)L+l | K@) —oO)det | K()(r)da

Como ja observamos a segunda integral sempre existe. Pelo Teorema da convergéncia Do-

minada temos que

lim K(2)(d(z) — 6(0) de = | K(2)((x) — 6(0)) da.

=0 Je<la|<1 |z|<1
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Esta integral existe porque |¢p(x) — ¢(0)] < |z|||Vé| L~ e assim por (2.4.4)

/|<1 K (@)||¢(x) — ¢(0)]dr < |!V¢||Loo/ |z | K (2)| do < 2B||[ V| Lo

lz|<1

Corolario 2.4.2. Se adicionamos as hipéteses da Proposicao 2.4.1 a suposicdo que

lim K(x)dz

e—0

eriste, entao
Tf(x) = lim K(y)f(z —y)dy

=0 Jly|>e

pode ser extendido a um operador que € limitado em LP, 1 < p < o0, e € fraco (1,1).

Exemplo 2.4.2: Seja K(x) = |z|7""". A fungao |z|"~" & localmente integravel em R"\ {0}
e satisfaz as hipoteses da Proposicao 2.4.1. De fato,

fit b

—it

—n—it | n 1deO'( )
/a<|w<b |z [Hit /Sn 1/

= s [P < ey
1
1 d 2a
/ | o= [ — |5 1;/ Ldr=15"" 2
a<|z|<2a ‘I| a<|z|<2a |.Z“

Como VK (z) = (—n —dt)|z|"7*~! - &, entdo
In + it

_ n— 1
VK (z)| = |n +it[|z]~ o

portanto cumpre a condicao do gradiente e assim cumpre a condi¢cao de Hormander.
Portanto, [|K. g * fllr < Cpllflle, 1 < p < co. Entretanto, lim._g f€<|$|<1
existe g.t.p. visto que

it 11 i
/ d[[’ - | n 1|/ —1-— ztd _‘Sn 1’ * |Sn 1’( — € ’Lt>
e<x|<1 ||t —it

e lim, g e nao existe. O limite existe se escolhemos uma subsequéncia apropriada {e},

K(x)dx nao

por exemplo €, = e~ 2™/t Para esta subsequéncia, €, = €™ = 1, entdo
dx 1-1
lim — = |S" =0
=0 Jeca|<1 || —it
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portanto temos

flx—y) — f(x)

‘y’n+it

flx —y)

‘y’n+it

ly[>1

dy,

lyl<1

e este define um operador o qual ¢ forte (p,p), 1 < p < oo e fraco (1,1). Para a subsequéncia

escolhida €, o operador que define é

L) = de/ o) 4, (2.4.7)
lz|>1

b- |x’n+zt l|<1 |x|n+zt |I|n+zt

Esta distribui¢ao nao ¢ homogénea de grau—n — t, ou seja, nao satisfaz
1 —n—it 1
p. W(%) = A" vp. W(@,

onde ¢y(x) = A\"p(A\"1x).
Para provar isto temos que dado z tal que Re z < n, a fungao |z|~* & localmente integravel

porque

/ / / —z+n— ldeO'( ) |Sn—1| T
lz]<1 |$| Sn—1 n—z

E esta funcdo é homogénea de grau —z porque |Azx|~% = A7*|z| 7. Isto define uma distri-

1

1
— |5™]
n

—z

0

buicao temperada

rx1|z(¢> - T(|) o

que ¢ homogénea de grau —z ja que

o0 = [ Pfar= [ e (5) wr= [ TR a =2 ().

Podemos reescrever esta distribuicao como

| o(x) - 6(0) e o(2)
- I~ T 0 — —~d
FER U PR >/x|<1 R
B T B S A B L PN
|z|<1 2|7 w>1 7|7 n—z 7

esta expresao toma sentido para Rez < n + 1 excepto se z = n.
Se fazemos z = n + it, temos por (2.4.7) que

1 1 |Sm|
(¢) = v.p. W(¢) +

¢(0),

|x|n+it n— 2z

como ¢(0) =< 9§, ¢ > é a distribuicao delta Dira¢ e esta ¢ homogeénea de grau —n; e W%((b)
& homogeénea de grau —n — it, entao v.p.|z|"~% nao ¢ homogénea de grau —n — it.
De (2.1.2) temos que a transformada de Fourier de |z|™* é

(j21 7€) = W—FF(()) e
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Se fazemos z = n + it, temos

(;)(g) = Wi“%ﬁ - lg|*

T F (=)

Como a transformada de Fourier da distribuicao delta Dirac é 1, entao

1 A 't+ﬂr(%ﬁ) ¢ L ana1
.p. , =gt —= " 4 — |G 2.4.
(v e ) © = 7S iy ke 1 (2.45)
[
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Capitulo 3

Operadores de Calderén-Zygmund

Seja K (z,y) uma distribui¢do em S N L}, (R™ x R™ \ {A}) tal que para cada f € L¢(R")
com suporte compacto, a integral

Tf(x)= [ K(z,y)f(y)dy (3.0.1)

Rn

converge absolutamente para quase todo x ¢ supp f.

O objetivo principal desta secao consiste em estudar as condi¢Oes necessarias, que ga-
rantam a limitacao dos operadores integrais singulares (3.0.1) no espaco L?, para p € (0, ¢,
tendo a priori a limitacao destes operadores em L?. Ou seja, tal que exista A > 0 com

1T fllze < Allflza- (3.0.2)

Dizemos que K (z,y) satisfaz a condi¢do de Hormander se existe B > 0 tal que
[ K@y - K@l < (303
lz—y|>co
para todo gy € B(y,d), todo y € R", § > 0.
Teorema 3.0.1. Sob as hipdteses (3.0.1),(3.0.2) e (3.0.3) entao existe C' < oo tal que
IT(F)ller < Clf]l e (3.0.4)
para toda f € LP N LY com 1 < p<gq.

Demonstracao: Por um argumento de interpolagao basta provar que o operador f +— T'(f)

é de tipo fraco (1,1), ou seja

o @) > M < S [ 7@ (305)

Rn

para toda f € L' e A\ > 0. Como L' N LY é um subespaco vetorial denso em L!, provaremos
a estimativa (3.0.4) para toda f € L'(R") N LY(R").
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De fato, seja A > 0 fixo. Pela Proposicao 1.5.1 considere a decomposicao de Calderdn-

Zygmund f = g + b e mostremos que
C
{z: [Tg(@)] > A/2H + [{z + [To(x)] > A/2}| < + : |f ()] da. (3.0.6)

Afirmamos que g € L9(R™). Provaremos primeiramente o caso em que (3.0.2) ocorre para
q < oo. De fato,

9(0))? da = / 9(0)? da + / g2 de.
R” Qc Q
Em Q¢ como g(x) = f(z) temos que
g de < 2003 [ |fe)de < x| |f(@)] de.
Qc Qc R™

Além disso, desde que [Q| < || f]lz1,
/ @) dz < 23110 < A [ f(z) da.
0 R®
De onde, concluimos que
lg(2)|9dz < AT [ f(x)da.
Rn

Rn

Logo, segue da desigualdade de Tchebychev que

o o) > w2 < (3) Il < (5) [ o

No caso em que ¢ = co. Pela parte a) da Proposicao 1.5.1 temos que [|g||~ < 2"\, assim
como 7' ¢é limitado em L? ou seja ||T'g||~ < C||g| L=, entdo o conjunto {z : |Tg(x)| > A/2}
& vazio se escolhemos 2"T1C < 1; assim a estimativa para Tg ¢ mostrado em todos os casos.

Para estimarmos o termo 7'(b) procedemos da seguinte forma. Seja @ = Q(c, ) um cubo
de lado ¢ centrado no ponto ¢ € R™. Denotemos por Q* = Q(c,2() e Seja Q* = U2, Q5.

Assim,

{z € R |Th(x)| > \/2}| < [{z € Q° : [Th(z)| > \/2}| + [{z € ()¢ : [Th(z)| > A/2}|
< 2[Q + {z € () : [Th(x)] > A/2}]

<5 [ @) de o € (@) [Tha)] > A2},

Para estimarmos o termo [{x € (Q*)¢ : |T0(z)| > A\/2}| usaremos novamente Tchebychev
para obter
Hz € () |Th(x)| > \/2}| < 2)\_1/ |Tb(x)| dx. (3.0.7)
( *)c
Notemos que segue da defini¢ao de by, que se f € LY(R") entdo b, € LI(R"). Logo b(z) €
L9(R") esta suportada em © = U2, Q. Além disso,

) ={ 1) S
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Logo, se x € R™\ Q* e usando o fato de fQ bp(x) dx = 0 obtemos

o0

= [ K=Y | Kty

e}

=3 [ (Kl - K)o do

Aplicando o valor absoluto na estimativa anterior obtemos

Th(x)| < Z / K (2,50 1w (3)| dy.

Integrando a estimativa anterior com respeito a z € R" \ Q* e aplicando Fubini temos que

/R"\Q* |Tb(x |dx<2/ |br(y (/ ka/Q)L|K(a:,y)—K(x,gk)| dm) dy
<BZ/ |0k (y |dy<zBZ/ |dy_2B/|f )| dz
<25 [ |f(@)ds

uma vez que g, € B(y, lx).
Substituindo o resultado da ultima estimativa na desigualdade (3.0.7) obtemos

{o € () : |Th(x)| > A2} < 4BA™ [ |f(2)] da.

R

o que conclui a demonstagao da desigualdade (3.0.4) para toda f € L' N L?. Logo segue do
Teorema de interpolacao de Marcinkiewicz 1.3.2 que a seguinte estimativa ocorre

1Tl < Cllfll e (3.0.8)

paratoda fe LPNLfcom 1 <p<gq. U

Como LP N LY é um subespacgo vetorial denso de LP se p < oo podemos usar o Teorema
3.0.1 para estender o operador T' a toda fungao de LP(R"), se 1 < p < ¢, através do seguinte
Corolario.

Corolario 3.0.3. O operador T enunciado no Teorema 3.0.1 possui uma unica ertensao

em todo LP(R™), 1 < p < q que satisfaz as desigualdades (3.0.4) e (3.0.5).

Demonstracao: Para p > 1, quando {f,} é uma sequéncia em L? N L7 que converge em
norma LP, entdao por (3.0.4) a sequéncia {T(f,)} é Cauchy na norma LP.
Do mesmo modo, quando p = 1, T'(f,,) converge em medida por (3.0.5). O
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Até agora os operadores que temos estudado podiam-se escrever como convolugdo com
distribuicoes temperadas. Uma vantagem desta hipdteses é que podiamos usar a Transfor-
mada de Fourier para deducir que o operador era limitado em L2. Se assumimos isto entdo
a limitacao no resto do espaco LP so depende da condicao de Hérmander, o qual pode ser

adaptado a operadores que nao sao operadores convolucao. Denote por A a diagonal de
R* x R": A ={(z,z): v € R"}.

-

Definicao 3.0.1. Dizemos que T é um operador integral singular se T : S(R") — S'(R") é
linear , continuo e existe um nicleo K € 8'(R" x R") N L}, (R™ x R™\ A) tal que para todo
par ¢, ¢ € C°(R™) com supp ¢ Nsupp ¢ = ()

(T'p,9) //Kﬂfy )o(x) dy dz,

onde (,) denota o emparelhamento usual entre distribui¢oes temperadas e funcgoes do espago

de Schwartz.

OBSERVACAO 3.0.4: Observamos que o nucleo K nao determina o operador 7' iinicamente.
Considere por exemplo T'f = f’ para o qual K = 0 é o ntcleo.

Definig¢ao 3.0.2. Dizemos que um nicleo K ¢é do tipo Calderon-Zygmund (tipo-CZ) se
1) K@) € 2%
2) VoK (2.)] + [V, K (@,9)] < 5=Cer

Proposicao 3.0.3. Seja K um nicleo de tipo-CZ entao podemos definir um operador inte-

gral singular, que tem K como nicleo, através do operador valor principal T.

Demonstracao: Para ¢, ¢ € S(R") definimos

Tod= [ Kewel)u)dyds.
{lz—y|>€}
Do fato, K(z,y) = —K(y, z) segue que

/ K(z,y)p(y)(y) dy de = 1/ K(z,y)(p(y)¢(z) — p(z)(y)) dy dx.
{lz—yl>e} {le—y|>e}
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Teorema 3.0.2. Seja T um operador limitado em L*(R™), e seja K uma fungdo em R™ x

R™\ A tal que se f € L*(R™) tem suporte compacto entio

Tf(x)= [ K(x,y)f(y)dy, =& supp(f).

Rn

Além disso, suponha que K também satisfaz

/ |K(x,y) — K(z,2)|de < C, (3.0.9)
|z—y|>2ly—2|

/ |K(z,y) — K(w,y)|dy < C. (3.0.10)
je—y|>2la—w|

Entao T € fraco (1,1) e forte (p,p), 1 <p < o0

Demonstragao:
< T, p >=< o, T* >, T* adjunta, ¢, 1» € S(R")

<Tov> = [Te@uwa= [ [Kenema) v

— /(/K(x,y)¢(x) d:c) e(y) dy

entao
10(0) = [ Kly.)ly) dy
Se T é limitado em L?*(R"™) entdao T* também ¢ limitado em L*(R"), portanto T e T*

sao fortes (2,2).
Passo 1: Provaremos que T é fraco (1,1) ou seja

C
e € R": T ()] > Af < Sl e

Fixe A > 0, pelo Teorema de Decomposicao de Calderon-Zygmund, podemos escrever
f =g+ bcom g e b satisfazendo as propriedades fornecidas pela Proposicao 1.5.1.

Seja ) = U;Q;, 0 = U;Q7, onde Q] € o cubo com o mesmo centro que (; e cujo lado é
2y/n vezes maior, e seja Th(x) = K * b(x), entao

{z € R": |Tb(x)| > A} Hz € Q" |Th(x)| > N2} + [{x € R"\ Q" : |Tb(x)| > A/2}]
|+ {z e R*\ Q" : |K *b(x)| > \/2}|
21| + [{z e R*"\ Q" : |K = b(z)| > \/2}]

Sl + e € RIAQ K b(a) > A/2)

<
<

IA

Para estimarmos o termo

H{zx e R"\ Q" : |Tb(z)| > A}
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observamos que se s, = Z b;(x), entdo s, — b em L*(R™). Assim segue da continuidade

de T em L?(R") que

=T (Zb]) =T (lim Z@) = lim Y Tb;=> Tb;(x)
e assim temos que

{z e R"\ Q" : |Tb(z)| > A} < |[{z e R*\ Q*: Z|Tb )| > AV

Aplicando a desigualdade de Tchebichev na desigualdade anterior obtemos

(Z |Tbj(m)|) dz.

J

{z € R"\ Q" : ) |Thi(x)| > A} < %/

r R™\Q

> |Tb;(x))| dx—z T, (x)|dz
R\ Q* ; n\ Q

e R*\ Q" CR"™\ QF temos que

1
{z e R"\ Q : [Th(z)| > \}| < XZ/ T, (x)|da
j YRMNQS

Como

Logo a demonstracao se reduz a prova da seguinte desigualdade

/ |Tb;(z)|dx < C’/ b;(z)| de.
R\Q; Qs

De fato, seja Q; = Q(c;, ;) e defina Q5 = Q(c;, £;) onde £5 = 2y/n{;.
Seja r ¢ QF, entao

Th(0) = [ Klon)dy = [ 1K) = Ko yo) dy
Qj j
portanto,

i) < [ 1K)~ Kol )] dy
Como z ¢ Q5 entdo |z — ¢j| > \/nl; > 2|y — ¢;|, e conseqiientemente
R*"\Q; C{zr e R": v —¢;| > 2|y — ¢;]}.

Logo
[y < [ ( |K<x,y>—K(x,cj>||bj<y>|dy> i
R™MQ; r@; \Jo
- |bj<y>|(/ |K<x,cj>—f<<x,y>|dx) ay
Qj R™\Qj

b K(z,c;) — K(z,y)|dx | d
Q].'“y)'(/wjbgwcﬂ' (2, ¢;) — K(z.)] )
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e por (3.0.9) temos

/ Th,(z)| < C / b)) dy.
R™M\Q5 Qj

o e R\ Q" : |Th(z) > \[}| < %zj;/@ 1b;(2)| d.
f@) === fly)dy

J, < o=y ],

entao >, fQ bj(z)|dzx = [, o [bj()] < [[fllr1()- Portanto temos
J%]

Portanto,

Como

1
Xq, () dz < 2[|fllL1q

n * C
[{z € R"\ Q" [Tb(z) > A} < Tl flre

E assim T é fraco (1,1).
Passo 2: Provaremos que 7™ ¢ fraco (1, 1),

/Ky,

[T7b(x)] < Z [T7b;(x)

Pelo mesmo argumento feito no passo anterior a demonstracao se reduz a prova da seguinte

/ |T7b;(z)|dx < C/ bj(x)| dx.

R™\Q; Q

De fato, seja Q; = Q(cj, ;) e defina Q5 = Q(c;, £}) onde £5 = 2y/n{;.
Seja x ¢ QF, entao

b = [ Kby = | (0.0 - Kl ol ) dy

Como T* é operador entao

desigualdade

portanto,
) < 1)~ Kles, )l 0] do
i
Como z ¢ Q5 entdo |z — ¢j| > \/nl; > 2|y — ¢;|, e conseqiientemente

R*"\ Q; C{r e R": [z — ¢;] > 2|y — ¢}

/ T*b(z)| < / ( K(y,7) - K(cpa >||b<>rdy> du
RO\Q: r\Qr \/q,
= b; K(c;,x) — K(y,z)|dx | d
Qj|]<y>|(/w\@;| (cj) — K(y,) ) y
b. K(z,c;) — K(x,y)|dx | d
Qj|]<y>|(/|z o (K Ky )
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e por (3.0.10) temos

/ wwwnsc/|wwm9
R™M\Q5 Qj

Por conseguinte, T é fraco (1, 1).
Passo 3: Mostraremos que T é forte (p,p), 1 < p < co. Como T e T* sao fracos (1,1) e
fortes (2,2), entao pelo Teorema de Interpolagdo de Marcinkiewick temos

ITAlle < Cllfllze, 1<p<2

1T fllr < ClIfllee, 1<p<2
com %+ % =1, entdo q € [2,00), assim
Il = s | [ oot drl = s | [ 1@ pto) .
lleoll Lo < lleollLp <1
Como T* ¢ forte (p,p), 1 < p < 2: T*p(x) € LP e f(x) € L7 entdo pela desigualdade de

Holder temos

1T flla@ny < sup (| fllzal|T*@llr < sup  Cl[f]lzall@llr < Cllf]]Lan),

el <1 lellLp<1

e assim conclui a demonstragao.

O

Definigao 3.0.3. Se diz que K : R" x R"\ A — C € um nicleo padrao se existe § > 0 tal

que
K(x,y)| < ——, 3.0.11
Kl (3.0.11)
5
y_
|K(x,y) — K(z,2)|] < C’W se v —y| > 2|y — 2|, (3.0.12)
5
T —w
|K(z,y) — K(w,y)| < Cm se |x —y| > 2|z — w|. (3.0.13)

OBSERVAGAO 3.0.5: Nicleos padroes satisfazem as condi¢oes Hormander (3.0.9) e (3.0.10).
De fato,

T
/ |[K(z,y) — K(z,2)| < 0/ =2 ZJH dx
lo—y|>2ly—2| Y|

[z—y|>2[y— Z\ ]a: -

. n—1 e 0 _L
—Cly— IS y/ L =Cly ( ),

—C'/y—z‘;— C < o,
v == sty =27
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Y
|x — w| e

/ K(2,y) - K(w,y)| < C
lo—y|>2]z—w)| Y|

le—y|>2|z—w| |CL’ -

00 Tn_l 1 00
—Clo— w15 [ D= Clle -l (——5)
1

=Clz — v = C < 0.
[z - vl 200|x — w|° >

Os seguintes sao exemplos de operadores os quais tem este tipo de nicleo.

1) A integral de Cauchy ao longo de uma curva Lipschitz. Seja A uma fungao Lipschitz
sobre R (i.e., |[A(z) — A(y)| < |z — y| para todo z,y € R, L > 0ou A =a € L™) e
seja I' = (¢, A(t)) uma curva plana.

A férmula de Cauchy é

IO N A (G100 £
1) =5 | {5 de= g [T

Portanto, dado f € S(R), a integral de Cauchy

[T fO0 +ia)

= dt
2mi J_o t+IA(t) — 2

Crf(z)

o0

define uma funcao analitica no conjunto aberto
Qr={z=z+iyecC:y>A(x)}

Seu limite em I' é dado por,

f()(A + da(t))
x—t+i(A(x) — A(t))

lim i f (2 + i(A(2) + ) = %f(x) + - tim dt.

27 =0 |lz—y|>e€

Isto nos leva a considerar o operador

I fy)
Tf(x) = lim ayie T — Yy +i(A(x) — A(y))

dy,

cujo nucleo,
1

v —y+i(A(z) — Aly))

é padrao com § = 1. De fato, como |Re z| < |z|, entdo

K(z,y) = (3.0.14)

1 o
AWl = —yl’

A(z)|] < Lly — z| e assim temos,

K@)l = o= e

e como A é uma fun¢do Lipschitz entao |A(y) —
ly—z+i(A(y) — A()| < (1 + L)y — 2] = Cly — 2|
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e assim

r—y+i(Ax) - Aly) v —z+i(Alz) — A(2))

|K(z,y) = K(z,2)] =

| EEre

Como |x—y|§|x—z|+|y—z|§|93—z|—|—|x—;y‘enta0@§|x—z|,eassim

ly — 2|
K(z,y) — K(z,2)| < C
Koy~ K(r.2)| < O

Do mesmo modo obtemos,

r —Ww
K (o) = K(w)] £ O so fo =yl > 2o — wl.

Comutadores Calderén. Se ||A’||L~ < 1 entdo expandimos o nicleo (3.0.14) como uma
série geométrica:
1 1 1
K .7;, - N = .
() r—y+i(Alz) — Aly) z-—y <1 + iA(w)—A(y)>
T~y

assim

K(a,y) = — fi@éﬁlléﬁgk

T —y = T—y
Portanto é natural considerar o seguinte operador: dada uma funcao Lipschitz A em
R e um inteiro k£ > 0, defina

k
lz—y|>e

=0 =y =y

Os nicleos associados,

I

A@%wﬂw)k 1
T -y T -y

Ky(z,y) = (

sao também nucleos padrdes com d = 1. De fato, como A é Lipschitz temos,

[A(z) = A(y)|* 1

|z —yl[* |z =yl
z—y* 1 C
lz—ylFle -yl v -yl

C
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Definicao 3.0.4. Um operador T € um operador Calderon-Zygmund se
(1) T € limitado em L*(R"):
(2) Ewiste um niicleo padrao K tal que para f € L* com suporte compacto,

Tf(x)= | K(x,y)f(y)dy, = ¢ supp(f).

R”

O teorema 3.0.2 implica que um operador Calderén-Zygmund é limitado em LP, 1 <
p < 00, e é fraco (1,1). Portanto, dado um operador com um niucleo padrao, o problema se

reduz a provar que ¢ limitado em L?.

3.1 Integrais Singulares de Calderén-Zygmund

Os exemplos anteriores sugerem que para qualquer operador Calderon-Zygmund,

Tf(z) = lim K(x,y)f(y)dy

0 S jz—y|>e

ao menos para f € S.
De (3.0.11) deduzimos que se f € S(R™), entao

T.4(2)] < ‘ /| R dy‘ < /| 1)

T—y|>e |ZL‘ - y|n

Fazendo mudanca de variavel, y — x — y, temos

|f(z —y)| |f(z —y)| |f(z —y)|
T. < C Y dy=C L dy+C = d
| f($)| /|:;/|>6 Y /6<|y<1 v A;|>1 Y

|y | ly|" ly|"
e<|y|<1 |yl ly|>1 Y]
Como |f(z —y) — f(z)| < |y|[|V f]|L~ entdo
1 iyl f(x —y)|
T.f(z)] < C/ Vf oo—dy—l—C'/ L T d
ITef(@) e<ly|<1 IVl |y[ 1 wis1 ly[m
n—1 ! 1 n—1 n—1 * 1 n—1
= OISl | e e+ Clll LS [

= ClIVflz=S" 1 =€) + Clllylfllz< |5

Assim T, f(x) esta bem definido. No entanto, o limite quando € — 0 ndo existe necessa-
riamente o pode existir e ser diferente de 7T'f(z). Um exemplo do primeiro é o operador
definido no exemplo (2.4.2) cujo nicleo, K (z,y) = |z — y| "%, & padrao.
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Proposicao 3.1.1. O limite
lin%TEf(x) (3.1.1)

existe q.t.p. para f € C se, e somente se,

lim K(x,y)dy

e—0 e<|z—y|<1

eriste q.t.p.

Demonstragao: Suponha que (3.1.1) exista. Se fixamos f € C2°, identicamente 1 em
B(z,1), entao

lim7cf(r) = lim - K(x,y)f(y)dy
T—Y|>€
~ lim Ko f)dy+ [ Ky
eV Je<lz—yl<1 |lz—y|>1
~ lim Kle)dy+ [ Ko ) dy
TV e<lz—y|<1 |lz—y|>1

A segunda integral existe porque

| f(y)]
K d C — 27 d
/w RLCORTITE / Rt

x_
<o ey <yl [y
w1 1Yl wi>1 1Yl

n— <1 n—
= Oyl f =S / Lt g = Oy

Tn
Portanto, o limite da primeira integral também existe.
Reciprocamente, suponha que
lim K(z,y)dy=1L
e—0 e<|z—y|<1
entao
lim 7 f () = lim K(x,y)f(y)dy
€— €— Ix—y\>e
- lim K(z)(fy) = 10) + K@) fOdy+ [ Kol dy
eV Je<lz—yl<1 |lz—y|>1
= f(0) lim K(z,y) dy + lim K(z,y)(f(y) — f(0)) dy
e—0 e<|lz—y|<1 60 e<|z—y|<1
s K dy
|lz—y|>1
— F(0)L + lim Kle)(f) = 1Oy + [ K(wu)fw)dy.
eV Je<lz—yl<1 |lz—y|>1
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Pelo teorema da Convergéncia Dominada temos

lin 7, (x) = FOL + [

lz—y|<1

K. y)(f(y) — F(0)) dy + / K (2, 9)f(y) dy.

|z—y[>1
A primeira integral existe porque |f(y) — f(0)] < |[y|[||Vf|lL=~ e assim,

/I_ » K (z, )| f(y)—f(0)] dy < C/ [YlIV £l

lz—yl<1 |JZ - y|n

dy

1
1
< CIVSunls™ [ e = O
0

O

A existéncia do limite (3.1.1) nao implica que este seja igual a T f(x): por exemplo,
considere o operador identidade I. Este é um operador Calderén-Zygmund, como I f(z) =0
se x ¢ supp (f) entdo K(x,y) =0, assim (3.1.1) ¢ igual a 0, portanto

1f(x) = f(x) # 0 = m T, ().

Além disso, este exemplo mostra que um operador nao é caracterizado por seu nicleo,

ja que o operador zero também tem o niicleo zero.

Proposicao 3.1.2. Se dois operadores Calderén-Zygmund sao associados com o mesmo

nicleo, entao sua diferenca € um operador multiplicacao pontual.

E importante assumir que um operador Calderén-Zygmund é limitado em L? pois sem
isto o uma hipoteses semelhante a esta, a proposicao anterior seria falsa. Por exemplo,
a derivada ¢ um operador com nicleo 0 (f'(x) = 0 se ¢ supp (f)) mas este nao ¢ um
operador multiplicagcao pontual.

Uma integral singular Calder6n-Zygmund é um operador Calder6n-Zygmund que satisfaz

Tf(x)=lmT.f(z) (3.1.2)

e—0

Para determinar quando esta igualdade ocorre para f € LP(R"™), examinamos o operador

maximal

T f(x) = sup |Tcf ()],

e>0

Pelo teorema (1.3.1), se T* ¢é fraco (p,p) entao o conjunto
{fell: lir% T.f(x) existe q.t.p.}

é fechado em LP. Por conseguinte se (3.1.2) ocorre para um subconjunto denso, digamos

f € C2°, entao ocorre para qualquer f € LP.

Teorema 3.1.1. Se T € um operador Calderdn-Zygmund entao T™* é forte (p,p), 1 < p < 00
e fraco (1,1).
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A prova do teorema 3.1.1 depende do seguente resultado.

Lema 3.1.1. Se T é um operador Calderon-Zygmund entdo para qualquer v, 0 < v <1, e
para f € C,
T*f(x) < Cy (M(ITfI") ()" + M f(x)) . (3.1.3)

Para provar isto precisamos o seguinte resultado devido a Kolmogorov.

Lema 3.1.2. Dado um operador S o qual € fraco (1,1), v, 0 <v <1, e um conjunto E de

medida finita, existe uma constante C dependendo somente de v tal que
[ Isf@lds < ClEF 11,
Demonstracao: Por (1.3.6) temos
1 = [ ()
onde wr(A) = [{z € X : |f(z)| > A}|, assim pela desigualdade fraca (1,1) de S temos,

1S £l = /E Sf@) dr = v / Nz € B+ [Sf(x)] > A} dA

0

< V/ A"l min <|E|,§||f||L1) d\
0

Clfll,1/1E] -
- y/ NV E|dA + u/ CN2 £l 11 dA
0 Cllfllp1 /1B

gy (O 1B v yo1]o0
= B[, O Ml X7y, i
CYI|f 117 LA

|EJ” [Elv—1

v v —v v v v —v v —v
= VI B + 7= CV I Bl = CU I Bl

v
= |FE C 1
p e o vy,

Demonstracao do Lema 3.1.1: Primeiro provaremos que
T.f(0) < Gy (M(ITfI")(0)" + Mf(0))

com C' independente de e. Nosso argumento sera translacido invariante e assim obteremos
(3.1.3).

Fixe € > 0; seja @) = B(0,¢/2) e 2QQ = B(0,¢€), definimos fi = fxage fo=f—fi =
X0 Entao

TfH0)= [ KO,y f(y)Xys>qy) dy = K(0,y)f(y)dy = T.f(0).

Rn ly>el
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Se z € () entao, como K é um nicleo padrao,

[T fa(2z) — T f2(0)| =

/| () = KO 0) dy\ < /| K = KO0l dy

6 o0

1f(y)] | f(y)]
§C\2]5/ dy_C— dy
ly[>e |0 —y|to Z akecy|<2b+1e |Y|"T0

=0

e}

N 1
= 1.6 < / 2_k5 .
C'e kgo (2k€)n+5 /|y<2k+1E |f(?/)| dy < C Z —Qk”e” / \f(y)l dy

= lyl<2t+1e
2n’5n—1‘ e n
— oIy [ Il
n kz:% |Sn71’2(k+1)n6n <2k

=" i 27M M £(0) = CsM £(0).

k=0

Se segue desta desigualdade que
Tf2(0) = T'fa(2)] < CsM f(0)
assim

CMf(0) +|T fo(2)]
CMF(0) +|TF(2)| +|TF (). (3.1.4)

Tef(0)]

<
<

Se T.f(0) = 0 entdo ndo tem nada a provar. Caso contrério, fixamos A tal que 0 < A <
T f(0)] e seja

Q1 = {z€Q:|Tf(2)|] > \/3},
Q: = {z€Q: |Tf(z)|>\/3},

[0 se CMf(0) < A/3,
@ =30 se CMF0)> A3,
Entao Q = Q1 U Qo U Q3, assim Q < |Q1] + |Q2| + |Q3]. Portanto,
Q< iizeQ: e >3y < [ rreies < 2o
Q
e pela desigualdade fraca (1,1) para T,
@ = HzeQ: e > MaH < % [ h)a:

T | vena=arso)

Se Q3 = Q entdo A < 3C' M f(0); se @3 = ) temos
Q1 <1011+ 1@ < 2 1QIMT)(0) + MF(0))
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entdo A < 3C(M(Tf)(0) + M f(0)).
Portanto, em todo caso temos que

A S CM(TT)(0) + Mf(0)).
Isto é verdadeiro para qualquer A\ < |7.f(0)| e assim
[Tef(0)] < C(M|Tf[(0) + M £(0))

portanto (3.1.3) cumpre para v = 1.
Se 0 < v < 1, entao segue de (3.1.4) que

T f (O] < CMf0)” + [Tf(2)]" + |T f1(2)]"-
Se integramos em z sobre @, dividimos por |Q| e elevamos & poténcia 1/v, obtemos

1/v
T.£(0)] §C<Mf(0)+M(|Tf|”)(0)””+ (ﬁ /Q ITf1(2)|”dZ> )

Pelo Lema 3.1.2, temos

1/v
(ﬁ /Q |Tf1<Z)I”dZ) <[QIV- ClRI" Y| il = ClQIT I full i < CMF(0).
Portanto,
T (O] < C (M(T 1) (0)V + M[(0)
e assim (3.1.3) cumpre para 0 < v < 1. O

Demonstracao do Teorema 3.1.1: A desigualdade (3.1.3) com v = 1 implica que T™* é
forte (p,p), 1 < p < oo, porque T' e M sao fortes (p,p), 1 < p < oc.

Agora mostraremos que 7% é fraco (1, 1), para isto usamos (3.1.3) com v < 1. Desta
desigualdade e por M ser fraco (1,1) temos que

Hz e R": T"f(x) > A} < [{xeR": Mf(x) > \/2C}|
+{z e R": M(|Tf|")(x)"" > \/2C}|
< Ul + e € B MOTF) @) > 220}

Para o segundo termo, temos que
{z € R*: M(ITf]") ()" > A} < [{z € R" : My(ITf[")(z) > 47"\},

onde M, é o operador maximal diadico. Seja E' = {x € R™: My(|Tf|")(z) > 47" \"}, entdo
E tem medida finita se f € C2°. Assim

= [T
47’1,)\1/ 5 y y'
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Portanto, pelo Lema 3.1.2,
|E| < C4"X|E"|| £ 7

e assim

¢

Bl < 5

11z
por conseguinte

o e R MTAP) @) > M} < Sl

e assim T é fraco (1,1).
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Capitulo 4

O Espaco BMO

4.1 O Espaco Atdmico H'

Vimos anteriormente que a transformada de Hilbert de uma funcao integravel, em geral,
nao esta em L', e que uma condicao necessaria para isto é que a funcao tenha média nula.
Aqui definiremos um subespaco de L' cuja imagem sob qualquer integral singular esta em

L'. Comecamos definindo seus elementos bésicos, os d&tomos.

Defini¢ao 4.1.1. Uma fun¢io mensurdvel a(x) de valores complexos é dita um dtomo se

existir um cubo QQ C R"™ tal que
i) supp (a) C Q,
ii) fQ a(x)dz =0,

i) Jlafl o~ < .

Proposigao 4.1.1. Seja T um operador satisfazendo as mesmas hipoteses do teorema 5.0.2
cujo nicleo satisfaz a condicao (3.0.9). Entao existe uma constante C tal que, dado qualquer

atomo a,

HTGHLI(R") S C

Demonstragao: Primeiro temos que a(z) € L*(R™) pois supp (a) C Q e

c?Q| C?
/Rn \a(m)\zdx:/Q]a(x)Pdg;g ‘Q‘P’ :@<oo

e assim 7T'a esta bem definida.
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Seja (Q um cubo com centro c¢ e seja Q* o cubo com o mesmo centro que @) e cujo lado
& 2y/n vezes maior. Temos que,

Ta(z)|de = | |Ta(z)|da + / Ta(z)| da.
Q* R™M\Q*

Rn

Pela desigualdade de Holder e como T é limitado em L?, temos

/* Ta(x)|dv = /R Ta(x)|xg-(x) de < (/ () dx)m (/ |Ta(x>|2d$> 1/2

1/2
1
= A ([ laPde) <O g = C
Q Q[
Agora, seja x € R\ Q*, e como a tem média zero, temos
Tae) = [ Kleyady = [ (Ke.9) - Kz, )aty) dy
RTL

e assim

Ta(x)|dx K(z,y) — K(x,c)l|la dy dx
L re@idr < [ LG - Kol

[le1 ([ - Kwolds) dy

Sex € R"\ Q" ey € Q, entdo
R*\NQ" C{z: |z —y| > 2[c—yl}

e pela condigao (3.0.9) temos

/ et < / ol /| MCyl|f<<m,y)—f<<x,c>|das) dy

< o/@ )l dy < Clalle=1Q] < (1@ ="

Agora definimos o espago H' atomico, denotado por H,, por

H!(R") = {Z Aja; : a; sdo atomos, \; € C; Z 1| < oo}.

Jj=1 Jj=1

Proposigao 4.1.2. H.,(R") c L'(R").

o0 o0
Demonstracgdo: De fato, se f € HL(R"), entdo f = Z)\j a;, com Z|)\j| < 00 e q;
=1 j=1

dtomo. Assim

[f(2)] < ZIAJ’I |a; ()]
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entao

[ @l <SS las@lde < 30 llalls - Q4] £ €3 ] < o
" j=1 " j=1 J=1

Agora definimos uma norma em H), por

£l 2, ey = inf{ZWl FEDIPY aj}~
j j

Coroléario 4.1.1. Seja T um operador como na Proposi¢io /.1.1, e seja f € H.,. Entdo

1T fllzr < Cllf 1,

Demonstragio: Se f € H!(R") entdo f = Z)\j a; portanto
j=1

Tf(x)=T (Z Aj aj(@) = Z Aj Ta;(x)

assim, pela Proposicao 4.1.1

[ sl < SN[ Tl de = S NIl <€ 30
J J J
portanto
1T fller < Cinf{ZP\ﬂ Lf=D N %} = C|f |l z2,-
J J

O

O espago H!, é o maior subespago de L'(R") para o qual o Corolario 4.1.1 ocorre no
seguinte sentido: sejam Ry,..., R, as transformadas de Riesz em R", e definimos o espaco

H'R") ={f e L'(R"): R;f € L'R"), 1 <j <n}

COINl a norma

1 ey = I lles + D IR f s
j=1
Teorema 4.1.1. H'(R") = HL(R"™) e seus normas sdo equivalentes.

Demonstragao:|S2]. O
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4.2 0O Espaco BMO

Dada uma fung¢ao f € L} (R") dizemos que f pertence ao espago BMO das fungoes de
oscilacao média limitada se existir uma constante C' > 0 tal que dado qualquer cubo @ C R™
existe uma constante a € C (que pode depender de @) tal que

@1’/Q|f(x)—a|dx§ c.
Assim,
BMO(R") = {f € L,.(R™) : 3C > 0 tal que para todo cubo Q,
Jda € C tal que i/ ]f—a\dxg()'}.
Qf Jo
Definimos em BMO a seguinte semi-norma
I£lloyo =sup inf 2 [ 1~
Q «C Q[ /g

Lema 4.2.1. Se || f|lsmo =0 entao f = C.

Demonstracao: De fato, supondo que || f|zypo = 0, considere @; = Q(0,1) o cubo com
centro 0 e lado 1,

1
inf —— |f—a|<sup1nf|Q|/|f—a|=0

aeC |Q1|
assim
inf — —a|l =0
aeC |Q1| |f |
entao para todo j =1,2,3,..., existe a; € C tal que
0< i o 1)~ alde < - (12.)
— ) —a;|dr < - 2.
\Q1| ’ J

A sequéncia {a;}32, ¢ limitada, de fato,

i 1
Ql Q1 |Q| Q1 Q

Assim {a;} possui uma subsequéncia convergente a C; € C. Denotando esta subsequéncia
por {C;}. De 4.2.1 temos,

£(2) = aj] + = |ﬂ§%+0<m.

la;| = la;] <

[f(z) = Cyfdx =0

entdo f = C} em ;. Analogamente mostra-se que f = Cy em Q3 = Q(0,2). Como Q1 C Qs
entao f = C1 em Q1 N Qs portanto Cy = (. O
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Contudo, podemos definir o espaco BM O como o quociente do espaco acima pelo espago
de funcoes constantes. Desta forma, duas fun¢oes que diferem por uma constante coincidem
como fun¢oes em BMO. Neste espaco || - || saro € uma norma e o espago quocientado é entao
um espaco de Banach.

Dada uma funcao f € L} (R”) e um cubo @), fg denotaremos a média de f em @) pela

loc

seguinte expressao fo = 6 fQ x) dz. Assim, a seguinte proposi¢ao ocorre.

Proposicao 4.2.1.

I fllBaro < SUp

g / f — fol dz < 2] Lm0 (12.2)

e se f € BMO entdo |f| € BMO.

Demonstragao: A primeira desigualdade de (4.2.2) é imediata visto que

sup inf ,Q|/Qlf(w)—a\dmSsgpﬁ/@ﬁ(x)—fcz!dw

1
— — dzx.
a0 < sup 5 /Q f — folde

entao

Para a prova da segunda desigualdade de (4.2.2), temos que, fixado um cubo @ e dada a

1
F(a):@/Q|f—a|dx

entao I € C°(C), além disso F'(a) > 0 para todo a € C, logo existe I € R tal que

funcao

Seja a; uma sequéncia de ntimeros complexos tais que

1 1
o 1) il de < do

Como

1
o ‘|Q|/f —a, S@/QU(:E)—%Idw

temos,

1 | 1
@/Qlf(x)—fcgldar < @/Qum—ajm”@/\fQ_ajmx

2 2

< @/QUC( a]|d:p<21nf ’Q|/|f(a7)—a|dx+;

entao fazendo j — oo segue que

1
@/QU( fQ|dx<21nf |Q|/Q|f(x)—a|dx
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Tomando o supremo em () temos finalmente o resultado
1
up - [ 190 = Jol e < 20 flwo.
e 1QlJg

A segunda parte da proposicao segue de (4.2.2) com a = | fg|, como

1 1
@/Q!!f(m)\—ﬁ@l!dxé@/Q!f(w)—fcz\dﬂf

entao

01 o W) = Ifellde < 20w

portanto |f| € BMO.

A desigualdade (4.2.2) define uma norma equivalente a || - || a0, assim f € BMO se
1
sup &5 [ 1£(2) = fol do < 0.
Q @Jg

OBSERVAGAO 4.2.6: L C BMO(R"). De fato, se f € L*(R"™), entao sup ess,crn|f(z)| =

| fllzoemny < 00 e assim existe C' > 0 tal que |f(z)| < C q.t.p. Portanto, como

1
ol = \@/wadx

1
y /Q [f(2) = fol dz < || flle + | fol < 2] f]1

< ﬁ /Q F@)] da < ||l

temos,

assim f € BMO.

Mas existe também funcoes BM O nao limitadas. O exemplo tipico em R ¢é

Ind se 0<|z|<1

= |z
/(@) { 0 se |z|>1
assim f € BMO \ L>(R). (Sera provado no exemplo 4.2.3)

Agora estudaremos a relagdo que existe entre L' ¢ BMO. Para isto vemos que

hz) = —

T+ € L&)

De fato,

/ L / Ly +/ L
— —  _dx = B 4 — — _dx
re (1 + [z])m o<1 (14 |z[)m* wp>1 (1 |z[)m
1 1
—d:c—l—/ —dx
/|a:|<1 (1 + [z])+t w1 |7

= [1 +IQ
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Assim temos,

1 1 1
I = E— [ / —— dx < 0.
! /| T eyt @ = 15 gy o <o

Agora estimamos Iy,

1 u [~ rn—l
I, = ——dx = |S" dr < 0.
’ /£|>1 ||+ 7= |/1 prt 4S50

. 1 1 n
Se f € L>®(R™), entao pela desigualdade de Holder se tem que

) hio) = 2 s € DR,

. . [z n
Proposicao 4.2.2. Se f € BMO(R") entao ﬁ e L'(R™).

Demonstracao: Primeiro mostraremos que

|f(z) — fQ1|
| EEH e e < cllveo

com Q; = Q(0,1). De fato, seja Qo = Q(0,2%), entao

R" = Up—o(Qar+1 \ Qar)

1 -
Como || fllsmo = Sup—/ |f — fol entao
Q 1QlJo

1

@/Qu—fm < |flsao » para todo Q

assim,

/Q = fa| < c(m)2¥)|flsaro

e analogamente

[ 1 = fapnl < 2™ flmsio
Qok+1

Portanto,
1
|fQ2k+1 _fQQk’ = m ’fQQkH _ngk‘
2k Q2k
Sy L " S
T QxlJou T Qul S, T
1 1
< \f = fo | + 75— \f — fo,.|
Qo] S 2@ o, 2
C<n)2n(k+l)”f“BMO n
< + (| fllBrmo = c(n)(1 +2") || fl| Baro

c(n)2nk
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assim
| — fol < CllfllBamo

|fQ2k+1 - fQ1| < |fQ2k+1 - fQ2k| +...+ |fQ2 - fQ1| < C(k+ 1)||f||BMO (423)
Logo,

‘f(l’) _le‘ / ‘f( ) le / fQ1|

————<dr = dx —d

/ N Y S (T +Z QHI\Q% 1+ !x\)”“ ’

fQ k+1|

< f(z) — fo,|dx + / —— dx

/Ql| ( Q | Z Quer1\ Qo 1+|ZE|)"+1

- |fQ [ fQ1|
T / Yy Il g
; Qqk+1\Qgk (1 + [a])m+!
< Clifllsmo + Z I(k) + Z J (k)
k=0 k=0

Para estimar (k) temos que, se © € Qqri1 \ Qor, entdo 28 < |z| < 281 assim
1 < 1 < 1
(1+ ’m‘)n+1 - (1+2k>n+1 - (2k)n+1

portanto

1 1
1) S g [0, )~ ol < g [, 10 fa

2D w0 _ el flsao

— 2k(n+1) ok

Agora estimamos J(k), por (41.2.3) temos que
/ Clk + Dl fllsaco , o Ck+ D fllsao
Qurin\@y (L |z C @2

Ck+ V[ fllsyo  gnrry o I fllsao
(1 + 2k)n+1 — 9k :

J(k) < | Qa1

Logo,

f _f 1 N !
[ Wd < Clfllswo + Ol lwo) 3 55 < Cllf o

Assim provamos a afirmacao.

|f(l’)| |f(x)_fQ1| |fQ1|
/Rn @t ) @ = / L+ e @ F / (i) d”“”

Cllfllemo + ’fQJ/ —dx < 00

Entao

IA

portanto % € L'(R").
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4.2.1 Propriedades da Funcao Sharp

Definimos a fungao maximal sharp por

fH(x) = sup |Q|/|f — foldy

Q>

onde o supremo é tomado sobre todos os cubos () contendo x.
A funcao maximal sharp tem as seguintes propriedades:

1) (f+9f < fi+4g

De fato, .
# — = _
(f + 9)'(a) Zg;m/QKHg) (f + 9ol dy
mas,
(/+9) |@|/f+~" r@\/“\@/ =Jotgq
entao

(F + /(@) < swp o /|f—fQ|+|g—gQ|dy:fﬁ<x>+gﬂ<x>

z |Q|
2) fi(z) < CMf(x), (M é a fungdo maximal Hardy Littlewood).

De fato, seja x € R" tal que f*(x) < oo; Sup / |f — fol| dy existe se, e somente se,

2 ||

para todo € > 0, existe Q(zg,7) > x tal que

P < i o 1w~ faldy

Se € Q(xo,r) entdao Q(zo,7) C Q(z,2r), e se x € Q) entdo |fo| < — 1] / |fldx <

M f(x), assim temos

BN |Q(, 2r)|
Flo)—e < 5 )|\Q$2T|/x2r) @) + [al) dy

2nn

T o [l@xzrl/m 'd“'fQ’}
< 2 (Mf(@) + |fol) < 2(Mf(2) + Mf(z) = C M ().

Proposicao 4.2.3. f € BMO(R") se, e somente se, f* € L®(R").
Demonstracao: Se f € BMO(R™) entao

1 lloso = sgp@ /Q |F(x) — fol dv < o0

106



logo, .
Taéu@—mwmwmmm

para todo cubo @) C R". Assim,

1
ﬂ - — — f- —
fi(= sup‘Q|/!f f@\dyésgp@/élf(y) foldy = [|fllBrmo

Q>

para todo z € R". Portanto
1 F¥ 1z = sup [ ()] < | fllaro
zeR?

e assim f* € L®(R").
Reciprocamente, se f* € L™ entdo a medida de E = {z € R" : f*(z) = oo} é zero.

1
]@Lu@—mw<wo

conjunto R\ E é denso em R” e seja Q um cubo qualquer de R”, entdao Q N (R™\ E) # 0,
logo existe x € Q tal que

Seja x € R"\ F entdo f*(z) < oo, e assim para todo Q > ,

1
T@éu@—w@<m7

como () é arbitrario segue que
1
[ fllBao = sup —= [ |f(y) — faldy < oo,
o Q1 /g

entdo f € BMO(R").

Assim temos,

BMO(R") = {f € Lj,.: f* € L*(R")}

O seguinte resultado estabelece a conexao entre BMO e integrais singulares.

Teorema 4.2.1. Seja T um operador como nas hipdteses do teorema 3.0.2 cujo nicleo

satisfaz a condi¢ao (3.0.10). Entdo se f € uma funcgao limitada de suporte compacto entdo

Tf e BMO, isto é, T : L:°(R") — BMO(R") € limitado e
1T fllBrro < ClLflloe ey

Demonstracgao: Seja f uma funcao limitada com suporte compacto. Fixo um cubo () em
R™ com centro ¢ e seja Q* um cubo centrado em ¢ cujo lado é 24/n maior que de Q. Seja
f € L°(R™) entao decompomos f como

f="TIxe+ (0 =xqo) = fi+ fo
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Seja a = T (c),
1 1
— Tf(z)—aldr = — Tfilx)+Tfs(x) — aldx
|Q|/Q|f() | |Q|/Q|f()+f() |

1 1
< o /Q Tha)lde + o /Q Tha(e) = Tfalc)| da
— I4J

Como T ¢ limitado em L?, temos que

/2 1/2
2 1/2 = i 2d )
|Q|/|Tf1 Dlde < 15 (/ Tfi() dw) Q| (|Q|/Q|Tf1(x)| .
1/2 1 1/2
< <@/Q|f1<w)l2dx) <c(|Q|/*| (x)|2dx) = C'|| 1 ).

Sey ¢ Q" ex € Q temos que |c — z| < %ﬁée lc —y| > /nt, assim |c — y| > 2|c — x|,
com isto temos
R*A\NQ Cc{yeR": |c—y| > 2[c— [}

gracas a (3.0.10) a seguinte estimativa ocorre

1 1
7= g Lree-raeie= g |
1
< @ L 1K) = Kl dyds

1
< K(c,y) — K(x, dyd
<@l ey - Kl s
1
< Wl | [ o Kl < Kl dy e = Ol

- K(z,y)faly)dy — | K(c,y)fa(y) dy‘ dx

Rn

Portanto o argumento acima mostra que existe uma constante C' > 0 tal que dado qualquer
cubo () existe uma constante a tal que

1
@ /Q ITf(x) — al dx < C ]|

logo
I w0 =sup inf 0 | [75(2) = al de < €l flimien

0

O Teorema 4.2.1 mostra que um candidato ao espaco no qual as imagens de func¢oes
limitadas sobre integrais singulares estao contidas, consiste no espago BMO, uma vez que, T
aplica uma funcao com suporte compacto numa funcao em BMO. Entretanto, o conjunto
de funcoes limitadas com suporte compacto nao é denso em L%, o que impossibilita o
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argumento de densidade para extender T" a um operador definido em L*°. Para contornarmos
esta dificuldade procederemos da seguinte forma.

Seja f € L*®(R") e tome @ = Q(0,¢) um cubo centrado na origem e defina Q* =
Q(0,24/nf). Decompomos f da seguinte forma

f=fxe-+f(1—=xq)=fi+ fo

Como f; ¢ limitado e tem suporte compacto entao f; € L2(R™), como T : L*(R") — L*(R")
¢ limitado segue que T f; esta bem definido como uma fungao em L?(R"), entao existe |E| = 0
tal que T'f1(x) esta definida q.t.p. = € R"\ E.

Para x € @) defina

Tof(x) = Ti(x) + / K (2,y) — K(0,9)]fuly) dy. (4.2.4)

n

Como supp (f2) C R™\ Q* decorre que R" \ @* C {y : |y| > 2|z|}. Assim, usando o fato de
que K satisfaz (3.0.10) entao a seguinte estimativa ocorre

[ e - koam b < [ ) =Kol
< /| o EO.0) = K] dy < O e

e portanto a integral converge absolutamente.

Provaremos em seguida que, desta forma, o operador 7" estd bem definido no espaco
L>®. De fato, seja Q um cubo centrado na origem tal que Q) C Q e repita o procedimento
anterior, isto ¢, considere a decomposicao f = fxg« + f (1 — XQ*) = fi + fo e defina

Tf(x) = TFi(x) + / K (x,y) — K(0,9)|Faly) dy. (42.5)

n

Assim temos duas defini¢oes para T f(x) no cubo @ que denotaremos por Ty e Ty respec-

tivamente.

Tof(z) = Thiz)+ / K (x.y) — K(0.9)]fuly) dy

n

Tof(x) = Thx)+ / K (2,y) — K(0,9)]faly) dy.

n

Entao a diferenca entre as duas definicoes no cubo @) é dada por

Tof @) ~Tof@) = T(h =)@+ [ 1K)~ KO0

_ /RH\Q* (K (x,y) — K(0,9)]f(y) dy
= I+
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Estimando I temos,

=T P = [ K@i [ e

RH\Q*

-~ | K@uswa.

QX\Q*

Agora estimamos J,

J z/ [K(x,y) — K(0,y)|f(y) dy

Q*\Q*
:/_ K(m,y)f(y)dy—/_ K(0,9)f(y) dy
Q\Q* QM\Q

entao I + J fornece

Tof @) ~Tof(@) = = [ KO.0)fw)dy

e este é independente de x em Q).

Quando f € LP(R"™) entao a definicdo (4.2.4) coincide com a defini¢do original uma
vez que, dado () um cubo centrado na origem e com lado suficientemente grande para que
supp (f) C Q. Neste caso, f = f; e portanto segue de (4.2.4) que T f =T'f.

Observamos que os cubos tomados na defini¢do (4.2.4) nado precisam necessariamente
estar centrados na origem e podem ser tomados arbitrariamente. Assim, definimos T no

espaco L™ o operador que dado f € L> e um cubo ) C R™ qualquer entao
Tf(x)=Tof(x), paratodo z € Q. (4.2.6)

Resta entdao provar que dado f € L™ entao T'f € BMO de acordo com a definigao (4.2.6).
De fato, dado qualquer cubo @) tome a = 0. Neste caso,

1 1
@/QITf(x)—chx: @/Qm?f(xﬂdx
1 1
< @/QITfl(a:)!der@/Q/Rn\Q* K (z,y) — K(0,9)]|f(y)| dy dz
< O fllpe-

Logo, ||Tf||zao = supg infeec @1| fQ T f(x) —a|de < C||f| L.

Exemplo 4.2.3: Seja f(z) = sgn(x); encontraremos a imagem de f sobre a transformada
de Hilbert, cujo nicleo é K (z,y) = [r(z —y)] ™"

Seja I =[5, 5] e Seja I" = [—a, a], e decompomos f como

f(@) = sgu(z)xs- () +sgn (1 — xs-(2)) = fi(2) + fo(2).

Seja x € I, definimos

Hf(x) = Hfi(x) + / K (2,y) — K(0,9))aly) dy

n
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1 1 1
mas K(z,y) — K(0,y) = — ( + —) entao

TA\T—Y Yy
I ) 1
wif) = o [ 2y [ (i D) pay

1 1
= up / sgn(y) dy +/ ( + —) sgn(y) dy
lyl<a T Y yl>a \T —Y Y

sgn ) 1 1
= vp/ g—(y)dy—I— lim ( -I——) sgn(y) dy
lyl<a T =Y N=oo Jocly«<N \T—Y Y

= I+1I.

Primeiro estimamos I,

% sgn 0 4q “d “
I - vp/ g(y)dy:vp/ y +/ Y_ _ up [ln]y — 2], — In]e -y
0

—a —a

= Inlz|-In|—a—2z|—In|r —a|+In|z| = 2In|z| — In|2z* — &?|.

Agora estimando 11 temos,

—a 1 1 N 1 1
Il = lim (/ ( ——) dy+/ < —|——> dy)
N—oo \J_y \Y—T ¥ « \T—Y Yy

= lim ([m ly— 2| —In|y]]~% + Infy| — In|z — yHiV)

2
- 2_ 2 _ 2 2
- ]\}11(1)0 {ln|x2_N2|+1n|aZ —a |—21n|a|} =In|z* —a*| — 2In]al.

Entao,
T Hf(x)=2In|z| —2In|al,
portanto, ignorando a constante temos
2
H(sgn(z)) =~ In|z|
m

Assim, In |z| é uma fungado BMO.

4.2.2 A Desigualdade de John-Nirenberg

Agora examinaremos a razao de crecimento de func¢oes em BMO. Sabemos que a fungao

lnﬁ ,se |z <1
0 ,se |x) >1

fz) =

esta em BMO(R™).
Seja I = [—a, a], entdo

1 1 a 1 1 @ 1
= — dr = — In—der=—-2 In—-d
I m/If(””” 2a/_a“|x\ "= % /o“p P
1 a

1
— | Wmpdp=—[plnp—1]*=1—1Ina.
a/o n pdp=—=[p(ln p—1) na
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Dado A > 1, temos

Hxel:|f(x)— fi| > | =|{x €[—a,al: > A}

1
In (—) —1+1Inlal
||

ln<i) >A+1—-Ina

|z]

como

e |z| < e = ge=A~1 entdo
1
Hzel:|f(x)—fil>A=|{zel:|z]<ae '} =2ae "= Ee_’\m.

Portanto,
{z e I:|f(x) = fil > \}| < Cre™ 1],

comCi=eleCy=1.

Teorema 4.2.2 (Desigualdade de John-Nirenberg). Seja f € BMO. Entdo existem constantes

C1 e Oy, dependendo sé na dimensao, tal que dado qualquer cubo QQ em R™ e qualquer A > 0,

[{z € Q:f(2) = fol > A} < Crem @V lmme|q). (4.2.7)

Demonstracao: Como (4.2.7) é homogéneo, podemos assumir sem perda de geralidade
que ||fllBamo = 1. Entao

1
sgp@/Qu(x)—erdx— 1

e assim

@ /Q (@) — foldz <1 (1.2.8)

Agora formamos a decomposi¢ao de Calderon-Zygmund de |f — fo| em @ em altura 2. Esta
fungdo é integravel por (4.2.8), tomamos @) e bisectamos seus lados e obtemos 2" cubos
iguais e repetimos isto para todos os cubos formados. Isto nos da uma familia de cubos

{Q1;} tal que

) If=fol £2qtp. 2 ¢ U;Qu

1 1
i) 101 = 3101 < 5 | 1@ = saldr < jla

ii) 2 < _IQ;]'I me |f — foldz < 27!

e temos

1

< — |f(z) — foldx <27
‘lej‘ Q1,5

1
|fQ1,j - fQ‘ = ‘m/@lj(f(x) - fQ) dx
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Agora, em cada cubo Q1 ; formamos a decomposi¢ao de |f — fo, ;| em altura 2. De novo

por suposicao temos
1

Q1] Jo,

Entao obtemos uma familia de cubos {Q1 %} o qual satisfaz:

|f(2) = fo.,|dx < 1.

i) [f(z) = fo,l <2aqtp. z€Qrj\ UrQujx

. 1 1
) el < 1760~ ol < e

1,

i) 2 < £(0) — o, |do < 204
|Q1=j=k| Q1,5.k ,

e temos |fQ1,j,k - fQ1,j| < 2mH
Seja Q2 = UpQ1 jx entao

1 1 1 1
U @il = 102l < 30 511l < 5 - 5101 = 510
J J

ese x ¢ U;(Q)y; temos

‘f(l’) - fQ’ < |f(£L‘) - le,jl + ‘le,j - fQ’ < 2+2n+1 <2 2n+l.

Repetimos este processo indefinidamente. Entao para cada N obtemos uma familia de
cubos disjuntos {Qn;} tal que

|f(z) = fol SN -2""" sex ¢ U;Qn,

1
Z|QNJ| < 2—N|Q|

Agora fixamos A > 2""! e seja N tal que N2"t1 < X\ < (N +1)2"*L. Entao, observamos
que

{ze@:[f(z) = fol > A} CU;QNy
De fato, se |f(x) — fo| > A, entdo |f(z) — fo| > N2"™! e assim x € U;Qy ;. Portanto

(1€ Q:1f(@) — fol > A} £ 3" 1Qwal < 5lal = e 22(q)

Se fazemos Cy = log2/2"2 y como A < (N + 1)2""! < 2N 2" entdo

€_N10g2’Q‘ — e—N2n+QCQ|Q’ — 6—2N.2n+102|Q| S €_CQA|Q‘.

Assim, {x € Q : |f(z) — fol > A} < e Q|
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Agora, se A < 2"t e se Cy = log2/2" entdo temos

log 2
Co\ < %2”“ = log V2.

Portanto

{1 €Q: |f(2) = fol > A} < Q] < V20| = Ve O|Q)

assim podemos tomar C; = v/2.

Corolario 4.2.1. Para todo p, 1 < p < 00

1/p
Il = sup (ﬁ /Q f(x) - fQ\sz)

¢ uma norma em BMO equivalente a || - || ao-

Demonstragao: Temos que mostrar

Cllfllaro < N fllvp < Gyl fll Bmo-

A primeira desigualdade é imediata pela desigualdade de Hoélder porque

[ e-salar < ([ 170 - sapae) " ([ ae)”

1/p 1/p
10 ([ 17@) — forde) =101 (= [ @) - folrde)
Q Q| Jg

entao || fllsao < [|f[l+p-
Para mostrar a segunda desigualdade, temos pela equacao (1.3.6) aplicado a f — fg e

pelo Teorema, 4.2.2

/If(w)—fczl”dfc - / PNz € Q: f(x) — fol > A} dA
Q

0

< Cl|Q| /Oop)\p_le_CQA/HfHBMo d\.
0

Fazemos a mudanca de varidveis com s = Cy)\/| f|lsmo, entdo A = S”fgﬂ e d\ =
2

Hf’g%o ds, portanto

1 N Wsaro o1 -s IS llBaMoO

— z)— folPde < C / D L P e e (s

g e —sabda < o | TGk c.

p 0o
el [7 o1 45 = 0y ) o
(C2)P Jo
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entao 1
1 P
(@ /Q |f<x>—fQ\de> < Gl lmaro

e assim,

[Fllep < Coll Fll Brso-

O
Corolario 4.2.2. Dado f € BMO, existe A > 0 tal que para qualquer cubo @,
1 / NF ()~ fol
— [ eVWTeldr < cc.
Q1 Jo
Demonstracgao: Pelo teorema 4.2.2 temos
/ AN -fal g — / NN € Q- |f(x) = fol > 1} di
Q 0
< / AN CyeCat/Iflnsio| Q| it
0
Portanto se 0 < A < Cy/|| f|l Bmo temos,
1 o
—/ M@ =fol gy < C’l)\/ eP=C2/IflBao)t gt — CON(Co/ || f |l Baro — N) 7L < 0.
Q1 Jg 0
O

Além disso, a prova do Corolario 4.2.1(com p = 1) pode ser adaptado para provar que a
reciproca da desigualdade de John Nirenberg (Teorema 4.2.2) ocorre.

Corolario 4.2.3. Dada uma funcao f, suponha que existem constantes Cy, Cy e K tal que

para qualquer cubo QQ e A > 0,

{z € Q:|f(x) — fol > A} < Cre”VE|Q)

Entao f € BMO.
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Capitulo 5

O Teorema T1

Neste capitulo retornamos a questao considerada no capitulo 3: dado um operador Calderon-
Zygmund T com ntcleo associado K, quando é T limitado em L2?? Se T é um operador
convolugao, o problema se reduz a provar que K € L*®. Para operadores que nao sao
operadores convolugao o problema é muito mais dificil. Em algums casos, um resultado
devido a M. Cotlar é util.

Lema 5.0.2. (Lema de Cotlar) Seja H um espago de Hilbert, {T;} uma sequéncia de ope-
radores lineares limitados em H com adjuntos {17}, e {a(j)} uma sequéncia de nimeros

nao negativos tal que

N LT | ey + T T ooy < ali — j).

Entao para todos os inteiros n e m, n < m,

Sr| < 3w
Jj=n L(H) 1=—00
Demonstracao: Seja
S=>"T,.
j=n
Entdo ||S| = ||SS*||'/?; de fato, para qualquer inteiro & > 0, ||S|| = ||(SS*)*||'/?*. Mas,
Z 1;,T7,, assim
J1,J2=n

*\k * *
(SS*)F = Z 1,15 ... Ty TS,

J1yeeesd2k="N

e a norma de cada somando pode ser limitada em duas formas:

| T;, T

Jitg2 J2k 1 J2k‘

| <N Ny T, Nl < @iy = J2) -+ aGan—1 = Jor)-
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1T, T T+

J1"g9 " ]2k 1 jgk”

< NTulNTH Tl - TG, T I, I
< a(O)l/Qa(jQ — J3) -+ ajor—2 — J2k71)a(0)1/2'

Se tomamos a média geométrica de ambos limites temos,
T35, - Ty T, || < a(0 0)2a(jy — ja)2a(jy — j3)2 . . a(jor—1 — jor) /2,

somamos sobre todos os j; e obtemos

m

1SS < a(? > ali — j2)alia = js)/* . . aljor—1 — jar) ">,
J1yej2u=n
Fixamos ji,..., jox_1 € somamos sobre jor; entao somamos sobre jor_1 € assim até j;. Por-

tanto
o 2k—1
1(SS*)*|| < a(0)"*(m —n + 1) ( > WWQ)
onde m —n + 1 é o namero de termos os quais aparecem quando somamos em j;. Logo,

2k—1

||SH _ H(SS*)kHl/Qk S (a(0)1/2)1/2k (m 4+ 1)1/2k ( Z a(z’)l/2>

1=—00

P

_ a(0)1/4k:(m —n4+ 1)1/2k ( f: a(i)l/Q) 2k

1=—00

e se fazemos £ — oo obtemos
[ee]

ISI< Y a2

1=—00

O

Exemplo 5.0.4:(Uma aplicacio & transformada de Hilbert). Seja H = L%*(R) e para
[ € L*(R) defina
—1
T, f(z) = / fla—1) dt
2ic)i<2itt L

Para cada inteiro j, temos

— 1
Tif(x)] < / ACt)| PR o — )] dt
dicp<2itt  |t] 27 J i<
4
— . — )| dt <4Mf(2),
s [ =0l < ab )

assim T} & limitado em L*(R).
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Usaremos o Lema de Cotlar para provar que qualquer soma finita dos 7j’s é uniforme-
mente limitada, o qual por sua vez prova que as integrais truncadas da transformada de
Hilbert sao uniformemente limitadas.

Se fazemos Kj(z) = 7 'xa, (), onde A; = {z € R: 2/ < |z| < 27*1}, entao T f(x) =
K f(z). Como < Tjp, ) >=< ¢, T;1) > temos,

< Tyt > =l/T()w(Mx—/UQ*@@meM

:/(/Kx—t )dt)w dx-/(/K (x— 1) ¢ )dx)gp(t)dt
- [([ma-au0) s as

0= [ Kt =)ot dt = - [ Kyfe = 00(0)dt =~ 5 0)la) = ~Tyw(o).

Portanto, como T} = —Tj, s6 precisamos estimar || T;T;|. Mas, T;T; f(v) = K; * K; * f(),
logo

assim

1T < (1S5 B[

Sem embargo,

1 1
K, % K(z) = / X ()~ — 1) dt.
R rx—t

Sem perda de geralidade podemos assumir que 7 < j e x > 0. Entao, K; * K; = 0 se
x ¢ (27 — 201 291 4 211 6 neste intervalo

— t’XAi (t)xa,;(x —t)dt

1 1
K+ Kj(z)] < /—
r |t] |z
1 1
= — ———xa,(t)dt
/2j<|a:—t|<2j+1 t] |z — 1]

1 / 1
< = T XA (t) dt
2 Jjo—t<arnr [

se |[x —t] < 27Tl e x € (27 — 20F1 29FL 4 21F]) entdo ¢t € (=27 — 201 2772 4 271y ¢ como
A; CA{t:te (=27 — 20 252 4 211 temos

1 1
|Kix Kj(2)] < > Xa, (t) dt
—27 =201 <t <27 +2 4 21+1 |t|
1 1 1 1 ,
2 Jaici<ain |t| 202" Joyicicgin

Usamos esta estimativa nos intervalos (27 — 201 27 4 2¢F1) ¢ (2711 — 2041 2+1 4 9i+1)  No
resto do intervalo, ou seja (27 + 271 271 — 27+1) temos que se t € A; entdo z — t € A,

assim XA; (t)XA] (l’ - t) - XAz(t> € CoImo

11 1 1
[paa= [ Sao
t x X Joicpcitl t
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entao

1 1

K« K;(z)| = |t
Ky % K () —

1/ 1 1 1
[5( ——)mﬁw4§/ L
rt\z—t x gicteaitt [t]

mas, como |z| < |z — at| + |at] < |z — at| + [t] < |z — at| + 27! entdo z — 27T < |z —at] e

assim temos

1 1 bt Lot
[ ] < [
r—t x o (z—at) 0 |z — ot
< sup |t| < |t|
T 0<ast |z — ot T (x—20H)?
entao,
1 1 L
K« K;(2)| < — —dt < — dt =220
| ]( )’ N /21'<t<2i+1 (37 - 2Z+1)2 T 2% 2i<t<2it]
portanto,

| K * K| < 027141,

e esta estimativa nos permite aplicar o Lema de Cotlar como queriamos.

5.1 Exposicao e Aplicacoes do Teorema T1

Seja T : S(R") — S’(R™) um operador linear e continuo. Deste modo, para todo par de
fungoes f,g € S(R™) o valor de (T'f,g) esta definido. Decorre do Teorema do Nicleo de
Schwartz a existéncia de uma distribuigao K € S'(R™ x R") tal que (T'f,g9) = (K, g ® f).

Nesta secao suporemos que a distribuicao K coincida, fora da diagonal, com uma func¢ao
localmente integravel que ainda satisfaz as condiges (3.0.11), (3.0.12) e (3.0.13). Além
disso, a seguinte relacao entre K e T ocorre: Se f € S tem suporte compacto, entao a
distribuicao T'f concorda com a funcao

Tf(x)= | K(x,y)f(y)dy, x¢supp(f). (5.1.1)

Rn

Neste caso, dizemos que o nucleo K é um nticleo padrao e o operador T' com tais pro-
priedades é um Operador de Calderén-Zygmund.
O operador adjunto T* é definido por

(T*f,q)=(f,Tg), f,g€SR").
Este operador é associado com o niicleo padrao K*(x,y) = F(% 7).

O objetivo principal desta secao consiste em estudar uma condicao necessaria e suficiente
para que um operador de Calderén-Zygmund possua uma extensdo limitada em L2. Antes,

exibiremos algumas defini¢oes necessarias.
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Definigao 5.1.1. A funcio ¢ € C°(R") € dita funcao teste normalizada se:
i) supp (¢) € B(0,1);
ii) Eziste N > 0 tal que ||0%¢||L~ < 1, para todo |a| < N.

Defini¢ao 5.1.2. A funcio ¢ € CX(R™) é dita funcao teste normalizada com respeito a
bola B(xg, R) se:

i) supp (¢) C B(zo, R);

1
, para todo |o) < N, x € R™.

ii) Eziste N > 0 tal que |05¢(z)] < Tl

OBSERVACAO 5.1.7: Se ¢ é uma funcdo teste normalizada, entdo ¥ (x) = ¢ (x ;%:c(]) ¢

fungdo teste normalizada com respeito a bola B(xg, R).

Definicao 5.1.3. Um operador linear T' é dito restritamente limitado se para toda funcao

¢ teste normalizada
i) T(¢™F) € L*(R").

ii) Eziste A > 0 tal que
TR |5e < A R (512)

para todo xg € R™ e R > 0, com A independente de xq, R, ¢.

Proposicao 5.1.1. Se um operador T ¢é limitado em L?, entdo T ¢é restritamente limitado.
Demonstracao: De fato,

2
r—XT
o = [ o iopan= [ o (250

= R”/ |p(z)|* dz < R |B(0,1)| = C,, R",
B(0,1)

assim,
1T )z < TN 6™ |2 < |ITCy, RY? = ARM2,

Seja
CohH(R") ={feCx: / f(z)dx = 0}.

n
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Definicao 5.1.4. Dado f € C°NL>, dizemos que T f € BMO se existe uma fun¢ao b € BMO
tal que

(Tf,9) = (b g)
para todo g € CZp.

Afirmamos que se f € C5(R") entao Tf € L'(R"). De fato, se f € Co(R"), existe
R > 0 tal que supp (f) C B(zo, R), seja B* = B(x¢,3R)

Tf(x)|dx = |Tf(1:)|dx+/ |Tf(x)|de =1+ J.
Rn B* (B*)c
Primeiro estimamos J, se x € (B*)¢, entao |z — xo| > 3R, y € B(xg, R) assim |y — xo| < R

Lmemwﬁzémmw—mawmw@
stéwww—Mmewwy

Tf(x)] =

Como |z —xo| < |z —y|+ |y — 20| < |z —y|+ R < |x—y|—l—@ entao |r —y| > 2|z — x|
e pela condicao (3.0.12) temos,

Tf(z)] < /]m y’n+6 fly)ldy < CAR |x_x0‘n+§d
1

|a: _ x0’n+6 - |3,j _ x0|n+6’

e assim,

d o n—1
[ wreeson [ o [
(B*)e s

dp=C"R°(3R)™° < 0.
le—zo|>3R |I’ - x0|n+6 R pn+(5 ( )

Agora estimamos I, dado supp (f) C B(zo, R), existe ¢ € C(B(0,1)) tal que f(x)
zo,R
o (I ;{x()) e assim, f(z) =C (%) (z). Seja ¢ = ¢

o entao 5 é funcao teste normali-
zada, portanto f(z) = qumo’R(a:).

| i@

Portanto T'f € L'(R"). Analogamente, T*f € L'(R"). Enunciaremos
T(1).

T(C 6™ ") (x)|dw = C |T(<$“O’R)(ﬂf)| di
B*
< CHT(%@,R)H ‘B ‘1/2 < C/Rn/ZRn/Q CO'R".

a seguir o Teorema
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Teorema 5.1.1 (Teorema T1). Seja T' um operador linear continuo de S a S’ associado a
um nicleo K(x,y) satisfazendo as condigoes (5.0.11), (3.0.12), (5.0.13) e (5.1.1). Entdo,
T se estende a um operador limitado em L*(R™) se, e somente se, T e T* sao restritamente

limitados.

Demonstracgao: Suponha que 7' é um operador limitado em L?*(R"), entdao T* também é
limitado em L?(R™) e assim T e T* sao estritamente limitados.
Para provar a reciproca, consideraremos dois casos

Caso 1: T e T™ que satisfazem

/Tf(a:)dx:/ T"f(x)dr =0, paratodo f € Cgy.

O proximo passo consiste em encontrar uma decomposicao diadica do operador T'. Seja
® e CF, supp (®) C B(0,1), [ ®(x)dz =1, e para cada f € C, definimos

ij = f % CI)Q—j

onde ®y—;(z) = 2" P(2x).
Definimos o operador A; = S; —S;_; assim,

Ajf(x) = () = Sj1f(x) = [+ Poi(x) — [+ Posni(z) = [ (Pyg — Pyjrr)(2)
= /f x—y) 2P (2y) — 2"0 7N (27 )] dy

[ 1= |22 (o -2a (22))| a

Tomando V(z) = ®(z) —27"P (§>’ notemos que [ U(z)dz = 0. Assim temos,

= /f(x —y) 2Y0(2y) dy = (f * Vas)(2)

portanto A;f = f*x Wy—;.
Observemos que se f € S entdao S;f — f em S quando j — +o00. Como 7T : S — &

¢é continuo, temos que

T(S;f) — Tf em S

Também notemos que se f € &', entdo {S;f} ¢ uma colegao limitada em S’ e S;f — f em
S’ quando j — +o0.
Entéao, para todo f € S(R"),

lim (S;TS;))f=Tf em S
De fato, seja ¢ € S(R"),
((S;TS;)f = Tf o) < (ST85)f = (ST f, ) + (ST f =Tf )| =T+ 11
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Como T'(S;f — f) € S' e porque {S; o T'(S;f — f)} é limitado em S’ temos que

I=(S;oT(S;if =) <Co D> pas(Sif —f)

|| <m,|B|<n

e como S; — f em S entao I — 0 quando j — oo.
Como S;f — f em &', temos que S;Tf — T f em & quando j — oo, entdo existe

70 > 0 tal que para todo 7 > jg temos
IT=[S;Tf—=Tf p)| <e/2

assim I/ — 0 quando j — oo.

Agora afirmamos que, se f € S, entao

lim (S;75;)f =0 em &'

j——00

De fato, primeiro observemos que quando f € S,

(S3/)(€) = J(&) - (@2-0)(€) = F(€) - 2(27¢),
assim, pela formula de Fourier inversa,

1
(27)"

S,f(x) = / (S, (€ dE = C, / e F(€)B(27g) de.

fazendo mudanca de variavel 277¢ = ) temos
(@) =C [ e fain)@n)2 dy = 27 [ =0 gy aBln)
=02 / M fyy 5 ) (1) dn = C2IF TV F(for 5 B)())(2x) = C2(fo  ®)(2)
Assim { fy; * @} ¢ limitada em S quando j — —oo. Portanto,

15 ()] = €279 fyy + D(22)] < C2 sup | s * B(2)] < C2,

z€R™
e assim lim S;f(x)=0.
j——00

Logo, existem constantes C' > 0, N > 0 e jp € R tal que

Pes (f”; q)) <1

.
para todo |al, [6] < N e j < jo. Seja ¥; = fo; % O, entdo p, s (ﬁ) < 1, para todo |a/,

Note que a desigualdade (5.1.2) continua ocorrendo para qualquer ¥ € S(R") e p, (V) <,
lal, |6] < N. Assim

i () = CV"(f + ®)(272) = C2"WI (V) = 2" (W)
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entao,

TS;f(x) = C'2"T

()]

‘ < Cl2jnA(2—j>n/2 _ A/an/2.
L2 =

e assim,

ITS; f ]|z = C"2

T |(w;/0)2

Portanto, lim ||7°S;f||r2 = 0 e assim T'S;f — 0 em &', entdo S;7'S;f — 0 em S’ quando
j——o0

J — —o0.
Assim,
= > (STS; = 8;.T5S;)
j=—00
De fato,
o0 N
D (SiTSif = 8juTSf) = lim Y (S;TS;f = 5;1TSj1f)
j=—o00 j=—N
- th SNTSNf —S_naTS_n-1f
— Tf-0=Tf.
Entao, quando f € S,
Tf = Y (STS;if —S;.1TS;-1f)
j=—o00
= > (STS;f = SaTSif)+ Y (S;aTSif = 84TS; 1 f)
j=—o00 j=—o00
= D (S =S )TS;if+ D (S4T(S; = S1)f
j=—00 Jj=—00
ljl<N lil<N

Consideraremos separadamente cada dos ultimos dois somandos e escrevemos primeiro
Notemos que sempre que f € S e &, ¥ € C2°, entao

fro= [ @) dy

onde ®¥(u) = ®(u — y); e (a* U)(x) = (o, U®) para qualquer distribuicio temperada o,
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onde U%(u) = ¥(x — u), assim temos que,
T+ ®) W) = ((F0).97) = [ T(F <)) 0"() s
= / { RnK(z,w)(f*CI))(w) dw] U (2) dz
_ / B (2) [ [ K / B (w) £ (1) dydw] i
= [ [ wewweerw i o
= [ s e ay

= [ @) dy

Tif(z) = Dj(T'Sif) () = (TS;f * Vami) () = {[T(f * Pos)] * Ui } (7)),
Tif(z) = . Kj(z,y)f(y) dy
onde

Kj(,) = (T(®},), 95-)
e K; satisfaz as seguintes propriedades:
1) |K; ()] < A- 29 min{L, (27]z — y[) "},
2) |0200 K ()| < Agy - 2070190 min1, (27] — y|) 0},
3) Jen Kj(z,y) dy = 0, para cada x € R" fixo, e
4) [on Kj(z,y) dz = 0, para cada y € R" fixo.
De fato,
1) Como supp (®Y_;) C B(y,277) e supp (¥2_;) C B(z,277), entdo
By (x) = 2"V (x) e Ui, (y) = 2 (0)"* 7 (y),
assim como 7T’ é restritamente limitado temos

K, y)| = [(T@70927), 2 (1)"27)| < 2297 A2y = A 27,
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Primeiro suponha que |z —y| < 2-277. Assim 2"t(27|z — y|)™™ % > 1, entdo
min{1,2"*(2/|z — y|)~"~°} = 1, portanto
[Kj(2,y)] < A-2"min{1,2"7(2 |z — y|) ™"}
< A-2M min{2"+0 2|z — y|) 70
= A2 9 min{1, 2702 |z — y|) %)
= A" 2% min{1, (2]z —y|) "}

Se |z —y| >2-279. Como supp (®4_;) C B(y,277) e supp (¥2_;) C B(z,27971), entdo
B(x,277)N B(y,27971) = (), assim

K(r.y) — / [ Ko 00 ) dudo

— /ncpg_j(v) (/n(K(u,v) — K(2,0))W%_, 1 (u) du) dv.

Como |u—z| <279 Jv—yl <27 e|z—y|>2-277 entdo 2-277 < |z —y| <
|z —v|+|v—y| <|r—v|+27, assim [z —v| > 227771 > 2|u — z| e usando que
K (z,y) é um nicleo padrao temos que,

5
| K (u,v) — K(z,v)] < A’|—1|L|+§, se |z —v| > 2|z — ul,

e como |x —v| > @, obtemos

u|6
K(a,y)] < / / W B2, ()| 9L (v)] dudo

d(j+1)
S A- 2n+6/ / | |+6|2]+1 ”\If(?”“(x—u))||2jnc1>(29(v_ ))|dudv
n n :L‘—y”
A - 92n+2jn 07 - A
= e L et wle@ e -yl

CpA-2m.270% 4 2707

|:L._y|n+5 - |$_y|n+6'

Assim temos que

"

(K y)| < A2 Ve —y| 70 = o - 2 min{1, 20 (2 o — )T

< A" 2" min{1, (2)z —y|) "}

2) Como 98(®Y_) = A2 B(24(z — )] = 2TIIF DI (z — y)) e
0y (U55) = 0J[27" W (Y (x — )] = 2" VP (2 (2 — y)),
entdo temos por 1),

’a;ang(x, y)| < Augs - o(n+lal+[B])j min{1, (2j’x . y’)fnﬂ;}.
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3) Se [ K;(x,y)dx = 0 entdo

[ mr@a= [ [ menrmad = [ ([ g a-o

e se [ K;(x,y)dy =0 entdo

/Ranf(x)dx:/n 5 Kj(y,x)f(y)dydm:/nf(y)( RnKj(y7x)d“") dy— 0

Assim as condigOes 3) e 4) sdo equivalentes as expressoes

/n T! f(x) do = /R T f(x) dx = 0 (5.1.3)

para todo f € C.

Para provar (5.1.3), primeiro observemos que se F' € L' e como [ ¥ = 0, entdo pelo
teorema de Fubini temos

/nAj(F)(a:)dx _ /RH(F*\IJQj)(x)dx:/n/nF(y)\Ifgj(w—y)dydw

- / F(y) (/ 2 (27 (x —y))da:> dy =0

Sem embargo, se F' € L? entdao [,,(A;(F))(x)dx ndo pode ser zero porque A;(F)
pode nao ser integravel em R™.

No entanto, se F' satisfaz as condicoes especiais

|F(x)] <AL+ |z|)™ (5.1.4)
5
e |[Flx —y)— F(x)| < ﬂ‘ﬂ% para |z| > 2|y, (5.1.5)

com algum ¢ > 0, e como [ W =0, entdo A;F podemos escrever como

/n(AjF)(l’> dx = /n /n[F(x —y) = F(2)| Wy (y) dy du,

e note que podemos aplicar o teorema de Fubini porque a integral double indicada

(em R™ x R™) converge, assim /]R A (F)(z)dz = 0.

Retornando agora a prova de (5.1.3), note que como f € C2°, entao S; f é um miultiplo
de uma funcio teste, e como T é restritamente limitada temos que T'S;f € L*(R").

Temos que fora do suporte de S; f, escrevemos T'S; f como

150w) = [ [ K- dyd:
= N+ F
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onde F} € L? com suporte compacto e portanto Iy € L', e F, satisfaz as condicoes
especiais (5.1.4) e (5.1.5). Pelas observagoes anteriores, vemos que

/nij(x) dr = /R" ATS;f(z)dx = 0.

Para provar que / T;f (z)dr = 0, primeiro observemos que T} f = SIT*AGf, da

n

mesma forma feita anteriormente temos que / A% f = 0 e por hipoteses temos que

/T*A;f:Oeassim

/n - /n /HT*A;f(x—y)‘Dzj(y)dydx
- /n%_j(y) (/nT*A§f($—y) d:v) dy = 0.

Assim, T; f(x) dz = 0.

Rn

Para completar a prova precisamos estimar a norma de 7;T; como um operador em L.

Como

7T (z) = Ki(z2)Tf(2)dz = | Ki(z,2) | Kj(2,9)f(y) dydz

R’!L R’!L RTL

- [ ([ R )

entao temos que o nicleo deste operador é
kij(xvy) = ?i(27x>Kj(Zay)dZ'
Rn
Mostraremos que

{IIT@T;H <27%i—j|, e (5.1.6)

ITTs|l < 27fi — ]
para cada expoente fixo ¢, com 0 < ¢’ < 4.

Para isto consideremos primeiro o caso quando ¢ > j. Entao
kij<xa y) - /Fi(z7 ‘T)Kj(zu y) dz — Kj(xa y) /?2(27 I) dz
— [ Rl ) - K ds

pela condicao de cancelagao de K.
Se u estd no segmento de linha entre = e z, entao

(2]u—yl) ™" < A2 — o) + (2] — y) )
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Da propriedade 2) que K satisfaz, e do teorema do valor medio observemos que

(2, y) — Kj(a,y)| < A 20 ming1, (29]u — )™}z — af”
< A2z o min{(2]x - y) "+ (2] — ).

Usando isto, junto com a estimativa
|K(z,2)] < A-2"min{1, (2|2 — )"} < A-2"(1 + 2|z — z|) ™%}
mostra-se que
byl < [ IRzl - K)|ds
< A0 Lo 4 9| — g0

se ' < 4.
Assim,

1
1+ 27|z — y|)»to

o ‘ 1 . 1
= A. 2007 { / on : dy + / 2nd : dy
w1 (L 2]z —y)*e wlear (1 + 2]z —y|)mto

— A/ . 25/(‘]'—7;),

|kij($,y)| dy < A- 25’(j—i)/ onj a
Rn R (

e também
ki (2, )| da < A 2960,
Rn

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, se f € S(R™) temos

T = [ | ke dy

[ (L mseaan) ([ wselisora)

< A2 / kg, )| def y) dy < A" - 270D £2,,
n Rn

2

dx

IN

e assim,
1T Tl 22,22 < c2-%=l | quando i > J.

A prova para i < j é similar, exceto quando pomos
bole) = [ R0 de - Rilwa) [ Kz s

— /[Kz(z,x) —Ei(y,x)]Kj(z,y) dz.

A situagao para T;T} ¢ também similar, mas aqui os niicleos K; e K sao substituidos
por seus adjuntos. E assim, temos que

ITT5 | 2 e < ¢~ 0=l
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Portanto pelo Lema de Cotlar (Lema 5.0.2) temos que

¢ limitado em L2

Um argumento completamente paralelo também cumpre para

e assim nosso teorema esta agora provado para aqueles T' que satisfazem

/n Tf(z)de = / T*f(z)dz = 0.

Caso 2: Operadores arbitrarios T’

Lema 5.1.1. Dada uma funcao b € BMO, entao existe um operador Calderon-Zygmund L
tal que L1 =b e L*1 = 0.

Demonstracao: Sejam ¢ e 1 funcoes teste em S(R™) as quais sdo suportadas na bola

unitaria e como ¢ é positivo e tem integral 1 e 1 tem integral zero. Define o operador L por

dt

Lf =c [ o (o6 DT,

onde ¢ é uma constante que sera fixada abaixo. Provaremos que o ntucleo de L satisfaz as
estimativas padrdo, que L é limitado em L?, e que L1 =be L*1 = 0.

(1) O tamanho do nicleo.
O nucleo de L &
dt

K(z,y) :c/ooo [ o= bt~ ) dz% :c/ooo Ki(r.)

Fixo z € R", seja () um cubo com centro z e lado 2¢, e seja by a média de b em Q.
Entao como ¢ tem média zero, entao bg fQ U (z —y)dy = 0 e assim,

(s iE) = | [ otz =)o) —ta) o] = | [ o (52 60 - o)y

t

1
<. ___

N QI Jg

o (57| o) = teldy < 2ol ol
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portanto,

[Ki(z,y)l < | [u(e = 2)[[ (e x ) (2)[[ (2 = y)| dz

R7L
1 z
Ny
/Rn tn

2TL
s—wwmwwmwmw/r@w—yﬂw
Cl

= bll, < —|b
< tn”¢“L1H b= S lblls-

)| s Dotz = vl d:

Como ¢ e 1 sdo suportadas na bola unitaria, entdo Ki(z,y) = 0 se |z —y| > 2, e
—n—2
assim temos que (1 + @) > 372 entao,

—n—2
ol < clofe (14 272)

de isto segue que

> dt o0 o t+ € — —n—2
K (2, y)] SO/ Ko, y)] scubu*/ / (#) "
0 0
1

o t o0
:C'b*/ dtSCb*/ dt
O il S Cn P T
t+ e —y) " C|b]].
o, (=Y _
n 0 |z =y

Por argumentos analogos podemos provar que

\V.Ki(z,y)| = ‘/ t"“wt 2) (¢ % b)(2) (2 — y) dz

< thII%DIIL Bl ll9" Nl < 18]l < tnﬂllbll*,

e da mesma forma |V, K;(z,y)| < ||b]|, entao

tn+1

(VoK (2, y)] + |V, Ki(x,y)] < CJb|l .t (1+ |2 t y|) ,

assim temos que

Cllbll-

z —y[*

Desta desigualdade segue que K satisfaz as condigées de nicleo padrao (3.0.11),
(3.0.12) e (3.0.13) com ¢ = 1 e constante C||b||...

VoI, y)| + [Vy Ki(z, y)| <

(2) Limitagdo em L2.
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Seja g € S(R™) com ||g||z2rr) < 1. Entao pela desigualdade de Holder

wra)=c [ [ @on@oo @)« gle) T do

* dt  \"*? > dt
<e( [ [ weswrioe sortae) ([T [ woegwrat)”

o primeiro termo ¢é limitado por C|b||.|| f||z2(&n). No segundo termo aplicamos o teo-
rema de Plancherel,

(/OOO - Yy * g( )!2dxdt> (/ Rn‘ b gT(€)2 de )1/2
— (/ooo - IGEEEGE d£7)1/2

oo [ 2 1/2
- ( [ aor ( / @dt) df) < Cllgle

Portanto, (Lf,g) < ClIbl[Ifllz2llgllz> < Clb]l ]I f|lz2, assim L & limitado em L.

(3) L1=band L*1 =0

Para cada t > 0 temos que

(Ve x (e D) e % +))* = ¢y * (10 % D)ty * -).

Como v tem integral zero, temos ¥ * 1 = 0 e assim segue que
Il=c [ 6o (s i) =0
0
Agora, seja g € Cgg. Como ¢ tem integral 1, temos ¢; x 1(x) = 1, assim temos que

g =e [ [ sont@oo 1@ o) o

/ /n ¢t*¢t*g()d$—

Para que esta integral seja igual a (b, g), precisamos que

S d
C/O " *wt*g(x)% —y (5.1.7)

onde a integarl converge en H'. Se tomamos a transformada de Fourier vemos que

(5.1.7) cumpre em L? se, e somente se para qualquer & # 0,

o dt
e[ WPt =1

Como ) é radial, a integral ndo depende de &, e assim esta determinado o valor de c.
O
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Dado um operador T o qual satisfaz as condi¢oes do Teorema T1, suponha que T'1 = by
e T*1 = by. Entao pelo lema 5.1.1, existem operadores Calderén-Zygmund L, e Loy talque
L1 = by, L71 = 0, Ll = by, L51 = 0. Entao o operador T =T - L, — L tem a
propriedade de restritamente limitado porque L; e Lo sao limitados em LP e assim sao
restritamente limitados e o operador T satisfaz

lebl—bl—O:O e f*lsz—O—bQZO

Pelo Caso 1 temos que T & limitado em L2 e assim T também ¢ limitado em L2 e assim
concluimos a prova do Teorema T'1.

0
Dado um niticleo padrao K antisimétrico, isto é, K (z,y) = —K(y, z), podemos associa-lo

com um operador T definindo
<WQ—ENHMK@WMM@@M (5.1.8)

Pela antisimetria de K temos
<Tﬁm=§g‘%ﬂx—K@wﬁ@M@ﬁm@/ (5.1.9)

Entao somando (5.1.8) e (5.1.9),
Trg =gl [ Ko@) - (@) dyds

Adicionando e substraendo f(x)g(y) ao termo em colchetes e aplicando o teroema do valor

médio temos

/ K066~ o(0) + (76) ~ gty dy

Si[-|>*K@”W”fwﬂw@»—g@nwwdx+l/ K (.9l (4) = F@)lg(w)| dyda

le—y|>e
1
|z —y[n—t

1 !
<c | e =yl W)+ ) dydr < ' [ dyda
|lz—y|>€ ’ZC - y’

lz—y[>e

e assim a integral converge absolutamente, portanto

Tro) =35 [ | Kl - fwow)] dds

Este operador tem a propriedade de limitacao fraca.
De fato,

@i 03" =5 [ [ K [0 0063 ) — 072103 )] du o

A L (e () (el
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T—z __ y—z
R TEeR

Fazendo mudanca de variaveis =y, temos,

z z 1 n
@i oi") =5 [ [ BRI+ 2Ry + 20n0)a(o) — 6 (2)6a)] dyda
- Rn<TZ,R¢17 ¢2>7
onde T, p ¢ definido como em (5.1.8) com o nicleo K(z,y) = R"K(Rz + 2z, Ry + 2). Este é

um ntucleo padrao com a mesma constante como o nicleo K, ja que

C e
Rz —y)|* |z —y|

K (,y)| < R"-

Corolario 5.1.1. Se K ¢ um nicleo padrao o qual € antisimétrico e T é um operador

definido por (5.1.8), entao T ¢ limitado em L*(R™) se, e somente se, T1 € BMO.

Demonstragao: Como T* & associado com o niicleo padrao K(y,z) = —K(z,y) entao
T*1 = —=T1, e ja se mostrou que 7" tem a propriedade de limitacao fraca. Portanto pelo
Teorema 5.1.1, o resultado segue.

Exemplo 5.1.5:(Uma aplicacao do Teorema T1)
Definimos os comutadores Calderén-Zygmund

T f(r) = lim (A(:c) — A(y)) /) dy,
|z—y|>e

0 -y -y

onde A : R — R ¢é lipschitziana e k£ > 0 é um inteiro. Estos sao operadores como em

(5.1.8) com ntcleos antisimétricos

(A(z) — A(y))"
(x — )+t

Kk(xv y) =

Coroléario 5.1.2. Os operadores T, sdo limitados em L? e existe uma constante positiva C

tal que ||Ty|| < C*|| 4|5 .

Segue-se do Corolario 5.1.2 e da Definicao 3.0.4 que os T}s sao operadores Calderon-
Zygmund.

Outro operador que consideramos é associado com o nticleo antisimétrico

1
K(z,y) = — y+i(A(x) — Ay))

e ¢ relacionado a integral de Cauchy ao longo de uma curva de Lipschitz. Se ||A||p~ < 1,

entao

! 1 L (A - AW =
Ky)=— = =N it K, y).

Desta expansao e pelo Corolario 5.1.2 obtemos o seguinte,
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Corolario 5.1.3. Eziste € > 0 tal que se ||A'||p~ < € entao o operador associado com o

nicleo K é um operador Calderon-Zygmund.
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