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Resumo da Tese apresentada à UFSC como parte dos requisitosnecessários para obtenção
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Número de Páginas: xiv + 148

A coordenação semafórica é um problema importante parao funcionamento dos sistemas de
tráfego urbano. Nesta tese, examina-se o uso de métodos demodelagem e controle de siste-
mas a eventos discretos (SED) e sistemas hı́bridos (SH) pararesolver este problema. Primei-
ramente o problema de coordenação é modelado utilizandoautômatos hı́bridos. O objetivo é
a análise do comportamento do sistema através de resultados de simulação e verificação for-
mal de propriedades. Em um segundo momento, os sistemas de tráfego são modelados como
sistemas puramente discretos. A álgebra max-plus é utilizada para modelar e controlar vias
arteriais. Através da abordagem discreta é possı́vel al´em de analisar o comportamento do
sistema realizar sı́ntese de controle. A sı́ntese é realizada utilizando os conceitos de (A,B)-
invariância, e os resultados obtidos são aplicados em um modelo de tráfego para simulação.
Os resultados obtidos através da abordagem hı́brida e da abordagem discreta demonstram
que é possı́vel utilizar os métodos propostos para SEDs e SHs para resolver o problema de
coordenação semafórica. Os métodos obtidos podem vir acompor ferramentas para a análise
e tomada de decisão para apoiar engenheiros de tráfego.
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Traffic light coordination is a key aspect in the operation ofurban traffic systems. In this

thesis we apply formalisms for the modeling and control of discrete event systems (DES)

and hybrid systems (HS) to the problem of traffic light coordination. First, the problem

is modeled as a hybrid system using hybrid automata. The goalis to analyze the system

behavior through simulation and the formal verification of properties. We then model traffic

systems using a pure discrete approach. Arterial networks are modelled and controlled using

max-plus algebra. In addition to the analysis of the system behavior, this approach allows us

to realize controller synthesis. This synthesis uses (A,B)-invariance concepts, and its results

are applied in a traffic simulation model. The results obtained using the hybrid and discrete

approaches show that it is possible to use the formalisms developed for DES and HS to solve

the problem of traffic light coordination. These models can be used by traffic engineers

during traffic systems analysis to provide key insights on the various possible solutions.
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4.8 Autômato em alto nı́vel para uma interseção isolada .. . . . . . . . . . . . . . . . . 42
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4.16 Autômato refinado para segunda interseção . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . 49

4.17 Funcionamento das guardas considerando o tempo de deslocamento . . . . . . . . . 49

4.18 Autômato do semáforo S1 considerando as dinâmicas dos relógios . . . . . . . . . . 50

4.19 Blocos disponı́veis noCheckMate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.20 Modelo desenvolvido noCheckMate. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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6.33 Banda de verde gerada – Simulação 4 . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 126
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4.6 Guardas do autômato do semáforo S2 . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 48
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Caṕıtulo 1

Introduç ão

1.1 Motivação

Pela importância que tem na vida das pessoas, os sistemas detráfego veicular urbano necessitam

de técnicas de controle que garantam seu melhor desempenho. Em particular, um aspecto importante

do funcionamento do sistema de tráfego urbano é a coordenação das indicações semafóricas entre

interseções adjacentes, garantindo progressão veicular sempre que possı́vel. A progressão veicular é

desejada pois permite reduzir o número de paradas dos motoristas durante o seu deslocamento, au-

mentando o seu conforto. Além disso, possibilita a reduç˜ao dos ruı́dos, dos custos com combustı́veis

e da poluição gerada pela aceleração e desaceleraçãodos veı́culos.

Ao observar-se o deslocamento de veı́culos pelas vias de umacidade é possı́vel perceber que ali

atua um sistema hı́brido, no qual coexistem dinâmicas contı́nuas e dinâmicas discretas. As dinâmicas

contı́nuas são identificadas, por exemplo, no crescimentoe diminuição do número de veı́culos ao

longo das vias, e nos deslocamentos veiculares. Já dinâmicas discretas aparecem, por exemplo, nas

trocas semafóricas, identificação de bloqueios nas viase chegadas de pelotões de veı́culos em um

cruzamento. Dependendo da abordagem algumas dinâmicas podem ser definidas tanto como discretas

como contı́nuas.

A partir desta constatação, surge, naturalmente, a indagação de quais resultados da Teoria de

Sistemas Hı́bridos e da Teoria de Sistemas a Eventos Discretos poderiam ser aplicados na descrição

e operação dos sistemas de tráfego urbano. Outra pergunta que pode ser feita é se os formalismos

utilizados para modelar e controlar sistemas hı́bridos (SHs) e sistemas a eventos discretos (SEDs)

podem vir a ser mais adequados do que os disponı́veis para tratar o problema de modelagem e controle

de sistemas de tráfego urbano.

Atualmente se encontram poucas respostas na literatura de controle de tráfego urbano para as

questões apontadas, e isto ocorre devido a dois motivos:

• os formalismos e métodos de controle propostos para sistemas hı́bridos e a eventos discretos
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são relativamente recentes, tendo sido desenvolvidos commais intensidade a partir dos anos

1980 encontrando aplicação principalmente em problemasde automação industrial; e

• os trabalhos sobre modelagem e controle de tráfego urbano tem origem em métodos de oti-

mização e técnicas clássicas de modelagem, como as equações de escoamento de fluidos e os

modelos de seguimento veicular baseados em equações diferenciais [Gerlough e Huber, 1975;

Gazis, 2002].

As questões apresentadas motivam a busca de soluções para o problema da coordenação dos sis-

temas de tráfego urbano através das técnicas de análisee sı́ntese de controle de sistemas hı́bridos e de

sistemas a eventos discretos. Em particular, nesta tese, dois aspectos do problema são considerados:

• a análise do comportamento das filas geradas no sistema, visando avaliar a coordenação se-

mafórica e verificar propriedades;

• a sı́ntese de controle para garantir progressão veicular ao longo de vias arteriais.

Existem diversas técnicas de coordenação na literaturaque são baseadas no comportamento das

filas. Os formalismos para sistemas hı́bridos permitem modelar os aspectos contı́nuos dos sistemas,

portanto é satisfatório utilizá-los quando se deseja modelar as filas. Além disso, os formalismos per-

mitem realizar verificação formal de propriedades e então a capacidade de análise do comportamento

do sistema é incrementada. A verificação de propriedadesé interessante pois fornece ao engenheiro

de tráfego informações que garantem que determinadas situações nunca acontecerão, diminuindo as-

sim a complexidade do projeto de controle semafórico. Existem na literatura alguns trabalhos que

modelam os sistemas de tráfego urbano como sistemas hı́bridos, entre eles, os trabalhos de Lei e

Ozguner [2001], Febbraro e Sacco [2004]; Febbraro et al. [2001, 2003] e Tolba et al. [2001], e em

nenhum deles o problema de verificação formal de propriedades e sı́ntese de controle é tratado. Os

trabalhos citados apresentam propostas de modelagem para os sistemas de tráfego e os modelos são

avaliados através de resultados de simulação. Para simular os modelos são utilizadas estratégias de

controle baseadas em métodos de otimização.

Uma outra abordagem do problema de coordenação não diz respeito ao comportamento das filas.

Estas técnicas preocupam-se em sincronizar os semáforosde maneira que pelotões de veı́culos pos-

sam encontrar a maioria dos semáforos em verde, garantido assim a progressão veicular. Um pelotão

pode ser interpretado como um ponto, ou uma entidade indivisı́vel, e então imagina-se que modelos

puramente discretos podem ser promissores para resolver o problema de sı́ntese de controle. Um

sistema a eventos discretos é um sistema dinâmico que evolui de acordo com a ocorrência abrupta de

eventos fı́sicos, em intervalos de tempo em geral irregulares e desconhecidos [Cassandras e Lafortune,

1999]. Existem diversos formalismos que permitem modelar os SEDs, dentre eles é possı́vel citar as

redes de Petri, cadeias de Markov, teoria de linguagens e autômatos, teoria de diódies, e outros.

Um formalismo que tem sido aplicado com sucesso na modelagemde sistemas sujeitos a restri-

ções de sincronização é a álgebra max-plus [Baccelliet al., 1992], onde os sistemas são modelados
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como sistemas dinâmicos max-plus lineares. Os sistemas detráfego são sistemas onde a sincronização

é necessária, portanto a álgebra max-plus pode ser utilizada com sucesso para representá-los.

Muitos resultados básicos da teoria de controle clássicotem sua versão análoga em álgebra max-

plus. Em Katz [2007, 2003], por exemplo, a abordagem geométrica proposta por Wonham [1985]

foi adaptada para os semi-anéis max-plus. Assim como a formulação e solução de muitos problemas

é realizada através de espaços invariantes na teoria cl´assica, Katz [2007] formula o problema de

controle de SEDs através de semimódulos invariantes.

Com base nas afirmações anteriores, define-se nesta tese o problema de sı́ntese de controle com

coordenação semafórica como um problema de controle de SEDs. Tal problema tem sido tratado por

técnicas baseadas em métodos de otimização, por exemplo, o MULTIBAND [Gartner et al., 1990]. O

uso de formalismos de SEDs pode permitir a obtenção de modelos que descrevam explicitamente as

especificações da lógica de controle desejada pelo engenheiro de tráfego, algo nem sempre possı́vel

em outros métodos.

1.2 Objetivos

O problema abordado nesta tese é a coordenação das indicações semafóricas entre interseções,

onde se deseja estudar e examinar o uso de técnicas de sistemas a eventos discretos e hı́bridos para

modelar e controlar os sistemas de tráfego urbano.

Esta tese possui dois objetivos. O primeiro objetivo é propor uma técnica de modelagem para

os sistemas de tráfego urbano baseada na teoria de sistemashı́bridos, onde os modelos permitem

realizar análise do sistema por simulação e verificação de propriedades. O formalismo adotado para

o desenvolvimento desta técnica é o autômato hı́brido.

O segundo objetivo desta tese é resolver o problema de modelagem e sı́ntese de controle com

sincronização semafórica dos sistemas de tráfego urbano através da álgebra max-plus. Especifica-

mente, o problema estudado é o da coordenação semafórica de vias arteriais. Vias arteriais são as

principais vias de uma cidade, onde a fluidez do tráfego é desejada pois o fluxo veicular é intenso e

rápido. A solução proposta utiliza o conceito de (A,B)-invariância para obter um sistema controlado

com realimentação de estados.

1.3 Resultados Obtidos

Ao longo desta tese a coordenação semafórica dos sistemas de tráfego urbano é estudada sob a

ótica dos sistemas hı́bridos e sob a ótica dos sistemas a eventos discretos.

Os resultados obtidos ao modelar os sistemas de tráfego como sistemas hı́bridos são:

• a proposta de uma metodologia de modelagem dos sistemas de tráfego utilizando os autômatos

hı́bridos. Cada estado do autômato hı́brido representa umestágio do semáforo (conceitos sobre
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tráfego em Apêndice A), sendo desenvolvidos modelos individuais para cada cruzamento se-

maforizado do sistema. O acoplamento do sistema é realizado através da definição de guardas

do autômato hı́brido, permitindo assim a coordenação semafórica;

• além de obter modelos para simulação do sistema, é poss´ıvel realizar verificação formal de

algumas propriedades, ou seja, realizar uma análise do sistema. O número de interseções do

sistema influencia diretamente na possibilidade de realizar verificação formal de propriedades,

devido à complexidade computacional envolvida no cálculo do espaço de estados. As proprie-

dades verificadas nesta tese são traduzidas em um problema de alcançabilidade nos autômatos

desenvolvidos.

Ao estudar o sistema de tráfego como um sistema a eventos discretos as variáveis envolvidas na

modelagem são diferentes pois apenas dinâmicas discretas são consideradas. O principal objetivo é

implementar um controle com realimentação de estados. Osprincipais resultados encontrados são:

• a proposta de uma metodologia de modelagem dos sistemas de tráfego utilizando a álgebra

max-plus. O sistema é modelado através de grafos a eventostemporizados, e o problema de

coordenação semafórica é definido através de um conjunto de restrições que são definidas sobre

as transições do grafo de eventos. O método proposto por Katz [2007] é utilizado para obter

uma matriz de realimentação de estados que implementa o controle;

• aspectos relacionados à robustez do controle ao implementá-lo em um sistema real são discuti-

dos. A fim de avaliar os controladores obtidos os modelos max-plus lineares são implementados

em um modelo de tráfego para simulação.

Estes resultados foram apresentados à comunidade cientı́fica através das seguintes publicações:

Garcia et al. [2007, 2006a,b]; Garcia e Cury [2004b,a]. Além disso, os resultados de simulação

obtidos no Capı́tulo 6 serão submetidos para uma revista.

1.4 Organizaç̃ao do Texto

Este capı́tulo inicial apresentou a motivação do trabalho, os seus objetivos e um resumo dos

principais resultados. A organização do restante deste documento é apresentada a seguir.

No Capı́tulo 2 discute-se a coordenação semafórica, problema abordado ao longo da tese. São

apresentados técnicas de coordenação, modelos de filas esistemas de controle existentes na literatura.

O Capı́tulo 3 apresenta os sistemas hı́bridos. O formalismoadotado neste trabalho é descrito, no

caso os autômatos hı́bridos. Exemplos de sistemas hı́bridos e um breve histórico da pesquisa nesta

área também são citados.

Os resultados obtidos ao estudar os sistemas de tráfego como sistemas hı́bridos estão no Capı́tulo 4.

Uma proposta de modelagem para os sistemas através dos autˆomatos hı́bridos, bem como resultados



1. Introdução 5

de simulação e verificação obtidos através da ferramenta CheckMatetambém são apresentados neste

capı́tulo.

No Capı́tulo 5 a álgebra max-plus é estudada. São apresentados os conceitos básicos relacionados

com o formalismo. Além disso, conceitos relacionados aos semimódulos (A,B)-invariantes também

são descritos.

O Capı́tulo 6 apresenta os resultados referentes à modelagem dos sistemas de tráfego através da

álgebra max-plus. Além da metodologia para modelagem e controle, diversos resultados de simulação

são apresentados neste capı́tulo.

O Capı́tulo 7 apresenta as conclusões e algumas perspectivas futuras para a continuação deste

trabalho.

Por fim, o Apêndice A contém uma lista de diversos termos e conceitos correntes da literutura de

tráfego.



Caṕıtulo 2

Coordenaç̃ao Semaf́orica

Conforme visto no capı́tulo anterior, a sincronização entre semáforos de interseções vizinhas é

um aspecto importante a considerar no controle de tráfego urbano, pois permite uma progressão de

pelotões de veı́culos sem necessidade de parada em cada interseção, minimizando a poluição e gasto

de combustı́vel, além de aumentar o conforto dos motoristas.

Este capı́tulo apresenta o detalhamento do problema de coordenação e uma revisão das técnicas

empregadas na solução do problema.

2.1 Coordenaç̃ao entre Interseç̃oes

Quando interseções semaforizadas são localizadas nas proximidades de outras, o controle de cada

interseção isoladamente interfere no comportamento de chegada de veı́culos nas outras interseções.

Estas chegadas deixam de ser randômicas, ocorrendo na forma de pelotões nas interseções a jusante.

Os pelotões são criados pela descarga da fila de veı́culos formada durante a indicação semafórica

vermelha. Quando a distância entre interseções não é grande o suficiente para que ocorra dispersão,

considera-se que o pelotão gerado na interseção a montante chega inalterado na interseção a jusante.

Este comportamento motiva a tentativa de coordenar semáforos de forma a privilegiar a passagem

destes pelotões, [Cervantes, 2005].

A B

Figura 2.1: Situação desejada para coordenação entre interseções

A Figura 2.1 ilustra uma situação modelada em muitas técnicas de coordenação entre interseções.

Deseja-se que o carroA alcançe o carroB no exato instante que este começa a se mover, ou seja,
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busca-se uma coordenação entre as interseções de maneira que os veı́culos que partem a montante

encontrem o final da fila a jusante no exato momento em que ela começa a se movimentar, evitando

assim uma parada. Uma variável importante nestas técnicas é a fila formada nas linhas de parada.

Uma discussão sobre as filas é apresentada na seção 2.3.

Entretanto, em outras técnicas, busca-se a ocorrência dofenômeno conhecido comoonda verde,

onde a fila não é a principal variável. Aonda verdeacontece quando os semáforos são coordenados

de maneira que um veı́culo que receba sinal verde em um extremo de uma arterial, trafegando em

velocidade pré-determinada, possa percorrê-la até a outra extremidade sem parar em nenhum sinal

vermelho durante o trajeto. Para que isto ocorra o tempo de ciclo tem que ser o mesmo em todas as

interseções do trajeto e não podem existir filas longas nos cruzamentos a jusante.

As técnicas de coordenação podem ser classificadas quanto aos critérios utilizados para obter

coordenação de semáforos. Baseado na literatura, é possı́vel dividir as técnicas de coordenação em

dois grandes grupos [Carlson, 2006]:

1. Técnicas que realizam maximização de largura de banda.

2. Técnicas que otimizam algum critério de tráfego, comoatraso e número de paradas.

2.2 Técnicas de Coordenaç̃ao

A distância temporal entre a linha imaginária do percursodo primeiro e do último veı́culo que

passam desimpedidos por todos os semáforos de uma via arterial é denominada largura de banda de

verde. Técnicas que procuram tirar o máximo proveito do tempo de verde no ciclo para geração de

bandas são conhecidas por técnicas de maximização de banda de verde [Morgan e Little, 1964]. A

Figura 2.2 apresenta um diagrama espaço-tempo para uma arterial. As linhas horizontais indicam

os ciclos ao longo do tempo. As barras diagonais mostram a banda de verde em ambos os sentidos

da arterial, limitada pelas trajetórias do primeiro e do último veı́culo que usufruem da banda. A

inclinação da reta representa a velocidade dos veı́culos.

Com base em dados geométricos da via, tempo de ciclo e de porcentagens de verde, as técnicas de

maximização da largura de banda obtêm valores de defasagem que proporcionam as chamadas ondas

verdes. Trabalhos de destaque referente a maximização debanda verde para arteriais são os propostos

por Morgan e Little [1964] e Little [1966].

O programa MAXBAND [Little et al., 1981] implementa a resolução de um programa inteiro

misto como o desenvolvido por Little [1966], mas com adições à formulação original. MAXBAND

obtém a coordenação que maximiza bandas em ambos os sentidos. A partir do MAXBAND foi

desenvolvido o programa MULTIBAND [Gartner et al., 1990], que é uma proposta que procura com-

binar as vantagens das técnicas de maximização de banda eda otimização de critérios de tráfego

simultaneamente em um modelo de otimização.
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Fonte: Cervantes [2005]

Figura 2.2: Diagrama espaço-tempo

Em Carlson [2006] é apresentada uma estratégia de controle em tempo real que calcula defasagens

para obtenção de larguras máximas de banda. Este trabalho mescla o método de Morgan e Little

[1964] com a estratégia de controle em tempo real TUC (Traffic-Responsive Urban Control) [Diakaki

et al., 2003]. A estratégia proposta no TUC implementa o controle de porcentagens de verde, ciclo

e defasagem. O trabalho de Carlson [2006] aplica o método deMorgan e Little [1964] para calcular

defasagens que proporcionem larguras máximas de banda.

O favorecimento da progressão de veı́culos por meio de ondas verdes obtidas através das técnicas

de maximização de largura de banda é de fácil e intuitivaassimilação por operadores e motoris-

tas, e é largamente utilizada. Diagramas espaço-tempo, como ilustrado na Figura 2.2, permitem a

visualização do resultado. Estas técnicas utilizam poucos dados de entrada, quando são comparadas

as técnicas que otimizam critérios de tráfego. Entretanto, o favorecimento da progressão na arterial

não pode ser tal que prejudique em demasia as vias transversais. A adoção de planos obtidos por

banda máxima é satisfatória quando o volume de tráfego está baixo, e de pouco utilidade quando

está alto. Além disso, o desempenho de sistemas que empregam a maximização de banda é melhor

quando poucos veı́culos fazem conversão das vias secundárias para arterial, ou seja, quando o fluxo é

predominante na arterial [Carlson, 2006].

O segundo grupo de técnicas de coordenação contempla as técnicas que otimizam critérios de

tráfego, por exemplo, técnicas que buscam minimizar o atraso veicular ou o número de paradas. O

método mais difundido deste grupo é o TRANSYT [Robertson,1969].

O critério atraso veicular acumulado está diretamente relacionado à formação de filas. Ele avalia

o desempenho do tráfego através do número de veı́culos parados em fila. Assim, quanto maior a fila,

maior o atraso. A formação de filas nas interseções ocorre em duas situações:
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• durante o vermelho, quando os veı́culos são obrigados a parar; e

• quando a razão de chegadas é maior do que a capacidade de descarga da via durante o tempo

de verde do semáforo.

O processo de cálculo do atraso depende do conhecimento da variável número de veı́culos em

fila, e para quantificá-la é necessário conhecer o fluxo de veı́culos nas vias. Este fluxo pode ser

obtido diretamente das contagens realizadas por sensores localizados nas vias ou manualmente por

levantamento de dados históricos.

Nos algoritmos de tempo fixo e de controle atuado1 onde a variáveloffset(ver Apêndice A) é

definida, o critério atraso veicular está relacionado comela. Isto ocorre pois um ajuste sincronizado

dos semáforos adjacentes pode proporcionar uma diminuição no tamanho da fila em uma via arterial.

O critério número de paradas é obtido pela avaliação daquantidade de todo tráfego que sofre

atraso, ou seja, quando se tem veı́culos parados em fila existe contribuição para o número de paradas.

As seguintes situações devem ser consideradas quando ocorre uma parada de veı́culo [Cervantes,

2005]:

• quando a fila está sob indicação semafórica vermelha: todos os veı́culos parados em fila con-

tribuem para o número de paradas;

• quando os veı́culos encontram o final da fila e esta já recebeuindicação semafórica verde: os

veı́culos que por ventura, pararem ao encontrar o final da filaainda parada e os veı́culos que

não conseguirem cruzar a interseção dentro da indicaç˜ao verde, contribuem para o número de

paradas;

• quando a fila existente é descarregada, mas o veı́culo recebe indicação semafórica vermelha

ao chegar próximo a linha de parada: neste caso os veı́culosque não conseguem atravessar a

interseção contribuem para o número de paradas.

Além dos critérios atraso veicular e número de paradas, ´e possı́vel medir o consumo de com-

bustı́vel e poluição atmosférica. Entretanto, estes critérios são aspectos que surgem como con-

seqüência dos atrasos e paradas, quando os veı́culos sãoobrigados a desacelerar, parar e acelerar

novamente. Além disso, os critérios de atraso e parada são utilizados algumas vezes em conjunto, e

outras vezes apenas o atraso.

A próxima seção discute alguns modelos de filas utilizados nas técnicas que minimizam algum

critério de tráfego.

1Estratégias de controle atuado monitoram o tráfego, e combase nos dados coletados realizam, freqüentemente, proce-
dimentos de otimização para ajustar os tempos semafóricos. No caso dos algoritmos de tempo fixo os tempos semafóricos
não se adaptam às alterações do tráfego em tempo real.
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2.3 Modelos de Filas

Como citado na seção anterior, dois critérios de tráfego que freqüentemente são minimizados em

algumas técnicas de coordenação de semáforos são o atraso veicular e o número de paradas. Os dois

critérios são medidos em função da fila formada nas interseções.

A evolução determinı́stica das filas pode ser descrita pela equação de estados apresentada a seguir:

x(t) = x(t−1)+a(t, t−1)−d(t, t−1) (2.1)

ondex(t) é a quantidade de veı́culos em fila no tempot, a(t, t−1) é o número de veı́culos que chegam

no intervalo de tempo(t, t−1) ed(t, t−1) é o número de veı́culos que partem no intervalo de tempo

(t, t−1). Expressando em palavras, pode-se dizer que a fila, em um determinado intervalo de tempo,

é igual ao número de veı́culos que existia na fila no tempo anterior somado ao número de veı́culos

que chegam, menos o número de veı́culos que partem do ponto de referência utilizado.

A descarga de filas é realizada a uma taxa máxima igual ao fluxo de saturação da via. A descarga

Qs da fila pode ocorrer em três situações, [Cervantes, 2005]:

1. Quando a duração do tempo de verde é suficiente e justo para descarregar a fila formada durante

o tempo de vermelho da via. Este é o caso saturado pois o fluxo veicular está no limite da

capacidade da interseção, ou seja, a descargaQs ocorre até o final do tempo de verde. O gráfico

à esquerda da Figura 2.3 ilustra esta situação.

2. Quando a descargaQs termina antes do término do tempo de verde o sistema é dito não-

saturado, e neste caso, sobra tempo para descarregar o pelotão que chega da via a montante,

como é possı́vel verificar no gráfico à direita da Figura 2.3.

3. Uma terceira situação ocorre quando a descarga não é finalizada no tempo de verde, restando

assim uma fila residual para o próximo tempo de vermelho. Este sistema é chamado sobre-

saturado.

Os modelos mais utilizados para descrever a formação e descarga de filas são o modelo de fila

vertical e o modelo de fila horizontal, e serão apresentadosa seguir.

2.3.1 Modelo de Fila Vertical

Duas simplificações crı́ticas são adicionadas aos modelos de fila para avaliar o atraso em interse-

ções semaforizadas:

1. A hipótese que os veı́culos podem desacelerar e acelerarinstantaneamente.

2. A hipótese que os veı́culos param em fila verticalmente, ou seja, os veı́culos atravessam todo o

comprimento da via até chegarem na linha de parada, onde formam a fila.
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Fonte: Cervantes [2005]

Figura 2.3: Formação e descarga de filas

A primeira hipótese implica na conversão dos atrasos de aceleração e desaceleração em atraso de

parada. Desta maneira a diminuição da velocidade é considerada como se os veı́culos já estivessem

parados.É preciso salientar que devido a hipótese de fila vertical, não é possı́vel obter diretamente o

comprimento da fila. Isto se deve ao fato que os veı́culos parecem parar mais tarde do que realmente

aconteceria na prática.

O modelo de fila vertical assume uma razão de chegadas cumulativas e uma razão de partida

inicialmente igual à taxa de descarga. Uma vez que a fila já foi descarregada a taxa de partida torna-

se igual a taxa de chegada. Este fenômeno pode ser observadona Figura 2.4 [Cervantes, 2005], onde

a curva de chegadas representa o número de veı́culos que chegariam na interseção se não sofressem

parada no semáforo, enquanto a curva de partida representao número de veı́culos que deixam a

interseção. A distância vertical entre a curva de chegada e a curva de partida representa o número de

veı́culos que não conseguem atravessar a interseção e portanto, param na linha de parada em fila. Por

outro lado, a distância horizontal representa o tempo gasto por um veı́culo esperando na fila [Kang,

2000].

Através da Figura 2.4 é possı́vel identificar três perı́odos distintos de evolução no tamanho da fila,

durante um comprimento de ciclo:

1. O primeiro perı́odo corresponde a um intervalo durante o qual a curva de partida é horizontal.

Neste caso a indicação semafórica está vermelha e o tráfego não pode atravessar a linha de

parada, resultando no crescimento da fila.

2. Durante o segundo perı́odo a fila começa a ser descarregada com uma razão igual ao fluxo de

saturação. Isto ocorre na primeira porção da fase de verde.

3. O último perı́odo só ocorre no caso não-saturado, ondetodas as chegadas atravessam a linha de

parada sem sofrer atraso. Neste caso a fila formada durante tempo de vermelho foi completa-

mente dissipada.
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Fonte: Cervantes [2005]

Figura 2.4: Chegadas e partidas de veı́culos acumulados para um caso ideal

O atraso total em um ciclo é estimado através do cálculo daárea entre as curvas de chegada e de

partida. Através da Figura 2.5 é possı́vel observar que a fila atinge o valor máximo imediatamente

antes do inı́cio do tempo de verde efetivo. O tempo requeridopara descarregar totalmente a fila é

dado como uma função da diferença entre a razão de chegada em que os veı́culos chegam ao final da

fila e a razão de descarga enquanto eles cruzam a linha de parada [Cervantes, 2005].

2.3.2 Modelo de Fila Horizontal

A Figura 2.6 representa o modelo de fila horizontal utilizadono algoritmo SCOOT [Hunt et al.,

1982]. A Figura 2.6 foi adaptada por Cervantes [2005].

Um detector é localizado logo após a linha de parada da interseção a montante, e desta forma todos

os veı́culos que chegam na via são detectados. Conhecendo-se o comprimento da via e a velocidade

média de percurso dos veı́culos, torna-se possı́vel determinar o tempo que os veı́culos vão gastar para

chegar na linha de parada da interseção em análise (tempoτ na Figura 2.6).É necessário definir um

tamanho médio para os veı́culos. Então são criadas duas variáveis:

• B(t) que define o final da fila, e é dado em metros e valor inicial zero.

• F(t) que define o inı́cio da fila, também dado em metros e valor inicial zero.

Quando o semáforo encontrar-se na indicação vermelhaB(t) começa a ter valores crescentes,

pois os veı́culos começam a parar um atrás do outro. DepoisF(t) começa a crescer (para trás, em
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Fonte: Cervantes [2005]

Figura 2.5: Modelo de fila vertical

distância) quando o semáforo abre e a fila começa a descarregar. Seus valores são crescentes até

encontrar o final da fila, e entãoB(t) = F(t), quando as duas são levadas a zero. Isto significa que os

veı́culos que continuarem chegando não terão mais que parar em fila.

Através desta abordagem é possı́vel modelar o comportamento de formação de filas e chegada de

veı́culos na fila em diferentes pontos da via.

2.3.3 Comparaç̃ao Entre os Modelos de Fila Vertical e Horizontal

Os modelos de filas verticais não representam o espaço fı́sico ocupado pelos veı́culos, apenas

retornam o número de veı́culos parados e seu atraso. Por outro lado, o modelo de fila horizontal per-

mite representar o espaço fı́sico, e portanto é indicado para modelar congestionamentos e bloqueios.

Apesar destas diferenças os modelos podem ser comparados.

Os modelos de fila vertical e horizontal são equivalentes para o caso do sistema não saturado

[Cervantes, 2005]. Ao observar a Figura 2.7 é possı́vel observar que as linhas A, B, C, D e E, que re-

presentam as trajetórias de veı́culos que se aproximam da linha de parada com velocidade de cruzeiro,

são as mesmas fora da região sombreada, e isto é esperado pois os dois modelos devem representar a

fila. A principal diferença entre os modelos está no fato domodelo horizontal, ao modelar a ocupação

espacial dos veı́culos, permitir a obtenção com maior precisão e de forma expĺıcita da localização do

último veı́culo em fila, dado importante para algumas técnicas de coordenação.

2.4 A Coordenaç̃ao em Sistemas Integrados de Controle de Tráfego

Além da coordenação, outro problema importante no controle de tráfego é o cálculo dos tempos

semafóricos. Propostas têm sido apresentadas na literatura para resolver de forma integrada os dois

problemas de controle.
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Fonte: Cervantes [2005]

Figura 2.6: Fila horizontal

Para embasar esta discussão, é importante definir os conceitos de ciclo,offsete split (para uma

revisão dos conceitos de tráfego ver Apêndice A). Um ciclo corresponde ao intervalo de tempo entre

o inı́cio do estágio principal de uma interseção e o instante em que ele se inicia novamente, tendo

ocorrido outros estágios neste perı́odo de tempo. A diferença de tempo entre o inı́cio de estágios

pré-determinados de duas interseções consecutivas é denominadaoffsete a divisão do tempo de verde

de uma interseção entre seus estágios é definida pelosplit.

Os sistemas de controle de tráfego são classificados como sistemas de controle de tempo fixo ou

sistemas de controle em tempo real (também chamados sistemas atuados pelo tráfego). Planos de

tempo fixo são baseados em fluxos de tráfego médios para um perı́odo de tempo em que eles estão

operacionais. Entretanto, planos fixos não se adaptam em tempo real às alterações dos padrões de

fluxo, pois não levam em conta a detecção de tráfego em tempo real.
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Fonte: Cervantes [2005]

Figura 2.7: Comparação entre fila vertical e horizontal

O exemplo mais conhecido de sistema de controle de tempo fixo ´e o TRANSYT [Robertson,

1969]. A coordenação dos tempos semafóricos entre interseções é obtida através da otimização dos

offsetsentre interseções adjacentes, levando em conta os fluxos que ocorrem na malha viária. Os

planos semafóricos fixos especificam o tamanho das fases, tempo de ciclo eoffsetpara cada interseção

sinalizada do sistema de controle de tráfego urbano.

Os sistemas de controle em tempo real surgiram para suprir asdeficiências encontradas no con-

trole a tempo fixo, como por exemplo o envelhecimento dos planos semafóricos. Os sistemas de

controle em tempo real podem ser cı́clicos ou acı́clicos [Carlson, 2006].

Os sistemas cı́clicos calculam os tempos semafóricos com base nos conceitos de ciclo,offset

e split. O cálculo destes tempos são baseados em informações recebidas de detectores veicula-

res. Conhecendo-se o perfil do tráfego é possı́vel ajustaros valores desplit e offseta fim de obter
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coordenação e minimizar algum critério de tráfego, como o tamanho das filas, o número de paradas

ou atraso veicular. Exemplos de sistemas de controle em tempo real cı́clicos são o SCOOT (Split,

Cycle, and Offset Optimisation Technique) [Hunt et al., 1982, 1981], SCATS (Sydney Co-ordinated

Adaptive Traffic System) [Lowrie, 1982] e TUC (Traffic-responsive Urban Control) [Diakaki et al.,

2003; Dinopoulou et al., 2000].

Os sistemas acı́clicos não se baseiam nestes conceitos e decidem a cada intervalo de controle

(tipicamente em torno de 4 segundos) se o estado do semáforodeve ser mantido ou trocado, deter-

minando assim que fases tem direito de passagem. Estes sistemas utilizam técnicas de otimização

e predição em conjunto com a técnica de horizonte deslizante. O horizonte deslizante é construı́do

utilizando um modelo de tráfego e medidas dos sensores. A cada perı́odo de controle,n perı́odos de

controle futuros são simulados e uma árvore de decisão éconstruı́da. A simulação considera todas as

possibilidades de mudança de sinal e as restrições de verdes mı́nimos e máximos.É realizada durante

o perı́odo de controle vigente para que a decisão seja aplicada no perı́odo seguinte. A cada novo

perı́odo o horizonte deslizante é reconstruı́do.

Exemplos de sistemas de controle acı́clicos são o PRODYN [Farges et al., 1983], OPAC (Opti-

mization Policies for Adaptive Control) [Gartner, 1983], CRONOS (ContROl of Networks by Opti-

mization of Switchovers)[Boillot et al., 1992] e o ALLONS-D (Adaptive Limited Lookahead Opti-

mization of Network Signals – Decentralized Version) [Porche et al., 1996],

Conforme ressaltado neste capı́tulo, o problema tratado nesta tese é o da coordenação semafórica,

e não do projeto dos tempos semafóricos. O objetivo é desenvolver ferramentas para a análise e

sı́ntese de coordenação. Estas ferramentas estão normalmente embutidas nos métodos cı́clicos, e são

importantes em processos iterativos para melhorar o ajustedo controle como um todo.

2.5 Conclus̃ao

Neste capı́tulo discutiu-se alguns conceitos relacionados à coordenação semafórica. As técnicas

de coordenação foram classificadas em dois grupos: as que minimizam algum critério de tráfego e as

que maximizam a larguram de banda. Os modelos de filas que podem ser utilizados pelas técnicas

também foram apresentados. Além disso, alguns sistemas integrados de controle de tráfego também

foram citados.

Como citado no Capı́tulo 1, os objetivos desta tese são investigar técnicas de análise e controle de

sistemas a eventos discretos e sistemas hı́bridos para resolver o problema de coordenação semafórica.

Primeiramente, os sistemas de tráfego urbano serão analisados como sistemas hı́bridos, entretanto,

antes disso é necessário conhecer alguns conceitos referentes à modelagem e análise dos sistemas

hı́bridos.

Uma introdução aos sistemas hı́bridos é apresentada no Capı́tulo 3, onde o formalismo de modela-

gem utilizado nesta tese, o autômato hı́brido, também e discutido. Além disso, aspectos relacionados

à verificação formal de propriedades também são abordados. Estes conceitos são necessários para

entender a proposta de modelagem apresentada no Capı́tulo 4.



Caṕıtulo 3

Sistemas H́ıbridos

No Capı́tulo 1 afirmou-se que os sistemas de tráfego urbano podem ser classificados como sis-

temas hı́bridos. Sistemas hı́bridos são sistemas que possuem tanto dinâmicas contı́nuas quanto di-

nâmicas discretas. As dinâmicas não apenas coexistem e sim interagem, mudanças ocorrendo tanto

em resposta a eventos discretos como em resposta a dinâmicas descritas por equações contı́nuas no

tempo [van der Schaft e Schumacher, 2000].

Os primeiros modelos desenvolvidos para representar os processos fı́sicos tratavam separada-

mente as dinâmicas contı́nuas e discretas. Isto implicavamodelos mais simples do sistema, porém

não representavam adequadamente a natureza hı́brida dos processos.É importante a utilização de

modelos que representem os diferentes fenômenos fı́sicos, contı́nuos e discretos, de forma integrada,

representando o seu comportamento da forma mais completa.

Este capı́tulo tem o intuito de apresentar os sistemas hı́bridos. Será apresentado um exemplo, um

breve histórico e o autômato hı́brido, formalismo adotado neste trabalho para modelar os sistemas de

tráfego urbano. Além disso, aspectos de verificação de sistemas hı́bridos também serão abordados.

3.1 Exemplo de um Sistema H́ıbrido

Um termostato para controlar a temperatura de um quarto é umbom exemplo para ilustrar um sis-

tema hı́brido [Dang, 2000]. Um termostato consiste de um aquecedor e um termômetro. O aquecedor

fica ligado enquanto a temperatura está abaixo de um valorθM . Quando o termômetro detecta o valor

θM o aquecedor é desligado, permanecendo assim até que a temperatura atinja o valorθm. É possı́vel

pensar que a temperatura do quarto e o termostato são sistemas dinâmicos, e cujo estado é definido

pela temperatura do quartox (que evolui continuamente) e o modo de operação do termostato (que

evolui discretamente) pode estar ligado ou desligado. A evolução da temperatura pode ser descrita

pelas seguintes equações:

ẋ =

{

f1(x) =−x+4 se o aquecedor está ligado,

f2(x) =−x caso contrário.
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ẋ = f2(x)

ligado

ẋ = f1(x)

desligado
x = θM

x = θm

Figura 3.1: Modelo para o termostato

desligado

x

tt3t2t10

ligado ligado

θM

θ0

θm

desligado

Figura 3.2: Trajetória para a temperatura do quarto

O termostato pode ser representado graficamente como um grafo dirigido, cujos vértices repre-

sentam os dois modos de operação (ligado e desligado), conforme mostra a Figura 3.1. As condições

de chaveamento entre os modos ligado e desligado são associadas aos arcos do grafo.

Um problema de verificação para este sistema seria, por exemplo, garantir que a temperatura

sempre permanece em um intervalo desejado, que pode serm≤ x≤M.

Neste exemplo simples, para uma dada condição inicialx(0) = θ a solução da equação diferencial

nos modos ligado e desligado são, respectivamentex(t) = θe−t +4(1−e−t) ex(t) = θe−t .

É possı́vel descrever um possı́vel cenário do comportamento do sistema partindo de um estado

inicial onde a temperatura éx = θ0 e o modo de operação do termostato é ligado. Supondo que a

temperatura inicial está contida no intervalo desejado, isto ém≤ θ0 ≤M, o aquecedor inicialmente

está ligado e a temperatura evolui segundo a seguinte equac¸ão:

x(t) = θ0e−t +4(1−e−t).

Incrementando o tempo, a temperatura atinge o valorθM após o tempot1, e o aquecedor é desli-

gado. A temperatura passa a ser governada pela equação do modo desligado, que é descrita como:

x(t + t1) = θMe−t+t1.

A temperatura decresce atéθm e o aquecedor é novamente ligado, como mostra a Figura 3.2.É

possı́vel perceber que a trajetória da temperatura alterna entre as duas fases correspondentes aos dois

modos de operação do termostato.
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Percebe-se que o termostato satisfaz a propriedadem≤ x ≤ M somente se osthresholds, ou

eventos de limiar, satisfazem a seguinte condição:θm ≥ m∧ θM ≤ M. Entretanto, o problema de

verificação pode ser resolvido de maneira anaĺıtica somente quando as soluções para as equações

diferenciais são conhecidas. Em casos mais gerais, simulações numéricas são utilizadas para obter

uma aproximação do comportamento do sistema para um dado estado.

Para muitos sistemas, o estado da arte em técnicas de simulação permite que a solução aproximada

seja tão próxima quanto se queira da solução exata. Entretanto, na prática as condições iniciais não

são conhecidas de maneira exata, sabe-se apenas um intervalo onde elas estão contidas. Conseqüente-

mente, ao invés de ser considerada uma trajetória simplesé necessário considerar um número infinito

de trajetórias. Neste caso a abordagem de simulação nãoé adequada para verificação de propriedades

de sistemas, e são necessários métodos rigorosos que possam caracterizar todos possı́veis compor-

tamentos do sistema. Outros exemplos de sistemas hı́bridospode ser encontrados em Dang [2000];

Tomlin et al. [2003].

3.2 Estudos em Sistemas H́ıbridos

O estudo de sistemas hı́bridos tornou-se popular recentemente, mas os trabalhos pioneiros foram

na década de 60. A primeira referência direta aos sistemashı́bridos é o trabalho de Witsenhausen

[1966], onde o autor trata um problema de controle ótimo para uma classe de sistemas dinâmicos

de tempo contı́nuo. Este trabalho foi seguido por Pavlidis [1967], que estudou estabilidade de siste-

mas com impulsos utilizando funções de Lyapunov. O primeiro autor a defender o desenvolvimento

de linguagens de simulação para sistemas que combinam dinâmicas contı́nuas com dinâmicas de

eventos discretos foi Fahrland [1970]. Cellier [1979] iniciou a incorporação das dinâmicas discre-

tas na simulação de sistemas contı́nuos, além de ser um dos primeiros a introduzir um conceito de

estruturação para sistemas hı́bridos. Além destes, outros trabalhos de sistemas hı́bridos se seguiram:

Johnson [1981] abordou modelos anaĺıticos de processos com múltiplos estágios, Wimpey [1982] uti-

lizou controladores de estados finitos para processos cont´ınuos de tempo discreto. Ezzine e Haddad

[1989] examinaram estabilidade, controlabilidade e observabilidade de uma classe restrita de sistemas

hı́bridos, os sistemas lineares chaveados.

A partir do final dos anos 80 houve uma renovação em relação ao interesse pelos estudos sobre

sistemas hı́bridos junto à comunidade de sistemas de controle. Isto se deveu ao desenvolvimento

de pesquisas sobre controle de sistemas a eventos discretos, que ocorreu no final dos anos 80, ao

surgimento do controle adaptivo nos anos 70 e 80 e ao renovadointeresse em formulações de controle

ótimo [Antsaklis, 2000].

Motivado pelo problema de modelagem de sistemas com histerese, Tavernini [1987] utilizou

autômatos diferenciais para modelar sistemas hı́bridos eapresentou soluções para problemas com

valor inicial e suas aproximações numéricas. Back et al.[1993] se basearam no modelo de Taver-

nini e introduziram um formalismo que modela chaveamentos esaltos autônomos e é adequado para

simulação numérica. Nerode e Kohn [1993] introduziram uma abordagem da teoria de autômatos para
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sistemas compostos de autômatos finitos e equações diferenciais que interagem entre si. Uma abor-

dagem de sistemas dinâmicos a eventos discretos para sistemas hı́bridos foi introduzida por Antsaklis

et al. [1993]; Brockett [1993] combinou equações diferenciais e fenômenos discretos para descrever

sistemas de movimento. Os autômatos hı́bridos, que são uma extensão dos autômatos temporizados,

foram introduzidos por Alur et al. [1993] e Alur e Dill [1994]. Benveniste [1996] propôs uma abor-

dagem para modelagem de sistemas hı́bridos com ênfase na componibilidade dos seus componentes.

Modelos de sistemas unificados, que capturam todos os fenômenos discretos que surgem em sistemas

hı́bridos foram introduzidos por Branicky [1996].

Os sistemas hı́bridos compreendem uma área desafiadora tanto na ciência da computação quanto

na teoria de controle. Segundo Miranda [2003] as abordagenspara sistemas hı́bridos diferem em

relação à ênfase ou à complexidade das dinâmicas contı́nuas e discretas que essas abordagens tratam

e se enfatizam resultados de análise e sı́ntese, ou somenteanálise ou verificação.

Em um extremo do espectro existem abordagens que buscam estender a teoria clássica de sis-

temas de tempo contı́nuo (descritos através de equaçõesdiferenciais ordinárias) de forma a incluir

variáveis de tempo discreto ou variáveis que exibem saltos, ou ainda estender resultados para siste-

mas com chaveamentos. Estas abordagens são eficientes paratratar dinâmicas contı́nuas complexas

e sua ênfase tem sido o estudo de estabilidade de sistemas com descontinuidades. Alguns trabalhos

que podem ser citados são os de Lafferriere [1994] e Branicky et al. [1994].

No outro extremo do espectro estão as abordagens baseadas em modelos e métodos provenientes

da ciência da computação e que visam estender as metodologias de verificação de sistemas a eventos

discretos para o contexto de sistemas hı́bridos. Estas abordagens são capazes de tratar de dinâmicas

discretas complexas, descritas por autômatos de estados finitos, e enfatizam resultados de análise

(verificação) e simulação. Em Manna e Pnueli [1992] e Joseph [1988] são apresentados trabalhos que

enfocam a verificação formal e em Antsaklis et al. [1995]; Grossman et al. [1993]; Maler et al. [1992]

trabalhos que enfocam sistemas hı́bridos.

Existem, ainda muitas outras metodologias adicionais que combinam conceitos de sistemas de

controle contı́nuo com conceitos de teoria de controle supervisório de sistemas a eventos discretos, de

forma a obter resultados de análise e de sı́ntese para sistemas hı́bridos, dentre eles os trabalhos de Cury

e Krogh [1999]; Cury et al. [1998]; Raisch e O’Young [1998]. Otrabalho de Leal e Cury [2004a,b]

apresenta uma abordagem para controle modular de sistemas hı́bridos que sempre leva a uma solução

ótima, onde a formulação do problema é realizada atrav´es da teoria de sistemas condição/evento e o

problema é traduzido para um problema discreto, sendo a solução obtida através da teoria de sistemas

a eventos discretos.

Existem diversos formalismos para representar os sistemashı́bridos, entre eles os autômatos hı́bri-

dos [Alur et al., 1996a], as redes de Petri hı́bridas [David eAlla, 2001], as redes de Petri diferenciais

[Demongodin e Koussoulas, 1998], dentre outros. O modelo matemático adotado neste trabalho é o

autômato hı́brido, que é detalhado na seção 3.3.

Segundo Leal [2005], que propõe uma abordagem modular pararesolver o problema de controle

supervisório de sistemas hı́bridos, muitos autores vislumbram a utilização dos sistemas hı́bridos para
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a resolução de problemas especı́ficos. Algumas aplicaç ˜oes nas quais são utilizadas abordagens de

sistemas hı́bridos são citadas a seguir:

• aplicações automotivas, tais como em sistemas de rodovias e automóveis inteligentes [Varaiya,

1993; Godbole e Lygeros, 1994; Puri e Varaiya, 1995b; Horowitz e Varaiya, 2000; Girard et al.,

2001], e sistemas de tráfego urbano [Febbraro e Sacco, 2004];

• sistemas de segurança crı́tica [Livadas, 1997; Livadas e Lynch, 1998], tais como processos

nucleares, sistemas de controle de tráfego aéreo [Tomlinet al., 1998] e sistemas de controle de

aeronaves [Livadas et al., 2000; Seibel et al., 1999];

• sistemas de manufatura [Brandin, 1996; Pepyne e Cassandras, 2000; Villani, 2003];

• eletrônica de potência [Miranda, 2003].

3.3 Autômatos H́ıbridos

O autômato hı́brido é um dos poucos formalismos que, em suarepresentação gráfica, consegue

capturar, em um único modelo, as dinâmicas discretas e contı́nuas e a representação dos diferentes

modos de operação de sistemas reativos [Miranda, 2003].

Um autômato hı́brido [Alur et al., 1996a] é uma máquina deestados finitos generalizada que é

equipada com variáveis contı́nuas, onde as dinâmicas para cada estado discreto são definidas através

de equações diferenciais. Transições entre estados s˜ao habilitadas por condições nos valores destas

variáveis contı́nuas.

3.3.1 Definiç̃ao Formal

Definição 3.1(Autômato Hı́brido). Um aut̂omato h́ıbrido é formalmente definido como uma tupla

A = (X ,Q, f ,H,G,R), onde:

• X ⊆Rn é o espaço de estados contı́nuo. Elementos deX são escritos comox = (x1,x2, . . . ,xn);

• Q é o conjunto de estados discretos, também chamados de modos de controle ou locações;

• f : Q→ (X → Rn) atribui um campo vetorial contı́nuo emX para cada estado discreto. En-

quanto o aut̂omato h́ıbrido est́a no estado discreto q a evolução das varíaveis cont́ınuas é

governada por uma equação diferencialẋ = f (q)(x) ou uma inclus̃ao diferencialẋ∈ f (q)(x);

• H : Q→ 2X são as condiç̃oes de perman̂encia, chamadas de invariantes. H(q) é a condiç̃ao

que deve ser satisfeita pelas variáveis cont́ınuas para permanecer no estado discreto q;
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• G : (Q×Q)→ 2X são as guardas de transição que determinam as condições de chaveamento

de um estado discreto para outro. Quando o autômato est́a no estado discreto q ex ∈G(q,q′)

a transiç̃ao de q para q′ pode ocorrer;

• R: (Q×Q)→ (X → 2X ) é o mapa de reset que atribui a cada transição uma funç̃ao multivalor.

R(q,q′) define como a variável cont́ınua seŕa alterada quando o autômato transitar do estado

discreto q para q′.

O significado intuitivo da Definição 3.1 é que o conjunto deestados discretosQ denota todos os

modos contı́nuos possı́veis do autômato hı́brido [Dang, 2000]. O sistema pode evoluir em um estado

discretoq somente se o estado contı́nuo corrente está emH(q). Estas condições de permanência

podem ser definidas pelas restrições do sistema fı́sico oudecisões de projeto do sistema. Enquanto

o sistema está no estado discretoq, e x ∈ H(q), ele pode evoluir segundo as dinâmicasf (q). No

momento que ele alcança o pontox′ ∈ G(q,q′) a transição do estadoq paraq′ está habilitada e o

sistema pode chavear para o estado discretoq′. Em q′ as variáveis contı́nuas serão reiniciadas com

novos valores de acordo comR(q,q′), que se tornam os estados iniciais para a evolução conforme

f (q′). Convenciona-se que se não há transição entreq eq′ entãoG(q,q′) é um conjunto vazio, e que,

se o mapareset R(q,q) é a identidade, isto é,R(q,q)(x) = x para todox∈ X entãoG(q,q) = /0 porque

uma transição de um estado discreto para ele mesmo sem alteração das variáveis contı́nuas não tem

sentido.

Os autômatos podem ser representados graficamente como um grafo dirigido, onde os vértices

representam os estados discretos e os arcos as transições. As condições invariantes e as equações

diferenciais são escritas dentro dos vértices. As guardas e osresetssão associados aos arcos. O

autômato hı́brido da Figura 3.3 ilustra esta representação, ondeQ = {q1,q2} ex∈ X .

Para cada vértice do autômato existe um modo discreto, um campo vetorial (f1(x) paraq1 e f2(x)

paraq2) e uma condição invariante (H1 e H2). Cada arco está rotulado com uma transição de guarda

(G12 eG21) e uma função dereset(R12(x) eR21(x)), como mostra a Figura 3.3.

ẋ = f2(x)ẋ = f1(x)

q1

x∈ H1 x∈ H2

q2

x∈G21|x′ := R21(x)

x∈G12|x′ := R12(x)

Figura 3.3: Representação gráfica de um autômato hı́brido

A notação utilizada a partir deste momento seráfq para f (q), Gqq′ paraG(q,q′), Gq para
S

q′Gqq′ ,

Hq paraH(q), H para
S

qHq eRqq′ paraR(q,q′).

O modelo de um sistema é composto pelo conjunto de todos os comportamentos que ele pode

gerar. No caso de um sistema contı́nuo definido por uma equação diferencial, o modelo é definido
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pelo conjunto de todas soluções de seu problema de valor inicial, em outras palavras, as trajetórias.

Para o autômato hı́bridoA considera-se o comportamento temporal sobre o espaço de estados hı́brido

Q×X . Um estado do autômato hı́brido é representado por um par(q,x), e uma seqüência finita de

estados(q,x) configura uma trajetória. O par é formado por um estado discreto q∈ Q e x um vetor

deX e pode ser alterado de duas maneiras:

1. Pela evolução contı́nua: os valores das variáveis contı́nuas são alterados de acordo com as

dinâmicasfq enquanto o estado discretoq permanece constante.

2. Pela evolução discreta: o sistema modifica os estados discretos realizando uma transição e

possivelmente altera os valores das variáveis contı́nuasde acordo com a funçãoreset.

Sejamx,x′ ∈ X eq,q′ ∈Q e, sejaα : R+→ X a solução única dėx = fq(x) com condição inicial

α(0) = x. A dinâmicaq está habilitada porx para o tempot > 0 seα(t ′) ∈ Hq para todot ′ ∈ [0, t].

Isto é denotado porx
q,t
−→. O estado(q,x′) é alcançável partindo de(q,x) pela dinâmica contı́nuafq

se existe umt < ∞ de modo queα(t) = x′ e α(t ′) ∈ Hq para cada 0≤ t ′ ≤ t. Neste caso diz-se quex′

é q-alcançável partindo dex e simboliza-se porx
q,t
−→ x′.

Um estado(q′,x′) é alcançável a partir de(q,x) através de uma transição discreta sex∈Gq,q′ ,x′=

Rqq′(x) ex′ ∈Hq′ .

A Figura 3.4(a) traça um autômato hı́brido de três estados, ondeX = R2. As guardasG12, G23

são as regiões hachuradas da Figura 3.4(b), e a guardaG32 é o segmento de retaab. Um esboço

de uma trajetória do autômato da Figura 3.4(a), iniciandono estado(q1,x0) está representado na

Figura 3.4(b). O salto dex2 parax3 é devido a funçãoreset R23.

x ∈H1

ẋ = f1(x)

x ∈H2

x ∈H3

ẋ = f2(x)

ẋ = f3(x)

x ∈G13

x ∈G31

x∈G21

x ∈G12

x ∈G23|x′ := R23(x)

x ∈G32

(a) Autômato hı́brido

H2

H3

x1

x3

G32

x2

a
b

H1

x0

G12

x1

x2

G23

(b) Comportamento

Figura 3.4: Autômato hı́brido de três estados e seu comportamento

A utilização de invariantes e a possibilidade de chavear entre estados em tempo zero pode levar ao

aparecimento de fenômenos impossı́veis em modelos de sistemas contı́nuos bem comportados. Tais

anomalias são conhecidas como bloqueio e comportamento zeno [Dang, 2000].
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Uma trajetória é bloqueante se alcança um ponto(q,x) do qual é impossı́vel evoluir tanto por uma

dinâmica contı́nua quanto por uma dinâmica discreta, isto é,x 6∈ Hq e x 6∈ Gqq′ para todoq,q′ ∈ Q.

Um comportamento zeno é um comportamento constante por partes que tem um número infinito de

transições em um intervalo de tempo limitado, ou seja, o sistema faz um número infinito de transições

discretas em um tempo finito, e pode ser resultado da definiç˜ao errada de invariantes. Os dois com-

portamentos são indesejados, e freqüentemente resultamde modelagens inadequadas do sistema.

3.3.2 Alcançabilidade em Aut̂omatos H́ıbridos

O conjunto alcançável de um dado conjunto de estadosF por um autômato hı́brido pode ser

definido como o conjunto de todos os estados visitados pelas trajetórias iniciadas dos estados deF .

Uma trajetória de um autômato hı́brido em um espaço cont´ınuo de estados pode ser compreendida

como uma seqüência de segmentos de trajetórias de dinâmicas contı́nuas.

Para obter os estados alcançáveis ou pesquisar o espaço de estados do sistema foram especificados

operadores de alcançabilidade para um autômato hı́bridoA . Como existem dois tipos de evoluções

para um estado(q,x), evolução contı́nua e evolução discreta, foram definidos os operadores sucessor

contı́nuo e sucessor discreto [Dang, 2000].

Definição 3.2(Operador sucessor contı́nuo). Dado um conjunto de estadosF composto de elementos

(q,F) onde q∈ Q e F⊆ X , o conjunto de sucessores contı́nuos de(q,F), denotado porδc(q,F), é

definido como

δc(q,F) = {(q,x′) | ∃ x ∈ F ∃ t > 0 ; x
q,t
−→ x′}.

Lembrando quex
q,t
−→ x′ indica quex′ é q-alcançável dex. Esta notação quer dizer que a trajetória

da dinâmicafq dex parax′ está dentro deHq.

Definição 3.3 (Operador sucessor discreto). Dada uma transiç̃ao de q para q′ e um conjunto de

estados(q,F) onde q,q′ ∈ Q e F⊆ X , o conjunto de sucessores discretos de(q,F), denotado por

δqq′(q,F), é definido como

δqq′(q,F) = {(q′,x′) | ∃ x ∈ F ∩ Gqq′ ∧ x′ ∈ Rqq′(x) ∩ Hq′}.

O conjuntoδqq′(q,F) contém os estados(q′,x′), ondex′ são os pontos emHq′, aplicando a relação

reset Rqq′ para os pontosx emF que satisfazem a guardaGqq′ .

A Figura 3.5 apresenta o resultado da aplicação deste operador. O conjuntoHq′ é o meio espaço

abaixo da linha horizontal e a guardaGqq′ é o quadrado. O sucessor discreto de(q,F) em relação à

transição deq paraq′ pode se obtido pela intersecção deF com Gqq′ e depois comHq′ , que corres-

ponde a região hachurada na Figura 3.5. Nesse caso assume-se queRqq′ = I , a identidade.
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F

Hq′

Gqq′

Hq

δqq′(q,F)

Figura 3.5: Sucessores discretos deF

O conjunto de sucessores discretos de(q,F), executando todas as transições habilitadas deq,

denotado porδd(q,F), é definido como:

δd(q,F) =
[

q′∈Q

δqq′(q,F).

Uma vez obtidos os sucessores contı́nuos e discretos, através dos operadoresδc e δd, o operador

sucessorδ paraF é definido como o conjunto de estados alcançáveis deF imediatamente após a

evolução discreta, através das dinâmicas contı́nuas etransições discretas:

δ(F ) = δd(δc(F )).

A notaçãoδr é utilizada para representar os estados alcançáveis passado um tempor. O conjunto

alcançável deF é δ[0,∞](q,F) denotado porδ(q,F). Este operador está ilustrado na Figura 3.6. A

região preenchida representaδr(F) e o conjunto alcançável no intervalo de tempo[0, r] é a região

entre as duas linhas pontilhadas, a fronteira externa deF e o próprioδr(F).

F
δ[0,r](F) δr(F)

Figura 3.6: Estados alcancáveis depois de um tempor

O cálculo do conjunto de estados alcançáveis, a partir deum conjuntoF ⊆ X , δ(F ), é a operação

básica para qualquer procedimento de pesquisa no espaço de estados hı́brido, especialmente verifica-

ção de propriedades.

O método de alcançabilidade para frente (forward) consiste em obter o espaço alcançável dado

um conjunto inicialF de estados e calcular seus sucessores até que o conjunto de todos estados

alcançáveis seja obtido. O algoritmo apresentado a seguir implementa o o método de alcançabilidade

para frente, e foi extraı́do de Dang [2000]:

procedure FORWARD
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P0← F

repeat

k = 0,1,2, . . .

Pk+1← Pk∪δ[0,r ](P
k)

until Pk+1 = Pk

end procedure

O conjuntoPk, neste caso, é o conjunto de estados alcançáveis deF durante o intervalo[0,kr] para

k = 0,1,2, . . . e dada uma etapa de tempor > 0. O algoritmo termina quando nenhum novo estado

alcançável é encontrado. A complexidade envolvida nos métodos de alcançabilidade é o cálculo do

conjuntoδ[0,r ](P
k), ou seja, a região alcançável dentro do intervalo[0, r], e tem sido motivo de muitas

pesquisas na área de verificação de sistemas hı́bridos.

Para realizar o cálculo de estados predecessores, através do procedimento de alcançabilidade para

trás (backward) utiliza-se o operador predecessor, tanto contı́nuo quanto discreto.

Definição 3.4(Operador predecessor contı́nuo). Dado um conjunto de estados(q,F) onde q∈ Q e

F ⊆ X , o conjunto de predecessores contı́nuos de(q,F), denotado por∆c(q,F), é definido como

∆c(q,F) = {(q,x′) | ∃ x ∈ F ∃ t > 0; x′
q,t
−→ x}.

A Figura 3.7(a) ilustra o operador predecessor contı́nuo.

F

∆c(F)

(a) Predecessores contı́nuos deF

F

Hq′ Hq

Gqq′

(b) Predecessores discretos deF

Figura 3.7: Operadores predecessores contı́nuos e discretos

Definição 3.5(Operador predecessor discreto). Dada uma transiç̃ao q,q′ ∈ Q e um conjunto de es-

tados(q,F), onde F⊆ X , o conjunto de predecessores discretos de(q,F), denotado por∆q′q(q,F) é

definido como

∆q′q(q,F) = {(q′,x′) | ∃x ∈ F ∩ Rq′q(x
′) ∧ x′ ∈ Hq′ ∩ Gq′q}.

O conjunto de predecessores discretos de(q,F) executando todas as transições habilitadas deq,

denotado por∆d(q,F) é definido como:
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∆d(q,F) =
[

q′∈Q

∆q′q(q,F).

Este operador está ilustrado na região hachurada da Figura 3.7(b), onde também se assume que

Rqq′ = I .

A escolha do método de alcançabilidade para frente ou paratrás depende do tipo de estudo a ser

realizado ou do modelo de sistema a ser tratado. O método de alcançabilidade para trás é normalmente

utilizado quando se deseja verificar se, a partir de uma dada condição (representada por uma região

no espaço de estados), um dado conjunto de condições iniciais do sistema é a sua origem [Miranda,

2003].

3.4 Verificação de Sistemas H́ıbridos

Sendo os sistemas hı́bridos freqüentemente sistemas complexos, sua análise automática torna-se

desejável. A verificação de propriedades é a tarefa de determinar se o sistema está construı́do de

acordo com uma dada especificação e, para realizá-la, o projetista pode utilizar técnicas matemáticas

para modelagem e análise de sistemas. O procedimento mais importante para verificação formal e

estudo do comportamento de sistemas hı́bridos é a análisede alcançabilidade. Esta técnica consiste

no cálculo de todos os estados que podem ser alcançados porquaisquer trajetórias do sistema, dado

um conjunto de condições iniciais.

Segundo Miranda [2003] e Dang [2000], calcular os estados alcançáveis para sistemas hı́bridos

tem sido considerado um dos principais problemas em pesquisas para estes tipos de sistemas, uma vez

que a obtenção do conjunto de estados alcançáveis constitui-se num dos pré-requisitos para utilização

de metodologias de verificação algorı́tmica de propriedades de sistemas e é realizado sobre conjuntos

no espaçoRn, difı́ceis de serem calculados exatamente.

Diversos métodos de aproximação para o conjunto de estados alcançáveis do sistema tem sido

propostos na literatura, assim como diversas abordagens para verificação de propriedades dos sistemas

hı́bridos.

3.4.1 Métodos de Verificaç̃ao Formal

Os dois principais métodos de verificação de propriedades de um sistema são a verificação au-

tomática (model checking) [McMillan, 1993; Alur et al., 1990] e o sistema de prova dedutiva [Manna

e Pnueli, 1995]. A verificação automática é também conhecida como abordagem algorı́tmica de

verificação.

A tarefa principal de um algoritmo de verificação automática é, recursivamente, calcular o con-

junto de estados que satisfazem uma determinada propriedade. Este tipo de técnica exige um modelo
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finito para representação do sistema, ou seja, o sistema a ser verificado representado por um mo-

delo com número finito de possı́veis estados alcançáveise transições entre estes estados. A partir do

espaço de estados deste modelo, é realizada uma busca exaustiva para comprovabilidade de uma dada

especificação [Kowalewski, 2002].

Para sistemas hı́bridos, isto é realizado através de um procedimento comumente chamado de

verificação simbólica, uma vez que, sobre um espaço de estados infinito, é necessário uma forma

simbólica de representar conjuntos de estados e operações sobre eles, ou seja, utilizar uma forma de

enumeração expĺıcita para representar o espaço de estados [Miranda, 2003].

O sistema de prova dedutiva ou método dedutivo é o processode encontrar uma prova de uma

propriedade, a partir do uso de axiomas do sistema. As etapasdos processos de prova envolvem

axiomas e regras, definições derivadas e lemas intermedi´arios. Esta abordagem normalmente é mais

abrangente que a abordagem algorı́tmica, mas ela não é automática e necessita da interferência da

inteligência humana para encontrar as provas. Alguns trabalhos que abordam prova dedutiva são os

de Manna e Pnueli [1995]; Manna et al. [1996].

3.4.2 Abordagens Algoŕıtmicas de Verificaç̃ao

A abordagem padrão para verificação de sistemas hı́bridos é a construção de uma bissimulação de

estados finitos do sistema de transição de estados infinitos [Chutinan e Krogh, 2003]. Bissimulações

são construı́das usando partições finitas do espaço de estados original, levando ao chamado sistema de

transição quociente (QTS). A dificuldade encontrada é que bissimulações de estado finito só existem

para sistemas hı́bridos com dinâmicas contı́nuas triviais. Em geral, bissimulações finitas não existem,

o que significa que o problema de verificação para sistemas hı́bridos normalmente é indecidı́vel.

Entretanto, o sistema de transição quociente computado para qualquer partição do espaço de estados

do sistema de transição é uma simulação do sistema de transição. Isto significa que uma especificação

universal (isto é, uma especificação que deve ser verdadeira para todas possı́veis trajetórias) é verdade

para o QTS, e é também verdade para o sistema de transiçãode estados infinitos (isto é, o sistema

hı́brido). Logo, mesmo com os problemas de indecidibilidade em geral, é possı́vel verificar certas

especificações. Não é possı́vel, porém, prever se uma dada especificação será ou não verificável.

No trabalho de Dang [2000] as técnicas de verificação de sistemas hı́bridos são divididas em duas

abordagens: direta e indireta. A abordagem direta trabalhadiretamente no espaço de estados contı́nuo

do sistema. Nesta abordagem é necessário encontrar uma aproximação para regiões do espaço de es-

tados, devido à dificuldade de computar exatamente os conjuntos alcançáveis dos sistemas hı́bridos.

Exemplos de algoritmos de verificação desta abordagem foram implementados nas ferramentasKRO-

NOS[Yovine, 1997],UPPAAL[Bengtsson et al., 1998] eHyTech[Henzinger et al., 1997].

A abordagem indireta, por outro lado, reduz primeiro o sistema, através de uma abstração para

um autômato de estados finitos. O processo de abstração consiste em encontrar uma partição finita

do espaço de estados tal que a alcançabilidade entre as regiões de partição seja descrita pela relação

de transição do autômato (detalhes em Alur et al. [2000]). Se a abstração pode ser construı́da, a
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verificação pode ser executada sobre o sistema abstraı́docom a garantia de término, utilizando pro-

cedimentos normalmente utilizados para sistemas de estados finitos. Entretanto, como citado anteri-

ormente, uma abstração finita existe apenas para uma classe restrita de sistemas hı́bridos, tanto com

dinâmicas contı́nuas simples [Alur e Dill, 1994; Alur et al., 1993; Nicolin et al., 1993] como com

dinâmicas discretas simples [Lafferriere et al., 1999]. Mesmo quando uma dada classe de sistemas

admite um quociente finito, existe a dificuldade de calculá-lo efetivamente, pois é necessário calcular

os sucessores de todas as regiões na partição, constituindo-se uma tarefa tão difı́cil quanto o problema

de verificação. Contudo, deve ser notado que esta abordagem é importante para prova de corretude e

término de algoritmos de verificação para algumas classes de sistemas [Alur e Dill, 1994; Henzinger,

1995] e permite verificar propriedades gerais de lógica temporal.

Alternativamente, outros trabalhos consideram aproximac¸ões discretas, isto é, ao invés de um

quociente finito exato procura-se um sistema discreto finito, cujo comportamento inclui todos com-

portamentos do sistema original. No trabalho de Chutinan e Krogh [1999], aproximações discretas

são obtidas por refinamentos sucessivos das partições deestado utilizando um método de alcançabili-

dade aproximado para dinâmicas contı́nuas. O método é semelhante ao apresentado em Dang [2000].

Além da abordagem direta e indireta é possı́vel identificar uma classe mista, que consiste em

derivar do sistema original um sistema aproximado para o qual são desenvolvidos ferramentas e algo-

ritmos de verificação [Puri e Varaiya, 1995a; Stursberg e Kowalewski, 1999]. O sistema aproximado

pode ser gerado através de uma sobreaproximação das dinˆamicas contı́nuas complexas com dinâmicas

simples (como inclinação constante e inclusões retangulares) baseadas na discretização do espaço de

estado contı́nuo. O principal obstáculo desta abordagem ´e que, além do esforço da abstração inicial

das dinâmicas contı́nuas com respeito à precisão desejada, o tamanho do sistema resultante pode ser

proibitivamente grande para algoritmos de verificação.

Além das abordagens algorı́tmicas, encontra-se na literatura trabalhos sobre abordagem dedutiva

(citado na seção 3.4.1) e abordagem de controle ótimo [Puri e Varaiya, 1995b] para verificação de

sistemas hı́bridos.

3.5 Ferramentas

Diversas ferramentas computacionais foram desenvolvidas, tanto comerciais quanto acadêmicas,

com o intuito de realizar verificação formal de sistemas h´ıbridos. Os trabalhos de Silva et al. [2001],

Leal [2005] e Alur et al. [2006] apresentam diversas ferramentas de modelagem, simulação e verifi-

cação de sistemas hı́bridos. Algumas delas serão apresentadas resumidamente a seguir:

A. UPPAAL

A ferramentaUPPAAL[Bengtsson et al., 1998] é um ambiente para modelar, simular e verificar

sistemas representados como redes de autômatos temporizados. Os autômatos são definidos, de

acordo com Alur e Dill [1994], com uma extensão para as vari´aveis de dados e mecanismos de
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sincronização para modelar a comunicação de autômatos separados. A ferramenta pode analisar

propriedades simples de vivacidade assim como propriedades de alcançabilidade.

UPPAAL foi desenvolvida conjuntamente na Universidade de Uppsala, na Suécia e na Univer-

sidade de Aalborg, Dinamarca. Detalhes sobre a ferramenta podem ser encontrados emhttp:

//www.uppaal.com .

B. HyTech

A ferramentaHyTech(HYbrid TECHnology Tool) [Henzinger et al., 1997] verifica especificações

definidas como expressões de lógica temporal para uma classe de autômatos hı́bridos utilizando

um model chekingno espaço de estados contı́nuo. Se a verificação falha é gerado um diagnóstico

sobre o erro. OHyTechsó modela sistemas com dinâmicasAẋ≤ B, caracterizando os chamados

autômatos hı́bridos lineares. Além disso é possı́vel realizar composição paralela de processos e

análise parametrizada.

O HyTechfoi desenvolvido no EECS (Electrical Engineering and Computer Sciences Department)

da Universidade da Califórnia (UC Berkeley), e outros detalhes podem ser encontrados emhttp:

//www-cad.eecs.berkeley.edu/ ∼tah/HyTech .

C. d/dt

A ferramentad/dt [Dang, 2000] realiza verificação e sı́ntese de controladores para sistemas hı́-

bridos. Ela executa análise de alcançabilidade para sistemas hı́bridos com dinâmicas lineares,

onde os conjuntos alcançáveis são representados como coleções de poliedros retangulares orto-

gonais. Estes conjuntos são computados através do método denominadoface lifting [Dang e

Maler, 1998], que calcula sobreaproximações eficientes.Além disso,d/dt permite trabalhar com

equações dinâmicas com entrada incerta, isto é, modelos do tipoẋ = Ax+Bu,u∈U .

A ferramenta foi desenvolvida no VERIMAG por Eugene Asarin,Oded Maler e Thao Dang, e

outras informações podem ser obtidas emhttp://www-verimag.imag.fr/ ∼tdang .

D. CheckMate

O CheckMatée uma ferramenta computacional baseada noMATLAB/Simulinkpara modelagem,

simulação e verificação formal de sistemas hı́bridos, efoi desenvolvida na Universidade Carnegie

Mellon. Modelos são construı́dos usando a interface gráficaSimulinke ela possibilita a verificação

de sistemas hı́bridos através da obtenção de aproximações para seu modelo discreto [Chutinan,

1999].

Detalhes sobre a ferramenta podem ser obtidos emhttp://www.ece.cmu.edu/ ∼webk/checkmate .

E. PHAVer

A ferramentaPHAVer (Polyhedral Hybrid Automaton VERifyer) realiza verificação formal de

propriedades em sistemas hı́bridos modelados por intermédio de autômatos hı́bridos poliedrais

[Frehse, 2005].

Informações sobre esta ferramenta podem ser encontradasemhttp://www-verimag.imag.fr/
∼frehse/phaver web/
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Além destas ferramentas apresentadas existem muitas outras, e informações sobre elas podem ser

encontradas emhttp://wiki.grasp.upenn.edu/ ∼graspdoc/wiki/hst .

3.6 Conclus̃ao

Ao longo deste capı́tulo os sistemas hı́bridos foram apresentados, sendo explorado um exemplo

ilustrativo e um breve histórico. Além disso, o formalismo adotado neste trabalho, o autômato hı́brido,

foi estudado. Por fim, aspectos de verificação foram analisados, sendo apresentada uma breve revisão

dos métodos e técnicas de verificação existentes na literatura juntamente com algumas ferramentas

computacionais.

Os sistemas de tráfego urbano são classificados como sistemas hı́bridos, onde existem atividades

contı́nuas devido ao fato das filas serem modeladas como fluxos contı́nuos. As dinâmicas discretas

aparecem, dentre outras, em razão do chaveamento dos sinais semafóricos. O autômato hı́brido,

formalismo utilizado para modelar os sistemas de tráfego,permite tanto simular quanto verificar

formalmente propriedades do sistema.

No próximo capı́tulo é apresentado um método para modelagem dos sistemas de tráfego urbano,

buscando sempre realizar coordenação semafórica. A an´alise do comportamento das filas geradas no

sistema é realizada através de simulação dos modelos obtidos e verificação de propriedades.



Caṕıtulo 4

Modelagem e Ańalise de Sistemas de

Tr áfego como Sistemas H́ıbridos

Conforme citado no Capı́tulo 1, investigar o uso de sistemashı́bridos para modelar coordenação

semafórica em sistemas de tráfego urbano pode ser interessante pois os modelos obtidos permitem

realizar uma análise do comportamento do sistema modelado. A análise pode ser realizada com base

nos dados gerados através de simulações, e, quando poss´ıvel, nas informações obtidas através da

verificação formal de propriedades.

Ao longo deste capı́tulo os sistemas de tráfego são estudados como sistemas hı́bridos. Um método

de modelagem baseado em autômatos hı́bridos é apresentado, e os modelos obtidos são implementa-

dos na ferramentaCheckMate. Ao final, resultados de simulação e verificação são discutidos.

4.1 Trabalhos Relacionados

Um sistema de tráfego urbano pode ser considerado um sistema hı́brido, incluindo componen-

tes dirigidos por eventos discretos e componentes contı́nuos no tempo. Para o caso dos sistemas

de tráfego urbano, as dinâmicas discretas dos semáforosinfluenciam na definição das dinâmicas

contı́nuas dos fluxos de tráfego.

Alguns trabalhos da literatura tem utilizado esta abordagem para representar os sistemas de

tráfego urbano. Em Febbraro et al. [2003] um modelo hı́brido para um sistema CTU (controle de

tráfego urbano) é proposto. O objetivo do trabalho, resumidamente, é otimizar a performance de

veı́culos especiais (como ambulância, veı́culos policiais e dos bombeiros) através da coordenação

semafórica.

O modelo hı́brido é desenvolvido para interseção sinalizada, onde as dinâmicas contı́nuas dos

fluxos veiculares são naturalmente influenciadas pelas dinâmicas discretas dos semáforos, as quais

definem se um fluxo tem ou não permissão de passagem. Além disso, o comportamento do tráfego

é descrito através do modelo macroscópico de segunda ordem conhecido como modelo de Payne
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[Payne, 1971]. As equações que descrevem o modelo podem ser encontradas em Febbraro et al.

[2003].

O problema de coordenação apresentado em Febbraro et al. [2003] aborda a idéia que a rede de

tráfego pode ser analisada como um grafo valorado (pesos s˜ao atrı́buidos aos arcos), onde cada nó re-

presenta uma interseção sinalizada e cada arco representa umlink (uma via que liga duas interseções).

É suposto, sempre que possı́vel, que um veı́culo alcança umdestino particular partindo de uma ori-

gem particular. Se o tempo de viagem em cadalink, os tempos de espera devido aos semáforos em

vermelho e os tempos de espera em filas são bem conhecidos a solução do problema de controle é

baseado na busca de menor caminho em um grafo.

A estrutura de controle adotada é baseada em controladoreslocais e controladores de prioridade.

Cada interseção é equipada com um controlador local e um controlador de prioridade. Os contro-

ladores locais atuam nas interseções como se elas fossem uma interseção isolada, onde o objetivo é

minimizar as filas nas direções de entrada. O controlador de prioridades gerencia as prioridades dos

veı́culos especiais, que possuem a prioridade mais alta, e podem forçar o controlador local a adequar

as temporizações a fim de privilegiar os veı́culos especiais. Os controladores de prioridade são geren-

ciados por um supervisor que informa quando um veı́culo especial está se aproximando da interseção.

Além disso, o cálculo do caminho ótimo entre a origem e destino do veı́culo especial é calculado pelo

supervisor, que também comunica ao veı́culo qual é este caminho.

Entretanto, os grafos não são os únicos formalismos de modelagem utilizados na literatura. Nos

trabalhos de Febbraro et al. [2001] e Febbraro e Sacco [2004]os sistemas são modelados através das

redes de Petri hı́bridas.

As redes de Petri [Murata, 1989] são uma metodologia para modelar sistemas a eventos discretos,

e estão aptas a capturar as relações de procedência e interações entre os eventos assı́ncronos e con-

correntes tı́picos destes sistemas. Como resultado as redes de Petri não possuem vantagens apenas

na capacidade de modelagem e auxı́lio das propriedades estruturais, mas são ferramentas poderosas

de projeto, análise e controle. A idéia de aplicar as capacidades das redes de Petri na modelagem e

controle de sistemas de tráfego foi introduzida por DiCesare et al. [1994], onde a representação da

rede de tráfego foi realizada através de redes de Petri coloridas.

As redes de Petri hı́bridas [Alla e David, 2001] são uma combinação da rede de Petri clássica

e uma rede de Petri contı́nua, a versão fluido de uma rede de Petri temporizada. A idéia básica é

explorar as capacidades das redes de Petri citadas anteriormente para adequadamente representar e

gerenciar os aspectos de concorrência e paralelismo que caracterizam os componentes de uma rede

de tráfego urbano, regidos por dinâmicas contı́nuas e discretas.

O trabalho de Febbraro e Sacco [2004] apresenta uma definiç˜ao para uma rede de transporte ur-

bano. As interseções sinalizadas são os elementos da rede que conectam as diversas vias, e consistem

na área fı́sica ocupada pelos veı́culos. Os fluxos dos veı́culos que circulam nas vias são a compo-

nente contı́nua do modelo hı́brido proposto por Febbraro e Sacco [2004], enquanto o comportamento

dos semáforos correspondem a componente discreta. A abordagem proposta é modular, onde cada

interseção é modelada através de uma rede de Petri hı́brida. A parte contı́nua da rede de Petri modela
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os fluxos veiculares e a parte discreta as trocas semafóricas. O acoplamento de todas as interseções

da rede de transporte urbano é dado por redes de Petri contı́nuas que modelam as vias adjacentes. O

trabalho apresenta ainda alguns resultados experimentaispara mostrar a eficácia do modelo. Além

disso aborda aspectos relacionados a otimização da performace e controle.

Outro trabalho que também modela o sistema de tráfego comoum sistema hı́brido é o proposto

por Lei e Ozguner [2001]. Este trabalho apresenta um controlador hı́brido para áreas urbanas. Pri-

meiramente o problema de controle para uma interseção isolada é analisado. Neste trabalho as filas

nas vias são modeladas como a variação dos fluxos de entrada e saı́da de veı́culos, e considera-se que

o tempo de ciclo, fase eoffsetsão fixos.

S

qy1

qx1

Figura 4.1: Interseção isolada

As dinâmicas propostas para a interseção mostrada na Figura 4.1 são:

verdex1 =

{

q̇x1 = ui
x1−uo

x1

q̇y1 = ui
y1

vermelhox1 =

{

q̇x1 = ui
x1

q̇y1 = ui
y1−uo

y1

ondeui e uo são respectivamente os fluxos de entrada e saı́da de veı́culos eqx1 e qy1 as variáveis

contı́nuas que representam as filas nas direçõesx e y.

Um controlador hı́brido é proposto, e isto é feito com basenas diferentes condições de tráfego

de uma interseção isolada. Para estas interseções o controlador hı́brido tem dois estados, um para a

situação onde o sistema está saturado e outro para situac¸ão não saturado. Então, o método é estendido

para o caso onde existem múltiplas interseções, sendo que são consideradas informações de tráfego

de toda rede. Por fim, um controlador hı́brido descentralizado com 5 estados é proposto, e ele permite

manusear com diferentes combinações de situações de tráfego da rede.

Além dos trabalhos abordados aqui podemos citar os trabalhos de Gallego et al. [1996], Tolba

et al. [2001], entre outros. A próxima seção introduz a proposta de modelagem para os sistemas de

tráfego urbano desenvolvida nesta tese, onde o formalismoadotado é o autômato hı́brido.



4. Modelagem e Análise de Sistemas de Tráfego como Sistemas Hı́bridos 35

4.2 Modelagem em Alto Ńıvel

Constantemente buscam-se alternativas para a modelagem desistemas de tráfego urbano. Esta

seção apresenta uma proposta de modelagem para estes sistemas. O objetivo da metodologia é en-

contrar um modelo geral do sistema, e o resultado obtido é umautômato hı́brido [Alur et al., 1996a]

que o representa. Inicialmente se deseja obter um autômatoque represente o sistema num primeiro

nı́vel de abstração, e para tal é necessário seguir setepassos, que são apresentados a seguir.

Passo 1: Identificaç̃ao da topologia

O primeiro passo é a definição da topologia do sistema; é necessário saber como as vias e as

interseções sinalizadas que as conectam são representadas.

Cada interseção é vista como um nó, e conectado a este nóexistem diversoslinks. Um link

corresponde a uma via que se conecta à interseção sinalizada.

Existem fluxos veiculares associados aoslinks, e eles são definidos como:

• ui
j : fluxo de entrada nolink j, convencionado como sendo um fluxo no sentido do nó;

• uo
j : fluxo de saı́da nolink j, convencionado como sendo um fluxo entrando no nó;

• ul
j : fluxo de entrada nolink j, convencionado como sendo um fluxo saindo do nó;

Os links podem ser classificados como:

• link de entrada: diz-se que umlink j é umlink de entrada quando existem um fluxo de entrada

ui
j e um fluxo de saı́dauo

j na direção do nó associados a ele;

• link de saı́da: diz-se que umlink j é um link de saı́da quando existe um fluxo de entradaul
j

saindo do nó associado a ele.

A Figura 4.2 ilustra os dois tipos delinksque é possı́vel conectar em um nó e os fluxos associados

a eles. A figura define como é representado graficamente cada um doslinks. Quando a via é de mão

dupla oslinks utilizados para representá-la são os mesmos, entretanto, eles são duplicados, define-se

um link para cada direção.

Passo 2: Identificaç̃ao dos movimentos ñao conflitantes

Movimentos são possı́veis deslocamentos de veı́culos numa interseção. Determinados movimen-

tos podem ser conflitantes, ou seja, as suas trajetórias podem ser concorrentes em determinados pontos

de um cruzamento.
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ul
jui

j uo
j

Nó Nó
link j

Link de entrada Link de sáıda

link j

Figura 4.2: Tipos delinks que se conectam a um nó

O segundo passo a ser realizado é a identificação dos movimentos em cadalink. De posse destes

movimentos é possı́vel definir conjuntos de movimentos não conflitantes em relação ao nó, onde os

elementos destes conjuntos são não conflitantes.

A identificação destes conjuntos é realizada analisandoa direção dos fluxos de saı́da doslinks de

entrada, ou seja, verificando quais são as direções e conversões permitidas em um nó.

É necessário conhecer os conjuntos de movimentos não conflitantes para poder definir os estágios

do sistema e a distribuição do fluxo viário. Entretanto, atarefa de definir estes conjuntos nem sempre

é trivial, algumas vezes o engenheiro de tráfego opta pelouso de regras de prioridade para resolver

conflitos difı́ceis de resolver através dos semáforos.

Passo 3: Definiç̃ao da matriz de incidência

O terceiro passo é a definição de uma matriz de incidênciaque indica como é o escoamento do

fluxo veicular que atravessa um nó.

Sendon o número delinks, define-se uma matrizn×n, onde as linhas da matriz indicam como

é a distribuição do fluxo de saı́dauo doslinks de entrada que estão conectados ao nó. As colunas da

matriz indicam como é formado o fluxoul doslinks de saı́da que se conectam ao nó. A equação que

define o fluxoul é:

ul
k(t) =

j∈I

∑
j 6=k

a jkuo
j (t) (4.1)

ondea jk é o elemento da matriz que indica o percentual do fluxo de saı́dauo
j do link de entradaj que

escoa pelolink de saı́dak. O conjuntoI contém os ı́ndices relativos aoslinks de entrada do nó.

A Figura 4.3 ilustra o exemplo de um sistema composto de uma interseção isolada sinalizada.

Além disso, a Figura 4.3(b) indica oslinks identificados no sistema. Pode-se observar que existem

dois links de entrada (x1 e y1) e dois links de saı́da (x2 e y2). Aos links de entradax1 e y1 estão

associados os fluxos de entradaui
x1 eui

y1 e os fluxos de saı́dauo
x1 euo

y1, respectivamente. Aoslinks de

saı́dax2 ey2 estão associados os fluxosul
x2 eul

y2.

Observando as conversões possı́veis na interseção sinalizada (as setas da Figura 4.3(a)) podemos

escrever as equações que representam os fluxosul (conforme a equação (4.1)) como:

ul
x2(t) = a12uo

x1(t)+a32uo
y1(t)
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S

qy1

qx1

(a)

x1
S

x2

y1

y2

(b)

Figura 4.3: Exemplo de uma interseção isolada

ul
y2(t) = a14uo

x1(t)+a34uo
y1(t)

sendoa jk ∈ A com j,k = 1, · · · ,4. A matriz de incidênciaA é definida pela matriz da Tabela 4.1.

Ent\Sai x1 x2 y1 y2

x1 0 0.5 0 0.5

x2 0 0 0 0

y1 0 0.5 0 0.5

y2 0 0 0 0

Tabela 4.1: Matriz de incidênciaA

Analisando a matriz é possı́vel identificar como é a distribuição dos fluxos de saı́da doslinks de

entrada. Por exemplo, o elementoa12 = 0.5 indica que 50% do fluxo de saı́dauo
x1 do link de entrada

x1 escoa pelolink de saı́dax2. Além disso, é possı́vel afirmar, por exemplo, que o fluxoul do link de

saı́day2 é formado pelos fluxos de saı́dauo doslinksde entraday1 ex1, com os percentuais indicados

na matriz.

Quando modelamos apenas uma interseção a distribuiçãodos fluxos de saı́da doslinksde entrada

não tem relevância para definir as dinâmicas das filas que podem se formar nesteslinks. Entretanto,

quando modelamos sistemas compostos por interseções conectadas é necessário conhecerul do link

de saı́da que está conectando os nós, pois em relação ao segundo nó estelink é classificado comolink

de entrada, eul define o seu fluxo de entrada. Por fim, no âmbito desta tese utiliza-se apenas matrizes

de incidência que não são variantes no tempo, ou seja, a distribuição dos fluxos permanece constante

ao longo do tempo.

Passo 4: Determinaç̃ao dos est́agios e fases

O quarto passo a ser realizado é a identificação das fases do sistema. Após identificar os conjuntos

de movimentos não conflitantes é necessário atribuir porções do tempo de ciclo de verde a eles, ou

seja, definir as fases e os estágios. Quando o semáforo est´a verde para um determinado estágio

significa que uma ou mais fases estão presentes. A porção de tempo de verde alocada para cada

estágio é definida pelosplit.

Cada estágio é definido como um sub-perı́odo do ciclo em queum conjunto de movimentos
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permitidos está autorizado, ou seja, está com permissãode passagem na interseção. Quando se altera

a permissão, muda-se o estágio.

A alocação dos tempos de verde aos estágios é definida de maneiraoff-line quando o controle

implementado é de tempo fixo, ou seja, definem-se os estágios e as suas fasesa priori. Para os casos

onde o controle aplicado é atuado a alocação dos tempos semafóricos pode seron-line, onde a duração

das fases em cada estágio pode ser realizada dinamicamente, dependendo da demanda de tráfego.

Analisando o exemplo da Figura 4.3 identifica-se dois conjuntos de movimentos não conflitantes

relacionados a um nó, e uma configuração possı́vel para o semáforo é composta de dois estágios e

duas fases, como ilustrado na Figura 4.4. Se o semáforo est´a vermelho na direçãoy e verde emx

(50% do tempo de ciclo, o tempo de amarelo é desconsiderado), a fase presente é a fase 1. Já quando

o semáforo está verde na direçãoy e vermelho emx (50% do tempo de ciclo), a fase presente é a fase

2.

Fase 1

Fase 2

Ciclo

Estágio

verdevermelho

Est. 1 Est. 2

Figura 4.4: Diagrama de estágios e fases para interseçãoisolada

Passo 5: Formalizaç̃ao das din̂amicas:

As variáveis que serão utilizadas para definir as dinâmicas do sistema são as filas que se formam

noslinksde entrada. Uma fila é o acúmulo de veı́culos em umlink de entrada, e ela é formada quando

a passagem de veı́culos em um nó está bloqueada ou quando o fluxo de entrada de veı́culosui é maior

que o fluxo de saı́dauo.

Quando existem vias de mão dupla, a formação de fila pode ocorrer em ambas direções, e neste

caso, para cada direção define-se uma variável distinta.

As equações seguem o modelo definido no trabalho de Lei e Ozguner [2001], onde as filas são

modeladas como a variação dos fluxos de entrada e saı́da de veı́culos. No trabalho de Lei e Ozguner

[2001] assume-se que o tempo de ciclo, fase eoffset são fixos. A equação apresentada a seguir

descreve o comportamento genérico de uma fila em umlink de entradaj:

q̇ j = ui
j −uo

j (4.2)
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ondeq j é o tamanho da fila,ui
j é o fluxo de entrada euo

j é o fluxo de saı́da nolink. Para cada estágio

do sistema são definidas as equações que modelam as variac¸ões das filas.

Passo 6: Definiç̃ao da lei de controle

Antes de obter o autômato hı́brido que modela o sistema é preciso definir a lei de controle que vai

ser implementada. O controle pode ser de temporização fixa, onde os tempos de ciclo,offsete split

são definidos de maneiraoff-line e não são alterados com o sistema em funcionamento. Nestescasos

o passo 4 é muito importante, pois os estágios e as fases não se alteram.

Outra estratégia de controle que pode ser aplicada é o controle atuado, onde os tempos são defini-

dos dinamicamente, em resposta à demanda de tráfego. Nesta tese apenas a estratégia em tempo fixo

será considerada.

Passo 7: Definiç̃ao do aut̂omato h́ıbrido

Por fim, é necessário definir o autômato hı́brido que representa o modelo geral do sistema. Para

cada estágio define-se um estado, e dentro deste estado valem as dinâmicas definidas para este estágio

quando uma fase está presente. A troca dos estágios é modelada através das guardas e para isto é

necessário saber a lei de controle que controla o sistema semafórico. O autômato resultante modela

apenas as situações onde ao menos uma fase está presente para cada estágio, ou seja, não se modela

a situação de vermelho total, onde nenhum estágio possuipermissão de passagem.

4.2.1 Sistemas Compostos por Interseções Conectadas

A proposta de metodologia apresentada tem o intuito de modelar tanto uma interseção isolada

como interseções conectadas, onde é necessário modelar a coordenação entre os semáforos. Quando

modelamos interseções conectadas devemos considerar interseções separadas por uma distânciaD

e onde existe umoffsetentre os seus semáforos. O tempo que os veı́culos levam parapercorrer a

distância entre as interseções é o tempo de deslocamento d.

A modelagem de interseções conectadas considera o sistema como múltiplas interseções isoladas,

onde se analisa cada interseção separadamente. Para cadanó identificado são seguidos os sete passos

descritos anteriormente, e o acoplamento do sistema se dá através de uma conexão. O acoplamento

do sistema implementa a coordenação entre semáforos adjacentes.

Uma conexão liga dois nós subseqüentes, chamados nó-ant e nó-post. Ela é caracterizada por

dois links distintos, um que se conecta ao nó-ant e outro que se conectaao nó-post. Conectado ao

nó-ant está olink de saı́daant, e associado a ele está o fluxoul
ant, definido conforme a equação (4.1).

Conectado ao nó-post está olink de entradapost, e associado a ele estão os fluxos de entradaui
post e

uo
post.
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A Figura 4.5 ilustra como uma conexão pode ser representadagraficamente, respeitando a defi-

nição doslinks de entrada e saı́da. Quando a via é de mão dupla define-se umaconexão para cada

direção da via.

Nópost

ui
post uo

postul
ant

Nó
ant

conexão ant-post

Figura 4.5: Exemplo de conexão em uma interseção isolada

A dinâmica que modela a conexão está relacionada aolink post, devido ao fato de ser nestelink

que pode ocorrer formação de fila. A equação que define a variação da filaqpost nestelink é:

q̇post(t) = ui
post(t) − uo

post(t).

Observando a conexão da Figura 4.5 percebe-se que o fluxo de entradaui
post é formado pelo fluxo

ul que parte dolink ant dsegundos antes, ou seja, este fluxo alcança olink postatrasadod segundos,

onded é o tempo de deslocamento entre os nós. Sendo assim, é possı́vel definir a equação da dinâmica

da filaqpost em função do fluxoul
ant, e desta maneira acoplar o sistema. A equação agora é:

q̇post(t) = ul
ant(t−d) − uo

post(t).

Entretanto, a modelagem de atrasos não é desejada pois deseja-se realizar verificação formal dos

sistemas modelados, e os métodos existentes não tratam atrasos. Sendo assim, é necessário utilizar

artifı́cios que tratem os atrasos de maneira impĺıcita.

Nesta tese os atrasos são tratados na definição das guardas que chaveiam os estágios do sistema, e

não nas equações que modelam as filas. A idéia é registrar os momentos onde ocorrem chaveamentos

de dinâmicas que impliquem na alteração dos fluxosul
ant, e de posse destes valores calcular qual é

o instante que ocorre a mudança de fluxo de entrada emui
post. A definição das guardas considera os

valores registrados, o tempo de deslocamentod e ooffset, modelando de maneira impĺıcita o atraso

das equações das filas.

4.2.2 Aplicaç̃ao da Metodologia a uma Interseç̃ao Isolada

A Figura 4.6(a) apresenta um exemplo de sistema de tráfego,uma interseção isolada, onde as setas

indicam os movimentos permitidos noslinks definidos para o sistema. Esteslinks são mostrados na

Figura 4.6(b). Uma matriz de incidência para este sistema está representada na Tabela 4.2.

As variáveis dos sistemas de tráfego urbano que serão analisadas são as filas formadas noslinksde

entrada. Observando a Figura 4.6(a) e 4.6(b) é possı́vel identificar doislinks de entrada, oslinks x1 e

y1. Neste caso, as variáveis que serão modeladas são as filasnesteslinks. Os estágios definidos para o

sistema podem ser observados na Figura 4.7. No estágio 1 a fase 2 está presente para os movimentos
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S

qy1

qx1

(a) Interseção isolada

x1
S

x2

y1

y2

(b) Links para uma
interseção isolada

Figura 4.6: Exemplo 1 – interseção isolada

Ent\Sai x1 x2 y1 y2

x1 0 0.7 0 0.3

x2 0 0 0 0

y1 0 0.3 0 0.7

y2 0 0 0 0

Tabela 4.2: Matriz de incidência do semáforo S

do link y1 e no estágio 2 a fase 1 está presente para os movimentos dolink x1. No caso da Figura 4.7

o tempo de verde para cada estágio é 1/2 ciclo.

Fase 1

Fase 2

Ciclo

Estágio

verdevermelho

Est. 1 Est. 2

Figura 4.7: Estágios e fases

Sendoqx1 e qy1 as variáveis contı́nuas que representam as filas noslinks x1 e y1, ui e uo os fluxos

de entrada e saı́da de veı́culos, as dinâmicas das filas paracada estágio estão nas equações a seguir:

verdex1 =

{

q̇x1 = ui
x1−uo

x1

q̇y1 = ui
y1

(4.3)

vermelhox1 =

{

q̇x1 = ui
x1

q̇y1 = ui
y1−uo

y1

(4.4)
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A equação (4.3) modela as dinâmicas das filas quando o sem´aforo está verde na direçãox (estágio

2). O tamanho da filaqx1 varia segundo uma taxa baseada na diferença entre os fluxos de entrada

e saı́da de veı́culo, e a filaqy1 acumula veı́culos segundo uma taxa que é o seu fluxo de entrada. A

equação (4.4) modela as dinâmicas das filas quando o semáforo está verde na direçãoy (estágio 1), e

neste caso, o escoamento de veı́culos ocorre na filaqy1 e o acúmulo de veı́culos na filaqx1.

A Figura 4.8 mostra o autômato obtido para o exemplo da Figura 4.6(a). A lei de controle definida

para o sistema é a de tempo fixo, onde os tempos de verde e vermelho do semáforo são definidosoff-

line. A guardafim-verdeindica o término da fração de tempo definida para o estágio em que o

semáforo está verde na direçãox, e, analogamente,fim-vermelhoindica o término da fração de tempo

definida para o estágio em que o semáforo está vermelho na direçãox.

fim-verde

fim-vermelho

q̇x1 = ui
x1−uo

x1 q̇x1 = ui
x1

q̇y1 = ui
y1−uo

y1q̇y1 = ui
y1

Figura 4.8: Autômato em alto nı́vel para uma interseção isolada

4.3 Modelos Refinados

O autômato obtido na seção 4.2 é uma visão abstrata do sistema modelado como um sistema

hı́brido. Entretanto, para poder analisar o sistema é importante obter modelos mais detalhados, onde

o comportamento do sistema é analisado com maior grau de profundidade. Para definir modelos

refinados do autômato hı́brido obtido na seção anterior,lembrando que para o caso de múltiplas

interseções existe um autômato para cada uma delas, é necessário seguir os seguintes passos:

1. Analisar cada estado do autômato em alto nı́vel (que representam os estágios do sistema) e

verificar se ele não poderia ser modelado com mais detalhes.Isto é feito identificando diferen-

tes situações que o sistema pode se encontrar naquele est´agio. A caracterı́stica que se busca

identificar é a formação ou não de fila em cada estágio.

2. Para cada nova situação identificada atribuir um estadono autômato hı́brido, ou seja, explodir

o estado que representa um estágio em outros estados. Sendoassim, é necessário redefinir as

dinâmicas do sistema, pelo refinamento da equação (4.2).

3. Para sistemas com múltiplas interseções é necessário avaliar como o tempo de deslocamento

entre os semáforos influencia a modelagem das novas situações de comportamento do sistema.

4. Definir como as guardas serão implementadas, principalmente em sistemas com interseções

conectadas, de modo a garantir o acoplamento correto do sistema.

Para exemplificar a proposta de refinamento são explorados dois exemplos, um sistema composto

de uma interseção isolada e um sistema composto de duas interseções conectadas.
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4.3.1 Exemplo 1 – Sistema de uma Interseção Isolada

O autômato da Figura 4.8 foi definido para o sistema da Figura4.6(a), sendo que a lei de controle

aplicada foi a de tempo fixo. O primeiro passo do refinamento éanalisar como o sistema se comporta

em cada estágio, e é possı́vel identificar duas situações distintas em cada estado: a presença ou não

de formação de fila.

Quando existe fila o fluxo de veı́culos que cruzam o semáforo (nó S) é assumido máximo, ou seja,

o fluxo de saı́da é assumido ser o fluxo de saturaçãof . Quando não há presença de fila assume-se que

o fluxo uo que parte do semáforo é igual ao que chega (ui). Como o fluxo de entrada nunca é nulo

(considera-se constante e menor que o fluxo de saturação),sempre que um semáforo transita para o

sinal verde ele está no modo com fila, devido à presença da fila formada durante o tempo de vermelho

do semáforo nesta direção. Após um perı́odo de tempo a fila pode esgotar e ele entrar no modo sem

fila.

Sendo assim, o autômato encontrado no alto nı́vel pode ser remodelado com quatro estados, onde

cada estágio é representado por 2 estados (modo com e sem fila). As novas dinâmicas do sistema

quando o semáforo está verde na direçãox, ou seja, no estágio 2 da Figura 4.7 são apresentadas a

seguir:

com filax1 =

{

q̇x1 = ui
x1−uo

x1 = ui
x1− fx1

q̇y1 = ui
y1−uo

y1 = ui
y1−0 = ui

y1

(4.5)

sem filax1 =

{

q̇x1 = ui
x1−uo

x1 = ui
x1−ui

x1 = 0

q̇y1 = ui
y1−uo

y1 = ui
y1−0 = ui

y1

(4.6)

As próximas equações indicam as dinâmicas do sistema quando o semáforo está vermelho na

direçãox, ou seja, no estágio 1 da Figura 4.7.

com filay1 =

{

q̇x1 = ui
x1−uo

x1 = ui
x1−0 = ui

x1

q̇y1 = ui
y1−uo

y1 = ui
y1− fy1

(4.7)

sem filay1 =

{

q̇x1 = ui
x1−uo

x1 = ui
x1−0 = ui

x1

q̇y1 = ui
y1−uo

y1 = ui
y1−ui

y1 = 0
(4.8)

Como o sistema não possui interseções conectadas o passo3 descrito na seção 4.3 pode ser des-

considerado. A Figura 4.9 ilustra um autômato obtido para um modelo refinado de uma interseção

isolada. Neste autômato cada estágio é representado pordois estados, e é necessário definir guardas

que possibilitem a transição entre estados que representam o mesmo estágio, devido ao esgotamento

da fila em determinada direção.

Para implementar as guardas é possı́vel utilizar variáveis definidas como relógios para contar o

tempo de ciclo, e no caso do autômato da Figura 4.9 é necess´ario apenas uma, a variável denominada
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r. Esta variável,r, assume valores reais dentro do conjunto[0,T], ou seja, a duração do tempo de ciclo

T. Sempre quer = T ela é reinicializada e assume valorr = 0, indicando o inı́cio de um novo ciclo.

Para que o modelo esteja correto é necessário adicionar a cada estado do autômato da Figura 4.9 a

dinâmica contı́nua que modela a variávelr, ou seja, em cada estado deve ser adicionado a dinâmica

ṙ = 1.

q̇x1 = ui
x1

˙qy1 = ui
y1− fy1

q̇x1 = ui
x1− fx1

sem-filay

fim-vermelho

fim-verde

sem-filax

fim-vermelho
fim-verde

˙qx1 = 0
q̇y1 = ui

y1 ˙qy1 = ui
y1

q̇x1 = ui
x1

˙qy1 = 0

Figura 4.9: Autômato do modelo refinado para uma interseç˜ao isolada

A Tabela 4.3 mostra como as guardas do autômato da Figura 4.9podem ser representadas em

função de parâmetros do sistema, ondeT é o tempo de ciclo,c o split, qx1 eqy1 as filas er um relógio

que conta o tempo de ciclo. Um novo ciclo sempre inicia com o semáforo em verde na direçãox, ou

seja, no intervalo[0,cT] o semáforo está em verde na direçãox (estágio 2) e no intervalo(cT,T] ele

está vermelho nesta direção (estágio 1).

Etiqueta Guarda

fim-vermelho r = T ; r := 0

fim-verde r = cT

sem-fila-x qx1 = 0

sem-fila-y qy1 = 0

Tabela 4.3: Guardas do autômato para uma interseção isolada

O autômato resultante pode ser visualizado na Figura 4.10,onde cada caixa pontilhada corres-

ponde a um estado do modelo de alto nı́vel da Figura 4.8.

4.3.2 Exemplo 2 – Sistema com Duas Interseções Conectadas

Suponha o sistema da Figura 4.11, onde existem duas intersec¸ões separadas por uma distância

D, e o tempo para percorrer esta distância é o tempo de deslocamentod. Os semáforos existentes

nas interseções são sincronizados pelooffset, que é a defasagem entre os instantes de inı́cio do tempo

de verde. Oslinks e a conexão do sistema estão representados na Figura 4.12.O modelo em alto

nı́vel é composto por dois autômatos, como mostra a Figura4.13. Neste exemplo não são permitidas

conversões, como pode ser observado nos estágios propostos para as interseções na Figura 4.14 (os

estágios são iguais para as duas interseções).
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r = T;r := 0

˙qy1 = ui
y1

ṙ = 1

˙qx1 = ui
x1

q̇y1 = 0

ṙ = 1

˙qx1 = ui
x1− fx1

q̇y1 = ui
y1

ṙ = 1

˙qx1 = ui
x1

q̇y1 = ui
y1− fy1

ṙ = 1

˙qx1 = 0 qx1 = 0

qy1 = 0

r = T;r := 0

r = cT r = cT

verde em x

vermelho em x

Figura 4.10: Autômato final para o modelo refinado (uma interseção isolada)

S1 S2

D

Figura 4.11: Sistema com duas interseções conectadas

O refinamento deve ser efetuado para cada semáforo separadamente, sendo o acoplamento defi-

nido nas novas guardas que serão implementadas. Para o autˆomato que representa o primeiro nó (S1)

o procedimento é idêntico ao descrito no exemplo anterior; as diferenças aparecem no modelo do se-

gundo nó, onde o tempo de deslocamento entre os semáforos influencia o chaveamento das dinâmicas.

As matrizes de incidência para o primeiro e o segundo nó estão, respectivamente, nas Tabela 4.4 e

4.5.

Ent\Sai x1 x2 y1 y2

x1 0 1 0 0

x2 0 0 0 0

y1 0 0 0 1

y2 0 0 0 0

Tabela 4.4: Matriz de incidência do semáforo S1

x3

S1
x1

y1

y2

S2
x4

y3

y4

x2

Figura 4.12:Linkspara o sistema com duas interseções
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fim-verde

fim-vermelho

q̇x1 = ui
x1−uo

x1

q̇y1 = ui
y1

q̇x1 = ui
x1

q̇y1 = ui
y1−uo

y1

(a) Semáforo S1

fim-verde

fim-vermelho

q̇x3 = ui
x3−uo

x3

q̇y3 = ui
y3

q̇x3 = ui
x3

q̇y3 = ui
y3−uo

y3

(b) Semáforo S2

Figura 4.13: Modelos em alto nı́vel para S1 e S2

Fase 1

Fase 2

Ciclo

Estágio

verdevermelho

Est. 1 Est. 2

Figura 4.14: Estágios e fases – exemplo 2

Ent\Sai x3 x4 y3 y4

x3 0 1 0 0

x4 0 0 0 0

y3 0 0 0 1

y4 0 0 0 0

Tabela 4.5: Matriz de incidência do semáforo S2

O primeiro passo do refinamento do segundo autômato é identificar diferentes comportamentos

das filas em cada estágio, ou seja, em cada estado. Quando o sistema está no estágio em que o

semáforo S2 está verde na direçãox (estágio 2) é possı́vel identificar novamente duas situac¸ões: com

e sem fila. Além disso é possı́vel identificar três situações de chegada de veı́culos no linkx3, pois

eles chegam com um fluxoui
x3(t) = ul

x2(t−d) que pode serfx1, ui
x1 ou 0 (sendoui

x1 < fx1 e ambos

constantes).

Quando está vermelho na direçãox do semáforo S2 (estágio 1) a formação de fila no linkx3

também depende dos fluxos de veı́culos que partem do primeiro nó. Considerando estas novas

suposições é possı́vel redefinir as dinâmicas do sistema.
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As variáveis contı́nuas do semáforo S2 são as filasqx3 e qy3, filas formadas noslinks x3 e y3,

respectivamente, e seus modelos matemáticos quando estáverde na direçãox (semáforo S2 no estágio

2) estão descritos nas equações a seguir:

com filax3 =







q̇x3 =− fx3 casoui
x3 = 0

q̇x3 = ui
x1− fx3 casoui

x3 = ui
x1

q̇x3 = fx1− fx3 casoui
x3 = fx1

q̇y3 = ui
y3

(4.9)

sem filax3 =

{

q̇x3 = 0

q̇y3 = ui
y3

(4.10)

Este estágio agora precisa de 4 estados para ser modelado através de um autômato hı́brido.

As equações que representam as dinâmicas na direçãox quando o semáforo S2 está com o sinal

vermelho nesta direção (estágio 1) são:

com filay3 =







q̇x3 = 0 casoui
x3 = 0

q̇x3 = ui
x1 casoui

x3 = ui
x1

q̇x3 = fx1 casoui
x3 = fx1

q̇y3 = ui
y3− fy3

(4.11)

sem filay3 =







q̇x3 = 0 casoui
x3 = 0

q̇x3 = ui
x1 casoui

x3 = ui
x1

q̇x3 = fx1 casoui
x3 = fx1

q̇y3 = ui
y3−ui

y3 = 0

(4.12)

Para modelar este estágio são necessários 6 estados no autômato hı́brido pois é preciso considerar

as diferentes chegadas emx quando o semáforo está vermelho nesta direção.

Após definir as novas dinâmicas para o sistema é necessário analisar como o tempo de desloca-

mentod será considerado na modelagem. A proposta é traduzi-lo nas guardas do autômato hı́brido.

Assim, como no exemplo para uma interseção isolada, aqui também se utilizam variáveis definidas

como relógios. Através destas variáveis é possı́vel saber em que momento aconteceram as trocas

de dinâmicas no primeiro semáforo, e assumindo os tempos de deslocamento constantes é possı́vel

prever quando ocorrem trocas de dinâmicas no segundo semáforo.

A Figura 4.15 ilustra esta idéia, ondes é o offsetentre os semáforos,c o split, T o tempo de

ciclo ed o tempo de deslocamento entre os nós. São definidas duas variáveis como relógios,r1 e r2.

O relógio r1 controla o tempo de ciclo er2 registra o momento da troca de dinâmica no semáforo

S1. O ciclo sempre começa com o semáforo verde para o nó S1,e é possı́vel perceber na situação

descrita na Figura 4.15 que os veı́culos que partem do semáforo S1 no instanter1 = 0 alcançam o

segundo semáforod segundos depois (no casor1 = s), exatamente quando o semáforo S2 ficou verde.
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As variáveis são zeradas a cada novo ciclo. Com estas informações é possı́vel modelar guardas que

controlam os tempos de verde e vermelho nos dois nós (S1 e S2)e guardas que acoplem os dois

semáforos.

ui
x1fluxo = fluxo = fx1

fluxo = fx1 ui
x1fluxo = 

r1=0

r2=xr2=0

r1=s r1=s

r1:=0

semáforo S1

semáforo S2

r2=x

r1=cT+s

r1=0 r1=x

r1=x+s

r2:=0

r2=x

r1=T

d d

fluxo de entrada no semáforo 1
instante da mudança de 

r1=cT

Figura 4.15: Relógios para modelar guardas

A Figura 4.16 ilustra o autômato refinado obtido para o segundo semáforo. As guardas definidas

para este autômato estão na Tabela 4.6, lembrando ques é offset, T o tempo de ciclo,d o tempo de

deslocamento,c o split, r1 e r2 as variáveis que representam relógios, eqx3 eqy3 as variáveis de estado

que representam as filas do nó S2.

Etiqueta Guarda

a qx3 = 0

b qy3 = 0

c r1 = s

d r1≥ cT +s

e r1−d = r2

f r1≥ d

g r1≥ cT +d

h r1 = s∧qx3 = 0

Tabela 4.6: Guardas do autômato do semáforo S2

As guardasa eb são habilitadas quando as filasqx3 eqy3 são nulas. O término do tempo de verde

ou vermelho é sinalizado através das guardasd e c, respectivamente, sendo que é utilizado um único

relógio para controlar os tempos de ciclo dos dois semáforos, e isto é possı́vel porque utiliza-se o

offset sentre os semáforos para sincronizá-los.

A guardae tem o intuito de sinalizar a mudança no fluxo de entrada de ve´ıculos no semáforo S2,

considerando o instante que os veı́culos deixaram o semáforo S1. Para este teste utiliza-se a variável

r2, que indica quando o semáforo S1 deixou de atuar no modo com fila e onde o fluxo erafx1. O teste

consiste em verificar no semáforo S2 se o instante em que o ve´ıculo partiu do semáforo S1 (r1−d)

ocorreu antes do instante armazenado na variávelr2, e isto pode ser visualizado na Figura 4.15. Se o

veı́culo partiu antes do instanter2 a guarda não é habilitada, caso contrário, transita paraum estado



4. Modelagem e Análise de Sistemas de Tráfego como Sistemas Hı́bridos 49

q̇y3 = ui
y3

b

d
c

d

f

c

c

a

f

e

a

d

d

c

b

c
g

e
g

b

e

g g

c
h

h

a

q̇x3 = 0

q̇y3 = ui
y3

q̇x3 =− fx3

q̇x3 = ui
x1− fx3

q̇x3 = fx1− fx3

q̇y3 = ui
y3

q̇x3 = 0

q̇y3 = ui
y3− fy3

q̇x3 = ui
x1

q̇x3 = fx1

q̇y3 = ui
y3− fy3

q̇x3 = 0

q̇y3 = 0

q̇x3 = ui
x1

q̇y3 = 0

q̇y3 = 0

q̇x3 = fx1

q̇y3 = ui
y3− fy3

q̇y3 = ui
y3

Vermelho em x Vermelho em xVerde em x

Figura 4.16: Autômato refinado para segunda interseção

onde o fluxo de chegada de veı́culos éui
x1. A transição só vai ocorrer se o tempo de verde não tiver

terminado, e para que este teste tenha validade durante todotempo de execução é necessário que

d≤ T− r2, caso contrário as dinâmicas propostas não terão validade.

As guardasf e g sinalizam a chegada de veı́culos no semáforo S2, considerando que ooffseté

menor que o tempo de deslocamentod. Na Figura 4.17 é possı́vel visualizar esta situação. Por fim, a

guardah habilita a transição para um estado onde o semáforo S2 está com o sinal verde, porém a fila

na direçãox é nula.

d−s

d d

s

r1=0

r1:=0

vermelho
r1=0 r1=cT r1=T

r1=s r1=d

s

verde

verde vermelho

r1=cT+s r1=cT+d

semáforo S1

semáforo S2

r1=s r1=d

Figura 4.17: Funcionamento das guardas considerando o tempo de deslocamento

Para implementar o modelo do sistema de duas interseções conectadas é necessário considerar

as dinâmicas dos relógiosr1 e r2. Estas variáveis acoplam o sistema, logo são variáveis globais

utilizadas nas guardas dos autômatos dos dois semáforos.Entretanto, basta adicionar as dinâmicas

que modelam seu comportamento nos estados do autômato do primeiro semáforo (S1). Isto é possı́vel

porque o relógio que controla o tempo de ciclo (r1) o faz para os dois semáforos, considerando a

defasagem entre eles. Além disso, o relógior2 precisa guardar um instante de troca de dinâmica

ocorrido no primeiro autômato. O novo autômato do primeiro semáforo, considerando as dinâmicas



4. Modelagem e Análise de Sistemas de Tráfego como Sistemas Hı́bridos 50

dos relógios, pode ser encontrado na Figura 4.18.

É possı́vel perceber no novo autômato a inclusão da dinâmica da variávelr2, que guarda o tempo

que o semáforo S1 está descarregando veı́culos na direç˜aox no modo com fila. Esta variável assume

valores reais dentro do conjunto[0,cT] e é reinicializada no inı́cio de cada ciclo (quando a transição

associada à guardafim-vermelhoocorre), sendo que a dinâmica neste estado é ˙r2 = 1. Quando o

sistema transita para outros estados a dinâmica é alterada para ˙r2 = 0, armazenando emr2 o instante

da transição de estado. Este instante representa a parcela de tempo que o sistema ficou com o semáforo

no sinal verde e descarregando fila na direçãox.

˙qx1 = ui
x1

˙qy1 = 0

q̇x1 = 0

q̇y1 = ui
y1

ṙ1 = 1

ṙ1 = 1

ṙ2 = 0

ṙ2 = 0

˙qx1 = ui
x1− fx1

˙qy1 = ui
y1

ṙ1 = 1
ṙ2 = 1

˙qx1 = ui
x1

˙qy1 = ui
y1− fy1

ṙ1 = 1
ṙ2 = 0

qx1 = 0

qy1 = 0

r1 = T;r1 := 0;r2 := 0 r1 = T;r1 := 0;r2 := 0

r1 = cT

r1 = cT

Vermelho em x

Verde em x

Figura 4.18: Autômato do semáforo S1 considerando as dinˆamicas dos relógios

4.4 Implementaç̃ao

A modelagem proposta nos exemplos desenvolvidos é implementada com a ajuda de uma ferra-

menta computacional, oCheckMate[Silva et al., 2000]. OCheckMatée uma ferramenta baseada no

MATLABpara modelagem, simulação e verificação formal de sistemas hı́bridos.

4.4.1 Ferramenta Utilizada –CheckMate

A ferramentaCheckMatée implementada noMATLAB, utilizando a interface gráficaSimulink.

O CheckMatée composto por três blocos principais:switched continuous system block, polyhedral

threshold blockefinite state machine block, que podem ser observados na Figura 4.19. Estes três blo-

cos são utilizados juntamente com os blocos padrões doSimulinkpara construir modelos de sistemas

hı́bridos que podem ser simulados e verificados [Chutinan e Krogh, 2003].

O switched continuous system block(SCSB) define um sistema dinâmico contı́nuo cujas dinâmi-

cas dependem de uma entrada de valor discreto. Um SCSB possuiuma entrada discretau e uma saı́da

x, que é um vetor de estado contı́nuo para as dinâmicas do bloco. A dinâmica contı́nua é selecionada
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Figura 4.19: Blocos disponı́veis noCheckMate

pelo valoru de acordo com ˙x= fu(x). A entrada discretau no SCSB só pode vir da máquina de estado

finito. Os tipos de equações diferenciais ordinárias quepodem ser especificados para cada valor

discreto da entradau são: não-linear, onde ˙x = f (x) para uma função não-linear contı́nua arbitrária

f ; linear, onde ˙x = Ax+b para uma matriz constanteA e um vetorb; e constante, onde ˙x = c para um

vetor constantec. Para cada caso oCheckMateutiliza um procedimento de aproximaçãoflow-pipe,

que é otimizado para o tipo especificado de dinâmica, sendoque a representaçãoflow-pipeé exata no

caso de dinâmicas constantes.

O Polyhedral Threshold Block(PTHB) define um poliedro convexo parametrizado por um par

matrix-vetor(C,d). A entrada é um vetor estado contı́nuox e a saı́da é um sinal booleano indicando

sex está ou não dentro do poliedro convexo definido porCx≤ d. A entrada deve ser construı́da à

partir das saı́das dos SCSBs.

O bloco finite-state machine block(FSMB) é implementado peloStateflowcom as seguintes

restrições:

• cada entrada evento deve ser uma função lógica das saı́das dos PTHBs;

• cada dado de entrada deve ser uma função lógica das saı́das dos PTHBs ou FSMB;

• somente são permitidos sinais de saı́da com valor discreto;

• o diagramaStateflownão deve conter hierarquias e cada estado deve atribuir um valor único

para o dado de saı́da na ação de entrada. Nenhuma outra aç˜ao é permitida em qualquer estado

ou transição rotulada.

Além dos blocos desenvolvidos especificamente para oCheckMateexistem os blocos-padrão do

Simulink. Para simulação qualquer bloco pode ser utilizado, entretanto para verificação, além dos

blocos especı́ficos, podem ser utilizados apenas os operadores lógicos e sinais MUX/DEMUX.
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O procedimento de verificação doCheckMateé baseado na teoria geral de autômato hı́brido

com semântica de sistemas de transição. Para aplicar esta teoria oCheckMateconverte modelos

Simulink-Stateflowem uma classe de autômatos hı́bridos chamadapolyhedral-invariant hybrid au-

tomata(PIHA). O PIHA difere de um autômato hı́brido geral nos seguintes aspectos:

1. Não existe nenhum mapeamento deresetassociado às transições discretas, o que significa que

não existem descontinuidades nas trajetórias no estado contı́nuo.

2. Os invariantes são definidos por inequações lineares.

3. As guardas são faces dos invariantes, o que significa que uma transição no espaço discreto

ocorre imediatamente quando a trajetória no estado contı́nuo atinge uma guarda.

Assim como os sistemas hı́bridos em geral, o sistema de transição do PIHA tem um espaço de

estados infinito. Para aplicar técnicas do padrãomodel checkinguma aproximação conservativa de es-

tado finito é construı́da, resultando no chamado sistema detransição quociente aproximativo (AQTS).

Se a verificação é inconclusiva, o AQTS pode ser refinado e oprocedimento de verificação pode ser

executado novamente [Chutinan e Krogh, 2001]. O principal obstáculo em relação à realização do

AQTS para o sistema hı́brido é a falta de métodos efetivos para computar osflow-pipes, ou seja, o

conjunto de trajetórias contı́nuas partindo de um conjunto de estados iniciais. Em Chutinan e Krogh

[1998] é proposto um procedimento para computar aproximac¸ões poliedrais conservativas paraflow-

pipesde sistemas dinâmicos contı́nuos.

O procedimento de verificação noCheckMateinicia com a conversão do modeloSimulinkem

um PIHA equivalente. A análise do PIHA é limitada pela região poliedral definida pelo usuário

chamada região de análise do espaço de estados contı́nuo. Um AQTS de estado finito é construı́do

para verificar propriedades nas trajetórias de estado do PIHA. Os estados discretos no AQTS são

definidos por uma partição inicial da superfı́cie de chaveamento (isto é, os limites dos poliedros

definidos nosthreshold blocks), construı́dos de acordo com os parâmetros especificados pelo usuário.

Transições entre estados no AQTS são computados usando aproximação porflow-pipes. O AQTS

é então verificado novamente para uma dada especificaçãousando alguma técnica do padrãomodel

checkingpara sistemas de transição de estados finitos.

O CheckMatepermite modelar especificações escritas em lógica ACTL.Fórmulas ACTL consis-

tem de operadores temporais e quantificadores de caminho. Sea verificação falha devido à discreti-

zação grosseira do AQTS, a partição para o AQTS é refinada. O processo pode ser repetido até que o

AQTS satisfaça a especificação ou que o usuário termine averificação.

4.4.2 Simulaç̃ao – Resultados Obtidos

O modelo proposto para o sistema composto de duas interseç˜oes (Figura 4.11) foi implemen-

tado noCheckMate. O sistema foi definido como um modelo único composto de 6 variáveis de

estados, ou seja, apenas umswitched continuous system block(SCSB) foi definido para o sistema



4. Modelagem e Análise de Sistemas de Tráfego como Sistemas Hı́bridos 53

x = [r1 qx1 qy1 r2 qx3 qy3]. Apesar de utilizar apenas um SCSB, ou seja, definir as variáveis dos

semáforos como um sistema global, foram utilizadas duas m´aquinas de estado, e para cada qual fo-

ram definidas guardas. Cada guarda é modelada em um PTHB. A Figura 4.20 apresenta o diagrama

de blocos definido noCheckMatepara executar as simulações.

O primeiro semáforo foi projetado em um FSMB com quatro estados, como mostra a Figura 4.21,

e foram definidos 4 PTHBs no modelo da Figura 4.20 para representar as guardas. O FSMB do

segundo semáforo foi projetado com 10 estados (Figura 4.22), e 8 PTHBs foram definidos no modelo

da Figura 4.20 para implementar as guardas. Os autômatos das Figuras 4.21 e 4.18 são similares,

a única diferença é o estado inicial. O mesmo ocorre com osautômatos das Figuras 4.22 e 4.16.

Como as dinâmicas foram definidas em apenas um SCSB é necessário definir uma expressão que

represente um estado equivalente aos estados dos 2 FSMB. A expressão proposta éu = 10(u1−1)+

u2. A dinâmica proposta para o sistemax = [r1 qx1 qy1 r2 qx3 qy3] no estadou = 4, por exemplo,

representa a dinâmica proposta para o sistema com os semáforos S1 e S2 nos estadosu1 = 1 eu2 = 4,

respectivamente.

As dinâmicas e as guardas são definidas em programas armazenados em arquivos com extensão

.m, compatı́veis com oMATLABe especı́ficos para oCheckMate. Nestes arquivos também são infor-

mados todos os parâmetros relacionados ao sistema, como o tempo de deslocamento,offset, tempo

de ciclo, valores de fluxo, entre outros.

Foram realizadas diversas simulações para analisar o comportamento do sistema. Alguns resulta-

dos obtidos são apresentados a seguir.

Simulação 1:

A simulação que é apresentada aqui considerou que o tempode deslocamento e ooffsetsão dife-

rentes,s< d, ou seja, nem todos os carros que partirem do semáforo S1 como sinal verde alcançarão

o semáforo S2 com o sinal verde no mesmo ciclo. Os dados da simulação são:

• tempo de cicloT = 60 (segundos);

• split c= 0.5 (metade do tempo sinal verde e metade vermelho);

• tempo de deslocamentod = 20 (segundos);

• offset s= 15 (segundos);

• fluxo de saturaçãofx1 = 1800/3600 (veı́culos/segundo);

• fluxo de saturaçãofy1 = 1800/3600 (veı́culos/segundo);

• fluxo de saturaçãofx3 = 1800/3600 (veı́culos/segundo);

• fluxo de saturaçãofy3 = 1800/3600 (veı́culos/segundo);
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Figura 4.20: Modelo desenvolvido noCheckMate
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Figura 4.21: FSMB que modela semáforo S1
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Figura 4.22: FSMB que modela semáforo S2
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• fluxo de entrada de veı́culosux1 = uy1 = 1500/3600 (veı́culos/segundo);

• fluxo de entrada de veı́culosuy3 = 900/3600 (veı́culos/segundo);

• condições iniciais:qx1 = 2, qy1 = 0, qx3 = 4 eqy3 = 2, além disso o semáforo S1 está com o

sinal verde e o S2 com o sinal vermelho na direçãox. Os valores iniciais definem os estados

iniciais dos autômatos de S1 e S2.

• tempo de simulaçãot = 300 (segundos).

A evolução das filas emx e y no semáforo S1 está na Figura 4.23.É possı́vel perceber que o

semáforo atua sempre no modo com fila em regime permanente, pois as filas não se esgotam em

nenhuma direção. Isto acontece porque a taxa de ocupação da via, em ambas direções, é muito alta.

O grau de saturação, que define uma relação entre o número de veı́culos que chegam no cruzamento

durante um ciclo e o número de veı́culos que podem ser atendidos, tem valor maior que 1, e quando

isso acontece significa que chegam mais veı́culos do que podem ser atendidos (ver Apêndice A).
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Figura 4.23: Comportamento das filas no semáforo S1 – Simulação 1

A evolução das filas emx ey no semáforo S2 estão na Figura 4.24. Na direçãoy o semáforo atua

no modo com fila e se a fila esgota passa a atuar no modo sem formac¸ão de fila (isto ocorre apenas no

primeiro ciclo). Em regime permanente a filaqy3 se esgota no instante da troca semafórica, enquanto

a filaqx3 não se esgota devido ao seu estado inicial, que extrapola a capacidade da via. A evolução do

sistema nos estados dos autômatos hı́bridos das Figuras 4.21 e 4.22 pode ser observado no gráfico da

Figura 4.25.

O gráfico mostra que, em regime permanente, o autômato de S1oscila entre os estadosu1 = 1

e u1 = 3 da Figura 4.21, o que confirma que o sistema está sempre com formação de fila em ambos

os sentidos da via. O autômato da Figura 4.22 percorre a seguinte seqüência de estados em regime

permanente (u2 = 2,u2 = 3,u2 = 7,u2 = 5,u2 = 2,u2 = 3,u2 = 7, · · · ). Na direçãox inicialmente

existe uma descarga de fila (estadou2 = 2) e quando os veı́culos que partem de S1 chegam em S2 o

sistema atua sempre no modo com fila, onde o fluxo de chegada é sempre igual ao fluxo de saı́da, no

caso o fluxo de saturaçãofx1. Isto é comprovado com a visita ao estadou2 = 7, onde o semáforo está



4. Modelagem e Análise de Sistemas de Tráfego como Sistemas Hı́bridos 57
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Figura 4.24: Comportamento das filas no semáforo S2 – Simulação 1
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Figura 4.25: Evolução dos estados nos FSMBs – Simulação1

vermelho emx e a sua fila cresce segundo a taxafx3. Quando a chegada de veı́culos cessa o sistema

transita para o estadou2 = 5.

O comportamento dos relógiosr1 e r2 está na Figura 4.26. O relógior1 é reinicializado em 0 a

cada novo ciclo de S1, e a variávelr2 está sempre no seu valor máximo em regime permanente. Este

resultado é o esperado pois o semáforo S1 atua sempre no modo com fila, logo não ocorre mudança

de dinâmica enquanto o sinal está verde. Isto comprova o fato do autômato de S2 não entrar no estado

u2 = 6.

O regime transitório para esta simulação dura um ciclo decada semáforo. Através dos gráficos

é possı́vel perceber que durante o primeiro ciclo de S1 a filaqx1 chega a ser nula durante o sinal

verde. O instante que isto ocorre fica registrado no relógior2, e pode ser confirmado no gráfico da

Figura 4.26. Além disso a evolução dos estados do semáforo S1 também comprova este fato, pois

fica registrado que o estadou1 = 2 foi visitado no primeiro ciclo. A visita aos estadosu2 = 4 eu2 = 6

se devem justamente ao fato da filaqx1 ser nula por alguns instantes no primeiro ciclo, onde entãoo

fluxo de chegada de veı́culos emqx3 éux1.
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0 60 120 180 240 300
0

10

20

30

40

50

60

70

Tempo (s)

R
el

og
io

 r
1

(a) Relógio r1

0 25 60 90 120 150 180 210 240 270 300
0

5

10

15

20

25

30

35

Tempo (s)

R
el

og
io

 r
2

(b) Relógio r2

Figura 4.26: Comportamento dos relógios – Simulação 1

Simulação 2:

A simulação apresentada anteriormente mostra que quandoa taxa de ocupação da via é muito alta

no semáforo S1 não é possı́vel esgotar a fila noslinks qx1 e qy1. O objetivo desta simulação é ver o

comportamento do sistema quando as taxas de ocupação nestes links não ultrapassam a capacidade

da via.

• tempo de cicloT = 60 (segundos);

• split c= 0.5 (metade do tempo sinal verde e metade vermelho);

• tempo de deslocamentod = 20 (segundos);

• offset s= 15 (segundos);

• fluxo de saturaçãofx1 = 1800/3600 (veı́culos/segundo);

• fluxo de saturaçãofy1 = 1800/3600 (veı́culos/segundo);

• fluxo de saturaçãofx3 = 1800/3600 (veı́culos/segundo);

• fluxo de saturaçãofy3 = 1800/3600 (veı́culos/segundo);

• fluxo de entrada de veı́culosux1 = uy1 = 900/3600 (veı́culos/segundo);

• fluxo de entrada de veı́culosuy3 = 900/3600 (veı́culos/segundo);

• condições iniciais:qx1 = 2, qy1 = 0, qx3 = 9 eqy3 = 2, além disso o semáforo S1 está com o

sinal verde e o S2 com o sinal vermelho na direçãox;

• tempo de simulaçãot = 300 (segundos).
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Figura 4.27: Comportamento das filas no semáforo S1 – Simulação 2

A evolução das filas emx e y no semáforo S1 está na Figura 4.27.É possı́vel perceber que nesta

simulação as filas se tornam nulas em ambas as direções. Com exceção do primeiro ciclo, as filas se

esgotam no instante da troca semafórica.

A evolução das filas emx e y no semáforo S2 estão na Figura 4.28. Em regime permanente o

comportamento das filas é igual ao apresentado na simulaç˜ao anterior. As diferenças aparecem no

regime transitório. A evolução do sistema nos estados dos autômatos hı́bridos das Figuras 4.21 e 4.22

pode ser observado no gráfico da Figura 4.29.
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Figura 4.28: Comportamento das filas no semáforo S2 – Simulação 2

O gráfico mostra que, em regime permanente, os estados visitados nos autômatos S1 e S2 são os

mesmos da simulação anterior. O fato de S1 oscilar entre osestadosu1 = 1 eu1 = 3 da Figura 4.21,

mesmo esgotando as filasqx1 eqy1 se deve ao fato disto acontecer nos instantes das trocas semafóricas.

A mesma justificativa se aplica para o caso da filaqy3.

O comportamento dos relógiosr1 e r2 está na Figura 4.30. O relógior1 é reinicializado em 0

a cada novo ciclo de S1, e a variávelr2 está sempre no seu valor máximo em regime permanente.

Apenas no primeiro ciclor2 tem valor inferior ao tempo de verde, e isto ocorre porque a fila em



4. Modelagem e Análise de Sistemas de Tráfego como Sistemas Hı́bridos 60
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Figura 4.29: Evolução dos estados nos FSMBs – Simulação2
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Figura 4.30: Comportamento dos relógios – Simulação 2

x1 se esgota e é preciso armazenar o instante da troca de dinâmicas. A troca desta dinâmica fica

comprovada com a visita ao estadou1 = 2.

No primeiro ciclo de S2 a filaqx3 possui um comportamento diferente da simulação anterior. A

fila permanece com um valor constante até o momento da abertura do sinal verde nolink x3, quando

se inicia uma descarga da fila (estadou2 = 2). Quando os veı́culos que partiram de S1 alcançam o

link x3 o autômato transita para o estadou2 = 3, onde a o fluxo de chegada e partida de veı́culos éfx1.

A ocorrência da troca de dinâmica no modo com-fila no semáforo S1 altera o comportamento da fila

qx3. Quando os veı́culos que partem de S1 com fluxoux1 chegam em S2 o autômato S2 transita para

o estadou2 = 4, onde a fluxo de chegada é menor que o fluxo de partida. A fila édescarregada até

o momento da abertura do sinal vermelho nolink x3, quando a fila começa novamenta a crescer. O

fato da transição para o sinal vermelho emx ocorrer com fluxo de chegada igualux1 justifica a visita

ao estadou2 = 6. Após o primeiro ciclo os fluxos de entrada e partida de veı́culos são sempre iguais,

como mostra a situação de regime.
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4.5 Verificação de Propriedades

Através das simulações apresentadas foi possı́vel avaliar o comportamento das filas do sistema

através da modelagem com autômatos hı́bridos. Além de possibilitar a análise da evolução do sistema

ao longo do tempo, as simulações permitiram verificar que oacoplamento dos sistemas através das

guardas funcionou corretamente. Entretanto, o objetivo deste trabalho também é realizar verificação

formal dos sistemas de tráfego urbano modelados através dos sistemas hı́bridos.

Infelizmente, um problema que se encontra nas ferramentas de modelagem e verificação de siste-

mas hı́bridos é a complexidade computacional na busca do espaço de estados, e isto não é diferente

com oCheckMate. Um sistema formado com duas interseções conectadas possui 6 variáveis de es-

tado a a sua verificação não é viável. Entretanto, tenta-se verificar algumas propriedades relacionadas

a um sistema composto por uma interseção isolada. OCheckMatepermite modelar especificações

escritas em lógica ACTL, e através delas é possı́vel verificar situações de bloqueio, verificar se uma

fila alcança ou não um dado tamanho no futuro e se determinada dinâmica contı́nua vai ser habilitada

em algum momento, entre outros.

Nesta tese são apresentados resultados para duas especificações: especificação que verifica se o

sistema é bloqueante; e especificação que verifica se existe tempo de verde ocioso.

4.5.1 Verificaç̃ao 1 – Bloqueio

O modelo refinado de um sistema de tráfego como da Figura 4.6(a) (exemplo desenvolvido na

seção 4.3.1) pode ser definido utilizando três variáveis de estado, duas para modelar as filas e uma

para modelar o relógio que controla a divisão do tempo de ciclo entre os estágios. O autômato hı́brido

implementado noCheckMatepara este sistema pode ser observado na Figura 4.31. As guardas imple-

mentadas estão na Tabela 4.7. Os estadosgreen−x1 e green−x2 representam os estados onde o

sistema está verde na direçãox (estágio 2) ered−x1 ered−x2 os estados quando está vermelho na

direçãox (estágio 1). O estadoavoid foi introduzido para fins de verificação de propriedades, sendo

que o sistema transita para este estado quando as filas alcanc¸am determinado valor.

Etiqueta Guarda

g11 qx1 = 0

g21 qy1 = 0

g31 r = cT

g41 r = T ; r := 0

gp qx1 > 50

gf qx1 > 50

Tabela 4.7: Guardas do autômato para uma interseção isolada

A propriedade a ser verificada busca garantir que as filas nas direçõesx e y não ultrapassam o

valor limite de 50 veı́culos, ou seja, verificar que o estadoavoid nunca é visitado. Os parâmetros e
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Figura 4.31: FSMB que modela semáforo para interseção isolada

condições iniciais do sistema para esta verificação são:

• tempo de cicloT = 90 (segundos);

• split c= 0.6 (54 segundos estágio 2 e 36 segundos estágio 1);

• fluxo de saturaçãofx1 = 3600/3600 (veı́culos/segundo);

• fluxo de saturaçãofy1 = 3600/3600 (veı́culos/segundo);

• fluxo de entrada de veı́culosux1 = 2160/3600 euy1 = 1440/3600 (veı́culos/segundo);

• condições iniciais:qx1 = 2, qy1 = 0 e r = 0, além disso o semáforo S1 está com o sinal verde

direçãox;

• tempo de simulaçãot = 600 (segundos).

Os resultados de simulação apresentados na Figura 4.32 indicam que o estadoavoid nunca é

visitado pois as filas não atingem o valor limite. Entretanto, para garantir que isto nunca vai acontecer

em nenhum momento do futuro é preciso realizar o processo deverificação.

O resultado obtido através do procedimentoverify do CheckMateestá a seguir, onde é possı́vel

garantir que o sistema nunca entrará no estadoavoid com as condições iniciais utilizadas. A especifi-

cação((AG ˜ out-of-bound) & (AG ˜ sem-1 == avoid)) verifica que o sistema nunca sai dos

limites da região de análise e que o estadoavoid do autômatosem-1 nunca é visitado.

>> verify

Performing PIHA conversion.

Compiling threshold hyperplanes.
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Figura 4.32: Comportamento das filas – Verificação 1

PIHA conversion successful.

PIHA conversion completed in 2.31 seconds.

Generating generic transition system.

.

.

.

Parsing specification 1: (AG ˜out_of_bound)&(AG ˜sem_1 == avoid)

Compiling list of atomic propositions.

* out_of_bound

* sem_1_in_avoid

Making refinement decision.

System never enters the state "avoid"

total verification time is 13.50 seconds.

>>

Quando se altera o fluxo de chegada de veı́culos em uma das direções, no casouy1 = 1500/3600,

é possı́vel perceber que o comportamento da fila é alteradona direçãoy. A Figura 4.33 mostra que

a fila na direçãoy não se esgota ao longo do tempo. Ao tentar verificar a propriedade verificada

anteriormente se encontra o seguinte resultado:

>> verify

Performing PIHA conversion.

Compiling threshold hyperplanes.

PIHA conversion successful.

PIHA conversion completed in 2.27 seconds.

Generating generic transition system.

.

.

.
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Parsing specification 1: (AG ˜out_of_bound)&(AG ˜sem_1 == avoid)

Compiling list of atomic propositions.

* out_of_bound

* sem_1_in_avoid

Making refinement decision.

System does not satisfy the specification of nevering enter ing the

state "avoid"

....

>>

O resultado da verificação diz que não é possı́vel garantir que o sistema nunca entrará no estado

avoid, o que já era esperado. A verificação é necessária porque não é possı́vel afirmar que determi-

nada situação vai sempre ou nunca acontecer através de resultados de simulação.
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Figura 4.33: Comportamento das filas – Verificação 1 com fluxos alterados

4.5.2 Verificaç̃ao 2 – Tempo Ocioso de Verde

Para realizar esta verificação foi adicionado um novo estado ao autômato hı́brido que modela

uma interseção isolada. O novo autômato é apresentado na Figura 4.34. A introdução do estado

reach se deve ao desejo de modelar a situação onde, caso a filaqx1 permaneça nula por um perı́odo

de tempo determinado, a indicação semafórica é alterada, aumentando assim o tempo de verde na

direçãoy. Para poder realizar o controle do tempo que a filaqx1 permanece nula foi introduzida uma

nova variável de estado, no caso o relógior2. A guardalim é satisfeita quandor2 > 10, egf quando

qx1 > 150 ouqy1 > 150.

Os parâmetros utilizados para esta simulação e verificac¸ão foram:

• tempo de cicloT = 90 (segundos);

• split c= 0.6 (54 segundos estágio 2 e 36 segundos estágio 1);
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Figura 4.34: FSMB modificada que modela semáforo para interseção isolada

• fluxo de saturaçãofx1 = 3600/3600 (veı́culos/segundo);

• fluxo de saturaçãofy1 = 3600/3600 (veı́culos/segundo);

• fluxo de entrada de veı́culosux1 = 1650/3600 euy1 = 2000/3600 (veı́culos/segundo);

• condições iniciais:qx1 = 10,qy1 = 0, r = 0 er2 = 0, além disso o semáforo S1 está com o sinal

verde direçãox;

• tempo de simulaçãot = 500 (segundos).

O comportamento da filas para esta simulação pode ser analisado na Figura 4.35.́E possı́vel

perceber a filaqx1 é nula por mais de 10 segundos, fazendo com que o semáforo transite para o

sinal verde na direçãoy em t = 32 segundos. Caso o estadoreach não tivesse sido adicionado esta

transição só aconteceria emt = 54 segundos e a filaqy1 não teria sido esgotada.

Neste caso deseja-se verificar duas propriedades: se o sistema entra no estadoavoid, e neste caso

vai bloquear pois atingiu um valor limite para alguma das filas; e se o sistema entra no estadoreach

em algum momento. Os resulados obtidos estão a seguir:

>> verify

Performing PIHA conversion.

Compiling threshold hyperplanes.

PIHA conversion successful.

.

.

.
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Figura 4.35: Comportamento das filas – Verificação 2

Parsing specification 1: (AG ˜sem_1 == avoid)

Compiling list of atomic propositions.

* sem_1_in_avoid

Parsing specification 2: (AF sem_1 == reach)

Compiling list of atomic propositions.

* sem_1_in_reach

System does not satisfy specification 1.

Computing the "to-be-refined" (TBR) set.

System already satisfies specification 2. No refinement ne cessary.

>>

O resultado obtido confirma que a filaqy1 vai crescer até o momento que transitar para o estado

avoid, bloqueando o sistema. Além disso, o resultado garante queem algum momento o estado

reach também é visitado.

4.6 Conclus̃ao

Neste capı́tulo foi apresentada uma metodologia de modelagem e análise para sistemas de tráfego

urbano através da abordagem de sistemas hı́bridos, onde o formalismo utilizado para modelagem foi

o autômato hı́brido. A metodologia foi desenvolvida com o auxı́lio de exemplos, tentando facilitar a

sua compreensão, e resultados de simulação e verificaç˜ao também foram discutidos. Os resultados

obtidos também podem ser encontrados em Garcia e Cury [2004a,b].

Os exemplos foram implementados com a ajuda de uma ferramenta computacional, oCheckMate,

entretanto a ferramenta possui limitações quanto à verificação de sistemas hı́bridos definidos com
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mais que 4 variáveis de estado. Isto ocorre devido à complexidade de calcular o conjunto de estados

alcançáveis no processo de verificação. Esta ferramenta foi escolhida por já ter sido utilizada em

outros trabalhos do grupo de pesquisa, entretanto, o problema de verificação não pode ser resolvido

em sistemas com mais que 4 variáveis de estado.

O problema de sı́ntese de controle não foi abordado neste capı́tulo devido ao grande número de

variáveis de estado utilizadas no processo de modelagem dosistema. Em alguns casos o problema

de controle de sistemas hı́bridos é traduzido em um problema equivalente de controle supervisório

de SEDs [Cury e Krogh, 1999], entretanto, é necessário obter um autômato discreto que modele o

comportamento discreto do sistema. O número de variáveisde estado utilizadas nos modelos aqui

desenvolvidos impossibilita a obtenção deste autômatodiscreto. Sendo assim, o problema de sı́ntese

de controle é definido apenas quando os sistemas de tráfegourbano são estudados como sistemas

puramente discretos.

Como dito anteriormente, um formalismo de SEDs que se mostraeficiente para modelar sistemas

que precisam ser sincronizados é a álgebra max-plus [Baccelli et al., 1992]. Este formalismo é apre-

sentado no Capı́tulo 5, onde diversos conceitos formais necessários para compreender o Capı́tulo 6

são abordados.



Caṕıtulo 5

Álgebra Max-Plus

No capı́tulo anterior os sistemas de tráfego urbano foram modelados como sistemas hı́bridos,

onde o formalismo utilizado foi o autômato hı́brido. A partir deste momento, a abordagem utilizada

é puramente discreta, ou seja, os possı́veis comportamentos contı́nuos do sistema não são modelados.

Atualmente existem vários formalismos que permitem modelar SEDs. O formalismo adotado

neste trabalho é álgebra max-plus, devido à natureza do problema estudado, que é a sincronização de

semáforos.

Este capı́tulo inicia-se com uma introdução informal da ´algebra max-plus, através de um exemplo.

Após, serão apresentados os formalismos matemáticos necessários para a proposta de modelagem e

controle de sistemas de tráfego urbano. Para um aprofundamento ao estudo da álgebra max-plus

sugere-se a leitura de [Baccelli et al., 1992].

5.1 Exemplo de um Sistema Din̂amico Max-Plus Linear

O problema de sincronização de eventos é facilmente detectado em um sistema de trens, quando se

deseja coordenar os horários de chegada e partida dos trenspara prover um melhor aproveitamento do

sistema pelos usuários. O exemplo apresentado em Heidergott et al. [2006], baseado em um pequeno

sistema de trens, é bastante útil para apresentar um sistema dinâmico max-plus linear, onde a álgebra

max-plus pode ser introduzida de maneira natural.

Considere uma rede de trens simples entre duas cidades, cadauma com uma estação. As estações

são denominadasE1 eE2, e são conectadas através de duas vias férreas, como ilustra a Figura 5.1.

Uma via tem o sentidoE1→ E2 e o tempo de viagem de um trem é de 3 unidades de tempo. A

outra via tem o sentido inverso e o tempo de viagem é de 5 unidades de tempo. Juntas, estas linhas

formam um circuito. Trens vindo deE1 e chegando emE2 devem retornar paraE1 através da outra

via, e trens que iniciaram emE2 irão, após visitarE1, voltar paraE2. Além disso, existem outros dois

circuitos, que representam as vias que conectam os trens dascidades com as estaçõesE1 e E2. Uma
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t=5

t=2 t=3t=3

E1 E2

Figura 5.1: Rede de trens entre duas cidades

viagem através do circuito da primeira cidade (esquerdo daFigura 5.1) leva 2 unidades de tempo e no

circuito da segunda cidade 3 unidades de tempo. As estações locais das cidades não são modeladas.

Deseja-se uma escala de horários dos trens sujeitos aos seguintes critérios, restrições e hipóteses de

funcionamento:

• os tempos de viagem são fixos;

• a freqüência dos trens deve ser a mais alta possı́vel;

• os trens chegando em uma estação devem esperar pelo outro trem para permitir a troca de

passageiros;

• os trens devem partir da estação o mais cedo possı́vel.

Assume-se que existem 4 trens no modelo, um para cada circuito mais externo e dois trens para

o circuito mais interno. Os eventos do modelo são as partidas dos trens, onde a variávelx1 indica

o tempo de partida dos dois trens que partem deE1, um na direção deE2 e outro em direção ao

circuito que volta aE1, e eles partem ao mesmo tempo devido à troca de passageiros.A variávelx2

representa, de forma similar, o tempo de partida dos trens naestaçãoE2. Os instantes de partida são

escritos como um vetorx∈ R2, onde a primeira partida do dia é dada porx(0). O k–ésimo instante

de partida é indicado porx(k).

Sabe-se que os instantes de partida tem que respeitar os critérios definidos para o sistema. Pode-se

expressar os instantes de partidax1 através de duas inequações:

x1(k+1) ≥ x1(k)+2 (5.1)

x1(k+1) ≥ x2(k)+5. (5.2)

As inequações (5.1) e (5.2) indicam que ak+ 1-ésima partida dex1 vai depender do instante

de partida anterior dos trens envolvidos e dos tempos de viagem entre as estações. Similarmente

definem-se as inequações para os instantes de partidax2:

x2(k+1) ≥ x1(k)+3 (5.3)

x2(k+1) ≥ x2(k)+3. (5.4)
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Para um trem partir as duas condições devem ser respeitadas, ou seja, ele vai partir no instante de

tempo mais tardio entre as duas inequações (operador max). Além disso, deseja-se que a freqüência

de partida seja a mais alta possı́vel e que os trens partam o mais cedo possı́vel, então é possı́vel

escrever as seguintes equações:

x1(k+1) = max(x1(k)+2, x2(k)+5)) (5.5)

x2(k+1) = max(x1(k)+3, x2(k)+3)). (5.6)

Neste caso se o instante de partida inicialx(0) é conhecido, todos os instantes futuros são possı́veis

de serem calculados. Uma generalização direta das equações para o caso den estações é dada por:

xi(k+1) = max(x1(k)+ai1, x2(k)+ai2, . . . ,xn(k)+ain) (5.7)

para i = 1,2, . . . ,n ondeain denota o tempo de viagem entre as estaçõesi e n. Quando não existe

ligação entreEi eEn define-se que o tempo de viagem éain =−∞.

Se se utilizar a notação da álgebra max-plus a equação (5.7) é expressa da seguinte forma:

xi(k+1) = (x1(k)⊗ai1) ⊕ (x2(k)⊗ai2) ⊕ . . . ⊕ (xn(k)⊗ain) (5.8)

onde os operadores⊕ e⊗ são denominadosmaxe plus, respectivamente, sendo⊕= max e⊗ = +.

É possı́vel expressar a equação (5.8) matricialmente como

x(k+1) = A⊗x(k), (5.9)

onde as linhas da matriz correspondem as variáveisxi e os tempos de viagem da estaçãoj à estaçãoi

são os elementosai j da matriz.

As equações (5.7), (5.8) e (5.9) são equivalentes. Entretanto, além de representar o sistema

através de equações é possı́vel representá-lo atrav´es de um formalismo com representação gráfica,

no caso um grafo dirigido comn nós, onde cada nó corresponde a uma variávelxi e os arcos corres-

pondem às ligações ondeaik 6= −∞. Para o caso do exemplo dos trens é possı́vel obter o grafo da

Figura 5.2.

x2x1

5

3

2 3

Figura 5.2: Grafo para rede de trens entre duas cidades
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Além do grafo é possı́vel representar a equação (5.8) através de uma rede de Petri temporizada.

Uma definição para as redes de Petri temporizadas, extraı́da de Heidergott et al. [2006] encontra-se a

seguir.

Definição 5.1(Rede de Petri Temporizada). Uma rede de Petri temporizadaR é caracterizada por

P ,Q ,D,M0 e T , onde:

• P é um conjunto finito de lugares denotados por pi , i = 1,2, · · · , |P |;

• Q é um conjunto finito de transições denotadas por qj , j = 1,2, · · · , |Q |;

• D é o conjunto de arcos(pi → q j), que ligam os lugares̀as transiç̃oes, e(q j → pi), que ligam

as transiç̃oes aos lugares;

• M0 é a marcaç̃ao inicial;

• T é um vetor com os tempos de espera associados aos lugares pi .

As redes de Petri que são utilizadas neste trabalho são grafos de eventos temporizados (GETs),

que são uma subclasse das redes de Petri temporizadas [Maia, 2003].

Definição 5.2 (Grafo de eventos Temporizado – GET). Um grafo de eventos temporizadoé uma

rede de Petri temporizada na qual cada lugar pi tem um tempo de espera associado e somente uma

transição de entrada e somente uma transição de sáıda.

Uma transição de saı́da única significa que todos os conflitos potenciais no uso de recursos foram

previamente resolvidos por alguma poĺıtica. Já uma transição de entrada única significa que não há

concorrência ao consumo ou fornecimento de recursos no grafo de eventos temporizados. Os GET

podem representar o comportamento dos sistemas modelados através da álgebra max-plus, ou seja,

representam as equações que descrevem estes sistemas.

A Figura 5.3 apresenta um GET para o exemplo dos trens. O conjuntoP= {p1, p2, p3, p4}modela

os lugares da rede, indicando os estados que o sistema pode estar, e o conjuntoT = {x1,x2} as

transições possı́ves entre os lugares. Associados aos lugares estão as fichas (cı́rculos pretos), que

definem a marcação da rede, e no caso da Figura 5.3 também estão associados valores que indicam

o tempo mı́nimo que o sistema deve permanecer naquele estado. Uma transição só pode acontecer

quando os seus lugares de entrada estão marcados com uma ficha, e esta ficha se desloca para os

lugares de saı́da da transição.

Através da rede de Petri é possı́vel perceber a sincronização entre os trens para calcular a tabela de

horários. Observamos que as transições que representamas variáveisx1 ex2 só podem ser disparadas

após respeitar os tempos de viagem envolvidos, estando os tempos de viagem e os trens (fichas)

relacionados aos lugares da rede.

No exemplo descrito não se considera a existência de ações de controle, ou seja, o sistema é

modelado como um sistema autônomo. No entanto, no caso maisgeral, sistemas como o descrito

aqui podem ser representados por equações lineares do tipo:
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Figura 5.3: GET para a rede de trens entre duas cidades

x(k) = [A⊗x(k−1)] ⊕ [B⊗u(k)]. (5.10)

O vetor x(k) representa o estado do sistema eu(k) uma entrada externa, e correspondem ao

k–ésimo disparo das transições representadas por estas variáveis. Assim como a multiplicação na

álgebra convencional, o operador⊗ costuma ser omitido nas equações, logo a equação costuma ser

expressa como:

x(k) = Ax(k−1)⊕Bu(k). (5.11)

A definição formal da álgebra max-plus, bem como os aspectos necessários para compreensão

deste trabalho serão apresentados na próxima seção.

5.2 Teoria de Díoides

As definições apresentadas a seguir foram extraı́das de Baccelli et al. [1992], Maia [2003], Maia

et al. [2005a], Heidergott et al. [2006], Amari [2005].

Definição 5.3(Semi-anel). Um semi-aneĺe um conjuntoD equipado com duas leis de composição

interna⊕ e⊗, chamadas soma e multiplicação, que verificam os seguintes axiomas:

1. Associatividade da adição:

∀a,b,c∈D,(a⊕b)⊕c = a⊕ (b⊕c).

2. Comutatividade da adição:

∀a,b∈D,a⊕b = b⊕a.

3. Associatividade da multiplicação:

∀a,b,c∈D,(a⊗b)⊗c = a⊗ (b⊗c).
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4. Distributividade da multiplicaç̃ao em relaç̃ao à adição:

∀a,b,c∈D,a⊗ (b⊕c) = (a⊗b)⊕ (a⊗c),

(b⊕c)⊗a = (b⊗a)⊕ (c⊗a).

5. Exist̂encia do elemento neutro da adição:

∀a∈D,a⊕ ε = a.

6. Absorç̃ao pelo elemento neutro da adição:

∀a∈D,ε⊗a= a⊗ ε = ε.

7. Exist̂encia do elemento identidade da multiplicação:

∀a∈D,a⊗e= e⊗a = a.

O que diferencia um semi-anel de um anel é a ausência do elemento inverso aditivo. Além disso,

quando um semi-anel possui a propriedade de idempotência da adição, isto é,∀a∈D,a⊕a = a, ele

é chamado de dióide [Baccelli et al., 1992] ou semi-anel idempotente.

Definição 5.4. Um díoideD é dito comutativo se a multiplicação é comutativa.

Exemplos de diódes comutativos são a álgebra max-plus e min-plus.

Definição 5.5(Álgebra max-plus). A álgebra max-pluśe um caso particular de um dióde. Definem-se

ε =−∞ e e= 0, e denota-se porRmax o conjunto(R∪{ε},⊕,⊗), onde⊕= maxe⊗= +.

Definição 5.6(Álgebra min-plus). Naálgebra min-plus definem-seε = +∞ e e= 0, e denota-se por

Rmin o conjunto(R∪{ε},⊕,⊗), onde⊕= min e⊗= +.

Tanto a álgebra max-plus quanto a min-plus podem ser definidas sobre o conjunto dos inteiros,

sendoZmax = (Z∪{ε},max,+) eZmin = (Z∪{ε},min,+).

Um exemplo de dióide não-comutativo é o dióde matricial.

Definição 5.7(Dióide matricial). O conjunto das matrizes deZn×n
max é um díode matricial no qual a

soma e o produto de duas matrizes A,B∈ Zn×n
max são definidos por:

[A⊕B]i j = ai j ⊕bi j

[A⊗B]i j =
n

M

k=1

aik⊗bk j.
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SejamA eB matrizes∈ Zn×n
max:

A =

(

2 3

5 6

)

B =

(

8 4

6 2

)

A soma e produto das matrizesA eB são dados pelas seguintes matrizes∈ Zn×n
max:

A⊕B=

(

8 4

6 6

)

A⊗B=

(

10 6

13 9

)

A potência de uma matrizA∈ Zn×n
max é definida como:

A⊗k = A⊗ . . .⊗A
︸ ︷︷ ︸

k

=
k

O

i=1

A

ondeA0 = I é a matriz identidade.

Similarmente define-se a potência de um escalarc como:

c⊗k = k×c, k∈ Z.

Definição 5.8(Dióide completo). Um díoideé dito “completo” se elée fechado em relaç̃ao a somas

infinitas e se a operaç̃ao ⊗ se distribui sobre as somas infinitas, ou seja, para todo c∈ D e todo

sub-conjunto A⊆D,

c⊗ (
M

x∈A

x) =
M

x∈A

c⊗x.

O dióideZmax completado pelo elemento+∞ é um dióide completo, denotado porZmax = (Z∪

{−∞,+∞},max,+). Uma importante operação definida em qualquer dióide é aoperação estrela de

Kleene, definida por

a∗ =
M

i∈N

ai

comai = a⊗a(i−1) ea0 = e.

Definição 5.9 (Relação de ordem de um dóide). A propriedade de idempotência da lei aditiva⊕

induz uma relaç̃ao de ordem para um dióideD. A relaç̃ao é dada por�, e é definida por:

∀a,b∈D,a� b⇔ a⊕b = b.

Esta relação de ordem é compatı́vel com as leis⊕ e⊗, sendo:

∀a,b,c∈D,a� b ⇒ a⊕c� b⊕c,

a� b ⇒ a⊗c� b⊗c.
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No dióide(R∪{+∞,−∞},max,+) a relação� é uma relação de ordem que corresponde a ordem

usual≤,

a� b⇔ b = max(a,b)⇔ a≤ b.

Entretanto, no dióide(R∪{+∞,−∞},min,+) a relação� corresponde a ordem≥,

a� b⇔ b = min(a,b)⇔ a≥ b.

5.2.1 Modelagem de GET atrav́es de Díoides

O comportamento dinâmico dos GET é usualmente descrito por equações não-lineares que en-

volvem os operados max e+ (ou min e+) na álgebra convencional. Entretanto, este comportamento

não-linear pode ser linearizado quando se utiliza a álgebra de dióides.

Para um GET, cada transição representa uma determinada famı́lia de eventos de mesma natureza

e a ocorrência de um evento corresponde ao disparo de uma transição. Os GET podem ser descritos

por datadores ou contadores. Os GET da Figura 5.4, extraı́dade Maia [2003], podem ser descritos

pelos seguintes datadores e contadores.

xm

xl

xn

xi

v

s

x j

Figura 5.4: Configurações para transições de GET

Descrição por datadores: Sejaxi(k), xm(k) e xl (k) a data dok–ésimo disparo das transiçõesxi ,

xm exl , respectivamente, e sejamv o número de fichas eso tempo de espera de um lugar. A partir da

Figura 5.4 é possı́vel escrever as seguintes equações:

xn(k) ≥ max(xm(k),xl (k))

x j(k) ≥ xi(k−v)+s.

Descrição por contadores:Sejaxi(t), xm(t) exl (t) o número de disparos dexi , xm exl , respecti-

vamente, ocorridos até a datat, tem-se que:

xn(t) ≤ min(xm(t),xl (t))

x j(t) ≤ xi(t−s)+v.

A descrição por datador significa que ok–ésimo disparo da transiçãoxn só pode acontecer após o

k–ésimo disparo das transiçõesxm exl . Já a descrição por contadores significa que na datat o número
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de disparos da transiçãoxn é sempre menor ou igual ao número de transiçõesxm e xl . As equações

também mostram que o número de fichas em um dado lugar ocasiona um avanço nos disparos e que

o tempo de espera ocasiona um retardo na data em relação àstransiçõesxi ex j .

Os operadores max,min e+ permitem a descrição linear do GET via álgebra de dióides. Desta

forma, o comportamento dinâmico de datadores e contadorespode ser descrito de maneira natural

utilizando os dióidesZmax eZmin respectivamente.

5.2.2 Teoria da Residuaç̃ao

A solução de equações do tipoy = f (x) definidas sobre dióides pode apresentar um número in-

finito de soluções ou nenhuma solução, diferentemente do caso da álgebra tradicional. As operações

⊕ e⊗ não são inversı́veis, particularmente para aplicações matriciais, logo não é possı́vel inverter

aplicações definidas sob forma anaĺıtica sobre dióides. A Teoria da Residuação [Blyth e Janowitz,

1972] se ocupa da solução deste problema em conjuntos parcialmente ordenados. Através da teoria

da residuação é possı́vel definir pseudo-inversas, conseqüentemente definir soluções extremas para a

inequaçãoy� f (x). Alguns resultados baseados em Maia [2003]; Maia et al. [2005b] serão apresen-

tados a seguir.

Definição 5.10(Isotonia). Uma aplicaç̃ao f definida sobre um diódie (D, ⊕, ⊗) em um díoide

(C ,⊕,⊗) é chamado isotônica se para todo a,b∈D a seguinte relaç̃ao de ordeḿe preservada

a� b⇒ f (a)� f (b).

Considere o mapeamento isôtonicof : D → C , sendoD e C dióides completos. Se existir

um elemento máximoxop do conjunto{x | y� f (x),x ∈ D,y ∈ C} diz-se quexop é o resı́duo do

mapeamentof em y. Se f tiver um resı́duo em qualquer pontoy ∈ C o mapeamentof é dito re-

siduável, sendo o resı́duo denotado porf ♯(y) [Baccelli et al., 1992]. Dualmente, o mı́nimo conjunto

do{x | y� f (x),x∈D,y∈ C}, se ele existir, é denominado resı́duo dual sendo denotadopor f ♭(y) e

o mapeamentof é dito dualmente residuável.

As funçõesLa(x) = a⊗ x e Ra(x) = x⊗ a são residuáveis, sendo seus resı́duos denotados res-

pectivamente porL♯
a = a◦\x (divisão à esquerda pora) e R♯

a = x◦/a (divisão à direita pora). No caso

particular do dióideZmax tem-se queL♯
a = R♯

a = x−a (operação de subtração na álgebra tradicional).

De maneira geral, seD é um dióide completo, entãoDn×n também é um dióide e as operações

LA(X) = A⊗X eRA(X) = X⊗A também são residuáveis, sendoA eX matrizesn×n com coeficientes

emD. A matrizL♯
A(X) = A◦\X pode ser calculada por:

(A◦\X)i j =
^n

l=1
Ali ◦\Xl j

onde
V

é o operador min (a∧ b é o maior elemento do quea e menor do queb). A operação de

residuação entre elementos das matrizes é a definida paraos elementos do dióideD. De modo
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análogo, define-se o resı́duoX◦/A substituindo na expressão anterior o operador◦\ pelo operador◦/

e invertendo as posições dos coeficientes das matrizesA eX.

5.2.3 Teoria Spectral de Matrizes noRmax

Para introduzir os resultados sobre a teoria spectral de matrizes noRmax é necessário relembrar

algumas definições.

Um grafo dirigidoG é definido por um conjunto de nós interconectados por arcosorientados. Se

os arcos que ligam os nósi e j possuem pesos associados os grafos são denominados valorados. Este

arco é denotado por(i, j) e o pesow(i, j) deste arco é igual ao termoAi j de uma matrizA associada

ao grafo.

Um caminho em um grafo é uma seqüência de arcos(p0, p1),(p1, p2), . . . ,(pl−1, pl ), também

representado porp = (p0→ p1→ . . .→ pl ), e o comprimentow do caminhop é dado pelo número

de nós percorridos, denotado por|p|l . O peso de um caminhop, denotado por|p|w é dado pela soma

dos pesos de seus arcos. O peso médio é dado pela divisão dopeso pelo comprimento:

|p|w
|p|l

Quando um caminho é fechado, ou sejap0 = pl , ele é denominado circuito. Um caminho ele-

mentar é aquele em que nenhum nó aparece mais que uma vez, ouseja, não contém um circuito. Se

o caminho é um circuito o peso médio é chamado ciclo médio. Circuitos cujos ciclos médios sejam

iguais ao máximo ciclo médio do grafo são chamados circuitos crı́ticos.

Definição 5.11(Grafo de precedência). Seja A∈ Dn×n uma matriz quadrada com coeficientes no

dióide D. Denota-se G(A) o grafo de preced̂encia de A onde existem n nós e os arcos(i, j) são

valorados com Ai j . Se Ai j 6= ε existe um arco que liga os nós i e j, caso contŕario a ligação ñao

existe.

Definição 5.12(Grafo fortemente conexo). Um grafo G(A) é dito fortemente conexo se para todo

par de ńos(i, j) ∈G(A) o nó j é alcanḉavel a partir do ńo i.

Definição 5.13(Matriz irredutı́vel). Uma matriz A∈ Dn×n é considerada irredutı́vel se o grafo de

preced̂encia G(A) é fortemente conexo.

As matrizesn×n com coeficientes definidos sobre os dióides apresentam algumas propriedades.

É possı́vel associar um grafo orientado e valorado, chamadografo de precedência, a cada matriz

quadrada, ou seja, existe uma representação gráfica paraas matrizes. Além disso, se este grafo é

fortemente conexo é possı́vel afirmar que sua matriz correspondente é irredutı́vel. Para uma matrizA

irredutı́vel existe um inteiroc que garante a seguinte propriedade de ciclicidade:

Ak+c = λc⊗Ak
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ondek é superior a um inteiroK e λ representa o autovalor da matrizA. Esta ciclicidade define um

comportamento periódico em regime permanente, após um regime transitório [Amari, 2005].

Definição 5.14(Autovalor e autovetor). Seja A∈ Rmax uma matriz quadrada, Seλ ∈ Rmax é um

escalar e v∈Rmax um vetor que contém ao menos um elemento finito de modo que

A⊗v= λ⊗v

ent̃ao λ é chamada autovalor de A e v um autovetor de A associado ao autovetorλ.

Para o caso de matrizes irredutı́veis a soluçãoλ é única e calculada através da seguinte expressão:

λ =
n

M

k=1

(traceAk)1/k

ondetraceAk =
n

L

k=1
(Ak)ii en corresponde a ordem da matrizA.

Além disso, em Baccelli et al. [1992] prova-se que seA é irredutı́vel o autovalor também é dado

pelo máximo ciclo médio deG(A):

λ =
r

M

i=1

|p|w
|p|l

onder corresponde ao número de circuitos deG(A).

5.3 Semiḿodulos (A,B)-Invariantes

Muitos resultados da teoria de controle clássico tem sua versão análoga em álgebra max-plus.

Katz [2003, 2007] apresenta em seu trabalho a extensão da abordagem geométrica para teoria de

sistemas dinâmicos lineares proposta por Wonham [1985]. Oconceito de subespaço (A,B)-invariante

apresentado por Wonham [1985] tem proporcionado muitas soluções para diversos problemas de

controle.

Um sistema linear (na teoria de controle clássico) associado às matrizes(A,B,C) definidas sobre

o conjunto dos reaisR é definido pelas seguintes equações:

ẋ = Ax+Bu (5.12)

y = Cx (5.13)

ondex define o estado do sistema,u uma entrada externa ey uma saı́da do sistema. A noção de

subespaço (A,B)-invariante está relacionada com a equac¸ão (5.12).

Definição 5.15(Subespaço (A,B)-invariante). Um subespaçoV ⊂ X é (A,B)-invariante se para qual-

quer que seja o estado inicial x(0) ∈ V existe um controle u(t) tal que a trajet́oria resultante x(t)
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permaneça sempre emV . Se u(t) existe ent̃ao ele pode ser implementado por uma realimentação de

estados F: X →U que satisfaz(A+BF)V ⊂ V .

Para compreender o conceito de semimódulo (A,B)-invariante, utilizado nesta tese, são neces-

sárias algumas definições, que foram extraı́das de Katz [2007] e Katz [2003]. O primeiro passo é

introduzir o conceito de semimódulo, que é o análogo em semi-anéis do espaço vetorial nos campos

na teoria clássica.

Definição 5.16(Semimódulo). Um semiḿodulo sobre um semi-anel(S ,⊕,⊗,εS ,e) é um mońoide

comutativo(X ,⊕̂), com elemento neutroεX e equipado com um mapaS ×X → X , (λ,x)→ λ · x
(ação a esquerda) que satisfaz:

1. (λ⊗µ) ·x = λ · (µ·x),

2. λ · (x⊕̂y) = (λ ·x)⊕̂(λ ·y),

3. (λ⊕µ) ·x = (λ ·x)⊕̂(µ·x),

4. εS ·x = εX ,

5. λ · εX = εX ,

6. e·x = x,

para todo x,y∈ X e λ,µ∈ S .

Definição 5.17(Subsemimódulo). Um subsemiḿodulo deX é um subconjuntoZ ⊂ X de modo que

λx⊕̂µy∈ Z para todo x,y∈ Z e λ,µ∈ S .

SeG⊂ X , denota-se porspanG o subsemimódulo deX gerado porG, que é o conjunto de todos

os x ∈ X para os quais existe um número finito de elementosu1, . . . ,uk de G e um número finito

de escalaresλ1, . . . ,λk ∈ S tal quex = ˆL
i=1,...,kλiui . Finalmente, seC ∈ Sn×r denota-se porIm C

(imagem deC) o subsemimódulo deS gerado pelas colunas deC.

Define-se um semi-anel por(S ,⊕,⊗) e a evolução de um sistema com coeficientes emS é deter-

minada por um conjunto de equações na forma

x(k) = Ax(k−1)⊕Bu(k) (5.14)

ondeA∈ Sn×n, B∈ Sn×q ex(k) ∈ Sn×1, u(k) ∈ Sq×1 são, respectivamente, as seqüências de estado e

os vetores de controle.

Definição 5.18(Semimódulo geometricamente (A,B)-invariante). Diz-se que um semiḿodulo X ⊂

Zmax é (geometricamente) (A,B)-invariante se para todo x∈ X existe uma sucessão de vetores de

controle que façam com que a trajetória do sistema (equação (5.14)) permaneça para sempre emX ,

quando estado inicial do sistemaé x∈ X .
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5.3.1 Equaç̃aoAx= Bx sobre oRmax

O teorema seguinte foi demonstrado por [Butkovic e Hegedüs, 1984] e redescoberto por [Gaubert,

1992].

Teorema 5.1(Teorema da finitude). Sejam A,B ∈ R
n×p
max. O conjuntoX ⊂ R

p
max das soluç̃oes do

sistema max-plus linear Ax= Bx é um semiḿodulo finitamente gerado, ou seja, um semimódulo

gerado em um ńumero finito de passos.

Dado um semi-anel (S ,⊕,⊗) arbitrário, chama-se hiperplano deSq, paraq∈ N todo conjunto da

forma{x∈ Sq ax= bx}, ondea,b∈ Sq. Diz-se que um semi-anelS tem a propriedade da finitude se

para todoq∈ N os hiperplanos deSq são semimódulos finitamente gerados. O Teorema 5.1 diz que

o semi-anel max-plus tem a propriedade da finitude [Katz, 2003].

Teorema 5.2(Eliminação de igualdades em semi-anéis). SeS é um semi-anel que satisfaz a proprie-

dade de finitude, então para todo par de matrizes A,B∈ Sn×p o semiḿoduloX = {x∈ S p|Ax= Bx}

é finitamente gerado, ou seja,X é gerado em um ńumero finito de passos.

No caso particular doRmax o número mı́nimo de geradores de um hiperplano deR
q
max é da ordem

q2 [Katz, 2003]. Como conseqüência disso, o algoritmo que seobtém a partir do Teorema 5.2 para cal-

cular um conjunto de geradores possui complexidade exponencial [Katz, 2003]. Entretanto, é possı́vel

incorporar a este algoritmo a construção de famı́lias geradoras mı́nimas e técnicas de eliminação que

reduzem o tempo de execução. Para busca de ao menos uma solução com componentes finitas do

sistemaAx = Bx existem três métodos que podem ser utilizados: a técnicade Borriello e Walkup

[1998], o algoritmo de Cuninghame-Green e Butkovic [2003] ea redução do problema a busca de

um subponto fixo de uma funçãomin−max [Gaubert e Gunawardena, 1998]. Estes métodos são

brevemente apresentados em Katz [2003] e são importantes para calcular um semimóduloS ↑ ⊂ S

geometricamente (A,B)-invariante.

5.3.2 Semiḿodulos (geometricamente) (A,B)-Invariantes

Uma especificação para um sistema modelado através da equação (5.14) pode ser dada por um

semimóduloK ⊂ Sn, e deseja-se computar o conjunto máximo de estados iniciais K ↑ para o qual

exista uma seqüência de vetores de controle que façam o estado do sistema (equação (5.14)) perma-

necer emK para sempre, ou seja,x(k) ∈ K para todok≥ 0. Para tratar este problema é necessário

expressar a definição e o lema a seguir Katz [2007]:

Definição 5.19(Semimódulo algebricamente (A,B)-invariante). Dadas as matrizes A∈ Sn×n e B∈

Sn×q, um semiḿodulo X ⊂ Sn é geometricamente (A,B)-invariante se, para todo x∈ X , existe um

u∈ Sq tal que Ax⊕Bu permaneça emX .

Lema 5.3. SeK ⊂ Sn é um semiḿodulo, ent̃ao K ↑ é o ḿaximo semiḿodulo geometricamente (A,B)-

invariante contido emK .
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A partir da prova do Lema 5.3 (Katz [2003]) é possı́vel observar que todo semimódulo (geome-

tricamente) (A,B)-invariante contido emK está também contido emK ↑, logo é possı́vel concluir que

K ↑ é o maior semimódulo (A,B)-invariante contido emK . Então, o problema pode ser descrito da

seguinte maneira: dado um semimóduloK ∈Zn
max, calcular o máximo semimódulo geométricamente

(A,B)-invarianteK ↑ contido emK .

Em Katz [2003] o algoritmo clássico de ponto fixo que é utilizado para calcular o máximo

subespaço (A,B)-invariante contido em um dado espaço, apresentado em Wonham [1985], é gene-

ralizado para o semi-anel max-plus. Define-seB = Im B e considera-se oself-mapϕ do conjunto de

subsemimódulos deSn, dado por:

ϕ(X ) = X ∩A−1(X ⊖B) (5.15)

ondeA−1(Y ) = {u∈ Sn|Au∈ Y } e Z⊖Y = {u∈ Sn|∃y∈ Y ,u⊕y∈ Z} para todoZ,Y ⊂ Sn.

Dados os conjuntos de geradores dos semimódulosZ e Y finitamente gerados, os semimódulos

Y ⊖Z, A−1(Y ) eY ∩Z podem ser expressos pela imagem das matrizes que representam os conjuntos

de soluções de sistemas max-plus lineares na formaDx=Cx. Estes conjuntos podem ser computados

utilizando métodos de eliminação de Butkovic e Hegedüs[1984] e Gaubert [1992]. Então, quando

X é finitamente gerado, o conjunto de geradores deϕ(X ) pode ser calculado através dos mesmos

algoritmos.

Lema 5.4. Um semiḿoduloX ⊂ Sn é (geometricamente) (A,B)-invariante se e somente seX = ϕ(X ).

É possı́vel definir a seguinte seqüência de semimódulos:

X1 = K

Xr+1 = ϕ(Xr), ∀r ∈N.
(5.16)

E obtém-se o seguinte lema [Katz, 2003]:

Lema 5.5. SejaK ⊂ Sn um semiḿodulo arbitrário. A seq̈uência de semiḿodulos{Xr}r∈N definida

na equaç̃ao (5.16) é decrescente, istóe, Xr+1⊂ Xr para todo r∈ N. Além disso, sée definidoXw =

∩r∈NXr ent̃ao cada semiḿodulo geometricamente (A,B)-invariante contido emX est́a tamb́em contido

emXw. Em particular, isto diz queK ↑ ⊂ Xw.

É possı́vel especificar condições suficientes para o semimódulo K quandoS = Zmax, a fim de

garantir que a seqüência definida na equação (5.16) se estabilize. Para isso é necessário introduzir a

definição de volume de um semimódulo deZn
max [Katz, 2007].
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Definição 5.20(Volume). SejaK ⊂ Zn
max um semiḿodulo. Chama-se volume deK (vol(K )), a

cardinalidade do conjunto{x∈K | x1⊕·· ·⊕xn = 0}, istoé, vol(K ) = card({x∈K | x1⊕·· ·⊕xn =

0}). Além disso, se K∈Z
n×p
max , representa-se por vol(K) o volume do semimóduloK = Im K, ou seja,

vol(K )=vol(ImK).

Após definir o conceito de volume é possı́vel expressar o seguinte lema:

Lema 5.6. Sejam A∈ Zn×n
max, B∈ Z

n×p
max e C∈ Z

p×q
max matrizes eZ,Y ⊂ Zn

max semiḿodulos. Ent̃ao as

seguintes propriedades são verdade:

1. Y ⊂ Z⇒ vol(Y )⊂ vol(Z),

2. Se vol(Y ) < ∞, ent̃ao Y ( Z⇒ vol(Y ) < vol(Z),

3. vol(AY )≤ vol(A) e ent̃ao vol(AB)≤ vol(A),

4. vol(AY )≤ vol(Y ) e ent̃ao vol(AB)≤ vol(B),

5. vol(ABC)≤ vol(B),

6. Se P∈ Zn×n
max e Q∈ Z

p×p
max são inverśıveis ent̃ao vol(PBQ) = vol(B),

7. vol(A) = vol(AT).

As provas de todas as propriedades estão descritas em [Katz, 2003].

O próximo teorema proporciona uma condição sobre a especificaçãoK que garante que a su-

cessão de semimódulos{Xr}r∈N se estabiliza em um número finito de passos.

Teorema 5.7. SejaK ⊂ Zn
max um semiḿodulo com volume finito. Então, para todo A∈ Zn×n

max e

B∈Z
n×q
max, o máximo semiḿodulo (geometricamente) (A,B)-invarianteK ↑ contido emK é finitamente

gerado. Aĺem disso, se a seqüência de semiḿodulosé definida como descrito na equação (5.16)ent̃ao

K ↑ = Xk para algum k≤ vol(K )+1.

Este teorema é muito útil para resolver problemas onde as especificações tem volume finito. Isto

ocorre com freqüência nos problemas ondeK modela condições de estabilidade, como requisitos

de não ultrapassar um limite de tempo. Assumindo que um sistema dado pela equação (5.14) é

representado por um grafo a eventos temporizado, um caso tı́pico de um semimóduloK é dado por:

K = {x∈ Zn
max | xi −x j ≤ di j , ∀i, j; 1≤ i, j ≤ n} (5.17)

ondeD = (di j ) é uma matriz com entradas emZ∪{+∞}. O vetor de estadosx(k) do sistema pertence

a K se e somente sex(k)i − x(k) j ≤ di j para todo 1≤ i, j ≤ n, o que significa que o tempo que

transcorre entre ok-ésimo disparo da transiçãoj e ok-ésimo disparo da transiçãoi deve ser menor ou

igual di j .
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Na prática pode-se assumir que todas as entradas deD são finitas, trocando+∞ por uma constante

de valor bastante alto. Neste caso é possı́vel mostrar queK definido pela equação (5.17) tem volume

finito [Katz, 2007].

O semimódulo dado pela equação (5.17) pode ser expresso comoK = {x∈ Zn
max | Ex≤ x}, onde

E = (−D)T e o seguinte lema pode ser definido:

Lema 5.8. Se a matriz Ée irredut́ıvel, ent̃ao o semiḿodulo K = {x ∈ Zn
max | Ex≤ x} tem volume

finito. Além disso. se E tem raio spectral maior que a unidade (istoé0) ent̃ao K é reduzido ao vetor

nulo.

SeE é uma matriz irredutı́vel e o raio spectral menor que a unidade, sabe-se queK = ImE∗, onde

E∗ = I ⊕E⊕·· ·⊕En−1, sendon é a ordem da matriz.

5.3.3 Semiḿodulos (algebricamente) (A,B)-Invariantes

Após encontrar o máximo semimóduloK ↑ geometricamente (A,B)-invariante contido em um

semimóduloK o problema passa a ser determinar se existe uma realimentação linearu(k) = Fx(k−1)

de maneira que o sistema autônomo resultante

x(k) = (A⊕BF)x(k−1) (5.18)

mantenhaK ↑ invariante, ou seja, que qualquer trajetória de um sistemadado pela equação (5.18)

esteja completamente contida emK ↑ quando o seu estado inicial estiver contido emK ↑. Se existir

uma realimentação linear diz-se queK ↑ é um semimódulo algebricamente (A,B)-invariante. Do

ponto de vista dinâmico, isto significa que as trajetóriasdo sistema dado pela equação (5.18) com

estado inicial contido emK ↑ permanecerão para sempre emK ↑ através de uma escolha de controle

apropriada.

Definição 5.21. Dadas as matrizes A∈ Zn×n
max e B∈ Z

n×q
max diz-se que um semiḿodulo X ⊂ Zn

max é

algebricamente (A,B)-invariante se existe uma matriz F∈ Z
q×n
max tal que(A⊕BF)X ⊂ X .

Todo semimódulo algebricamente (A,B)-invariante é também geometricamente (A,B)-invariante.

Entretanto, a recı́proca nem sempre é verdadeira, resultando numa diferença quanto à teoria clássica

que diz que sempre é possı́vel encontrar uma realimentaç˜ao linear ao encontrar um subespaço (A,B)-

invariante [Katz, 2003].

SendoX um semimódulo geometricamente (A,B)-invariante e finitamente gerado sabe-se que

existe umr ∈ N e uma matrizH ∈ Zn×r
max tal queX = ImH. Então, a partir da Definição 5.21 sabe-se

queX é algebricamente (A,B)-invariante se e somente se existemas matrizesF ∈Z
q×n
max eG∈Zr×r

max tal

que(A⊕BF)H = HG. Como a equação é um sistema de equações max-plus linear não homogêneo,

o conjunto das soluções(F,G) pode ser calculado utilizando métodos gerais de eliminação [Gaubert,
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1992]. Entretanto, para afirmar queX = ImH é algebricamente (A,B)-invariante é suficiente saber se

o sistema de equações(A⊕BF)H = HG tem ao menos uma solução [Katz, 2007], e existem métodos

alternativos para tal [Cuninghame-Green e Butkovic, 2003].

O problema da existência de uma solução (com entradas finitas) de um sistema deste tipo pode

ser reduzido ao problema da existência de um sub-ponto fixo de uma função min-max [Katz, 2007].

Neste casos deve-se introduzir uma nova variávelt de forma a obter um novo sistema de equações

que seja homogêneo(At⊕BF)H = HG. Utilizando a teoria da residuação tem-se que(t,F,G) é uma

solução do sistema se e somente se verifica que:

t ≤ (AH)◦\(HG),

F ≤ B◦\(HG)◦/H,

G≤ H◦\((At⊕BF)H).

(5.19)

ondeD◦\C é definido comosup{E ∈ Z
p×r
max|DE ≤C} para todoD ∈ Zn×r

max e C ∈ Zn×r
max (a função◦/ é

definida de maneira análoga). Se é possı́vel encontrar um subponto fixo da função min-max definida

pelo lado direito de 5.19, então(t,F,G) é uma solução para(At⊕BF)H = HG comt 6=−∞ e t−1F =

(−t)F é a realimentação procurada.

5.3.4 Exemplo

Para entender melhor os conceitos relacionados aos semimódulos (A,B)-invariantes um exemplo

extraı́do de [Katz, 2003] é apresentado. As matrizesA eB que descrevem um sistema são:

A =






−∞ 0 −∞
−∞ −∞ 0

0 −∞ −∞




 e B =






2 0

0 2

0 0






Uma especificação para o sistema é dada por um semimóduloK = Im(K), sendo:

K =






1 0 0

0 1 0

0 0 2






Primeiramente se calcula o máximo semimóduloK ↑ geometricamente (A,B)-invariante, para

então verificar se é possı́vel obter uma realimentação linear para ele. Para encontrarK ↑ é necessário

calcular a sucessão de semimódulos{X }r∈N definida na equação (5.16). Sendo assim é possı́vel

escrever
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X1 =K

X2 =ϕ(X1)

onde:

ϕ(X1) = X1∩A−1(X1⊖B).

Para encontrar uma matriz que represente uma famı́lia geradora do semimóduloX1 é possı́vel

utilizar o Maxplus Toolbox disponı́vel no Scilab [Max Plus,1998]. Através da função denomi-

nadampsolve é possı́vel resolver sistemas lineares max-plus da formaDx = Cx. Para manipular

as funções disponı́veis no toolbox são utilizadas as matrizes que representam as famı́lias geradoras

dos semimódulosB = Im(B) e X1 = Im(X1) = Im(K)

A matriz X2, tal queX2 = Im(X2), calculada é:

X2 =






3 6 4

4 5 3

3 5 5






Se a imagem dos semimódulosX1 eX2 são iguais entãoK ↑ = X2. O teste das imagens é realizado

através das funçõesincludespan e equalspan do Maxplus Toolbox do Scilab. Para o caso acima

Im(X2)⊂ Im(X1) masIm(X1) 6= Im(X2), portanto é necessário calcularX3:

X3 = ϕ(X2) = X2∩A−1(X2⊖B)

onde a famı́lia geradora deX3 é dada pela matriz:

X3 =






19 17 16

18 16 17

18 18 16






Através do teste das imagens conclui-se queIm(X3) = Im(X2), e portantoK ↑ = X3 = Im(X3).

Sabe-sea priori que oϕ(X ) vai estabilizar poisK é uma matriz composta apenas de componentes

finitos, logo ela é irredutı́vel e portanto tem volume finito, garantindo a estabilização (Teorema 5.7).

Após calcularK ↑ deseja-se saber se ele é algebricamente (A,B)-invariante. O semimóduloK ↑ =

Im(X3) é algebricamente (A,B)-invariante se e somente se o sistema max-plus linear homogêneo

(At⊕BF)H = HG



5. Álgebra Max-Plus 86

admite uma solução(t,F,G) comt 6=−∞, sendoH = X3⊗ (−16). Para o caso do exemplo desenvol-

vido o sistema é dado por:











−∞ 0 −∞
−∞ −∞ 0

0 −∞ −∞




t⊕






2 0

0 2

0 0






(

f11 f12 f13

f21 f22 f23

)










3 1 0

2 0 1

2 2 0




=






3 1 0

2 0 1

2 2 0











g11 g12 g13

g21 g22 g23

g31 g32 g33






Como apresentado anteriormente, não é necessáro encontrar todas as soluções do sistema, apenas

uma comt não nulo. A busca de uma solução para equação (5.19) também pode ser implementada

através de funções do Maxplus Toolbox pois os operadores◦\ e ◦/ estão implementados.́E necessário

definir valores iniciais parat,F , eG e então calcular sucessivamente as inequações até convergir para

um resultado. Quando isto ocorre encontra-se uma soluçãopara(t,F,G).

Sendo os valores iniciais det,F eG:

t0 = 0, F0 =

(

0 0 0

0 0 0

)

e G0 =






0 0 0

0 0 0

0 0 0






são encontradas duas matrizesF que garantem a (A,B)-invariância deK ↑. São elas:

F1 =

(

−1 −2 −2

−1 −2 −2

)

F2 =

(

−1 −2 −2

−2 −2 −2

)

Ou seja, ambos os testes(A⊕BF1)K
↑ ⊂ K ↑ e (A⊕BF2)K

↑ ⊂ K ↑ são verdadeiros.

5.4 Conclus̃ao

Ao longo deste capı́tulo alguns aspectos relacionados a teoria de dióides foram apresentados,

sendo explorado um exemplo ilustrativo e conceitos teóricos. Além disso, o formalismo que vai ser

adotado na modelagem discreta dos sistemas de tráfego, a álgebra max-plus, foi estudado.

A coordenação semafórica em um sistema de tráfego urbano é modelada através de uma aborda-

gem puramente discreta no Capı́tulo 6, onde o problema de coordenação semafórica para um sistema

composto de arteriais é discutido. A modelagem do sistema ´e baseada na álgebra max-plus e o pro-

blema de sı́ntese de controle é resolvido utilizando os conceitos sobre semimódulos (A,B)-invariantes

apresentados neste capı́tulo.



Caṕıtulo 6

Modelagem e Controle de Sistemas de

Tr áfego atrav́es daÁlgebra Max-Plus

Um dos objetivos desta tese é resolver o problema de modelagem de sistemas de tráfego urbano e

sı́ntese de controle semafórico sob o enfoque dos sistemasa eventos discretos (SEDs), e o formalismo

adotado é a álgebra max-plus [Baccelli et al., 1992]. O trabalho propõe uma nova abordagem do pro-

blema de controle semafórico, enfocando a coordenação semafórica de arteriais. A solução proposta

utiliza o conceito de semimódulos (A,B)-invariantes [Katz, 2007] para obter um sistema controlado

com realimentação de estado.

A próxima seção do capı́tulo apresenta alguns trabalhosrelacionados com os sistemas de tráfego

e SEDs, os quais inspiraram a solução proposta para o problema de coordenação semafórica. A

proposta desenvolvida neste capı́tulo é apresentada na seção 6.2. Aspectos relativos à implementação

dos modelos obtidos e resultados de simulação também são apresentados ao longo do capı́tulo.

6.1 Trabalhos Relacionados

Os sistemas de tráfego são sistemas sujeitos a restrições de sincronização, e podem ser modelados

através da álgebra max-plus [Baccelli et al., 1992]. Existem na literatura alguns trabalhos que utilizam

este formalismo para resolver problemas de coordenação em sistemas viários e ferroviários.

Em van Egmond e Olsder [1998] uma proposta de modelagem e análise baseada nos autovalores

e autovetores do sistema max-plus linear é utilizada para calcular planos semafóricos. Dado um

conjunto de rotas de tráfego o problema que os autores desejam resolver é o de determinar planos

semafóricos que minimizam o tempo de espera dos veı́culos pelo sinal verde. Assume-se que cada

veı́culo segue uma rota pré-determinada e ao longo desta rota não são permitidas escolhas. Os autores

buscam a minimização do tempo de espera através da sincronização dos semáforos.

Nesta abordagem cada interseção tem o seu próprio plano semafórico, que depende do tipo de

interseção (cruzamento normal ou T–cruzamento). Considera-se que o inı́cio de verde em cada estágio
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caracteriza um evento, e quando este evento ocorre todos os veı́culos que estavam esperando se mo-

vem para o próximo cruzamento. O conjunto de veı́culos que se movem para uma mesma interseção

formam um pelotão. O tamanho do pelotão é ignorado, considera-se um ponto indivisı́vel, e como

conseqüência, apenas o inı́cio do verde em cada estágio ´e sincronizado. A idéia utilizada para definir

equações max-plus para o sistema é:não deixe os véıculos esperando no semáforo, mas os seḿaforos

esperando os veı́culos[van Egmond e Olsder, 1998].

Para definir as equações max-plus do sistema de tráfego énecessário conhecer os movimentos

permitidos nos estágios. A Figura 6.1 mostra os movimentospermitidos para os estágios definidos

para um cruzamento normal e para um T–cruzamento.

ba c d

(a) Cruzamento normal
a b c

(b) T–cruzamento

Figura 6.1: Estágios para um cruzamento normal e um T–cruzamento

Um evento é caracterizado pela abertura do sinal verde em umestágio, exi(k) corresponde ao

tempo dak–ésima abertura do sinal verde para o estágio. As equações max-plus para o sistema são

geradas seguindo as seguintes regras [van Egmond e Olsder, 1998]:

1. Um estágio deve permanecer em verde até que todos os pelotões cruzando uma via tenham

chegado.

2. O tempo de duração entre dois estágios sucessivos (na mesma interseção) deve ter um valor

mı́nimo.

Considere o sistema da Figura 6.2. As linhas indicam as rotaspré-determinadas e o tempo de

viagem entre duas interseções é 36 segundos.

1 2

36s

Figura 6.2: Pequeno exemplo

Os estágios considerados são os definidos na Figura 6.1 (osestágios da Figura 6.1(b) são rotacio-

nados 90◦). A ocorrência dos estágios da interseção 1 seguem a seguinte ordem:x1a−−x1b−−x1c−
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−x1d; para a interseção 2 a ordem éx2a−−x2b−−x2c. Se o tempo mı́nimo de verde é 10 segundos,

é possı́vel escrever as seguintes equações max-plus lineares para o exemplo:

x1a(k+1) = (10⊗x1c(k))⊕ (36⊗x2c(k)) = 10x1c⊕36x2c

x1b(k+1) = 10x1a(k+1)

x1c(k+1) = 10x1b(k+1)

x2a(k+1) = 10x2d(k)

x2b(k+1) = 10x2a(k+1)

x2c(k+1) = 10x2b(k+1)⊕36x1a(k)

x2d(k+1) = 10x2c(k+1)

onde os ı́ndices 1a,1b, · · · ,2d correspondem aos diferentes estágios das interseções 1e 2. A Fi-

gura 6.3 apresenta o grafo de eventos (GET) correspondente as equações definidas para o exemplo.

Cada transição representa um estágio e os lugares representam os tempo mı́nimos de verde de cada

estágio ou os tempos de deslocamento.

10

10

10

10

10

10

10

36

36

x2c

x1b

x1a

x1c

x2d

x2b

x2a

Figura 6.3: GET para pequeno exemplo

Para o caso do exemplo os estágios que precisam ser sincronizados são os representados pelas

transiçõesx1a ex2c, ou seja, os movimentos permitidos no estágiox1a só tem permissão de passagem

quando o pelotão que partiu da interseção 2 já tenha alcançado a interseção 1. O mesmo raciocı́nio é

aplicado ao estágiox2c.

O objetivo do trabalho proposto por van Egmond e Olsder [1998] é definir planos semafóricos de

tempo fixo para o sistema. Sabe-se que o inı́cio de verde em cada estágio se repete a cadaλ unidades

de tempo, para algumλ ∈ R. O tempoλ corresponde ao tempo de cicloT, ondeT corresponde ao

tempo necessário para que todos os estágios sejam contemplados.

Segundo van Egmond e Olsder [1998] o plano semafórico em tempo fixo pode ser escrito como:

x(k+1) = λx(k), k = 0,1, . . .
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para perı́odo igual a 1, caso contrário cada estágio se repete em média a cadaλ unidades de tempo.

Sabe-se quex(k+1) = Ax(k), sendo possı́vel encontrar um vetorv de modo que:

Av= λv

ondeλ e v são os autovalores e autovetores deA. Neste caso, o autovalorλ determina, então, o

tempo de ciclo de todo o sistema composto pelas interseções [van Egmond e Olsder, 1998]. SeA

é irredutı́vel, então existe um autovalor único que é igual ao máximo de todos ciclos médios dos

circuitos do grafo de precedência deA. Para o caso do exemplo aqui descrito o tempo de ciclo é

λ = 40 segundos.

O trabalho de Vries et al. [1998] busca sincronizar um sistema de trens. A álgebra max-plus

é utilizada para definir a tabela de horários para as partidas dos trens a fim de permitir conexões.

Entretanto, um trem somente espera outro trem por um perı́odo determinado de tempo, caso contrário

a conexão é quebrada. Isto é realizado com o intuito de evitar a propagação de atrasos através da rede.

Os exemplos apresentados em de Vries et al. [1998] são semelhantes ao desenvolvido na seção 5.1,

onde um sistema max-plus linear é apresentado através de uma pequena rede de trens. A Figura 6.4

apresenta o exemplo utilizado no trabalho de Vries et al. [1998]. Na rede da Figura 6.4 existe uma

linha de trem deP paraSvia Q e vice-versa. Além disso, existe uma linha de ida e volta deQ paraR.

A conexão dos trens partindo deP eScom os que partem paraR é dada na estaçãoQ.

R

1

3

4

2

P SQ

Figura 6.4: Exemplo – rede de trens

Sejaxi(k) (i = 1,2,3,4) o tempo dak–ésima partida de trem na direçãoi. Um trem só pode partir

na direçãoi quando três condições são satisfeitas:

1. O trem deve ter chegado na estação. Se um trem vindo na direção j vai continuar na direçãoi

ele deve obedecer a seguinte condição:

xi(k+1)≥ ai j ⊗x j(k)

ondeai j é o tempo de viagem entrej e i.

2. A conexão com outros trens deve ser possı́vel. Isto leva `a seguinte condição:

xi(k+1)≥ ail ⊗xl (k)
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ondel indica as direções de onde partem trens que podem realizarconexão na direçãoi.

3. O trem não pode partir antes do instantedi previsto na tabela de horários, ou seja, a seguinte

condição deve ser respeitada:

xi(k+1)≥ di .

Se um trem parte imediatamente após todas as condições serem satisfeitas, o instante de partida é

dado pelas seguintes equações:

xi(k+1) = ai j x j(k) ⊕ di(k+1)⊕
M

l

(ail (k) xl (k)),

x(k+1) = Ax(k)⊕d(k+1).

O modelo max-plus para o sistema da Figura 6.4, desconsiderando a tabela de horários, é dado

pelas seguintes equações:

x1(k+1) = a2(k) x2(k)

x2(k+1) = a3(k)x3(k)⊕a4(k)x4(k)

x3(k+1) = a1(k)x1(k)⊕a3(k)x3(k)⊕a4(k)x4(k)

x4(k+1) = a1(k)x1(k)⊕a3(k)x3(k)

Quando os tempos de viagemai(k) são determinı́sticos e invariantes no tempo, o comportamento

do sistemax(k+1) = A x(k) é determinado pelo autovalorλ deA. Isto significa que para uma escolha

apropriada dex(1) a cadaλ unidades de tempo um trem pode partir. A inclusão de uma tabela

de horários no modelo deve garantir que duas partidas consecutivas na mesma direção só podem

acontecer num intervalo de ao menosλ unidades de tempo, caso contrário o sistema não poderá

operar sobre a tabela de horários definida.

Sejad(1) um vetor que contém os instantes de partida do primeiro tremem cada direção. Para que

o escalonamento seja o mais regular possı́vel a tabela de horários deve satisfazer a seguinte condição:

d(k+1) = τ⊗d(k) k = 1,2,3, · · ·

ondeτ representa o perı́odo da tabela de horários. O perı́odoτ deve satisfazer a condiçãoτ≥ λ onde

λ é o autovalor da matrizA. Além da escolha apropriada do perı́odo, a escolha do vetord(1) também

tem influência na propagação dos atrasos.

Em de Vries et al. [1998], os autores não querem que um trem espere muito tempo por uma

conexão. O trem na direçãoi parte no instantedi(k+ 1) + Mil , com Mil > 0, caso o trem vindo

na direçãol para conexão não tenha chegado ainda. A quantidadeMil pode ser interpretada como

o máximo tempo que o trem na direçãoi pode esperar por um trem vindo na direçãol após o seu

horário previsto para partir. O modelo max-plus passa a sero seguinte:
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xi(k+1) = ai j x j(k) ⊕ di(k+1)⊕
M

l

(ail (k) xl (k) ⊕
′ Mil di(k+1))

ondea⊕′ b = min(a,b). A idéia desta abordagem é que o(k+ 1)–ésimo trem na direçãoi sempre

espera ok–ésimo trem vindo na direçãol atédi(k+1)+Mil , mesmo quando o atraso do trem vindo

na direçãol é maior que esta quantidade. Como conseqüência é possı́vel que um trem na direçãoi

espere desnecessariamente um trem que não vai chegar.

Uma solução para evitar esperas desnecessárias e também minimizar a propagação dos atrasos na

rede é tornar as conexões controláveis. A introdução da variáveluil (k) indica se ok–ésimo trem na

direçãoi vai esperar por uma conexão com o trem vindo na direçãol . A introdução da variáveluil

leva ao seguinte modelo:

xi(k+1) = ai j x j(k) ⊕ di(k+1)⊕
M

l

(ail (k) xl (k) ⊕
′ Mil di(k+1)) uil

ondeuil é dado por

uil =

{

0, quandoi espera porl

ε, caso contrário.

Critérios para decidir quando um trem vai esperar uma conexão, ou seja, para definir o valor deuil

são discutidos em de Vries et al. [1998].É possı́vel citar que o número de passageiros que irão realizar

a conexão, a possibilidade de atender o número máximo de conexões, dentre outros, são alguns dos

pontos analisados.

Em Katz [2007] o mesmo exemplo da Figura 6.4 é apresentado. Entretanto, neste trabalho o

problema de sincronização dos trens é resolvido através do uso de semimódulos (A,B)-invariantes. As

condições que devem ser respeitadas são exatamente as mesmas apresentadas no trabalho de de Vries

et al. [1998]. A diferença é que agora a tabela de horário ´e considerada uma entrada de controle,

e o sistema é analisado segundo a equaçãox(k+ 1) = Ax(k)⊕Bu(k+ 1). A condição que afirma

que um trem não pode partir antes do instante previsto na tabela de horários agora é definida como

xi(k+1)≥ ui(k+1).

O trabalho de Katz [2007] mostra como calcular uma tabela de horários para o sistema de modo

que as condições apresentadas sejam sempre respeitadas.Especificações que definem limites para

os intervalos entre partidas dos trens e para o tempo de espera dos passageiros são definidas como

semimóduloK = {x∈ Zn
max | xi−x j ≤ di j , ∀i, j; 1≤ i, j ≤ n} (equação (5.17)). O problema então

passa a ser determinar se existe um semimódulo (A,B)-invarianteK ↑ contido emK e então calcular

um controle com realimentação de estados que garanta que as restrições sejam sempre respeitadas. O

método utilizado para encontrarK ↑ foi apresentado na seção 5.3 do Capı́tulo 5.

Os trabalhos aqui apresentados serviram de inspiração para a proposta de modelagem e controle

que é apresentada a seguir.
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6.2 Proposta para Modelagem e Controle de Sistemas de Tráfego

A álgebra max-plus é um formalismo eficiente para resolvero problema de controle de tráfego

urbano quando se deseja realizar sincronização de semáforos. O modelo que é proposto nesta seção

visa modelar as vias arteriais de um sistema viário. Uma viaé chamada arterial quando possui uma

extensão larga, a sua velocidade de percurso é média ou alta e o fluxo veicular intenso. As arteriais

tem prioridade mais alta nos cruzamentos, ou seja, o tempo deverde da arterial é superior ao alocado

para as vias secundárias ou transversais. Além disso, deseja-se uma sincronização dos semáforos que

favoreça a progressão de pelotões ao longo de toda arterial.

A proposta aqui apresentada busca sincronizar os semáforos de uma malha viária, a partir dos

tempos de verde nominais associados aos estágios. Além disso, o método proposto para modelagem

define modelos especı́ficos para as vias e os semáforos, garantindo uma descrição mais detalhada dos

eventos que ocorrem no sistema.

As seguintes premissas devem ser consideradas para modelarum sistema de tráfego urbano:

• os veı́culos que se deslocam entre as interseções são agrupados em pelotões;

• um pelotão é considerado como um ponto indivisı́vel. Seu tamanho é definido pelo tempo

mı́nimo de verde do sistema controlado, ou seja, o tempo mı́nimo de verde tem que ser sufici-

ente para permitir o cruzamento de um pelotão pela intersec¸ão;

• o conjunto mı́nimo de interseções é composto de duas unidades, como mostra a Figura 6.5.

Os semáforosSi estão relacionados com as interseçõesIi com i = 1,2, e d12 é o tempo de

deslocamento entreI1 e I2;

S1 S2

12d

I1 I 2

Figura 6.5: Sistema mı́nimo (2 interseções)

• os eventos que se deseja modelar são as trocas de sinal dos semáforos e a chegada dos pelotões

nas interseções;

• a via arterial de mão dupla da Figura 6.5 pode ser modelada através de um grafo de evento

(GET). A Figura 6.6 mostra o GET para a arterial, onde as transiçõesxi1 e xi2 indicam a pas-

sagem de um pelotão pela interseçãoIi com i = 1,2 e conversões não são permitidas. Aos

lugares que conectam as transições são associados os tempos d12 = d21, que representam o

tempo de deslocamento entre as duas interseções. A marcac¸ão dos lugares, que são nomeados

di j , indicam a presença ou não de um pelotão na via;
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x

xx d

21

222112

12x11 d

Figura 6.6: Modelo de uma via de mão dupla

• os semáforos podem estar com a indicação semafórica verde ou vermelha. O tempo de amarelo

não é considerado isoladamente. O fato da indicação estar verde na direção da arterial significa

que o sinal está vermelho na direção da via transversal, evice-versa. O modelo utilizado para

o semáforo está na Figura 6.7. As transições indicam a troca de sinal do semáforo,si1 habilita

o sinal verde esi2 o sinal vermelho, os temposr i e gi associados aos lugares representam,

respectivamente, os tempos de vermelho e verde do semáforoi com i = 1,2. Além disso,r i

e gi também são utilizados para nomear os lugares. A marcação utilizada no modelo indica a

habilitação do sinal verde ao inicializar a rede;

si2

r g

si1

i i

Figura 6.7: Modelo de um semáforo

• a conexão entre uma via e um semáforo se dá através de um lugar não temporizado entre as

transições que habilitam o sinal verde para a arterial e astransições que habilitam a passagem

de um pelotão pela via. A Figura 6.8 mostra a conexão entre uma via e um semáforo, onde um

pelotão só pode ingressar na viax11→ x21 quando o semáforos1 estiver com o sinal verde, ou

seja, quando a transiçãos11 for sensibilizada.

Após definir modelos isolados para uma via e um semáforo, e aconexão entre eles, é possı́vel defi-

nir um GET que modele a malha viária da Figura 6.5. A malha vi´aria é composta de duas interseções,

e portanto é necessário modelar dois semáforos, um para cada interseção. Além disso, como a via é

de mão dupla é necessário modelar a conexão para cada direção da via separadamente. O modelo da

malha semaforizada está na Figura 6.9. Este modelo possui semáforos com temporização fixa pois

os tempos de verde e vermelho são definidosa priori e não são alterados dinâmicamente pelo GET,

além disso não é previsto nenhum controle externo.

É possı́vel introduzir entradas de controle no GET da Figura6.9, como mostra a Figura 6.10. A

introdução das transiçõesui permite que os chaveamentos do sinal semafórico sejam atrasados em

relação àqueles definidos pelos tempos mı́nimos de verdee vermelho, dados porgi e r i .
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12s

r g1 1

11x
12d 21x

s11

Figura 6.8: Conexão de uma via e um semáforo

s12 s22

s11

d12

d21
x12

x11 x21

x22

r g1 1 r g2 2

s21

Figura 6.9: Modelo de uma malha semaforizada

d12

d21
x12

x11 x21

x22

s11

r g1 1 r g2 2

s21

s12 s22

1 u3

u4
u2

u

Figura 6.10: Modelo de uma malha com entradas de controle
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O sistema da Figura 6.10 é um sistema max-plus linear definido pela equaçãox(k) = Ax(k−1)⊕

Bu(k) (equação (5.14)) ondeA∈ Zn×n
max eB∈ Z

n×q
max. As equações que representam o modelo da malha

com entradas de controle são:

s11(k) = r1 s12(k−1)⊕u1(k) = max(r1 +s12(k−1), u1(k))

s12(k) = g1 s11(k)⊕u2(k)

x11(k) = s11(k)

x12(k) = d21x22(k−1)⊕s11(k)

s21(k) = r2 s22(k−1)⊕u3(k)

s22(k) = g2 s21(k)⊕u4(k)

x21(k) = d12x11(k−1)⊕s21(k)

x22(k) = s21(k)

onde as variáveissi j (k), xi j (k) e ul (k), i, j = 1,2 e l = 1, · · · ,4 representam ok–ésimo disparo das

transiçõesxi j , si j eul da Figura 6.10.

As equações apresentadas modelam a sincronização da passagem dos pelotões pelos cruzamentos

com a habilitação do sinal verde na direção da arterial.Entretanto, é necessário definir um conjunto

de restrições operacionais para garantir o bom funcionamento do sistema controlado.

As restrições são definidas sobre as transições do GET,e visam impedir que uma determinada

transiçãoi ocorra antes de outra transiçãoj acrescida de um limite de tempow, ou seja,i ≥ j + w.

Restrições definidas desta forma podem ser escritas como um semimóduloK e então o conceito de

semimódulos (A,B)-invariantes proposto por Katz [2007] pode ser utilizado para calcular um controle

realimentado para os sistemas de tráfego urbano.

Para o caso do controle de vias arteriais definem-se quatro conjuntos de restrições:

1. Um pelotão só pode cruzar uma interseção quando o sem´aforo estiver com sinal verde na

direção da arterial. Para o modelo da Figura 6.10 são definidas as seguintes restrições:

s11(k)−x1i(k) ≤ 0

s21(k)−x2i(k) ≤ 0 i = 1,2,

ou seja, as transiçõesx1i(k) ex2i(k) só podem ser sensibilizadas após a sensibilização desi1(k).

Se o resultado des11(k)−x1i(k) ou s21(k)−x2i(k) é um valor negativo pode-se concluir que a

abertura do sinal verde ocorreu antes da chegada de um pelot˜ao. O resultado nulo é a situação

ideal, onde o pelotão chega no cruzamento exatamente na abertura do sinal verde.

2. O tempo de verde deve ser longo o suficiente para absorver umpelotão. As seguintes restrições
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podem ser escritas como:

x1i(k)−s12(k) ≤ −ta

x2i(k)−s22(k) ≤ −ta i = 1,2,

ondeta é o tempo de absorção. O valor utilizado nesta tese parata é o mesmo do tempo mı́nimo

de verde.

3. O tempo de verde não pode ultrapassar um valor máximom:

si2−sj1≤m para i = j e i, j = 1,2,

Esta restrição evita que o semáforo permaneça com a indicação semafórica em verde para

arterial indefinidamente, prejudicando desta maneira as vias transversais.

4. Ooffsetentre os semáforosSi não pode ultrapassar um valor máximo pi j :

s11−s21 ≤ p12

s21−s11 ≤ p21.

É necessário garantir que ooffsetnão ultrapasse um valor máximo para que todos os semáforos

recebam a indicação semafórica verde na direção da arterial pelo menos uma vez a cada ciclo.

A restrição é definida nas duas direções da via pois nãose sabea priori qual será o semáforo

de referência.

O conjunto de restrições vai gerar uma especificação, representada pelo semimóduloK = {z∈

Zn
max | zi−zj ≤wi j , ∀i, j; 1≤ i, j ≤ n} ondeW = (wi j ) é uma matriz com entradas emZmax∪{+∞}.

O semimódulo também pode ser representado comoK = {z∈ Zn
max | Ez≤ z} ondeE = (−W)T .

Após calcular a especificação é possı́vel definir o problema de controle, que é computar o conjunto

máximo de estados iniciaisK ↑ para o qual exista uma seqüência de vetores de controle quefaçam o

estado do sistema permanecer sempre emK , ou seja, não viole a especificação. Quando é possı́vel

calcularK ↑ diz-se queK ↑ é um semimódulo geometricamente (A,B)-invariante.

Conforme descrito no Capı́tulo 5, se a matrizE é irredutı́vel o semimóduloK tem volume finito.

O fato deK ter volume finito garante que a busca por um semimódulo geometricamente (A,B)-

invariante sempre estabiliza em um número finito de passos.Quando a matrizE é irredutı́vel sabe-se

que o seu grafo de precedênciaG(E) é fortemente conexo.

Sejamz = [s11 s12 x11 x12 s21 s22 x21 x22]
T e K = {z∈ Zn

max | Ez≤ z} . As matrizesW e E =

(−W)T , para o sistema mı́nimo composto de duas interseções, são apresentadas nas Tabelas 6.1 e 6.2,

respectivamente.

O grafo de precedênciaG(E) para a matriz da Tabela 6.2 é mostrado na Figura 6.11.É possı́vel

perceber que o grafo encontrado é fortemente conexo, ou seja, a sua matrizE é irredutı́vel.É possı́vel



6. Modelagem e Controle de Sistemas de Tráfego através da Álgebra Max-Plus 98

+∞ +∞ 0 0 p12 +∞ +∞ +∞
m +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞

+∞ −ta +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞
+∞ −ta +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞
p21 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ 0 0
+∞ +∞ +∞ +∞ m +∞ +∞ +∞
+∞ +∞ +∞ +∞ +∞ −ta +∞ +∞
+∞ +∞ +∞ +∞ +∞ −ta +∞ +∞

Tabela 6.1: MatrizW para especificação

−∞ −m −∞ −∞ −p21 −∞ −∞ −∞
−∞ −∞ ta ta −∞ −∞ −∞ −∞
0 −∞ −∞ −∞ −∞ −∞ −∞ −∞
0 −∞ −∞ −∞ −∞ −∞ −∞ −∞
−p12 −∞ −∞ −∞ −∞ −m −∞ −∞
−∞ −∞ −∞ −∞ −∞ −∞ ta ta
−∞ −∞ −∞ −∞ 0 −∞ −∞ −∞
−∞ −∞ −∞ −∞ 0 −∞ −∞ −∞

Tabela 6.2: MatrizE = (−W)T

concluir que se a especificação para o sistema for definida com os quatro conjuntos de restrições

definidos nesta tese sempre será possı́vel encontrar um semimódulo K ↑ geometricamente (A,B)-

invariante, poisG(E) sempre terá a mesma estrutura e será fortemente conexo. A solução encontrada

é uma matrizK↑, sendoK ↑ = Im(K↑). O cálculo deK ↑ é realizado através do método proposto por

Katz [2007], que foi apresentado na seção 5.3.

x11

x12

s12 s11 s22

x22

x21

s21

ta

ta

ta

ta

−m −m

0

0

0

0
−p21

−p12

Figura 6.11: Grafo de precedência para matrizE da especificação

Após encontrar um semimódulo geometricamente (A,B)-invariante deseja-se implementar o con-

trole através de uma realimentação de estadosu = F z(k− 1) ondeF ∈ Z
q×n
max existe seK ↑ é alge-

bricamente (A,B)-invariante em relação ao sistema em malha fechadaz(k) = (A⊕BF)z(k−1). Em

outras palavras, o controle sobre os sinais semafóricos será uma função dos instantes de ocorrência

dos eventos indicados pelas variáveis de estadozi . Na álgebra convencional sempre que é possı́vel

calcular um espaço (A,B)-invariante é possı́vel encontrar uma matrizF que realize a realimentação

de estados, entretanto, quando se trabalha com a álgebra max-plus nem sempre é possı́vel encontrar
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uma matriz de realimentaçãoF.

O grafo de eventos da Figura 6.12 representa o sistema controlado com realimentação de estados

da Figura 6.10. Neste caso a matrizF tem dimensão 4×8, ou seja, cada linhai da matriz representa

uma ligação entre as transições do sistema com uma entrada de controleui ∈ (u1 u2 u3 u4). Em Katz

[2007] são apresentados métodos para calcular a matrizF, sendo que alguns deles estão implementa-

dos noMax Plus ToolboxdoScilab[Max Plus, 1998].

d12

d21
x12

x11 x21

x22

s11

x11

x12

s 11

s 12

x21

x22

s 21
s 22

r g1 1 r g2 2

s21

s12 s22

1

u4
u2

u

u3
f31

f32

f33

f34

f35

f36

f37

f38

F

F

F

F4i

3i

2i

1i

Figura 6.12: Malha viária controlada

A proposta de modelagem e controle foi apresentada para o sistema mı́nimo, com duas interseções,

mas a extensão para um sistema com mais interseções é direto, como será mostrado na próxima seção.

6.2.1 Modelo Geńerico para n Interseções

A seção anterior apresentou a proposta de modelagem e controle para o sistema mı́nimo, com-

posto de 2 interseções. Nesta seção o modelo é estendido para a arterial da Figura 6.13, que é com-

posta den interseções semaforizadas.

S

I1

S

1,2d

2I

S

I 3

d2,3

321
.....

n−1I

S

I n

dn−1,n

nSn−1

Figura 6.13: Malha viária comn interseções

O grafo de eventos semaforizado que representa a arterial daFigura 6.13 é apresentado na Fi-

gura 6.14. A arterial é modelada através de uma rede de Petri com 2n transições, sendon transições

para cada direção da via, e são definidos 2(n− 1) lugares, sendon− 1 para cada direção. Cada

semáforo é modelado conforme o modelo apresentado na Figura 6.7, sendo que cada semáforo é co-

nectado com uma direção da via através da conexão definida na Figura 6.8, resultando emn modelos

para os semáforos e 2n conexões (n para cada direção da via).
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s2,1
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Figura 6.14: grafo de eventos para arterial comn interseções

A matriz A que representa o sistema max-plus linear possui dimensão 4n×4n, sendon o número

de interseções. Este número corresponde a soma das 2n transições que representam as duas direções

da via com as 2n transições que representam as trocas semafóricas.

No modelo apresentado não são definidas as entradas de controle pois a definição de quais

semáforos controlar depende da aplicação desejada. Sendo assim, a dimensão da matrizB é variável

pois o número de colunas depende do número de entradas de controle, sabe-se apenas que o número

de linhas é 4n.

Os quatro conjuntos de restrições definidos na seção anterior também podem ser generalizados

para um sistema comn interseções, conforme apresentado a seguir:

1. Um pelotão atravessa uma interseção apenas quando o semáforo está verde:

si1(k)−xi1(k) ≤ 0

si1(k)−xi2(k) ≤ 0 i = 1, · · ·n.

2. O tempo de verde deve ser capaz de absorver um pelotão (tai é o tempo de absorção):

xi1(k)−si2(k) ≤ −tai

xi2(k)−si2(k) ≤ −tai i = 1, · · ·n.

3. O tempo de verde não pode ultrapassar um máximomi:

si2(k)−si1(k) ≤ mi i = 1, · · ·n.

4. Ooffsetentre os semáforosSi não pode ultrapassar um valor máximop:

si,1(k)−si+1,1(k) ≤ pi,i+1

si+1,1(k)−si,1(k) ≤ pi+1,i i = 1, · · · (n−1).
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Após definir as restrições é possı́vel obter a matrizE que representa a especificação, e sabe-se que

a dimensão da matrizE é igual da matrizA, no caso 4n×4n. A dimensão da matrizK↑ é variável,

sabe-se apenas que ela contém 4n linhas. O mesmo ocorre com a matriz de controleF , onde o número

de linhas depende do número de entradas de controle, sabe-se apenas que o número de colunas é 4n.

A próxima seção apresenta a obtenção do modelo max-plus para uma arterial composta de 3

interseções, bem como a obtenção do controle para o sistema modelado.

6.2.2 Exemplo

O modelo genérico apresentado na seção 6.2.1 é aplicadona malha viária da Figura 6.15, onde

n = 3, ou seja, a arterial possui três interseções.

S1 S2

12d

I1 2I

S3

I 3

d23

Figura 6.15: Malha viária com 3 interseções

O grafo de eventos que modela o sistema com entradas de controle está na Figura 6.16. Para

resolver este exemplo, o controle foi aplicado apenas nas transições que indicam a abertura do sinal

vermelho, ou seja, controla-se apenas a duração do sinal verde. Esta simplificação é realizada para

diminuir a complexidade computacional do cálculo deK ↑, e não é uma limitação teórica da proposta

apresentada anteriormente.

x12

x11 x21

x22

s31s11

x31

d32

d23

d21

d12

r g2 2

s21

s22

r g3

s32

r g1 1

s12

3

x32

1u u2
u3

Figura 6.16: Modelo com entradas de controle

Sendoz(k) = [x11(k) x12(k) s11(k) s12(k) x21(k) x22(k) s21(k) s22(k) x31(k) x32(k) s31(k) s32(k)]T ,

u(k) = [u1(k) u2(k) u3(k)]T , ε = −∞ e e = 0, a matrizA do sistemaz(k) = Az(k− 1)⊕Bu(k) da

Figura 6.16 é apresentada na Tabela 6.3 e a matrizB na Tabela 6.4.

A especificação para a malha composta de três interseções é composta pelos quatro conjuntos de

restrições definidos anteriormente:
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ε ε ε r1 ε ε ε ε ε ε ε ε
ε ε ε r1 ε d21 ε ε ε ε ε ε
ε ε ε r1 ε ε ε ε ε ε ε ε
ε ε ε r1 +g1 ε ε ε ε ε ε ε ε

d12 ε ε ε ε ε ε r2 ε ε ε ε
ε ε ε ε ε ε ε r2 ε d32 ε ε
ε ε ε ε ε ε ε r2 ε ε ε ε
ε ε ε ε ε ε ε r2 +g2 ε ε ε ε
ε ε ε ε d23 ε ε ε ε ε ε r3

ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε r3

ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε r3

ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε r3 +g3

Tabela 6.3: Matriz A para exemplo de 3 interseções

ε ε ε
ε ε ε
ε ε ε
e ε ε
ε ε ε
ε ε ε
ε ε ε
ε e ε
ε ε ε
ε ε ε
ε ε ε
ε ε ε
ε ε e

Tabela 6.4: Matriz B para exemplo de 3 interseções

1. Um pelotão atravessa uma interseção apenas quando o semáforo está verde:

s11(k)−x11(k)≤ 0

s11(k)−x12(k)≤ 0

s21(k)−x21(k)≤ 0

s21(k)−x22(k)≤ 0

s31(k)−x31(k)≤ 0

s31(k)−x32(k)≤ 0
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2. O tempo de verde deve ser capaz de absorver um pelotão (tai é o tempo de absorção):

x11(k)−s12(k)≤−ta1

x12(k)−s12(k)≤−ta1

x21(k)−s22(k)≤−ta2

x22(k)−s22(k)≤−ta2

x31(k)−s32(k)≤−ta3

x32(k)−s32(k)≤−ta3

3. O tempo de verde não pode ultrapassar um máximom:

s12(k)−s11(k)≤m1

s22(k)−s21(k)≤m2

s32(k)−s31(k)≤m3

4. Ooffsetentre os semáforosSi não pode ultrapassar um valor máximopi j :

s11(k)−s21(k) ≤ p12

s21(k)−s11(k) ≤ p12

s21(k)−s31(k) ≤ p23

s31(k)−s21(k) ≤ p23

As restrições representam um semimóduloK = {z∈ Zn
max|zi − zj ≤ wi j , ∀1≤ i, j ≤ n}, onde

W = (wi j ) é uma matriz com componentes emZmax∪ {+∞}. A matriz W para este exemplo é

apresentada na Tabela 6.5.

+∞ +∞ +∞ −ta1 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞
+∞ +∞ +∞ −ta1 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞
0 0 +∞ +∞ +∞ +∞ p12 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞

+∞ +∞ m1 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞
+∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ −ta2 +∞ +∞ +∞ +∞
+∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ −ta2 +∞ +∞ +∞ +∞
+∞ +∞ p12 +∞ 0 0 +∞ +∞ +∞ +∞ p23 +∞
+∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ m2 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞
+∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ −ta3

+∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ −ta3

+∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ p23 +∞ 0 0 +∞ +∞
+∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ m3 +∞

Tabela 6.5: Matriz W para exemplo de três interseções

As linhas da matriz representam as restrições apresentadas anteriormente, por exemplo, a primeira

linha da matriz representax11(k)−s12(k)≤−ta1, a segundax12(k)−s12(k)≤−ta1 e assim por diante.

Como já foi citado anteriormente, podemos expressarK = {z∈ Zn
max|Ez≤ z} ondeE = (−W)T . A

matrizE para este exemplo está expressa na Tabela 6.6.
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ε ε e ε ε ε ε ε ε ε ε ε
ε ε e ε ε ε ε ε ε ε ε ε
ε ε ε −m ε ε −p12 ε ε ε ε ε

ta1 ta1 ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε
ε ε ε ε ε ε e ε ε ε ε ε
ε ε ε ε ε ε e ε ε ε ε ε
ε ε −p12 ε ε ε ε −m ε ε −p23 ε
ε ε ε ε ta2 ta2 ε ε ε ε ε ε
ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε e ε
ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε e ε
ε ε ε ε ε ε −p23 ε ε ε ε −m
ε ε ε ε ε ε ε ε ta3 ta3 ε ε

Tabela 6.6: Matriz E para exemplo de três interseções

O cálculo do maior conjunto de estados iniciais que garantea especificaçãoK é realizado através

da obtenção da seguinte seqüência de semimódulos (equação (5.16)):

X1 = K

Xr+1 = ϕ(Xr), ∀r ∈ N

ondeϕ(Xr) = Xr ∩A−1(Xr⊖B). Como se sabe que a matrizE é irredutı́vel, o resultado vai convergir

paraXr+1 = Xr em um número finito de passos e entãoK ↑ = Xr .

É preciso definir valores nominais para os parâmetros do sistema para calcularK ↑. Os valores

são os seguintes:

• velocidade de percurso: 20 m/s;

• distância entreS1 eS2 = 300 m;

• tempo de percurso entreS1 eS2 = d12 = d21 = 15 s;

• distância entreS2 eS3 = 400 m;

• tempo de percurso entreS2 eS3 = d23 = d32 = 20 s;

• tempo de vermelhor i = 20 s parai = 1,2,3;

• tempo de verde mı́nimogi = 44 s parai = 1,2,3;

• tempo de absorçãotai = 44 s parai = 1,2,3;

• tempo de verde máximom1 = m3 = 70 s em2 = 65 s;

• offsetmáximos dep12 = 5 s ep23 = 40 s.
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SendoK = ImE∗ = I ⊕E⊕·· ·⊕En−1 (neste caso∗ representa o operador estrela de Kleene) e

B = ImB, a seguinte seqüência de semimódulos é calculada para encontrarK ↑:

X1 = K

X2 = X1∩A−1(X1⊖B).

Os algoritmos utilizados para encontrarK ↑ são implementados como filtros que são executados

noScilab[Max Plus, 1998].

Como se verifica que semimóduloX2 ( X1 é necessário calcularX3:

X3 = X2∩A−1(X2⊖B).

Verifica-se queX3 ⊆ X2, portantoK ↑ = X3. A matriz da Tabela 6.7 é uma base ou geradora de

K ↑, ondeK ↑ = ImK↑, e cada coluna da matriz representa um possı́vel estado inicial z(0) para o

sistema.

31 170 181 186 160 181 186 0 5 181 5 186
96 214 246 256 204 246 256 44 70 246 70 256
31 170 181 212 160 181 186 0 5 181 5 186
31 170 181 186 160 181 212 0 5 181 5 186
36 165 186 186 165 186 186 5 10 186 10 186
101 209 251 251 209 251 251 49 75 251 75 251
36 165 186 186 165 186 186 5 10 207 10 186
36 165 207 186 165 186 186 5 10 186 10 186
71 125 146 146 125 146 146 45 45 146 45 146
141 169 211 211 169 211 211 89 115 211 115 211
71 125 146 146 125 146 146 45 45 146 71 146
71 125 146 146 125 146 146 45 71 146 45 146

Tabela 6.7: Matriz com conjunto de estados iniciaisK↑

É possı́vel, ainda, verificar que o semimóduloK ↑ encontrado é algebricamente (A,B)-invariante,

e portanto é possı́vel gerar ao menos uma matrizF de realimentação de estados. Para o exemplo

desenvolvido foram encontradas duas matrizesF que podem atuar como controladores para o sistema.

As matrizesF1 e F2 encontradas estão nas Tabelas 6.8 e 6.9. Os métodos para calcular F estão

implementados noScilab[Max Plus, 1998].

129 85 129 129 129 85 129 129 89 45 89 89
124 80 124 124 129 85 129 129 89 45 85 85
89 45 89 89 94 50 94 94 129 85 129 129

Tabela 6.8: Matriz de controleF1

Sendoz(0) a primeira coluna da matrizK↑ eF1 a matriz de controle, obtém-se a seguinte evolução
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108 64 108 108 103 59 103 103 63 19 63 63
103 59 103 103 108 64 108 108 68 24 68 68
63 19 63 63 68 24 68 68 108 64 108 108

Tabela 6.9: Matriz de controleF2

para o sistemaz(k):

z(0) = [31 96 31 31 36 101 36 36 71 141 71 71]T

z(1) = [116 186 116 116 121 186 121 121 161 226 161 161]T

z(2) = [206 271 206 206 206 271 206 206 246 311 246 246]T

z(3) = [291 356 291 291 291 356 291 291 331 396 331 331]T

...

z(k) = (A⊕BF)z(k−1)

O sistema entra em regime permanente a partir da terceira iteração (z(2)) e o tempo de ciclo

da malha viária é de 85 segundos, onde o tempo de verde estabiliza em 65 segundos em todos os

semáforos.

6.3 Implementaç̃ao do Controle

Para implementar a matrizF na forma de um controle em malha fechada em aplicações reais duas

questões devem ser analisadas:

• a primeira questão é como calcular os vetoresx(k) do sistemax(k) = Ax(k−1)⊕Bu(k), sendo

que os eventos acontecem à medida que o tempo evolui;

• a segunda questão é como garantir que as restrições ser˜ao respeitadas caso ocorra alguma

perturbação no sistema e os tempos de viagem dos pelotõessejam alterados.

6.3.1 Obtenç̃ao dos Vetoresx(k)

Quando se deseja calcular a evoluçãox(k) = Ax(k−1)⊕Bu(k) de um sistema, à medida em que

os eventos acontecem, é necessário definir uma estratégia para ler as transições dos estadosx(k−1)

do sistema. As transições do vetor de estadosx podem ser divididas em dois grupos:

1. Transições que modelam as trocas semafóricas.

2. Transições que indicam a passagem de um pelotão atrav´es de uma interseção.
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Eventos do primeiro grupo são mais facilmente medidos que os do segundo grupo, e isto ocorre

porque os chaveamentos dos sinais semafóricos são eventos fı́sicos facilmente identificáveis, en-

quanto os eventos que definem a chegada de um novo pelotão não é tão evidente.́E necessário definir

uma estratégia para indicar quando um grupo de veı́culos éconsiderado um novo pelotão que chega

na interseção. Quando se definem os modelos max-plus para os sistemas de tráfego os pelotões são

considerados um ponto, entretanto quando se trabalha com modelos reais isto não é possı́vel. Uma

estratégia será definida na seção 6.4, quando resultados experimentais serão apresentados.

Além de ler os instantes de disparo das transiçõesx j ∈ x, é necessário definir como calcular

as entradas de controleui(k) considerando que cada transição ocorre independentemente a medida

que o sistema evolui. Cada entrada de controleui(k) ∈ u é relacionada com uma linhaFi da matriz

de controleF. SejamF uma matrizr × n, x = [x1,x2, . . . ,xn]
T e u = [u1,u2, . . . ,un]

T vetores, cada

entrada de controleui ∈ u pode ser calculada da seguinte maneira:

ui(k) = Fix(k−1),

= Fi1x1(k−1)⊕ . . .⊕Finxn(k−1),

=
n

L

j=1
Fi j ⊗x j(k−1).

A obtenção deui pode ser realizada usando uma estrutura de dados do tipo pilha. O cálculo de

ui(k) é atualizado quando as transiçõesx j(k−1) são disparadas. Quando uma transiçãox j(k−1) ∈ x

é sensibilizada, a operaçãoFi j ⊗ x j(k−1) é executada e o topo da pilha recebe⊕ (max) entre o seu

valor corrente e o novo valor calculado. Portanto, após todas asn transições dex(k−1) terem sido

lidas, o topo da pilha contémui(k). O algoritmo apresentado a seguir mostra um procedimento para

calcularui(k), onde os parâmetros de entrada são a matriz de controleF e o ı́ndicei da entrada de

controle que se deseja calcular.

procedure CONTROL-INPUT(F, i)

i← i; ⊲ ı́ndice da entrada de controlei

ui ← 0;

aux← 0;

stack← /0; ⊲ pilha vazia

for l = 1 : n do ⊲ copia linhai deF

Fi(1, l)← F(i, l);

for l = 1 : n do ⊲ lê x j e atualiza a pilha

Readx j(k−1) ∈ x;

aux← Fi(1, j)⊗x j(k−1);

stack← aux⊕stack;

ui ← stack;

return ui ;

end procedure
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A causalidade é garantida pela estrutura do grafo de eventos temporizado com realimentação de

estados. Ok–ésimo disparo deui somente acontece após o disparo de todas as transiçõesx j(k−1),

comx j ∈ x.

A outra questão importante que deve ser considerada quandose deseja implementar a matrizF

como um controlador em malha fechada é a robustez deste controlador. O critério de robustez que

interessa nesta tese está relacionado com a variação dostempos de viagemdi j em relação aos valores

nominais paradi j que garantem a (A,B)-invariância do sistema.

6.3.2 Robustez do Controlador

O resultado da proposta de modelagem e controle apresentadana seção 6.2 é um conjunto de

estados iniciais dado pelo semimóduloK ↑ que garante uma especificação para o sistema, e matrizes

de controleF que garantem a (A,B)-invariância para o sistema controlado com realimentação de

estados. O cálculo deK ↑ eF é realizado com valores nominais para os tempos semafóricos e tempos

de viagemdi j . Entretanto, sabe-se que quando se aplica a matrizF em um sistema real é possı́vel

encontrar valores paradi j que diferem dos valores nominais. Para garantir que o controlador F é

robusto é necessário encontrar limites paradi j de modo queF continue garantindo a (A,B)-invariância

para o sistema, ou seja, que o sistema evolua obedecendo a especificação desejada.

Neste trabalho a determinação dos limites paradi j é obtida pelo teste exaustivo da condição

(A⊕BF)K ↑ ⊂ K ↑. Esta condição garante que o conjunto de estados iniciaisK ↑ calculado para

o sistema definido pela equação (5.14) é algebricamente (A,B)-invariante. Em outras palavras, a

condição testa se a aplicação do controladorF em um sistema realimentado, com estado incialx(0) ∈

K ↑ vai sempre evoluir para um estado onde as restrições definidas paraK ↑ são satisfeitas, ou seja, a

especificação nunca falha.

SejamA uma matrizn×n, B uma matrizn× r, F uma matriz de controler×n, Suma matrizn× p

com um conjunto de estados iniciais eM uma matrizn×n ondemi j = 1 se existe uma ligação entre as

interseçõesi e j (mi j = ε caso contrário). O algoritmo apresentado a seguir mostra um procedimento

para calcular limites paradi j que garantem a (A,B)-invariância para o sistema, e seus parâmetros de

entrada são as matrizesA,B,F,SeM.

procedure L IMITS (A,B,F,S,M)

Aux← A;

i← 1;

t← true;

for j = 1 : n do ⊲ busca por entradasmi j = 1 emM

for k = 1 : n do

if M[ j,k] = 1 then

w(i)← A[ j,k]; ⊲ colocaai j = di j emw

y(i)← j; ⊲ salva os ı́ndices deA

z(i)← k;

i← i⊗1;
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while t do

for l = 1 : i do

w(l)← w(l)⊗1; ⊲ incrementaw por 1

Aux[y(l),z(l)]← w(l); ⊲ atualizaAux

t← includespan(S,(Aux⊕BF)S) ⊲ realiza o teste

for l = 1 : i do

return w(l)⊗ (−1)

end procedure

No procedimento apresentado as entradasai j = di j da matrizA são incrementadas em uma uni-

dade até o momento em que o teste falha, e neste momento encontra-se o limitedmax
i j paradi j que

garante a (A,B)-invariância. Uma matriz auxiliar é utilizada para realizar a operação, a matrizAux

que é inicializada comA, e suas entradas correspondem aos tempos de viagem que são incrementa-

dos. O procedimento que implementa o teste(A⊕BF)K ↑ ⊂K ↑ é chamadoincludespan e faz parte

doMaxplus Toolboxpara oScilab.

Além disso, resultados de simulação mostram que o teste também não falha para os tempos de

viagem dentro do intervalo 0≤ di j ≤ dmax
i j . Ou seja, os valores dedi j dentro do intervalo também

garantem que as restrições sejam satisfeitas.

Para os casos onde o tempo de viagem é maior que o valordmax
i j calculado, é possı́vel encontrar

uma de duas situações:

1. Encontra-se um conjunto de estados iniciaisK ′ ⊂ K ↑ algebricamente (A,B)-invariante, e uma

matriz de controleF ′ correspondente.

2. Encontra-se um conjunto de estados iniciaisK ′ ⊆K ↑ que é geometricamente (A,B)-invariante

mas não algebricamente (A,B)-invariante, ou seja, não épossı́vel calcular uma matriz de con-

trole F.

Aplicando o algoritmo proposto no exemplo da seção 6.2.2 ´e possı́vel definir os valores limites

paradi j que garantam a (A,B)-invariância. Os valores calculados são:

• 0≤ d12 = d21≤ 40s e 0≤ d23 = d32≤ 45s quando o controladorF1 é aplicado;

• 0≤ d12 = d21≤ 19s e 0≤ d23 = d32≤ 24s quando o controladorF2 é aplicado.

A seção 6.4 apresentará os resultados obtidos através de diversos experimentos realizados. Os

algoritmos aqui apresentados são implementados para permitir a utilização dos modelos max-plus

obtidos em uma simulação de um sistema de tráfego real.
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6.4 Experimentos

Nesta seção são apresentados os resultados encontradosquando se aplica uma matriz de controle

F e os estados iniciaisK ↑ em um modelo de simulação de tráfego. O propósito é verificar se é possı́vel

transmitir os resultados dos modelos max-plus encontradospara um modelo de simulação, e observar

o comportamento do sistema controlado com realimentaçãode estados. Os aspectos relacionados

com a robustez da matrizF também são investigados.

6.4.1 Modelo de Tŕafego para Simulaç̃ao

É necessário definir um modelo de tráfego que permita simular as condições de tráfego e aplicar

a matriz de controleF. O modelo de tráfego utilizado nesta tese é baseado no modelo proposto

por Cervantes [2005]. O modelo de Cervantes [2005] é uma simplificação do modelo de tráfego do

PRODYN [Farges et al., 1983].

São considerados instantes de tempot espaçados de um perı́odots = t j+1− t j constante, ou seja,

t é um tempo de amostra. A evolução da indicação semafórica pode ser descrita através da seguinte

equação:

vi(t +1) = ui(t), i = 1,2, · · · , I (6.1)

ondevi(t)∈ {0,1} é o estágio vigente na interseçãoi durante o intervalo de tempo(t j , t j+1), sendo que

vi(t) = 0 significa que a indicação semafórica está vermelha evi(t) = 1 que a indicação semafórica

está verde. A variávelui(t) ∈ {0,1} é o valor do controle a ser aplicado no perı́odo subseqüente, onde

0 é a indicação do vermelho e 1 a indicação verde. A vari´avel I indica o número de interseções do

sistema.

Uma via pode ser definida como um segmento viário urbano que liga duas interseções, além de

servir de entrada ou saı́da para uma malha viária urbana. Asvias são modelados através de variáveis

que caracterizam as suas filas e os veı́culos trafegando em velocidade livre. O modelo de fila adotado

é o de fila vertical, e a sua evolução temporal em uma aproximação oulink (ver Apêndice A) é dada

pela seguinte equação:

xl (t +1) = max{0, xl (t)+al1(t)−sl ml(t)} (6.2)

ondexl (t) é a fila formada na linha de parada de uma faixal , e a variávelal1(t) indica o número de

veı́culos em velocidade livre que trafegam na primeira seção de umlink. A taxa média de descarga

da fila é dada porsl e é considerada conhecida e constante para todos oslinks. Por fim,ml (t) ∈ {0,1}

indica o controle da faixal , sendoml(t) = ui(t) para as arteriais eml (t) = ui(t) para as transversais

ou secundárias. Para o caso das vias de mão dupla existe umafila vertical para cada direção, onde

cada direção é representada por umlink.
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Na via de mão dupla da Figura 6.17 é possı́vel identificar 2 interseções e 6 aproximações oulinks.

Em cadalink l , l = 1, · · · ,6 forma-se uma fila vertical que é dada pela equação (6.2).

l1

l2

l3

l4

l5

l6
I1 I2

Figura 6.17: Aproximações oulinks em via de mão dupla

O modelo de tráfego para os veı́culos trafegando em velocidade livre ao longo da via é um mo-

delo discretizado. A discretização ocorre através da criação de seções em uma faixa, onde o tempo

necessário para atravessar uma seção é igual a um perı́odo de amostragemts multiplicado pelo veloci-

dade de cruzeiro (considerada constante). Ou seja, o número de seções é definido através da seguinte

equação:

N (l) =
Ll

vl ts
(6.3)

ondeN (l) é o número de seções,Ll é o comprimento de cada faixal , vl é a velocidade livre de

percurso ets é o tamanho do perı́odo de amostragem. O número de seçõesN (l) é definido de tal

forma que passagem de uma seção para a seguinte é feita exatamente em um perı́odo amostral, como

mostra a Figura 6.18.

L

a1a2aN · · ·

aN+1

ts

1− r r

Figura 6.18: Seções de uma faixa

As equações que descrevem a ocupaçãoal (t +1) ao longo das seções de uma faixa são:

al , j (t +1) = al , j+1(t) j = 1, · · · ,Nl −1 (6.4)

al ,Nl (t +1) = al ,Nl +1(t)+ (1− r l)zl (t) (6.5)

al ,Nl +1(t +1) = r l zl (t) (6.6)

ondezl (t) é o fluxo de veı́culos no inı́cio da faixa a montante da interseção.Nl e r l são, respectiva-

mente, a parte inteira e fracionário deNl .

O fluxo de veı́culoszl (t) é modelado de duas formas. Para as faixas alimentadas por filas a
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montante tem-se as seguintes equações:

zl (t) = ∑
l ′∈Ul

pl ′ l ×min(xl ′(t)+al ′,1(t), sl ′ml ′(t)) (6.7)

onde l ′ ∈ Ul são as faixas pertencentes aUl , que é o conjunto de faixas que alimentam uma

determinada faixal . A variável pl ′ l é a proporção de veı́culos que convergem das filas para a faixa a

jusante, considerada conhecida e constante.

Para o caso da faixas de entrada, o fluxozl (t) não é calculado através das equações apresentadas.

Nestes casoszl (t) é simplesmente o resultado da contagem veicular.

As próximas seções apresentam os resultados encontrados para a simulação do exemplo de uma

malha de três interseções desenvolvido na seção 6.2.

6.4.2 Algoritmo para Simulaç̃ao

As simulações realizadas buscam aplicar os resultados dos modelos max-plus das arteriais no

modelo de tráfego para simulação apresentado na seçãoanterior, e é possı́vel definir um algoritmo

que exprima esta idéia.

Simula-se uma via arterial composta por três interseções. A Figura 6.19 apresenta um diagrama

com oslinks definidos para a arterial.

S1 S2

12d

I1 2I

S3

I 3

d23

l1 l2 l3 l4
S1

S2

S3
l8

l9l7

l5l6

Figura 6.19: Exemplo de três interseções e diagrama delinks

É possı́vel definir uma relação entre oslinksda arterial com as transições da rede de Petri definida

no modelo max-plus. A rede de Petri para o exemplo é apresentada na Figura 6.16. Para encontrar a

relação são necessárias algumas definições:

• os links são representados pelo vetorl = [l1 l2 l3 l4 l5 l6 l7 l8 l9];

• os controles doslinkssão representados pelo vetorm= [ml1 ml2 ml3 ml4 ml5 ml6 ml7 ml8

ml9], ondemli ∈ {0,1}, i = 1· · ·9. O valor 0 significa que a indicação semafórica está vermelha

e 1 significa que a indicação está verde para olink l i;

• as transições da rede de Petri são representadas pelo vetor de estadosk= [s11 s12 x11 x12 s21

s22 x21 x22 s31 s32 x31 s32].
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A transiçãox11 da rede de Petri é sensibilizada quando o semáforoS1 recebe a indicação se-

mafórica verde, ou seja, quando a transiçãos11 é sensibilizada. Analisando os vetores apresentados

pode-se relacionar o chaveamento de 0 para 1 emml1 ∈mcom os disparos das transiçõess11 ex11 na

rede de Petri, e este procedimento também pode ser feito comas outras transições. Ou seja, é possı́vel

identificar no modelo de tráfego as transições da rede de Petri, permitindo assim a representação dos

modelos max-plus encontrados através do modelo de tráfego definido na seção anterior. As seguintes

relações podem ser estabelecidas:

• o link l1 está relacionado com a transiçãox11 es11;

• o link l2 está relacionado com a transiçãox21 es21;

• o link l3 está relacionado com a transiçãox31 es31;

• o link l4 está relacionado com a transiçãox12 es31;

• o link l5 está relacionado com a transiçãox22 es21;

• o link l6 está relacionado com a transiçãox32 es11.

Como é possı́vel identificar as transições da rede de Petri é possı́vel aplicar os algoritmos definidos

na seção 6.3 para calcular as entradas de controleu da rede de Petri. No caso do modelo de tráfego

os controlesu j , j = 1· · ·3 são os instantes de abertura do sinal vermelho doslinks, ou seja, são os

instantes em que os valores dos controlesmli ∈ m são chaveados de 1 para 0, e como o tempo de

vermelho é constante é possı́vel definir a abertura do sinal verde também. Deseja-se aplicar o controle

F para calcular os instantes de abertura do vermelho para arterial, e assim garantir que as restrições

serão sempre respeitadas. A estrutura de pilha é utilizada e a detecção da chegada de um pelotão é

definida pela inspeção da evolução dos veı́culos atrav´es das seções definidas para via. A identificação

do pelotão se dá em dois casos:

• caso exista fila na linha de parada dolink l i no instante da abertura do verde considera-se que a

transiçãoxi j correspondente na rede de Petri foi sensibilizada;

• caso não exista fila, espera-se a chegada do primeiro veı́culo que partiu da linha de parada do

link a montante, e quando isto acontece armazena-se o instante, oqual corresponde a transição

xi j na rede de Petri.

O algoritmo apresentado a seguir mostra como é possı́vel implementar os modelos max-plus

encontrados para o exemplo no modelo de tráfego para simulação. Os parâmetros de entrada do

procedimento são: um vetork0 com um estado inicial da rede de Petri, a matriz de controleF, e o

vetormcom a indicação semafórica inicial doslinks.

procedure SIMULA (k0,F,m)

k(1,1 : 12)← k0;

m(1,1 : 9)←m;
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v(1,1)← k(1,1); ⊲ primeiro vermelho deS1

v(1,2)← k(1,5); ⊲ primeiro vermelho deS2

v(1,3)← k(1,9); ⊲ primeiro vermelho deS3

Tcontrole← tempo de controle; ⊲ tempo de simulação

r ← tempo de vermelho;

cont← 0 ⊲ variável auxiliar

for j = 1 : Tcontroledo

if j = v( j,1) then ⊲ abertura do vermelho em S1

atualiza m( j +1,1 : 9)

atualiza k( j +1,1 : 12)

if j = v( j,2) then ⊲ abertura do vermelho em S2

atualiza m( j +1,1 : 9)

atualiza k( j +1,1 : 12)

if j = v( j,3) then ⊲ abertura do vermelho em S3

atualiza m( j +1,1 : 9)

atualiza k( j +1,1 : 12)

if j = v( j,1)+ r then ⊲ abertura do verde em S1

atualiza m( j +1,1 : 9)

atualiza k( j +1,1 : 12) ⊲ detecta pelotão

if j = v( j,2)+ r then ⊲ abertura do verde em S2

atualiza m( j +1,1 : 9)

atualiza k( j +1,1 : 12) ⊲ detecta pelotão

if j = v( j,3)+ r then ⊲ abertura do verde em S3

atualiza m( j +1,1 : 9)

atualiza k( j +1,1 : 12) ⊲ detecta pelotão

if j 6= v( j,1 : 3) ∧ j 6= v( j,1 : 3)+ r then

m( j +1,1 : 9)←m( j,1 : 9) ⊲ não alteram

k( j +1,1 : 12)← k( j,1 : 12) ⊲ não alterak

for i = 1 : 9do

Calcular a geração dos fluxosz( j +1, i) para cada link

for n = 1 : N do ⊲ N é o total de seções do link

Calcular a evoluçãoa( j +1,n) dos veı́culos através das seções

Calcular a filax( j +1, i) para cada link

for y = 1 : 12do ⊲ Cálculo do controleu(k)

if k( j,y) == j +1 ∧ cont< 12 then

cont= cont+1

if cont== 12 then ⊲ já detectou todos os disparos de uma iteração

for i = 1 : 12do

u1 = max{F(1, i)+k( j, i)}

u2 = max{F(2, i)+k( j, i)}
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u3 = max{F(3, i)+k( j, i)}

v( j +1,1)← u1 ⊲ próximo vermelho de S1

v( j +1,2)← u2 ⊲ próximo vermelho de S2

v( j +1,3)← u3 ⊲ próximo vermelho de S3

cont← 0

Atualiza as entradas dek( j +1) correspondentes as aberturas de verde e vermelho

return x,a,m,k

end procedure

O algoritmo permite gerar gráficos que mostram a evoluçãoal dos veı́culos ao longo dosl links, as

filasxl noslinks, bem como as trocas semafóricas armazenadas na matrizm. Como todas as iterações

da rede de Petri são armazenadas nos vetoresk é possı́vel plotar gráficos para verificar se as restrições

foram violadas em algum momento da simulação. As seçõesseguintes apresentam as simulações que

foram realizadas para o exemplo da seção 6.2.2, sendo que todos os programas foram implementados

noMATLAB.

6.4.3 Simulaç̃ao 1

Os dados relativos à primeira simulação são:

• estado inicial:k0 = [1 66 1 1 6 71 6 6 41 101 41 41]T , sendok0 = K↑(1 : 12)−30 (todos

os elementos da primeira coluna deK↑ descontados de 30 unidades) ek0 ∈ K ↑;

• tempo de amostra de 1 segundo;

• tempo de controle de 500 segundos;

• matriz de controle:

F2 =





129 85 129 129 129 85 129 129 89 45 89 89

124 80 124 124 129 85 129 129 89 45 85 85

89 45 89 89 94 50 94 94 129 85 129 129





• fluxo de entrada de veı́culos noslinks l1 e l4: z= 0.2 veic/s, constante no tempo;

• fluxo de saturação:s= 0.5 veic/s.

Os gráficos gerados pela simulação apresentam três curvas relativas aoslinks das arteriais: a

indicação semafórica ao longo do tempomi(t), a chegada de veı́culos na seção situada na linha de

parada de cadalink ai1(t) e a filaxi(t) formada na linha de parada de cadalink, sendoi = 1, · · · ,9 o

ı́ndice doslinks.

O gráfico apresentado na Figura 6.20 apresenta as curvas geradas para olink l1. O link l1 é uma

entrada na arterial, logo o fluxo veicularz(t) é constante e igual a 0.2 veic/s. É possı́vel perceber
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que nos instantes onde o semáforo está com indicação semafórica vermelha (valor 0) o fluxo veicular

que chega forma uma fila vertical na linha de parada del1. Quando o semáforo recebe sinal verde a

fila é esgotada e torna-se nula até o próximo sinal vermelho. O conjunto de veı́culos que parte del1
representa um pelotão em direção aolink l2.

0 66 156 241 326 411 496
0  

0.2

1  

1.5

2  

2.5

3  

3.5

4  

4.5
Medidas no Link 1

Tempo de amostra t

m(t)
x(t)
a(t)

Figura 6.20: Evolução das filasx1(t) em função das chegadasa11(t) e da sinalizaçãom1(t)

Os gráficos das Figuras 6.21 e 6.22 apresentam as curvas geradas para oslinks l2 e l3. Percebe-

se que nem todos os veı́culos que partem del1 conseguem cruzar olink l2 no mesmo ciclo, mas o

pelotão com 0.5 veic/s passa completamente porl2. Existe um conjunto de veı́culos que encontram

o semáforoS2 com o sinal vermelho, e portanto uma fila é formada eml2. Como existe formação de

fila em l2 o fluxo veicular quando o semáforo recebe indicação verdeé o fluxo de saturação, e este

fluxo permanece até o momento que a fila é esgotada. A partir deste momento os veı́culos trafegam

segundo o fluxo de entrada.
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Figura 6.21: Evolução das filasx2(t) em função das chegadasa21(t) e da sinalizaçãom2(t)

Analisando as curvas dolink l3 observa-se duas chegadas distintas de grupos de veı́culos.É

possı́vel detectar claramente o pelotão que partiu del2, e além disso um pequeno grupo de veı́culos.
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Este grupo é formado pelos veı́culos que não conseguiram atravessar olink l2. Como os dois grupos

de veı́culos chegam eml3 durante o tempo de vermelho a fila que é formada nestelink é maior que a

formada nolink l2. Neste caso o pelotão com 0.5 veic/s que partiu del2 chega no final do vermelho.

0  40 111 196 281 366 451
0

0.5

1

2

3

4

5

6

7

Medidas no Link 3

Tempo de amostra t

m(t)
x(t)
a(t)

Figura 6.22: Evolução das filasx3(t) em função das chegadasa31(t) e da sinalizaçãom3(t)

As Figuras 6.23, 6.24 e 6.25 apresentam as curvas geradas para os links l4, l5 e l6, respectiva-

mente, ondel4 é o link de entrada nesta direção da via. Percebe-se um comportamento semelhante

ao explicado para oslinks l1, l2 e l3 só que agora eml6 passa todo o pelotão. As curvas geradas

para oslinks que representam as vias transversais não são apresentados pois o foco deste trabalho é o

comportamento da arterial.
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Figura 6.23: Evolução das filasx4(t) em função das chegadasa41(t) e da sinalizaçãom4(t)

O comportamento ideal do sistema é aquele onde todos os pelotões que partem del1 ou l4 encon-

tram todos os semáforos da arterial com a indicação verde, ou seja, não precisam parar em uma fila.

Analisando os gráficos apresentados percebe-se que esta situação não acontece, entretanto é possı́vel

encontrar uma banda de verde para o exemplo desenvolvido. A Figura 6.26 apresenta as bandas gera-

das para ambas as direções da arterial. As linhas horizontais indicam o tempo de vermelho ao longo

dos ciclos e as diagonais as bandas encontradas em ambos os sentidos da arterial.
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Figura 6.24: Evolução das filasx5(t) em função das chegadasa51(t) e da sinalizaçãom5(t)
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Figura 6.25: Evolução das filasx6(t) em função das chegadasa61(t) e da sinalizaçãom6(t)

Os veı́culos que partem del1 dentro da banda de verde vão encontrar os semáforosS2 eS3 com a

indicação semafórica verde. O mesmo raciocı́nio vale para os veı́culos que partem del4. Os veı́culos

que trafegam fora da banda definida são os veı́culos que contribuem para a formação das filas que

foram apresentadas nas curvas doslinks, ou seja, são aqueles que encontram um semáforo com a

indicação vermelha ao longo da sua trajetória. O comprimento das bandas encontradas foram: no

sentidoI1→ I3 uma banda de 45 segundos e no sentidoI3→ I1 uma banda de 40 segundos. Aplicando

o algoritmo de banda máxima desenvolvido por Carlson [2006] (uma aplicação do método de Morgan

e Little [1964]) o valor da banda encontrada, utilizando os mesmos valores de tempo de ciclo e tempo

de vermelho, foi 43 segundos em ambos os sentidos da arterial. O objetivo do método proposto nesta

tese não é obter a banda máxima, entretanto, neste caso osresultados encontrados ficaram próximos

do resultado ótimo.

O algoritmo de simulação desenvolvido permite gerar gráficos que mostram se as restrições de-

finidas para gerar o conjunto de estados iniciaisK ↑ são sempre respeitadas. Como já foi citado
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Figura 6.26: Banda de verde gerada – Simulação 1

anteriormente as restrições podem ser divididas em quatro grupos:

• grupo 1: restrições que garantem que um pelotão só cruzauma interseção com o sinal verde;

• grupo 2: restrições que garantem que os tempos de verde são suficientes para absorver um

pelotão;

• grupo 3: restrições que definem um valor máximo para o tempo de verde;

• grupo 4: restrições que definem um valor máximo para ooffset.

A Tabela 6.10 apresenta os valores encontrados para cada restrição durante a simulação. As

inequações apresentadas na primeira coluna da tabela representam os quatro grupos de restrições que

definem a especificaçãoK . As outras colunas apresentam os resultados encontrados parak iterações,

ondek = 1, · · · ,5.

A análise dos valores encontrados revela que os limites definidos pelas restrições nunca foram

ultrapassados, o que garante que as restrições são sempre respeitadas. Entretanto, uma questão que

pode ser levantada quando se analisa o conjunto de restriç ˜oes do grupo 2 é o fato dos pelotões for-

mados noslinks l1 e l4 não conseguirem atravessar a via sem serem interceptados,ou seja, sempre

existem alguns veı́culos que encontram o semáforo vermelho, e isto poderia ser interpetrado como

uma violação das restrições. Na verdade a restrição ´e respeitada pois ela foi definida com o tempo de

absorção igual ao tempo mı́nimo de verde (44 segundos).

Os resultados encontrados nesta simulação foram satisfatórios pois mostram que é possı́vel simu-

lar em um modelo de tráfego os modelos max-plus obtidos parao exemplo explorado. Utiliza-se como

estado inicial da rede um estado encontrado no modelo max-plus, e verifica-se que a especificação

definida é sempre garantida.
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Restrições k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5

s11(k)−x11(k)≤ 0 0 0 0 0 0

s11(k)−x12(k)≤ 0 −20 −15 −15 −15 −15

s21(k)−x21(k)≤ 0 −10 −15 −15 −15 −15

s21(k)−x22(k)≤ 0 0 0 0 0 0

s31(k)−x31(k)≤ 0 0 0 0 0 0

s31(k)−x32(k)≤ 0 0 0 0 0 0

x11(k)−s12(k)≤−44 −70 −65 −65 −65 −65

x12(k)−s12(k)≤−44 −50 −50 −50 −50 −50

x21(k)−s22(k)≤−44 −55 −50 −50 −50 −50

x22(k)−s22(k)≤−44 −65 −65 −65 −65 −65

x31(k)−s32(k)≤−44 −65 −65 −65 −65 −65

x32(k)−s32(k)≤−44 −65 −65 −65 −65 −65

s11(k)−s21(k)≤ 5 −5 0 0 0 0

s21(k)−s11(k)≤ 5 5 0 0 0 0

s21(k)−s31(k)≤ 40 −40 −40 −40 −40 −40

x31(k)−s21(k)≤ 40 40 40 40 40 40

s12(k)−s11(k)≤ 70 70 65 65 65 65

s22(k)−s21(k)≤ 65 65 65 65 65 65

x32(k)−s31(k)≤ 70 65 65 65 65 65

Tabela 6.10: Resultados encontrados para as restrições –Simulação 1

A próxima seção apresentará uma variação da simulação aqui desenvolvida. O estado inicial do

sistema será um estado que pertence aK (a especificação definida para o sistema) mas não pertence

a K ↑, que é o conjunto de estados iniciais (A,B)-invariante.

6.4.4 Simulaç̃ao 2

Os dados utilizados para esta simulação são os mesmos utilizados na simulação 1, com exceção

do estado inicial:

• k0 = [1 66 1 1 6 71 6 6 41 101 41 41]T , sendo quek0 ∈ K mask0 6∈K ↑.

O semimóduloK ↑ é gerado a partir deK , sendo queK é obtido através das restrições, sendo que

quandoK ↑ ( K existem alguns estados que violam alguma restrição durante a evolução do sistema.

O objetivo desta simulação é utilizar um estadok0 6∈ K ↑ e ver se é possı́vel através do modelo de

tráfego detectar quando uma restrição é violada. A Tabela 6.11 apresenta os resultados encontrados

para os quatro grupos de restrições.
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Restrições k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5

s11(k)−x11(k)≤ 0 0 0 0 0 0

s11(k)−x12(k)≤ 0 −21 −16 −16 −16 −16

s21(k)−x21(k)≤ 0 −11 −16 −16 −16 −16

s21(k)−x22(k)≤ 0 0 −1 0 0 0

s31(k)−x31(k)≤ 0 −2 0 −1 −1 −1

s31(k)−x32(k)≤ 0 0 0 0 0 0

x11(k)−s12(k)≤−44 −44 −96 −65 −65 −65

x12(k)−s12(k)≤−44 −44 −75 −49 −49 −49

x21(k)−s22(k)≤−44 −44 −80 −49 −49 −49

x22(k)−s22(k)≤−44 −44 −90 −65 −65 −65

x31(k)−s32(k)≤−44 −68 −65 −64 −64 −64

x32(k)−s32(k)≤−44 −70 −65 −65 −65 −65

s11(k)−s21(k)≤ 5 −5 −5 0 0 0

s21(k)−s11(k)≤ 5 5 5 0 0 0

s21(k)−s31(k)≤ 40 −40 −66 −40 −40 −40

x31(k)−s21(k)≤ 40 40 66 40 40 40

s12(k)−s11(k)≤ 70 44 96 65 65 65

s22(k)−s21(k)≤ 65 44 91 65 65 65

x32(k)−s31(k)≤ 70 70 65 65 65 65

Tabela 6.11: Resultados encontrados para as restrições –Simulação 2

As restrições dos grupos 1 e 2 são sempre respeitadas,o problema acontece nas restrições definidas

nos grupos 3 e 4. Os valores apresentados na Tabela 6.11 para restriçãos31(k)−s21(k)≤ 40 mostram

que o valor máximo definido paraooffsetfoi violado. O valor encontrado na simulação foi umoffset

de 66 segundos, sendo que o valor máximo desejado é 40 segundos.

A restriçãos22(k)−s21(k)≤ 65, que define um valor máximo para o tempo de verde no semáforo

S2 também não é respeitada, e o mesmo acontece com a restrição s12(k)− s11(k) ≤ 70. Os valores

grifados na Tabela 6.11 indicam os valores que violam as restrições.

6.4.5 Simulaç̃ao 3

Na seção 6.3 foi abordada uma questão importante que deveser considerada quando se deseja

aplicar o controleF em um sistema real: a robustez do controlador em relação aos tempos de viagem

di j . Os valores máximos paradi j que garantem a (A,B)-invariância para o exemplo desenvolvido até

o momento sãod12 = d23 = 40 segundos ed23 = d32 = 45 segundos, ou seja, caso os veı́culos gastem

mais tempo para atravessar uma via alguma restrição pode ser violada.
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O objetivo desta simulação é ver como o sistema se comporta quando se utilizam valores para

di j superiores aos valores máximos. Os dados utilizados são exatamente os mesmos utilizados na

simulação 1, inclusive o estado inicial. Os tempos de viagem utilizados são:d12 = d23 = 28 ed12 =

d23 = 48. O artifı́cio utilizado para representar o aumento do tempo de viagemdi j é o incremento

do número de seções nas vias. O número de seções é definido com base na velocidade de percurso,

e aumentar o tempo de viagem é o mesmo que afirmar que a velocidade que os veı́culos trafegam

diminui.

A Tabela 6.12 apresenta os valores encontrados para as restrições quando o tempo de viagemdi j

é maior quedmax
i j .

Restrições k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5

x11(k)−s12(k)≤−44 −70 −68 −65 −65 −65

x12(k)−s12(k)≤−44 −70 −68 −65 −65 −65

x21(k)−s22(k)≤−44 −65 −68 −65 −65 −65

x22(k)−s22(k)≤−44 −41 −65 −65 −65 −65

x31(k)−s32(k)≤−44 −65 −65 −65 −65 −65

x32(k)−s32(k)≤−44 −65 −65 −65 −65 −65

s11(k)−s21(k)≤ 5 −5 0 0 0 0

s21(k)−s11(k)≤ 5 5 0 0 0 0

s21(k)−s31(k)≤ 40 −40 −40 −37 −37 −37

x31(k)−s21(k)≤ 40 40 40 37 37 37

s12(k)−s11(k)≤ 70 70 65 65 65 65

s22(k)−s21(k)≤ 65 65 65 65 65 65

x32(k)−s31(k)≤ 70 65 65 65 65 65

s11(k)−x11(k)≤ 0 0 0 0 0 0

s11(k)−x12(k)≤ 0 0 0 0 0 0

s21(k)−x21(k)≤ 0 0 0 0 0 0

s21(k)−x22(k)≤ 0 −24 −3 0 0 0

s31(k)−x31(k)≤ 0 0 0 0 0 0

s31(k)−x32(k)≤ 0 0 0 0 0 0

Tabela 6.12: Resultados encontrados para as restrições –Simulação 3

É possı́vel perceber que a restriçãox22(k)−s22(k)≤−44 pertencente ao grupo 2 é violada, e isto

acontece porque o tempo de verde não foi suficiente para absorver um pelotão, e isto aconteceu porque

ele se deslocou com uma velocidade inferior à mı́nima, que ´e a utilizada para definir a especificação.

As restrições do grupo 3 são sempre respeitadas. Entretanto, o mesmo não acontece com as

restrições do grupo 4, onde a restriçãos22(k)−s21(k)≤ 65 encontra um valor para o tempo de verde

superior ao limite especificado.
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Na seção 6.3 afirma-se que para o caso ondedi j ultrapasse o valor máximo é possı́vel encontrar

uma de duas situações:K ′ ⊂ K ↑ e uma matriz de controleF ′, ou K ′ ⊆ K ↑ onde não é possı́vel

encontrar uma matriz de controleF ′. Para obterK ′ ⊂ K ↑ utiliza-se os valoresdi j > dmax
i j como

valores nominais para os tempos de viagem. O comportamento do sistema para este novo conjunto

de estados iniciais é analisado na próxima seção.

6.4.6 Simulaç̃ao 4

A simulação 3 apresentou os resultados obtidos quando se utiliza um tempo de viagemdi j > dmax
i j ,

onde se confirma que a especificação não é respeitada. O objetivo desta simulação é encontrar um

novo conjunto de estados iniciaisK ′ ⊂K ↑, ou seja, os valores nominais que são utilizados na matriz

A que define o sistema são modificados. As restrições não s˜ao alteradas, pois justamente se pretende

comprovar que é possı́vel encontrar um conjunto de estadosinciciais K ′ ⊂ K ↑. O processo para

encontrarK ′ é o mesmo desenvolvido na seção 6.2.2.

O novo conjunto de estados iniciais calculado é apresentado na matriz da Tabela 6.13. As linhas

da matriz são geradoras ou base para o semimóduloK ′ = ImK′

205 55 29 27 184 210 35 210 210 194 205 205
270 120 94 74 228 280 100 280 280 238 270 270
205 55 29 27 184 210 35 236 210 194 205 205
205 55 29 27 184 236 35 210 210 194 205 205
210 60 34 32 189 210 40 210 210 189 210 210
275 125 99 79 233 275 105 275 275 233 275 275
210 60 34 32 189 210 40 210 210 189 231 210
210 60 34 32 189 210 40 210 210 189 210 231
170 95 69 72 149 170 72 170 170 149 170 170
235 165 139 116 193 235 142 235 235 193 235 235
170 95 95 72 149 170 72 170 170 149 170 170
170 95 69 72 149 170 98 170 170 149 170 170

Tabela 6.13: Matriz com conjunto de estados iniciaisK′

As novas matrizes de controle calculadas são:

F1 =





129 85 129 129 129 85 129 129 92 45 89 92

124 80 124 124 129 85 129 129 92 45 89 92

89 45 89 89 94 50 94 94 132 85 129 132





F2 =





129 85 129 129 127 83 127 127 90 43 87 90

124 80 124 124 129 85 129 129 92 45 89 92

87 43 87 87 92 48 92 92 132 85 129 132





A matriz de controle utilizada no algoritmo de simulação foi F2, tendo como estado inicial o

seguintek0:
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• k0 = [1 48 1 1 6 53 6 6 46 90 46 46]T , sendok0 = K′(1 : 12,4)− 26, ou seja, todos os

elementos da quarta coluna deK′ descontados de 26 unidades.

As curvas geradas para oslinks l1, l2 e l3 são apresentadas nas Figuras 6.27, 6.28 e 6.29. Assim

como aconteceu na simulação 1 é possı́vel ver a formação de filas nas linhas de parada sempre que

um pelotão completo formado eml1 não consegue atravessar oslinks l2 e l3.
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Figura 6.27: Nova evolução das filasx1(t) em função das chegadasa11(t) e da sinalizaçãom1(t)
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Figura 6.28: Nova evolução das filasx2(t) em função das chegadasa21(t) e da sinalizaçãom2(t)

As Figuras 6.30, 6.31 e 6.32 apresentam as curvas geradas para oslinks l4, l5 e l6. É possı́vel

perceber que a chegada de um pelotão eml6 ocorre um ciclo mais tarde que na simulação 1, e isto se

deve justamente ao fato do primeiro pelotão formado eml4 demorar mais tempo para atravessar a via.

As bandas de verde encontradas nesta simulação são inferiores às calculadas na simulação 1. Na

direçãoI1→ I3 a banda verde é de 29 segundos e na direçãoI3→ I1 a banda é de 32 segundos. O

gráfico da Figura 6.33 apresenta as bandas calculadas.

Os quatro grupos de restrições sempre são garantidos, como pode ser percebido na Tabela 6.14.
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Figura 6.29: Nova evolução das filasx3(t) em função das chegadasa31(t) e da sinalizaçãom3(t)
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Figura 6.30: Nova evolução das filasx4(t) em função das chegadasa41(t) e da sinalizaçãom4(t)

Os resultados apresentados comprovam que mesmo para os veı́culos trafegando em velocidade

inferior a utilizada para definir a especificaçãoK é possı́vel encontrar um conjunto de estados ini-

ciais que vai garantir a (A,B)-invariância do sistema. Mesmo as matrizesK↑ e K′ tendo as mesmas

dimensões, o semimóduloK ′ é menor que o semimóduloK ↑, e isto pode ser comprovado utilizando

a funçãoincludespan implementada noScilab.
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Figura 6.31: Nova evolução das filasx5(t) em função das chegadasa51(t) e da sinalizaçãom5(t)
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Figura 6.32: Nova evolução das filasx6(t) em função das chegadasa61(t) e da sinalizaçãom6(t)
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Figura 6.33: Banda de verde gerada – Simulação 4
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Restrições k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5

s11(k)−x11(k)≤ 0 0 0 0 0 0

s11(k)−x12(k)≤ 0 0 0 0 0 0

s21(k)−x21(k)≤ 0 0 0 0 0 0

s21(k)−x22(k)≤ 0 0 0 0 −3 −3

s31(k)−x31(k)≤ 0 0 −11 −8 −8 −8

s31(k)−x32(k)≤ 0 0 0 0 0 0

x11(k)−s12(k)≤−44 −47 −70 −65 −65 −65

x12(k)−s12(k)≤−44 −47 −70 −65 −65 −65

x21(k)−s22(k)≤−44 −47 −65 −65 −65 −65

x22(k)−s22(k)≤−44 −47 −65 −65 −62 −62

x31(k)−s32(k)≤−44 −44 −57 −57 −57 −57

x32(k)−s32(k)≤−44 −44 −68 −65 −65 −65

s11(k)−s21(k)≤ 5 −5 −5 0 0 0

s21(k)−s11(k)≤ 5 5 5 0 0 0

s21(k)−s31(k)≤ 40 −40 −37 −40 −40 −40

x31(k)−s21(k)≤ 40 40 37 40 40 40

s12(k)−s11(k)≤ 70 47 70 65 65 65

s22(k)−s21(k)≤ 65 47 65 65 65 65

x32(k)−s31(k)≤ 70 44 68 65 65 65

Tabela 6.14: Resultados encontrados para as restrições –Simulação 4
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6.5 Conclus̃ao

Ao longo deste capı́tulo pesquisou-se a aplicação da álgebra max-plus e o uso de semimódulos

(A,B)-invariantes para modelar e controlar sistemas de tr´afego urbano. Os objetos de estudo foram as

vias arteriais semaforizadas, onde existe uma grande necessidade de sincronização.

A metodologia apresentada é definida para um sistema mı́nimo composto de duas interseções.

Conforme mostrado na seção 6.2.1 o modelo pode ser estendido de maneira natural para uma arterial

composta den interseções. O controle do sistema é projetado com base em um grupo de restrições

que garantem o bom funcionamento do sistema, e foram definidas de tal maneira que a definição

destas restrições é sempre igual, independente do número de interseções da via arterial.

A modelagem das vias arteriais semaforizadas é realizada utilizando uma classe das redes de

Petri, os grafos a eventos temporizados (GET), que além de possuir representação gráfica possui uma

representação através de equações max-plus lineares. É possı́vel observar que o GET que modela

a conexão da via com o semáforo garante a restrição que diz que um pelotão só pode cruzar uma

interseção com o semáforo em verde, entretanto, é importante explicitá-la para garantir que o grafo

de precedência que representa o conjunto de restrições seja fortemente conexo. O controle obtido

aplica uma realimentação de estados na rede de Petri obtida. O método proposto por Katz [2007], que

estende o conceito de (A,B)-invariância aos dióides max-plus, é utilizado com sucesso para calcular

a matriz que implementa o controle.

O resultado da abordagem proposta neste capı́tulo é um conjunto de estados iniciais para o sistema

que garantem que um conjunto de restrições operacionais ede coordenação, além disso, tempos de

verde e vermelho para um sistema em regime permanente também são calculados. A seção 6.2.2

apresenta os resultados encontrados para um exemplo composto de três interseções. Outros resultados

podem ser encontrados em Garcia et al. [2007], Garcia et al. [2006a] e Garcia et al. [2006b].

Na seção 6.3 são discutidos alguns pontos importantes para implementar os resultados obtidos no

modelo max-plus em um sistema real. O principal ponto é a robustez do controlador, sendo que nesta

tese o critério de robustez que interessa está relacionado com a variação dos tempos de viagemdi j em

relação aos valores nominais utilizados para encontrar oconjunto de estados iniciais (A,B)-invariante.

É apresentado um algoritmo para encontrar os limitesdmax
i j para os tempos de viagem que garantem a

(A,B)-invariância. Além disso, resultados de simulaç˜ao mostram que a (A,B)-invariância é garantida

dentro do intervalo 0≤ di j ≤ dmax
i j . Existe a perspectiva de provar formalmente esta afirmação.

Um modelo de simulação de tráfego é apresentado com o intuito de utilizar os resultados do

modelo max-plus e verificar a possibilidade da aplicação dos resultados obtidos em um sistema real.

Os resultados obtidos através de diversas simulações comprovam que é possı́vel definir uma relação

entre o modelo desenvolvido através de uma de rede de Petri eo modelo de tráfego para simulação.

Além disso, utiliza-se a matriz de controle calculada comoum controlador que define os instantes de

disparo dos sinais de verde no sistema real. Os resultados obtidos permitem a geração de gráficos

que ilustram a evolução do tráfego ao longo da via arterial e a verificação da garantia das restrições

definidas no modelo max-plus.
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O objetivo de propor uma metodologia onde existe uma descric¸ão expĺıcita dos eventos que ocor-

rem no sistema foi atingido.́E possı́vel identificar separadamente os eventos relacionados com a

passagem dos pelotões na via e os eventos relacionados com as trocas semafóricas, e isto é possı́vel

devido ao fato de construir o modelo global do sistema a partir de modelos individuais da via e do

semáforo. Além disso, o controle desejado também é definido de maneira expĺıcita e sistemática,

através dos conjuntos de restrições definidos na seção6.2. A dificuldade encontrada ao utilizar esta

metodologia está no cálculo do conjunto de estados iniciais K ↑, devido a sua complexidade compu-

tacional alta, entretanto, soluções para diminuir a complexidade do cálculo deK ↑ continuam sendo

investigadas.



Caṕıtulo 7

Conclus̃oes

7.1 Revis̃ao dos Objetivos

Conforme apresentado no Capı́tulo 1 um aspecto importante do funcionamento do sistema de

tráfego urbano veicular urbano é a coordenação semafórica entre interseções adjacentes. Diz-se ainda

que os sistemas de tráfego urbano podem ser modelados como sistemas hı́bridos ou puramente dis-

cretos, gerando duas questões que serviram de motivaçãopara a tese: (i) os resultados obtidos para

modelagem, análise e controle de sistemas a eventos discretos (SEDs) e hı́bridos (SHs) podem ser

aplicados aos sistemas de tráfego?; e (ii) os formalismos utilizados para SEDs e SHs são mais ade-

quados que os disponı́veis para tratar o problema de modelagem e controle de sistemas de tráfego

urbano?

Para encontrar respostas para estas perguntas foram definidos dois objetivos para a tese:

1. Desenvolver uma proposta de modelagem para os sistemas detráfego urbano baseado na teoria

de sistemas hı́bridos, onde os modelos permitem realizar análise do sistema por simulação e

verificação de propriedades.

2. Resolver o problema de modelagem e sı́ntese de controle com sincronização semafórica dos

sistemas de tráfego urbano através da álgebra max-plus.Especificamente, o problema estudado

é o da coordenação semafórica de vias arteriais.

7.2 Contribuições e Resultados da Tese

Ao longo da tese o problema de coordenação semafórica foiestudado sob dois enfoques diferen-

tes: primeiramente os sistemas de tráfego foram analisados como sistemas hı́bridos; e depois como

sistemas a eventos discretos.

O formalismo utilizado para modelar o sistema de tráfego como um sistema hı́brido foi o autômato

hı́brido. Os modelos desenvolvidos expressam tanto as dinˆamicas contı́nuas quanto as dinâmicas
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discretas, permitindo assim modelar a influência das dinâmicas discretas dos semáforos na formação

das filas, que possuem dinâmicas contı́nuas.

Na proposta de modelagem apresentada no Capı́tulo 4 para sistemas de tráfego, utilizando os

autômatos hı́bridos, cada estado do autômato hı́brido representa um estágio do semáforo, sendo de-

senvolvidos modelos individuais para cada cruzamento semaforizado do sistema. A coordenação

entre semáforos adjacentes é obtida através da definiç˜ao das guardas do autômato hı́brido. As guar-

das definem a abertura dos semáforos adjacentes em funçãodo offset, que é definido em relação

ao primeiro semáforo. Além disso, através das guardas épossı́vel definir os fluxos de chegada das

equações das filas dos semáforos a montante com base no tempo de deslocamento na via, garantindo

que todas as equações do sistema sejam lineares.

Através dos modelos desenvolvidos é possı́vel simular o sistema e verificar formalmente propri-

edades. A ferramenta utilizada nesta tese foi oCheckMate, um toolbox implementado noMATLAB.

Através de simulações é possı́vel analisar o comportamento das filas geradas e o funcionamento das

guardas. Vale salientar que são desenvolvidos autômatosindependentes para cada interseção, e não é

necessário obter a composição dos autômatos de cada interseção ao utilizar a ferramentaCheckMate,

a sincronização se dá através das variáveis globais utilizadas pelas guardas em ambos autômatos.

O objetivo desta tese inclui verificar formalmente propriedades do sistema. Esta etapa do trabalho

não pode ser concluı́da com pleno sucesso devido ao númerode variáveis de estados utilizadas nos

modelos hı́bridos. As variáveis de estado são as filas formadas nas interseções e os relógios utili-

zados para implementar as guardas, por exemplo para modelaras trocas semafóricas. Sendo assim,

o número de interseções influencia diretamente na possibilidade de realizar verificação formal de

propriedades, devido a complexidade computacional envolvida no cálculo do espaço de estados.

A ferramentaCheckMaterealiza verificação de sistemas modelados com até 4 vari´aveis de estado,

logo os modelos obtidos para um sistema composto de duas interseções não podem ser verificados.

Apesar disso, foram verificadas duas propriedades para um interseção isolada: possibilidade de blo-

queio quando a fila atinge um limite máximo e se o tempo de verde utilizado é ocioso para os valores

de tráfego definidos.

A propriedade de bloqueio é interessante pois permite identificar se as filas atingem seus valores

máximos. A segunda propriedade permite ao engenheiro de tráfego analisar se os tempos semafóricos

projetados estão de acordo com as necessidades dos fluxos veiculares existentes. O tempo de verde

ocioso em uma direção pode ser transferido para a via transversal, impedindo assim que os veı́culos

formem fila. As propriedades foram traduzidas para especificações em lógica ACTL, e a verificação

consiste em garantir se um determinado estado do autômato ´e alcançado ou não em alguma trajetória.

Através dos resultados obtidos é possı́vel afirmar que as técnicas para sistemas hı́bridos podem

ser aplicados para análise dos sistemas de tráfego; entretanto, o problema da sı́ntese de controle foi

abordada apenas para modelos discretos.

Ao estudar o sistema de tráfego como um sistema a eventos discretos as variáveis envolvidas

na modelagem são diferentes pois apenas dinâmicas discretas são consideradas. As filas não são
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mais modeladas, e sim os semáforos e as vias arteriais. As vias são modeladas explicitamente neste

trabalho pois se deseja explicitar os eventos envolvidos, sendo eles as trocas semafóricas e a passagem

de pelotões de veı́culos através das arteriais.

A proposta de modelagem discreta dos sistemas de tráfego apresentada no Capı́tulo 6 utiliza a

álgebra max-plus, e os resultados obtidos são modelos max-plus lineares para o sistema de tráfego.

O sistema é modelado através de grafos de eventos temporizados, onde inicialmente são definidos

modelos para os semáforos, para as vias e para conexão entre eles. O modelo mı́nimo é definido para

uma arterial composta de duas interseções, e então generalizado para uma arterial comn interseções.

O problema de coordenação semafórica é definido através de um conjunto de restrições que são

definidas sobre as transições do grafo de eventos, e as entradas de controle estão nas transições

dos semáforos. O método proposto por Katz [2007] define como calcular um semimódulo (A,B)-

invariante que contém o conjunto de estados iniciais do sistema onde as restrições são sempre garan-

tidas. Além disso, ele é utilizado para obter uma matriz derealimentação de estados que implementa

o controle. Através do semimódulo (A,B)-invariante e da matriz de controle são definidos os tempos

semafóricos para o sistema em regime permanente.

A aplicação do método apresentado para arteriais compostas por mais que três interseções é limi-

tada pela complexidade envolvida no cálculo do semimódulo (A,B)-invariante. Entretanto, diversas

pesquisas tem sido realizadas para aprimorar os algoritmosdo cálculo do máximo semimódulo geo-

metricamente (A,B)-invariante, e a medida que estes resultados sejam disponibilizados será possı́vel

aplicar o método para arteriais compostas por mais que três interseções.́E importante ressaltar, que

mesmo com as limitações computacionais foi possı́vel propor um modelo teórico genérico paran

interseções.

Os modelos max-plus lineares e a matriz de controle são calculados utilizando valores nominais

para os parâmetros do tráfego. Sabe-se, entretanto, que para implementar o controle em uma aplicação

real de tráfego é necessário analisar a robustez da matriz de controle, ou seja, é necessário definir

sob quais condições de tráfego a matriz garante que o sistema não viole a especificação desejada.

Nesta tese, o critério de robustez estudado está relacionado com a variação do tempo de viagem dos

pelotões ao longo da via. Os tempos de viagem variam de acordo com a velocidade que os veı́culos

se deslocam ao longo da via. No Capı́tulo 6 é apresentado um algoritmo que calcula valores máximos

para os tempos de viagem que garantem a robustez da matriz de controle.

A fim de avaliar o comportamento dos modelos discretos obtidos em uma aplicação real de tráfego

optou-se por implementar estes modelos em um modelo de tráfego para simulação. No modelo para

simulação trabalha-se com as filas e a evolução dos fluxosveiculares ao longo da via. Assim, é

necessário estabelecer uma relação entre os eventos e asvariáveis do modelo max-plus e o com-

portamento do tráfego no modelo para simulação. Na seç˜ao 6.4 um algoritmo que implementa esta

relação é apresentado. Além disso, diversos resultados de simulação são discutidos. Os resultados

de simulação permitem avaliar se as restrições especificadas são sempre respeitadas, e os resultados

obtidos são satisfatórios. Situações onde se sabea priori que alguma restrição deveria ser violada

também foram simuladas, comprovando os resultados esperados sobre a robustez do controle.
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Os resultados obtidos ao longo desta tese permitem afirmar que os formalismos e métodos de-

senvolvidos para sistemas a eventos discretos e hı́bridos podem ser aplicados aos sistemas de tráfego

urbano, respondendo assim a primeira pergunta que motivou esta pesquisa.

A segunda pergunta questiona se os métodos apresentados nesta tese são mais adequados que os

métodos clássicos usados em controle de tráfego. Os resultados obtidos não permitem afirmar que

um método é melhor ou pior que o outro, mas pode-se afirmar que os métodos desenvolvidos nesta

tese são uma abordagem alternativa para o problema da coordenação.

A solução apresentada para a abordagem hı́brida do problema permite realizar simulação, e em

alguns casos, verificação formal de propriedades. Neste caso é possı́vel identificar uma diferença em

relação aos métodos de otimização pois estes métodosnão realizam verificação.

Os métodos de otimização que calculam banda máxima de verde encontram uma solução ótima

para o problema da coordenação, e o resultado mais conhecido é o algoritmo de Morgan e Little

[Morgan e Little, 1964]. Os métodos que otimizam banda de verde calculam os tempos semafóricos

de modooff-line.

Através dos modelos discretos desenvolvidos no Capı́tulo6 realiza-se sincronização e é possı́vel

encontrar uma banda de verde. Entretanto, não existe o requisito desta banda ser máxima. A diferença

do método apresentado nesta tese é a sı́ntese de controle com realimentação de estados, o que não é

possı́vel nos métodos que maximizam banda de verde. A realimentação do controle é útil para fazer

ajustes nos tempos semafóricos quando da operação atuada pelo tráfego.

Os resultados referentes à abordagem hı́brida do problemade coordenação semafórica foram

publicadas em Garcia e Cury [2004a,b]. Os resultados publicados em Garcia et al. [2007, 2006a,b]

resumem os resultados da abordagem discreta. Além disso, está sendo preparada uma submissão para

uma revista internacional.

7.3 Perspectivas Futuras

Ao longo desta tese os sistemas de tráfego foram estudados como sistemas hı́bridos e como sis-

temas a eventos discretos. Em ambas abordagens é possı́velobter um modelo formal que representa

o sistema. Entretanto é possı́vel apontar algumas sugest˜oes de trabalhos futuros que podem melhorar

os resultados obtidos até o presente momento:

• modelar outras configurações dos sistemas de tráfego, tanto na abordagem hı́brida como na

abordagem discreta. No modelos desenvolvidos nesta tese n˜ao são consideradas conversões

nas interseções e os fluxos veiculares de entrada são constantes;

• investigar o uso de outras ferramentas de verificação formal de propriedades e aplicar aos mo-

delos desenvolvidos. Nesta tese, a verificação formal foiaplicada apenas para uma interseção

isolada;
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• os resultados de simulação obtidos com os modelos discretos mostram que sendodmax
i j o tempo

de viagem máximodmax
i j que garante (A,B)-invariância, qualquer valor dentro do intervalo 0≤

di j ≤ dmax
i j garante a (A,B)-invariância. Deseja-se provar formalmente esta hipótese;

• investigar como calcular as entradas de controleu quando o semimóduloK ↑ não é algebrica-

mente (A,B)-invariante, ou seja, quando não é possı́vel encontrar uma matriz de realimentação

F;

• investigar como o engenheiro de tráfego pode utilizar os resultados desta tese, ou seja, definir

como usar as informações em uma ferramenta de apoio a decisão.



Apêndice A

Terminologia de Tráfego Urbano

Para melhor entendimento desta tese é necessário introduzir alguns termos que são correntes na

literatura de tráfego urbano. As definições aqui apresentadas em ordem alfabética foram baseadas nos

trabalhos de Papageorgiou et al. [2003], de Brito [1998], Cervantes [2005], Carlson [2006] e DEN

[1984].

Aproximação oulink: Denominação dada para uma via que chega em uma interseção.

Capacidade da interseç̃ao: É o fluxo total máximo de veı́culos que pode passar através da interseção

durante um intervalo de tempo.

Concentraç̃ao: É o número de veı́culos ocupando uma unidade de comprimentode uma pista num

instante de tempo. Quando expressa em veh/km é chamada densidade.

Coordenaç̃ao e sincronizaç̃ao: A coordenação consiste na obtenção de defasagem para ossemáfo-

ros dados porcentagens de verde de cada interseção e tempode ciclo comum. A sincronização

é a obtenção simultânea de todas as variáveis de controle, defasagem, porcentagens de verde

e tempo de ciclo comuns. Em alguns trabalhos os termos coordenação e sincronização são

usados indistintamente, como em Carlson [2006].

Estágio: Parte de um ciclo durante o qual um grupo de movimentos têm permissão de passagem. A

Figura A.1 mostra um diagrama de estágios para a interseç˜ao da Figura A.2. O ciclo é dividido

em três estágios e são definidas quatro fases, uma para cada movimento. Um estágio também é

definido como o conjunto de fases de todas as aproximações de uma interseção em determinado

instante de tempo.

Fase: Geralmente a seqüência de indicação de cores em um semáforo é verde, amarelo, vermelho e

novamente verde. Esta seqüência aplicada a um ou mais movimentos é denominada fase.

Os exemplos estudados nesta tese utilizam apenas a seqüência verde, vermelho e novamente

verde. O amarelo é desconsiderado. No exemplo apresentadona Figura A.1 foi definida uma

fase para cada movimento, entretanto, existem casos onde épossı́vel definir uma fase para um

conjunto de movimentos (ver exemplos do Capı́tulo 4).
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vermelho verde

Est. 1 Est. 2

Estágio

Est. 3

Fase 3

Fase 4

Fase 1

Fase 2

Ciclo

2

3
1

2
3

4

(mov 4)

(mov 3)

(mov 2)

(mov 1)

Figura A.1: Diagrama de estágios – exemplo

Fila: É um grupo de veı́culos estacionário na linha de parada de uma via.

Fluxo de saturaç̃ao: Taxa máxima de veı́culos em relação ao tempo, que seriam descarregados de

uma via se esta contasse com uma fila de tamanho infinito e indicação semafórica verde.

Fluxo de tráfego: Número de veı́culos que passam por um ponto durante um perı́odo de tempo es-

pecificado. Quando expresso em veh/h é chamado de volume.

Grau de saturação: É definido como a relação entre o número médio de veı́culos que chegam ao

cruzamento durante o ciclo através de uma faixa e o número de veı́culos que podem ser atendi-

dos pelo cruzamento através desta faixa durante um ciclo, sendo dado por:

x =
q
s
.
C
g

= y
C
g

ondeq é o fluxo,C é o comprimento de um ciclo,s é o fluxo de saturação,g é o tempo efetivo

de verde ey a taxa de ocupação da via. Quando o grau de saturação é maior que um significa

que chegam mais veı́culos do que podem ser atendidos naquelafaixa. Quando esta situação

dura muito tempo as filas crescem e o sistema torna-se saturado.

Interseção ou cruzamento: É o local onde duas ou mais vias se cruzam, criando um conflito entre

os sentidos de circulação de veı́culos.

Largura de banda de verde: É a distância temporal entre a linha imaginária do percurso do pri-

meiro e do último veı́culo que passam desimpedidos por todos os semáforos de uma via ar-

terial. A banda de verde pode ocorrer em ambos os sentidos da via, e as larguras não são

necessáriamente iguais. A largura da banda de verde é definida com base em parâmetros da via

e por meio da coordenação apropriada dos semáforos.
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Movimentos: Possı́veis deslocamentos de veı́culos numa interseção.A Figura A.2 apresenta um

conjunto de 4 movimentos para uma interseção onde as vias são de mão única.

3

1

4 2

Figura A.2: Conjunto de movimentos

Movimentos conflitantes: Dois ou mais movimentos são conflitantes entre si quando se cruzam

numa interseção.́E possı́vel observar na Figura A.2 que os movimentos 1 e 4 sãoconflitantes,

ele não podem acontecer ao mesmo tempo pois existe perigo decolisão.

Ocupaç̃ao: A taxa de ocupaçãoy de uma aproximação é a razão entre o fluxo de veı́culos (q) em

uma via e o fluxo de saturação (s), isto é,y = q/s.

Offset ou defasagem:Diferença de tempo entre o ı́nicio de estágios pré-determinados de duas in-

terseções semaforizadas consecutivas.É positiva se o estágio principal da interseção a jusante

inicia após o estágio principal da interseção a montante, e negativa caso contrário. Ooffset

se aplica na sincronização entre interseções que são operadas de forma coordenada como um

sistema.

Pelotão: Um grupo de veı́culos que atravessa uma via, sem que ocorra dispersão.

Seḿaforo: Dispositivo de controle de tráfego que alterna o direito depassagem de veı́culos e pedes-

tres em interseções mediante a utilização de indicadores luminosos. Este sistema de controle

organiza de forma cı́clica e seqüencial a passagem de veı́culos e pedestres em uma interseção.

Split: O split de um ciclo é a forma como o mesmo está dividido entre as est´agios, ou seja, é o

conjunto de frações de verde do ciclo atribuı́das a cada estágio.

Taxa de chegada:É a taxa segundo a qual os veı́culos chegam em uma determinadafaixa de uma

pista. Esta taxa pode ser considerada conhecida e constante, ou ainda, medida através de detec-

tores.

Taxa de descarga:É a máxima taxa possı́vel em que uma fila formada em uma faixa da pista é

descarregada; esta taxa é igual ao fluxo de saturação enquanto existir fila a ser descarregada.

Tempo de ciclo: Também chamado de ciclo. Corresponde ao tempo do inı́cio doestágio princi-

pal de uma interseção até o instante em que ele se inicia novamente, tendo ocorrido outros

estágios neste perı́odo. Também é o tempo total para a completa seqüência de sinalização

numa interseção.

Tempo de deslocamento:É o tempo que um veı́culo leva para alcançar um semáforo partindo de

outro. Também denominado tempo de viagem.
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Velocidade de cruzeiro: É considerada como a velocidade que os veı́culos atingem quando percor-

rem uma determinada distância sem que ocorram interrupç ˜oes. Esta velocidade depende das

condições geométricas das vias e das condições de tráfego.

Vermelho de segurança:É o intervalo de tempo dentro de um ciclo em que nenhum conjunto de

movimentos tem o direito de passagem pela interseção, porquestões de segurança.

Vias, pistas e faixas:Uma faixa de trânsito é o espaço determinado para o fluxo deveı́culos em um

sentido único de fluxo. O termo pista é utilizado para identificar um conjunto de faixas de

trânsito. Uma via pode ser composta de diversas pistas, separadas por canteiros centrais. Cada

pista é composta por uma ou várias faixas. A Figura A.3 ilustra a diferença entre estes termos.

Pista
Via

Faixa

Figura A.3: Definição de via, pista e faixa

Além disso, uma via é chamada arterial quando a velocidademédia é alta, caracterizando

tráfego de médio e longo percurso. Ela tem prioridade nos cruzamentos e não é permitido

estacionamento de veı́culos.
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tráfego em malha fechada”. Dissertação (mestrado), Programa de Pós-Graduação em Engenharia

Elétrica, Universidade Federal de Santa Catarina, Florianópolis, SC, 1998.
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Manual de Seḿaforos. DENATRAN, Brası́lia, 1984.

Diakaki, C. M., Dinopoulou, V., Aboudolas, K., Papageorgiou, M., Ben-Shabat, E., Seider, E., e

Leibov, A. “Extensions and new applications of the traffic signal control strategy TUC”.Trans-

portation Research Record, (1856):202–216, 2003.

DiCesare, F., Kulp, P., Gile, K., e List, G. “The applications of Petri nets to the modeling, analysis

and control of intelligent urban traffic networks”.Lecture Notes in Computer Science, 815, 1994.

Dinopoulou, V., Diakaki, C., e Papageorgiou, M. “Simulation investigations of the traffic-responsive

urban control strategy TUC”. InProc. of 3rd IEEE Conference on Intelligent TransportationSys-

tems, pp. 458–463, Dearborn, Michigan, outubro de 2000.

Ezzine, J. e Haddad, A. H. “Controllability and observability of hybrid systems”. International

Journal of Control Proceedings, 49(6):2045–2055, 1989.

Fahrland, D. A. “Combined discrete event continuous systems simulation”.Simulation, 14(2):61–72,

1970.

Farges, J.-L., Henri, J.-J., e Tufal, J. “The PRODYN real-time traffic algorithm”. InProceedings of

4th IFAC Symposium Transportation Systems, pp. 307–312, 1983.

Febbraro, A. D., Giglio, D., e Sacco, N. “Modular representation of urban traffic systems based on

hybrid Petri nets”. InProceedings of the IEEE Intelligent Transportation Systems Conference, pp.

866–871, Oakland, CA, USA, agosto de 2001.

Febbraro, A. D., Giglio, D., e Sacco, N. “On controlling privileged vehicles by means of coordi-

nated traffic lights”. InProceedings of the IEEE Intelligent Transportation Systems Conference,

volume 2, pp. 1318–1323, Shanghai, China, outubro de 2003.

Febbraro, A. D. e Sacco, N. “On modelling urban transportation networks via hybrid Petri nets”.

Control Engineering Practice, 12(10):1225–1239, outubro de 2004.

Frehse, G. “PHAVer: Algorithmic Verification of Hybrid Systems Past HyTech”. In Morari, M.

e Thiele, L., editors,Proceedings of Hybrid Systems: Computation and Control (HSCC 2005),

volume 3414 deLecture Notes in Computer Science, pp. 258–273, Zurich, Switzerland, março de

2005. Springer-Verlag.

Gallego, J.-L., Farges, J.-L., e Henry, J.-J. “Design by Petri nets of an intersection signal controller”.

Tranportation Research C, 4(4):231–248, 1996.

Garcia, T. R. e Cury, J. E. R. “Modelagem e verificação de sistemas de tráfego urbano através de

autômatos hı́bridos”. InProceedings XV Congresso Brasileiro de Automática (CBA 2004), pp.
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