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Resumo 

Nos últimos vinte anos, com a progressiva miniaturização de 
equipamentos e sistemas de engenharia e o conseqüente aumento 
das taxas com que calor é dissipado por unidade de área, diferentes 
tecnologias vêm sendo avaliadas para o resfriamento de altos fluxos 
de calor em componentes eletrônicos. Sistemas de resfriamento 
envolvendo a mudança de fase líquido-vapor de um fluido de 
trabalho, como termossifões bifásicos e ebulição em convecção 
forçada em microcanais, são atualmente experimentados em 
diversas aplicações. Dentre as alternativas mais promissoras, 
destaca-se o resfriamento por jatos bifásicos (“spray cooling”), o 
qual consiste na atomização de um fluido de trabalho no estado 
líquido através de um injetor (ou um arranjo de injetores) 
direcionado à superfície a ser resfriada. Dependendo das condições 
de operação, uma fina película de líquido pode cobrir totalmente a 
superfície aquecida e diferentes regimes de transferência de calor 
por ebulição podem se fazer presentes. Tais cenários proporcionam 
elevados valores do coeficiente de transferência de calor por 
convecção, fazendo com que um alto fluxo de calor possa ser 
removido mediante um pequeno grau de superaquecimento da 
superfície do aquecedor. 
Este trabalho apresenta uma análise teórica do processo de 
resfriamento com um único spray incidindo perpendicularmente a 
uma superfície plana voltada para cima. O modelo matemático para 
o campo de velocidades, temperaturas e concentração de gotículas 
por unidade de volume de spray é baseado em uma formulação de 
dois fluidos diferencial quasi-bidimensional que considera a variação 
radial dos campos de velocidade no spray por meio de perfis 
gaussianos. Um critério para a existência de um filme contínuo 
sobre a superfície aquecida é apresentado com base na relação 
entre a frequência com que as gotas atingem a superfície e o tempo 
de ciclo de vida das mesmas, o qual é definido com o tempo 
decorrido ao longo do impacto, espalhamento e secagem total de 
uma gota. 
Quando as condições de operação são tais que um filme líquido 
contínuo é formado, um modelo matemático é proposto para se 
determinar a variação da espessura da película em função da 



 

distância radial a partir do eixo de simetria do jato. Tal modelo é 
baseado em um balanço de quantidade de movimento no filme, 
levando em conta a transferência de quantidade de movimento ao 
filme por parte das gotas incidentes e assumindo que o perfil de 
velocidades no filme obedeça à lei-log universal. A transferência de 
calor por ebulição no filme fino é computada com base em um 
modelo de superposição onde a parcela de ebulição nucleada é 
computada por meio da correlação de Nishikawa para filmes 
líquidos finos. O modelo é verificado a partir de dados experimentais 
obtidos por diversos autores para fluidos de trabalho como água, 
FC-72 e R-134a, onde se observa uma concordância da ordem de 

%30± para o coeficiente de transferência de calor médio. 

Um modelo matemático também é apresentado para a transferência 
de calor no regime de filme líquido descontínuo, o qual é baseado 
naquele proposto por Aoki para a evaporação de uma gotícula 
impactando sobre uma superfície. O modelo proposto combina o 
modelo de Aoki para a fração da superfície coberta pelas gotas com 
um modelo para a convecção forçada monofásica na fração da 
superfície em contato direto com o vapor.     
 
Palavras-chave:  resfriamento por spray, escoamento multifásico, 
mudança de fase.   



 

Abstract 

Over the last twenty years, with the progressive miniaturization trend 
of engineering systems, there has been a continuous increase of the 
rates with which heat is dissipated per unit area in electronic 
equipment. Among the many technologies under constant evaluation 
and development for cooling of high heat fluxes, such as two-phase 
thermosyphons, heat pipes and forced convection boiling in 
microchannels, spray cooling is one of the most promising due to the 
high heat transfer coefficients involved. The technique consists of 
atomizing a working fluid through a nozzle (or a nozzle array) 
directed toward the surface to be cooled. Depending on the 
operating conditions, a thin liquid film can cover completely the 
heated surface and various regimes of boiling heat transfer can be 
present. These conditions provide high values for the heat transfer 
coefficient, which enables the removal of the large heat transfer 
rates with a small superheating of the heater wall. 
This work presents a theoretical analysis of the cooling process with 
a single spray perpendicular to an upward-facing flat plate heater. 
The mathematical model for determining the phase velocities, 
temperatures and droplet concentration per unit volume in the spray 
is based on a two-fluid quasi two-dimensional differential formulation 
which considers the variation of velocities in the radial direction via 
Gaussian distributions. A criterion for the existence of a continuous 
film on the heated surface is presented based on the relation 
between the droplet lifetime on the heated surface and the frequency 
with which it reaches the heated surface. 
When the operating conditions are such that a continuous liquid film 
is formed, a mathematical model is proposed to determine the 
variation of the film thickness as a function of the radial distance 
from the spray center line. This model is based on mass and 
momentum balances, taking into account the momentum transfer to 
the film by the drops which impact on its free surface. A universal 
log-law velocity profile is assumed in the liquid film. Boiling heat 
transfer in the thin film is computed based on a superposition model 
using the thin liquid film boiling correlation of Nishikawa. The model 
is verified against experimental data obtained by several authors for 



 

working fluids such as water, FC-72 and R-134a, with an average 
agreement of %30± for the average heat transfer coefficient. 

A mathematical model was also developed for heat transfer in the 
discontinuous liquid film regime based on the theory advanced by 
Aoki for the evaporation of a single droplet impacting on a surface. 
The proposed calculation method combines the Aoki model for the 
fraction of the surface covered by the drops with a model for the 
single-phase forced convection heat transfer in the fraction of the 
surface in direct contact with the vapor.   
 
Key-words:  spray cooling, multiphase flow, phase change.   
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Lista de Símbolos 

Letras Arábicas  

Símbolo Descrição Unidades 

Ga  Raio das gotículas m  

A  Área 2m  

*A  
Área da superfície de contato da gotícula com 
disco durante o impacto 

2m  

GprojA ,  Área projetada de uma gotícula 2m  

TA  Área transversal do cone do spray 2m  

FTA ,  Área transversal do cone do spray ao atingir a 
superfície 

2m  

coneWA ,  Área da superfície abaixo do cone do spray 2m  

fB  Fator de sopro para o coeficiente de arrasto - 

hB  Fator de sopro para o coeficiente de convecção - 

Pc  Calor específico kgKJ  

1C  Constante da solução de GT  - 

2C  Constante da solução de GT  - 

3C  Constante da solução de GT  - 

DC  
Coeficiente de arrasto das gotículas corrigido 
para efeito sopro - 

*
DC  

Coeficiente de arrasto das gotículas sem o 
efeito sopro 

- 
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nC  Constante da solução de GT  - 

d  Diâmetro m  

*d  
Diâmetro da superfície de contato da gotícula 
com disco durante o impacto 

m  

32d  Diâmetro médio de Sauter m  

Fd  
Diâmetro do disco formado pelo impacto de 
uma gotícula 

m  

max,Fd  Valor máximo do diâmetro do disco formado 
pelo impacto de uma gotícula 

m  

Wd  Diâmetro da superfície m  

E  
Função auxiliar utilizada na solução do perfil de 
temperaturas das gotículas 

- 

f  Função gaussiana - 

maxf  Valor máximo da função gaussiana - 

F  Força de cisalhamento N  

1F  Função auxiliar utilizada para cálculo de Vconvh ,  - 

BF  Força de corpo N  

SF  Força de superfície N  

FN  Número de fluxo do spray - 

g  Aceleração da gravidade 2sm  

G  Função auxiliar utilizada na solução de GT  - 

1G  Função auxiliar utilizada para cálculo de Vconvh ,  - 

h  Coeficiente de transferência de calor KmW 2  
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h  Coeficiente médio de transferência de calor KmW 2  

Gconvh ,  Coeficiente de convecção das gotículas 
corrigido para efeito sopro KmW 2  

*
,Gconvh  

Coeficiente de convecção das gotículas sem o 
efeito sopro KmW 2  

Vconvh ,  
Coeficiente de convecção do vapor sobre o 
filme corrigido para efeito sopro KmW 2  

*
,Vconvh  

Coeficiente de convecção do vapor sobre o 
filme sem o efeito sopro KmW 2  

ebulh  Coeficiente de transferência de calor devido à 
ebulição nucleada KmW 2  

ebulh  
Coeficiente médio de transferência de calor 
devido à ebulição nucleada KmW 2  

LVh  Entalpia específica de mudança defase líquido-
vapor 

kgJ  

injWh ,  
Coeficiente médio de transferência de calor da 
superfície utilizando injGT ,  como referência KmW 2  

defLWh ,,  
Coeficiente médio de transferência de calor 
durante a deformação da gotícula KmW 2  

estLWh ,,  
Coeficiente médio de transferência de calor 
após a deformação da gotícula KmW 2  

satWh ,  
Coeficiente médio de transferência de calor da 
superfície utilizando satT  como referência KmW 2  

H  Altura do cone m  

k  Condutividade térmica mKW  

K  Variável auxiliar utilizada na solução de GT  - 

L  Aresta do cubo m  

quebraL  Comprimento da zona de quebra do spray m  

m  Constante utilizada no cálculo de ebulh  - 

m&  Vazão em massa skg  
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m ′′&  Fluxo de massa smkg 2  

Fentm ,&  Vazão em massa que entra no volume de 
controle do filme 

skg  

Fsaim ,&  Vazão em massa que sai do volume de controle 
do filme 

skg  

mom ′′&  Fluxo de quantidade de movimento 2.smkg  

Fentmom ,&

 

Taxa de quantidade de movimento que entra do 
volume de controle do filme 

2. smkg  

Fsaimom ,&

 

Taxa de quantidade de movimento que sai do 
volume de controle do filme 

2. smkg  

n  Constante utilizada no cálculo de ebulh  - 

n̂  Vetor unitário normal à superfície.                                                                                                                         - 

N  Número de gotículas - 

GN ′′′  Número de gotículas por unidade de volume 3−m  

Nu  Número de Nusselt - 

Pr  Número de Prandtl - 

q ′′&  Fluxo de calor 2mW  

r  Distância radial m  

coner  Raio do cone do spray m  

Fr  Distância radial no filme m  

antFr ,  Distância radial anterior no filme m  

Gr  Distância radial nas gotículas m  

Wr  Raio da superfície m  
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R  Raio da base do cone m  

CR  Razão de cobertura da superfície pelo líquido - 

intR&  
Taxa de variação da posição da interface 
líquido-vapor 

sm  

Re Número de Reynolds - 

t  Tempo s  

impt  Tempo despendido pelas gotículas da saída do 
atomizador até o impacto com a superfície 

s  

T  Temperatura K  

satT  Temperatura de saturação K  

T  Temperatura média K  

WT  Temperatura média da superfície na área K  

+u  Velocidade radial adimensional do filme sm  

*u  Velocidade de fricção turbulenta do filme sm  

Fu  Velocidade radial do filme sm  

U  Velocidade radial média sm  

V  Velocidade média sm  

centroGV ,  Velocidade das gotículas de líquido na linha de 
centro do spray 

sm  

tubeV  
Velocidade média em uma tubulação com o 
mesmo diâmetro do orifício do atomizador 

sm  

∀  Volume 3m  

D∀  
Volume do disco formado pelo impacto de uma 
gotícula 

3m  
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*
D∀  Volume do disco durante o impacto da gotícula m  

We  Número de Weber - 

x  Variável da função gaussiana - 

x  Variável média da função gaussiana - 

2X  Função auxiliar para cálculo de ebulh  - 

y  Comprimento axial do filme m  

+y  Comprimento adimensional axial do filme m  

z  Comprimento axial m  

antz  Posição axial anterior m  

maxz  Distância entre o atomizador e a superfície m  

ẑ  Vetor unitário axial em z                                                                                                      - 

 
 
Letras Gregas  

Símbolo Descrição Unidades 

α  Fração volumétrica de líquido - 

Fα  
Fração volumétrica de líquido no impacto das 
gotículas com o filme 

- 

LT ,α  Difusividade térmica da fase líquida sm2  

Fδ  Espessura do filme m  

0,Fδ  Espessura inicial do filme m  
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Fδ  Espessura média do filme m  

+
Fδ  Espessura do filme adimensional - 

*
Uδ  

Espessura da subcamada limite viscosa do 
filme 

m  

+*
Uδ  

Espessura adimensional da subcamada limite 
viscosa do filme 

- 

*
Uδ  

Espessura média da subcamada limite viscosa 
do filme 

m  

*
Tδ  

Espessura da subcamada limite térmica do 
filme 

m  

*
Tδ  

Espessura media da subcamada limite térmica 
do filme 

m  

A∆  Elemento de área 2m  

GN∆  Número de gotículas no volume de controle - 

injP∆  Diferença de pressão no injetor Pa  

Fr∆  
Comprimento radial do volume de controle do 
filme 

m  

∀∆  Volume do volume de controle 3m  

satT∆  Diferença entre a temperatura média da 
superfície e a temperatura de saturação K  

z∆  
Comprimento axial do volume de controle do 
spray 

m  

λ  Variável auxiliar utilizada na solução de GT  - 

ϕ  Fator utilizado no cálculo da velocidade de 
injeção da fase vapor 

- 

ξ  Variável auxiliar utilizada na solução de GT  - 

µ  Viscosidade dinâmica sPa.  

ν  Viscosidade cinemática sPa.  
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ρ  Massa específica 3mkg  

σ  Tensão superficial mN  

padσ  Desvio padrão da função gaussiana - 

τ  Tensão de cisalhamento 2mN  

cicloτ  Tempo entre o impacto sucessivo de duas 
gotículas em um mesmo ponto 

s  

defτ  Tempo de espalhamento da gotícula s  

evapτ  Tempo para a gotícula evaporar totalmente s  

*τ  Tensão de cisalhamento sem efeito sopro. 2mN  

τ  Tensão de cisalhamento média na superfície 2mN  

aθ  Ângulo de contato do líquido com a superfície rad  

sprayθ  Ângulo do cone do spray rad  

Θ  Variável auxiliar utilizada na solução de GT  K  

injΘ  Variável auxiliar utilizada na solução de GT  K  

Ω  
Desvio padrão utilizado na distribuição 
gaussiana de velocidades 

- 

 
 
Sub-Índices  

Símbolo Descrição 

1 Superfície de controle 1 

2  Superfície de controle 2 
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F  Filme 

G  Gotículas 

FG,  Impacto das gotículas sobre o filme 

inj  Injeção 

int  Interfacial 

L  Fase líquida 

lat  Lateral 

LV  Vapor sobre o líquido 

n  Enésimo termo 

V  Fase vapor 

VL  Líquido sobre o vapor 

W Superfície a ser resfriada 

z  Direção z  
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1 Introdução 

Existe atualmente na indústria uma crescente demanda por 
sistemas de resfriamento/refrigeração cada vez menores e mais 
eficientes. São inúmeras as aplicações onde é exigido que se tenha 
uma grande troca de calor em superfícies de dimensões reduzidas.  
Um exemplo onde esta exigência torna-se altamente crítica é no 
gerenciamento térmico de microprocessadores e componentes 
eletrônicos. Calor é gerado internamente em todos os componentes 
eletrônicos durante sua operação normal. A remoção eficiente 
desse calor é de extrema importância para se manter a temperatura 
ideal de operação, evitando assim que ocorram falhas por 
superaquecimento1 e obtendo maior vida útil e melhor desempenho 
do equipamento. Além disso, a temperatura dos componentes deve 
também ser mantida constante, com o mínimo transiente. Variações 
de temperatura geram o chamado ciclo térmico, causando 
excessivas dilatações e contrações, que também podem levar a 
falhas. Com a atual crescente capacidade de processamento, 
gerada via aumento na densidade de componentes, o fluxo de calor 
que deve ser removido está se tornando cada vez maior. Apesar de 
terem sido aceitáveis durante muitos anos, as técnicas 
convencionais de resfriamento de componentes eletrônicos, como, 
por exemplo, a convecção forçada de ar gerada por um ventilador, 
oferecem limitada capacidade de remoção de calor. Como se não 
bastasse, a tendência de miniaturização citada acima faz com que o 
espaço disponível ao redor destes componentes fique cada vez 
mais reduzido, dificultando ainda mais a remoção do calor. 
Assim, o desenvolvimento de componentes eletrônicos mais rápidos 
e compactos está fortemente condicionado ao desenvolvimento de 
técnicas que possibilitem a remoção de altas taxas de calor em 
superfícies miniaturizadas. Zhirnov et al. (2003) chegam à mesma 
conclusão e afirmam que, mesmo se um modelo totalmente 
diferente de transporte de elétrons for desenvolvido para aplicação 

                                                 
 
1 Um estudo feito por Vita (2004) mostra que 55% dos casos em falha de componentes eletrônicos 
são devido à alta temperatura de trabalho. Outro estudo, de Staszak (2002), mostra que um 
incremento de 10°C na temperatura quase dobra a taxa de falha, enquanto que um incremento de 
20°C triplica a chance de falha de um componente. 
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na lógica digital, a performance dos componentes eletrônicos não 
deve ir muito além da obtida pela tecnologia atual, devido 
principalmente às limitações na remoção do calor gerado. 
Inúmeros outros exemplos, de situações em que se exige remoção 
eficiente de altas taxas de calor, como por exemplo, em processos 
metalúrgicos, onde deve haver remoção controlada de calor para se 
obter valores ótimos de propriedades como dureza e resistência; 
aplicações com lasers de diodo de alta potência, onde uma enorme 
quantidade de calor deve ser dissipada para se obter condições 
mínimas de operação; e aplicações na indústria óptica, na indústria 
aeroespacial e em equipamentos de fins militares. 
Motivados por isto, diferentes autores vêm estudando tecnologias 
de resfriamento nas últimas três décadas. O objetivo é tanto 
descobrir novas técnicas quanto identificar, entre as já existentes, 
qual é a mais eficaz para solucionar algum problema que envolva 
remoção de altos fluxos de calor. Baixo custo, remoção de calor 
uniforme, baixo consumo de energia e fácil adaptação a uma gama 
de fluxos de calor são algumas características desejáveis nestas 
técnicas.  
Diversos sistemas de resfriamento que fazem uso de mudança de 
fase líquido-vapor têm sido propostos como potenciais soluções, 
devido principalmente à alta parcela de calor latente inerente ao 
fenômeno da mudança de fase. Diferentes estudos, englobando 
diferentes aplicações de resfriamento bifásico estão sendo 
conduzidos, com uso de água ou outros fluidos refrigerantes como 
fluido de trabalho. Como exemplos, podemos citar as seguintes 
técnicas: tubos de calor, termossifões bifásicos, ebulição com 
convecção forçada em microcanais, ebulição nucleada em banho 
(pool boiling), resfriamento por spray (spray cooling) e resfriamento 
por jatos (jet cooling). Cada uma possui suas vantagens e 
desvantagens, que devem ser cuidadosamente ponderadas antes 
que alguma seja escolhida para uma aplicação.  
Segundo Kim (2007), dentre as técnicas disponíveis para remoção 
de altas densidades de fluxo de calor, o resfriamento por spray 
destaca-se como uma das alternativas mais promissoras, por 
apresentar as seguintes características:  

• Altos coeficientes de transferência de calor; 

• Uniformidade na remoção de calor;  

• Baixa carga de fluido de trabalho;  
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• Baixa velocidade de impacto das gotículas;  

• Controle adequado da temperatura.  
O resfriamento por sprays (daqui para frente também denominado 
pelo seu correspondente em inglês, spray cooling) é uma técnica 
em que há o resfriamento direto2 de uma superfície através da 
aspersão desta por jatos gerados pela atomização de líquido em um 
bico injetor. A idéia principal de usar um spray é aumentar a área de 
contato do líquido, gerando assim maiores trocas de calor e massa.  
A atomização de um líquido, um dos fenômenos chave no spray 
cooling, pode ser obtida de diferentes modos, através de diferentes 
atomizadores. Segundo Silva et al. (2003), o princípio da 
atomização se baseia na existência de uma grande velocidade 
relativa entre o líquido e o fluido do ambiente. Esta diferença de 
velocidades pode ser obtida, por exemplo, depositando-se um filme 
de líquido sobre um disco, e imprimir a este uma alta velocidade de 
giro. Detalhes sobre as diferentes formas de atomização podem ser 
obtidos em Dombrowski e Munday (1968) e Crowe (2006). 
Uma maneira bastante simples e comum de se obter um spray é 
utilizar um atomizador de pressão (pressure nozzle), onde o líquido 
a ser atomizado é submetido a uma alta pressão e forçado através 
de orifício de pequeno diâmetro para um ambiente quiescente. O 
jato ou filme de líquido formado a jusante do orifício, como mostrado 
esquematicamente na Figura 1.1, devido à oscilação gerada 
principalmente pelo efeito combinado da tensão superficial com a 
intensa transferência de quantidade de movimento entre este e o 
vapor em repouso, se desintegra em pequenas gotículas. Este 
fenômeno é característico da zona de quebra do spray (Bolle e 
Moureau, 1982). 

                                                 
 
2 Há contato direto entre o fluido refrigerante e o componente a ser resfriado. 
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Crescimento das ondas 

no filme

Fragmentação e 

formação de ligamentos
Quebra dos 

ligamentos em 

gotículas  
Figura 1.1  – Quebra do líquido em gotículas.  

Após a zona de quebra, a troca de quantidade de movimento 
ocasionada pelo arraste aerodinâmico continua a agir, fazendo com 
que as gotículas de líquido sofram desaceleração, enquanto que o 
vapor é acelerado. Esta troca gera um arraste de vapor ambiente 
para o interior do spray, como esquematizado na Figura 1.2. É a 
indução do vapor o mecanismo responsável por gerar a abertura do 
cone do spray. 

Zona de 
Quebra

Spray

Zona de 
Quebra

Spray

 
Figura 1.2  – Indução do vapor no interior do cone do spray. 

Diferentes qualidades de sprays podem ser obtidas com o uso dos 
diversos tipos de bicos injetores existentes. Sprays de cone vazado 
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(hollow-cone) são tipicamente produzidos por atomizadores que 
compelem o líquido para dentro de uma câmara rotativa (swirl 
chamber) a montante do orifício. Isto faz com que se forme um anel 
de gotículas junto à saída do injetor, devido à quantidade de 
movimento conferida na direção tangencial. Já sprays de cone cheio 
(full-cone) são produzidos por injetores que adicionam turbulência 
ao líquido através de micro-ranhuras, antes de empurrá-lo através 
do orifício. Pode-se utilizar no resfriamento por sprays um único 
injetor ou um arranjo de destes, a depender do tamanho da área a 
ser resfriada. A forma do spray também pode variar entre circular, 
oval, quadrada ou retangular. Alguns tipos de bicos injetam ainda ar 
junto com o líquido, com o objetivo de gerar gotículas menores e 
mais velozes. A Figura 1.3 ilustra exemplos de atomizadores.  

 
Figura 1.3  – (a) Atomizador de pressão de cone cheio ; (b) Atomizadores de 

pressão e rotação de cone vazado (pressure swirl nozzle); (c) Atomizador com 
injeção de gás interna; (d) Atomizador com injeção de gás externa.  

Fonte: Crowe, 2006. 
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Tipicamente, um spray formado por um atomizador não é composto 
de gotículas de diâmetro uniformes, mas sim por uma vasta gama 
de diâmetros de gotículas. Um parâmetro bastante frequente na 
literatura, que é utilizado por fabricantes para caracterizar injetores, 
é o diâmetro médio de Sauter (SMD - Sauter Mean Diameter). O 
SMD representa um diâmetro equivalente definido pela mesma 
relação volume/área das gotículas que compõe o spray. Logo, o 
SMD (ou 32d ) é dado por:  

∑
∑=

2
,

3
,

32

iGi

iGi

dN

dN
d  (1.1) 

Outro parâmetro bastante empregado nos estudos sobre o spray 
cooling é o número de Weber, que representa a razão entre as 
forças de inércia e as forças de tensão superficial do escoamento, e 
é definido por:  

σ
ρ dV

We
2

=  (1.2) 

O spray cooling pode ser feito em circuito fechado, geralmente no 
interior de uma câmara pressurizada, ou em ambiente aberto. O 
funcionamento de um sistema típico de resfriamento por sprays é 
descrito por Ashwood (2006) da seguinte maneira: o fluido de 
trabalho no estado líquido é bombeado para um bico injetor, ou para 
um arranjo de injetores, como já comentado, posicionados a certa 
distância da superfície a qual se deseja resfriar. Estes injetores 
atomizam o fluido, gerando uma nuvem de gotículas em forma de 
cone, que irá impactar sobre a superfície, como esquematizado na 
Figura 1.4.  
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Figura 1.4  – Diagrama esquemático do resfriamento de superfícies por sprays. 

Fonte: Selvan et al., 2006. 

Após o impacto das gotículas do spray com a superfície a ser 
resfriada, estas formam um fino filme de líquido que, dependendo 
das condições de operação, cobre ou não totalmente a superfície. O 
impacto subseqüente das gotículas sobre o filme dá origem à 
chamada atomização secundária, devido aos respingos gerados.  
A transmissão de calor que ocorre da superfície aquecida para o 
filme é caracterizada pelos altos fluxos de calor possíveis de serem 
removidos, mesmo quando há um baixo grau de 
superaquecimento3. Estudos presentes na literatura reportam fluxos 
de calor de até 1000 W/cm2 mantendo a temperatura da superfície a 
85°C (Hsieh et al., 2004), ao utilizar água como fluido de trabalho no 
resfriamento por sprays. Quanto menor a espessura do filme, mais 
eficiente é a transmissão de calor (Sodtke e Stephan, 2007). 

                                                 
 
3 Pequena diferença de temperatura entre a superfície e o filme de líquido. 
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Na Figura 1.5, pode ser visto o comportamento típico do fluxo de 
calor, em função da temperatura da superfície para o spray cooling. 
Observa-se um comportamento típico de transferência de calor com 
mudança de fase, com uma curva de ebulição (boiling curve) 
bastante característica. Nota-se claramente a existência de quatro 
regiões distintas, que são discutidas em detalhes a seguir. 

 
Figura 1.5  – Curva de ebulição para o spray cooling. 

Fonte: Moreira e Panão, 2006. 

Na primeira região, a convecção forçada monofásica no interior do 
filme é o modo dominante de transferência de calor. Aqui, a 
temperatura da superfície a ser resfriada é menor que a temperatura 
de saturação do fluido. O resultado é o chamado resfriamento por 
sprays sem mudança de fase. Com o aumento da temperatura 
começa a ocorrer a evaporação em filme, na interface líquido vapor. 
Na região B, a aplicação de um maior fluxo de calor resulta em uma 
temperatura da superfície acima da temperatura de saturação do 
fluido de trabalho. Isto intensifica a evaporação em filme e também 
ocasiona a ativação de sítios de nucleação de bolhas de vapor, 
resultando em um aumento significativo da transferência de calor. 
Como notado pela inclinação da curva nas Figuras 1.5 e 1.6, um 
incremento moderado na temperatura da superfície é acompanhado 
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por um grande incremento no fluxo de calor. Os sítios de nucleação 
são gerados em sua maioria a partir de imperfeições presentes na 
superfície a ser resfriada. Apesar da agitação gerada pelas bolhas 
também aumentar bastante a convecção forçada monofásica, é a 
ebulição nucleada o fenômeno responsável pelos altos fluxos de 
calor passíveis de serem removidos nesta região.  
Com o posterior aumento do fluxo de calor aplicado, a superfície vai 
se tornando saturada em sítios de nucleação e começa a ocorrer 
uma redução na capacidade de remoção de calor. O resultado é a 
diminuição na inclinação da curva de ebulição, até o ponto em que 
um pequeno aumento no fluxo de calor acarreta em uma brusca 
elevação da temperatura da superfície. Este é o chamado fluxo de 
calor crítico (CHF – Critical Heat Flux), e representa o ponto de 
máxima transmissão de calor possível entre a superfície e o filme. A 
temperatura correspondente ao CHF é denominada temperatura de 
Nukiyama (Moreira, 2006). 
A região C corresponde a uma região de transição, onde o contato 
entre a superfície e o líquido ocorre de forma intermitente, devido à 
presença de vapor entre a superfície e o filme, proveniente da 
evaporação. Um subseqüente aumento da temperatura vai tornando 
este contato cada vez mais raro até o ponto em que o líquido deixa 
de molhar a superfície. A temperatura mínima em que algum líquido 
mantém contato com a superfície é chamada de temperatura de 
Leidenfrost. 
Na região D, como as temperaturas bastante são altas, maiores que 
a temperatura de Leidenfrost, ocorre o fenômeno de ebulição em 
filme. Observado pela primeira vez em 1756, este importante 
fenômeno é causado pela presença constante de uma camada de 
vapor, que impede qualquer contato e reduz drasticamente a 
transferência de calor entre o filme de líquido e a superfície 
aquecida. 
Uma curva de ebulição para o resfriamento por sprays, construída a 
partir de dados experimentais obtidos por Yao e Choi (1987), pode 
ser vista na Figura 1.6. 
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Figura 1.6  – Curva de ebulição construída com dados experimentais. 

Fonte: Yao e Choi, 1987. 

A ebulição nucleada observada no resfriamento por sprays difere 
um pouco do regime convencional de ebulição, pelo fato de ocorrer 
em um filme de líquido de espessura bastante reduzida. Esta 
situação particular leva o nome de Ebulição Nucleada em Filmes 
Finos (em inglês, Nucleate Boiling at Low Liquid Levels ou Nucleate 
Boiling at Thin Liquid Films) e fornece coeficientes de transferência 
de calor consideravelmente maiores do que aqueles observados na 
ebulição nucleada em banho (Nishikawa et al., 1967; Mesler, 1976). 
O incremento na transferência de calor inerente à ebulição nucleada 
quando em filmes finos é explicado pela evaporação de um 
microfilme que recobre a superfície aquecida após a formação de 
uma bolha (Ishibashi e Nishikawa, 1969). Segundo Mesler (1976), 
na ebulição em filme fino, à medida que uma bolha é formada, esta 
coalesce ou desprende-se rapidamente da superfície, fazendo com 
que o filme líquido seja restabelecido prontamente. Isto evita que 
ocorra a evaporação total do microfilme, como é observado na 
ebulição em banho. Apesar de também proporcionar uma 
intensificação da transferência de calor, é um fenômeno de natureza 
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distinta da ebulição nucleada em espaços confinados, como no 
trabalho de Cardoso et al. (2008). 
Além disso, conforme apontado por Nishikawa et al. (1967), uma 
menor espessura do filme durante a ebulição altera o regime de 
circulação no interior do líquido, devido à convecção natural, e 
contribui para um maior surgimento de sítios de nucleação de 
bolhas, quando comparado à ebulição em banho. 
O resfriamento por sprays, com mudança de fase, tem recebido 
grande atenção em diversas aplicações industriais, onde um rápido 
e eficiente resfriamento é requerido. Resfriamento emergencial de 
reatores para geração de energia nuclear, combate de micro-
incêndios, resfriamento de pás de turbinas, aplicações metalúrgicas, 
médicas e agrícolas, e resfriamento de microcomponentes 
eletrônicos são apenas alguns exemplos. Nesta última, já há 
inclusive um exemplo de sucesso de aplicação comercial, no 
resfriamento de processadores nos supercomputadores Cray X1 
(Pautsch, 2001). 
Devido à sua complexidade, os fenômenos físicos pelos quais o 
calor é removido durante o spray cooling ainda não são totalmente 
compreendidos. Uma grande dificuldade encontrada é o fato de 
existir uma interdependência entre muitos fatores, o que dificulta 
análises individuais das variáveis. Outro ponto é que a ausência de 
um escoamento coerente a jusante do injetor dificulta a escolha de 
dimensões características para o desenvolvimento de correlações 
(Estes e Mudawar, 1995). Já para outras técnicas de resfriamento 
com mudança de fase, como o jet cooling por exemplo, a 
caracterização e desenvolvimento de correlações são facilitados 
pela existência de dimensões características bem definidas.  
Apesar de inúmeros trabalhos na literatura abordarem o tema, são 
poucos os que estudam o spray cooling em sistemas fechados, com 
uso de fluidos refrigerantes4 como fluido de trabalho. A água é 
indiscutivelmente o fluido mais utilizado nos estudos publicados, 
provavelmente devido às vantagens e conveniências associadas a 
esta escolha: custo, segurança e alta entalpia de vaporização. 
Porém, o uso da água apresenta alguns entraves, sendo que o mais 
importante é a necessidade de se ter a temperatura ambiente como 

                                                 
 
4 Fluido inerte há muito utilizado na refrigeração comercial por compressão mecânica. 
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limite mínimo de temperatura do fluido de trabalho, o que não ocorre 
com o uso de refrigerantes. 
Uma futura aplicação do estudo de sprays de fluido refrigerante 
seria o desenvolvimento de trocadores de calor que possam ser 
utilizados como evaporadores em sistemas compactos de 
refrigeração, o que possibilitaria o resfriamento por sprays a 
temperaturas mais baixas que a ambiente. Esta idéia é 
impulsionada pelos recentes progressos na concepção de 
compressores em escala reduzida, com considerável relação 
potência-peso, o que permite o desenvolvimento de sistemas de 
refrigeração menores. Para ilustrar, a Figura 1.7 mostra um mini 
compressor rotativo, fabricado pela empresa Aspen Systems. 

 
Figura 1.7  – Compressor em miniatura de 300 W. 

Fonte: Aspen System, 2007. 

A respeito da modelagem matemática do resfriamento por sprays, 
esta apresenta uma série de dificuldades devido ao fato de se ter os 
vários fenômenos físicos interagindo entre si num curto período de 
tempo. Alguns pacotes de simulação bastante sofisticados que 
consideram quase todas as variáveis envolvidas no processo, como 
o CFX e o FLUENT, estão disponíveis comercialmente. Porém, a 
aplicação prática destes requer profundo conhecimento de sprays e 
alguma experiência em programação (Silva et al., 2003). Assim, há 
uma considerável demanda por modelos simples e flexíveis, que 
possam ser utilizados para verificar possibilidades de utilização do 
spray cooling em novas aplicações, trazendo redução de custo e 
tempo. 
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1.1 Objetivo 

A presente dissertação tem por objetivo principal incrementar o 
conhecimento sobre os fenômenos físicos presentes no problema 
da transferência de calor por sprays de fluido refrigerante, visando 
sua futura aplicação em sistemas de refrigeração miniaturizados. 
Para isso, deve-se investigar detalhadamente e modelar os 
processos de transferência de calor com mudança de fase, 
pertencentes ao problema. 

1.2 Metas 

Para alcançar o objetivo proposto as seguintes metas foram 
delineadas: 

• Desenvolver um modelo analítico/numérico para 
caracterizar a hidrodinâmica e a transferência de calor das 
gotículas spray, desde a sua saída do bico injetor até o 
impacto delas com filme que se forma sobre a superfície a 
ser resfriada; 

• Desenvolver um modelo analítico/numérico para 
caracterizar a hidrodinâmica e a transferência de calor do 
filme de líquido que se forma sobre a superfície a ser 
resfriada; 

• Realizar a integração entre o modelo do spray e o 
modelo do filme. 

1.3 Prólogo 

No próximo capitulo é feita uma revisão bibliográfica acerca da 
literatura disponível para o tema. Os capítulos 3, 4, 5 e 6 expõem as 
equações da modelagem matemática do problema, enquanto que o 
capítulo 7 presta-se à descrição da metodologia utilizada na solução 
das equações. O capítulo 8 contém alguns resultados e a validação 
do modelo. Por fim, o capítulo 9 exibe as conclusões finais do 
trabalho. 
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2 Revisão Bibliográfica 

Ao longo dos anos, vários trabalhos relacionados ao resfriamento de 
superfícies por sprays têm sido desenvolvidos, tanto para o regime 
monofásico (sem ebulição nucleada) quanto para o regime bifásico 
(com ebulição nucleada). A grande maioria apresenta enfoque 
experimental, onde o problema é estudado para diferentes fluidos 
de trabalho e condições de operação. Uma menor parcela presta-se 
à modelagem matemática dos fenômenos que governam o spray 
cooling, apresentando soluções analíticas ou numéricas. Outros 
autores utilizam ainda as informações disponíveis na literatura para 
efetuar comparações entre diferentes técnicas de resfriamento.  
A seguir são revisados alguns dos trabalhos mais relevantes que 
abordam o estado da arte do spray cooling e a sua modelagem. 
Também são revisados na sequência estudos experimentais do 
resfriamento por sprays, alguns dos quais foram utilizados na 
validação do modelo proposto neste trabalho. São mostrados ainda 
trabalhos que estudam a ebulição nucleada em filmes finos, já que, 
como discutido anteriormente, a compreensão deste é de vital 
importância para uma correta modelagem do resfriamento por 
sprays com mudança de fase. 

2.1 Estado da arte do spray cooling 

Elaborado partir de uma extensa revisão bibliográfica, o trabalho de 
Kim (2007) apresenta uma visão geral sobre as características da 
técnica do resfriamento de superfície por sprays, abordando seus 
principais pontos fortes e fracos, e descrevendo os fenômenos 
físicos envolvidos. Alguns mecanismos de transferência de calor 
propostos tanto para o spray cooling em regime monofásico, quanto 
para o regime bifásico são detalhados e discutidos. Kim também 
apresenta uma explanação resumida sobre os efeitos que 
mudanças na configuração do spray, como a injeção de um gás não 
condensável junto com o líquido, a alteração da inclinação do spray 
e a utilização de superfícies de geometria não lisa, possuem sobe a 
eficiência do resfriamento. Segundo o autor, o parâmetro de maior 
influência do spray na transferência de calor que ocorre da 
superfície para o filme é a velocidade de impacto das gotículas com 
o filme. Alguns modelos, que objetivam reproduzir a transferência de 
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calor no resfriamento por sprays, são expostos. Kim conclui que a 
modelagem do resfriamento por sprays foi pouco explorada, 
principalmente devido ao fato de que os mecanismos atuantes no 
spray cooling são ainda pouco conhecidos. Este trabalho constitui 
uma fonte de referência importante e serve atualmente como 
introdução para qualquer estudo acerca do resfriamento de 
superfícies por sprays. 
Kandlikar e Bapat (2007) realizaram um estudo comparativo entre 
três diferentes técnicas de remoção de altos fluxos de calor para 
aplicação no resfriamento de componentes eletrônicos: jatos 
colidentes, sprays e microcanais. Com base em dados disponíveis 
na literatura, uma revisão crítica abordando os aspectos de cada 
técnica é apresentada. Eles concluíram que, apesar dos fluxos de 
calor máximos reportados no resfriamento por jatos serem maiores 

(da ordem de até 2000 2cmW  utilizando água), as técnicas do 
spray cooling e dos microcanais são mais recomendadas para 
aplicação em componentes eletrônicos, pois apresentam uma maior 
uniformidade na remoção do calor. 
Shedd (2007) apresenta um estudo sobre o que ele chama de “nova 
geração de spray cooling”. Ele descreve como se deu a evolução do 
entendimento acerca do resfriamento por sprays até hoje, e qual o 
impacto disso no desenvolvimento desta tecnologia. O autor aborda 
as diferentes configurações dos sistemas de resfriamento por 
sprays atualmente estudadas. Ele também pontua alguns fatores os 
quais considera serem os maiores limitantes no atual desempenho 
destes sistemas, como por exemplo, a dificuldade de se manter um 
filme fino e contínuo sobre a superfície a ser resfriada. Tomando 
como base esses fatores, um protótipo composto de uma série de 
orifícios atomizadores dispostos em linha, e que formam sprays que 
incidem com ângulo de °45  sobre a superfície, é sugerido. Apesar 
de estudos preliminares do protótipo mostrarem que é possível a 

remoção de fluxos de calor de até 140 2cmW , utilizando FC-72 
como fluido de trabalho, Shedd afirma que mais testes devem ser 
efetuados antes de se comprovar a eficiência desta nova 
configuração. 
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2.2 Modelagem do spray cooling 

Aguilar et al. (2000) implementaram um modelo analítico para 
prever a temperatura média um spray de R134a em uma atmosfera 
de ar. Foi assumido que a evaporação das gotículas segue a lei do 
diâmetro quadrado (D2-law)5, corrigida para o efeito da convecção 
forçada. A desaceleração das gotículas é modelada com base na 
segunda lei de Newton, considerando o arrasto entre elas e o ar 
quiescente.  A partir da equação da conservação da energia, a 
temperatura média das gotículas em função da distância para o 
atomizador é obtida. Os resultados previstos pelo modelo foram 
comparados com resultados experimentais e apresentaram boa 
concordância, como mostrado na Figura 2.1, onde valores da taxa 
de evaporação e da temperatura das gotículas foram colocados em 
função da distância do atomizador. 

 
Figura 2.1  – Taxa de evaporação e temperatura média das gotículas como 

função da distância do injetor. 

Fonte: Aguilar et al., 2000. 

Rahimi et al. (2002) desenvolveram um modelo matemático para 
estudar a transferência de calor e massa no problema de 
resfriamento de um escoamento de gás não condensável pela 
utilização de um spray de líquido (resfriamento evaporativo). A 
modelagem é feita aplicando equações de balanço de massa, 
quantidade de movimento e energia para o líquido e para o gás, 
considerando regime permanente. A troca de calor e massa entre as 
fases é modelada através de coeficientes de transferência de calor 
e de difusão de massa retirados de correlações da literatura. Com o 

                                                 
 
5 Modelo semi-analítico largamente utilizado nos estudo de motores para modelar a evaporação das 
gotículas de combustível. 
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objetivo de tornar a solução mais realista, os autores adotaram uma 
função distribuição para o diâmetro das gotículas, em detrimento ao 
uso de um valor médio. O problema foi resolvido numericamente e 
os resultados mostraram-se bastante próximos a valores obtidos 
experimentalmente. 
Li et al. (2001) apresentaram um modelo simplificado para a 
transferência de calor no resfriamento de uma superfície por um 
spray. Eles dividiram o problema em três partes: transferência de 
calor entre as gotículas e o vapor; transferência de calor entre o 
filme formado e a superfície; e transferência de calor entre a 
superfície e o vapor. A temperatura da superfície foi admitida 
constante. Interações entre as gotículas foram ignoradas, tanto para 
o spray quanto para o filme. O transporte de calor entre as gotículas 
e o vapor é modelado utilizando o conceito de solução por 
superposição. A equação da energia é resolvida isoladamente para 
as gotículas de líquido e para a fase vapor, e a solução geral é 
calculada como sendo a soma dos dois efeitos. Já a transferência 
de calor entre o filme formado pelas gotículas e a superfície é 
resolvida a partir da condução unidimensional através do filme, 
sendo o tempo de residência de uma gotícula na superfície 
calculado por meio de uma correlação obtida da literatura. A 
velocidade de impacto com a superfície, necessária para o cálculo 
do tempo de residência, é obtida simulando o spray no código 
comercial de CFD FLUENT, utilizando um modelo de partículas 
discretas. Já o transporte de calor entre a superfície e o escoamento 
de vapor é calculado via convecção monofásica, também a partir de 
correlações da literatura. Os valores de fluxo de calor fornecidos 
pelo modelo foram comparados com resultados experimentais e 
uma boa concordância foi observada. 
Um modelo unidimensional para análise do resfriamento evaporativo 
mediante a vaporização de um spray de água em um escoamento 
de ar foi desenvolvido por Silva et al. (2003). A fase líquida é 
modelada através da abordagem de partículas discretas, de 
formulação lagrangeana. Já o escoamento do ar é resolvido por 
uma formulação euleriana. As equações de conservação da massa, 
quantidade de movimento e energia são apresentadas, para cada 
fase, em sua forma diferencial. O SMD foi adotado como o valor 
médio para o diâmetro das gotículas. Conceitos de difusão mássica 
e psicrometria são empregados para modelar a evaporação das 
gotículas. O acoplamento entre as fases líquido e vapor é efetuado 
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através do uso de termos fontes. Também é levada em conta a 
entrada de ar externo para o interior do cone do spray, através de 
uma lei de arraste turbulento. A solução do problema consiste em 
resolver um sistema de equações diferenciais, não homogêneo. O 
modelo de Silva et al. permite que se conheça o comportamento das 
gotículas de líquido ao longo do spray. Resultados experimentais 
para validação não foram encontrados, porém, uma análise 
paramétrica mostrou que o modelo desenvolvido é consistente.  
Com relação a estudos sobre a modelagem do filme formado sobre 
a superfície, Watson (1964) realizou uma análise da hidrodinâmica 
do filme a partir de uma aproximação de camada limite viscosa. O 
modelo tem como base as equações de conservação da massa e 
da quantidade de movimento, em formulação diferencial. O 
escoamento é assumido como sendo laminar. Considerou-se que os 
efeitos de retardamento do filme devido à viscosidade são 
contrabalanceados pela inércia do escoamento. Uma condição 
cinemática conectando a espessura à velocidade do filme foi 
assumida. A tensão de cisalhamento entre o filme e o fluido 
ambiente, e os efeitos gravitacionais foram desprezados. Valores de 
espessura e velocidade média do filme foram comparados com 
observações experimentais e mostraram concordância razoável. 
Pautsch (2004) implementou um modelo numérico bastante simples 
para prever os valores de espessura e velocidade, em um filme 
adiabático formado por um spray. A modelagem é feita com base 
em um balanço de massa em um volume de controle diferencial. 
Parte-se da hipótese que a quantidade de movimento associada ao 
impacto das gotículas no filme é diretamente contrabalanceada pelo 
cisalhamento do filme sobre a superfície. Um fator de correção 
empírico adicional é utilizado para levar em conta que nem toda 
quantidade de movimento das gotículas é transferida para o filme. 
Os parâmetros de entrada do modelo (distribuição do fluxo de 
massa e velocidade de impacto das gotículas no filme) foram 
obtidos experimentalmente com a utilização de um equipamento de 
Phase Doppler Particle Analyzer (PDPA). O modelo previu que o 
filme formado é mais fino no centro do spray e mais espesso na 
periferia. Os valores de espessura do filme calculados pelo modelo 
foram comparados com medições experimentais, obtidas utilizando-
se de um laser de diodo e de uma câmera fotográfica, alcançando 
satisfatória concordância entre os resultados. Com o mesmo 
aparato experimental, Pautsch realizou também um estudo para 



 50 

investigar a transferência de calor presente no resfriamento de uma 
superfície por sprays com mudança de fase. Valores de coeficientes 
de transferência e fluxos de calor crítico foram obtidos para 
diferentes arranjos de atomizadores. 
Um estudo sobre o escoamento e a transferência de calor em um 
filme, formado sobre uma superfície lisa a partir do impacto de um 
jato circular sobre esta, foi feito por Lienhard (2006). O filme foi 
dividido em cinco regiões distintas, sendo elas: região de 
estagnação; região de camada limite laminar; região de viscosidade 
dominante; região de transição e desenvolvimento da turbulência; e 
região de turbulência plenamente desenvolvida, como mostrado na 
Figura 2.2. Soluções analíticas para a espessura da camada limite, 
juntamente perfis de velocidades específicos para cada região, 
foram utilizados para caracterizar a hidrodinâmica do filme. Já a 
transferência de calor foi modelada com o uso de correlações para o 
coeficiente de transferência, obtidas da literatura. O modelo não 
contempla mudança de fase. Comparação dos valores previstos 
com resultados obtidos experimentalmente mostrou boa 
concordância.  

 
Figura 2.2  – Divisão do filme de líquido em regiões. 

Fonte: Lienhard, 2006. 
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Outro modelo que objetiva reproduzir a hidrodinâmica de um filme, 
formado pelo impacto do spray em uma superfície, foi desenvolvido 
por Ashwood (2006). O modelo tem como base balanços de massa 
e quantidade de movimento em um volume de controle diferencial. 
Utiliza-se a aproximação de que o filme pode ser dividido em duas 
camadas: a subcamada limite viscosa e a região turbulenta. Um 
perfil de velocidades adimensional, baseado em parâmetros obtido 
por simulação numérica via código de CFD, foi empregado. Assim 
como no modelo de Pautsch (2004), o spray não é resolvido e a 
velocidade de impacto das gotículas no filme é parâmetro de 
entrada no modelo. Há também a necessidade da utilização de um 
fator empírico adicionais para corrigir a parcela da quantidade de 
movimento das gotículas que é transferida para o filme. Resultados 
próximos aos experimentais foram observados para os valores de 
tensão de cisalhamento média na superfície. Ashwood também 
apresenta uma correlação para prever a transferência de calor no 
filme, em regime monofásico. Esta foi modelada analiticamente 
partindo-se da hipótese de que existe uma analogia entre os 
transportes de entalpia e de quantidade de movimento no filme. Os 
valores do coeficiente de transferência de calor, previstos pela 
correlação, foram comparado com resultados experimentais obtidos 
pelo próprio autor, para diferentes fluidos de trabalho e arranjos de 
injetores. Os resultados foram bastante próximos, com erro máximo 
da ordem de 20%. Entretanto, o uso de fatores empíricos constitui 
uma limitação relevante deste modelo. 
Uma modelagem de um filme disperso formado a partir aspersão de 
uma superfície por um spray foi desenvolvida por Bonacina et al. 
(1979). A partir da transferência de calor em uma única gotícula e 
do uso do conceito de razão de cobertura da superfície pelo líquido, 
a temperatura e o coeficiente de transferência de calor médio da 
superfície foram obtidos. A transferência de calor e a evaporação da 
gotícula de líquido são calculadas via condução transiente em um 
disco cilíndrico. Um aparato experimental foi construído para validar 
o modelo e a comparação entre os resultados foi considerada 
satisfatória. 
Também com relação ao estudo de um filme formado pelo impacto 
de uma única gotícula sobre uma superfície, Pasandideh-Fard et al. 
(1996) apresentam um abordagem numérico-experimental deste 
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fenômeno. O modelo numérico consiste na solução da equação de 
Navier-Stokes através do algoritmo SOLA-VOF6 modificado, 
utilizado para modelar a deformação da gotícula sobre a superfície. 
A influência dos valores de tensão superficial e do ângulo de contato 
sobre a dinâmica da deformação da gotícula foi estudada. Os 
autores também conduziram diversos experimentos e obtiveram 
medições do ângulo de contato através de fotografias, para 
diferentes condições. A comparação entre os resultados gerados 
numericamente e as fotografias dos experimentos mostraram que o 
modelo previu corretamente o formato da gotícula durante a 
deformação, porém superestimou o ângulo de contato. Pasandideh-
Fard et al. também desenvolveram um modelo analítico para prever 
o diâmetro máximo de espalhamento da gotícula, com base em um 
balanço de energia antes e após sua deformação. Os resultados do 
modelo se mostraram muito próximos aos dos resultados 
experimentais reportados na literatura disponível.  
Aoki (1999) desenvolveu um modelo que caracteriza a transferência 
de calor e massa em um filme formado pelo impacto de uma 
gotícula esférica com uma superfície mantida à temperatura 
constante. É assumido que, após o impacto, a gotícula adquire a 
forma de um disco cilíndrico, de altura e diâmetro conhecidos. Além 
disso, considera-se que o gradiente de temperatura ao longo da 
espessura do filme pode ser aproximado como linear, e também que 
não há ocorrência de ebulição nucleada. O tempo para a gotícula 
evaporar totalmente e o fluxo de calor removido da superfície são 
calculados utilizando equações de conservação da massa e da 
energia. Aoki também propõe uma equação empírica para calcular o 
coeficiente de transferência de calor máximo durante a evaporação 
da gotícula, com a utilização de dois parâmetros de ajuste obtidos 
experimentalmente. A comparação dos resultados do modelo com 
valores experimentais, para diferentes condições, mostrou boa 
concordância. 
Pasandideh-Fard et al. (1999) estudaram o resfriamento transiente 
de uma superfície lisa pelo impacto de uma gotícula de água, 
utilizando para isso simulação numérica e experimentos. A 
modelagem numérica da fluidodinâmica e da transferência de calor 
                                                 
 
6 VOF (Volume of Fluid) é um algoritmo numérico Euleriano que rastreia e localiza uma interface 
livre ou uma interface entre dois fluidos utilizando o conceito de fração volumétrica. SOLA-VOF 
(Solution Algorithm of Volume of Fluid) é um código numérico que resolve o algoritmo VOF. 
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durante a deformação da gotícula foi feita utilizando o modelo VOF. 
Amplas faixas de temperatura inicial da superfície e de velocidade 
de impacto da gotícula foram estudadas tanto no modelo numérico 
quanto nos experimentos. Os resultados numéricos e experimentais 
apresentaram boa concordância entre si. Pasandideh-Fard et al. 
observaram que a velocidade de impacto das gotículas possui 
pouca influência sobre o comportamento transiente da temperatura 
da superfície, e que seu único efeito é o aumento da área molhada 
pela gota. Uma modelagem analítica unidimensional da 
transferência de calor através do filme também foi apresentada. O 
modelo analítico apresentou resultados bastante satisfatórios 
quando comparados com os resultados da simulação numérica, 
mostrando que os fenômenos físicos de maior importância foram 
razoavelmente representados. 
Nas Tabelas 2.1, 2.2 e 2.3 é feito um resumo da revisão 
bibliográfica sobre os modelos da literatura que reproduzem alguns 
dos fenômenos que compõe o resfriamento por spray. Aqui não se 
levou em conta as hipóteses simplificativas adotadas pelos autores 
ou se a solução de cada fenômeno é parcial ou total. 

Tabela 2.1  – Resumo dos modelos da literatura (parte 1). 

  Aguilar et al. 
(2000) 

Rahimi et al. 
(2002) 

Li et al. 
(2001) 

Silva et al. 
(2003) 

Hidrodinâmica do 
Spray Sim Sim Não Sim 

Transferência de 
calor no Spray Sim Sim Sim Sim 

Transferência de 
massa no Spray Sim Sim Não Sim 

Hidrodinâmica do 
Filme Não Não Não Não 

Transferência de 
calor no Filme Não Não Sim Não 

Transferência de 
massa no Filme Não Não Não Não 
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Tabela 2.2  – Resumo dos modelos da literatura (parte 2). 

 
Tabela 2.3  – Resumo dos modelos da literatura (parte 3). 

 

2.3  Estudos experimentais sobre spray cooling 

Estes e Mudawar (1995) realizaram um estudo sobre o spray 
cooling com mudança de fase. Experimentos foram realizados com 
o objetivo de melhor entender os mecanismos atuantes no 

  Watson 
(1964) 

Pautsch 
(2004) 

Lienhard 
(2006) 

Ashwood 
(2006) 

Hidrodinâmica do 
Spray Não Não Não Não 

Transferência de 
calor no Spray Não Não Não Não 

Transferência de 
massa no Spray Não Não Não Não 

Hidrodinâmica do 
Filme Sim Sim Sim Sim 

Transferência de 
calor no Filme Não Não Sim Sim 

Transferência de 
massa no Filme Não Não Não Não 

  
Bonacina et 

al. (1979) 

Pasandideh-
Fard et al. 

(1996) 
Aoki (1999) 

Pasandideh-
Fard et al. 

(1999) 

Hidrodinâmica do 
Spray Não Não Não Não 

Transferência de 
calor no Spray Não Não Não Não 

Transferência de 
massa no Spray Não Não Não Não 

Hidrodinâmica do 
Filme Sim Sim Sim Sim 

Transferência de 
calor no Filme Não Não Sim Sim 

Transferência de 
massa no Filme Não Não Não Não 



 55 

problema. Foram utilizados três diferentes fluidos de trabalho: FC-
72, FC-87 e água. Os efeitos do tipo de injetor, da vazão injetada e 
do grau de subresfriamento sobre o coeficiente de transferência de 
calor foram investigados. Com base em medições do diâmetro das 
gotículas feitas utilizando um equipamento de PDPA, os autores 
obtiveram uma correlação para SMD em função dos números de 
Reynolds e de Weber. A análise dos resultados mostrou que o CHF 
é fortemente influenciado pelos valores de SMD e da vazão de 
injeção. Outra correlação, essa para cálculo do CHF, foi então 
desenvolvida.  
Dentre os estudos experimentais que empregam fluidos 
refrigerantes no spray cooling, destaca-se o trabalho de Hsieh et al. 
(2004). O resfriamento de superfícies por sprays de R134 com 
mudança de fase, foi estudado para diversas condições. Através de 
imagens obtidas por uma câmera de alta velocidade, o fenômeno da 
ebulição nucleada pode ser visualizado. O spray cooling utilizando 
água destilada como fluido de trabalho também foi abordado. Como 
era de se esperar, os valores dos coeficientes de transferência de 
calor obtidos para a água foram bem maiores do que para o R134a. 
Os efeitos do tratamento superficial e da geometria da superfície 
sobre a transferência de calor no spray cooling, sem mudança de 
fase, foi estudado por Sodtke e Stephan (2006). O fluido de trabalho 
utilizado foi a água. Um equipamento de termografia infravermelha 
foi usado para obter a fração da área do aquecedor recoberta pelo 
filme de líquido. Acreditando que uma alteração no comprimento da 
linha de contato sólido-líquido-gás pudesse levar a uma 
transferência de calor mais eficiente no filme, configurações com 
diferentes geometrias superficiais foram testadas e seus resultados 
comparados com os de superfícies lisas. Sodtke e Stephan 
observaram um ganho significativo na transmissão de calor 
utilizando superfícies com microranhuras usinadas em formato de 
pirâmides, como mostrado na Figura 2.3.  O efeito da distância entre 
placa e injetor sobre a transferência de calor também foi estudado 
pelos autores. Eles observaram que, quanto menor a distância, 
maiores eram os gradientes de temperatura na superfície da placa.  
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Figura 2.3  – Microranhuras piramidais usinadas sobre a superfície a ser 

resfriada.  

Fonte: Sodke e Stephan, 2007. 

Freund et al. (2007) realizaram medições do coeficientes de 
transferência de calor no resfriamento por sprays sem mudança de 
fase, utilizando-se da técnica de termografia infravermelha. Foram 
estudados dois tipos arranjos para os injetores, com um e quatro 
orifícios. O fluido de trabalho utilizado foi o FC-72. A distribuição 
espacial dos coeficientes de convecção local pôde ser obtida para 
diferentes fluxos de massa de fluido refrigerante, como ilustra a 
Figura 2.4. Freund et al. compararam os resultados utilizando 
termografia infravermelha com medições por termopares e 
observaram razoável concordância entre eles, com erro máximo da 
ordem de 25%. 
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Figura 2.4  – Distribuição do coeficiente de transferência de calor em KcmW 2  

para (a) 0,234; (b) 0,352; (c) 0,528 scmml 2 . 

Fonte: Freund et al., 2007. 

Um equipamento de velocimetria laser doppler foi utilizado por 
Hsieh e Tien (2007) para caracterizar os perfis de velocidade das 
gotículas em um spray de R134a. Perfis de velocidades axiais e 
radiais, além de valores de flutuações de velocidade, foram obtidos 
para diferentes posições distantes do injetor. Observou-se pelos 
resultados, mostrados na Figura 2.5, que os perfis de velocidades 
das gotículas seguem uma distribuição gaussiana. Medições do 
coeficiente de transferência de calor para o resfriamento de uma 
superfície sem mudança de fase também foram feitas. A partir dos 
resultados obtidos, Hsieh e Tien concluíram que o número de 
Weber possui grande influência tanto na dinâmica do spray, como 
na transferência de calor da superfície para o fluido. Uma correlação 
para o número de Nusselt em função do número de Weber e do 
SMD foi proposta. 



 58 

 
Figura 2.5  – Campo de velocidade axial e flutuação de velocidade no spray. 

Fonte: Hsieh e Tien, 2007. 

Chen et al. (2007) estudaram o resfriamento por sprays de 
superfícies com baixo grau de superaquecimento, tanto em regime 
monofásico quanto em regime bifásico. Água foi o fluido de trabalho 
utilizado. Foram analisados os efeitos do fluxo de calor aplicado, do 
fluxo de massa e da orientação do spray sobre a transferência de 
calor. Chen et al. obtiveram valores do coeficiente de transferência 
de calor para diversas situações. Comparando resultados do 
resfriamento por sprays com resultados da ebulição em banho em 
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condições similares, retirados da literatura, observou-se que o 
coeficiente de transferência de calor do primeiro é praticamente o 
dobro do segundo, como ilustra a Figura 2.6. 

 
Figura 2.6  – Comparação entre o coeficiente de transferência de calor do spray 

cooling (pontos) e da ebulição em banho. 

Fonte: Chen et al., 2007. 

Um estudo comparativo do desempenho de três diferentes fluidos 
de trabalho no resfriamento por sprays foi realizado por 
Khodabandeh et al. (2007).  Os fluidos analisados foram FC-72, FC-
87 e R245fa. Diferentes condições de vazão mássica e fluxo de 
calor foram aplicadas e os resultados para os três fluidos foram 
comparados. O R245fa apresentou valores de coeficientes de 
transferência de calor muito maiores que os dos outros fluidos. Os 
autores atribuíram esta melhor performance às melhores 
propriedades térmicas do R245fa. 

2.4 Ebulição nucleada em filmes finos 

Nishikawa et al. (1967) estudaram o influência do nível do líquido na 
transferência de calor durante o regime de ebulição nucleada. Os 
resultados para o coeficiente de transferência de calor em função da 
altura nível de fluido são mostrados na Figura 2.7. Observou-se que, 
para níveis de líquido maiores que 10 mm, o coeficiente de 
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transferência de calor não sofre qualquer influência da mudança no 
nível de líquido, permanecendo praticamente constante. Já para 
valores menores que 5  mm observa-se um aumento substancial na 
transferência de calor à medida que diminui a espessura do filme. A 
partir de resultados obtidos para água destilada, Nishikawa et al. 
desenvolveram uma correlação para o coeficiente de transferência 
de calor em função da espessura do filme. Os valores obtidos com a 
correlação foram comparados com resultados experimentais para 
água e álcool etílico, sendo obtida boa concordância. 

 
Figura 2.7  – Efeito da espessura do filme na transferência de calor da ebulição 

nucleada. 

Fonte: Nishikawa et al., 1967. 

O fenômeno da nucleação de bolhas em filmes finos foi estudado 
por Mesler (1976). Um aparato experimental foi utilizado para 
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visualizar o processo de nucleação e crescimento das bolhas no 
filme. O autor utilizou imagens do filme provenientes de filmagens 
em alta velocidade e simultânea medição da temperatura da 
superfície para descrever os mecanismos responsáveis pelos altos 
fluxos de calor removidos durante o fenômeno. Mesler concluiu que 
uma das causas para haver maior transferência de calor na ebulição 
nucleada em filmes finos, quando comparada com a ebulição em 
banho, é um tempo de vida de bolhas menor nos filmes finos, o que 
torna a evaporação do microfilme existente entre a bolha e a 
superfície mais efetiva. 
Mesler e Mailen (1977) estudaram experimentalmente a ebulição 
nucleada em filmes finos formados sobre uma superfície. O objetivo 
do estudo foi investigar o possível efeito que o pequeno 
afastamento existente entre a superfície a alta temperatura, e o 
vapor acima do filme possui sobre os mecanismos de transferência 
de calor. Um aparato de testes foi construído e imagens do filme 
durante a ebulição nucleada foram obtidas. Os resultados 
mostraram que pequenas bolhas formadas pelo fenômeno 
conhecido por nucleação secundária (secondary nucleation) 
adquirem condições ideais de crescimento, devido à proximidade 
com a superfície a alta temperatura. A nucleação secundária, que é 
aditiva àquela originada pelos sítios de nucleação usuais sobre a 
superfície, ocorre devido à ruptura do filme, formando gotículas que, 
ao se depositarem novamente sobre ele entranham pequenas 
bolhas de vapor que podem chegar à camada superaquecida junto 
à superfície. Os autores concluíram que este fenômeno contribui 
significantemente para a melhor eficiência da transferência de calor 
na ebulição nucleada em filmes finos. 
Mais recentemente, Narumanchi et al. (2007) realizaram um estudo 
numérico da ebulição nucleada em um filme fino de líquido formado 
pela colisão de um jato sobre uma superfície. O problema foi 
resolvido com o auxílio do pacote FLUENT, sendo que a ebulição 
nucleada foi resolvida com o uso de uma equação que modela a 
nucleação e propagação das bolhas, implementada através de uma 
sub-rotina externa. Os resultados numéricos para água e R113 
foram comparados com dados experimentais existentes na literatura 
e apresentaram razoável concordância. 
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2.5 Escopo do trabalho 

A revisão bibliográfica acima mostrou que são poucos trabalhos que 
utilizam fluidos refrigerantes como fluido de trabalho no spray 
cooling. 
Outra questão que fica evidente é que a maioria dos trabalhos 
disponíveis na literatura, sobre modelagem do spray cooling, resolve 
apenas uma das sub-partes que compõem o problema, e a faz de 
forma isolada. Nenhum dos trabalhos pesquisados resolve o spray 
cooling de forma integrada. Também nota-se que há vários 
trabalhos que se utilizam de constantes de ajuste ou de dados 
experimentais para fornecer a solução. Isto os torna dependentes e 
limitados quanto ao estudo de diferentes condições.  
Assim, o presente trabalho tem como meta o desenvolvimento de 
um modelo computacional que seja isento de parâmetros de ajuste 
adicionais, e que descreva de forma razoável os mecanismos 
envolvidos no problema do resfriamento de superfícies por sprays 
de fluidos refrigerantes. 
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3 Modelo do Spray 

A modelagem matemática do spray cooling neste trabalho é feita 
dividindo-se o problema em duas partes principais: uma que resolve 
o spray de gotículas formado pelo atomizador, e a outra resolve o 
filme gerado pelo impacto das gotículas sobre a superfície a ser 
resfriada, como mostra a Figura 3.1. Há ainda um terceiro modelo 
intermediário que faz a integração entre o spray e o filme, e que 
também determina se o filme formado é contínuo ou descontínuo. 
Esta diferenciação é necessária, pois, dependendo do tipo do filme, 
a formulação empregada para sua solução é bastante diferente.  

Spray

Filme de líquido

Modelo 1

Modelo 2

Spray

Filme de líquido

Modelo 1

Modelo 2

 
Figura 3.1  – Geometria do problema do spray cooling. 

Neste capítulo são desenvolvidas as equações utilizadas para a 
modelagem do spray. No capítulo 4, o modelo que faz a integração 
entre spray e filme, e que determina o tipo do filme, é apresentado. 
Os modelos dos filmes contínuo e descontínuo são mostrados nos 
capítulos 5 e 6, respectivamente. 
O modelo do spray consiste na solução de equações de balanço de 
massa, quantidade de movimento e energia, aplicadas a um volume 
de controle infinitesimal unidimensional.  
Considera-se para todos os cálculos que o spray de líquido se 
desenvolve em formato de um cone perfeito, de abertura constante 
θ . Assim, o volume de controle adotado consiste em um tronco de 



 64 

cone, correspondendo a uma porção de espessura z∆  do spray. O 
volume de controle é limitado lateralmente pela fronteira do cone 
spray, e transversalmente por duas superfícies de controle paralelas 
espaçadas por uma pequena distância, conforme mostrado na 
Figura 3.2.   

z∆

ẑ

VL AAA ,2,22 +=

VL AAA ,1,11 +=
1n̂

2n̂

GAint,∆

latA∆

latn̂

 
Figura 3.2  – Volume de controle infinitesimal adotado para o spray. 

As hipóteses simplificativas adotadas para a resolução do 
escoamento do spray são: 

• Regime permanente; 

• Escoamento incompressível; 

• Gotículas de líquido do spray são esféricas; 

• Variação de energia potencial desprezível; 

• Não há coalescência7 ou fragmentação das gotículas; 

• As variáveis do spray são tomadas como as médias na 
seção transversal do spray; 

• Temperatura da fase vapor uniforme e constante; 

• Transferência de calor por radiação desprezível; 

• Ângulo de abertura do jato de spray é constante; 

• Substância pura, sem difusão de espécies; 

                                                 
 
7 Segundo o dicionário Aurélio, coalescer significa unir, aglutinar, justapor. 
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3.1 Conservação da massa 

A equação da conservação da massa na forma integral é dada por 
(Fox e McDonald, 2001):  

( ) 0ˆ =⋅+∀
∂
∂

∫∫∀ dAnVd
t SCC

r
ρρ  (3.1) 

onde n̂  é o vetor unitário normal à superfície de controle. 

Com a hipótese de regime permanente, pode-se desprezar o 
primeiro termo da equação (3.1). Logo,  

( ) 0ˆ =⋅∫ dAnV
SC

r
ρ  (3.2) 

Aplicando a conservação da massa para a fase líquida no volume 
de controle da Figura 3.2, e considerando que não há transporte de 
massa de líquido pela superfície lateral do volume de controle, tem-
se:  

( ) ( ) ( ) 0ˆˆˆ
int,,2,1,

=⋅+⋅+⋅ ∫∫∫ dAnVdAnVdAnV
GSC LLLSC LLLSC LL

rrr
ρρρ  (3.3) 

O transporte de massa através da superfície interfacial entre a fase 
líquida e a fase vapor é ilustrado na Figura 3.3, onde o volume de 
controle representa de uma forma genérica toda área interfacial 
entre as gotículas de líquido e a fase vapor. 
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INTVn ,ˆ ẑ

( )intint, RV LL

r
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r
−ρ

Fase vaporFase líquida

( )intint, RV VV

r
&

r
−ρ

INTLn ,ˆ
INTVn ,ˆ ẑẑ

( )intint, RV LL

r
&

r
−ρ

Fase vaporFase líquida

( )intint, RV VV

r
&

r
−ρ

 
Figura 3.3  – Balanço de massa na interface entre as fases líquida e vapor. 

Reescrevendo a equação (3.3) com a notação utilizada nas Figuras 
3.2 e 3.3, tem-se: 
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( ) ( )
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rr
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onde Lρ  é a massa específica do líquido, LV ,1

r
 é o vetor velocidade 

do líquido na superfície de controle 1, LV ,2

r
 é o vetor velocidade do 

líquido na superfície de controle 2,  1n̂  é o vetor unitário normal à 
superfície de controle 1, 2n̂  é o vetor unitário normal à superfície de 

controle 2, LA ,1  é a área da superfície de controle 1 relativa à fase 

líquida, LA ,2  é a área da superfície de controle 2 relativa à fase 

líquida, LVint,

r
 é o vetor velocidade da massa que atravessa a 

interface líquido-vapor relativo ao líquido, intR
r
&  é a velocidade em que 

a interface líquido-vapor se movimenta em relação a um referencial 
estacionário, Lnint,ˆ  é o vetor unitário normal à interface líquido-vapor 

relativo à fase líquida, e GAint,∆  é a área da interface líquido-vapor 

contida entre as superfícies 1 e 2. 
Fazendo uma análise do terceiro termo da equação (3.4), nota-se 
que este representa a vazão, ou seja, a massa por unidade de 
tempo, que atravessa a interface entre líquido e vapor, devido à 
transferência de massa por evaporação ou condensação. Neste 
ponto deve ser estipulado um sentido para este transporte de 
massa, sendo que este será utilizado em todos os termos de fluxos 
interfaciais. Será considerado positivo o fluxo de massa da 
evaporação, ou seja, o fluxo de massa da fase líquida para a fase 
vapor. Resolvendo os produtos escalares, respeitando o sentido da 
transferência de massa, tem-se: 

( ) ( ) 0int,intint,,2,2,1,1 =∆−++− ∫∫∫ GLLLLLLLL AdRVdAVdAV &ρρρ  (3.5) 

O fluxo de massa, ou seja, a taxa de massa por unidade de área, 
interfacial pelo lado do líquido pode ser escrito por: 

( )intint,int, RVm LLL
&& −=′′ ρ  (3.6) 

Assim, 

( ) 0int,int,,2,2,1,1 =∆′′++− ∫∫∫ GLLLLLLL AdmdAVdAV &ρρ  (3.7) 
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Integrando a equação (3.7), com as considerações de propriedades 
uniformes nas superfícies de controle, e rearranjando os termos, 
tem-se: 

GLLLLLLL AmAVAV int,int,,1,1,2,2 ∆′′−=− &ρρ  (3.8) 
Assumindo que densidade do líquido seja constante, tem-se que: 

( )LGLLLLLLL AVAVAV ∆=− ρρρ ,2,2,2,2  (3.9) 
Logo, 

( ) GLLGL AmAV int,int, ∆′′−=∆ &ρ  (3.10) 

onde as variáveis GV  e LA  representam os valores da velocidade 

das gotículas e a área relativa ao líquido em qualquer superfície 
transversal do volume de controle. ( )LG AV∆  é a variação da vazão 

volumétrica das gotas entre as duas superfícies de controle.  
Logo, a equação (3.10) mostra que a variação da massa de líquido 
no volume de controle é igual à taxa com que a massa atravessa a 
interface líquido-vapor. 
Analogamente, pode-se aplicar a equação da conservação da 
massa para a fase vapor. Considera-se que existe transporte de 
massa de vapor pela superfície lateral do volume de controle, 
devido à incorporação de vapor externo para o interior do cone do 
spray. Utilizando então, novamente, a notação das Figuras 3.2 e 
3.3, tem-se: 

( ) ( )
( ) ( )

( )[ ] ( ) 0ˆ...

...ˆ...

...ˆˆ

int,int,intint,

,

,22,2,11,1

=∆⋅−+

+∆⋅+

+⋅+⋅

∫

∫

∫∫

GVVV

latlatVlatV

VVVVVV

AdnRV

AdnV

dAnVdAnV

r
&

r

r

rr

ρ

ρ

ρρ

 (3.11) 

onde Vρ  é a massa específica do vapor, VV ,1

r
 é o vetor velocidade 

do vapor na superfície de controle 1, VV ,2

r
 é o vetor velocidade do 

vapor na superfície de controle 2, VA ,1  é a área da superfície de 

controle 1 relativa à fase vapor, VA ,2  é a área da superfície de 

controle 2 relativa à fase vapor, VlatV ,

r
 é o vetor velocidade do vapor 

na superfície de controle lateral, latn̂  é o vetor unitário normal à 

superfície de controle lateral, latA∆  é a área da superfície de 
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controle lateral contida entre as seções 1 e 2 do volume de controle, 

VVint,

r
 é o vetor velocidade pelo lado do vapor da massa que 

atravessa a interface líquido-vapor, e Vnint,ˆ  é o vetor unitário normal 

à interface líquido-vapor relativo à fase vapor. 
Resolvendo os produtos escalares da equação (3.11), respeitando o 
sentido estabelecido para o transporte de massa pela interface entre 
as fases líquida e vapor, resulta em: 

( ) ( ) ( ) 0...

...

int,intint,,

,2,2,1,1

=∆−−∆+

−+−

∫∫

∫∫
GVVlatVlatV

VVVVVV

AdRVAdV

dAVdAV

&ρρ

ρρ
 (3.12) 

O terceiro termo da equação acima representa a taxa com que a 
massa de vapor atravessa a fronteira do cone do spray pela lateral 
do volume de controle. Na prática, para um ângulo de abertura, θ , 
maior que 23°, o spray é dito amplo e a largura da região de 
escoamento de gás induzido é ditada pelo próprio atomizador e não 
por arraste turbulento (Crowe, 2006). 
Pode-se reescrever o fluxo de massa lateral de vapor como: 

VlatVVlat Vm ,, ρ=′′&  (3.13) 
Já o fluxo de massa interfacial pelo lado do vapor pode ser reescrito 
por: 

( )intint,int, RVm VVV
&& −=′′ ρ  (3.14) 

Substituindo as eqauções (3.13) e (3.14) na equação (3.12), e 
integrando de modo análogo ao feito anteriormente para a fase 
líquida, 

( ) GVlatVlatVVV AmAmAV int,int,, ∆′′+∆′′=∆ &&ρ  (3.15) 

As variáveis VV  e VA  são os valores da velocidade da fase vapor e 

da área relativa ao vapor em qualquer superfície transversal do 
volume de controle. O termo do lado esquerdo da equação (3.15) 
representa a variação da massa de vapor no interior do volume de 
controle. Os termos no lado direito da equação representam, 
respectivamente, a vazão de vapor que atravessa a superfície de 
controle lateral e a vazão que atravessa a interface entre líquido e 
vapor. 
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3.2 Conservação da quantidade de movimento 

De forma semelhante à feita para a conservação da massa, a 
equação da conservação da quantidade de movimento na forma 
integral pode ser escrita como (Fox e McDonald, 2001): 

( )dAnVVdV
t

FF
SCCBS ∫∫ ⋅+∀

∂
∂=+

∀
ˆ

rrrrr
ρρ  (3.16) 

Para o escoamento no spray, a parcela relativa às forças de campo, 

BF
r

, pode ser desprezada, já que esta tem pouca influência sobre o 
escoamento. Além disso, como o escoamento no spray pode ser 
tratado como permanente, o primeiro termo do lado direito da 
equação também pode ser desprezado. Assim, a equação (3.16) 
fica reduzida a: 

( )dAnVVF
SCS ∫ ⋅= ˆ

rrr
ρ  (3.17) 

Pode-se agora aplicar a equação acima para a fase líquida do 
spray, considerando que não há transporte de quantidade de 
movimento de líquido pela superfície de controle lateral, e que os 
efeitos de tensão superficial são desprezíveis. A parcela da 
quantidade de movimento decomposta na direção ẑ  resulta então 
em: 

( )
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 (3.18) 

onde zLVF ,  é a força de cisalhamento no líquido pela ação do vapor 

na direção ẑ .  
Na Figura 3.4 é mostrado o transporte de quantidade de movimento 
através da interface líquido-vapor genérica entre as gotículas de 
líquido do spray e a fase vapor. 
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Figura 3.4  – Balanço de quantidade de movimento na interface entre as fases 

líquida e vapor. 

Assim, reescrevendo a equação (3.18) com a notação utilizada nas 
Figuras 3.1 e 3.4, 
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 (3.19) 

O termo do lado esquerdo da equação (3.19) foi tomado como 
negativo, pois se supõe que a velocidade do líquido seja maior que 
a velocidade da fase vapor. Assim o vapor tende a “frear” as 
gotículas de líquido, resultando em um arraste “para cima”, ou seja, 
contrário à direção positiva do eixo de coordenadas ẑ , como 
mostrado na Figura 3.4. 

Sendo o eixo ẑ  normal às superfícies de controle 1 e 2, as 
seguintes igualdades são verdadeiras: 

LzL VV ,1,,1 =  (3.20) 
e 

LzL VV ,2,,2 =  (3.21) 
Portando a equação (3.19) pode ser reescrita como, 
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onde zLV ,τ  é a tensão devido ao arrasto exercido pela fase vapor 

sobre a fase líquida, decomposta na direção ẑ , e zLV ,int,  é a 

velocidade relativa ao líquido com que a massa que atravessa a 
interface líquido-vapor, também decomposta na direção ẑ . 
Resolvendo os produtos escalares, respeitando o sentido estipulado 
para o transporte de massa, e considerando que o fluxo de massa 
interfacial pelo lado do líquido é dado pela equação (3.6), tem-se: 

( )∫∫

∫
∆′′++

+−=∆−

GLzLLLLL

LLLLGzLV

AdmVdAVV

dAVVA

int,int,,int,,2,2,2

,1,1,1int,,

...

...

&ρ

ρτ
 (3.23) 

Integrando a equação, fazendo-se a consideração de que zLV ,int,  é 

uniforme para a área infinitesimal da interface líquido-vapor, e 
rearranjando os termos, resulta: 

GLzLGzLVLLLLLL AmVAAVAV int,int,,int,int,,,1
2

,1,2
2

,2 ∆′′−∆−=− &τρρ  (3.24) 

Análogo ao que já foi feito anteriormente, os termos do lado 
esquerdo da equação podem reescritos como sendo a variação de 

LG AV 2
, multiplicados pela massa específica Lρ . Ou seja, 

( )LGLLLLLLL AVAVAV 2
,1

2
,1,2

2
,2 ∆=− ρρρ  (3.25) 

Tendo feito a consideração de que o problema do spray é 
unidimensional, é razoável ainda fazer as seguintes aproximações: 

LVzLV ττ ≅,  (3.26) 
e 

GzL VV ≅,int,  (3.27) 
Assim, a equação (3.24) resulta em: 

( ) GLGGLVLGL AmVAAV int,int,int,
2 ∆′′−∆−=∆ &τρ  (3.28) 

onde LVτ  é a tensão de cisalhamento sobre as gotículas de líquido, 

exercida pelo vapor. O termo do lado esquerdo da equação (3.28) 
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representa a variação da quantidade de movimento da fase vapor. 
O primeiro termo do lado direito é a troca de quantidade de 
movimento devido ao cisalhamento entre líquido e vapor e o 
segundo termo do lado direito é a troca de quantidade de 
movimento devido à massa que atravessa a interface entre líquido e 
vapor. 
De modo análogo ao feito para a fase líquida, a quantidade de 
movimento de vapor na direção ẑ  fica: 

( ) ( )
( ) ( )dAnVVdAnVV

dAnVVdAnVVF

GSC VVVzVlatSC VVzV

VSC VVzVVSC VVzVzVL

∫∫

∫∫
⋅+⋅+

+⋅+⋅=

int,, ,, ,

2, ,1, ,,

ˆˆ...

...ˆˆ
rr

rr

ρρ

ρρ
 (3.29) 

onde zVLF ,  é a força de cisalhamento na direção ẑ  que o líquido 

exerce sobre o vapor ambiente. Reescrevendo a equação (3.29) 
com a notação utilizada nas Figuras 3.1 e 3.4 tem-se: 

( )
( )
( )[ ] ( )∫

∫

∫

∆⋅−+

+⋅+

+⋅=∆

GVVVzV

VVVzV

VVVzVGzVL
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int,int,intint,,int,

,22,2,,2

,11,1,,1int,,
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r
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r

r

r

ρ

ρ

ρτ

 (3.30) 

Na equação acima, é feita a consideração de que a parcela de 
transporte de quantidade de movimento relativo à fase vapor pela 
superfície de controle lateral, devido à incorporação de vapor 
externo ao cone do spray, é desprezível. Esta hipótese é razoável 
para ângulos de abertura do spray muito menores que °180  
(Crowe, 2006). 
Analisando os termos da equação (3.30), vemos que o termo do 
lado esquerdo é agora positivo. Isto está coerente, pois sendo a 
velocidade das gotículas de líquido maior que a velocidade do 
vapor, estas tendem a “acelerar” o vapor. Assim tem-se um arraste 
“para baixo”, na direção do movimento das gotículas de líquido e na 
direção positiva do eixo de coordenadas ẑ . 
Ainda, de maneira semelhante à feita anteriormente, as seguintes 
igualdades são verdadeiras:  

VzV VV ,1,,1 =  (3.31) 
e 
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VzV VV ,2,,2 =  (3.32) 
Portando a equação (3.30) fica: 

( )
( )

( )[ ] ( )∫

∫

∫

∆⋅−+

+⋅+

+⋅=∆

GVVVzV

VVVV

VVVVGzVL
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 (3.33) 

onde zVL,τ  é a tensão de cisalhamento sobre a fase vapor exercida 

pela fase líquida decomposta na direção ẑ , e zVV ,int,  é a velocidade 

pelo lado do vapor da massa que atravessa a interface entre líquido 
e vapor, também decomposta na direção ẑ . 
Resolvendo os produtos escalares e levando em conta que o fluxo 
de massa pela interface líquido-vapor é dado pela equação (3.14), 
pode-se integrar a equação (3.33). Assim, 

GVzVGzVLVVVVVV AmVAAVAV int,int,,int,int,,,1
2

,1,2
2

,2 ∆′′+∆=− &τρρ  (3.34) 

Os dois primeiros termos da equação (3.34) podem ser reescritos 

como a variação de VV AV 2
, multiplicados por Vρ : 

( )VVVVVVVVV AVAVAV 2
,1

2
,1,2

2
,2 ∆=− ρρρ  (3.35) 

Sendo o problema do spray unidimensional, é novamente 
admissível fazer as seguintes aproximações: 

VLzVL ττ ≅,  (3.36) 
e 

VzV VV ≅,int,  (3.37) 
Portanto a equação (3.34) fica: 

( ) GVVGVLvVV AmVAAV int,int,int,
2 ∆′′+∆=∆ &τρ  (3.38) 

onde VLτ  é a tensão de cisalhamento sobre o vapor pelas gotículas 

de líquido. A interpretação física da equação acima é que a variação 
da quantidade de movimento de vapor no interior do volume de 
controle é igual à ação devido ao cisalhamento entre líquido e 
vapor, mais o fluxo de quantidade de movimento devido à 
transferência de massa. 
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3.3 Conservação da energia 

A conservação da energia pode ser escrita na forma integral como: 

( )dAnVgz
V

hdgz
V

u
t

WQ
SCC ∫∫ ⋅








+++∀








++

∂
∂=−−

∀
ˆ

22

22 r
&& ρρ  (3.39) 

onde foi utilizada a convenção de que tanto o calor quanto o 
trabalho que saem pelas fronteiras do volume de controle são 
positivos. Na Figura 3.5, é mostrado o balanço de energia em um 
volume de controle geral para a interface entre as gotículas de 
líquido do spray e a fase vapor. 
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( )intint, RVh LLL

r
&

r
−ρ

Fase vaporFase líquida

( )intint, RVh VVV

r
&

r
−ρ

Lq
r
& ′′ Vq

r
& ′′

 
Figura 3.5  – Balanço de energia na interface entre as fases líquida e vapor. 

Aplicando a conservação da energia para a interface líquido-vapor, 
pode-se desprezar o primeiro termo do lado direito da equação 
(3.39), pois o escoamento no interior do spray é permanente. Além 
disso, as parcelas do trabalho, da energia cinética e da energia 
potencial também podem ser desprezadas. Assim, utilizando a 
notação da Figura 3.5, tem-se: 

( ) ( )
( )[ ] ( )
( )[ ] ( )GVVVV
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ρ  (3.40) 
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onde Lq& ′′  é o fluxo de calor no interior das gotículas (ou seja, 

desprezando-se a circulação interna), Vq& ′′  é o fluxo de calor pelo 

lado do vapor, Lh  é a entalpia da fase líquida, e Vh  é a entalpia da 

fase vapor. 
Resolvendo os produtos escalares, respeitando o sentido adotado 
para a transferência de massa, tem-se: 

( ) ( )
( ) ( )GVVV

GLLL

GVGL

AdRVh

AdRVh

AqAq

int,intint,

int,intint,

int,int,int,int,

...

......

...

∆−+

−∆−+

=∆′′+∆′′−

∫

∫
&

&

&&

ρ

ρ  (3.41) 

Substituindo as equações (3.6) e (3.14), integrando a equação 
(3.41) com a consideração de propriedades uniformes na interface 
líquido-vapor, e dividindo o resultado por GAint,∆ , 

VLLLVV qqhmhm int,int,int,int, &&&& ′′−′′=′′−′′  (3.42) 
A lei de Fourier (Incropera e DeWitt, 2002), aplicada na interface 
líquido-vapor, resulta em: 

GG arG

G
LL dr

dT
kq

=








−=′′int,&  (3.43) 

onde Lk  é condutividade térmica, Ga  é o raio médio das gotículas e 

( )
GG arGG drdT =  é o gradiente de temperatura da fase líquida na 

interface entre líquido e vapor. Pela lei de resfriamento de Newton 
(Incropera e DeWitt, 2002), tem-se: 

[ ]VGGconvV TThq −=′′ int,,int,&  (3.44) 

onde Gconvh ,  é o coeficiente de transferência de calor por convecção 

entre as gotículas e a fase vapor, corrigido para o efeito sopro 
devido ao transporte de massa interfacial, GTint,  é a temperatura das 

gotículas de líquido na interface líquido-vapor, e VT  é a temperatura 

média da fase vapor. 
Substituindo as equações (3.43) e (3.44) na equação (3.42), e 
rearranjando, tem-se: 
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[ ]VGGconv

arG

G
LLLVV TTh

dr

dT
khmhm

GG

−−







−=′′−′′

=
int,,int,int, &&  (3.45) 

Os dois termos do lado esquerdo da equação (3.45) representam o 
calor latente trocado pela interface devido à transferência de massa. 
Já os termos do lado direito representam, respectivamente, calor 
sensível por condução no interior das gotículas, e o calor sensível 
por convecção trocado entre as gotículas e a fase vapor. 
Analisando as equações (3.10), (3.15), (3.28), (3.38) e (3.45), nota-
se que tanto os termos de natureza geométrica, LA , VA , GAint,∆  e 

latA∆ , quanto os termos de transporte, Lmint,′′& , Vmint,′′& , LVτ , VLτ  e 

Gconvh , , e ainda o gradiente de temperatura na interface líquido-

vapor, ( )
GG arGG drdT = , não são conhecidos. A determinação destes 

parâmetros é objeto das próximas seções. 

3.4 Modelagem dos termos geométricos 

A área interfacial líquido-vapor GAint,∆  pode ser representada por: 

GGG NAA ∆=∆ int,int,  (3.46) 

onde GN∆  é o número de gotículas de líquido no volume de 

controle infinitesimal, e GAint,  corresponde à área interfacial de uma 

gotícula. Definindo α  como a fração volumétrica de líquido no 
volume de controle, tem-se: 

∀∆
∆∀

= GG Nα  (3.47) 

onde G∀  é o volume de uma gotícula de líquido, e ∀∆  é o volume 

total do volume de controle infinitesimal adotado. O volume ∀∆  
pode ser aproximado como sendo a multiplicação entre a área 
transversal do volume de controle TA  por z∆ , ou seja, 

zAT ∆=∀∆  (3.48) 
Substituindo a equação (3.48) na equação (3.47), e rearranjando,  

z
A

N
G

T
G ∆

∀
=∆

α
 (3.49) 
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Modelando as gotículas de líquido como esferas, tem-se: 

3

3

4
GG aπ=∀  (3.50) 

e 
2

int, 4 GG aA π=  (3.51) 

Substituindo as equações (3.49), (3.50) e (3.51) na equação (3.46) e 
rearranjando, vem que: 

z
a

A
A

G

T
G ∆=∆

α3
int,

 (3.52) 

A variável latA∆ , que representa a área na lateral do cone do spray, 

pode ser obtida por simples cálculos geométricos, mostrados no 
apêndice A. Tem-se, portanto, que: 

( )
z

RR
A

spray
lat ∆










+
=∆

2cos

21

θ
π  

(3.53) 

onde 1R  é o raio da superfície de controle 1, 2R  é o raio da 

superfície de controle 2 e θ  é o ângulo de abertura do spray. 

Os parâmetros geométricos LA  e VA , correspondentes às áreas 

das superfícies de controle relativas às fases líquida e vapor, podem 
ser modelados utilizando o conceito já introduzido de fração 
volumétrica de líquido. Assim, a partir da equação (3.47), LA  e VA  

podem ser escritas como: 

TL AA α=  (3.54) 
e 

( ) TV AA α−= 1  (3.55) 
A área transversal do cone do spray, mostrada hachurada na Figura 
3.6, é calculada da seguinte forma: 

2
coneT rA π=  (3.56) 
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injd ẑ
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Figura 3.6  – Área transversal do spray. 

Pela figura acima, o raio do cone do spray em função de z  é 
expresso por: 








+= 2tan
2

sprayinj
cone z

d
r

θ
 (3.57) 

onde injd  é o diâmetro do orifício do atomizador que forma o spray. 

Assim, 
2

2tan
2 















+= sprayinj
T z

d
A

θπ  (3.58) 

Substituindo o valor da distância vertical entre o atomizador e a 
superfície aquecida, maxz , na equação (3.58), pode-se conhecer, 

finalmente, a área transversal do cone do spray ao atingir a 
superfície, 

2

max, 2tan
2 















+= sprayinj
FT z

d
A

θπ  (3.59) 
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3.5 Modelagem dos termos de transporte 

Os termos de fluxo de massa interfacial podem ser obtidos da 
equação da conservação da massa aplicada na interface entre as 
fases líquida e vapor. Utilizando-se então da nomenclatura da 
Figura 3.2, tem-se: 

( )[ ] ( )
( )[ ] ( ) 0ˆ...

...ˆ

int,int,intint,

int,int,intint,

=∆⋅−+

+∆⋅−

∫

∫

GVVV

GLLL

AdnRV

AdnRV
r
&

r

r
&

r

ρ

ρ
 (3.60) 

Resolvendo os produtos escalares, respeitando o sentido do 
transporte de massa previamente adotado, obtém-se: 

( ) ( ) ( ) ( ) 0int,intint,int,intint, =∆−−∆− ∫∫ GVVGLL AdRVAdRV && ρρ  (3.61) 

Substituindo as equações (3.6) e (3.14), integrando e dividindo o 
resultado por GAint,∆ , a equação acima resulta: 

intint,int, mmm LV ′′=′′=′′ &&&  (3.62) 
Ou seja, toda a massa que deixa a fase líquida, através da interface 
líquido-vapor, entra na fase vapor, e vice-versa. Aplicando agora a 
conservação da quantidade de movimento na interface líquido-
vapor, considerando somente a quantidade de movimento na 
direção z , tem-se: 
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∫
∆⋅−+

+∆⋅−=

=∆+∆−

GVVVzV

GLLLzL

GzVLGzLV

AdnRVV

AdnRVV

AA

int,int,intint,,int,

int,int,intint,,int,

int,,int,,

ˆ...

...ˆ...

...

r
&

r

r
&

r
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ρ
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 (3.63) 

Como já comentado na Seção 3.2, o primeiro termo do lado 
esquerdo foi tomado como negativo e o segundo termo foi tomado 
como positivo, devido ao fato da velocidade do líquido ser maior que 
a velocidade do vapor.  
Resolvendo os produtos escalares, respeitando o sentido adotado 
para a transferência de massa, e substituindo as equações (3.6) e 
(3.14) na equação (3.63), 

( ) ( )∫∫ ∆′′−∆′′=

=∆+∆−

GVzVGLzL

GzVLGzLV

AdmVAdmV

AA

int,int,,int,int,int,,int,

int,,int,,
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...

&&

ττ
 (3.64) 
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Pode-se agora integrar a equação acima, com a consideração de 
que zLV ,int,  e zVV ,int,  são uniformes na interface líquido-vapor. Logo, 

GzVLGVzV

GzLVGLzL

AAmV

AAmV

int,,int,int,,int,

int,,int,int,,int,

...

...

∆+∆′′=
=∆+∆′′

τ
τ

&

&
 (3.65) 

Substituindo as equações (3.31), (3.32), (3.36), (3.37) e (3.62) na 
equação (3.65), e dividindo toda a equação por GAint,∆ , resulta em: 

VLVLVG mVmV ττ +′′=+′′ intint &&  (3.66) 

Esta equação estabelece uma relação direta entre LVτ  e VLτ , e 

permite resolver problema da troca de quantidade de movimento 
entre o líquido e o vapor com o conhecimento de um dos termos de 
cisalhamento apenas. Modelando então a força de cisalhamento 
que a fase vapor exerce sobre a fase líquida como uma força de 
arraste do vapor sobre gotículas esféricas,  

( ) GprojVGLGDLV AVVCF ,
2

,2

1 −= ρ  (3.67) 

onde GDC ,  é o coeficiente de arrasto das gotículas corrigido para o 

efeito sopro devido ao transporte de massa, e GprojA ,  é a área 

projetada da gotícula esférica, a qual é dada por: 
2

, GGproj aA π=  (3.68) 

A tensão de cisalhamento é definida por: 

G

LV
LV A

F

int,

=τ  (3.69) 

Logo, substituindo as equações (3.51), (3.67) e (3.68) na equação 
(3.69) tem-se: 

( )2
,8

1
VGLGDLV VVC −= ρτ  (3.70) 

Uma correlação desenvolvida por Lefebvre (1989) pode ser utilizada 
para obter coeficiente de arrasto de um escoamento sobre uma 
esfera: 


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onde o número de Reynolds8 das gotículas, GRe , é definido por: 

V

GVGV
G

dVV

µ
ρ −

=Re  (3.72) 

e Vµ  é a viscosidade dinâmica da fase vapor. 

Corrigindo o coeficiente de arrasto para o efeito gerado pela 
transferência de massa (Mills, 2001), tem-se que: 












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1)exp(
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,,
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GDGD B

B
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O fator de sopro de transferência de quantidade de movimento, 

GfB , , é calculado pela seguinte equação: 

*,

LV

VGINT
Gf

VVm
B

τ

−′′
=

&
 (3.74) 

onde *
LVτ  é a tensão de cisalhamento sem considerar o efeito da 

transferência de massa (condição de fluxo zero): 

( )2
,

*
8

1*
VGLGDLV VVC −= ρτ  (3.75) 

De forma análoga, o coeficiente de transferência de calor por 
convecção, corrigido para o efeito sopro, Gconvh , , é calculado como 

(Mills, 2001): 







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



−
=

1)exp(
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,

,
,,

Gh

Gh
GconvGconv B

B
hh  (3.76) 

onde GhB ,  é o fator de sopro para o coeficiente de convecção, e 

*
,Gconvh  é o coeficiente de convecção sem o efeito sopro. O fator de 

sopro de transferência de calor é calculado por: 

                                                 
 
8 O número de Reynolds representa a razão entre as forças de inércia e as forças viscosas que atuam 
no escoamento. 
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*
,

,int
,

Gconv
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=

&
 (3.77) 

onde LPc ,  é o calor específico do líquido. O coeficiente de 

convecção sem o efeito sopro pode ser calculado utilizando a 
definição de número de Nusselt9: 

*
,

,int
,

Gconv

LP
Gh

h

cm
B

′′
=

&
 (3.78) 

 

V

GGconv
G k

dh
Nu

*
,=  (3.79) 

onde Vk  é a condutividade térmica do vapor. 

Ranz e Marshall (1952) desenvolveram uma correlação para o 
número de Nusselt, considerando o caso especial de transferência 
de calor por convecção de partículas esféricas a partir de gotículas 
de água em queda livre. Assim, 

3121 PrRe6,02 VGGNu +=  (3.80) 

O número de Prandtl10 da fase vapor, VPr , é definido como: 

V

VVP
V k

c µ,Pr =  (3.81) 

onde Vpc ,  é o calor específico da fase vapor. No cálculo de VPr , 

todas as propriedades são avaliadas na temperatura do vapor. 

Para modelar o fluxo de massa interfacial, intm ′′& , é avaliada 

isoladamente uma gotícula de líquido, como mostrado na Figura 3.7. 

                                                 
 
9 O número de Nusselt representa o gradiente de temperatura adimensional na superfície. 
10 O número de Prandtl representa a razão entre as difusividades de quantidade de movimento e 
térmica. 
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Figura 3.7  – Volume de controle adotado para análise isolada de uma gotícula 

de líquido. 

Aplicando a equação da conservação da massa, tem-se: 

( ) 0ˆ
int,,,

=⋅+∀
∂
∂

∫∫∀ dAnVd
t GSC LLLG L

r
ρρ  (3.82) 

Nesta análise o termo transiente é considerado, pois a gotícula sofre 
mudança no tamanho durante o trajeto da saída do bico injetor até 
atingir a superfície aquecida. Reescrevendo a equação (3.81) com a 
nomenclatura da Figura 3.7, e resolvendo o produto escalar, 
respeitando o sentido adotado para a transferência de massa, tem-
se: 

( ) 0int,intint, =−+∀
∂
∂

∫∫ GLLGL dARVd
t

&ρρ  (3.83) 

Resolvendo as integrais, considerando de propriedades uniformes e 
constantes, e substituindo as equações (3.6), (3.50), (3.51) e (3.62) 
na equação acima, e rearranjando os termos, obtém-se: 

t

a
m G

L ∂
∂

−=′′ ρint&  (3.84) 

A partir da regra da cadeia, pode-se fazer a seguinte consideração: 
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Assim, 

z

a
Vm G

GL ∂
∂

−=′′ ρint&  (3.86) 

3.6 Derivada da temperatura na interface da gotícul a 

A equação da difusão do calor em coordenadas esféricas pode ser 
escrita por (Incropera e Dewitt, 2002): 
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 (3.87) 

Para o problema da difusão do calor nas gotículas de líquido do 
spray, assume-se simetria radial e despreza-se a circulação de 
líquido no interior da gotícula. Logo, a equação acima se reduz à: 

t
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T
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rr
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
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2
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11

α
 (3.88) 

onde a temperatura das gotículas, GT , é função de Gr  e t . Aqui, 

LT ,α  representa a difusividade térmica do líquido, definida como: 

LPL

L
LT c

k

,
, ρ

α =  (3.89) 

As condições de contorno do problema são: 

( ) GGG TtaT int,, =  (3.90) 
e 

0
0

=








=GrG

G

dr

dT
 (3.91) 

onde GTint,  é a temperatura na interface entre as fases líquido e 

vapor. Caso haja mudança de fase, considera-se que a temperatura 
na interface seja a temperatura de saturação do fluido, satT . Se não 
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ocorrer mudança de fase, GTint,  é tomada como sendo 

aproximadamente igual a VT . A condição inicial do problema é: 

( ) GinjGG TrT ,0, =  (3.92) 

onde GinjT ,  é a temperatura das gotículas na saída do bico injetor. 

A equação (3.87) constitui uma EDP11 parabólica de segunda 
ordem, linear e homogênea, que pode ser resolvida pelo método da 
separação de variáveis. O procedimento para chegar à solução é 
mostrado no apêndice B e a solução analítica da equação é 
apresentada abaixo. 

( ) ( )

( ) ( ) 
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ππ

π
π

 (3.93) 

A equação acima se apresenta como uma solução de transiente, ou 
seja, a temperatura das gotículas pode ser conhecida ao longo do 
tempo. Porém, como o spray é resolvido para regime permanente, é 
necessário conhecer a temperatura das gotículas ao longo da 
direção axial z . Logo, a partir de uma mudança de variáveis que 
determina o “tempo de voo” equivalente das gotículas em cada 
posição z , transforma-se a equação (3.93) de modo a obter 

( )zrT GG , . Para o cálculo do tempo equivalente, pode-se utilizar a 

seguinte aproximação: 

G
ant V

z
tt

∆+=  (3.94) 

onde antt  é o tempo equivalente da posição z  anterior.  

Esta equação também permite que se conheça o tempo total que 
uma gotícula deve percorrer desde a saída do atomizador até o 
impacto com a superfície, impt .  

                                                 
 
11 Equação Diferencial Parcial. 
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Pode-se ainda obter o valor da temperatura média das gotículas em 
qualquer posição z  distante do atomizador, efetuando-se uma 
média no volume, ou seja, 

( ) ( )∫∀
=

Ga

GGGG
G

G drrzrTzT
0

2,
4π

 (3.95) 

Derivando a equação (3.93) em relação à Gr , e aplicando o 

resultado para GG ar = , tem-se o gradiente de temperaturas na 

interface líquido-vapor: 
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 (3.96) 

3.7 Sistema de equações  

Para a solução do problema deve-se formar um sistema de 
equações e incógnitas passível de ser resolvido numericamente. O 
primeiro passo é substituir os termos de transporte e termos 
geométricos, obtidos nas seções (3.4) e (3.5), nas equações de 
balanço de massa, quantidade de movimento e energia. Este 
desenvolvimento é omitido aqui, mas é mostrado em detalhes no 
apêndice C. As equações (3.10), (3.15), (3.28), (3.38), (3.45) e 
(3.86), ficam, então, respectivamente, com a seguinte forma: 
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 (3.97) 
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onde LVh  é a entalpia de mudança de fase líquido-vapor, ou seja, 

LVLV hhh −=  (3.103) 
O conjunto das equações diferenciais formado pelas equações 
(3.97), (3.99), (3.100) e (3.102), juntamente com as incógnitas Lα , 

GV , VV , Ga , formam um sistema de quatro equações e quatro 

incógnitas, que pode ser resolvido numericamente. O fluxo de 
massa interfacial, necessário para a solução, é obtido diretamente 
da equação (3.101) sendo ( )

GG arGG drdT =  calculado pela equação 

(3.96). Já a equação (3.98) é uma equação independente do 
sistema, e é utilizada somente para se conhecer o arraste de vapor 
para o interior do cone do spray. 

3.8 Perfil gaussiano para a velocidade das gotícula s 

Como já comentado na revisão bibliográfica, Hsieh e Tien (2007) 
utilizaram um equipamento de velocimetria laser doppler para 
caracterizar os perfis de velocidades em um spray de líquido. Os 
resultados mostraram que a velocidade axial das gotículas segue 
uma tendência de sino. Vários autores concluíram que a velocidade 
de impacto das gotículas no filme de líquido formado na superfície 
possui grande influência sobre a transferência de calor no filme 
(Crowe, 2006; Kim, 2006; Chen, 2002).   
A exemplo do que é feito para jatos (Bird et al., 2007) e para plumas 
multifásicas (Socolofsky et al., 2000; Leitch e Baines, 1989), pode 
ser empregado no spray uma formulação quasi-bidimensional, que 
considera a variação radial dos campos de velocidade das gotículas 
no spray por meio de perfis gaussianos. A implementação destes 
perfis objetiva dar uma maior coerência física ao problema, 
transformando a solução de GV  em uma solução com “uma e meia” 

dimensões. 
Uma típica distribuição gaussiana é descrita pela função: 

( ) max
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2

1
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xx
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pad 
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
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
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



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 −−=
σ

 (3.104) 

onde, x  é o valor médio da variável x , σ  é o desvio padrão e 

maxf  é o valor máximo da função.  
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Aplicando a distribuição gaussiana para o perfil de velocidades das 
gotículas em função do raio, em cada posição z  distante do 
atomizador, 

( ) centroG
cone

G V
r

r
rV ,

2
1

2

1
exp


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









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







Ω
−=  (3.105) 

onde coner  é o raio do cone dado pela equação (3.57) e centroGV ,  é a 

velocidade das gotículas na linha de centro do spray. O desvio 
padrão da distribuição gaussiana foi tomado como sendo o raio do 
cone multiplicado por um fator Ω . Uma análise paramétrica mostrou 
que 3,0  constitui um valor razoável para Ω . 

Pode-se aplicar a equação da continuidade para se descobrir qual é 
o valor da velocidade das gotículas no centro do spray para qual a 
massa é conservada. Se for considerado que não existem gotículas 
fora do cone do spray, a taxa de massa de líquido em um ponto 
qualquer distante do atomizador pode ser escrita por: 

( )∫=
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GLL rdrrVm
0

2παρ&  (3.106) 

Substituindo a equação (3.105) na equação acima, e rearranjando,  
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A vazão em massa de líquido também pode ser escrita em função 
da velocidade média das gotículas:  

2
coneGLL rVm παρ=&  (3.108) 

Igualando (3.107) a (3.108), resulta: 
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(3.109) 

Cabe ainda ressaltar que, de modo similar ao que ocorre nos jatos, 
o perfil de velocidades gaussiano é válido para posições 
suficientemente afastadas a jusante do atomizador, onde o 
escoamento pode ser classificado como auto-similar. No presente 
estudo, foi considerado que a distribuição gaussiana para as 
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velocidades das gotículas pode ser utilizada fora da zona de quebra 
do spray. 
Lee e Tarkin (1983) desenvolveram uma expressão para cálculo do 
comprimento da zona de quebra, em função do número de Weber 
baseado no diâmetro do injetor. Para 750≤injWe , 

3,0
2

4
5,2 inj

inj
quebra We

d
L

π
=  (3.110) 

Já se 750>injWe , 

37,0
2

4
200 −= inj

inj
quebra We

d
L

π
 (3.111) 
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4 Modelo de Integração entre Spray e Filme 

Dependendo dos valores de vazão mássica e de fluxo de calor, as 
gotículas atomizadas, ao impactarem na superfície, podem ou não 
formar um filme contínuo sobre esta, constituindo dois diferentes 
tipos de regime de transferência de calor junto à superfície. 
Assume-se que as gotículas de líquido no spray possuem forma 
perfeitamente esférica, e que estas, ao atingirem a superfície, 
deformam-se e formam discos cilíndricos de diâmetro Fd  e 

espessura inicial 0,Fδ , como mostrado na Figura 4.1.  

À medida que a gotícula se deforma, o diâmetro do disco aumenta 
até que se atinja o diâmetro máximo de espalhamento, max,Fd , que 

corresponde ao ponto em que a soma da força de tensão superficial 
com as forças viscosas se torna maior que as forças de inércia. 
(Pasandideh-Fard et al., 1996). Após este ponto, ocorre o respingo 
da gotícula (droplet recoil), fenômeno este que será desprezado 
nesta modelagem. 
A espessura do filme também é alterada com o tempo, mesmo 
durante a deformação da gotícula, devido ao efeito da evaporação. 

FGV ,

r

0,Fδ

Gd

Fd

∗d

 
Figura 4.1  – Modelo de espalhamento da gotícula na superfície. 
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As hipóteses simplificativas adotadas para o modelo do filme 
contínuo são: 

• Escoamento incompressível; 

• Gotículas de líquido do spray esféricas; 

• Variação de energia potencial desprezível; 

• Não há respingos ou atomização secundária de 
gotículas; 

• Temperatura da fase vapor uniforme e constante; 

• O tempo para uma gotícula deformar é muito menor que 
o tempo para esta evaporar completamente. 

Um ponto chave do modelo que determina o tipo do filme formado 
(ou seja, contínuo ou descontínuo) é a obtenção de uma equação 
que relacione max,Fd  com 0,Fδ . Isto pode ser feito igualando-se o 

volume da gotícula esférica, com o volume final do disco, ou seja. 

DG ∀=∀  (4.1) 

O volume da gotícula G∀  é facilmente calculado pela equação 3.50. 

Para o cálculo do volume final do disco, considera-se o fato de que, 
no momento em que cilindro atinge seu diâmetro máximo, a 
espessura do filme é uniforme e igual a 0,Fδ . Assim, 

0,
2

max4 FD d δπ=∀  (4.2) 

Substituindo as equações (3.50) e (4.2) na equação (4.1), fazendo a 
conversão de Ga  para Gd , e rearranjando, tem-se: 

0,
2

max
3

3

2
FG dd δ=  (4.3) 

O parâmetro 0,Fδ  pode ser obtido de duas formas. A primeira é a 

partir da equação desenvolvida por Toda e Uchida (1973), que 
realizaram estudos experimentais sobre a relação entre o diâmetro 
de uma gotícula impactando sobre uma superfície aquecida e a 
espessura do filme formado sobre a superfície. A seguinte relação 
foi encontrada: 

6,0
,

4,0
0, 5409,0 FGLF dνδ =  (4.4) 
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onde Lν  é a viscosidade cinemática do líquido e FGd ,  é o diâmetro 

médio das gotículas ao atingir o filme. Esta equação é válida para 
7, ≥FGV sm /  e 6,2, ≤FGd mm .  

Conhecendo-se 0,Fδ , pode-se obter max,Fd  pela equação (4.3). 

Assim, 

0,

3

max, 3

2

F

G
F

d
d

δ
=  (4.5) 

Alternativamente, Pasandideh-Fard et al. (1996), através de uma 
análise das parcelas de energia cinética e superficial antes e após 
impacto da gotícula com a superfície, e do trabalho total associado à 
deformação da gotícula, desenvolveram uma equação para calcular 
diretamente max,Fd , dada por: 

( )
FG

FG
a

FG
F We

We
d

,

,

,
max,

Re
4cos13

12

+−

+
=

θ
 

(4.6) 

onde FGWe ,  e FG ,Re  são os números de Weber e de Reynolds das 

gotículas de líquido ao atingir o filme e aθ  é o ângulo de contato 

entre o líquido e a superfície. FGWe ,  e FG ,Re  são dados por: 

L

FGFGL
FG

dV
We

σ
ρ ,

2
,

, =  (4.7) 

e 

L

FGFGL
FG

dV

µ
ρ ,,

,Re =  (4.8) 

Na presente análise, FGV ,  e FGd ,  são respectivamente a velocidade 

e o diâmetro das gotículas ao atingir a superfície, e Lσ  é a tensão 

superficial do líquido. Como max,Fd  é conhecido, pode-se agora 

utilizar a equação (4.3) para obter o valor de 0,Fδ  como: 



 94 

2
max,

3

0, 3

2

F

G
F

d

d
=δ  (4.9) 

A equação de Pasandideh-Fard et al., sendo função de FGWe ,  e aθ , 

aparenta ser mais coerente para cálculo de parâmetros superficiais 

( 0,Fδ  e max,Fd ) do que a equação de Toda e Uchida. Porém há a 

necessidade de se conhecer aθ , um parâmetro fortemente 

dependente da combinação fluido-superfície. Assim, neste estudo, 
as equações (4.4) e (4.5) serão usadas para correlacionar max,Fd  e 

0,Fδ , em detrimento das equações (4.6) e (4.9). 

Para determinar o tipo de filme formado sobre a superfície, ainda 
restam alguns parâmetros que devem ser conhecidos. São estes a 
razão de cobertura da superfície pelo líquido CR , o tempo requerido 

para uma gotícula atingir o diâmetro máximo de espalhamento defτ , 

o tempo necessário para uma gotícula evaporar totalmente após 
atingir a superfície evapτ , e o tempo de ciclo entre o impacto 

sucessivo de duas gotículas no mesmo ponto da superfície cicloτ . 

4.1 Cálculo da razão de cobertura 

A razão de cobertura da superfície pelo líquido pode ser expressa 
por: 

W

LW
C A

A
R ,=  (4.10) 

A área total da superfície, WA , e a parcela da área da superfície em 

contato com o líquido, LWA , , são calculadas respectivamente por: 

4

2
W

W

d
A

π
=  (4.11) 

e 

4

2
max,

,,
F

FGLW

d
NA

π
=  (4.12) 
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onde Wd  é o diâmetro da superfície (suposta circular) e FGN ,  é o 

número de gotículas de líquido que atingem a superfície a ser 
resfriada ao mesmo instante. Assim, a equação (4.10) fica: 

2

2
max,

,

W

F
FGC

d

d
NR =  (4.13) 

Estatisticamente, o número de gotículas que atingem a superfície é 
constante e pode ser aproximado como: 

Gproj

coneW
FG A

A
N

,

,
, α=  (4.14) 

Aqui, coneWA ,  representa a área da superfície abaixo do cone do 

spray. Este parâmetro assume diferentes valores dependendo de 

FTA ,  e WA . Caso a área transversal do cone do spray que atinge a 

superfície, calculada pela equação (3.59), seja maior que a área da 
superfície, coneWA ,  é igual a WA . Caso contrário, coneWA ,  assume o 

valor de FTA , . 

4.2 Cálculo do tempo de deformação 

O tempo requerido para uma gotícula atingir o máximo diâmetro de 
espalhamento, após o impacto com a superfície, pode ser calculado 
segundo o modelo de impacto e espalhamento proposto por 
Pasandideh-Fard et al. (1996), onde líquido escoa a partir de uma 

esfera truncada para o filme, através de uma área *A  de diâmetro 

variável *d , com velocidade aproximadamente igual a FGV , , 

conforme mostra a Figura 4.1. 
Aplicando a conservação da massa para um volume de controle em 
volta do filme, durante a deformação da gotícula, tem-se: 

0*
*

, =−∀
AV

dt

d
FGL

D
L ρρ  (4.15) 

onde *A  é a área da interface entre a gotícula e o filme, e *
D∀  é o 

volume do filme durante o espalhamento da gota, dados 
respectivamente por: 
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4

*
*

2

d
A π=  (4.16) 

e 

0,

2

4
*

F
F

D

d δπ=∀  (4.17) 

Substituindo as duas equações acima, e aplicando a regra da 
cadeia na derivada em (4.15), considerando 0,Fδ  constante durante 

a deformação, tem-se que: 

( )
0,

2

,

2

*

F

FGF
F

dV

dt

dd
d

δ
=  (4.18) 

*d  possui valor variável entre 0  e FGd ,  durante o impacto da 

gotícula. Adotando um valor médio, ou seja, 2*
,FGdd ≅ , e 

substituindo a equação (4.3) na equação (4.18), resulta em: 

( )
FG

FFGF
F d

dV

dt

dd
d

,

2
max,,

16

3=  (4.19) 

Efetuando a integração em Fd  de 0  a max,Fd , e em t  de 0  a defτ , 

( ) dt
d

dV
ddd

FG

FFG
d

FF

defF

,

2
max,,

00 16

3max,

∫∫ =
τ

 (4.20) 

Resolvendo as integrais e rearranjando os termos, tem-se 
finalmente o tempo de espalhamento da gotícula: 

FG

FG
def V

d

,

,

3

8=τ  (4.21) 

4.3 Cálculo do tempo de evaporação 

De modo análogo ao utilizado para obtenção da equação (3.101), a 
equação da conservação da energia pode ser aplicada na interface 
entre o filme de líquido e o vapor para se calcular o fluxo de massa 
interfacial do filme. Assim,  
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( )
Fy

F

LV

L
VF

LV

Vconv
F dy

dT

h

k
TT

h

h
m

δ=








−−−=′′ int,

,
int,&  (4.22) 

onde Vconvh ,  é o coeficiente de transferência de calor médio entre o 

filme e o vapor ambiente, e FT  e Fδ  são, respectivamente, a 

temperatura e a espessura média do filme de líquido. FTint,  é a 

temperatura na interface do filme. 
Aplicando novamente a conservação da massa, porém agora em 
um volume de controle envolvendo o filme durante a evaporação, e 
considerando as propriedades uniformes e constantes, tem-se que: 

0int,int, =′′+
∂

∂∀
FF

D
L Am

t
&ρ  (4.23) 

O volume do filme D∀  e a área interfacial FAint,  são dados, 

respectivamente, por: 

F
F

D

d
δπ

4

2
max,=∀  (4.24) 

e 

4

2
max,

int,
F

F

d
A π=  (4.25) 

Rearranjando a equação (4.23) e substituindo nela as equações 
(4.24) e (4.25), resulta em:  

dt

d
m F

LF

δρ−=′′int,&  (4.26) 

Igualando a equação acima à equação (4.22), tem-se: 

( )
Fy

F

LLV

L
VF

LLV

VconvF

dy

dT

h

k
TT

h

h

dt

d

δρρ
δ

=








+−= int,

,  (4.27) 

O gradiente de temperatura do filme na interface, ( )
FyF yT δ=∂∂ , 

pode ser obtido resolvendo a equação da difusão do calor no filme, 
desprezando o movimento no interior deste. Para resolver o 
problema da evaporação do filme cilíndrico, considera-se que há 
condução de calor transiente unidimensional na direção y, com fluxo 
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de calor prescrito em uma interface, e temperatura prescrita na 
outra interface. Assim a equação do calor fica: 

t

T

y

T

y
F

LT

F

∂
∂

=








∂
∂

∂
∂

,

1

α
 (4.28) 

E as condições de contorno e inicial do problema são: 

( ) FFF TtT int,, =δ  (4.29) 

 

W
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F
L q
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T
k ′′=
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
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



∂
∂−

=
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0

 (4.30) 

e 

( ) FF TyT int,0, =  (4.31) 
A equação (4.28) é uma EDP parabólica de segunda ordem linear 
homogênea. Sua solução é obtida de forma análoga àquela 
apresentada no apêndice D. Assim, 

( ) ( )
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


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 (4.32) 

Derivando a equação acima em relação à y  e aplicando em 

Fy δ= , resulta em: 
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 (4.33) 

Substituindo então na equação (4.26), tem-se: 
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 (4.34) 

A condição inicial para Fδ  é: 

( ) 0,0 FF δδ =  (4.35) 

Para efeitos de transferência de calor, o escoamento da fase vapor 
sobre o filme de líquido é aproximado como o escoamento de um 

jato circular contra uma superfície rugosa. Assim, Vconvh ,  pode ser 

aproximado como sendo o coeficiente de transferência de calor para 
jatos colidentes. Martin (1977) coletou dados de diversas fontes e 
recomenda a seguinte correlação para um único bico redondo: 

( )inj
injinj

W

V

V F
d

z

d

r
G

Nu
Re,

Pr
1

max
142,0 













=  (4.36) 

onde, 

W

inj

inj
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inj

W

inj

r

d

d
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d

r

d
G









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−+

−
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61,01

1,11

max

1
 (4.37) 

 

55,0
,

5,0
,1 Re005,01Re2 VinjVinjF +=  (4.38) 

e 

V

VinjinjV
Vinj

Vd

µ
ρ ,

,Re =  (4.39) 

As faixas de validade da equação (4.36) são: 
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Conhecendo-se VNu , o valor de *
,Vconvh , que é o coeficiente de 

convecção sem o efeito sopro, pode ser determinado por: 

inj

VV
Vconv d

kNu
h =*

,  (4.40) 

É necessário efetuar a correção do coeficiente de transferência de 
calor por convecção para o efeito sopro, de forma análoga à feita 

anteriormente para *
,Gconvh . Logo, 












−
=

1)exp(
*

,

,
,,

Fh

Fh
VconvVconv B

B
hh  (4.41) 

onde o fator de sopro FhB ,  é calculado por: 

*
,

,int,
,

Vconv

VPF
Gh

h

cm
B

′′
=

&
 (4.42) 

A equação (4.34) é uma EDO12 de primeira ordem, linear e 
homogênea, que pode ser facilmente resolvida numericamente. O 
valor de evapτ  é conhecido substituindo-se ( ) 0=evapF τδ  na solução 

encontrada.  

4.4  Cálculo do tempo de ciclo 

Para calcular o tempo de ciclo, cicloτ , assume-se que as gotículas 

de líquido atingem periodicamente um ponto arbitrário da superfície 
a ser resfriada. Um ciclo é definido como sendo o intervalo entre o 
impacto de duas gotículas sucessivas no mesmo ponto.  

                                                 
 
12 Equação Diferencial Ordinária. 
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Considera-se então que a região onde está ocorrendo o 
resfriamento pelo spray é dividida uniformemente em cubos de lado 
L , e que cada cubo pode conter somente uma gotícula de líquido, 
como mostra a Figura 4.2. Consequentemente, a superfície a ser 
resfriada também é dividida em quadrados de lado L. 

LLL

 
Figura 4.2  – Divisão da região de impacto do spray em cubos de lado L . 

Analisando isoladamente uma região quadrada arbitrária da 
superfície, pode-se dizer que o tempo de ciclo desta região é dado 
pelo tempo que uma gotícula leva para percorrer a distância L , 
referente à aresta vertical do cubo, ou seja, 

FG
ciclo V

L

,

=τ  (4.43) 

Foi admitido que cada cubo de lado L  possui apenas uma única 
gotícula. Assim, o número de gotículas por unidade de volume nas 
proximidades do filme pode ser calculado por: 

3
''' 1

L
NG =  (4.44) 

Rearranjando a equação (3.49) e aplicando-a no ponto de impacto 
das gotículas com o filme, tem-se, 

FG

FFGN

,

,

∀
=

∀∆
∆ α

 (4.45) 
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Como o termo FGN ,∆  corresponde ao número total de gotículas no 

interior de um volume de controle do spray próximo ao filme, a razão 

VN FG ∆∆ ,  é o próprio '''
GN . Substituindo então a equação (4.45) 

na equação (4.44), e rearranjando, tem-se: 

3

3
,

6 F

FGd
L

α
π

=  (4.46) 

Finalmente, substituindo a equação acima na equação (4.43), 
chega-se ao valor de cicloτ : 

3

,

,

6 FFG

FG
ciclo V

d

α
πτ =  (4.47) 

4.5 Critérios para definição do tipo de filme forma do  

O tipo de filme formado sobre a superfície depende dos valores de 

CR , evapτ  e cicloτ . Por exemplo, para valores da razão de cobertura 

maiores ou iguais a um, as gotículas de líquido, após impactarem 
com a superfície, formam um filme contínuo sobre esta. Por outro 
lado, se o tempo de evaporação da gotícula for menor que o tempo 
de ciclo calculado, o filme vai desaparecer até o impacto da próxima 
gotícula. 
Ao considerar a combinação dos parâmetros acima na análise 
isolada de uma gotícula em regime transiente, pode-se mapear 
quatro condições de operação que irão formar quatro tipos 
diferentes de filmes. Contudo, como o modelo do spray é resolvido 
adotando regime permanente, somente dois tipos de filme são 
considerados: filme contínuo e filme descontínuo.  
Todas as condições de formação do filme estão mapeadas em 
detalhes na Figura 4.3. 
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Condição

Rc ≥ 1 

e

τevap > τciclo

Rc ≥ 1 

e

τevap < τciclo

Rc < 1

e 

τevap > τciclo

Rc < 1 

e

τevap < τciclo

Evolução durante um ciclo

Filme contínuo que não desaparece

Filme contínuo que desaparece

Filme disperso que não desaparece

Filme disperso que desaparece

Filme formado

Filme contínuo

Filme descontínuo

Filme contínuo

Filme descontínuo

 
Figura 4.3  – Condições para determinação do tipo de filme formado sobre a 

superfície. 
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5 Modelo do Filme Contínuo 

Caso haja condições para formação do filme contínuo, um fino filme 
ininterrupto de líquido, resultado do impacto das gotículas, cobrirá 
toda a superfície a ser resfriada. A modelagem da dinâmica deste 
filme é feita discretizando-se radialmente o filme em volumes de 
controle infinitesimais anulares de espessura Fδ , como mostrado na 
Figura 5.1. Aplica-se então balanços de massa e quantidade de 
movimento em cada volume.  

Fr∆

Fδ

FAint,∆

1

2

ŷ

Fr̂

Fr∆

Fδ

FAint,∆

1

2

Fr∆ Fr∆

FδFδ

FAint,∆

1

2

ŷ

Fr̂

ŷ

Fr̂  
Figura 5.1  – Volume de controle infinitesimal adotado para o filme. 

As hipóteses simplificativas adotadas para o modelo do filme 
contínuo são: 

• Regime permanente; 

• Escoamento incompressível; 

• Escoamento uniforme nas superfícies de controle 1 e 2;  

• Temperatura da fase vapor uniforme e constante; 

• Transferência de calor por radiação desprezível; 

• Substância pura; 
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• Não há respingos ou atomização secundária gerada pelo 
impacto das gotículas no filme. 

Cabe ressaltar que modelo não resolve casos onde a temperatura 
da superfície é maior que a temperatura de Nukiyama (vide Figura 
1.5). 
O filme é modelado como tendo duas camadas hidrodinâmicas: a 
subcamada limite viscosa, onde a velocidade varia linearmente com 
y , e a região turbulenta, também conhecida como camada inercial, 

como mostrada da Figura 5.2. 

 
Figura 5.2  – Modelagem do filme de líquido assumindo duas camadas 

hidrodinâmicas. 

Fonte: Ashwood, 2006. 

5.1 Conservação da massa 

Conforme o modelo proposto por Ashwood (2006), aplica-se um 
balanço de massa no volume da Figura 5.1 para obter vazão em 
massa saindo do volume de controle. Com regime permanente e a 
mesma convenção para o sentido da transferência de massa 
adotado anteriormente, tem-se: 
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FFFFGFentFsai AmAmmm int,int,int,,,, ∆′′−∆′′+= &&&&  (5.1) 

onde Fsaim ,&  é a taxa com que a massa deixa o volume de controle 

pela superfície 2, Fentm ,&  é a taxa com que a massa entra no volume 

de controle pela superfície 1 e FGm ,′′&  é o fluxo de massa devido ao 

impacto das gotículas com o filme. A área interfacial entre o filme de 
líquido e o ambiente, FAint,∆ , é expressa por: 

( )2
,1

2
,2int, FFF rrA −=∆ π  (5.2) 

onde 1,Fr  e 2,Fr  são as posições radiais das superfícies de controle 

1 e 2. 
Substituindo a equação (5.2) na equação (5.1), tem-se: 

( ) ( )2
,1

2
,2int,,,, FFFFGFentFsai rrmmmm −′′−′′+= π&&&&  (5.3) 

O fluxo de massa que entra no volume de controle pelas gotículas é 
dado por: 

FFGLFG Vm αρ ,, =′′&  (5.4) 

onde FGV ,  e Fα  são, respectivamente, a velocidade das gotículas e 

a fração de líquido do spray no momento do impacto das gotículas 
com o filme, variáveis estas obtidas do modelo do spray. 
Considerando que a equação (5.3) será resolvida num 
procedimento de marcha para cada volume de controle do filme a 
partir de 0=Fr , todos os termos no lado direito da equação acima, 

a exceção de Fmint,′′& , são, a priori, conhecidos.  

Para o caso de haver transferência de calor monofásica, o valor de 

Fmint,′′&  é tomado como nulo. No caso de transferência de calor 

bifásica, o fluxo de massa na interface entre o filme e o vapor 
ambiente pode ser obtido a partir da equação da energia, de forma 
análoga à feita para se obter o fluxo interfacial das gotículas, 
equação (3.101). Assim, 
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onde ( )
FyF dydT ∂=  é o gradiente de temperaturas na interface 

líquido-vapor, e Fδ  é a espessura do filme.  

O procedimento para cálculo de Vconvh ,  já foi discutido na Seção 

4.3. Como a espessura do filme formado é bastante pequena, o 
termo ( )

FyF dydT ∂=  pode ser obtido pela seguinte aproximação 

(Aoki, 2000; Pasandideh-Fard et al., 1999): 

( )
F

WF

y

F
TT

dy

dT

F
δδ

−
≅









=

int,  (5.6) 

onde a temperatura da superfície, WT , e a espessura do filme serão 

calculadas posteriormente no balanço de quantidade de movimento 
no filme.  
Para o cálculo da espessura do filme, é assumido que o 
escoamento de líquido sobre a superfície obedece a Lei Logarítmica 
Universal. Esta estabelece que o perfil de velocidades no filme, 

( )yuF , possui variação linear com a altura na subcamada limite 
viscosa, e variação logarítmica na região da camada inercial. Uma 
lei logarítmica comumente adotada na literatura, que relaciona a 

velocidade adimensional +u  com a distância adimensional à 

superfície +y , é dado por Kays e Crawford (1993): 
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 (5.7) 

+u  e +y  são definidos, respectivamente, por: 

*u

u
u F=+  (5.8) 

e 

*u
y

y
Lν

=+  (5.9) 
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A velocidade de fricção turbulenta, *u , bastante utilizada para 
avaliar muitas propriedades da camada limite, é definida localmente 
a partir da tensão de cisalhamento na superfície: 

L

Wu
ρ
τ

=*  (5.10) 

A taxa com que a massa sai do volume de controle também pode 
ser expressa integrando-se o perfil de velocidades em FA ,2 . Assim, 

∫= FFLFsai dAum ,2, ρ&  (5.11) 

Pela Figura 5.2, tem-se que: 

dyrdA FF ,2,2 2π=  (5.12) 
Então, 

dyrum FFLFsai

F

,2

0

, 2∫=
δ

πρ&  (5.13) 

Isolando Fu  na equação (5.8) e substituindo na equação acima, 

dyruum FLFsai

F

,2

0

,
*2∫

+=
δ

πρ&  (5.14) 

O diferencial dy  pode ser obtido derivando-se a equação (5.9): 

+= dy
u

dy L

*
ν

 (5.15) 

Substituindo a equação (5.15) na equação (5.14) e retirando da 

integral os termos independentes de +dy , vem que: 

++
∫

+

= dyurm
F

FLLFsai

δ

νπρ
0

,2, 2&  (5.16) 

onde +
Fδ  é a espessura do filme adimensional dada por: 

*u
L

F
F  

ν
δδ =+  (5.17) 



 110 

Para introduzir o valor perfil de velocidade na equação (5.16), deve-
se antes analisar o valor da espessura do filme adimensional. Caso 

5≤+
Fδ , a equação fica: 

++
∫

+

= dyyrm
F

FLLFsai

δ

νπρ
0

,2, 2&  (5.18) 

Para 305 ≤< +
Fδ , tem-se:  
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Se 30>+
Fδ , obtém-se: 
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5.2 Conservação da quantidade de movimento 

Efetuando um balanço quantidade de movimento no volume de 
controle para regime permanente, tem-se: 

FFLVFW

FFGFentFsai

AA

Amommommom

int,,int,

int,,,,

...

...

∆+∆+
−∆′′+=

ττ
&&&

 (5.21) 

onde Fsaimom ,&  e Fentmom ,&  são as taxas com que a quantidade de 

movimento sai e entra no volume de controle, respectivamente. 

FGmom ,′′&  é o fluxo de quantidade de movimento adicionado ao filme 

devido ao impacto das gotículas e FLV ,τ  é o arrasto do filme pelo 

vapor ambiente.  FGmom ,′′&  pode ser obtido pela seguinte expressão: 

FGFGFG Ummom ,,, && ′′=′′  (5.22) 

onde o valor de FGm ,& ′′  é conhecido pela equação (5.4). FGU ,  

corresponde à componente radial de velocidade das gotículas ao 
atingirem o filme. Esta componente de velocidade não é calculada 
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pelo modelo do spray, já que este é unidimensional. Então uma 
aproximação deve ser utilizada. Considera-se o caso de uma 
gotícula que saiu do atomizador no ponto 1 e atingiu a superfície no 
ponto 2, como mostrado na Figura 5.3. A componente radial da 
velocidade da gotícula no ponto 2 pode ser aproximada como sendo 
a razão entre distância na direção radial percorrida pela gotícula 
entre os pontos 1 e 2, e o tempo decorrido neste percurso.  

Fr

2

1

Fr

222

111

 
Figura 5.3  – Trajetória de uma gotícula para cálculo da velocidade radial. 

Assim, 

imp

F
FG t

r
U =,  (5.23) 

onde Fr  é a posição radial em que se encontra a gotícula no 

momento do impacto contra o filme, e impt  é tempo médio que levam 

as gotículas para ir da saída do atomizador até o filme. O valor de 

impt  é calculado a partir da equação (3.94). 

Uma análise de ordem de grandeza dos termos FGmom ,′′& , Wτ  e 

FLV ,τ , apresentada no apêndice D, mostra que este último é muito 

menor que os dois primeiros. Então, substituindo as equações (5.4) 
e (5.22) na equação (5.21), e desprezando FLV ,τ , tem-se: 
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( ) ( )2
,1

2
,2,,,, FFWFGFGFentFsai rrUmmommom −−′′+= πτ&&&  (5.24) 

A taxa de quantidade de movimento saindo do volume de controle 
também pode ser escrita a partir de uma integral na área FA ,2 : 

∫= FFLFsai dAumom ,2
2

, ρ&  (5.25) 

De modo análogo ao feita na obtenção da equação (5.16), pode-se 
substituir na equação (5.25), as equações (5.8), (5.12) e (5.14), e 
retirar da integral os termos constantes, o que resulta em:  
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Pode-se substituir o perfil de velocidades da equação (5.7), com as 

mesmas considerações utilizadas na Seção 5.1. Então para 5≤+
Fδ , 
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Se 305 ≤< +
Fδ ,  
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E caso 30>+
Fδ , 
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 (5.29) 

As equações (5.3), (5.5), (5.10), (5.17), uma entre (5.18) a (5.20), 
(5.24) e uma entre (5.27) a (5.29), formam com Fsaim ,& , Fmint,& ′′ , Wτ , 

Fδ , +
Fδ , Fsaimom ,&  e *u  um sistema de sete equações e sete 

incógnitas, que deve ser resolvido iterativamente. 
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É possível ainda se conhecer o perfil de velocidades no filme, 
( )yuF , através das equações (5.7), (5.8) e (5.9). A velocidade 

média do filme, em cada posição ao longo do raio da superfície, 
pode ser então calculada por: 

( )∫=
F

dyyuU F
F

F

δ

δ 0

1
 (5.30) 

5.3 Distribuição de temperaturas na superfície 

Antes de calcular o coeficiente de transferência médio se deve 
determinar a temperatura da superfície em cada posição radial do 
filme, para possibilitar o cálculo do coeficiente de transferência de 
calor local. Este coeficiente é calculado de maneira diferente, 
dependendo do regime de transferência de calor experimentado 
localmente no filme. Neste trabalho, caso a temperatura da 
superfície seja menor que a temperatura de saturação, a 
transferência de calor é dita monofásica, não havendo ebulição no 
filme de líquido formado. Porém, se a temperatura da superfície for 
maior que a temperatura de saturação, pode ocorrer, junto à 
superfície, o surgimento de sítios de nucleação de bolhas, 
caracterizando a transferência de calor bifásica. Além disso, na 
interface entre o filme de líquido e o vapor ambiente, onde a 
temperatura será igual à temperatura de saturação, também ocorre 
evaporação em filme. 
Seguindo a hipótese de Ashwood (2004), o coeficiente de 
transferência de calor local devido à convecção monofásica pode 
ser aproximado por: 

*
T

L
W

k
h

δ
=  (5.31) 

onde a espessura da subcamada limite térmica, *
Tδ , pode ser obtida 

em função da espessura da subcamada limite viscosa, se 
consideramos que há similaridade entre a transferência de calor e 
de quantidade de movimento (White, 1991). Assim, 

4,0Pr

*
*

L

U
T

δδ =  (5.32) 
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Analogamente ao feito para a espessura do filme, a espessura da 
subcamada limite hidrodinâmica é obtida a partir do seu valor 
adimensional, pelo seguinte: 

*
**

u

L
UU

νδδ
+

=  (5.33) 

onde 
+*

Uδ  é igual a 5 , de acordo com a lei logarítmica adotada para 

o escoamento no filme. 
Para o caso de haver transferência de calor bifásica, o coeficiente 
de transferência local é obtido somando-se ao coeficiente de 
convecção monofásica uma parcela relativa à ebulição: 

ebul

T

L
W h

k
h +=

*δ
 (5.34) 

A contribuição devida à ebulição nucleada é calculada com base na 
correlação de Nishikawa et al. (1967) para filmes finos: 

n

F

L
ebul X

k
mh 2

δ
=  (5.35) 

onde m  e n  são constantes, e 2X  é calculado por: 
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Caso 22 ≤X , o valor de m  é 4,10 , e de n  é 75,0 . Já caso 

22 >X , os valores de m  e n  são, respectivamente, 4,9  e 9,0 . 

Cabe ressaltar que, tanto para a transferência de calor monofásica 
quanto para a transferência de calor bifásica, caso a espessura da 
subcamada limite térmica seja maior que a espessura do filme, esta 
última será utilizada no denominador das equações (5.31) e (5.34). 

Conhecido Wh , a distribuição de temperatura ao longo da superfície 

pode ser calculada por: 

W

W
FW h

q
TT

′′
+=
&

int,  (5.37) 

onde, para o caso monofásico, a temperatura na interface do filme, 

FTint, , é aproximada por FGT , , que é a temperatura média das 
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gotículas ao atingirem o filme, que pode ser obtida pela equação 
(3.95). Já para o caso bifásico, FTint,  é sempre igual a satT .  

5.4 Coeficiente de transferência de calor médio 

Alguns autores utilizam como temperatura de referência, para o 
cálculo do coeficiente de transferência de calor médio do spray 
cooling, a temperatura de injeção do líquido, GinjT ,  (Pautsch, 2004; 

Ashwood, 2006). Outros autores utilizam satT  como referência 

(Hsieh et al., 2004). Com o objetivo de tornar mais coerente a 
comparação com resultados da literatura, dois diferentes 
coeficientes médios de transferência de calor, considerando as duas 
temperaturas de referência, devem ser calculados. Assim, 

( )satW
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q
h
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e 

( )injGW
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q
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 (5.39) 

onde WT  é obtida da média das temperaturas na área, ou seja, 

∫=
Wr

FFW
W

W drrT
A

T
0

2
1 π  (5.40) 
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6 Modelo de Filme Descontínuo 

O filme descontínuo caracteriza-se por apresentar intermitência de 
regiões da superfície em contato com líquido e regiões em contato 
direto com o vapor ambiente. A Figura 6.1 mostra este tipo de filme.  

 
Figura 6.1  – Filme disperso sobre a superfície. 

As hipóteses simplificativas adotadas para o modelo do filme 
descontínuo são: 

• Regime permanente; 

• Escoamento incompressível; 

• Gotículas de líquido do spray esféricas; 

• Variação de energia potencial desprezível; 

• Temperatura da fase vapor uniforme e constante; 

• Transferência de calor por radiação desprezível; 

• Substância pura. 

• Não há respingos ou atomização secundária gerada pelo 
impacto das gotículas no filme. 
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• O tempo para uma gotícula deformar é muito menor que 
o tempo para esta evaporar completamente. 

• Sempre há mudança de fase com ebulição nucleada 
quando o filme é descontínuo. 

Grande parte do modelo do filme descontínuo já foi exposta no 
capítulo 4. Assim, para esta modelagem se assume que são 
conhecidos a razão de cobertura CR , o tempo de ciclo cicloτ , o 

tempo para uma gotícula evaporar evapτ , e o tempo para uma 

gotícula deformar defτ . 

A temperatura das regiões da superfície em contato com o líquido é 
diferente das regiões onde não há líquido. Isto se deve ao fato de 
que, graças à transferência de calor latente na evaporação, os 
pontos onde há formação de filme de líquido experimentam uma 
maior transferência de calor da superfície para o ambiente, 
resultado direto de um maior coeficiente de transferência de calor.  

6.1 Coeficiente de transferência de calor médio 

Pode-se calcular um coeficiente de transferência de calor médio 
para toda a superfície a partir da mesma equação utilizada para 
determinar o coeficiente bifásico de um filme contínuo. Porém, como 
aqui o filme pode ser descontínuo tanto no espaço quando no 

tempo, a temperatura média da superfície, WT , deve ser calculada 

efetuando-se a média na área e no tempo.  
A média das temperaturas na área, considerando que parte da área 
está em contato com o líquido ( LWA , ) e parte está em contato direto 

com o vapor ( VWA , ), pode ser calculada por: 







 += ∫∫

VWLW A VWVWA LWLW
W

W dATdAT
A

T
,,

,,,,

1
 (6.1) 

Considerando a definição de razão de cobertura, equação (4.10), e 
que: 

VWLWW AAA ,, +=  (6.2) 

As integrais da equação (6.1) podem ser resolvidas supondo LWT ,  e 

VWT ,  uniformes nas suas respectivas áreas. Logo, 
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( ) VWCLWCW TRTRT ,, 1−+=  (6.3) 

Deve-se ainda tomar a média das temperaturas no tempo. Como 
visto na Seção 4.5, ocorre a formação de um filme descontínuo 
sobre a superfície tanto para tempo de ciclo maior que o tempo de 
evaporação, quanto para tempo de ciclo menor que o tempo de 
evaporação. A temperatura média da superfície no tempo pode ser 
escrita como: 
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Substituindo a equação (6.3) na equação acima, e considerando 
que, estatisticamente, CR  é constante, tem-se: 
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Pela lei de resfriamento de Newton, admitindo que o fluxo de calor 
seja uniforme em toda a superfície, tem-se que: 

( )FLWLWW TThq int,,, −=′′&  (6.6) 

e 

( )VVWVWW TThq −=′′ ,,&  (6.7) 

onde LWh ,  é o coeficiente de transferência de calor médio da 

superfície na área em contato com o líquido e VWh ,  é o coeficiente 

de transferência de calor médio na área em contato direto com o 
vapor. 

Isolando LWT ,  e VWT ,  nas equações (6.7) e (6.8) e substituindo na 

equação (6.6) pode-se, após alguma manipulação matemática, 
reescrever esta equação como:  
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onde se assume que FTint,  seja sempre igual a satT . 

Devido à hipótese de que o tempo de espalhamento da gota é 
sempre menor que o tempo para sua total evaporação, a equação 

acima deve contemplar dois valores de LWh , , um para a troca de 

calor durante a deformação da gotícula e outro para a troca de calor 
após deformação da gotícula, onde só ocorre evaporação. Assim, 
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 (6.9) 

onde defLWh ,,  estLWh ,,  são os coeficientes de transferência de calor 

durante e após o espalhamento da gotícula, respectivamente. 

A determinação dos coeficientes de transferência de calor defLWh ,, , 

estLWh ,,  e VWh ,  é objeto da próxima seção. 

6.2 Modelagem dos termos de transporte 

Para o modelo do filme descontínuo, foi assumido que a 
temperatura ao longo de toda a superfície é maior que a 
temperatura de saturação do líquido, caracterizando um problema 
de transferência de calor bifásica. Assim, nas regiões da superfície 
que estão em contato com o líquido, é acrescido à transferência de 
calor o efeito da ebulição nucleada em um filme estático, de forma 
análoga ao que foi feito para o filme contínuo. 
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Como durante a deformação da gota, o filme formado pelo impacto 
da gota encontra-se em movimento, então, para deft τ< , o 

coeficiente de transferência de calor pode ser calculado somando-
se a parcela devido à convecção com a parcela devido à ebulição, 
em valores médios na área. Utilizando então aproximação de 
Pasandideh-Fard et al. (1996), vem que: 

Febul

T

L
defLW h

k
h ,,, *

+=
δ

 (6.10) 

onde a espessura da camada limite térmica, *
Tδ , é obtida 

considerando novamente que há similaridade entre a transferência 
de calor e de quantidade de movimento. Assim, 

4,0Pr

*
*

L

U
T

δδ =  (6.11) 

Pasandideh-Fard et al. (1996) também apresentaram uma 

estimativa para a espessura da camada limite hidrodinâmica, *
Uδ , a 

partir da solução da região de estagnação de um escoamento 
axissimétrico13 a partir do primeiro ponto de contato da gotículas 
com a superfície. 

5,0
,

,

Re

2*

FG

FG
U

d
=δ  (6.12) 

onde o número de Reynolds relativo ao impacto das gotículas com o 
filme é dado pela equação (4.8). 
Na região de contato direto com o vapor, assume-se que o 
coeficiente de transferência de calor é o coeficiente monofásico 
dado pela correlação de Martin (1977): 

VconvVW hh ,, =  (6.13) 

Para o caso do cálculo do coeficiente de transferência de calor após 
a deformação da gota, quando o filme é estático, ao invés do 
fenômeno da convecção, há a condução de calor através do filme. 

                                                 
 
13 Escoamento de simetria axial. 
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O fluxo de calor pode ser escrito então como sendo a parcela 
devido à condução somada à parcela devido à ebulição nucleada, 
ambas já contempladas na correlação de Nishikawa et al. (1967). 
Assim:  

( )satLWFebulW TThq −=′′ ,,&  (6.14) 

Então o coeficiente de transferência de calor após a deformação da 
gota é: 

FebulestLW hh ,,, =  (6.15) 

A parcela adicional referente ao coeficiente de transferência de calor 
devido à ebulição nucleada, presente nas equações (6.10) e (6.15), 
é calculada de forma idêntica à feita na Seção 5.1, com a equação 
(5.35), baseada agora, porém, na espessura média do filme. 

Analisando as equações acima, percebe-se que Febulh ,  é 

dependente de Fδ . Do modelo que determina o tipo do filme, sabe-

se que Fδ  é função de t , devido ao efeito da evaporação. Então é 

correto afirmar que defLWh ,,  e estLWh ,,  são dependentes do tempo. 

Já VWh , não varia com o tempo. 
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7 Método de Solução 

O presente capítulo apresenta o método numérico utilizado na 
solução das equações que compõem o modelo do spray cooling.  
O modelo foi escrito em linguagem C e é composto de um corpo 
principal e sub-rotinas. Como já comentado anteriormente, a 
solução do spray cooling é dividida em duas partes: o modelo do 
spray e o modelo do filme. Além disso, há também a sub-rotina de 
integração spray-filme. Um fluxograma geral do modelo do spray 
cooling pode ser visto na Figura 7.1. 

Lê os dados de entrada.

Não

Lê as propriedades termofísicas.

Chama a rotina de 
solução do spray.

Sim

Imprime os resultados do Spray 
Cooling no arquivo de saída.

Chama a rotina que de 
integração spray-filme.

Há formação de 
filme contínuo?

Chama a rotina de 
solução do filme contínuo.

Chama a rotina de 
solução do filme descontínuo.

Calcula valores de      ,       ,       ,                
e       na saída do atomizador.

Ga Lα GV
VV

Calcula valores de      ,       ,       ,                
e       na saída do atomizador.

Ga Lα GV
VV

 
Figura 7.1  – Fluxograma geral do modelo do spray cooling. 

O primeiro passo da solução do modelo é a leitura de todos os 
dados de entrada necessários para caracterizar o problema do 
spray cooling. Estes dados são: distância entre o atomizador e a 
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superfície ( maxz ), diâmetro do orifício do atomizador ( injd ), ângulo 

do cone do spray ( sprayθ ), temperatura das gotículas na saída do 

atomizador ( GinjT , ), temperatura de saturação do fluido ( satT ), 

diâmetro médio das gotículas na saída do atomizador ( Ginjd , ), vazão 

em massa injetada ( injm& ), diferença de pressão aplicada no 

atomizador ( injP∆ ), raio da superfície a ser resfriada ( Wr ) e fluxo de 

calor aplicado à superfície ( Wq ′′& ).  

As quatro equações diferenciais que formam o modelo do spray, 
citadas no final do Capítulo 3, necessitam dos valores iniciais das 
quatro variáveis para serem resolvidas, ou seja, é necessário 
conhecer os valores de Ga , Lα , GV  e VV  na saída do bico injetor, 

já que este não é modelado. 
Caso o valor do diâmetro das gotículas na saída do injetor não seja 
conhecido, uma alternativa é utilizar o Diâmetro Médio de Sauter, 

32d , correlacionado por muitos autores para o problema do spray 

cooling.  
Bonacina et at. (1975) desenvolveu uma correlação para o cálculo 
de 32d  em função de injP∆ , como segue: 


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(7.1) 

Toda (1972) desenvolveu uma correlação para 32d  em função de 

GinjV , , na seguinte forma: 


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 += −
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dd
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334081
10.7,3

ρ
νσ  (7.2) 

Uma correlação para 32d  bastante utilizada foi proposta por Estes e 

Mudawar (1995): 



 125 

259,0

5,0

5,15,0

32 67,3

−













 ∆
=

LL

injinj
inj

dP
dd

µσ
ρ

 (7.3) 

Mais recentemente, uma correlação foi proposta por Tsai (2005): 
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Para o presente modelo, a correlação escolhida foi a de Estes e 
Mudawar (1995), por ser usada com mais frequência na literatura 
consultada. 
Com relação à condição de contorno para a fração de líquido na 
saída do injetor, se não houver injeção de vapor junto com o líquido, 
esta pode ser assumida como tendo o valor da unidade. Porém, 
como algumas equações utilizadas na modelagem do spray 
possuem o termo ( )α−1  no denominador, a fração de líquido tem 
que ser diferente de um, em todo o spray, para que sejam evitadas 
singularidades matemáticas. Assim, um valor razoável para injα  é 

99,0 . 

A velocidade das gotículas de líquido na saída do injetor pode ser 
calculada a partir da vazão em massa injetada: 

injGinjLinjinj AVm ,ρα=&  (7.5) 

A área do orifício do atomizador, injA , é calculada por: 

2

4 injinj dA
π=  (7.6) 

Substituindo na equação (7.5), e rearranjando, 

2,

4

injLinj

inj
Ginj

d

m
V

ρπα
&

=  (7.7) 

Alguns autores desenvolveram equações para o cálculo de GinjV , . 

Uma delas é a correlação de Kachhwaha (1998), dado por: 

L

inj
Ginj

P
V

ρ
∆

=
2

9,0,  (7.8) 
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Lefebvre (1989) desenvolveu uma equação para GinjV , , como sendo 

a relação entre a vazão em massa injetada e a área efetiva de fluxo 
do atomizador: 

FN

m
V

L

inj
Ginj ρ

&
=,  (7.9) 

onde FN  é o Número de Fluxo calculado por: 

injL

inj

P

m
FN

∆
=

ρ
&

 (7.10) 

Outra relação presente na literatura é a de Ghodbane e Holman 
(1991), desenvolvida a partir de um balanço de energia no bico 
injetor: 

32

2
,

122

d

P
VV

L

L

L

inj
tubeGinj ρ

σ
ρ

−
∆

+=  (7.11) 

onde tubeV  é a velocidade média que a mesma vazão produz em 

uma tubulação com o mesmo diâmetro do orifício do atomizador. 
Para o caso de alguma das equações acima ser utilizada para o 
cálculo de GinjV , , o valor de injα  pode ser obtido rearranjando a 

equação (7.7).  
Por questão de simplicidade, e para evitar singularidades 
ocasionadas por valores de α  iguais a um, optou-se neste estudo 
por utilizar injα  igual a 99,0  e GinjV ,  calculada pela equação (7.7). 

A velocidade do vapor na saída do injetor, a priori, não é conhecida. 
Assume-se então que VinjV ,  é calculado por: 

GinjVinj VV ,, ϕ=  (7.12) 
onde o fator ϕ  assume um valor entre zero e um, porém diferente 
de zero e de um, para evitar singularidades, ou seja, 

10 << ϕ  (7.13) 
Um estudo paramétrico foi realizado e identificou-se que uma 
variação de VinjV ,  possui um efeito muito pequeno sobre o resultado 
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do spray. Assim, adota-se, para todas as situações, um valor 
constante de 5,0  para ϕ . 

7.1 Procedimento de solução do spray 

O spray é resolvido discretizando-se o espaço entre o atomizador e 
a superfície em volumes de controle infinitesimais unidimensionais 
de tamanho z∆ , como mostrado na Figura 3.2, sendo que cada 
nova posição axial é calculada por: 

zzz ant ∆+=  (7.14) 

onde antz  é a posição axial anterior e z  é limitado em maxz . Assim, 

o domínio computacional do problema do spray compõe-se de um 
total de zz ∆max  pontos de solução.  

As cinco equações diferenciais que formam o sistema de equações 
do spray são resolvidas para cada um dos pontos pelo método de 
Runge-Kutta de Quarta Ordem. A sub-rotina contém também um 
loop de convergência para Ga , externo à solução por Runge-Kutta, 

devido à necessidade se recalcular os termos de transporte e o 
valor de ( )

GG arGL drdT =  a cada novo valor calculado para as 

variáveis do problema. A tolerância para Ga  é 510− . 

O modelo do spray contempla ainda o cálculo do perfil gaussiano 
para a velocidade das gotículas GV , variável de maior influência do 

spray sobre o resultado do spray cooling (Crowe, 2006; Kim, 2006; 
Chen 2002).  A Figura 7.2 mostra o diagrama de solução 
simplificado do modelo do spray. 
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Lê os valores das variáveis na 
saída do bico atomizador.

Erro aG < Tol
Não

Sim

Calcula        ,          e              .
arG

G

G
r
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=









∂
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GVτGhCalcula        ,          e              .
arG
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=









∂
∂

GVτGh

Calcula          .INTm& ′′Calcula          .INTm& ′′

Chama a sub-rotina para o 
cálculo de      ,      ,        e      , 

utilizando Runge Kutta.
Ga Lα GV VV

Chama a sub-rotina para o 
cálculo de      ,      ,        e      , 

utilizando Runge Kutta.
Ga Lα GV VV

Adiciona incremento em   .zAdiciona incremento em   .z

Estima      .GaEstima      .Ga

Chama a sub-rotina que calcula 
um perfil gaussiano para     .GV

Chama a sub-rotina que calcula 
um perfil gaussiano para     .GV

Imprime os resultados do spray 
no arquivo de saída.

Z ≥ Zmax

Não

Sim

 
Figura 7.2  – Fluxograma de solução do modelo do spray. 
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7.2 Procedimento de solução do modelo de integração  

Na Figura 7.3, é mostrado o diagrama simplificado de solução da 
sub-rotina de determinação do tipo de filme.  

Lê os valores de saída da sub-
rotina do spray.

Há formação de filme 
contínuo.

ττττevap> ττττciclo

NãoSim

Calcula        e           .max,Fd0,Fδ

Calcula     ,         e         .defτ cicloτcRCalcula     ,         e         .defτ cicloτcR

Chama a subrotina para o cálculo 
de         utilizando Runge Kutta.evapτ

Chama a subrotina para o cálculo 
de         utilizando Runge Kutta.evapτ

Há formação de filme 
descontínuo.

Imprime os resultados do tipo de 
filme no arquivo de saída.  

Figura 7.3  – Fluxograma de solução do modelo de integração spray-filme. 

Inicialmente o modelo lê os dados gerados pela sub-rotina do spray. 
Na sequência são calculados parâmetros geométricos do modelo de 
espalhamento da gota sobre a superfície, juntamente com os 
valores de CR , defτ  e cicloτ , a partir das equações citadas na Seção 

4.5. Um ponto que deve ser observado é que a equação com que é 
calculada CR  permite que esta assuma um valor maior que a 

unidade. Isto representa uma incoerência do modelo, pois o maior 
valor que a razão de cobertura da superfície pode assumir é a 
unidade. Neste caso, se 1>CR , deve-se fazer uma correção, 

considerando 1=CR .  
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O tempo necessário para uma gotícula evaporar, evapτ , pode então 

ser calculado utilizando-se o método de Runge-Kutta de quarta 
ordem para resolver a equação (4.34).  

A partir dos valores de CR , evapτ  e cicloτ  calculados, determina-se 

se o filme formado pelo impacto das gotículas na superfície é 
contínuo ou descontínuo. 

7.3 Procedimento de solução do filme contínuo 

Como comentado anteriormente, a modelagem do filme contínuo é 
feita discretizando-se o filme em um total de FW rr ∆  volumes de 

controle infinitesimais. Os volumes possuem formato de anéis e tem 
dimensões de Fδ  e Fr∆ , como mostrado na Figura 5.1. As 
equações do filme são então resolvidas para cada volume de 
controle, sendo que cada nova posição radial é determinada por: 

FantFF rrr ∆+= ,  (7.15) 

onde antFr ,  é a posição radial anterior.  

O sistema de equações apresentado na Seção 5.2 pode ser 
solucionado de modo iterativo. Para facilitar a convergência, a 
solução foi dividida em dois loops iterativos, um para Wτ  e outro 

para Fmint,′′& .  

O fluxograma do procedimento de solução é apresentado na Figura 
7.4.  
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Calcula      .GUCalcula      .GU

Lê valores de saída da 
subrotina do spray.

Lê valores de saída da subrotina
que determina o tipo do filme.

Chama a sub-rotina para calcular    
.    utilizando Simpson Composto.+

Fδ
Chama a sub-rotina para calcular    
.    utilizando Simpson Composto.+

Fδ

Estima                 e calcula          .Fsaim ,&

Estima      .WτEstima      .Wτ

Calcula                .saiFmom ,&Calcula                .saiFmom ,&

Chama a sub-rotina para calcular    
.    utilizando Simpson Composto.∗u

Calcula      .Wτ

Erro ττττW < Tol
Não

Sim

Calcula        e      .
∗
TδFδ

Adiciona incremento em    .Fr

Se bifásico, calcula         ,
caso contrário              .

ebulh
0=ebulh

Se bifásico, calcula         ,
caso contrário              .

ebulh
0=ebulh

Assume regime localmente
monofásico.

0int, =′′ Fm&

B CA  
Figura 7.4 – Continua na próxima página. 
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TW < Tsat

Não

Sim

Chama a subrotina para 
o cálculo de            .Fconvh ,

Chama a subrotina para 
o cálculo de            .Fconvh ,

Não

Sim

Erro m” int,F < Tol
.

Erro m” int,F < Tol
.

Chama a subrotina para 
o cálculo de             e       .( )yuF FU
Chama a subrotina para 

o cálculo de             e       .( )yuF FU

Calcula       .WTCalcula       .WT

rF ≥ rW

Não

Sim

Imprime os resultados do spray 
no arquivo de saída.

Se bifásico, calcula          ,
caso contrário                .

Fmint,′′&
0int, =′′ Fm&

Se bifásico, calcula          ,
caso contrário                .

Fmint,′′&
0int, =′′ Fm&

Regime localmente bifásico.

Calcula      .WT

TW < Tsat

NãoSim

Spray cooling bifásico. 
Calcula      .Wh

Spray cooling bifásico. 
Calcula      .Wh

Spray cooling monofásico. 
Calcula      .Wh

Spray cooling monofásico. 
Calcula      .Wh

Calcula       e                       .
Wh ( )

FyF dydT δ=Calcula       e                       .
Wh ( )

FyF dydT δ= BB CAA

 
Figura 7.4  – Fluxograma de solução do modelo do filme contínuo. 
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Após a leitura dos dados de saída dos modelos do spray e do tipo 
de filme, é dado o incremento espacial em Fr  e calculada FGU , , via 

equação (5.23).  
Como não é possível saber previamente se a temperatura da 
superfície é maior ou menor que a temperatura de saturação, 
alguma suposição acerca deste fato deve ser feita. Assume-se 
inicialmente que WT  é menor que satT , caracterizando o regime de 

transferência de calor no filme como monofásico. Caso esta 
suposição não se confirme, deve-se posteriormente voltar nesse 
ponto para refazer os cálculos. 
Tanto para o caso monofásico quanto para o caso bifásico, a 
estimativa inicial para Fmint,′′&  é zero, e o valor de Fsaim ,&  pode ser 

obtido diretamente pela equação (5.3). 

A espessura adimensional do filme, +
Fδ , é então calculada 

resolvendo-se uma das equações entre (5.18) a (5.20), com o uso 
de uma sub-rotina que resolve as integrais através da Regra de 
Simpson Composta. Aqui aparece uma situação de “referência 
cruzada”, pois a escolha de qual das três equações que deve ser 
utilizada para obter a espessura do filme adimensional, depende 
diretamente da faixa em que se situa o seu próprio valor calculado. 
Esta situação é resolvida com a utilização de um processo de 

convergência iterativa para +
Fδ , dentro da sub-rotina. Ou seja, 

estima-se inicialmente um valor para +
Fδ  e calcula-se o novo valor 

respeitando a respectiva faixa. Caso a faixa dos valores estimado e 

calculado não coincidam, o valor de +
Fδ  é recalculado na outra faixa 

até que haja a concordância. 

Em seguida, calcula-se Fsaimom ,&  pela equação (5.24) utilizando 

inicialmente um valor de Wτ  estimado. Outra sub-rotina, que 

também faz uso da Regra de Simpson composta, é empregada 

então para calcular *u  por uma equação entre (5.27) a (5.29).  

Conhecido o valor de *u , um novo valor para a tensão junto à 
superfície pode ser calculado isolando Wτ  na equação (5.10). Este 

novo valor de Wτ  é então comparado com o valor previamente 
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estimado até que o erro percentual entre eles convirja para um valor 

menor que a tolerância adotada, que é de 510− . Utiliza-se para a 
convergência o Método da Bisseção. 
Na sequência, são calculadas a espessura do filme e a espessura 
adimensional da subcamada limite térmica, via equações (5.17) e 
(5.32), respectivamente. Com estes valores, pode-se então 
determinar o coeficiente de transferência de calor local. Se a WT  

local for menor que satT , Wh  é calculado via equação (5.31). Caso 

contrário, o termo ebulh  deve ser considerado e Wh  é obtido pela 

equação (5.34). 

Os próximos parâmetros a serem calculados são: ( )yuF , como 

descrito no final da Seção 5.3, FU  por meio da equação (5.30), e 

Vconvh ,  calculado em uma sub-rotina de forma independente. 

Neste ponto, para o caso de haver transferência de calor bifásica, 
um novo valor de Fmint,′′&  é calculado pela equação (5.5). Em 

seguida, é calculado então o erro percentual entre este novo valor e 
o valor anteriormente estimado/calculado, e aplicado o método da 
bisseção, recalculando-se as variáveis, até que se atinja a 

convergência. O valor da tolerância para Fmint,′′&  é 510− . Vale 

ressaltar que, caso a transferência de calor local seja monofásica, o 
valor de Fmint,′′&  continua sendo nulo, e a convergência é automática. 

A temperatura local na superfície, WT , é calculada pela equação 

(5.37). Caso a temperatura seja maior que a temperatura de 
saturação, deve-se voltar ao ponto previamente mencionado e 
refazer todos os cálculos considerando que a transferência de calor 
é bifásica. Este procedimento é repetido, adicionando incrementos 

Fr∆  até que Fr  seja igual a Wr . Neste ponto, são calculados WT , 

pela equação (5.40), e o valor do coeficiente médio de transferência 

de calor, pela equação (5.38) ou pela equação (5.39). Se satW TT < , 

a transferência de calor é dita monofásica. Caso contrário, ela é 
bifásica.  
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Por fim, os dados de saída do modelo são exportados para o 
arquivo de saída do filme. 

7.4 Procedimento de solução do filme descontínuo 

A Figura 7.5 apresenta o fluxograma da solução do modelo do filme 
descontínuo. Após a leitura dos dados de saída do modelo do spray 
e do modelo que determina o tipo de filme, o coeficiente de 
transferência de calor relativo às áreas em contato direto com o 

vapor ambiente, VWh , , é calculado.  

Em seguida, Vconvh ,  é calculado resolvendo-se as equações (6.11) a 

(6.13). A parcela devida à ebulição nucleada, Febulh , , é então 

calculada, tomando como base a espessura média do filme Fδ , que 
é função de t . 

O passo seguinte é o cálculo dos coeficientes de transferência de 
calor para as áreas em contato com o filme de líquido durante e 
após a deformação da gotícula, em função do tempo. Estes são 
obtidos pelas equações (6.10) e (6.15), respectivamente. 
Conhecidos todos os termos de transporte, e considerando que 

defτ , evapτ  e cicloτ  são provenientes do modelo que determina o tipo 

de filme, a temperatura média da superfície pode então ser 
calculada via equação (6.9). O coeficiente de transferência de calor 
médio é então obtido pela equação (5.38). Ao final, os resultados 
são impressos no arquivo de saída do modelo do filme descontínuo. 
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Lê os valores de saída da sub-
rotina do spray.

Lê valores de saída da subrotina
que determina o tipo do filme.

Calcula          .1,,LWhCalcula          .1,,LWh Calcula        e       .WT WhCalcula        e       .WT Wh

Calcula        e       .WT WhCalcula        e       .WT Wh

NãoSim

Calcula        ,           e         .LWh , VWh ,ebulhCalcula        ,           e         .LWh , VWh ,ebulh

Imprime os resultados do filme 
no arquivo de saída.

ττττdef> ττττevap

 
Figura 7.5  – Fluxograma de solução do modelo do filme descontínuo. 
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8 Validação e Resultados 

Tendo sido descrita a metodologia empregada na solução, neste 
capítulo são mostrados e discutidos os resultados gerados pelo 
modelo do spray cooling. Com o objetivo de validar o modelo 
desenvolvido e a metodologia empregada, estes são comparados 
com resultados obtidos na literatura. Neste sentido, procurou-se 
reproduzir com o modelo as mesmas condições de vazão, diâmetro 
de gotículas, temperatura de injeção, etc., com as quais foram 
obtidos os dados pelos outros autores. Porém, apesar de a literatura 
no tema ser abundante, poucos foram os trabalhos que puderam ser 
utilizados para validar o modelo. Isto se deve ao fato de que nem 
todos os autores informaram em seus trabalhos todos os 
parâmetros de entrada necessários para que este modelo fosse 
resolvido.  
Inicialmente, na Seção 8.1, são mostrados e discutidos apenas 
resultados específicos para o modelo do spray e é feita a validação 
individual deste. O mesmo é feito nas seções seguintes, 8.2 e 8.3, 
para os modelos do filme contínuo e do filme descontínuo, 
respectivamente. Foi feita a validação tanto para casos monofásicos 
quanto para casos bifásicos. Como já comentado anteriormente, 
neste trabalho, quando há mudança de fase por ebulição nucleada a 
transferência de calor é dita bifásica. Caso contrário, ela é dita 
monofásica. 

8.1 Validação do modelo do spray 

A Tabela 8.1 mostra as condições em que foram obtidos os 
resultados dos diferentes trabalhos utilizados na validação do 
modelo do spray. Estes parâmetros foram utilizados como dados de 
entrada para reproduzir cada caso com o modelo desenvolvido 
neste trabalho. Nota-se que, para se reproduzir alguns casos, não 
houve a necessidade de se conhecer todos os parâmetros de 
entrada citados anteriormente, apenas aqueles relevantes para 
aquela etapa em particular. Exemplificando, não é necessário se 
conhecer qual diâmetro de uma superfície para se calcular a 
temperatura média das gotículas de líquido em uma posição 
qualquer do spray, pois o valor daquele em nada influencia o 
resultado desta. 



 138 

Tabela 8.1  – Parâmetros de entrada da validação do modelo do spray. 

 
O comportamento da velocidade média axial para as gotículas de 
líquido e para a fase vapor em função da distância do atomizador, 
calculados pelo modelo de Silva et al. (2003), pode ser visto na 
Figura 8.1. Na mesma Figura são colocados também os resultados 
obtidos com o modelo deste trabalho. Nota-se que os resultados 
dos dois modelos são bastante próximos entre si. Além, disso o 
modelo desenvolvido também capturou bem a tendência de 
decréscimo das velocidades. Esta desaceleração é devida, entre 
outras razões, à abertura do cone do spray. Ambos os modelos 
mostram que, a partir de certa distância do atomizador, as 
velocidades das gotículas e da fase vapor se igualam. Isto de deve 
à ocorrência de troca de quantidade de movimento entre as fases.  

  Silva et al. (2003) Hsieh e Tien (2007) 

Fluido Água R134a 

Distância à superfície 
(mm) ND 90 

Diâmetro do injetor     
(10-6m) 200 510 

Ângulo do spray (graus) 60 36-46 

Diâmetro das gotículas 
(10-6m) 11 28-50 

Temperatura de injeção 
(C°) 35-45 12-16 

Raio da superfície (mm) ND 40 
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Figura 8.1  – Velocidades das gotículas e da fase vapor como função da 

distância do injetor. 

Valores da velocidade axial para as gotículas, medidas junto à linha 
de centro do spray por Hsieh e Tien (2007), são mostrados na 
Figura 8.2, para diferentes números de Weber, equação (4.7). Junto 
com estes são colocados os valores de velocidade na linha de 
centro e velocidade média das gotículas calculados pelo modelo. 
Nota-se que, novamente, o modelo previu razoavelmente bem a 
tendência de desaceleração das gotículas. Outro ponto em que há 
concordância entre o experimento e o modelo é o fato de que para 
números de Weber maiores, as velocidades das gotículas também 
são maiores. Porém, percebe-se também que, na região próxima à 
saída do atomizador, o modelo prevê valores de GV  maiores que os 

valores experimentais. Isto deve estar relacionado ao fato de que a 
zona próxima ao atomizador, ou seja, a zona de quebra, ser uma 
região muito difícil de modelar, devido à intensa fragmentação e 
coalescência das gotículas, além de outros fenômenos já discutidos 
previamente que ali ocorrem. Já nas regiões distantes do 
atomizador os resultados aparentam ser mais corretos. 
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Figura 8.2  – Velocidade das gotículas na linha de centro e média em função da 

distância do injetor. 

Perfis de velocidades das gotículas foram gerados com o modelo e 
são comparados com dados obtidos por Hsieh e Tien (2007) nas 
Figuras de 8.3, 8.4, 8.5 e 8.6. Quatro diferentes posições distantes 
do atomizador são mostradas. Nota-se novamente que a velocidade 
das gotículas difere bastante dos valores experimentais nas regiões 
mais próximas do injetor. Porém, para posições mais distantes, o 
perfil de velocidades é bem representado. 

 
Figura 8.3 – Perfil de velocidades das gotículas em z = 20 mm comparado com 

dados de Hsieh e Tien (2004). 
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Figura 8.4 – Perfil de velocidades das gotículas em z = 40 mm comparado com 

dados de Hsieh e Tien (2004). 

 
Figura 8.5 – Perfil de velocidades das gotículas em z = 60 mm comparado com 

dados de Hsieh e Tien (2004). 
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Figura 8.6 – Perfil de velocidades das gotículas em z = 80 mm comparado com 

dados de Hsieh e Tien (2004). 

Uma análise paramétrica14 da transferência de calor e massa no 
spray foi realizada, estabelecendo-se condições arbitrárias para 
serem resolvidas com o modelo. Como um exemplo desta análise, 
considera-se aqui o caso fictício de um spray onde o líquido é 
injetado a uma temperatura pouco maior que a temperatura de 
saturação, em um ambiente contendo vapor saturado. Como 
resultado disto, ao entrar em contato com a fase vapor, as gotículas 
começam a evaporar. Nas Figuras 8.7, 8.8 e 8.9, valores para a 
temperatura das gotículas, taxa de evaporação por unidade de área 
e raio das gotículas normalizado são mostrados em função de z  
para este caso. Foram estudados ainda os efeitos que diferentes 
valores para o diâmetro das gotículas na saída do atomizador 
exercem sobre as três variáveis supracitadas.  

                                                 
 
14 Análise feita variando-se os vários parâmetros do problema. 
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Figura 8.7  – Temperatura média das gotículas em função da distância do 

injetor. 

 
Figura 8.8  – Taxa de evaporação por unidade de área em função da distância 

do injetor. 
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Figura 8.9  – Raio médio das gotículas em função da distância do injetor. 

Analisando a Figura 8.7, pode-se afirmar que a tendência de queda 
na temperatura das gotículas, à medida que elas entram em contato 
com o vapor mais frio, está representada de forma coerente. O 
efeito do diâmetro inicial sobre a temperatura também apresenta 
lógica, pois, como uma gotícula de menor diâmetro possui menos 
massa, a temperatura média desta vai decair mais rápido do que a 
de uma gotícula de maior massa. Com relação à evaporação das 
gotículas, a equação (3.101) afirma que a taxa de evaporação é 
diretamente proporcional ao gradiente de temperaturas na interface 

das gotículas. Como GT  vai decaindo com o aumento de z , a 

derivada da temperatura na interface também vai ficando menor. 
Portanto, é de se esperar que a taxa de evaporação por unidade de 
área apresente uma tendência de queda à medida que as gotículas 
se afastem do atomizador. Fazendo uma análise então da Figura 
8.8, é correto dizer que o modelo previu razoavelmente bem esta 
tendência. Observando agora o efeito que diferentes valores para 

Ginjd ,  possuem sobre a evaporação, novamente pode-se afirmar 

que o comportamento previsto possui coerência física. Pois, como 
as gotículas menores esfriam mais rápido que as maiores, o 
gradiente de temperatura interfacial daquelas gotículas, e 
consequentemente a sua taxa de evaporação por unidade de área, 
também deve apresentar um maior decaimento com z . 
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Observações semelhantes podem ser feitas a respeito da Figura 
8.9. 
Portanto, com base nestas observações, é razoável afirmar que a 
transferência de calor e massa no spray foi representada de forma 
coerente pelo modelo. Para, porém, garantir a coerência 
quantitativa, os valores gerados pelo modelo deveriam ter sido 
comparados diretamente com valores obtidos por outros autores. 
Isto não foi possível, pois, apesar de terem sido encontrados muitos 
resultados na literatura, todos eles se referem a gotículas de líquido 
sendo atomizadas em atmosferas de gases não condensáveis, e 
evaporando devido à difusão de massa, e não exclusivamente à 
diferença de temperatura como é aqui considerado. Ainda assim, 
uma comparação entre os valores obtidos do modelo do spray e 
alguns resultados do modelo de Aguilar, mostrados na Figura 2.1, 
evidencia tendências parecidas. 

8.2 Validação do modelo do filme contínuo 

Diversos estudos experimentais são focados na avaliação do filme 
formado pela aspersão de uma superfície por um spray. Conforme 
feito na validação do modelo do spray, alguns resultados foram 
reproduzidos no modelo do filme contínuo e uma comparação entre 
os valores previstos e experimentais foi realizada. Os parâmetros de 
entrada utilizados foram colocados nas Tabelas 8.2 e 8.3. 
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Tabela 8.2  – Parâmetros de entrada da validação do modelo do filme contínuo. 

 
Tabela 8.3  – Parâmetros de entrada da validação do modelo do filme contínuo. 

 

 Pautsch 
(2004) 

Pautsch e 
Shedd 
(2006) 

Kalantari 
e Tropea 

(2007) 

Ashwood 
(2006) 

Fluido FC-72 FC-72 Água FC-72, FC-74 e 
FC-40 

Distância à 
superfície 

(mm) 
6,8 6,8 30-50 6,8 

Diâmetro do 
injetor (10 -6m) 327 327 200 250 

Ângulo do 
spray (graus) 85 85 70 85 

Diâmetro das 
gotículas      

(10-6m) 
45-75 ND 34 ND 

Temperatura 
de injeção (C°) 26 26 27 26 

Raio da 
superfície 

(mm) 
8,46 9,59 2,5 8,46 

 Fabbri 
(2005) 

Estes e 
Mudawar 

(1995) 

Freund et 
al. (2007) 

Hsieh et al. 
(2004) 

Fluido Água FC-72 FC-72 Água e 
R134a 

Distância à 
superfície 

(mm) 
20 55 5 60 

Diâmetro do 
injetor (10 -6m) 356 762-1700 327 380 

Ângulo do 
spray (graus) 70 46,4-55,8 85 80 

Diâmetro das 
gotículas      

(10-6m) 
44 110-214 ND 42-46 

Temperatura 
de injeção (C°) 23 44,3 26 14 e 25 

Raio da 
superfície 

(mm) 
9,65 6,35 8,46 40 
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Os valores de espessura de um filme adiabático em função da 
posição da distância radial, obtidos por Pautsch (2004), podem ser 
vistos na Figuras 8.10, assim como a curva para os mesmos valores 
previstos pelo modelo. A comparação entre os resultados do modelo 
e dos experimentos fica um pouco comprometida devido à 
dispersão apresentada nos valores medidos experimentalmente, já 
que medições em pontos diametralmente opostos mostram valores 
de espessura bastante distintos. É possível observar que o modelo 
conseguiu reproduzir a tendência de aumento na espessura a 
medida que se a afasta do centro, porém foram previstos valores 
menores do que os experimentais.  

 
Figura 8.10  – Espessura do filme em função da distância radial. 

Na comparação com os dados medidos por Pautsch e Shedd 
(2006), esta tendência não é observada. A Tabela 8.4 mostra os 
resultados da espessura para duas posições radiais diferentes, 
considerando o efeito da aplicação de um fluxo de calor. Os valores 
previstos são pouco maiores que os experimentais. Nota-se que, os 
valores medidos para a posição 1 não mudam significativamente 
com a aplicação do calor. Isto caracteriza que não existe efeito 
significativo de ebulição, ou seja, que para o fluxo de calor aplicado 
a transferência de calor é monofásica. O mesmo comportamento 
também fica evidenciado nos resultados do modelo. 
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Tabela 8.4  – Efeito do fluxo de calor aplicado no valor da espessura do filme. 

 
Medições da espessura média do filme formado sobre uma 
superfície foram feitas por Kalantari e Tropea (2007). Eles também 
estudaram o efeito da diferença de pressão no atomizador e da 
distância entre atomizador e superfície sobre a espessura do filme. 
Os resultados são mostrados na Figura 8.11, juntamente com os 
valores previstos pelo modelo do filme contínuo, considerando as 
mesmas condições. Apesar do espalhamento observado nos 
resultados, há concordância razoável com a tendência dos dados 
experimentais. 

 
Figura 8.11  – Espessura do filme em função da diferença de pressão no injetor. 

A Figura 8.12 mostra os valores experimentais e os valores 
previstos pelo modelo para a tensão de cisalhamento média na 

Condições δF (m) - Pautsch 
e Shedd (2006) δF (m) Erro 

r = 3 mm 1,83E-05 2,07E-05 +13,29% 

Wq ′′&  = 0 

r = 9 mm 7,55E-05 7,69E-05 +1,84% 

r = 3 mm 1,84E-05 2,07E-05 +12,36% 

Wq ′′&  = 15 W/cm2 

r = 9 mm ND 7,03E-05 ND 
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superfície gerada pelo escoamento de um filme sobre uma 
superfície. Os resultados foram obtidos em função da vazão, para 
dois diâmetros de atomizadores, considerando um caso adiabático. 
Na mesma figura também são colocados os resultados obtidos 
utilizando o modelo de Ashwood (2006). MC é o fator de ajuste que 
o modelo de Ashwood utiliza. Analisando as figuras percebe-se que 
os dois modelos conseguiram prever a tendência de aumento da 

Wτ  com a vazão mostrada pelos dados experimentais. Porém, 

nota-se também que o modelo desenvolvido neste estudo prevê 
valores sistematicamente maiores do que os valores obtidos por 
Ashwood, ou mesmo do que os valores experimentais. Ainda assim, 
os resultados são satisfatórios. O presente trabalho, entretanto, não 
faz uso de qualquer ajuste adicional. 

 
Figura 8.12  – Tensão de cisalhamento média em função da vazão de injeção. 

No mesmo trabalho, Ashwood também efetuou medições da 
temperatura da superfície, para diferentes vazões de injeção de 
líquido. As curvas levantadas para o grau de superaquecimento da 

superfície ( satWsat TTT −=∆ ) em função do fluxo de calor aplicado 

são mostradas nas Figuras 8.13, 8.14 e 8.15 para três diferentes 
fluidos de trabalho. Já nas Figuras 8.16, 8.17 e 8.18 são mostradas 

valores de Wh  em função de Wq ′′ . O regime de transferência de 

calor é predominantemente monofásico, como fica evidenciado pela 
linearidade das curvas. Porém, nas Figuras 8.15 8.18, nota-se o 
aparecimento de um pequeno efeito de ebulição nucleada.  
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As previsões fornecidas pelo modelo também são mostradas nas 
respectivas figuras. Percebe-se que o modelo reproduz 

razoavelmente bem a tendência de aumento de WT  com Wq ′′ . O 

efeito do aumento na transferência de calor ocasionado por uma 
maior vazão injetada também foi previsto corretamente pelo modelo. 
Porém, nota-se que os resultados do modelo apresentam valores da 
temperatura da superfície menores que os obtidos 
experimentalmente, indicando que a transferência de calor está 
sendo superdimensionada pelo modelo, principalmente para vazões 
maiores. A mesma tendência pode ser observada nas curvas de 

Wh  em função de Wq ′′ , como mostram as Figuras 8.16, 8.17 e 8.18.  

 
Figura 8.13  – Temperatura da superfície em função do fluxo de calor aplicado 

para o FC-72 comparada com dados de Ashwood (2006). 
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Figura 8.14  – Temperatura da superfície em função do fluxo de calor aplicado 

para o FC-74 comparada com dados de Ashwood (2006). 

 
Figura 8.15  – Temperatura da superfície em função do fluxo de calor aplicado 

para o FC-40 comparada com dados de Ashwood (2006). 
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Figura 8.16  – Coeficiente de transferência de calor em função do fluxo de calor 

para o FC-72 comparada com dados de Ashwood (2006). 

 
Figura 8.17  – Coeficiente de transferência de calor em função do fluxo de calor 

para o FC-74 comparada com dados de Ashwood (2006). 
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Figura 8.18  – Coeficiente de transferência de calor em função do fluxo de calor 

para o FC-40 comparada com dados de Ashwood (2006). 

A mesma tendência, porém em menor escala pode ser observada 
comparando os coeficientes de transferência de calor previstos pelo 
modelo com os obtidos experimentalmente por Fabbri et al. (2005). 

A variação notada nos valores experimentais para o Wh  

monofásico, vista nas Figuras 8.16 e 8.17, e também observada em 
trabalhos de outros autores, deve estar relacionada a incertezas e 
ao efeito que a maior temperatura da superfície exerce sobre as 
propriedades de transporte do líquido que se encontra junto desta. 
O modelo não consegue reproduzir estes efeitos, assim os valores 
previstos do coeficiente de transferência de calor são constantes. 
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Figura 8.19  – Coeficiente de transferência de calor em função da temperatura 

da superfície comparado com dados de Fabbri et al. (2005). 

Na Figura 8.20, valores de WT  em função de Wq ′′ , medidos 

experimentalmente por Estes e Mudawar (1995), são comparados 
com os resultados do modelo para três vazões diferentes. Nota-se 
pelos valores experimentais, a baixas temperaturas, a transferência 
de calor é predominantemente monofásica, fato este evidenciado 
pela inclinação constante nas curvas. Porém, com o aumento da 
temperatura, a inclinação começa a mudar, indicando que o efeito 
da ebulição nucleada começa a se fazer presente. Nas curvas 
calculadas pelo modelo este efeito na inclinação também pode ser 
notado, no entanto, a inclinação nestas curvas é maior do que nas 
curvas experimentais, principalmente em altas temperaturas. Esta é 
uma indicação de que a correlação utilizada para modelar a 
ebulição nucleada em filmes finos pode estar superestimando o seu 
efeito. 
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Figura 8.20  – Fluxo de calor em função da temperatura da superfície 

comparado com dados de Estes e Mudawar (1995). 

Freund et al. (2007) estudaram a transferência de calor monofásica 
no resfriamento por sprays e a distribuição do coeficiente de 
transferência de calor ao longo da superfície é mostrada na Figura 
8.21, para três vazões diferentes. Percebe-se que o coeficiente de 
transferência de calor é maior no centro e que há uma tendência de 
diminuir de valor ao se afastar na direção da periferia da superfície. 
Os valores previstos pelo modelo também são mostrados na mesma 
figura. Houve boa concordância na comparação entre os resultados 
do modelo e experimentais. 

 
Figura 8.21  – Coeficiente de transferência de calor em função da distância da 

linha de centro comparado com dados de Freund et al. (2007). 
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Outros valores de temperatura na superfície e coeficiente de 
transferência de calor, agora em regime bifásico, obtidos do trabalho 
Hsieh et al. (2004), são mostrados juntos com os valores do modelo 
nas Figuras 8.22 e 8.23. Água foi utilizada como fluido de trabalho. 
Pela Figura 8.23, nota-se claramente a presença da ebulição 
nucleada na transferência de calor, fato evidenciado pela inclinação 

da curva e por h  ser dependente do fluxo de calor aplicado.  

Novamente o modelo aparenta estar superestimando os efeitos da 
ebulição nucleada. Isto pode ser visto tanto pela inclinação mais 
acentuada nas curvas calculadas da Figura 8.18, quando nos 

valores maiores para Wh  obtidos do modelo. Porém, é correto 

afirmar que a tendência apresentada pelas curvas experimentais foi 
bem prevista pelo modelo. 

 
Figura 8.22  – Coeficiente de transferência de calor para a água em função da 

temperatura da superfície comparado com dados de Hsieh et al. (2007). 



 157 

 
Figura 8.23  – Coeficiente de transferência de calor para a água em função da 

temperatura da superfície comparado com dados de Hsieh et al. (2007). 

Fazendo uma análise semelhante para os resultados também 
obtidos por Hsieh et al., porém utilizando R134a como fluido de 
trabalho, as conclusões são um pouco diferentes. Nas Figuras 8.24 

e 8.25 são mostrados, respectivamente, os valores de WT  e de Wh  

em função de Wq ′′ , e uma tendência de subestimar a transferência 

de calor pode ser notada nestes resultados. 

 
Figura 8.24  – Coeficiente de transferência de calor para o R134a em função da 

temperatura da superfície comparado com dados de Hsieh et al. (2007). 
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Figura 8.25  – Coeficiente de transferência de calor para o R134a em função da 

temperatura da superfície comparado com dados de Hsieh et al. (2007). 

Na Figura 8.26 é feita uma comparação entre os valores do 
coeficiente de transferência de calor monofásico, ou seja, sem 
mudança de fase por ebulição nucleada, calculados pelo modelo 
com os valores obtidos de experimentos. A mesma comparação é 
feita na Figura 8.27 para a transferência de calor bifásica. Nota-se 
que o modelo fornece valores do coeficiente de transferência de 
calor mais incorretos nos casos onde há mudança de fase por 
ebulição nucleada do que nos casos em que não há mudança de 
fase por ebulição nucleada. A Tabela 8.5 traz ainda um resumo de 
todos os resultados da transferência de calor para o filme contínuo, 
nos casos monofásicos e bifásicos. O erro médio do coeficiente de 
transferência de calor entre os valores previstos pelo modelo e os 
dados experimentais da literatura, em casos monofásicos, ficou em 

91,12 %  e o erro máximo foi de 21,54 %. Já em relação aos casos 
bifásicos, os erros médio e máximo do coeficiente de transferência 
de calor foram, respectivamente, 34,49 %e 74,131 %.  
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Figura 8.26  – Coeficientes de transferência de calor do modelo comparado ao 

experimental quando não há ebulição nucleada. 

 
Figura 8.27  – Coeficientes de transferência de calor do modelo comparado ao 

experimental quando há ebulição nucleada. 
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Tabela 8.5  – Resumo dos resultados da transferência de calor para o modelo 
do filme contínuo. 

 

8.3 Validação do modelo do filme descontínuo 

Não foi possível efetuar a validação do filme descontínuo, pois 
foram poucos os trabalhos encontrados sobre o tema na literatura, e 
nenhum deles informou todos os parâmetros necessários para rodar 
o modelo. A exemplo do que foi feito para a transferência de calor e 
massa no spray, uma análise paramétrica foi feita, estabelecendo 
condições arbitrária para o problema. Um exemplo desta análise 
está colocado na Figura 8.28, onde são mostrados os resultados do 
grau de superaquecimento da superfície em função do fluxo de calor 
para três diferentes valores de razão de cobertura do filme 
descontínuo.  

 Monofásico Bifásico Geral 

Total de casos 327 268 595 

Erro médio no h 12,91 % 49,34 % 29,32 % 

Erro máximo no h 54,21 % 131,74 % 131,74 % 
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Figura 8.28  – Temperatura da superfície em função do fluxo de calor aplicado 

para um filme descontínuo. 

Observa-se que, de uma maneira geral, o modelo reproduziu a 
tendência esperada. Um aumento na razão de cobertura do filme 
acarreta em um maior coeficiente médio de transferência de calor 
da superfície, fato que fica evidenciado pelo aumento na inclinação 
das curvas na Figura 8.28. Porém, seria necessária uma 
comparação com resultados de outros autores para se poder afirmar 
que o modelo do filme descontínuo está representando 
corretamente os fenômenos físicos envolvidos no problema.  
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9 Conclusões 

O presente trabalho abordou o estudo teórico/numérico do 
resfriamento de superfícies aquecida com o uso de jatos bifásicos 
de líquido atomizado, ou seja, spray cooling, com o objetivo de 
verificar a sua futura aplicação em um sistema de refrigeração em 
escala reduzida. 
A revisão efetuada na literatura disponível sobre o tema mostrou 
que são poucos os trabalhos que estudam o spray cooling utilizando 
um fluido refrigerante como fluido de trabalho. Outro ponto 
observado foi a escassez de modelos que reproduzam os 
fenômenos físicos do resfriamento por sprays, e que sejam 
independentes de parâmetros de ajustes. Alguns modelos 
disponíveis na literatura modelam partes do problema, mas nenhum 
deles o resolve como um todo. 
Neste estudo foi desenvolvido um modelo para representar a 
hidrodinâmica e a transferência de calor e massa do spray cooling. 
O modelo foi dividido em três sub-rotinas principais: a primeira 
considera o caminho das gotículas no spray desde o atomizador até 
o impacto com a superfície; a segunda realiza a integração entre as 
sub-rotinas do spray e do filme; e a terceira resolve o filme formado 
pelo impacto das gotículas sobre a superfície, que pode ser 
contínuo ou descontínuo. 
O spray foi resolvido através de balanços de massa, quantidade de 
movimento e de energia, em um volume de controle infinitesimal. O 
escoamento foi considerado como sendo unidimensional e 
permanente. Interações entre as gotículas foram desprezadas e a 
abertura do cone do spray foi tomada como fixa. A transferência de 
quantidade de movimento entre as fases líquido e o vapor foi 
modelada como uma força de arrasto. Já a troca de massa é função 
única e exclusivamente da diferença de temperatura entre as fases. 
Os parâmetros de saída do modelo de spray servem de entrada 
para o modelo do filme. 
O modelo que faz a integração entre spray e filme também 
determina qual o tipo de filme que será formado sobre a superfície. 
Isto é feito a partir do cálculo da razão de cobertura da superfície 
pelo líquido, do intervalo de tempo entre o impacto sucessivo de 
duas gotículas e do tempo para uma gotícula evaporar totalmente. 
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A sub-rotina que resolve o filme de líquido, quando contínuo, foi 
desenvolvida a partir das equações de balanço de massa e 
quantidade de movimento em um volume de controle diferencial 
radial. Foram feitas as hipóteses de regime permanente e 
escoamento unidimensional. Dividiu-se o filme em duas camadas 
hidrodinâmicas: a subcamada limite viscosa, onde é aplicada uma 
lei logarítmica, e a região de turbulência. A evaporação do filme foi 
obtida a partir de um balanço de massa na interface entre o filme e 
o vapor ambiente. Através de uma condição de similaridade entre 
transferência de calor e de quantidade de movimento do filme, o 
coeficiente de transferência de calor pode ser obtido. Os efeitos de 
ebulição nucleada foram incluídos no modelo a partir de uma 
correlação obtida da literatura. 
Já a sub-rotina do filme disperso teve como base a hipótese de que, 
após atingir a superfície, as gotículas se espalham em forma de 
discos cilíndricos. Nas regiões da superfície cobertas pelo líquido 
incluíram-se os fenômenos da evaporação e a ebulição nucleada. 
Já nos outros pontos da superfície considerou-se a somente a 
convecção monofásica do vapor. Pode-se obter a temperatura 
média da superfície a partir de médias ponderadas na área e no 
tempo. 
Com o objetivo de validar a metodologia desenvolvida, uma 
comparação entre os resultados do modelo do spray cooling com 
dados experimentais ou numéricos obtidos na literatura foi 
realizada. Isto foi feito individualmente para os modelos do spray e 
do filme. 
A validação do modelo do spray mostrou valores previstos para 
velocidades das fases líquida e vapor bastante próximos aos 
resultados da literatura, o que demonstra que a hidrodinâmica do 
spray foi bem representada. Não foi possível validar a transferência 
de calor e massa, devido à ausência de dados experimentais. 
Porém, um estudo paramétrico foi realizado e os resultados 
mostraram que o modelo é robusto e que apresenta tendências 
fisicamente coerentes com o que seria esperado.  
O modelo do filme contínuo também foi comparado com estudos de 
outros autores. Os resultados mostraram que o modelo calcula 
razoavelmente bem a espessura e a tensão de cisalhamento do 
filme formado sobre a superfície. O mesmo se pode dizer sobre a 
transferência de calor, quando o problema não engloba mudança de 
fase. Apesar de uma tendência de superestimar a troca de calor, os 
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valores da temperatura da superfície e do coeficiente de 
transferência de calor foram satisfatoriamente próximos dos valores 
da literatura, inclusive apresentando coerência na distribuição 
espacial ao longo da superfície, como mostrado na Figura 8.21. O 
erro médio encontrado para o coeficiente de transferência de calor 
monofásico foi da ordem de 10 %.  

Já para os casos onde há mudança de fase, os resultados do 
modelo do filme contínuo não foram tão bons. Na maioria dos 
resultados, a exemplo do ocorrido no regime monofásico, a 
transferência de calor foi superestimada. Porém, em alguns casos a 
tendência se inverteu, e os coeficientes de transferência de calor 
previstos pelo modelo foram menores que os valores experimentais. 
Além disso, o erro médio nos casos estudados foi da ordem de 
50 %, bem acima do erro nos casos sem mudança de fase. Ainda 
assim, os resultados do modelo mostram que a tendência na 
transferência de calor foi razoavelmente bem representada. 
Cabe ressaltar que as espessura de filme calculadas pelo modelo, 
nos diversos casos rodados, foram da ordem de 100 mµ , bem 
menores que os valores do comprimento capilar para os respectivos 
fluidos. 
Os resultados do modelo do filme discreto mostraram tendências 
coerentes para a temperatura da superfície em função do fluxo de 
calor aplicado. Porém, o fato de não ter sido possível efetuar a 
comparação com resultados experimentais compromete a validação 
e qualquer afirmação sobre a precisão dos valores previstos pelo 
modelo.  
É válido ainda ressaltar que o modelo, de uma forma geral, poderia 
fornecer resultados melhores se fossem utilizados coeficientes de 
ajustes adicionais. Porém isto vai à contramão dos objetivos deste 
trabalho. 
Em síntese, a metodologia desenvolvida neste trabalho mostrou 
bons resultados. Mesmo sendo livre de quaisquer parâmetros de 
ajuste adicional, o modelo previu valores coerentes com os obtidos 
por outros autores, indicando que os fenômenos físicos que 
governam o spray cooling foram representados de forma razoável. 
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Com o objetivo de aumentar a abrangência do presente estudo e 
aperfeiçoar os resultados do modelo aqui desenvolvido, sugerem-se 
as seguintes atividades em trabalhos futuros: 

• Analisar os efeitos da implementação do perfil de 
velocidades gaussiano sobre os resultados da hidrodinâmica 
e da transferência de calor e massa no filme formado sobre 
a superfície; 

• Incluir o fenômeno do respingo e atomização secundária 
devido ao impacto das gotículas na hidrodinâmica do filme, 
como mostrado nos trabalhos de Lee et al. (2001) e Grover e 
Assanis (2000); 

• Construir uma bancada experimental para ampliar a 
validação do modelo; 

• Efetuar a integração do modelo com um código de 
otimização por algoritmos genéticos com o objetivo de 
identificar as condições que maximizam a transferência de 
calor no spray cooling; 

• Implementar uma função de distribuição do tamanho de 
gotículas, como no modelo de Rahimi et al. (2002), em 
detrimento do uso de um valor médio para o diâmetro de 
todas as gotículas. 
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Apêndice A 

A área lateral de um tronco de cone de altura z∆ , mostrada 
hachurada na Figura A.1, pode ser calculada pela subtração entre a 
área lateral de um cone de altura 2H  e raio de base 2R , e a área 

lateral de um cone de altura 1H  e raio de base 1R , sendo que, 

12 HHz −=∆  (A.1) 

1H1H

1H

1R

1R

2
θ

 
Figura A.1  – Cálculo da área lateral de um tronco de cone. 

A área lateral de um cone de altura H , raio da base R  e ângulo 

sprayθ  é dada por (Spiegel, 1992): 






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(A.2) 

Pode-se, então, calcular a área lateral do tronco de cone, 
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(A.3) 

Rearranjando, 
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( )1122

2cos
HRHRA

spray
lat −









=∆

θ
π  

(A.4) 

Analisando a Figura A.1, pode-se afirmar, por semelhança de 
triângulos, que: 

2

2

1

1

H

R

H

R =  (A.5) 

Ou seja, 
01221 =− HRHR  (A.6) 

Assim, a expressão 1221 HRHR −  pode ser somada aos termos 
entre parênteses da equação (A.4), sem qualquer prejuízo à 
veracidade da igualdade. Tem-se então, 

( )12211122

2cos

HRHRHRHRA
spray

lat −+−
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
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
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θ
π  

(A.7) 

Rearranjando os termos entre parênteses como produto de dois 
fatores resulta, 

( ) ( )12
21

2cos
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Finalmente, substituindo (A.1) na equação acima, 
( )

z
RR

A
spray

lat ∆
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Apêndice B 

A equação da difusão do calor nas gotículas de líquido do spray é 
dada pela seguinte EDP: 

t

T

r

T
r

rr
G

LTG

G
G
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=




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



∂
∂

∂
∂

,

2

2

11

α
 (B.1) 

As duas condições de contorno e a condição inicial do problema 
são, respectivamente: 

( ) GGG TtaT int,, =  (B.2) 
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e 

( ) GinjGG TrT ,0, =  (B.4) 
É necessário definir uma variável auxiliar, sendo: 

GG TT int,−=Θ  (B.5) 
Substituindo a equação acima em (B.1), (B.2), (B.3) e (B.4), tem-se, 
respectivamente, 










∂
Θ∂

∂
∂=

∂
Θ∂

G
G

GG

LT

r
r

rrt
2

2

,α
 (B.6) 

 
( ) 0, =Θ taG  (B.7) 

 

0
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=



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

 Θ

=GrGdr

d
 (B.8) 

e 

( ) injGr Θ=Θ 0,  (B.9) 
Sendo que: 

satGinjinj TT −=Θ ,  (B.10) 
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Utilizando o método da separação, se podem definir duas novas 
funções, E  e G , que obedecem à seguinte consideração: 

( ) ( ) ( )tGrEtr GG =Θ ,  (B.11) 
Substituindo em (B.6), tem-se, 
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Rearranjando e introduzindo a variável auxiliar λ  resulta, 
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Têm-se então duas EDOs, 
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e 

0
2 2

2

2

=+
∂
∂+

∂
∂

E
r

E

rr

E

GGG

λ  (B.15) 

A EDO (B.14) pode ser resolvida por integração e sua solução geral 
é dada por: 

( ) ( )tCtG LT ,
2

1 exp αλ−=  (B.16) 

onde 1C  é uma constante. 

As condições de contorno para solução de (B.15) são obtidas pela 
substituição de (B.11) em (B.7) e (B.8). Assim tem-se, 

( ) 0=GaE  (B.17) 
e 

0
0

=








=GrGdr

dE
 (B.18) 

Para resolver a EDO, será efetuada uma mudança de variável, onde 
a nova variável auxiliar ξ  é definida como: 

G

G

a

r
=ξ  (B.19) 

Substituindo na equação (B.15), e rearranjando, resulta: 
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02 222
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Já as condições ficam: 

( ) 01 =E  (B.21) 
e 
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(B.20) possui solução geral analítica conhecida e é dada por: 

( ) ( ) ( )ξ
ξ

ξ
ξ

ξ K
C

K
C

E cossin 32 +=  (B.23) 

onde 2C  e 3C  são constantes e K  é igual à Gaλ . 

Antes de aplicar a condição de contorno (B.22), deve-se derivar a 
equação acima em relação a x . Então, 
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Aplicando-se o limite para ξ  tendendo a zero em cada termo do 
lado direito da equação, utilizando a Regra de L’Hospital, chega-se 
ao seguinte resultado: 

23
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dE −=
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=ξξ
 (B.25) 

Por (B.22), tem-se: 

03 =C  (B.26) 
Aplicando então a outra condição de contorno, (B.21), 

( ) ( ) 0sin1 2 == KCE  (B.27) 

Como, para evitar a solução trivial, 2C  deve ser diferente de zero, 
tem-se: 

( ) 0sin =K  (B.28) 
Ou seja, 
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πnK n =      para     ,1=n  ,2  ...3  (B.29) 

onde nK  é chamado autovalor. 

A solução particular da EDO (B.15) é, então, dada por uma 
autofunção, 

( ) ( )
ξ

πξξ n
En

sin=      para     ,1=n  ,2  ...3  (B.30) 

Substituindo (B.19) em (B.30), tem-se a solução em função de Gr , 
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Pela equação (B.16), têm-se a outra autofunção: 
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Assim, considerando (B.11), tem-se,  
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A solução geral da EDP (B.6) é dada pelo somatório das 
autofunções ( )trGn ,Θ , ou seja, 
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Aplicando a condição inicial (B.9), e rearranjando, têm-se, 
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A equação representa uma Série de Fourier de Senos. Assim, pode-
se aplicar a fórmula de Euler para descobrir o valor da constante 

nC : 
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Resolvendo a integral em (B.36) por partes, chega-se à: 
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( ) ( )[ ]πππ
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Como n  é inteiro, o termo ( )πnsin  é nulo e a equação resulta: 
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Substituindo em (B.34), e rearranjando, 
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Voltando a variável ( )trT GG ,  a partir de (B.5), tem-se finalmente, 
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Apêndice C 

Substituindo (3.52), (3.53), (3.54), (3.55) e (3.62) nas equações 
(3.10), (3.15), (3.28) e (3.47), e rearranjando, tem-se, 
respectivamente: 
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Sendo z∆  uma dimensão infinitesimal, pode-se aplicar a definição 
de derivada. Então, 
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Substituindo (C.5), (C.6), (C.7), (C.8), e ainda (3.66), nas equações 
(C.1), (C.2), (C.3) e (C.4), resulta: 
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Aplicando a derivada do produto aos termos à direita do sinal de 
igualdade, 
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Substituindo, nas equações acima, o valor de TA , dado por (3.58), 
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Rearranjando, tem-se, 
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A equação (3.102) pode ser reescrita da seguinte forma: 
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Substituindo a equação (3.62) na equação (3.45), e rearranjando: 
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Apêndice D 

Para fazer uma análise da ordem de grandeza do termo FGmom ,′′& , 

deve-se primeiro avaliar os termos que o compõe. Com base nas 
equações (5.4) e (5.22), tem-se que: 

FFGFGLFG UVmom αρ ,,, ≈′′&  (D.1) 
A densidade dos líquidos, no cenário do resfriamento por sprays, 
possui ( )1000o . Ordens de grandeza de FGV , , GU  e α  previstos 

pelo modelo são, respectivamente, ( )10o , ( )10o  e ( )001,0o . Assim, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )100001,010101000, ooooomomo FG ==′′&  (D.2) 

Analisando agora Wτ , sabe-se que:  

F

F
LW

U

δ
µτ ≈  (D.3) 

Fazendo novamente uma análise dos termos individuais, tem-se 
que as ordens de grandeza de Lµ , FU  e Fδ  são ( )001,0o , ( )10o  

e ( )0001,0o .  Então, a ordem de grandeza de Wτ  resulta: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )100

0001,0

10
001,0 o

o

o
oo W ==τ  (D.4) 

Da definição de FLV ,τ , tem-se:  

( )2

,, FVVFDFLV UUC −≈ ρτ  (D.5) 

A ordem de grandeza do coeficiente de o arrasto sobre uma placa 
plana é de ( )01,0o . Os fluidos de trabalho utilizados no resfriamento 

por sprays possuem, geralmente, Vρ da ordem de ( )1o . Pelos 

valores de VU  e FU  obtidos pelo modelo, sabe-se que a diferença 

entre eles possui ordem de grandeza de ( )1o . Portanto, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )01,01101,0 2
, ooooo FLV ==τ  (D.6) 

Pelas equações (D.2), (D.4) e (D.6), conclui-se que o FLV ,τ  é muito 

menor que FGmom ,′′&  e Wτ . 
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