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Resumo 
 

A preocupação com o ruído nas comunidades urbanas cresceu nas últimas décadas com o 

aumento do número de veículos e a atividade industrial. Sabe-se que a exposição humana a 

níveis sonoros elevados causa diversos problemas de saúde, tais como estresse e problemas de 

audição. Por isso, o estudo de fenômenos como radiação, propagação, transmissão e 

espalhamento sonoro é de grande interesse social e econômico. O espalhamento acústico está 

presente em nossa vida diária, uma vez que ele ocorre sempre que os comprimentos de onda 

acústica envolvidos são comparáveis com as dimensões dos objetos presentes ao nosso redor. 

Em ambientes fechados, o espalhamento é observado devido à presença de objetos 

decorativos, pilares e instalações técnicas. Em espaços abertos, o espalhamento ocorre, por 

exemplo, próximo a barreiras em auto-estradas. Esse trabalho estuda o espalhamento de uma 

onda plana por uma superfície cilíndrica bidimensional situada em um espaço aberto. As 

soluções analítica e numérica da equação de Helmholtz são obtidas e implementadas. O 

método numérico utilizado é o método de elementos de contorno que apresenta algumas 

vantagens na solução de problemas de domínio exterior quando comparado com outros, como 

o método de elementos de finitos, uma vez que, ele exige a discretização somente da 

superfície do domínio. Os resultados obtidos utilizando a solução analítica e solução numérica 

foram comparados e mostram-se bem próximos.  

 
Palavras-chave: Espalhamento, Redução de ruídos, Método de elementos de contorno. 
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Abstract 
 
 

Concerns about noise in the community grew up in the last decades due to the increase of 

vehicles traffic, industrial and all other activities that generate noise. It is well known that the 

human exposive to high sound levels can cause several diseases, as such problems and stress. 

So the study of sound phenomena like radiation, propagation, transmission and scattering are 

of great social and economic interest. The present work investigates hearing acoustical 

scattering that is present in our daily lives, since it occurs when the wavelength of the 

involved acoustic waves have approximately the same dimensions of the objects placed near 

us. In closed spaces, acoustical scattering is observed due the presence of decorative 

materials, pillars and technical installations. In open spaces, it occurs, for instance, near 

barriers placed along auto routes. This work studies the scattering of a plane wave by a 

surface of rigid cylindrical geometry placed in open space. Both analytical and numerical 

solutions of the Helmholtz equation are obtained and implemented numerically. The 

numerical method used is the boundary element method, since it requires the discretization 

only of the contour of the domain. The results obtained with the analytical method are 

compared to those obtained using the BEM and they show a good agreement. 

 
Key words: Acoustical scattering, Noise reduction, Boundary element method. 
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Capítulo 1 

Introdução 
 
 

A poluição sonora é um dos problemas da sociedade atual. Devido ao 

crescimento urbano desordenado, a população vive constantemente exposta a ruídos 

provocados pelo tráfego intenso de veículos e de aviões, realização de obras públicas e 

privadas e realização de eventos, como concertos musicais e competições desportivas, 

dentre outros. O crescimento econômico contribui para o aumento do número de 

instalações industriais, comerciais e de edifícios destinados à instalação de escolas, 

universidades, grandes empresas e repartições públicas. No interior desses recintos, o 

nível de ruído também é intenso, devido à presença de pessoas realizando diversas 

atividades ao mesmo tempo.  

 

Estudos realizados mostram que a exposição constante do homem ao ruído pode 

ocasionar diversos problemas para o organismo, tais como o aumento da produção de 

hormônios pela glândula tireóide e de adrenalina pelas glândulas supra-renais e também 

lesões no aparelho auditivo, sendo que a surdez é a pior delas. Pode-se ainda citar a 

aceleração do ritmo cardíaco e o aumento da pressão arterial, que são responsáveis pelo 

grande número de infartos contabilizados nas estatísticas hospitalares. Observa-se ainda 

uma redução no rendimento escolar e profissional das pessoas e um aumento da fadiga 

corporal resultante da perda do sono. Esses danos sofridos pelos indivíduos prejudicam 

também o país, que perde recursos financeiros devido à redução da atividade econômica 

e ao aumento de verbas públicas destinadas ao tratamento de diversas doenças nas redes 

hospitalares. 

 

A poluição sonora e os seus efeitos na saúde humana têm recebido uma atenção 

cada vez maior por parte da comunidade científica internacional e se tornaram pauta 

quase que obrigatória em encontros promovidos por entidades ambientalistas mundiais 

e órgãos governamentais de vários países. Normas e leis mais restritivas referentes à 



   

 2 

emissão e ao controle de ruído em ambientes urbanos e industriais têm sido propostas 

com o intuito de minorar os problemas ambientais gerados pela poluição sonora.  

 

No Brasil, a resolução CONAMA/N° 002 de 08/03/1990, instituiu o programa 

nacional de educação e controle de poluição sonora “SILÊNCIO”. Este programa está 

sob a coordenação do IBAMA, que trabalha junto aos estados e municípios. A 

Resolução CONAMA nº 1/93, de 11 de fevereiro de 1993, estabelece limites máximos 

de ruído para veículos em aceleração e na condição de parados, para motocicletas, 

motonetas, triciclos, ciclomotores, bicicletas com motor auxiliar e veículos 

assemelhados, nacionais ou importados. A Resolução CONAMA nº 020/94, de 

30/12/1994, instituiu o Selo Ruído, de uso obrigatório para aparelhos eletrodomésticos, 

como forma de indicação do nível de potência sonora. A Resolução CONAMA nº 

272/2000, de 14/09/2000, regulamenta a emissão de ruídos de veículos automotores. Ela 

altera a Resolução n° 1/93 estabelecendo novos limites máximos de emissão de ruídos 

para veículos automotores, sendo mais rigorosa que a anterior. Borges (2002). 

 

No estado de Minas Gerais, a lei N° 7302 de 21/07/1978 regulamenta os níveis 

máximos de emissão sonora permitidos e estabelece ainda que, sempre que necessário, 

tais limites podem ser reduzidos, caso a legislação municipal pertinente à matéria 

delibere neste sentido. Como exemplo, pode-se citar o decreto lei n° 5893 de 

16/03/1985, que regulamenta a lei n° 4253 sobre emissão de ruídos, de 04/12/1985, do 

município de Belo Horizonte, que é uma das mais severas do país. Esta lei dispõe sobre 

a política de proteção do controle e da conservação do meio ambiente e da melhoria da 

qualidade de vida no Município de Belo Horizonte Posteriormente, em 1997, o 

governador Eduardo Azeredo sancionou a Lei n° 12627, que altera o artigo 3 da Lei no 

7302, colocando sob a responsabilidade dos municípios o controle e a fiscalização do 

ruído emitido por veículos sonoros, utilizados em anúncios ou propagandas, nas vias 

públicas.  

 

No município de Belo Horizonte, a Lei nº 7.848/1999, de 21/10/1999, dispõe 
sobre a utilização de equipamentos sonoros para publicidade. A lei no 8204/2001, de 25 

de julho de 2001, dispõe sobre condições básicas de proteção ambiental. A Lei nº 

9341/2007 de 22/02/2007 dispõe sobre condições de proteção ambiental contra a 

poluição sonora. Essa lei estabelece valores menores para os níveis máximos de emissão 
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de ruídos e aumenta o valor das multas para os infratores. A Lei nº 9.505/2008, de 

24/01/2008 dispõe sobre o controle de ruídos, sons e vibrações no município de Belo 

Horizonte. Essa lei revoga a lei nº 9341/2007 estabelecendo novos limites máximos de 

emissão de ruídos e novos valores de multas para os infratores. Esta lei, comparada com 

anterior, é mais branda em relação aos níveis máximos de ruído e ao valor das multas. 

 

O controle do ruído pode ser obtido de forma preventiva ou corretiva estudando-

se os princípios físicos associados às ondas sonoras e aplicando-os na concepção de 

espaços internos e externos com características acústicas adequadas ou no 

desenvolvimento de dispositivos destinados à redução de ruídos. Dentre os princípios 

físicos, destacamos a geração, transmissão e o espalhamento de ondas sonoras. O 

controle dos níveis de ruído pode ser obtido com um bom planejamento do sistema de 

transporte público, do tráfego de veículos em geral, da instalação de aeroportos, 

indústrias, escolas, grandes centros comerciais e da ocupação residencial dos centros 

urbanos. Cada espaço interno ou externo deve ser projetado de forma a ter as 

características acústicas adequadas à sua utilização, Gerges (2000). Quando não é 

possível prevenir, resta corrigir o problema utilizando, dentre outras técnicas, a redução 

da transmissão de ruído da fonte até o receptor. A instalação de barreiras acústicas tem a 

finalidade de impedir a livre propagação do som, gerando uma redução dos níveis 

sonoros que chegam a um dado receptor que esteja localizado próximo a fontes de ruído 

intenso como auto-estradas, elevados e aeroportos, dentre outros. As barreiras acústicas, 

que se baseiam no princípio do espalhamento acústico, são construídas com os mais 

diversos materiais e sua eficiência na atenuação de ruídos devido à difração da onda 

incidente está relacionada diretamente com sua geometria, suas dimensões e com as 

características dos emissores e receptores de ruídos, Murgel (2007) 

 

O fenômeno da difração está presente em nossa vida diária, uma vez que ele 

ocorre sempre que os comprimentos de onda da onda sonora são comparáveis às 

dimensões dos obstáculos, que são os objetos presentes ao nosso redor. Em ambientes 

fechados, observa-se o espalhamento devido à presença de objetos decorativos, pilares e 

instalações técnicas. Em espaços abertos, o espalhamento ocorre nas construções que 

existem nas cidades. A literatura apresenta métodos de análise que utilizam a 

formulação analítica para estudar o espalhamento acústico. No entanto tais métodos 

apresentam limitações quanto à forma geométrica do obstáculo. Por isso, torna-se 
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necessário desenvolver técnicas de análise do espalhamento acústico que superem essa 

dificuldade. 

 

Neste trabalho, a solução analítica do espalhamento de uma onda sonora plana 

incidente em um cilindro infinito de paredes rígidas é feita e comparada com a solução 

obtida por uma técnica numérica, o método de elementos de contorno. Os resultados 

obtidos pelos dois métodos são comparados e dessa forma pode-se analisar a precisão 

da técnica numérica empregada. A técnica numérica, uma vez validada, pode ser 

empregada para analisar o problema do espalhamento acústico para geometrias mais 

complexas e condição de contorno arbitrária. 

 

O texto deste trabalho está organizado da seguinte forma: no capítulo 1 é feita 

uma apresentação do problema e no capítulo 2 é apresentada a solução analítica para o 

espalhamento de uma onda plana incidente sobre um cilindro infinito de paredes rígidas. 

No capítulo 3 são apresentados alguns métodos numéricos diferenciais e integrais para 

se determinar a técnica que melhor se adapta às características do problema a ser 

resolvido. No capítulo 4, o método de elementos de contorno é aplicado ao problema do 

espalhamento acústico no cilindro infinito de paredes rígidas e a formulação integral do 

problema é estabelecida. É feita a discretização do contorno do obstáculo e um sistema 

de equações lineares é construído para estabelecer o potencial de velocidade em pontos 

localizados no contorno do objeto. A partir da solução deste sistema de equações é 

obtido o potencial de velocidade em pontos localizados na região exterior ao obstáculo. 

No capítulo 5, são apresentados os resultados obtidos pelos métodos analítico e 

numérico. Dessa forma, a utilização do método de elementos de contorno é validada e 

utilizada e é feita uma análise dos resultados obtidos. No capítulo 6 são apresentadas as 

conclusões e propostas de atividades futuras. 
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Capítulo 2 

O espalhamento acústico 
 

2.1 – Introdução 

 
Neste capítulo é apresentada a solução analítica para o problema do 

espalhamento de uma onda sonora plana por uma superfície infinita de geometria 

cilíndrica. A onda incidente é suposta harmônica e as paredes do cilindro são 

consideradas rígidas, ou seja, será aplicada a condição de contorno de Neumann. 

 

2.2 - O espalhamento acústico 

 

Considere que uma região cilíndrica bidimensional é atingida por uma onda 

plana que se propaga no sentido negativo do eixo x, como mostrado na figura 2.1. 

 

 

 

Figura 2.1 – Onda incidente atinge um cilindro rígido bidimensional 

 

A região interior do cilindro bidimensional é chamada Ω , a exterior, 0Ω  e o 

contorno, S . Considere também que o comprimento de onda da onda incidente é da 

ordem da dimensão radial do cilindro. Nesse caso, a incidência da onda plana na 

superfície cilíndrica produz ondas que são desviadas em todas as direções, afastando-se 
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do contorno S  e propagando-se para o infinito pela região exterior 0Ω , como mostra a 

figura (2.2). 

 

 

 

Figura 2.2 – Espalhamento da onda em diversas direções 

 

Estas ondas são denominadas ondas espalhadas e obedecem o princípio de 

Huygens. Assim, cada ponto do cilindro rígido bidimensional, ao ser atingido pela onda 

plana incidente, se torna uma fonte pontual ondas esféricas que se propagam em 

diferentes direções. Neste trabalho, o meio é considerado homogêneo, não viscoso e 

sem perdas. Desta forma, como mostrado no anexo A, a velocidade das partículas de 

fluido pode ser expressa como o gradiente de uma função escalar φ , denominada 

potencial de velocidade. 

 

A onda plana incidente, cujo potencial de velocidade é Iφ  sofre interferência da 

espalhada, cujo potencial de velocidade Eφ , nos pontos ( )θ,rp  localizados no contorno 

S  e na região exterior 0Ω . Dessa forma, produz-se uma onda total distorcida cujo 

potencial de velocidade φ  é dado pela soma do potencial de velocidade espalhado com 

o potencial de velocidade incidente. Esse fenômeno é chamado espalhamento acústico.  

 

A onda espalhada que se afasta do cilindro, propagando-se num meio infinito, 

homogêneo e não viscoso é descrita pela equação linear que se segue: 
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( ) ( ) ( )ptF
t

pt

c
pt E

E ,
,1

,
2

2

2

2 =
∂

∂
−∇

φ
φ  

(2.1) 

 

 

Na equação (2.1), c  é a velocidade da onda sonora no ar, ( )ptF ,  e ( )ptE ,φ  são, 

respectivamente, a fonte de onda sonora e o potencial de velocidade total que, nesse 

trabalho, são considerados harmônicos no tempo e são definidos pelas expressões: 

 

( ) ( ) tiepfptF ω , =  (2.2) 

 

 

e 

 

( ) ( ) tieppt ωϕφ  , =  (2.3) 

 

 

Nas equações (2.2) e (2.3), ω representa a freqüência angular da onda sonora, ( )pf  e 

( )pϕ , representam, respectivamente, a parte espacial da expressão da fonte de onda 

sonora e do potencial de velocidade em pontos ( )θ,rp  que se localizam no contorno S  

ou na região exterior 0Ω  do cilindro. Tais pontos são denominados pontos de 

observação do potencial. Substituindo-se as equações (2.2) e (2.3), na equação (2.1) 

mostra-se que o potencial de velocidade da onda espalhada ( )pEϕ  satisfaz a equação 

diferencial de Helmholtz, e, em coordenadas cilíndricas, tem a expressão: 

 

( )pfk
rrrr

E
EEE =+

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
ϕ

θ
ϕϕϕ 2

2

2

22

2 11
 

(2.4)  

 

O potencial de velocidade espalhado ( )pEϕ  satisfaz, também, a condição de contorno 

de Neumann, Butkov (1968): 

 

0=
∂

∂
+

∂

∂

nn

IE ϕϕ
 

(2.5)  
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Na equação (2.4), κ é o número de onda e λ  o comprimento de onda no meio de 

propagação: 

 

λ
ππ

κ
22

==
c

f
 

(2.6) 

 

 

2.3 - A Formulação analítica para o espalhamento de uma onda plana por um 

cilindro infinito de paredes rígidas 

 

A solução analítica para o problema do espalhamento de uma onda sonora plana 

por um cilindro infinito de paredes rígidas descrito pela equação (2.4) é obtida 

utilizando-se o método de separação de variáveis. O potencial de velocidade espalhado 

( )θϕ ,rE , num ponto de observação ( )θ,rp  localizado no contorno S  ou na região 

exterior 0Ω  do cilindro, como demonstrado no anexo B, é dado pela expressão a seguir:  

 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]riNrJmAriNrJAr mm

m

mE κκθκκθϕ +++= ∑
∞

=

cos,
1

000  
(2.7)  

 

Na equação (2.7), ( )rJm κ  e ( )rNm κ  são, respectivamente, as funções de Bessel e 

Neumann de ordem m  e tipo 1. O termo rκ  é denominado freqüência normalizada, 

sendo que κ  o número de onda no meio de propagação e r  é a distância radial entre o 

centro do cilindro rígido e um ponto de observação ( )θ,rp . Os coeficientes mA  e 0A , 

como demonstrado no anexo C, são dados, respectivamente, por: 

 

( )m

im

mm seneiPA m γε γ−+−= 1
0  (2.8)  

 

( )0000
0 γε γ
seniePA

i−−=  (2.9)  

 

Nas equações (2.8) e (2.9) são mostradas as expressões que definem mγ  e 0γ : 

 

( ) ( )
( ) ( )rNrN

rJrJ

mm

mm

m κκ
κκ

γ
11

11tan
−+

+−

−

−
=  

(2.10)  
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( )
( )rN

rJ

κ
κ

γ
1

1
0tan −=  

(2.11)  

 

Nas equações (2.9) e (2.8), os valores dos coeficientes 0ε  e mε  são, respectivamente, 1 

e  2 e o termo 0P  é a amplitude da onda. 

 

A solução analítica para o potencial de velocidade espalhado, estabelecida pela 

equação (2.7), é válida apenas em uma superfície de geometria cilíndrica. As soluções 

analíticas, apesar de serem exatas, possuem, em geral, uma limitação em relação à 

geometria do problema. Por este motivo, torna-se importante a utilização de uma técnica 

numérica eficiente para o tratamento de problemas de espalhamento acústico por 

obstáculos com uma forma geométrica qualquer e condições de contorno arbitrárias. As 

técnicas numéricas serão discutidas no capítulo a seguir. 
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Capítulo 3 

Técnicas Numéricas 
 

3.1 – Introdução 

 
 Neste capítulo são apresentados alguns métodos numéricos com a finalidade de 

se determinar a técnica mais eficiente para a solução do problema de espalhamento de 

uma onda sonora plana por obstáculo com forma geométrica complexa e condição de 

contorno arbitrária. 

 

3.2.1 – Técnicas numéricas diferenciais 

 

As técnicas numéricas diferenciais resolvem problemas de valor de contorno 

descrito por equações diferenciais. Dentre as técnicas diferenciais disponíveis, o método 

de diferenças finitas e o método de elementos finitos são os mais utilizados. 

 

O Método de Diferenças Finitas 

 

O Método de Diferenças Finitas MDF, é utilizado para a solução de problemas 

de valor de contorno descritos por equações diferenciais parciais. Nesse método 

numérico, o domínio da região é discretizado em uma grade de nós como mostrado na  

figura (3.1), Chandrupatla et al (1991). 

 

 

Figura 3.1 – Exemplo de uma malha utilizada no Método Malha de Diferenças Finitas. 
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O Método das Diferenças Finitas substitui a equação diferencial e as condições 

de contorno que descrevem o problema por um conjunto de equações lineares algébricas 

chamadas de equações de diferença, válidas em pontos sobre a grade do domínio. A 

solução desse sistema de equações estabelece a solução aproximada da equação original 

do problema de contorno, Chandrupatla et al (1991). 

 

O Método de Elementos Finitos 

 

O Método dos Elementos Finitos, MEF, também é uma técnica numérica 

empregada para resolver problemas de valor de contorno descritos por equações 

diferenciais parciais. Nesse método numérico, o domínio do problema é discretizado em 

pequenos subdomínios designados por elementos, como mostra a figura (3.2), Bickford 

(1990).   

 

 

 

Figura 3.2 – Exemplo de uma malha utilizada no Método de Elementos Finitos 

 

No interior de cada elemento, a solução procurada é aproximada por uma função 

de interpolação e, utilizando-se o método dos resíduos ponderados ou o método 

variacional, transforma-se a equação diferencial que rege o problema de valor de 

contorno em um sistema algébrico de equações, em que a matriz de rigidez é esparsa e, 

em alguns casos, é também simétrica. A solução desse sistema de equações estabelece a 

solução da equação original do problema de contorno. Bickford (1990). 
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3.2.2 – Técnica numérica integral 

 

O Método de Elementos de Contorno, MEC, é uma técnica numérica empregada 

para resolver um problema de valor de contorno descrito por uma equação integral que 

envolva um objeto com forma geométrica complexa e condição de contorno arbitrária, 

Hall (1994). 

 

O Método de Elementos de Contorno 

 

O Método dos Elementos de Contorno desenvolveu-se a partir da antiga técnica 

numérica empregada para resolver problemas de valor de contorno descritos por 

equações integrais, conhecida como Método da Equação integral de Contorno. Tal 

técnica numérica possuía duas formulações que, atualmente, são conhecidas como 

formulação direta e formulação indireta do método dos elementos de contorno, Hall 

(1994).  

 

A formulação indireta do método integral utiliza considerações sobre o aspecto 

físico do problema com a finalidade de transformar um contorno físico em um contorno 

contendo fontes ou sorvedouros. Esses contornos são ajustados para fornecer os 

mesmos resultados físicos que aqueles obtidos para o problema original, Manolis et al 

(1988). A formulação direta é uma extensão da forma padrão de se solucionar equações 

diferenciais parciais envolvendo funções de Green. Assim, uma vez conhecida a função 

de Green que é solução da equação diferencial que rege o problema e que satisfaz as 

condições de contorno impostas, tem-se a solução para o problema do espalhamento 

acústico na forma de uma equação integral que pode ser resolvida numericamente, 

Kithe (1995) 

 

As duas formas do método da equação integral de contorno foram utilizadas, 

sem distinção, no período de 1960 a 1975, para resolver problemas de valor de contorno 

descritos por equações integrais em várias áreas da engenharia. A formulação indireta 

foi empregada por Hess e Smith (1967) para solucionar problemas de engenharia 

aeroespacial e por Harrington (1970) para resolver problemas de engenharia elétrica. A 

formulação direta solucionou problemas da teoria do potencial aplicados a mecânica 

estática nos trabalhos de Jaswon (1963) e Sym (1963) e foi empregada por Cruze (1968) 
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e Cruze e Rizzo (1968) na área da dinâmica elástica para problemas de tração e 

deslocamento de placas. Na acústica, o método da equação integral de contorno foi 

utilizado no tratamento de problemas de radiação sonora e espalhamento acústico. A 

técnica numérica integral foi utilizada no estudo da radiação sonora por Chen e 

Schweikert (1963), Chertock (1964), Copley (1968) e Schenk (1968) e no tratamento de 

problemas de espalhamento acústico por  Shaw (1968), Banaugh e Goldsmith (1963),  

Sharma (1967),  Waterman (1969) e Karlson (1967), dentre outros. 

 

O nome Método de Equação Integral de Contorno permaneceu em uso até 1978, 

quando nesse mesmo ano, na segunda conferência sobre o método integral realizada na 

universidade de Southampton, Brebbia, lançou um livro texto em que o nome Método 

de Equação Integral de Contorno foi modificado para Método de Elementos de 

Contorno. Desde então, as duas formulações características da técnica numérica 

empregada para resolver problemas de valor de contorno descritos por equações 

integrais passaram a ser conhecidas, exclusivamente, pelo nome Método de elementos 

de contorno, Banerjee (1994). Para utilização desta técnica numérica, apenas o contorno 

do objeto envolvido no problema necessita ser discretizado, como mostrado na figura 

3.3. 

 

 

 

Figura 3.3 – Exemplo de uma malha utilizada no método de elementos de 

contorno. 

 

A equação diferencial que descreve o espalhamento é transformada numa 

equação integral equivalente e o teorema de Green é utilizado para transformar a 

equação integral de volume em uma equação integral de contorno. A aplicação da 
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equação integral em cada elemento no contorno gera um sistema linear de equações que 

estabelece a solução do problema para pontos no contorno da região analisada. Tal 

solução é utilizada para estabelecer o potencial de velocidade em pontos localizados no 

exterior da região envolvida no problema. O Método de Elementos de Contorno possui 

algumas desvantagens, tais como a necessidade do cálculo de integrais singulares e a 

formação de uma matriz de rigidez cheia e não simétrica, Manolis et al (1988). 

 

O domínio envolvido no problema do espalhamento acústico por um objeto com 

forma geométrica qualquer é externo e ilimitado. A discretização desse domínio 

realizada por elementos finitos ou diferenças finitas, sem nenhuma condição de 

contorno para representar o infinito, produz uma malha com um número de elementos 

muito elevado. Nesse caso, o esforço computacional empregado pelo método de 

diferenças finitas ou elementos finitos na resolução do problema do espalhamento 

acústico é extremamente elevado, pois, como mostra Ziviani (1996), o esforço 

computacional empregado por uma técnica numérica para resolver um problema, 

depende da função de complexidade do algoritmo e do número de elementos 

empregados. Por essa razão, essas técnicas numéricas não serão utilizadas nesse 

trabalho. 

 

O método de elementos de contorno, por sua vez, requer a discretização apenas 

do contorno do obstáculo envolvido no problema do espalhamento acústico. Por esta 

razão, o número de elementos requeridos para o processo de discretização é menor e o 

esforço computacional empregado na solução do problema é reduzido, quando 

comparado aos outros métodos citados. Por essa razão essa técnica numérica será 

empregada nesse trabalho. 
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Capítulo 4 

A aplicação do método de 

elementos de contorno ao problema 

do espalhamento acústico 
 

4.1 – Introdução 

 
Neste capítulo é estabelecida a formulação integral do problema do 

espalhamento acústico de uma onda plana por uma superfície cilíndrica infinita e de 

paredes rígidas. A solução é obtida para pontos localizados no contorno e fora dele. São 

descritos ainda, o processo de discretização do contorno do objeto e o sistema de 

equações integrais e lineares, cuja solução é buscada, assim como o método de 

resolução das integrais que surgem na formulação do método de elementos de contorno. 

 

4.2 – Formulação integral do espalhamento acústico 

 

Considere-se um corpo bidimensional rígido, com uma forma geométrica 

qualquer, imerso num domínio infinito, atingido por uma onda plana que se propaga no 

sentido negativo no eixo x, como mostrado na figura 4.1.  
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Figura 4.1 – Obstáculo rígido bidimensional 

 

O contorno do obstáculo é chamado S , a região interior Ω  e a exterior, 0Ω . O 

vetor unitário n̂ , que é normal à superfície e dirigido para fora do contorno, também é 

mostrado na figura 4.1. A função ( )pf  é utilizada para fornecer a distribuição das fontes 

pontuais para pontos ( )yxq ,  localizados no contorno S . O potencial de velocidade 

( )pϕ  é calculado nos pontos ( )yxp ,  denominados pontos de observação que se 

localizam no contorno S  do obstáculo ou na região exterior 0Ω . 

 

O potencial de velocidade ( )pϕ  num ponto ( )yxp ,  qualquer localizado no 

contorno S  do obstáculo ou na região exterior 0Ω  satisfaz a equação diferencial de 

Helmholtz, Ziomek (1995). 

 

( ) ( ) ( )pfpp =+∇ ϕκϕ 22  (4.1)  

 

e  a condição de Neumann, Pierce (1989): 

 

0
)(

=
∂

∂
n

pϕ
 

(4.2)  
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O potencial de velocidade satisfaz essa condição de contorno uma vez que a 

superfície do cilindro é considerada rígida. O potencial de velocidade satisfaz, para 

ondas que se propagam para o infinito, a condição de Sommerfeld dada pela expressão: 

 

( ) 0lim =






 −
∂
∂

∞→ pi
r

rr κϕ
ϕ

 
(4.3)  

 

Essa condição garante a unicidade da solução da equação (4.1) para pontos no infinito, 

Dettman (1969). Na equação (4.1), κ  é o número de onda e λ  o comprimento de onda, 

ambos já definidos anteriormente.  

 

O potencial de velocidade espalhado ( )pϕ  num ponto ( )yxp ,  qualquer 

localizado na região exterior 0Ω  ou no contorno S  do objeto é estabelecido por uma 

equação integral que pode ser obtida de diversas formas. Nesse trabalho, tal equação é 

obtida utilizando-se a função de Green. Por essa razão, é necessário utilizar a equação 

(4.1) para o caso de uma fonte pontual com amplitude unitária que toma a forma: 

 

( ) ( ) ( )qpqpGqpG −=+∇ δκ ,, 22  (4.4)  

 

A solução da equação (4.4) é a função de Green ( )qpG ,  que representa o campo 

num ponto de observação ( )yxp ,  devido à presença de uma fonte de amplitude unitária 

localizada num ponto ( )yxq , . Tal função é denominada solução fundamental da 

equação de Helmholtz. A função de Green ( )qpG ,  para problemas bidimensionais é 

definida pela expressão, Ziomek (1995): 

 

( ) ( )rHqpG n κ=,  (4.5)  

 

Na equação (4.5), nH , κ  e r  representam, respectivamente, a função de Hankel de 

ordem n  e tipo 1, o número de onda do som no ar e a distância entre os pontos q  e p . 

A equação integral para o problema do espalhamento acústico por um objeto com forma 

geométrica qualquer, como demonstrado no anexo D, é dada pela expressão: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
dS

n

p
qpGdS

n

qpG
pppc

SS
∂

∂
=

∂
∂

+ ∫∫
ϕ

ϕϕ ,
,

+ ( )pIϕ  
(4.6)  

 

O potencial de velocidade ( )pϕ  será calculado inicialmente para pontos de 

observação ( )yxp ,  singulares localizados no contorno S  do cilindro. Nesse caso, ( )pc  

assume o valor 1 2  e a equação (4.6) se torna: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
dS

n

p
qpGdS

n

qpG
pp

SS
∂

∂
=

∂
∂

+ ∫∫
ϕ

ϕϕ ,
,

2

1
+ ( )pIϕ  

(4.7)  

 

Os valores do potencial de velocidade ( )pϕ  para pontos de observação ( )yxp ,  

no contorno do cilindro serão utilizados para estabelecer os valores do potencial de 

velocidade ( )pϕ  nos pontos de observação ( )yxp ,  não singulares localizados na região 

exterior 0Ω .  Nesse caso, ( )pc  assume o valor 1 e a equação (4.6) se torna: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
dS

n

p
qpGdS

n

qpG
pp

SS
∂

∂
=

∂
∂

+ ∫∫
ϕ

ϕϕ ,
,

+ ( )pIϕ  
(4.8)  

.  

4.3 – Discretização geométrica do contorno de uma superfície bidimensional 

 

A discretização do contorno S  do obstáculo bidimensional Ω  é feita utilizando-

se uma malha contendo N segmentos de reta nS  denominados elementos, que são 

mostrados na figura 4.2. 

 

Figura 4.2 – Discretização do contorno. 
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Neste trabalho, considera-se que os valores desconhecidos do potencial ( )qjϕ  e 

de sua derivada normal 
( )
n

qj

∂

∂ϕ
 são constantes ao longo de cada elemento da malha. 

Elementos com esta forma de aproximação para o potencial de velocidade ( )qjϕ  são 

denominados elementos constantes. Nesse caso, o ponto de observação p  é colocado 

no centro de cada elemento iS  considerado e os valores desconhecidos de ( )qjϕ  e de 

( )
n

qj

∂

∂ϕ
 ao longo desses elementos são considerados iguais ao valor do potencial e de 

sua derivada no ponto central p . Dessa forma, o potencial de velocidade ( )piϕ
 
num 

ponto de observação p no centro de um dado elemento iS  é dado pela expressão:  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )pdSqpG
n

q
dS

n

qpG
qp I

ij

N

J S

J

j

N

J S

Ji

JJ

ϕ
ϕ

ϕϕ +
∂

∂
=

∂
∂

+ ∑ ∫∑ ∫
== 11

,
,

2

1
 

(4.9) 

 

 

 A equação (4.9) descreve o valor do potencial de velocidade ( )piϕ  no centro de 

um dado elemento fixo iS  
como sendo a soma dos potenciais produzidos pelas fontes 

no elemento jS  considerado, incluindo as fontes do próprio elemento iS  
que contém o 

ponto de observação p . Na equação (4.9), as integrais que contém o termo da derivada 

normal da solução fundamental são representadas por: 

 

( )
j

S

ij dS
n

qpG
H

j

∫ ∂
∂

=
,

 
(4.10) 

 

e as integrais da solução fundamental, definida pela equação (4.5), são representadas 

por: 

 

( )∫=
jS

jij dSqpGG ,  (4.11) 

 

Assim, a equação (4.9) toma a forma que se segue: 
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( ) ( )p
n

GHp
I

i

N

j

j

ij

N

j

jiji ϕ
ϕ

ϕϕ +
∂

∂
=+ ∑∑

== 112

1
 

(4.12) 

 

 

4.4 – A construção do sistema de equações lineares 

 

O potencial de velocidade ( )pϕ  é calculado em cada elemento iS , formando um 

sistema de equações. Em seguida, é descrita a forma como é obtida a primeira equação 

deste sistema. Considera-se o que o ponto p  de observação está situado no centro do 

elemento 1S  e as integrais jH1  
e
 jG1  

são avaliadas em cada um dos elementos, ou seja, 

em 1S , 2S , 3S  
...e nS . Em seguida, para cada elemento jS , as variáveis desconhecidas 

( )qjϕ  e 
( )
n

qj

∂

∂ϕ
 são multiplicadas pelas integrais jH1  

e
 jG1  e então os n  termos 

jϕ
jH1  
são adicionados no lado esquerdo da equação. No lado direito da equação, os n  

termos 
n

j

∂

∂ϕ
jG1  são somados com a expressão da onda incidente I

iϕ no ponto de 

observação. A equação obtida tem a seguinte expressão: 

 

=++++ nnHHH ϕϕϕϕ 12121111 .....
2

1 ( )p
n

G
n

G
n

G
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n 11
2

12
1

11 ..... ϕ
ϕϕϕ

+
∂

∂
++

∂

∂
+

∂

∂
 

(4.13) 

 

 

Em seguida, o ponto de observação p  é colocado sucessivamente nos elementos 

2S , 3S ... nS , repetindo-se, para cada um deles, o procedimento descrito para obtenção da 

primeira equação. Assim, é formado o sistema de N  equações e N  incógnitas que 

descrevem o problema, mostrado a seguir: 
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(4.14) 
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Este sistema de equações pode ser escrito de forma mais compacta na forma matricial: 
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(4.15) 

 

 

Neste trabalho, como a superfície do cilindro infinito é considerada rígida, a 

condição de contorno de Neumann é satisfeita em seu contorno. Assim, os termos 
n∂

∂ 1ϕ
, 

n∂

∂ 2ϕ
, ... ,

n

n

∂

∂ϕ
 são nulos e o sistema de equações descrito por (4.15) se torna: 
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(4.16) 

 

 

No sistema de equações (4.16), ijH  é dado pela expressão: 
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(4.17) 

 

 

e a equação (4.17) pode ser reescrita da forma que se segue: 

=HU Q  (4.18) 

 

Na equação (4.18), H é uma matriz de ordem NxN  não esparsa e não simétrica 

e U  e Q  são vetores de ordem 1Nx . O vetor U  contém os valores desconhecidos de 

( )qjϕ , o vetor Q  contém os valores conhecidos dos potenciais de velocidade incidentes 

nos pontos centrais dos elementos e a matriz H  é composta pelas expressões integrais 

das derivadas normais da função de Green no ponto central de cada elemento. Pré-

multiplicando a equação (4.18) pela matriz 1−H , obtém-se os valores de ( )pjϕ  para 

todos os pontos do contorno do cilindro: 

 

=U QH 1−  (4.19) 

 

Uma vez determinados os elementos do vetor U  que são os potenciais iϕ , estes 

são utilizados para se obter o potencial ( )pϕ  em qualquer ponto p  exterior ao 

contorno, como mostrado na figura 4.1. Para isso, é utilizada a equação integral (4.6), 

que pode ser escrita na forma discreta pela seguinte expressão: 

 

( ) ( )pHp
I

ij

N

j

iji ϕϕϕ += ∑
=1

 
(4.20) 

 

 

4.5 – Avaliação das integrais 

 

As integrais ijH  e ijG , para pontos que não contém singularidade, são avaliadas, 

em cada elemento jS  da malha que compõe o contorno S  do cilindro, utilizando-se o 

método da quadratura gaussiana, que tem a seguinte expressão, Campos Filho (2001): 
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( ) ( ) == ∫∫
−
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ξ d
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dx
fdxxf

B
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1

1

( ) mm

N

m

m EWf +∑
=1

ξ  
(4.21)  

  

Na equação (4.21), os termos 
mE , 

mW  e 
mξ  são, respectivamente, o erro 

cometido na integração, o peso e a coordenada de Gauss. O peso mW  e a coordenada de 

Gauss mξ  são os valores a se determinar para que a integral dada na equação (4.21) seja 

exata para o polinômio de grau 12 −n que substitui a função no integrando. Os pontos 

extremos do elemento são ( )111 , yxq  e ( )222 , yxq . Para a utilização do método da 

quadratura gaussiana é feita uma mudança da variável ( )yxq ,  , definida no intervalo de 

integração [ ]21 ,qq  para a variável ξ  definida no intervalo de integração [ ]1,1 +− . Neste 

trabalho, é empregada a técnica da quadratura gaussiana uma vez que ela apresenta 

maior precisão nos resultados obtidos quando comparada com outras técnicas numéricas 

utilizadas para a avaliação de integrais, Campos Filho (2001). 

 

A solução fundamental ( )qpG ,  e sua derivada normal 
( )
n

qpG

∂
∂ ,

, avaliadas nas 

integrais ijH
 
e
 ijG

 
sobre cada um dos elementos, são funções da distância R  entre o 

ponto de observação ( )yxp ,  e os pontos de integração numérica ( )yxq , , dada pela 

expressão a seguir, como mostrado no anexo E: 
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2
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2
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(4.22)  

 

A solução fundamental ( )qpG ,  é dada por, Hall (1994). 

 

( ) ( )kRH
i

qpG 1
04

, =  
(4.23)  

 

Dessa forma, a integral ijG  pode ser escrita da seguinte forma:  
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(4.24)  

 

A derivada normal da solução fundamental 
( )
n

qpG

∂
∂ ,

 é dada por, Kithe (1995): 

 

( ) ( )
n

R

R

qpG

n

qpG

∂
∂

∂
∂

=
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∂ ,,
 

(4.25)  

 

Assim, a integral ijH  é dada pela expressão que se segue, que é mostrada no anexo E: 

 

( )( ) =
∂
∂

= ∫
−

ξξκ d
L

n

R
RH

i
H ij 24

1
1

1

1

( )( )
24

1
1

1

L
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n
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i
mm

N

m ∂
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∑
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(4.26)  

 

No capítulo a seguir, o método de elementos de contorno será empregado para analisar 

o espalhamento da onda sonora por um cilindro rígido e infinito. 
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Capítulo 5 

Resultados analíticos e numéricos 
 

5.1 – Introdução 

 
Neste capítulo, o método de elementos de contorno será validado como técnica 

de análise do espalhamento da onda sonora. Será apresentado também como a variação 

da freqüência normalizada e a variação da distância entre os pontos de observação do 

potencial e o eixo do cilindro rígido modificam o espalhamento da onda sonora.  

 

5.2 – Validação do método de elementos de contorno 

 

O método de elementos de contorno será validado pela utilização da solução 

analítica do espalhamento acústico por um cilindro rígido. Tal solução é representada 

por uma soma infinita de termos. Dessa forma, torna-se necessária, a substituição dessa 

série por uma soma finita de termos a fim de inseri-la em um código computacional. 

Nesse trabalho, 150 termos são utilizados para compor a soma finita e assegurar sua 

convergência nas freqüências normalizadas consideradas nas simulações. Estabelecida a 

solução analítica, realiza-se a análise da solução numérica que é obtida pelo método de 

elementos de contorno. 

 

Essa técnica numérica integral é aplicada à formulação integral do espalhamento 

acústico por um objeto com forma geométrica qualquer para resolvê-la numericamente. 

Uma vez conhecidas a solução analítica do espalhamento pelo cilindro rígido e a 

solução numérica da equação integral, elas são comparadas e o erro decorrente dessa 

comparação estabelece o nível de proximidade das soluções e, por conseqüência, a 

eficiência do método de elementos de contorno para solucionar o problema do 

espalhamento acústico. 

 

O número de elementos utilizados na malha que discretiza o objeto influencia na 

precisão da solução numérica estabelecida pelo método de elementos de contorno e no 
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esforço computacional dessa técnica numérica para resolver o problema do 

espalhamento acústico, Manolis et al (1988). Dessa forma, é necessário estabelecer uma 

malha cujo número de elementos assegure um esforço computacional reduzido e um 

erro satisfatório decorrente da comparação das soluções analítica e numérica. 

 

Para obter tal malha, a freqüência normalizada 5=aκ  foi escolhida e o potencial 

de velocidade foi simulado para pontos ( )θ,rp  localizados no contorno do cilindro de 

raio unitário. Nessa simulação, foram utilizadas malhas compostas por 32, 64, 128, 256 

e 512 elementos e, para cada uma delas, foram calculados o erro relativo percentual e o 

erro relativo percentual médio, definidos respectivamente, por: 

 

A

NA

re ϕ

ϕϕ −
=  

(5.1) 

 

 

e 

 

n

e

e

n

k

k

m

∑
== 1  

(5.2) 

 

 

 Na equação (5.1), Aϕ  e Nϕ  são, respectivamente, o potencial de velocidade 

analítico e o potencial de velocidade numérico em cada ponto. Na equação (5.2), n  

representa o número de pontos da malha. A malha composta por 512 elementos foi a 

que assegurou, o menor erro relativo percentual e o menor erro relativo percentual 

médio. Por essa razão, tal malha será empregada, neste trabalho, para a  discretização do 

contorno do cilindro rígido.  

 

 O erro relativo, nos pontos ( )θ,rp  do contorno do cilindro, varia em relação ao 

erro relativo médio como mostrado na figura 5.1 
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Figura 5.1 – Variação do erro para malha com 512 elementos 

 

Esse gráfico, devido à simetria existente no cilindro, mostra o erro para metade 

dos pontos que compõem a malha utilizada para discretizá-lo. Essa malha assegurou um 

erro médio inferior a 1% e um erro máximo inferior a 5%. Em seguida, calculou-se o 

número de pontos para os quais o erro relativo é inferior ao erro relativo médio. Tal 

cálculo estabelece que, para 67.7043% dos pontos que compõem tal malha, o erro 

relativo é inferior ao erro relativo médio. A execução do código computacional, 

utilizando uma malha composta por 512 elementos, durou em torno de 45 segundos. Tal 

tempo foi estabelecido pela função Tic Toc do Matlab. O código computacional foi 

executado em linguagem Matlab, versão 7.8/2009a, instalado em uma máquina com 

dois gigabytes de memória Ram, disco rígido com 360 gigabytes e com processador 

Dual Core. 

 

Dessa forma, o método de elementos de contorno foi validado para estudar o 

espalhamento acústico por um cilindro rígido. Tal técnica numérica será, então, 

utilizada para analisar a influência da variação da frequencia normalizada e da variação 
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da distância entre o ponto de observação e o eixo do cilindro, no valor do potencial de 

velocidade simulado em pontos ( )θ,rp  que se localizam no contorno do cilindro rígido 

e em sua região exterior. A configuração utilizada para realizar essas análises na onda 

espalhada é mostrada na figura 5.2. 

 

 

 

Figura 5.2 – Configuração do problema da onda espalhada 

 

O eixo do cilindro rígido passa pela origem o  do sistema de coordenadas 

polares. A onda plana incidente propaga-se no eixo X no sentido negativo. A variável r  

é a distância entre o eixo do cilindro e o ponto de observação ( )θ,rp  e variável θ , 

denominada ângulo polar, é o ângulo entre o eixo horizontal X e o segmento de reta que 

une a origem ao ponto ( )θ,rp . Tal ângulo é medido no sentido anti-horário a partir do 

eixo X. As regiões do plano entre os ângulos 0=θ  a 
2

π
θ =  e 

2

π
θ =  a πθ =  serão, 

denominadas, respectivamente, região anterior e região posterior do cilindro. Devido à 

simetria no cilindro, o potencial de velocidade espalhado Eϕ  será dado em função do 

ângulo polar θ  para metade dos 512 pontos de observação distribuídos no contorno do 

cilindro. O eixo das abcissas e o eixo das ordenadas serão respectivamente 

denominados, X e Y, sendo estes definidos, pelas expressões que se seguem: 

 

( )θ
ϕ

cos
0P

X E=  
(5.3)  
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( )θ
ϕ

sen
P

Y E

0

=  
(5.4)  

 

O método de elementos de contorno foi utilizado para analisar o potencial de 

velocidade em pontos de observação localizados em diversas distâncias em relação ao 

eixo do cilindro. Tais pontos foram distribuídos em círculos concêntricos ao cilindro 

cujos raios representam a distância entre o ponto de observação e o eixo do cilindro. A 

simulação do potencial de velocidade espalhado foi realizada considerando-se a 

freqüência normalizada 5=aκ  para as distâncias 5=R m, 10m, 15m, 20m, 25m e 50m. 

 

5.3 – A influência da freqüência no espalhamento acústico 

 

O método de elementos de contorno foi utilizado para analisar a influência da 

freqüência normalizada aκ  no potencial de velocidade em pontos de observação 

localizados no contorno do cilindro e em sua região exterior.  

 

5.3.1 – A influência da freqüência no espalhamento acústico em pontos no 

contorno do cilindro 

 

A simulação do potencial de velocidade espalhado foi realizada para pontos que 

se localizam no contorno S  do cilindro, isto é, à distância mR 1= , em relação a origem 

por onde passa o eixo do cilindro. As freqüências normalizadas escolhidas para os testes 

correspondem a comprimentos de onda comparáveis à ordem de dimensão radial do 

cilindro. Tais freqüências normalizadas são =aκ 2, 5, 10, 15, 25. Os resultados da 

simulação computacional são apresentados nas figuras: 
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Figura 5.3 – Potencial de velocidade para freqüência normalizada =aκ 2 
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Figura 5.4 – Potencial de velocidade para freqüência normalizada =aκ 5 
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Figura 5.5 – Potencial de velocidade para freqüência normalizada =aκ 10 
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Figura 5.6 – Potencial de velocidade para freqüência normalizada =aκ 15 
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Figura 5.7 – Potencial de velocidade para freqüência normalizada =aκ 25 

 

A análise das figuras mostra como a variação na freqüência normalizada aκ  

influencia no comportamento da onda que se espalha em todas as direções. Para as 

baixas freqüências, o potencial de velocidade espalhado é mais intenso na região do 

plano anterior ao cilindro rígido. Á medida em que a freqüência normalizada aumenta, o 

potencial de velocidade se torna mais intenso na região do plano posterior ao cilindro. 

Para cada freqüência normalizada aκ , calculou-se o valor absoluto do potencial de 

velocidade máximo nos pontos do contorno do cilindro. A tabela 5.1. mostra os valores.  

 

Potencial de velocidade máximo Eϕ  Freqüência normalizada aκ  

0.5546 2 

0.6623 5 

0.7628 10 

0.8680 15 

0.9847 25 

Tabela 5.1 – Potencial de velocidade máximo para pontos no contorno do cilindro 
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A análise da tabela 5.1 mostra que o valor absoluto do potencial de velocidade 

máximo nos pontos de observação no contorno do cilindro aumenta com o crescimento 

da freqüência normalizada aκ . 

 

5.3.2 – A influência da freqüência no espalhamento em pontos externos ao cilindro 

 

A simulação do potencial de velocidade espalhado foi realizada para pontos 

localizados na região exterior 0Ω  do cilindro, isto é, à distância mR 5=  em relação a 

origem por onde passa o eixo do cilindro rígido. As freqüências normalizadas 

consideradas nessas simulações foram as mesmas utilizadas para os pontos de 

observação localizados no contorno do cilindro, ou seja, =aκ 2, 5, 10, 15 e 25. Os 

resultados dessas simulações são apresentados nas figuras: 
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Figura 5.8 – Potencial de velocidade para freqüência normalizada =aκ 2 
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Figura 5.9 – Potencial de velocidade para freqüência normalizada =aκ 5 
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Figura 5.10 – Potencial de velocidade para freqüência normalizada =aκ 10 
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Figura 5.11 – Potencial de velocidade para freqüência normalizada =aκ 15 
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Figura 5.12 – Potencial de velocidade para freqüência normalizada =aκ 25 
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A análise das figuras mostra como a variação na freqüência normalizada aκ  

influencia no comportamento da onda que se espalha em todas as direções. O aumento 

da freqüência normalizada aκ  produz o crescimento na oscilação do valor do potencial 

de velocidade em torno do cilindro. Para cada freqüência normalizada aκ , calculou-se o 

valor absoluto do potencial de velocidade máximo nos pontos externos ao cilindro. Tais 

valores estão dispostos na tabela 5.2.  

 

Maior potencial de velocidade Eϕ  Freqüência normalizada aκ  

0.2635 2 

0.2864 5 

0.2815 10 

0.2792 15 

0.2789 25 

 

Tabela 5.2 – Variação do potencial máximo em relação à freqüência 

 

Utilizando-se os valores dispostos na tabela 5.2, calcula-se o valor médio dos 

potenciais de velocidade máximos. Tal potencial de velocidade é 0.2815 e, como mostra 

a tabela 5.2, os potenciais de velocidade máximos oscilam mantendo-se próximos dele. 

 

5.4 – A influência da distância no potencial de velocidade espalhado 

 

Os resultados das simulações do potencial de velocidade espalhado em pontos de 

observação localizados em diversas distâncias do eixo do cilindro de raio unitário são 

apresentados nas figuras: 
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Figura 5.13 – Potencial de velocidade na distância R = 1m 
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Figura 5.14 – Potencial de velocidade na distância R = 5m 
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Figura 5.15 – Potencial de velocidade na distância R = 10m 
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Figura 5.16 – Potencial de velocidade na distância R = 15m 
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Figura 5.17 – Potencial de velocidade na distância R = 20m 
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Figura 5.18 – Potencial de velocidade na distância R = 25m 
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Figura 5.19 – Potencial de velocidade na distância R = 50m 

 

As figuras mostram que o potencial de velocidade diminui com o aumento da 

distância. O valor máximo do potencial de velocidade espalhado foi calculado, em cada 

teste, para se estudar como a distância R  entre o ponto de observação ( )θ,rp  e o eixo 

do cilindro de raio unitário influencia na redução do potencial de velocidade espalhado. 

Tais resultados estão dispostos na tabela 5.3 

 

Distância entre o ponto de observação e o 

eixo do cilindro (metros) 

Potencial de velocidade espalhado 

máximo 

R = 1 0.6623 

R = 5 0.2864 

R = 10 0.2051 

R = 15 0.1681 

R = 20 0.1458 

R = 25 0.1306 

R = 50 0.0925 

 



   

 41 

Tabela 5.3 – Variação do potencial de velocidade espalhado com a distância entre o 

ponto de observação e o eixo do cilindro rígido 

 

A tabela 5.3 mostra que o maior potencial de velocidade espalhado ocorre num 

ponto de observação ( )θ,rp  localizado no contorno do cilindro. À medida em que a 

distância R  aumenta, o potencial de velocidade sofre redução. A tendência dessa 

atenuação é descrita pelo gráfico: 
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Figura 5.20 – Variação do potencial de velocidade espalhado máximo com a distância 

entre o ponto de observação e o eixo do cilindro de raio unitário 

 

A figura 5.20 mostra a forma de atenuação no potencial de velocidade espalhado 

em função do aumento da distância entre o ponto de observação ( )θ,rp  e o eixo do 

cilindro rígido e infinito. Tal atenuação decorre da solução fundamental da equação 

diferencial parcial de Helmholtz. Neste trabalho, escolheu-se o termo iwte −  como fator 

temporal da solução φ  para a equação de onda. Dessa forma, segundo Ziomek (1995), a 

função de Hankel 1
nH  de ordem n  e tipo 1, representa uma onda divergente que se 



   

 42 

afasta do obstáculo. Segundo Dettman (1969), tal função se comporta como a função 

r

e ikr

 para pontos localizados em grandes distâncias do obstáculo espalhador da onda. 

O método de elementos de contorno estabeleceu, em um curto tempo de 

execução do código computacional, resultados precisos na análise das variáveis 

envolvidas no espalhamento da onda sonora por um cilindro infinito e rígido. 
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Capítulo 6 

Conclusões e propostas para 

trabalhos futuros 
 

6.1 – Introdução 

 
Neste trabalho, analisou-se o problema do espalhamento acústico por um 

cilindro infinito utilizando-se sua formulação analítica e o método de elementos de 

contorno. O número de elementos utilizados para compor a malha que discretiza o 

contorno do obstáculo influencia no erro que decorre da comparação entre as soluções 

numérica e analítica e no esforço computacional empregado pela técnica numérica para 

resolver o problema da onda espalhada pelo cilindro rígido. Por essa razão, neste 

trabalho, escolheu-se um número de elementos para compor a malha que discretiza o 

contorno, de maneira que, o erro decorrente da comparação entre a solução analítica e a 

solução numérica estabeleça um nível de precisão satisfatório e o tempo de execução do 

código computacional seja pequeno.  

 

As simulações computacionais mostram que, dependendo da localização dos 

pontos de observação, a variação da freqüência normalizada produz resultados 

diferentes no valor do potencial de velocidade. Para pontos que se localizam no 

contorno do cilindro, o aumento da freqüência normalizada produz o crescimento do 

valor absoluto do potencial de velocidade máximo. Para pontos que se localizam na 

região exterior do cilindro, o aumento da freqüência normalizada faz o valor absoluto do 

potencial de velocidade  máximo oscilar mantendo-se próximo a um valor médio.  

 

A precisão dos resultados obtidos e o curto tempo de execução do código 

computacional nessas simulações revelam que o método de elementos de contorno é 

uma técnica numérica eficiente para estudar o espalhamento da onda sonora por um 

objeto com forma geométrica complexa e condição arbitrária. Dessa forma, obtém-se 
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uma ferramenta computacional que encontra variadas aplicações na arquitetura e na 

engenharia. 

  

6.2 − Propostas para trabalhos futuros 

   

O presente trabalho apresenta uma das diversas aplicações do Método de 

Elementos de Contorno à área da Acústica. Algumas sugestões de continuidade desse 

trabalho, na Acústica ou em outra área, são formuladas a seguir. 

 

6.2.1 – Espalhamento acústico 

 

Neste trabalho, a utilização de elementos constantes nas malhas empregada na 

discretização do contorno do obstáculo, assegurou resultados satisfatórios e um baixo 

custo na execução do programa durante a análise do problema do espalhamento da onda 

sonora por um cilindro rígido e infinito. Esse estudo pode ser aprimorado pelo aumento 

da eficiência da técnica numérica integral empregada. Por isso, torna-se importante 

utilizar, na malha que discretiza o contorno, elementos polinomiais de ordem mais alta, 

como por exemplo, quadrática ou cúbica, para aumentar a precisão dos resultados 

numéricos obtidos na aplicação do método de elementos de contorno ao problema do 

espalhamento da onda sonora por um obstáculo com forma geométrica qualquer e 

condição de contorno arbitrária. Desenvolver essa forma de abordagem para essa 

técnica numérica integral é uma maneira de dar continuidade a este trabalho.  

 

6.2.2 – Ultra-sonografia 

 

Um trabalho futuro importante consiste em aplicar o método de elementos de 

contorno para estudar as características da onda sonora espalhada pelos tecidos do corpo 

humano que possuem forma geométrica complexa. Dessa forma, contribui-se para a 

melhoria na eficiência dessa técnica diagnóstica e, por conseqüência, dos tratamentos 

médicos. 
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6.2.3 – Barreiras acústicas 

 

A barreira acústica é um dispositivo colocado entre uma fonte de onda sonora e 

um receptor para atenuar o nível de ruído emitido pela fonte sonora que chega ao 

receptor. A onda sonora ao atingir uma barreira acústica se espalha em todas as 

direções. Uma proposta de continuidade deste trabalho é aplicar o Método de Elementos 

de Contorno para analisar a onda sonora espalhada por uma barreira acústica.  
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Anexo A 
 

A.1 – Equação linear da onda acústica 

 

Para se estabelecer a equação que descreve a radiação acústica, utiliza-se as 

equações de estado, de conservação da massa e da quantidade de movimento.  

 

A.2 – Equação de Estado 

 

A equação de estado para o fluido relaciona as forças internas restauradoras com 

as correspondentes deformações no fluido. Considerando-se um gás perfeito tem-se a 

seguinte equação de estado. 

 

KTrP   ρ=  (A.1)  

 

que relaciona a pressão instantânea P (em Pascal-Pa), a densidade instantânea ρ  

(Kg/m3) e a temperatura absoluta KT  (Kelvins), para um grande número de gases sob 

condições de equilíbrio. Dependendo da capacidade térmica do recipiente que o gás 

perfeito é descrito por um processo isotérmico em que a equação de estado se torna, 

Kinsler (1982): 

 









=

00 ρ
ρ

P

P
 

(A.2)  

 

No entanto a experiência mostra que os processos acústicos são 

aproximadamente adiabáticos. Nesse caso, o gás perfeito é descrito pela equação de 

estado a seguir: 

 

γ

ρ
ρ









=

00P

P
 

(A.3)  
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Na equação (A.3), γ  é a razão entre os valores específicos à pressão e volume 

constantes. Na acústica não se trabalha com gases perfeitos, mas com gases reais . Neste 

caso, a relação isentrópica entre pressão e flutuação na densidade do fluido pode ser 

representada através de uma expansão em série de Taylor 

 

( ) ( ) ...
2

1 2
02

2

00

00

+−








∂

∂
+−









∂
∂

+= ρρ
ρ

ρρ
ρ

ρρ

PP
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(A.4)  

 

Na expressão acima, as derivadas parciais são constantes determinadas pela 

compressão adiabática e pela expansão do fluido em torno de sua densidade de 

equilíbrio. Se tais flutuações são pequenas, somente os termos de ordem mais baixa 

( )0ρρ −  são considerados. Isto fornece uma relação linear entre flutuação de pressão e 

variação de densidade 

 

( )
0

0
0 ρ

ρρ
β

−
=− PP  

(A.5)  

 

Na equação (A.5), β  é o módulo adiabático ou coeficiente de expansão volumétrica do 

fluido, dado por 

 

0

0

ρρ
ρβ 









∂
∂

=
P

. 
(A.6)  

 

Kinsler define a condensação s  em um ponto como a variação da densidade de 

equilíbrio 
0

0

ρ
ρρ −

=s  e a pressão acústica como a variação da pressão de 

equilíbrio 0PPp −= . Dessa maneira pode-se expressar a equação (A.3) em termos da 

pressão acústica p e da condensação s que deve ser muito pequena, 1<<s . 

 

sp  β≈ . (A.7)  
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A.3 – Equação de Euler 

 

A equação da conservação da quantidade de movimento relaciona a pressão 

acústica p com a velocidade u
r
 instantânea de partícula, para um fluido adiabático e não 

viscoso. Assim, a equação de Euler  para fenômenos acústicos de pequena amplitude 

 

p
t

u
−∇=

∂
∂
r

0ρ . 
(A.8)  

 

A.4 – Equação de Continuidade 

 

A equação de continuidade relaciona a taxa de crescimento de massa num 

elemento de volume com o fluxo de massa através da superfície fechada que envolve 

esse volume. Uma vez que o fluxo deve ser igual à taxa de crescimento, obtem-se a 

equação de continuidade: 

 

( ) 0 . =∇+
∂
∂

u
t

r
ρ

ρ
 

( (A.9)  

 

Como a densidade instantânea ρ  pode ser expressa em função da condensação 

)1(0 s+= ρρ , pode-se usar o fato que 0ρ  é constante no espaço e no tempo, e s  é 

muito pequena, isto é, 1<<s . Dessa forma, a equação acima pode ser expressa por 

 

0=⋅∇+
∂
∂

u
t

s r
. 

 (A.10)  

 

A.5 – Equação Linear da Onda 

 

Aplicando-se o operador divergente em ambos os lados da equação (A.10), 

obtem-se 
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p
t

u 2
  0  −∇=
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ρ  
 (A.11)  

 

Na equação (A.11), ∇2 é o operador Laplaciano. Derivando-se a equação (A.9) em 

relação ao tempo e usando o fato que  
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 (A.12)  

 

obtem-se: 
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 (A.13)  

 

As equações (A.10) e (A.11) podem ser combinadas numa única equação: 

 

2

2

0
2

t

s
p

∂
∂

=∇ ρ  
 (A.14)  

  

Utilizando-se a equação de estado (A.6) para eliminar a condensação s , obtem-se 

 

2

2

2
2 1

t

p

c
p

∂
∂

=∇  
 (A.15)  

 

Na equação (A.15), a constante  c  é definida como: 

 

0ρ
β

=c  
 (A.16)  

 

é denominada velocidade de propagação da onda acústica no meio. 

 

A equação (A.15) é a equação linear de onda para a propagação de sons em 

fluidos, num meio homogêneo sem perdas. Para fluidos não viscosos, a velocidade da 
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partícula é irrotacional, ou seja, 0u =×∇
r

. Isso significa que ela pode ser expressa 

como o gradiente de uma função escalar φ , denominada potencial de velocidade,  

 

φ∇=u
r

  (A.17)  

 

Substituindo-se a expressão acima na equação (A.9), obtem-se 

 

0 0 =
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∂
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∇ p
t

φ
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 (A.18)  

 

A expressão entre parênteses na equação (A.17) pode ser escolhida nula caso não haja 

excitação acústica. Dessa forma, tem-se que 

 

t
p

∂
∂

−=
φ

ρ 0  
 (A.19)  

 

Substituindo-se a equação (A.18) na equação (A.10), obtem-se a equação de onda 

linearizada, expressa em termos do potencial de velocidade de onda acústica: 
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Anexo B 
 

Formulação analítica do espalhamento acústico pelo cilindro rígido 

 

A solução da equação não homogênea (2.4) será obtida utilizando-se as soluções 

fundamentais da equação diferencial parcial homogênea equivalente dada por, Dettman 

(1969): 
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(B.1)  

 

As soluções procuradas para a equação (B.1) são da forma: 

 

( ) ( ) ( )θθϕ Θ= rRrE ,  (B.2)  

 

Na equação (B.2), R  e  Θ  são funções que dependem, respectivamente, da distância 

radial  r  e do ângulo θ .   

 

O método de separação de variáveis pode ser utilizado para encontrar tais 

funções. Substituindo-se a equação (B.2) na equação (B.1)  tem-se, Morse (1986): 
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(B.3)  

 

Multiplicando-se os ambos os lados da equação (B.3) por 2r  obtem-se: 
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(B.4)  

 

Dividindo-se ambos os lados da equação (B.4) por ΘR  obtem-se: 
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2
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(B.5)  

 

O lado esquerdo da equação (B.5) depende apenas de r  e o lado direito envolve apenas 

θ , assim, os dois membros da equação são constantes. Dessa forma, a equação (B.5) se 

torna: 
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(B.6)  

 

Assim, a equação diferencial parcial (B.3) foi separada em duas equações diferenciais 

ordinárias dadas a seguir: 
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(B.7)  
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Rd
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(B.8)  

 

A solução da equação (B.7) é dada pela expressão: 

 

( ) ( ) ( )θθθ msenBmA mmm +=Θ cos  (B.9)  

 

O cilindro rígido utilizado como obstáculo para a onda plana incidente é 

bidimensional. Nesse caso, o coeficiente mB  é nulo, Ziomek (1995). Dessa forma, a 

equação (B.9) se torna:  

 

( ) ( )θθ mAmm cos=Θ  (B.10)  

 

A solução da equação ordinária radial (B.8) é dada por: 

 

( ) ( ) ( )riNrJrR mm κκ +=  (B.11)  
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O ponto de observação ( )θ,rp , que tem coordenada r  nula, não pertence ao 

domínio do problema da onda espalhada pelo cilindro, por isso a função de Bessel de 

segunda espécie ( )rNm κ  é considerada na solução. O sinal positivo garante que a onda 

espalhada se afasta do cilindro propagando-se para o infinito. 

 

A tentativa de encontrar soluções na forma ( )θϕ ,r  para a EDP de Helmholtz 

leva a um número infinito de funções que satisfazem a equação diferencial e a condição 

de contorno de Neumann e são escritas na forma: 

 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]riNrJmAr mmmm κκθθϕ += cos,  (B.12)  

 

A solução ( )θϕ ,rE  da EDP de Helmholtz não homogênea dada pela equação 

(2.4) é dada pela soma infinita das soluções da EDP de Helmholtz homogênea, dada na 

equação (B.12) e se torna, Morse (1986): 

 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]riNrJmAriNrJAr mm

m

mE κκθκκθϕ +++= ∑
∞

=

cos,
1

000  
(B.13)  

 

Para determinar os coeficientes mA  na equação (B.13), são utilizadas as 

derivadas normais 
n

E

∂

∂ϕ
 e 

n

I

∂

∂ϕ
 e a condição de Neumann. Dessa forma, como 

demonstrado no anexo C, os coeficientes mA  e 0A  são dados, respectivamente, por: 

 

( )m

im

mm seneiA m γε γ−+−= 1  (B.14)  

 

( )000
0 γε γ
senieA

i−−=  (B.15)  

 

Nas equações (B.14) e (B.15), os ângulos mγ  e 0γ  são dados, respectivamente, pelas 

expressões a seguir: 
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( ) ( )
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rJrJ

mm

mm
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(B.16)  
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κ
κ

γ
1

1
0tan −=  

(B.17)  

 

Nas equações (B.15) e (B.14), os coeficientes 0ε  e mε  são, respectivamente, 1 e 2  
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Anexo C 
 

Enésimo coeficiente da solução analítica do potencial de velocidade espalhado 

 

O potencial de velocidade harmônico no tempo de uma onda plana incidente 

( )ptI ,φ  num ponto ( )θ,rp  qualquer do plano e num dado tempo t  é dado por: 

 

( ) ( ) ti

II eppt ωϕφ =,  (C.1)  

 

Na equação (C.1), ( )pIϕ  é a parte espacial do potencial de velocidade incidente e tie ω  é 

a parte temporal. A parte espacial do potencial de velocidade incidente ( )θϕ ,rI  é dada 

em coordenadas cilíndricas, pela expressão a seguir: 

 

( ) ( ) ( ) ( )







+= ∑

∞

=1
000 cos2,

m

m

m

I rJmirJPAr κθκθϕ  
(C.2)  

 

A derivada normal do potencial de velocidade da onda plana incidente é dada pela 

expressão: 

 

( ) ( ) ( )[ ] ( )
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ρ
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(C.3) 

 

A solução ( )θϕ ,rE  da EDP que representa a onda espalhada pelo cilindro, como 

demonstrado no anexo B, é dada por: 

 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]riNrJmAriNrJAr mm

m

mE κκθκκθϕ +++= ∑
∞

=

cos,
1

000  
(C.4)  

 

A derivada normal do potencial de velocidade espalhado 
n

E

∂

∂ϕ
 é dada por: 
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( ) ( )[ ]
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(C.5)  

 

O cilindro é rígido, portanto, em sua superfície, o potencial de velocidade espalhado Eϕ  

satisfaz-se a condição de contorno de Neumann: 

 

0=
∂

∂
+

∂

∂

nn

EI ϕϕ
 

(C.6) 

 

A condição de contorno de Neumann é reescrita como: 

 

nn

IE

∂

∂
−=

∂

∂ ϕϕ
 

(C.7) 

 

Igualando o primeiro termo das equações (C.3) e (C.5), tem-se: 

 

( ) ( )[ ] ( )riJ
c

P
riNrJiA

c
κ

ρ
κκ

ρ 1
0

110

1
−=+  

(C.8) 

 

O coeficiente 0A  é dado pela expressão: 

 

( )
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κ
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κκ
ρ

κ
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0 1
−=

+

−
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(C.9) 

 

As funções de Bessel e Neumann da equação (C.9) se relacionam com as funções seno e 

cosseno. Tal relação é dada por:  

 

( ) ( )001 2

1
γκ senErJ =  

(C.10) 
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( ) ( )001 cos
2

1
γκ ErN −=  

(C.11) 

 

Substituindo as equações (C.10) e (C.11) na equação (C.9), tem-se: 

 

( )

( ) ( )

( )
( ) ( )( )00

00

0000

000

0 coscos
2

1

2

1
2

1

γγ
γ

γγ

γ

isen
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senEP

A
−

−=
−

−
=  

(C.12) 

 

Em seguida, multiplicando-se a equação (C.12) pelo conjugado de ( ) ( )00 cos γγ isen −  e 

fazendo 21 i=− , tem-se: 

 

( ) ( ) ( )( )0000
2

0 cos γγγ isensenPiA +=  (C.13) 

 

Multiplicando a equação (C.13) por 
( )
( )i

i

−
−

 tem-se: 

 

( ) ( ) ( )( )00000 cos γγγ isenisenPA −=  (C.14) 

 

Substituindo-se a relação  

 

( ) ( )zisenze iz −=− cos  (C.15) 

 

na equação (C.14) tem-se: 

 

( )000
0 γγ
seniePA

i−−=  (C.16) 

 

Fazendo 10 =ε , a equação (C.16) é reescrita como 

 

( )0000
0 γε γ
seniePA

i−−=  (C.17) 
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A equação (C.17) representa o termo independente da solução analítica do 

espalhamento acústico por um cilindro.  

 

Para se obter o coeficiente do enésimo termo, utiliza-se também, as expressões 

da derivada normal da onda incidente e da onda espalhada. Assim, igualando o enésimo 

termo das equações (C.3) e (C.5), tem-se: 
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(C.18) 

 

Assim, o coeficiente mA  é dado pela expressão: 
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(C.19) 

 

As relações a seguir, são válidas:  

 

( ) ( ) ( )mmmm senErJrJ γκκ 211 =− −+  (C.20) 

 

( ) ( ) ( )mmmm ErNrN γκκ cos211 =− +−  (C.21) 

 

Modificando a ordem dos temos, a equação (C.21) se torna: 

 

( ) ( ) ( )mmmm ErNrN γκκ cos211 −=− −+  (C.22) 

 

Substituindo as equações (C.20) e (C.22) na equação (C.19) tem-se: 
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Multiplicando o numerador e o denominador da equação (C.23) pelo conjugado de 

( ) ( )00 cos γγ isen −  e fazendo 12 −=i , a equação (C.23) se torna: 

 

( ) ( ) ( )( )
mmm

m

m isenseniPA γγγ cos2 2
0 +−= +  (C.24) 

 

Multiplicando a equação (C.24) por 
( )
( )i

i

−
−

 tem-se: 

 

( ) ( ) ( )( )mmm

m

m iisenseniPA γγγ cos2 1
0 +−−= +  (C.25) 

 

Substituindo a relação  

 

( ) ( )zisenze iz −=− cos  (C.26) 

 

na equação (C.25) tem-se: 

 

( )
m

im

m seneiPA m γγ−+−= 1
02  (C.27) 

 

Fazendo 2=mε , a equação (C.27) é reescrita como: 

 

( )m

im

mm seneiPA m γε γ−+−= 1
0  (C.28) 

 

A equação (C.28) representa o coeficiente do enésimo termo da solução analítica do 

espalhamento acústico por um cilindro. 
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Anexo D 
 

D.1 – Formulação integral do espalhamento acústico 

 

O potencial de velocidade espalhado ( )pϕ  num ponto ( )yxp ,  qualquer 

localizado na região exterior 0Ω  ou no contorno S  do objeto será estabelecido por uma 

equação integral que pode ser obtida de diversas formas. Nesse trabalho, tal equação 

será obtida utilizando-se a função de Green. Por essa razão, é necessário utilizar a 

equação (3.1) para o caso de uma fonte pontual com amplitude unitária que toma a 

forma: 

 

( ) ( ) ( )qpqpGqpG −=+∇ δκ ,, 22  (D.1)  

 

A solução da equação (D.1) é a função de Green ( )qpG ,  que representa o campo 

num ponto de observação ( )yxp ,  devido a presença de uma fonte de amplitude unitária 

localizada num ponto ( )yxq , . A função de Green ( )qpG ,  para problemas 

bidimensionais é definida pela expressão, Ziomek (1995): 

 

( ) ( )rHqpG n κ=,  (D.2)  

 

Na equação (D.2), nH , κ  e r  representam, respectivamente, a função de 

Hankel de ordem n  e tipo 1, o número de onda do som no ar e a distância entre os 

pontos q  e p . Na equação (D.1), ( )qp −δ  representa a função delta de Dirac, que é 

definida pela expressão, Dettman (1969): 

 

( )




=∞

≠
=

q para              

q p para              0 
 q-p

p
δ  

(D.3) 

 

 

A integral da função delta de Dirac é a unidade: 
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( ) 1=−∫
∞

∞−

qpδ  
(D.4) 

 

 

Em conseqüência, a função delta de Dirac satisfaz, para uma função )(xf  contínua  

qualquer, a propriedade: 

 

( ) ( ) ( )pfdqppf P =−∫
∞

∞−

δ  
(D.5)  

 

A função de Green ( )qpG ,  e a função delta de Dirac ( )qp −δ , são simétricas, isto é, 

Butkov (1968). 

 

( ) ( )pqGqpG ,, =  (D.6)  

 

e 

 

( ) ( )pqqp −=− δδ  (D.7)  

  

Estabelecidas tais informações, para obter a equação integral do espalhamento acústico, 

multiplica-se a equação (3.1) por ( )qpG ,  e obtem-se a expressão, Maria et al (2009): 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )qpGpfpqpGpqpG ,,, 22 −=+∇ ϕκϕ  (D.8)  

 

Em seguida, multiplica-se a equação (D.1) por ( )pϕ  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )qppqpGpqpGp −−=+∇ δϕκϕϕ ,, 22  (D.9)  

 

posteriormente, toma-se a diferença entre as equações (D.8) e (D.9)  e obtem-se: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )qpGppqpGqpGpfqpp ,,, 22 ∇−∇=−− ϕϕδϕ  (D.10)  
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Com a utilização da simetria da função de Green e da função delta de Dirac, escreve-se 

a equação (D.10), em termos das coordenadas da fonte, como: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )qpGqqqpGqpGqfqpq ,,, 22 ∇−∇=−− ϕϕδϕ  (D.11)  

 

Agora, tomando-se a integral em ambos os lados da equação (D.11) em relação a região 

exterior 0Ω ,  tem-se: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∫∫∫
Ω

ΩΩ

Ω

Ω

Ω

∇−∇=−−
0

00

0

0

0

,,, 22 dqpGqqqpGdqpGqfdqpq ϕϕδϕ  (D.12)  

 

Utilizando-se a propriedade da função delta de Dirac descrita na equação (D.5), tem-se 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∫
Ω

Ω∇−∇+=
0

0
,, 22 dqpGqqqpGpp I ϕϕϕϕ  (D.13)  

 

A aplicação do teorema de Green à equação (D.13) estabelece a integral ao longo do 

contorno S  da região limitada Ω : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
∫ ∫ ∂

∂
−

∂
∂

+=
S S

I dS
n

qpG
qdS

n

q
qpGpp

,
, ϕ

ϕ
ϕϕ  

(D.14)  

 

A equação (D.14) estabelece o potencial de velocidade num ponto ( )yxp ,  

localizado na região exterior 0Ω . A equação integral para pontos de observação ( )yxp ,  

localizados no contorno S  da região limitada Ω  é obtida utilizando-se um processo 

especial descrito a seguir: 

 

D.2 – A formulação integral do espalhamento acústico para pontos singulares 

 

A formulação integral do espalhamento acústico representada pela equação 

(D.14),  também, é utilizada para estabelecer o potencial de velocidade ( )pϕ , quando o 

ponto de observação ( )yxp , , se localiza no contorno S  da região Ω   bidimensional 
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limitada e coincide com o ponto de fonte ( )yxq , , também localizado no contorno, como 

mostra a figura D.2. 

 

 

Figura D.2 – Ponto singular no contorno 

 

Nesse caso, a análise da equação (D.14) é mais complexa. Quando se tem 

qp = , a distância r  é nula, e, conseqüentemente, a função de Green ( )qpG ,  não está 

definida. Assim, a integral é avaliada, utilizando-se um processo especial, para esses 

pontos especiais chamados pontos singulares. Para remover a singularidade no contorno 

S , realiza-se o processo a seguir: Considera-se que o ponto ( )yxp ,  singular é o centro 

de um círculo de raio ε , como mostrado na figura D.3, Hall (1994). 

 

 

Figura D.3 – Região bidimensional com ponto singular no contorno 
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Fazendo-se o raioε → 0 , tem-se que, no limite, o círculo se reduz a um ponto. 

Esse processo de limite depende apenas da ordem da singularidade do potencial de 

velocidade ( )pϕ , que é a mesma para as equações de Laplace e Helmholtz, Papini 

(1999). A equação de Laplace é dada pela expressão a seguir, Ciskowski e Brebbia 

(1991): 

 

( ) 02 =∇ pϕ  (D.15)  

 

e sua solução fundamental é dada pela expressão: 

 

( )
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1
,

π
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(D.16)  

 

A solução fundamental da equação Laplace é substituída na equação (D.14) a 

qual é aplicada no contorno εS do semicírculo da figura D.3. Tomando-se o limite em 

relação ao raio do círculo, obtem-se resultados diferentes para os membros da equação 

integral. Para o lado direito da equação integral (D.14) obtem-se, Maria(2009): 
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(D.17)  

 

Isto significa que a integral analisada é contínua no contorno. Para o lado esquerdo, 

tem-se: 
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(D.18)  
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( )
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Assim, quando o ponto ( )yxp ,  está situado sobre o contorno do obstáculo, as equações 

(D.18) e (D.19) são aplicadas na equação (D.14), obtendo-se a seguinte expressão: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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n

q
qpGdS

n

qpG
qp

SS
∂

∂
=

∂
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ϕ
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,

2

1
+ ( )pIϕ  

(D.19)  

 

A equação integral para o problema do espalhamento acústico por um objeto 

com forma geométrica qualquer pode ser generalizada pela expressão que se segue: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
dS

n

p
qpGdS

n

qpG
pppc

SS
∂

∂
=

∂
∂

+ ∫∫
ϕ

ϕϕ ,
,

+ ( )pIϕ  
(D.20)  

 

Na equação (D.20), o termo ( )pc  depende da posição do ponto p . A função 

( )pc  assume os valores de 1; 1 2 , quando o ponto p  se localizar, respectivamente, na 

região exterior 0Ω , no contorno S . 
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Anexo E 
 

E.1 – Avaliação das integrais utilizadas no método de elementos de contorno. 

 

O método da quadratura gaussiana faz uma mudança da variável ( )yxq ,  

definida no intervalo de integração[ ]21 ,qq  para a variável ξ  definida no intervalo de 

integração [ ]1,1 +−  da seguinte forma:  

 

( ) ξ=+= baqqf  (E.1)  

 

Substituindo os extremos do intervalo [ ]21 ,qq , na equação (E.1), obtem-se  

 

( ) 111 −=+= baqqf  (E.2)  

 

e 

 

( ) 122 +=+= baqqf  (E.3)  

 

A solução desse sistema estabelece as constantes a  e b , respectivamente, dadas por: 

 

12

2

qq
a

−
=  

(E.4)  

 

( )
12

21

qq

qq
b

−

+
−=  

(E.5)  

 

Em seguida, substituindo as equações (E.4) e (E.5) na equação (E.1),  obtem-se: 

 

22
1212 qqqq

q
+

+
−
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(E.6)  

 



   

 71 

assim, derivando a equação (E.6) em relação a variável ξ , obtem-se: 

 

22
12 Lqq

d

dq
=

−
=

ξ
 

(E.7)  

 

Dessa forma, a integral, em cada elemento, se torna: 
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(E.8)  

  

 E.2 – Cálculo da integral da derivada normal da solução fundamental 

 

Para calcular a integral ao longo do contorno do obstáculo, é necessário 

estabelecer, em cada elemento da malha que discretiza o contorno do objeto, a integral 

da solução fundamental e de sua derivada normal. A integral da solução fundamental do 

problema foi estabelecida no texto pela função de Hankel, mas sua a derivada normal é 

mais complexa. A derivada normal da solução fundamental 
( )
n

qpG

∂
∂ ,

 

é dada por, Kythe 

(1995): 
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(E.9)  

 

Na equação (E.9), 
( )
R

qpG

∂
∂ ,

 é a derivada da solução fundamental em relação a distância 

R , sendo dada pela expressão: 

 

→→

∇=
∂
∂

nR
n

R
.  

(E.10)  

 

Na equação (E.10), R
→

∇  é o vetor gradiente da função distância R , sendo dado pela 

expressão: 
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(E.11)  

 

Na equação (E.11), 
x

R

∂
∂

 e 
y

R

∂
∂

, respectivamente, são dadas por: 
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(E.12)  

 

e 
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(E.13)  

 

Para calcular a derivada normal da solução fundamental 
( )
n

qpG

∂
∂ ,

 , é necessário 

obter um vetor normal 
→

n . Isso será feito utilizando-se dois vetores unitários 
→

1v  e 
→

2v  

ortogonais entre si.  O vetor 
→

2v  é obtido utilizando-se as coordenadas dos pontos 

extremos do elemento considerado.  Assim, o vetor 
→

2v é dado por: 
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(E.14)  

 

Um vetor 
→

1v  ortogonal ao vetor  
→

2v  é dado por: 

 

( )kjiv 1001 ++=
→

 
(E.15)  

 

Dessa forma, o vetor normal 
→

n é dado pelo produto vetorial: 
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(E.16)  

 

O cálculo do determinante dessa matriz estabelece o vetor normal 
→

n  a seguir: 
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(E.17)  

 

Assim, a derivada normal da função distância R  é dada por: 
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(E.18)  

 

A derivada da solução fundamental em relação a distância é dada por: 
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(E.19)  

 

Finalmente, a derivada normal da solução fundamental em relação a distância 
( )
n

qpG

∂
∂ ,

 

é dada pela expressão a seguir: 
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(E.20)  

 

Substituindo a equação (E.18) na equação (E.20), obtem-se: 
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(E.21)  

 

Dessa forma, a integral da derivada normal da solução fundamental, representada por 

ijH , é dada pela expressão: 
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