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Resumo

A preocupagdo com o ruido nas comunidades urbanas cresceu nas ultimas décadas com o
aumento do niimero de veiculos e a atividade industrial. Sabe-se que a exposi¢do humana a
niveis sonoros elevados causa diversos problemas de satde, tais como estresse e problemas de
audicdo. Por isso, o estudo de fenomenos como radiagdo, propagacdo, transmissdo e
espalhamento sonoro é de grande interesse social e econdmico. O espalhamento acustico esta
presente em nossa vida diaria, uma vez que ele ocorre sempre que os comprimentos de onda
acustica envolvidos sdo comparaveis com as dimensdes dos objetos presentes ao nosso redor.
Em ambientes fechados, o espalhamento ¢ observado devido a presenca de objetos
decorativos, pilares e instalacdes técnicas. Em espagos abertos, o espalhamento ocorre, por
exemplo, proximo a barreiras em auto-estradas. Esse trabalho estuda o espalhamento de uma
onda plana por uma superficie cilindrica bidimensional situada em um espaco aberto. As
solugdes analitica e numérica da equagdo de Helmholtz sdo obtidas e implementadas. O
método numérico utilizado ¢ o método de elementos de contorno que apresenta algumas
vantagens na solugdo de problemas de dominio exterior quando comparado com outros, como
o método de elementos de finitos, uma vez que, ele exige a discretizagdo somente da
superficie do dominio. Os resultados obtidos utilizando a solugdo analitica e solu¢do numérica

foram comparados e mostram-se bem proximos.

Palavras-chave: Espalhamento, Redugéo de ruidos, Método de elementos de contorno.
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Abstract

Concerns about noise in the community grew up in the last decades due to the increase of
vehicles traffic, industrial and all other activities that generate noise. It is well known that the
human exposive to high sound levels can cause several diseases, as such problems and stress.
So the study of sound phenomena like radiation, propagation, transmission and scattering are
of great social and economic interest. The present work investigates hearing acoustical
scattering that is present in our daily lives, since it occurs when the wavelength of the
involved acoustic waves have approximately the same dimensions of the objects placed near
us. In closed spaces, acoustical scattering is observed due the presence of decorative
materials, pillars and technical installations. In open spaces, it occurs, for instance, near
barriers placed along auto routes. This work studies the scattering of a plane wave by a
surface of rigid cylindrical geometry placed in open space. Both analytical and numerical
solutions of the Helmholtz equation are obtained and implemented numerically. The
numerical method used is the boundary element method, since it requires the discretization
only of the contour of the domain. The results obtained with the analytical method are

compared to those obtained using the BEM and they show a good agreement.

Key words: Acoustical scattering, Noise reduction, Boundary element method.
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Capitulo 1

Introducao

A poluicdo sonora ¢ um dos problemas da sociedade atual. Devido ao
crescimento urbano desordenado, a populacdo vive constantemente exposta a ruidos
provocados pelo trafego intenso de veiculos e de avides, realizagdo de obras publicas e
privadas e realizacdo de eventos, como concertos musicais € competicdes desportivas,
dentre outros. O crescimento econdémico contribui para o aumento do numero de
instalacoes industriais, comerciais e de edificios destinados a instalacdo de escolas,
universidades, grandes empresas e reparti¢coes publicas. No interior desses recintos, o
nivel de ruido também ¢ intenso, devido a presenca de pessoas realizando diversas

atividades ao mesmo tempo.

Estudos realizados mostram que a exposi¢do constante do homem ao ruido pode
ocasionar diversos problemas para o organismo, tais como o aumento da produgdo de
hormonios pela glandula tiredide e de adrenalina pelas glandulas supra-renais e também
lesdes no aparelho auditivo, sendo que a surdez ¢ a pior delas. Pode-se ainda citar a
aceleragdo do ritmo cardiaco e o aumento da pressdo arterial, que sdo responsaveis pelo
grande niimero de infartos contabilizados nas estatisticas hospitalares. Observa-se ainda
uma reducdo no rendimento escolar e profissional das pessoas e um aumento da fadiga
corporal resultante da perda do sono. Esses danos sofridos pelos individuos prejudicam
também o pais, que perde recursos financeiros devido a redu¢do da atividade economica
e ao aumento de verbas publicas destinadas ao tratamento de diversas doengas nas redes

hospitalares.

A poluicdo sonora e os seus efeitos na satide humana tém recebido uma atengao
cada vez maior por parte da comunidade cientifica internacional e se tornaram pauta
quase que obrigatéria em encontros promovidos por entidades ambientalistas mundiais

e orgdos governamentais de varios paises. Normas e leis mais restritivas referentes a



emissdo e ao controle de ruido em ambientes urbanos e industriais t€m sido propostas

com o intuito de minorar os problemas ambientais gerados pela poluigdo sonora.

No Brasil, a resolugdo CONAMA/N® 002 de 08/03/1990, instituiu o programa
nacional de educacio e controle de poluicdo sonora “SILENCIO”. Este programa est4
sob a coordenagdo do IBAMA, que trabalha junto aos estados e municipios. A
Resolugdo CONAMA n° 1/93, de 11 de fevereiro de 1993, estabelece limites maximos
de ruido para veiculos em aceleracdo e na condicdo de parados, para motocicletas,
motonetas, triciclos, ciclomotores, bicicletas com motor auxiliar ¢ veiculos
assemelhados, nacionais ou importados. A Resolugdo CONAMA n° 020/94, de
30/12/1994, instituiu o Selo Ruido, de uso obrigatoério para aparelhos eletrodomésticos,
como forma de indicagdo do nivel de poténcia sonora. A Resolugio CONAMA n°
272/2000, de 14/09/2000, regulamenta a emissao de ruidos de veiculos automotores. Ela
altera a Resolugdo n® 1/93 estabelecendo novos limites maximos de emissdo de ruidos

para veiculos automotores, sendo mais rigorosa que a anterior. Borges (2002).

No estado de Minas Gerais, a lei N° 7302 de 21/07/1978 regulamenta os niveis
maximos de emissdo sonora permitidos e estabelece ainda que, sempre que necessario,
tais limites podem ser reduzidos, caso a legislacdo municipal pertinente a matéria
delibere neste sentido. Como exemplo, pode-se citar o decreto lei n® 5893 de
16/03/1985, que regulamenta a lei n°® 4253 sobre emissdo de ruidos, de 04/12/1985, do
municipio de Belo Horizonte, que ¢ uma das mais severas do pais. Esta lei dispde sobre
a politica de protecdo do controle e da conservacdo do meio ambiente e da melhoria da
qualidade de vida no Municipio de Belo Horizonte Posteriormente, em 1997, o
governador Eduardo Azeredo sancionou a Lei n° 12627, que altera o artigo 3 da Lei n°
7302, colocando sob a responsabilidade dos municipios o controle e a fiscalizagdo do
ruido emitido por veiculos sonoros, utilizados em anuncios ou propagandas, nas vias

publicas.

No municipio de Belo Horizonte, a Lei n°® 7.848/1999, de 21/10/1999, dispoe
sobre a utilizagdo de equipamentos sonoros para publicidade. A lei n® 8204/2001, de 25
de julho de 2001, dispde sobre condigdes basicas de protecdo ambiental. A Lei n°
9341/2007 de 22/02/2007 dispdoe sobre condi¢des de protecdo ambiental contra a

poluicdo sonora. Essa lei estabelece valores menores para os niveis maximos de emissao



de ruidos e aumenta o valor das multas para os infratores. A Lei n® 9.505/2008, de
24/01/2008 dispoe sobre o controle de ruidos, sons e vibragdes no municipio de Belo
Horizonte. Essa lei revoga a lei n® 9341/2007 estabelecendo novos limites maximos de
emissdo de ruidos e novos valores de multas para os infratores. Esta lei, comparada com

anterior, ¢ mais branda em relagdo aos niveis maximos de ruido e ao valor das multas.

O controle do ruido pode ser obtido de forma preventiva ou corretiva estudando-
se os principios fisicos associados as ondas sonoras e aplicando-os na concepcao de
espagos internos e externos com caracteristicas acusticas adequadas ou no
desenvolvimento de dispositivos destinados a reducdo de ruidos. Dentre os principios
fisicos, destacamos a geracdo, transmissdo e o espalhamento de ondas sonoras. O
controle dos niveis de ruido pode ser obtido com um bom planejamento do sistema de
transporte publico, do trafego de veiculos em geral, da instalagdo de aeroportos,
industrias, escolas, grandes centros comerciais ¢ da ocupagdo residencial dos centros
urbanos. Cada espago interno ou externo deve ser projetado de forma a ter as
caracteristicas acusticas adequadas a sua utilizagdo, Gerges (2000). Quando ndo ¢é
possivel prevenir, resta corrigir o problema utilizando, dentre outras técnicas, a redugdo
da transmissao de ruido da fonte até o receptor. A instalagdo de barreiras acusticas tem a
finalidade de impedir a livre propagacdo do som, gerando uma reducdo dos niveis
sonoros que chegam a um dado receptor que esteja localizado proximo a fontes de ruido
intenso como auto-estradas, elevados e acroportos, dentre outros. As barreiras acusticas,
que se baseiam no principio do espalhamento acustico, sdo construidas com os mais
diversos materiais e sua eficiéncia na atenuacdo de ruidos devido a difracdo da onda
incidente esta relacionada diretamente com sua geometria, suas dimensdes € com as

caracteristicas dos emissores e receptores de ruidos, Murgel (2007)

O fendmeno da difracdo estd presente em nossa vida diaria, uma vez que ele
ocorre sempre que os comprimentos de onda da onda sonora sdo comparaveis as
dimensdes dos obstaculos, que sdo os objetos presentes ao nosso redor. Em ambientes
fechados, observa-se o espalhamento devido a presenca de objetos decorativos, pilares e
instalagdes técnicas. Em espagos abertos, o espalhamento ocorre nas construgdes que
existem nas cidades. A literatura apresenta métodos de analise que utilizam a
formulagdo analitica para estudar o espalhamento acustico. No entanto tais métodos

apresentam limitagdes quanto a forma geométrica do obstaculo. Por isso, torna-se



necessario desenvolver técnicas de analise do espalhamento acustico que superem essa

dificuldade.

Neste trabalho, a solucdo analitica do espalhamento de uma onda sonora plana
incidente em um cilindro infinito de paredes rigidas ¢ feita e comparada com a solugdo
obtida por uma técnica numérica, o0 método de elementos de contorno. Os resultados
obtidos pelos dois métodos sdo comparados e dessa forma pode-se analisar a precisao
da técnica numérica empregada. A técnica numérica, uma vez validada, pode ser
empregada para analisar o problema do espalhamento acustico para geometrias mais

complexas e condi¢@o de contorno arbitraria.

O texto deste trabalho esta organizado da seguinte forma: no capitulo 1 ¢ feita
uma apresentacdo do problema e no capitulo 2 ¢ apresentada a solucdo analitica para o
espalhamento de uma onda plana incidente sobre um cilindro infinito de paredes rigidas.
No capitulo 3 sdo apresentados alguns métodos numéricos diferenciais e integrais para
se determinar a técnica que melhor se adapta as caracteristicas do problema a ser
resolvido. No capitulo 4, o método de elementos de contorno ¢ aplicado ao problema do
espalhamento acustico no cilindro infinito de paredes rigidas e a formulagao integral do
problema ¢ estabelecida. E feita a discretizagdio do contorno do obstaculo e um sistema
de equacdes lineares ¢ construido para estabelecer o potencial de velocidade em pontos
localizados no contorno do objeto. A partir da solucdo deste sistema de equacdes €
obtido o potencial de velocidade em pontos localizados na regido exterior ao obstaculo.
No capitulo 5, sdo apresentados os resultados obtidos pelos métodos analitico e
numérico. Dessa forma, a utilizacdo do método de elementos de contorno ¢é validada e
utilizada e € feita uma analise dos resultados obtidos. No capitulo 6 sdo apresentadas as

conclusdes e propostas de atividades futuras.



Capitulo 2

O espalhamento acustico

2.1 — Introducao

Neste capitulo ¢ apresentada a solucdo analitica para o problema do
espalhamento de uma onda sonora plana por uma superficie infinita de geometria
cilindrica. A onda incidente ¢ suposta harmonica e as paredes do cilindro sdo

consideradas rigidas, ou seja, sera aplicada a condi¢ao de contorno de Neumann.

2.2 - O espalhamento acustico

Considere que uma regido cilindrica bidimensional ¢ atingida por uma onda

plana que se propaga no sentido negativo do eixo x, como mostrado na figura 2.1.

\

Figura 2.1 — Onda incidente atinge um cilindro rigido bidimensional

A regido interior do cilindro bidimensional é chamada Q, a exterior, €2, € 0o

contorno, S . Considere também que o comprimento de onda da onda incidente ¢ da
ordem da dimensdo radial do cilindro. Nesse caso, a incidéncia da onda plana na

superficie cilindrica produz ondas que sdo desviadas em todas as dire¢des, afastando-se



do contorno S e propagando-se para o infinito pela regido exterior €2,, como mostra a

figura (2.2).
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Figura 2.2 — Espalhamento da onda em diversas dire¢des

Estas ondas sdo denominadas ondas espalhadas e obedecem o principio de
Huygens. Assim, cada ponto do cilindro rigido bidimensional, ao ser atingido pela onda
plana incidente, se torna uma fonte pontual ondas esféricas que se propagam em
diferentes diregdes. Neste trabalho, o meio é considerado homogéneo, ndo viscoso e
sem perdas. Desta forma, como mostrado no anexo A, a velocidade das particulas de

fluido pode ser expressa como o gradiente de uma fungdo escalar ¢, denominada

potencial de velocidade.

A onda plana incidente, cujo potencial de velocidade ¢ ¢, sofre interferéncia da
espalhada, cujo potencial de velocidade ¢, , nos pontos p(r, 0) localizados no contorno
S e na regido exterior ;. Dessa forma, produz-se uma onda total distorcida cujo
potencial de velocidade ¢ ¢ dado pela soma do potencial de velocidade espalhado com

o potencial de velocidade incidente. Esse fendomeno ¢ chamado espalhamento acustico.

A onda espalhada que se afasta do cilindro, propagando-se num meio infinito,

homogéneo e nio viscoso € descrita pela equacdo linear que se segue:



2.1)

= F(t,p)

v2¢5(tap)_ciza ¢E(t’p)

ot*

Na equagdo (2.1), ¢ ¢é a velocidade da onda sonora no ar, F (t, p) e @ (t, p) sdo,

respectivamente, a fonte de onda sonora e o potencial de velocidade total que, nesse

trabalho, sdo considerados harménicos no tempo ¢ sdo definidos pelas expressdes:

F(t,p)=f(p)e™ @2)
#(t,p)=gp(p)e” 23)

Nas equagdes (2.2) e (2.3), w representa a freqiiéncia angular da onda sonora, f (p) e
o(p), representam, respectivamente, a parte espacial da expressio da fonte de onda
sonora e do potencial de velocidade em pontos p(r, 0) que se localizam no contorno §
ou na regido exterior €2, do cilindro. Tais pontos sdo denominados pontos de

observagdo do potencial. Substituindo-se as equacdes (2.2) e (2.3), na equacdo (2.1)
mostra-se que o potencial de velocidade da onda espalhada ¢, (p) satisfaz a equagdo
diferencial de Helmholtz, e, em coordenadas cilindricas, tem a expressao:

2 2 2.4
0 ¢)E+la¢5 +ia ¢E+k2(05=f(p) ( )

or? r or r* 06*

O potencial de velocidade espalhado ¢, (p) satisfaz, também, a condigdo de contorno

de Neumann, Butkov (1968):

Opr L 00 _ (2.5)
on on



Na equagdo (2.4), k¢ o numero de onda ¢ 4 o comprimento de onda no meio de

propagacao:
e 24 _ 2z (2.6)
c A

2.3 - A Formulacio analitica para o espalhamento de uma onda plana por um

cilindro infinito de paredes rigidas

A solugdo analitica para o problema do espalhamento de uma onda sonora plana
por um cilindro infinito de paredes rigidas descrito pela equacdo (2.4) é obtida
utilizando-se o método de separacdo de variaveis. O potencial de velocidade espalhado

¢, (r,0), num ponto de observagio p(r,d) localizado no contorno S ou na regiio

exterior €, do cilindro, como demonstrado no anexo B, ¢ dado pela expressao a seguir:

0s(r-0)= 4,7, () N, )]+ 3. 4, cos(mO)J, (i) + N, ()] @7

m=1

Na equagio (2.7), J, (k) e N, () sio, respectivamente, as fungdes de Bessel e

Neumann de ordem m e tipo 1. O termo xr ¢ denominado freqiiéncia normalizada,
sendo que x o numero de onda no meio de propagacdo e » ¢ a distancia radial entre o

centro do cilindro rigido e um ponto de observagdo p(r,0). Os coeficientes 4, e 4,,

como demonstrado no anexo C, sdo dados, respectivamente, por:

A, =—¢,Pi""e " sen(y, ) (2.8)

A, = —¢&,Pyie " sen(y,) (2.9)

Nas equacdes (2.8) e (2.9) sdo mostradas as expressdes que definem y, e y,:

tany, =

Joa ()=, () (2.10)
N,.()-N, (=)



J, () @.11)

Nas equagdes (2.9) e (2.8), os valores dos coeficientes &, e &, sdo, respectivamente, 1

e 2eotermo F, ¢ aamplitude da onda.

A solugdo analitica para o potencial de velocidade espalhado, estabelecida pela
equacdo (2.7), é valida apenas em uma superficie de geometria cilindrica. As solugdes
analiticas, apesar de serem exatas, possuem, em geral, uma limitacdo em relacdo a
geometria do problema. Por este motivo, torna-se importante a utilizacdo de uma técnica
numérica eficiente para o tratamento de problemas de espalhamento actstico por
obstaculos com uma forma geométrica qualquer e condi¢cdes de contorno arbitrarias. As

técnicas numéricas serdo discutidas no capitulo a seguir.



Capitulo 3

Técnicas Numeéricas

3.1 — Introducao

Neste capitulo sdo apresentados alguns métodos numéricos com a finalidade de
se determinar a técnica mais eficiente para a solucdo do problema de espalhamento de
uma onda sonora plana por obsticulo com forma geométrica complexa e condi¢do de

contorno arbitraria.

3.2.1 — Técnicas numéricas diferenciais

As técnicas numéricas diferenciais resolvem problemas de valor de contorno
descrito por equagdes diferenciais. Dentre as técnicas diferenciais disponiveis, o0 método

de diferengas finitas € 0 método de elementos finitos sdo os mais utilizados.

O Método de Diferencas Finitas

O M¢étodo de Diferengas Finitas MDF, ¢ utilizado para a solucdo de problemas
de valor de contorno descritos por equagdes diferenciais parciais. Nesse método
numeérico, o dominio da regido ¢ discretizado em uma grade de nés como mostrado na

figura (3.1), Chandrupatla et al (1991).

Diferencga
®  Finita
l Q—J—Q
N

Figura 3.1 — Exemplo de uma malha utilizada no Método Malha de Diferencas Finitas.
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O Método das Diferencas Finitas substitui a equagdo diferencial e as condigoes
de contorno que descrevem o problema por um conjunto de equagdes lineares algébricas
chamadas de equagdes de diferenca, validas em pontos sobre a grade do dominio. A
solugdo desse sistema de equagdes estabelece a solu¢do aproximada da equagdo original

do problema de contorno, Chandrupatla et al (1991).

O Método de Elementos Finitos

O Método dos Elementos Finitos, MEF, também ¢é uma técnica numérica
empregada para resolver problemas de valor de contorno descritos por equagdes
diferenciais parciais. Nesse método numérico, o dominio do problema ¢ discretizado em
pequenos subdominios designados por elementos, como mostra a figura (3.2), Bickford

(1990).

t Elemento
Finito

-~

A

Figura 3.2 — Exemplo de uma malha utilizada no Método de Elementos Finitos

No interior de cada elemento, a solug¢do procurada ¢ aproximada por uma fungéo
de interpolacdo e, utilizando-se o método dos residuos ponderados ou o método
variacional, transforma-se a equacdo diferencial que rege o problema de valor de
contorno em um sistema algébrico de equacdes, em que a matriz de rigidez ¢ esparsa e,
em alguns casos, ¢ também simétrica. A solugdo desse sistema de equacdes estabelece a

solugdo da equacgdo original do problema de contorno. Bickford (1990).
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3.2.2 — Técnica numérica integral

O Método de Elementos de Contorno, MEC, é uma técnica numérica empregada
para resolver um problema de valor de contorno descrito por uma equacgdo integral que
envolva um objeto com forma geométrica complexa e condi¢do de contorno arbitréria,

Hall (1994).

O Método de Elementos de Contorno

O Meétodo dos Elementos de Contorno desenvolveu-se a partir da antiga técnica
numérica empregada para resolver problemas de valor de contorno descritos por
equacdes integrais, conhecida como Método da Equagdo integral de Contorno. Tal
técnica numérica possuia duas formulacdes que, atualmente, sdo conhecidas como
formulagdo direta e formulacdo indireta do método dos elementos de contorno, Hall

(1994).

A formulagdo indireta do método integral utiliza consideragdes sobre o aspecto
fisico do problema com a finalidade de transformar um contorno fisico em um contorno
contendo fontes ou sorvedouros. Esses contornos sdo ajustados para fornecer os
mesmos resultados fisicos que aqueles obtidos para o problema original, Manolis et al
(1988). A formulagdo direta ¢ uma extensdao da forma padrdo de se solucionar equagdes
diferenciais parciais envolvendo fun¢des de Green. Assim, uma vez conhecida a fungdo
de Green que ¢ solucdo da equacdo diferencial que rege o problema e que satisfaz as
condicdes de contorno impostas, tem-se a solucdo para o problema do espalhamento
acustico na forma de uma equacdo integral que pode ser resolvida numericamente,

Kithe (1995)

As duas formas do método da equacdo integral de contorno foram utilizadas,
sem distingdo, no periodo de 1960 a 1975, para resolver problemas de valor de contorno
descritos por equacdes integrais em varias areas da engenharia. A formulacdo indireta
foi empregada por Hess e Smith (1967) para solucionar problemas de engenharia
aeroespacial e por Harrington (1970) para resolver problemas de engenharia elétrica. A
formulacdo direta solucionou problemas da teoria do potencial aplicados a mecéanica

estatica nos trabalhos de Jaswon (1963) e Sym (1963) e foi empregada por Cruze (1968)
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e Cruze e Rizzo (1968) na area da dinamica elastica para problemas de tracdo e
deslocamento de placas. Na actstica, 0 método da equacdo integral de contorno foi
utilizado no tratamento de problemas de radiacdo sonora e espalhamento actstico. A
técnica numérica integral foi utilizada no estudo da radiagdo sonora por Chen e
Schweikert (1963), Chertock (1964), Copley (1968) e Schenk (1968) e no tratamento de
problemas de espalhamento acustico por Shaw (1968), Banaugh e Goldsmith (1963),
Sharma (1967), Waterman (1969) e Karlson (1967), dentre outros.

O nome Método de Equacao Integral de Contorno permaneceu em uso até¢ 1978,
quando nesse mesmo ano, na segunda conferéncia sobre o método integral realizada na
universidade de Southampton, Brebbia, langou um livro texto em que o nome Método
de Equacdo Integral de Contorno foi modificado para Método de Elementos de
Contorno. Desde entdo, as duas formulacdes caracteristicas da técnica numérica
empregada para resolver problemas de valor de contorno descritos por equagdes
integrais passaram a ser conhecidas, exclusivamente, pelo nome Método de elementos
de contorno, Banerjee (1994). Para utilizacdo desta técnica numérica, apenas o contorno
do objeto envolvido no problema necessita ser discretizado, como mostrado na figura

3.3.

* 44

Elemento
de contorno

AR 8 A B A & & bk

Figura 3.3 — Exemplo de uma malha utilizada no método de elementos de

contorno.

A equacdo diferencial que descreve o espalhamento ¢é transformada numa
equacdo integral equivalente e o teorema de Green ¢ utilizado para transformar a

equagdo integral de volume em uma equacdo integral de contorno. A aplicagdo da
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equacdo integral em cada elemento no contorno gera um sistema linear de equagdes que
estabelece a solugdo do problema para pontos no contorno da regido analisada. Tal
solugdo ¢ utilizada para estabelecer o potencial de velocidade em pontos localizados no
exterior da regido envolvida no problema. O Método de Elementos de Contorno possui
algumas desvantagens, tais como a necessidade do calculo de integrais singulares e a

formagdo de uma matriz de rigidez cheia e nao simétrica, Manolis et al (1988).

O dominio envolvido no problema do espalhamento actistico por um objeto com
forma geométrica qualquer ¢ externo e ilimitado. A discretizacdo desse dominio
realizada por elementos finitos ou diferencas finitas, sem nenhuma condicdo de
contorno para representar o infinito, produz uma malha com um numero de elementos
muito elevado. Nesse caso, o esfor¢o computacional empregado pelo método de
diferengas finitas ou elementos finitos na resolu¢do do problema do espalhamento
acustico ¢ extremamente elevado, pois, como mostra Ziviani (1996), o esforgo
computacional empregado por uma técnica numérica para resolver um problema,
depende da funcdo de complexidade do algoritmo e do numero de elementos
empregados. Por essa razdo, essas técnicas numéricas ndo serdo utilizadas nesse

trabalho.

O método de elementos de contorno, por sua vez, requer a discretizagdo apenas
do contorno do obstaculo envolvido no problema do espalhamento acustico. Por esta
razdo, o numero de elementos requeridos para o processo de discretizagdo ¢ menor e o
esforco computacional empregado na solugdo do problema ¢é reduzido, quando
comparado aos outros métodos citados. Por essa razdo essa técnica numérica sera

empregada nesse trabalho.
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Capitulo 4

A aplicacao do método de
elementos de contorno ao problema

do espalhamento acustico

4.1 — Introdugao

Neste capitulo ¢é estabelecida a formulagdo integral do problema do
espalhamento acustico de uma onda plana por uma superficie cilindrica infinita e de
paredes rigidas. A solug@o é obtida para pontos localizados no contorno e fora dele. Sao
descritos ainda, o processo de discretizagdo do contorno do objeto e o sistema de
equacdes integrais e lineares, cuja solucdo ¢ buscada, assim como o método de

resolugdo das integrais que surgem na formulagdo do método de elementos de contorno.

4.2 — Formulacao integral do espalhamento acistico

Considere-se um corpo bidimensional rigido, com uma forma geométrica

qualquer, imerso num dominio infinito, atingido por uma onda plana que se propaga no

sentido negativo no eixo x, como mostrado na figura 4.1.
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Lt
>

N q

A

L

Figura 4.1 — Obstaculo rigido bidimensional

O contorno do obstaculo ¢ chamado S, a regido interior e a exterior, QQ,. O
vetor unitario 7, que ¢ normal a superficie e dirigido para fora do contorno, também ¢é
mostrado na figura 4.1. A fungao f ( p) ¢ utilizada para fornecer a distribuicdo das fontes
pontuais para pontos ¢(x,y) localizados no contorno S. O potencial de velocidade
¢(p) ¢ calculado nos pontos p(x, y) denominados pontos de observagdo que se

localizam no contorno S do obstaculo ou na regido exterior Q.

O potencial de velocidade go(p) num ponto p(x, y) qualquer localizado no
contorno S do obsticulo ou na regido exterior € satisfaz a equagdo diferencial de

Helmbholtz, Ziomek (1995).

Vi(p)+xiolp)=1(p) (4.1)

¢ a condi¢do de Neumann, Pierce (1989):

o0(p) _, (42)
on
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O potencial de velocidade satisfaz essa condicdo de contorno uma vez que a
superficie do cilindro ¢ considerada rigida. O potencial de velocidade satisfaz, para

ondas que se propagam para o infinito, a condicdo de Sommerfeld dada pela expressdo:

(4.3)

lim, r(% - iK(p(p)) =0
or

Essa condi¢ao garante a unicidade da solug@o da equacdo (4.1) para pontos no infinito,
Dettman (1969). Na equagao (4.1), ¥ ¢ o nimero de onda e 4 o comprimento de onda,

ambos ja definidos anteriormente.

O potencial de velocidade espalhado ¢(p) num ponto p(x, y) qualquer
localizado na regido exterior €2, ou no contorno S do objeto ¢ estabelecido por uma

equacdo integral que pode ser obtida de diversas formas. Nesse trabalho, tal equagéo ¢
obtida utilizando-se a fun¢do de Green. Por essa razio, ¢ necessario utilizar a equacdo

(4.1) para o caso de uma fonte pontual com amplitude unitaria que toma a forma:

V>G(p.q)+x°G(p.q)=(p—q) (4.4)

A solugao da equacdo (4.4) ¢ a funcdo de Green G( p,q) que representa o campo
num ponto de observagao p(x, y) devido a presenga de uma fonte de amplitude unitaria
localizada num ponto q(x, y). Tal fungdo ¢ denominada solucdo fundamental da
equacdo de Helmholtz. A fungdo de Green G(p,q) para problemas bidimensionais ¢é

definida pela expressao, Ziomek (1995):
G(p.q)=H,(x) (4.5)

Na equagdo (4.5), H,, k e r representam, respectivamente, a fungdo de Hankel de
ordem 7 e tipo 1, o nimero de onda do som no ar e a distancia entre os pontos g € p .

A equacdo integral para o problema do espalhamento acustico por um objeto com forma

geométrica qualquer, como demonstrado no anexo D, € dada pela expressao:
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C(p)co(p)ﬂco(p)mds = [ G(p,q)égg—fq‘ﬂ ds+¢'(p) (4.6)

s on s

O potencial de velocidade (o(p) sera calculado inicialmente para pontos de
observagio p(x,y) singulares localizados no contorno S do cilindro. Nesse caso, ¢(p)

assume o valor 1/2 e a equagdo (4.6) se torna:

lc%zﬂﬂdzﬂ%ds - jG(p,q)a‘g_S’)dSwl(p) 4.7

Os valores do potencial de velocidade go(p) para pontos de observagao p(x, y)
no contorno do cilindro serfo utilizados para estabelecer os valores do potencial de

velocidade @(p) nos pontos de observagio p(x, y) ndo singulares localizados na regiio

exterior Q. Nesse caso, ¢(p) assume o valor 1 e a equagio (4.6) se torna:

¢(p)+f¢(p)mds = [ G(p,q)a‘g(p)dswl(p) (4.8)

% on % n
4.3 — Discretizacdo geométrica do contorno de uma superficie bidimensional

A discretizacdo do contorno S do obstaculo bidimensional Q ¢ feita utilizando-

se uma malha contendo N segmentos de reta S, denominados elementos, que sdo

mostrados na figura 4.2.

Figura 4.2 — Discretiza¢do do contorno.
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Neste trabalho, considera-se que os valores desconhecidos do potencial ¢, (q) e

(9)

de sua derivada normal qu sdo constantes ao longo de cada elemento da malha.
n

Elementos com esta forma de aproximag@o para o potencial de velocidade ¢, (q) sdo
denominados elementos constantes. Nesse caso, o ponto de observacdo p ¢ colocado

no centro de cada elemento S; considerado e os valores desconhecidos de ¢, (q) e de

5 ao longo desses elementos sdo considerados iguais ao valor do potencial e de
n

sua derivada no ponto central p. Dessa forma, o potencial de velocidade ¢, (p) num

ponto de observag¢do p no centro de um dado elemento S, ¢ dado pela expressao:

(4.9)

%f/)f (p)+ﬁ:,<m (q)I%i’Q)dS, E Jia(pa;n(q) [G(p.q)s; +¢! (p)

A equagdo (4.9) descreve o valor do potencial de velocidade ¢, (p) no centro de
um dado elemento fixo S, como sendo a soma dos potenciais produzidos pelas fontes
no elemento S; considerado, incluindo as fontes do proprio elemento S, que contém o

ponto de observacdo p . Na equagdo (4.9), as integrais que contém o termo da derivada

normal da solu¢do fundamental sdo representadas por:

0G(p.4) g (4.10)

e as integrais da solugdo fundamental, definida pela equacdo (4.5), sdo representadas

por:

G, = [Gp.q)ds, (4.11)

ij
S/

Assim, a equacdo (4.9) toma a forma que se segue:
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(4.12)

_¢)1 ZHI/¢1

4.4 — A construcio do sistema de equacdes lineares

O potencial de velocidade (o( p) ¢ calculado em cada elemento §,, formando um

sistema de equagdes. Em seguida, é descrita a forma como ¢é obtida a primeira equacdo

deste sistema. Considera-se o que o ponto p de observacao esta situado no centro do

elemento S, e as integrais H,, ¢ G,; sdo avaliadas em cada um dos elementos, ou seja,

em §,,5,,S8; ..e §,. Em seguida, para cada elemento S, as variaveis desconhecidas

0.(q) e %,l0)

sdo multiplicadas pelas integrais H,, e G,; e entdo os n termos
" : .

@, H,, sao adicionados no lado esquerdo da equagdo. No lado direito da equagéo, os n

op.
termos 5 ~ G,, sdo somados com a expressdo da onda incidente @' no ponto de
n L

observagdo. A equacdo obtida tem a seguinte expressao:

1 op Op 09,
5(/’1'*‘Hn(/’l4'1_112(/’2+ ----- +H1n(/’n=G118_nl Glza_nz"' ----- +G1nE+(P11(p)

Em seguida, o ponto de observacdo p ¢ colocado sucessivamente nos elementos
S,,S;...8, , repetindo-se, para cada um deles, o procedimento descrito para obtencdo da

primeira equagdo. Assim, ¢ formado o sistema de N equacdes e N incognitas que

descrevem o problema, mostrado a seguir:

1 op ¢,
§¢1+H11¢1+H12¢2+ ..... +H1n¢n:Gna—nl+Gna—+ ..... +G +9!(p)

1 op op 0
5(/’2 +Hyp+Hypy .ot Hy 0, = Gy a_nl Gy 51/12 Fot Gy, —+ 0, (p)

1 op op 0
5(/’3 +Hyp +Hyp, +.c+ Hy 0, = Gy, a_nl G, 51/12 tont Gy, —+ 05 (p)
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0,
on

% + an
on

1
§¢n+Hnl¢l+Hn2¢2+ """ +Hnn¢n=G

nl

Este sistema de equagdes pode ser escrito de forma mais compacta na forma matricial:

g 1 - (4.15)
_ o |0 L
Sty Haw e Hy 09 r6 6 G % o
H,, % +H, - D, G, Gy, G,, . (02[
- 5(‘0 -1
G, G n
Hnl an % + H,m _(Dn a nl n2 nn _| i an | _¢n B

Neste trabalho, como a superficie do cilindro infinito ¢ considerada rigida, a

. o . 0
condic¢ao de contorno de Neumann ¢ satisfeita em seu contorno. Assim, os termos % ,
n
o0p, op, . . . . )
" o sdo nulos e o sistema de equagdes descrito por (4.15) se torna:
n n
(H, Hy o H,][o] [o'] (4.16)
H, H, H,||o, (021
_Hml HmZ mn _(on | _gpr{ n

No sistema de equagdes (4.16), H; ¢ dado pela expresséo:
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H,. parai# j (4.17)

1)

ij 1 ..
H;; +5 para i=j

e a equagdo (4.17) pode ser reescrita da forma que se segue:

HU =Q (4.18)

Na equagdo (4.18), H € uma matriz de ordem NxN ndo esparsa e ndo simétrica

e U e Q sdo vetores de ordem Nxl. O vetor U contém os valores desconhecidos de
®; (q), o vetor O contém os valores conhecidos dos potenciais de velocidade incidentes

nos pontos centrais dos elementos e a matriz H ¢ composta pelas expressdes integrais

das derivadas normais da funcdo de Green no ponto central de cada elemento. Pré-
multiplicando a equagdo (4.18) pela matriz H ™', obtém-se os valores de ®; (p) para

todos os pontos do contorno do cilindro:
U=H"Q (4.19)

Uma vez determinados os elementos do vetor U que sdo os potenciais ¢,, estes

sdo utilizados para se obter o potencial (o(p) em qualquer ponto p exterior ao

contorno, como mostrado na figura 4.1. Para isso, ¢ utilizada a equagdo integral (4.6),

que pode ser escrita na forma discreta pela seguinte expressao:

N 4.20
o.(p)=> H,p, +0!(p) (320

j=1
4.5 — Avaliacio das integrais

As integrais H, e G, para pontos que ndo contém singularidade, sdo avaliadas,

em cada elemento S; da malha que compde o contorno S do cilindro, utilizando-se o

método da quadratura gaussiana, que tem a seguinte expressao, Campos Filho (2001):
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N (4.21)
dé=> f(&, W, +E,

m=1

J (ki - jf(f)(j—’;

Na equagdo (4.21), os termos E,, W,k e & sdo, respectivamente, o erro
cometido na integracdo, o peso e a coordenada de Gauss. O peso W, e a coordenada de
Gauss &, sdo os valores a se determinar para que a integral dada na equagdo (4.21) seja
exata para o polindbmio de grau 2n —1que substitui a fungdo no integrando. Os pontos
extremos do elemento sio ¢,(x,,»,) € ¢,(x,,y,). Para a utilizagio do método da
quadratura gaussiana ¢ feita uma mudanca da variavel q(x, y) , definida no intervalo de
integracdo [g,,q, | para a varidvel & definida no intervalo de integragio [1,+1]. Neste

trabalho, ¢ empregada a técnica da quadratura gaussiana uma vez que ela apresenta
maior precisdo nos resultados obtidos quando comparada com outras técnicas numéricas

utilizadas para a avaliacao de integrais, Campos Filho (2001).

A solugio fundamental G(p,q) e sua derivada normal M, avaliadas nas

on

integrais H; e G, sobre cada um dos elementos, sdo fun¢des da distancia R entre o

ponto de observagado p(x, y) e os pontos de integragdo numérica q(x, y), dada pela

expressdo a seguir, como mostrado no anexo E:

(4.22)

1
_ . 2 _ 2 E
R(é—’):{|:x22x1§+x22xl—XObS} +|:y22y1§+y2;—yl_YObS} }

A solucdo fundamental G( p,q) ¢ dada por, Hall (1994).

] 4.23
Glp.4) =11, (4R) @

Dessa forma, a integral G;; pode ser escrita da seguinte forma:
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L (4.24)
2

A derivada normal da solugdo fundamental % ¢ dada por, Kithe (1995):
n

0G(p.q) _ 0G(p.q) R (4.25)
on OR ©On

Assim, a integral H; ¢ dada pela expressdo que se segue, que € mostrada no anexo E:

. RL, Li,, OR L (4.26)
H; = JZHI (KR(f))agdf = ;ZHI (KR(ffm))EWm 3

No capitulo a seguir, 0 método de elementos de contorno serda empregado para analisar

o espalhamento da onda sonora por um cilindro rigido e infinito.
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Capitulo 5

Resultados analiticos e numeéricos

5.1 — Introducao

Neste capitulo, o método de elementos de contorno serd validado como técnica
de analise do espalhamento da onda sonora. Sera apresentado também como a variacao
da freqiiéncia normalizada e a variagdo da distidncia entre os pontos de observacdo do

potencial e o eixo do cilindro rigido modificam o espalhamento da onda sonora.

5.2 — Validacao do método de elementos de contorno

O método de elementos de contorno sera validado pela utilizagdo da solucao
analitica do espalhamento acustico por um cilindro rigido. Tal solucdo € representada
por uma soma infinita de termos. Dessa forma, torna-se necessaria, a substituicao dessa
série por uma soma finita de termos a fim de inseri-la em um cédigo computacional.
Nesse trabalho, 150 termos s@o utilizados para compor a soma finita e assegurar sua
convergéncia nas freqiiéncias normalizadas consideradas nas simulag¢des. Estabelecida a
solucdo analitica, realiza-se a andlise da solu¢cdo numérica que ¢é obtida pelo método de

elementos de contorno.

Essa técnica numérica integral € aplicada a formulagao integral do espalhamento
acustico por um objeto com forma geométrica qualquer para resolvé-la numericamente.
Uma vez conhecidas a solucdo analitica do espalhamento pelo cilindro rigido e a
solugdo numérica da equacdo integral, elas sdo comparadas e o erro decorrente dessa
comparagdo estabelece o nivel de proximidade das solucdes e, por conseqiiéncia, a
eficiéncia do método de elementos de contorno para solucionar o problema do

espalhamento acustico.

O numero de elementos utilizados na malha que discretiza o objeto influencia na

precisdo da solugdo numérica estabelecida pelo método de elementos de contorno e no
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esforco computacional dessa técnica numérica para resolver o problema do
espalhamento acustico, Manolis et al (1988). Dessa forma, ¢ necessario estabelecer uma
malha cujo nimero de elementos assegure um esforco computacional reduzido e um

erro satisfatorio decorrente da comparagdo das solugdes analitica e numérica.

Para obter tal malha, a freqliéncia normalizada xa =5 foi escolhida e o potencial
de velocidade foi simulado para pontos p(r, 6?) localizados no contorno do cilindro de
raio unitario. Nessa simulagdo, foram utilizadas malhas compostas por 32, 64, 128, 256
e 512 elementos e, para cada uma delas, foram calculados o erro relativo percentual e o

erro relativo percentual médio, definidos respectivamente, por:

oo e8
' |¢A|
e
0 (5.2)
m n

Na equagdo (5.1), ¢, e ¢, sdo, respectivamente, o potencial de velocidade

analitico e o potencial de velocidade numérico em cada ponto. Na equacgdo (5.2), n
representa o nimero de pontos da malha. A malha composta por 512 elementos foi a
que assegurou, o menor erro relativo percentual e o menor erro relativo percentual
médio. Por essa razao, tal malha serd empregada, neste trabalho, para a discretizagdo do

contorno do cilindro rigido.

O erro relativo, nos pontos p(r, 6?) do contorno do cilindro, varia em relacao ao

erro relativo médio como mostrado na figura 5.1
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Figura 5.1 — Variagdo do erro para malha com 512 elementos

Esse grafico, devido a simetria existente no cilindro, mostra o erro para metade
dos pontos que compdem a malha utilizada para discretiza-lo. Essa malha assegurou um
erro médio inferior a 1% e um erro maximo inferior a 5%. Em seguida, calculou-se o
numero de pontos para os quais o erro relativo ¢ inferior ao erro relativo médio. Tal
célculo estabelece que, para 67.7043% dos pontos que compdem tal malha, o erro
relativo ¢ inferior ao erro relativo médio. A execug¢do do codigo computacional,
utilizando uma malha composta por 512 elementos, durou em torno de 45 segundos. Tal
tempo foi estabelecido pela funcdo Tic Toc do Matlab. O cdédigo computacional foi
executado em linguagem Matlab, versdao 7.8/2009a, instalado em uma maquina com

dois gigabytes de memoria Ram, disco rigido com 360 gigabytes e com processador
Dual Core.

Dessa forma, o método de elementos de contorno foi validado para estudar o
espalhamento acustico por um cilindro rigido. Tal técnica numérica serd, entdo,

utilizada para analisar a influéncia da variagdo da frequencia normalizada e da variagdo
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da distancia entre o ponto de observagédo e o eixo do cilindro, no valor do potencial de
velocidade simulado em pontos p(r, 6?) que se localizam no contorno do cilindro rigido

e em sua regido exterior. A configuracdo utilizada para realizar essas analises na onda

espalhada ¢ mostrada na figura 5.2.

ll}’

Figura 5.2 — Configuracdo do problema da onda espalhada

O eixo do cilindro rigido passa pela origem o do sistema de coordenadas
polares. A onda plana incidente propaga-se no eixo X no sentido negativo. A variavel r
¢ a distancia entre o eixo do cilindro e o ponto de observacao p(r,é’) e variavel 6,
denominada angulo polar, ¢ o dngulo entre o eixo horizontal X e o segmento de reta que

une a origem ao ponto p(r,H). Tal angulo ¢ medido no sentido anti-horario a partir do
eixo X. As regides do plano entre os angulos =0 a & =% ed="ab=r serdo,

denominadas, respectivamente, regido anterior e regido posterior do cilindro. Devido a
simetria no cilindro, o potencial de velocidade espalhado ¢, serd dado em fun¢do do
angulo polar @ para metade dos 512 pontos de observagdo distribuidos no contorno do

cilindro. O eixo das abcissas e o eixo das ordenadas serdo respectivamente

denominados, X e Y, sendo estes definidos, pelas expressdes que se seguem:

(5.3)
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5.4
Y = (D—Esen(ﬁ) G4

0

O método de elementos de contorno foi utilizado para analisar o potencial de
velocidade em pontos de observagdo localizados em diversas distdncias em relagdo ao
eixo do cilindro. Tais pontos foram distribuidos em circulos concéntricos ao cilindro
cujos raios representam a distancia entre o ponto de observagdo e o eixo do cilindro. A
simulacdo do potencial de velocidade espalhado foi realizada considerando-se a

freqiiéncia normalizada xa =5 para as distancias R =5m, 10m, 15m, 20m, 25m e 50m.

5.3 — A influéncia da freqiiéncia no espalhamento acustico

O método de elementos de contorno foi utilizado para analisar a influéncia da
freqiiéncia normalizada xka no potencial de velocidade em pontos de observacdo

localizados no contorno do cilindro e em sua regido exterior.

5.3.1 — A influéncia da freqiiéncia no espalhamento acustico em pontos no

contorno do cilindro

A simulacdo do potencial de velocidade espalhado foi realizada para pontos que
se localizam no contorno S do cilindro, isto €, a distdncia R =1m, em relagdo a origem
por onde passa o eixo do cilindro. As freqii€ncias normalizadas escolhidas para os testes
correspondem a comprimentos de onda comparaveis a ordem de dimensdo radial do
cilindro. Tais freqiiéncias normalizadas sdo xa =2, 5, 10, 15, 25. Os resultados da

simulag¢do computacional sdo apresentados nas figuras:
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Figura 5.4 — Potencial de velocidade para freqiiéncia normalizada xu =5
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A andlise das figuras mostra como a variagdo na freqiiéncia normalizada xa

influencia no comportamento da onda que se espalha em todas as diregdes. Para as

baixas freqiiéncias, o potencial de velocidade espalhado ¢ mais intenso na regido do

plano anterior ao cilindro rigido. A medida em que a freqiiéncia normalizada aumenta, o

potencial de velocidade se torna mais intenso na regido do plano posterior ao cilindro.

Para cada freqiiéncia normalizada xa, calculou-se o valor absoluto do potencial de

velocidade maximo nos pontos do contorno do cilindro. A tabela 5.1. mostra os valores.

Potencial de velocidade maximo ¢,

Freqiiéncia normalizada xu

0.5546 2
0.6623 5
0.7628 10
0.8680 15
0.9847 25

Tabela 5.1 — Potencial de velocidade maximo para pontos no contorno do cilindro
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A analise da tabela 5.1 mostra que o valor absoluto do potencial de velocidade
maximo nos pontos de observagdo no contorno do cilindro aumenta com o crescimento

da freqiiéncia normalizada xa .

5.3.2 — A influéncia da freqiiéncia no espalhamento em pontos externos ao cilindro

A simulacdo do potencial de velocidade espalhado foi realizada para pontos

localizados na regido exterior €, do cilindro, isto ¢, a distdncia R =5m em relagdo a

origem por onde passa o eixo do cilindro rigido. As freqiiéncias normalizadas
consideradas nessas simulacdes foram as mesmas utilizadas para os pontos de
observacdo localizados no contorno do cilindro, ou seja, xa =2, 5, 10, 15 e 25. Os

resultados dessas simulagdes s@o apresentados nas figuras:
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Figura 5.8 — Potencial de velocidade para freqiiéncia normalizada xa =2
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A andlise das figuras mostra como a variacdo na freqiiéncia normalizada xa

influencia no comportamento da onda que se espalha em todas as dire¢des. O aumento

da freqiiéncia normalizada xu produz o crescimento na oscilagdo do valor do potencial

de velocidade em torno do cilindro. Para cada freqiiéncia normalizada xu , calculou-se o

valor absoluto do potencial de velocidade maximo nos pontos externos ao cilindro. Tais

valores estdo dispostos na tabela 5.2.

Maior potencial de velocidade ¢,

Freqiiéncia normalizada xu

0.2635 2
0.2864 5
0.2815 10
0.2792 15
0.2789 25

Tabela 5.2 — Variacao do potencial maximo em relacdo a freqiiéncia

Utilizando-se os valores dispostos na tabela 5.2, calcula-se o valor médio dos

potenciais de velocidade méximos. Tal potencial de velocidade € 0.2815 e, como mostra

a tabela 5.2, os potenciais de velocidade maximos oscilam mantendo-se proximos dele.

5.4 — A influéncia da distancia no potencial de velocidade espalhado

Os resultados das simulagdes do potencial de velocidade espalhado em pontos de

observacdo localizados em diversas distancias do eixo do cilindro de raio unitario sdo

apresentados nas figuras:
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Figura 5.19 — Potencial de velocidade na distdncia R = 50m

As figuras mostram que o potencial de velocidade diminui com o aumento da
distancia. O valor maximo do potencial de velocidade espalhado foi calculado, em cada
teste, para se estudar como a distancia R entre o ponto de observagao p(r, 9) e 0 eixo
do cilindro de raio unitario influencia na redugdo do potencial de velocidade espalhado.

Tais resultados estdo dispostos na tabela 5.3

Distancia entre o ponto de observacao e o Potencial de velocidade espalhado
eixo do cilindro (metros) maximo
R=1 0.6623
R=5 0.2864
R=10 0.2051
R=15 0.1681
R =20 0.1458
R =25 0.1306
R =50 0.0925
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Tabela 5.3 — Varia¢do do potencial de velocidade espalhado com a distancia entre o

ponto de observacao e o eixo do cilindro rigido

A tabela 5.3 mostra que o maior potencial de velocidade espalhado ocorre num
ponto de observagao p(r, 6?) localizado no contorno do cilindro. A medida em que a

distdncia R aumenta, o potencial de velocidade sofre redugdo. A tendéncia dessa

atenuacao ¢ descrita pelo grafico:

0.7

Potencial de velocidade espalhado maximo

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Distancia entre os pontos de observagao e o eixo do cilindro

Figura 5.20 — Variacdo do potencial de velocidade espalhado maximo com a distancia

entre o ponto de observacao e o eixo do cilindro de raio unitario

A figura 5.20 mostra a forma de atenuagdo no potencial de velocidade espalhado
em fungdo do aumento da distincia entre o ponto de observagio p(r,6) e o eixo do
cilindro rigido e infinito. Tal atenuacdo decorre da solugdo fundamental da equacdo

iwt

diferencial parcial de Helmholtz. Neste trabalho, escolheu-se o termo e™™ como fator

temporal da solugdo ¢ para a equagdo de onda. Dessa forma, segundo Ziomek (1995), a

fungdo de Hankel H| de ordem n e tipo 1, representa uma onda divergente que se
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afasta do obstaculo. Segundo Dettman (1969), tal funcdo se comporta como a fungdo
ikr
e para pontos localizados em grandes distincias do obstaculo espalhador da onda.

Jr

O método de elementos de contorno estabeleceu, em um curto tempo de
execucdo do coddigo computacional, resultados precisos na analise das varidveis

envolvidas no espalhamento da onda sonora por um cilindro infinito e rigido.
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Capitulo 6

Conclusoes e propostas para

trabalhos futuros

6.1 — Introducao

Neste trabalho, analisou-se o problema do espalhamento actistico por um
cilindro infinito utilizando-se sua formulagdo analitica ¢ o método de elementos de
contorno. O nimero de elementos utilizados para compor a malha que discretiza o
contorno do obstaculo influencia no erro que decorre da comparagdo entre as solugdes
numérica e analitica e no esfor¢o computacional empregado pela técnica numérica para
resolver o problema da onda espalhada pelo cilindro rigido. Por essa razdo, neste
trabalho, escolheu-se um numero de elementos para compor a malha que discretiza o
contorno, de maneira que, o erro decorrente da comparagdo entre a solucao analitica e a
solugdo numérica estabeleca um nivel de precisdo satisfatorio e o tempo de execucdo do

codigo computacional seja pequeno.

As simulagdes computacionais mostram que, dependendo da localizagdo dos
pontos de observagdo, a variagdo da freqii€ncia normalizada produz resultados
diferentes no valor do potencial de velocidade. Para pontos que se localizam no
contorno do cilindro, o aumento da freqliéncia normalizada produz o crescimento do
valor absoluto do potencial de velocidade maximo. Para pontos que se localizam na
regido exterior do cilindro, o aumento da freqiiéncia normalizada faz o valor absoluto do

potencial de velocidade maximo oscilar mantendo-se proximo a um valor médio.

A precisdo dos resultados obtidos e o curto tempo de execugdo do codigo
computacional nessas simulacdes revelam que o método de elementos de contorno ¢
uma técnica numérica eficiente para estudar o espalhamento da onda sonora por um

objeto com forma geométrica complexa e condig@o arbitraria. Dessa forma, obtém-se
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uma ferramenta computacional que encontra variadas aplicagdes na arquitetura e na

engenharia.

6.2 — Propostas para trabalhos futuros

O presente trabalho apresenta uma das diversas aplicagdes do Método de
Elementos de Contorno a area da Acustica. Algumas sugestdes de continuidade desse

trabalho, na Acustica ou em outra area, sdo formuladas a seguir.

6.2.1 — Espalhamento acustico

Neste trabalho, a utilizagdo de elementos constantes nas malhas empregada na
discretizagdo do contorno do obstaculo, assegurou resultados satisfatorios e um baixo
custo na execugdo do programa durante a analise do problema do espalhamento da onda
sonora por um cilindro rigido e infinito. Esse estudo pode ser aprimorado pelo aumento
da eficiéncia da técnica numérica integral empregada. Por isso, torna-se importante
utilizar, na malha que discretiza o contorno, elementos polinomiais de ordem mais alta,
como por exemplo, quadratica ou cubica, para aumentar a precisdo dos resultados
numéricos obtidos na aplicacdo do método de elementos de contorno ao problema do
espalhamento da onda sonora por um obstaculo com forma geométrica qualquer e
condi¢cdo de contorno arbitraria. Desenvolver essa forma de abordagem para essa

técnica numérica integral ¢ uma maneira de dar continuidade a este trabalho.

6.2.2 — Ultra-sonografia

Um trabalho futuro importante consiste em aplicar o método de elementos de
contorno para estudar as caracteristicas da onda sonora espalhada pelos tecidos do corpo
humano que possuem forma geométrica complexa. Dessa forma, contribui-se para a
melhoria na eficiéncia dessa técnica diagnoéstica e, por conseqii€ncia, dos tratamentos

médicos.
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6.2.3 — Barreiras acusticas

A barreira acustica ¢ um dispositivo colocado entre uma fonte de onda sonora e
um receptor para atenuar o nivel de ruido emitido pela fonte sonora que chega ao
receptor. A onda sonora ao atingir uma barreira acustica se espalha em todas as
dire¢des. Uma proposta de continuidade deste trabalho ¢ aplicar o Método de Elementos

de Contorno para analisar a onda sonora espalhada por uma barreira acustica.
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Anexo A

A.1 - Equacio linear da onda acustica

Para se estabelecer a equacdo que descreve a radiacdo acustica, utiliza-se as

equagdes de estado, de conservacao da massa e da quantidade de movimento.
A.2 — Equacao de Estado

A equagdo de estado para o fluido relaciona as forgas internas restauradoras com
as correspondentes deformagdes no fluido. Considerando-se um gas perfeito tem-se a

seguinte equacdo de estado.
P=prT, (A.1)

que relaciona a pressdo instantdnea P (em Pascal-Pa), a densidade instantanea p
(Kg/m®) e a temperatura absoluta 7, . (Kelvins), para um grande nimero de gases sob

condicdes de equilibrio. Dependendo da capacidade térmica do recipiente que o gas
perfeito € descrito por um processo isotérmico em que a equagdo de estado se torna,

Kinsler (1982):

P (p (A2)
P\ p,

No entanto a experiéncia mostra que o0s processos acusticos sao
aproximadamente adiabaticos. Nesse caso, o gas perfeito ¢ descrito pela equacdo de

estado a seguir:
P (ﬁjy (A.3)
£ Po
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Na equacdo (A.3), ¥ ¢ a razdo entre os valores especificos a pressdo e volume
constantes. Na acustica ndo se trabalha com gases perfeitos, mas com gases reais . Neste
caso, a relacdo isentropica entre pressao e flutuacdo na densidade do fluido pode ser

representada através de uma expansdo em série de Taylor

(A.4)

oP 1(o*P
P=PF +| — (p_po)"'_ Py (p_po)2+"'
ap Po 2 ap Po

Na expressdo acima, as derivadas parciais sdo constantes determinadas pela
compressdo adiabatica e pela expansdo do fluido em torno de sua densidade de
equilibrio. Se tais flutuacdes sdo pequenas, somente os termos de ordem mais baixa

(p - po) sdo considerados. Isto fornece uma relacdo linear entre flutuacdo de pressdo e

variacdo de densidade

p_p-pL=r) (A.5)

Po

Na equacgdo (A.5), £ ¢ o mddulo adiabatico ou coeficiente de expansdo volumétrica do

fluido, dado por

oP (A.6)
ﬂ =P (_j .
op ,

0
Kinsler define a condensacdo s em um ponto como a varia¢do da densidade de

P~ Py
Po

equilibrio s = e a pressdo acustica como a variagdo da pressio de

equilibrio p = P — P,. Dessa maneira pode-se expressar a equagdo (A.3) em termos da

pressdo acustica p e da condensacdo s que deve ser muito pequena, s| <<1.

p=pfs. (A7)
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A.3 — Equacao de Euler

A equagdo da conservacdo da quantidade de movimento relaciona a pressdo

aclstica p com a velocidade % instantinea de particula, para um fluido adiabatico e nio

viscoso. Assim, a equag@o de Euler para fenomenos acusticos de pequena amplitude

ou (A.8)
= - _vp.
Po o p

A.4 — Equacao de Continuidade

A equacdo de continuidade relaciona a taxa de crescimento de massa num
elemento de volume com o fluxo de massa através da superficie fechada que envolve
esse volume. Uma vez que o fluxo deve ser igual a taxa de crescimento, obtem-se a

equacdo de continuidade:

op - (A.9)
—+Vlpu)=0

- +Vipi)

Como a densidade instantanea 0 pode ser expressa em fungdo da condensacdo

P =py(1+5), pode-se usar o fato que p, é constante no espago e no tempo, € s ¢é

muito pequena, isto €, |s| << 1. Dessa forma, a equagdo acima pode ser expressa por

A.10
§+V-ﬁ:0. (A10)
Ot

A.5 — Equacéo Linear da Onda

Aplicando-se o operador divergente em ambos os lados da equacdo (A.10),

obtem-se
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oii ) (A.11)
V.|—|=-V
Po (atj p

Na equagio (A.11), V? é o operador Laplaciano. Derivando-se a equagdo (A.9) em

relacdo ao tempo e usando o fato que

a(v.a)_v.(@j (A.12)
oo ot
obtem-se:

2 - (A.13)
ot ot

As equagdes (A.10) e (A.11) podem ser combinadas numa tnica equagao:

0’s (A.14)
2=
Vip=p, e
Utilizando-se a equagdo de estado (A.6) para eliminar a condensacdo s, obtem-se
1 62 (A.15)
Vip=—%
c” ot
Na equagio (A.15), a constante ¢ ¢ definida como:
(A.16)
c= |2
Po

¢ denominada velocidade de propagacdo da onda acustica no meio.

A equacdo (A.15) é a equagdo linear de onda para a propagacdo de sons em

fluidos, num meio homogéneo sem perdas. Para fluidos ndo viscosos, a velocidade da
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particula ¢ irrotacional, ou seja, Vxui=0. Isso significa que ela pode ser expressa

como o gradiente de uma fung¢do escalar ¢, denominada potencial de velocidade,
u=vVg (A.17)

Substituindo-se a expressdo acima na equacao (A.9), obtem-se

A.18
v(poaaf*'pj 0 ( )

A expressdo entre parénteses na equagdo (A.17) pode ser escolhida nula caso ndo haja

excitagdo acustica. Dessa forma, tem-se que

) (A.19)
P==po

Substituindo-se a equagdo (A.18) na equacdo (A.10), obtem-se a equacdo de onda

linearizada, expressa em termos do potencial de velocidade de onda acustica:

1 6% (A.20)
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Anexo B

Formulacéo analitica do espalhamento actstico pelo cilindro rigido

A solugdo da equacdo ndo homogénea (2.4) sera obtida utilizando-se as solugdes
fundamentais da equacdo diferencial parcial homogénea equivalente dada por, Dettman

(1969):

82¢E+la§05 +i82¢5+ 20 =0 (B.1)
or* r or r* 06’ "=

As solugdes procuradas para a equacdo (B.1) sdo da forma:
. (r,0)=R(r)O(0) (B.2)

Na equacgdo (B.2), R ¢ O sido fun¢des que dependem, respectivamente, da distdncia

radial 7 e do angulo 6.

O método de separagdo de variaveis pode ser utilizado para encontrar tais

fungdes. Substituindo-se a equagdo (B.2) na equagdo (B.1) tem-se, Morse (1986):

2 2 B3
d§®+ld—R®+%d(?R=0 (®-3)
dr rdr r°de

Multiplicando-se os ambos os lados da equagio (B.3) por »° obtem-se:

2 2 B4
r2d§®+rd—R®+d(? B4
dr dr do

Dividindo-se ambos os lados da equacdo (B.4) por R® obtem-se:
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,d’R  dR)1 1 d*0 (B.5)
r +tr—|—==—-—
dr? dr |[R O do?

O lado esquerdo da equagdo (B.5) depende apenas de » e o lado direito envolve apenas

@, assim, os dois membros da equacdo sdo constantes. Dessa forma, a equagéo (B.5) se

torna:
,d’R  dR)1 1d°© (B.6)
r —tr—|==-——==1
dr dr |R O do

Assim, a equacdo diferencial parcial (B.3) foi separada em duas equagdes diferenciais

ordinarias dadas a seguir:

2 B.7

20?+/1®:0 .7

2 B.8

2 d §+rd—R—/1R=O (B-8)
dr dr

A solucdo da equagdo (B.7) ¢ dada pela expressao:
0, (0)= A, cos(m8)+ B, sen(mb) (B.9)

O cilindro rigido utilizado como obsticulo para a onda plana incidente ¢

bidimensional. Nesse caso, o coeficiente B, ¢ nulo, Ziomek (1995). Dessa forma, a

equacado (B.9) se torna:

©,(0)= 4, cos(mb) (B.10)

A solugdo da equacdo ordindria radial (B.8) ¢ dada por:

R(r)=J, (x)+iN, (xr) (B.11)
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O ponto de observagdo p(r,0), que tem coordenada r nula, ndo pertence ao
dominio do problema da onda espalhada pelo cilindro, por isso a funcdo de Bessel de

segunda espécie N, (x) é considerada na solugdo. O sinal positivo garante que a onda

espalhada se afasta do cilindro propagando-se para o infinito.

A tentativa de encontrar solugdes na forma go(r,@) para a EDP de Helmbholtz

leva a um niimero infinito de fungdes que satisfazem a equagao diferencial e a condi¢do

de contorno de Neumann € sdo escritas na forma:
0, (0,r)= A4, cos(mO)J () +iN, (x)] (B.12)

A solucdo ¢, (r, 9) da EDP de Helmholtz ndo homogénea dada pela equacao

(2.4) é dada pela soma infinita das solugdes da EDP de Helmholtz homogénea, dada na

equagdo (B.12) e se torna, Morse (1986):

0 (r,0)= 4,[J, (1) +iN, (1)) + i A, cos(mO)J, (k) +iN , ()] (B.13)

m=1

Para determinar os coeficientes 4, na equagdo (B.13), sdo utilizadas as

. . 0 0 .
derivadas normais e e 9P e a condicdo de Neumann. Dessa forma, como

on on

demonstrado no anexo C, os coeficientes 4, e A4, sdo dados, respectivamente, por:
- L =iy,
A, =-¢,i""e sen(}/m) (B.14)

A, = —&,ie”"sen(y, ) (B.15)

Nas equagdes (B.14) e (B.15), os angulos y, e y, sdo dados, respectivamente, pelas

expressoes a seguir:
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T w) =1, () (B.16)
TN, )N, ()
tany, = —M (B.17)

~—

Nl(qu

Nas equacgdes (B.15) e (B.14), os coeficientes &, € &, sdo, respectivamente, 1 e 2
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Anexo C

Enésimo coeficiente da solucao analitica do potencial de velocidade espalhado

O potencial de velocidade harmonico no tempo de uma onda plana incidente

@, (t, p) num ponto p(r,8) qualquer do plano e num dado tempo ¢ é dado por:

#,(t.p)=0,(p)e (C.1)

iot

Na equacdo (C.1), ¢, (p) ¢ a parte espacial do potencial de velocidade incidente e e €

a parte temporal. A parte espacial do potencial de velocidade incidente ¢, (r, 6’) ¢ dada

em coordenadas cilindricas, pela expressao a seguir:

Pr (r, 0)= 4P, {Jo (70’)"' 2iim COS(m H)Jm (IG"):| (C.2)

m=1

A derivada normal do potencial de velocidade da onda plana incidente ¢ dada pela

expressao:
© C3
200 L ) S50 i) o) )
on PC m=1

A solugdo (pE(r, 9) da EDP que representa a onda espalhada pelo cilindro, como

demonstrado no anexo B, ¢ dada por:

0s(r0)= 4,7, () N, )]+ 3. 4, cos(mO)J, () + N, ()] €

m=1

A derivada normal do potencial de velocidade espalhado aaﬂ ¢ dada por:
n
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id,[J, (=) + iN, ()] (C.5)
09y .

o | 2 A cos(mO ()=, () N, )iV ()]

m=1

O cilindro ¢ rigido, portanto, em sua superficie, o potencial de velocidade espalhado ¢,

satisfaz-se a condi¢do de contorno de Neumann:

%Jr op, 0 (C.6)
on on

A condicdo de contorno de Neumann ¢ reescrita como:

0py __ 09 (C.7)

on on

Igualando o primeiro termo das equagdes (C.3) e (C.5), tem-se:

_ P, . (C.8)
_ZAO[JI(W)+ZN1( )]:__Oljl("r)
oc
O coeficiente A4, ¢ dado pela expressdo:
_h, 7, () o) (C.9)
A, = 2 =P

As fungdes de Bessel e Neumann da equagdo (C.9) se relacionam com as fungdes seno e

cosseno. Tal relagdo é dada por:

J, () = %Eosen(yo) (C.10)
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Nl(”):_%EoCOS(7o) (€1

Substituindo as equagdes (C.10) e (C.11) na equagdo (C.9), tem-se:

1 C.12
_EPoEosen(%) ( )

AO = = —
1 1.
EEosen(Vo )_ EZEO c05(70)

Posen(]/o )
(sen(yy)—icos(r, ))

Em seguida, multiplicando-se a equagdo (C.12) pelo conjugado de sen(}/o)— icos(yo) e

fazendo —1 =%, tem-se:

A, =i*P,sen(y, sen(y, )+icos(y,)) (C.13)

Multiplicando a equagéo (C.13) por % tem-se:

l

A, = Pyisen(y, )(cos(y0 )— isen(y, )) (C.14)
Substituindo-se a relacdo

e = cos(z)— isen(z) (C.15)
na equagdo (C.14) tem-se:

A, = —Pjie " sen(y,) (C.16)
Fazendo ¢, =1, a equacdo (C.16) ¢ reescrita como

A, = —¢&,Pyjie " sen(y,) (C.17)
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A equagdo (C.17) representa o termo independente da solugdo analitica do

espalhamento acustico por um cilindro.

Para se obter o coeficiente do enésimo termo, utiliza-se também, as expressdes

da derivada normal da onda incidente ¢ da onda espalhada. Assim, igualando o enésimo

termo das equagoes (C.3) e (C.5), tem-se:

i 9=, (), ()N, () cos(on0) =
yod

i) "I 0 ()= T, ()] cos(m )
pe

Assim, o coeficiente 4, ¢ dado pela expressdo:

Ho g ()=, (k) |cos(mo)
4 = pC

s 0) =, ) (N ) N, o eosmo)
oc

As relagdes a seguir, sio validas:

J (&)=, (k) = 2E,,sen(y,,)

N, (k)=N,, (w)=2E, cos(y,,)

Modificando a ordem dos temos, a equagdo (C.21) se torna:

N, ., (qu)— N, | (KT) =-2F cos(}/m )

Substituindo as equagdes (C.20) e (C.22) na equagdo (C.19) tem-se:

_ _ZPOiszmsen(ym) _ 2P0imS€I’l(]/m)
" 2Emsen(ym )— 2iE cos(ym) - sen(ym )— icos(ym)

(C.18)

(C.19)

(C.20)

(C.21)

(C.22)

(C.23)
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Multiplicando o numerador ¢ o denominador da equagdo (C.23) pelo conjugado de

sen(y, )—icos(y, ) e fazendoi” = 1, a equagio (C.23) se torna:

A, =-2P,i"?sen(y, Nsen(y, )+icos(y, )) (C.24)

m =

(1)

Multiplicando a equagdo (C.24) por —) tem-se:

&
A, =-2Pi""sen(y, \—isen(y, )+icos(y,)) (C.25)
Substituindo a relagdo

e = cos(z)—isen(z) (C.26)
na equagdo (C.25) tem-se:

A, =-2Pi"" e " sen(y, ) (C.27)
Fazendo ¢, =2, a equagdo (C.27) € reescrita como:

A, =—¢,Pi""e " sen(y, ) (C.28)

m

A equacdo (C.28) representa o coeficiente do enésimo termo da solucdo analitica do

espalhamento acustico por um cilindro.

63



Anexo D

D.1 - Formulacio integral do espalhamento acustico

O potencial de velocidade espalhado (o(p) num ponto p(x, y) qualquer
localizado na regido exterior €2, ou no contorno S do objeto sera estabelecido por uma

equacdo integral que pode ser obtida de diversas formas. Nesse trabalho, tal equacdo
sera obtida utilizando-se a funcdo de Green. Por essa razdo, é necessario utilizar a
equagdo (3.1) para o caso de uma fonte pontual com amplitude unitdria que toma a

forma:
V*G(p.q)+x*G(p.q)=5(p—q) (D.1)

A solucdo da equagdo (D.1) ¢ a fungdo de Green G( p,q) que representa 0 campo
num ponto de observagao p(x, y) devido a presenga de uma fonte de amplitude unitaria
localizada num ponto q(x, y). A funcdo de Green G( D, q) para problemas

bidimensionais ¢ definida pela expressdo, Ziomek (1995):
G(p.q)=H,(xr) (D.2)

Na equacdo (D.2), H,, k e r representam, respectivamente, a fungdo de

Hankel de ordem 7 e tipo 1, o numero de onda do som no ar e a distancia entre os
pontos g € p. Na equacdo (D.1), 5(p—q) representa a fungdo delta de Dirac, que ¢é

definida pela expressdo, Dettman (1969):

D.3
5(p—q)={0 parap#q (D.3)

0 para p =q

A integral da fun¢@o delta de Dirac ¢ a unidade:
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. (D.4)
[o(p-q)=1

Em conseqiiéncia, a fungdo delta de Dirac satisfaz, para uma fun¢do f(x) continua

qualquer, a propriedade:

Tf (p)s(p—qk, = f(p) (D.5)

A funcdo de Green G(p,q) e a funcdo delta de Dirac 5(p —q), sdo simétricas, isto &,
Butkov (1968).

G(p.q)=Glq,p) (D.6)
s(p-q)=05(g-p) (D.7)

Estabelecidas tais informagdes, para obter a equacdo integral do espalhamento acustico,

multiplica-se a equagdo (3.1) por G(p, q) e obtem-se a expressao, Maria et al (2009):

G(p.q)V’o(p)+G(p.q)*o(p)=—1(p)G(p.q) (D.8)

Em seguida, multiplica-se a equacdo (D.1) por (o( p)

o(p)V>G(p.q)+o(p)x*G(p.q)=—-o(p)5(p - q) (D.9)

posteriormente, toma-se a diferenca entre as equagdes (D.8) e (D.9) e obtem-se:

o(p)o(p—q)- f(p)G(p.q)= G(p.q)V?e(p)—e(p)V>G(p.q) (D.10)
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Com a utilizacdo da simetria da funcdo de Green e da funcao delta de Dirac, escreve-se

a equacdo (D.10), em termos das coordenadas da fonte, como:

o(a)5(p—q)- f(9)G(p.q) = G(p.q)V*elg)- 0(g)V>G(p.q) (D.11)

Agora, tomando-se a integral em ambos os lados da equacdo (D.11) em relagéo a regido

exterior ), tem-se:
[ol)s(p - ¥, - [ 1@)5(p.9)a, = [(G(p.qV0(a)- 0(a)V*G(p.q)Ma, (D.12)

Utilizando-se a propriedade da funcdo delta de Dirac descrita na equagdo (D.5), tem-se

o(p)=¢'(p)+ [(G(p.aV0lg)- 0(a)VG(p.q)Mo, (D.13)

Q,

A aplicacdo do teorema de Green a equagdo (D.13) estabelece a integral ao longo do

contorno S da regido limitada Q:

olp)=9'(p)+ ! G(p,q)ag—l(f) ds - ! (p(q)% as (D.14)

A equacdo (D.14) estabelece o potencial de velocidade num ponto p(x, y)
localizado na regido exterior €),. A equagdo integral para pontos de observagao p(x, y)

localizados no contorno S da regido limitada O ¢ obtida utilizando-se um processo

especial descrito a seguir:
D.2 — A formulagio integral do espalhamento acustico para pontos singulares

A formulagdo integral do espalhamento acustico representada pela equagdo
(D.14), também, € utilizada para estabelecer o potencial de velocidade (p( p), quando o

ponto de observagao p(x, y), se localiza no contorno S da regido Q bidimensional
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limitada e coincide com o ponto de fonte q(x, y), também localizado no contorno, como

mostra a figura D.2.

S

!

!
L

X r=q

Figura D.2 — Ponto singular no contorno

Nesse caso, a analise da equacdo (D.14) é mais complexa. Quando se tem
p =¢q, adistancia r ¢ nula, e, conseqiientemente, a funcdo de Green G(p,q) ndo esta

definida. Assim, a integral ¢ avaliada, utilizando-se um processo especial, para esses

pontos especiais chamados pontos singulares. Para remover a singularidade no contorno
S, realiza-se o processo a seguir: Considera-se que o ponto p(x, y) singular ¢ o centro

de um circulo de raio ¢, como mostrado na figura D.3, Hall (1994).

Contorno da curvalr: /“
\ iy

Curva do contorno [

Ponto do contorno i r= &

Figura D.3 — Regido bidimensional com ponto singular no contorno
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Fazendo-se o raiog — 0, tem-se que, no limite, o circulo se reduz a um ponto.

Esse processo de limite depende apenas da ordem da singularidade do potencial de
velocidade (p(p), que € a mesma para as equagdes de Laplace e Helmholtz, Papini

(1999). A equacgdo de Laplace é dada pela expressdo a seguir, Ciskowski e Brebbia
(1991):

Vie(p)=0 (D.15)

e sua solucdo fundamental ¢ dada pela expressdo:

6(p.q)=5-1n (010

A solucdo fundamental da equacdo Laplace ¢ substituida na equacdo (D.14) a

qual ¢ aplicada no contorno S, do semicirculo da figura D.3. Tomando-se o limite em

relagdo ao raio do circulo, obtem-se resultados diferentes para os membros da equacdo

integral. Para o lado direito da equacdo integral (D.14) obtem-se, Maria(2009):

lim{ | af"_iﬁ G(p,q)dsg} - 1im{ [ M(L 1nljdsg} i {a(p_(mﬁln 1 } (D.17)

5 0 5 on \2r ¢ on 2r ¢
e—>0 e—>0 €0
- 1im{a¢_@£1nl} -0
on 2 ¢
e—0

Isto significa que a integral analisada ¢ continua no contorno. Para o lado esquerdo,

tem-se:
D.18
0G(p.q) a(ln lj 1 o
. P.q . & .
YI\F4q) =1 ds b = _ _
hm{i n (p(p)dsg} im J n (o(p) s, hm{ J go(p) Ty dsg}
>0 >0
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2re
c—>0

Assim, quando o ponto p(x, y) estd situado sobre o contorno do obstaculo, as equagdes

(D.18) e (D.19) sao aplicadas na equacdo (D.14), obtendo-se a seguinte expressao:

Lo(p)+ I(p(q)%ds = G(p,q)é‘g—](f)dswf () (D.19)

N N

A equacdo integral para o problema do espalhamento acustico por um objeto

com forma geométrica qualquer pode ser generalizada pela expressdo que se segue:

c(ple(p)+ jqo(p)mds - [G(p, q)‘?(g_iﬂ ds + o' (p) (D.20)

s on N

Na equagdo (D.20), o termo c(p) depende da posi¢do do ponto p. A fungdo
c(p) assume os valores de 1; 1/2, quando o ponto p se localizar, respectivamente, na

regido exterior €, no contorno S'.
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Anexo E

E.1 — Avaliacao das integrais utilizadas no método de elementos de contorno.

O método da quadratura gaussiana faz uma mudanga da varidvel q(x,y)
definida no intervalo de integragdo [ql,qz] para a variavel & definida no intervalo de

integragio [-1,+1] da seguinte forma:

flg)=ag+b=¢ (E.1)

Substituindo os extremos do intervalo[g, , ¢, |, na equagio (E.1), obtem-se

flg,)=aq, +b=-1 (E.2)
c
flg,)=agq, +b=+1 (E.3)

A solugao desse sistema estabelece as constantes a e b, respectivamente, dadas por:

a=—2 (E-4)
q, — 4,
po 014, (E.S5)
4 — 4,

Em seguida, substituindo as equagdes (E.4) e (E.5) na equagdo (E.1), obtem-se:

q, — 4, £t q, t 4, (E.6)
2 2

q=-
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assim, derivando a equagdo (E.6) em relacdo a variavel &, obtem-se:

dg _q,-q, L (E.7)

dé 2

N

Dessa forma, a integral, em cada elemento, se torna:

frtti=[reef2 =9

ds=2 e, W, +E,

E.2 — Calculo da integral da derivada normal da solucio fundamental

Para calcular a integral ao longo do contorno do obstaculo, ¢ necessario
estabelecer, em cada elemento da malha que discretiza o contorno do objeto, a integral
da solucdo fundamental e de sua derivada normal. A integral da solug@o fundamental do

problema foi estabelecida no texto pela fungdo de Hankel, mas sua a derivada normal é

mais complexa. A derivada normal da solugdo fundamental M ¢ dada por, Kythe

n
(1995):
0G(p.q) _ 0G(p.q) R (E.9)
on OR oOn

5G(p.q)

Na equagao (E.9), R ¢ a derivada da solugdo fundamental em relagdo a distancia

R, sendo dada pela expressao:

- o E.10
a—R=VR.n ( )
n

Na equagdo (E.10), VR ¢ o vetor gradiente da func@o distdncia R, sendo dado pela

expressao:
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(E.11)

Gr [ 2K
ox Oy

Na equagdo (E.11), R e R , respectivamente, sdo dadas por:

6_R _X-—x, (E12)
Ox R

e
R _y-Y, (E.13)
oy R

M , € necessario

Para calcular a derivada normal da solu¢do fundamental 5
n

— -
v, €,

N
obter um vetor normal 7. Isso serad feito utilizando-se dois vetores unitarios

N
ortogonais entre si. O vetor v, ¢ obtido utilizando-se as coordenadas dos pontos

5
extremos do elemento considerado. Assim, o vetor v, é dado por:

(E.14)

y, =| 220 B h G ok
L L

- -
Um vetor v, ortogonal ao vetor v, € dado por:

(E.15)

N

v, =(0i+ 0/ +1k)

N
Dessa forma, o vetor normal » ¢ dado pelo produto vetorial:
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i Jj k (E.16)

> 5 o X, —Xx Y, =y
n=vxv,=|>2—~L 2L 0
L L

0 0 1

N
O célculo do determinante dessa matriz estabelece o vetor normal n a seguir:

N _ _ E.17
"= V2 yli_x2 xlj-i—()k ( )
L L
Assim, a derivada normal da funcdo distancia R ¢ dada por:
OR _ e (x_xo)(yz_y1)+(y_yo)(x1_x2) (E.18)
—=VR.n=
on RL
A derivada da solucdo fundamental em relagdo a distancia é dada por:
] E.19
R 4
Finalmente, a derivada normal da solugdo fundamental em relagdo a distancia @
n
¢ dada pela expressdo a seguir:
' E.20
6G(p,q)=_ﬁH11(KR)5_R ( )
on 4 on
Substituindo a equagdo (E.18) na equagdo (E.20), obtem-se:
GG(p,q) _ —ﬁHI(KR (x_xo)(yz _yl)+(y_y0)(xl _xz) (E.21)
on 4! RL

Dessa forma, a integral da derivada normal da solugdo fundamental, representada por

H ., ¢é dada pela expressao:

j>
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(E.22)
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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