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Resumo

Esta dissertacao apresenta um estudo das tesselacoes e da geometria computaci-
onal como método para a investigacao das propriedades mecéanicas dos sistemas
granulares com énfase em empilhamentos no estado de equilibrio e submetidos em
cisalhamento na direcao horizontal.

O aplicativo construido nesse trabalho promove a tesselacao de Delaunay e Voronoi
em duas dimensoes para empilhamentos com condi¢oes peridédicas de contorno.

Os elementos e as propriedades geométricas obtidas nas tesselagoes realizadas nos
empilhamentos apontam resultados para a transicao de desengarrafamento. Além
disso, as estruturas obtidas pela tesselagao de Voronoi mostra que os empilhamentos
analisados, quando submetidos a condigoes iniciais de formacao diferentes, apresen-
tam um comportamento semelhante.

A tesselagao de Voronoi mostrou-se eficaz no estudo dos sistemas granulares apre-

sentando informagoes importantes da estrutura dos empilhamentos.

Palavras-Chave: Tesselacao; Tesselacao de Delauny e Voronoi; Geometria Com-

putacional; Sistemas Granulares.



Abstract

This dissertation presents a study of tesselations and computational geometry as a
method for the investigation of the mechanical properties of granular systems with
emphasis in pile in state equilibrium and when shear was applied in horizontal di-
rection.

An algorithm was developed to promotes the tesselation of Delaunay and Voronoi
in two dimensions for piles with periodic boundary conditions.

The elements and geometrical properties obtained from tesselations carried out in
the piles, points to a unjamming transition an granular ples. Meantime, even when
initial formations of piles are different, the structures obtained by the Voronoi tes-
selation present similar behaviour.

The Voronoi tesselation looks to be efficient tool for the study of granular systems
and has furnished important informations of the pile structure.

Keywords: Tesselation; Delauny and Voronoi Tesselations; Computational Geome-

try; Granular Systems.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Preliminares

Sistemas granulares sao constituidos por muitos graos no estado solido, macrosco-
picos, e de forma variada [42]; o estudo desses sistemas pode fornecer mecanismos
para prevenir e entender o fluxo de avalanches, a dindmica de terremotos, o engar-
rafamento de tubulacoes, a homogeneidade das substancias farmacoldgicas e muitas

outras situagoes [8, 43].

Os estudos acerca dos sistemas granulares sao de grande relevancia, pois os materiais
que compoem esses sistemas sao frequentemente utilizados pelo homem, apresenta-
se de maneira abundante na natureza e sao manipulados em diversos segmentos da

industria em processos envolvendo mistura, armazenamento e transporte.

Materiais granulares estao presentes na dinamica de diversos processos naturais,
tais como a formacao de desertos, dunas, avalanches, galaxias, e em atividades
econdmicas como as industrias de manipulacao de produtos da construcao civil, de
mineragao, petrolifera, metalurgica, indastria farmacéutica, alimentar e outras [18].
Estima-se que 10% de toda energia produzida no planeta seja utilizada para o pro-

cessamento da produgao mundial de graos na agricultura [53].

Esses materiais, quando submetidos a certas circunstancias, se comportam de forma
complexa e peculiar, apresentando interessantes e diversificados fenémenos, dificul-
tando sua descri¢ao como materiais sélidos, liquidos ou gasosos, exibindo comumente

comportamento analogo aos trés estados da matéria [18].

Estas caracteristicas nao usuais somadas a necessidade de manipulacao fazem com
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que os materiais que compoem tais sistemas sejam objeto de estudo, utilizando mo-
delos teodricos especificos a fim de obter-se uma teoria que possa descrever e prever

a fenomenologia destes sistemas.

A previsao do comportamento dos sistemas granulares é fundamental para aumen-
tar a rentabilidade das industrias que manipulam materiais granulares, onde varios

resultados indesejaveis podem surgir, como por exemplo:

e Fenomenos de segregacao obtidos pela manipulacao de misturas de graos nas
industrias alimentar, quimica e farmacéutica, ocasionando as heterogeneidades

nao desejadas nos produtos finais.

e Separacao das substancias misturadas, provocada pela trepidacao vertical, re-

sultante do movimento do veiculo no transporte destes materiais.

e O colapso de silos quando carregados, ocasionados por erros de projetos, devido
a falta de informacao do modo como as tensoes e a pressao se distribuem na
base e nas paredes dos silos. Somente nos Estados Unidos cerca de 1000 silos

colapsam por ano [53].
e Um elevado consumo de energia na trituracao dos materiais granulares.

e O engarrafamento decorrente do escoamento destes materiais em tubulagoes e

funis.

O método utilizado para a investigacao dos sistemas granulares nesta dissertacao
¢ uma técnica geométrica denominada tessela¢ao, que é empregada em trabalhos
artisticos, e a ciéncia lanca mao dessa técnica afim de solucionar problemas onde
seja necessario a subdivisao do plano ou do espago em regidoes menores satisfazendo

algumas propriedades.

As tesselacoes sao empregadas nas mais diversas areas e pode-se dizer que foram
primeiramente aplicadas nas artes. Encontradas em pisos, painéis, templos e pala-
cios, refletem em seus padroes uma relacao curiosa e atraente, de uma imaginacao
geométrica, as vezes inconsciente, mas com uma matematica nao trivial e nem facil.
O principal objetivo do artista ao fazer uso dessa técnica é o de encontrar uma sime-
tria ornamental com emprego de figuras cuja repeti¢ao forme um todo harmonioso

e estético.
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As tesselagoes quando manifestadas na natureza nao sao de carater exclusivamente
estético e nem ao acaso; como exemplo, podemos citar as colméias: sua estrutura he-
xagonal justifica-se pela necessidade de se construir a maior quantidade de alvéolos
gastando o minimo de cera, isto é, alvéolos cuja forma tenha um perimetro pequeno,
mas uma area util maximizada, permitindo o armazenamento de maior quantidade

de mel.

O interesse dos matemaéticos é a busca pela simetria e pelos padroes geométricos
obtidos nesses ornamentos, tendo encontrado inimeras relagoes, entre elas: combi-
nacoes de poligonos, relagoes entre areas, perimetros e angulos e informacgoes acerca

das isometrias produzidas por estes padroes.

A divisao do plano que resulta destes padroes, somada as propriedades geométricas
produzidas por essas tesselagoes, podem fornecer informacoes de vizinhanca e da
regiao de abrangéncia de um conjunto de pontos e sao aplicadas em logistica, aloca-
¢ao de empresas, robdtica, manipulacao de imagens, mapeamentos geograficos, entre
outras. Atualmente, sao utilizadas em pesquisas na fisica dos sistemas granulares,

principalmente a tesselacao de Delaunay e de Voronoi.

Uma referéncia proxima do que foi realizado nesta dissertagao é o artigo de Ramos e
colaboradores intitulado: Awvalanche Prediction in Self-organized Systems (Previsao
de Avalanches em Sistemas Auto-Organizados). Este trabalho demonstra, a partir
de experimentos computacionais, a possibilidade de previsao de avalanches no pa-
radigma classico de "criticalidade auto organizada"(SOC). A proposta é predizer
em curto prazo quando uma grande avalanche ird acontecer. Sabe-se que grandes
avalanches sao, em geral, precedidas por variagoes continuas na estrutura interna

da pilha, que sao detectaveis através de técnicas de geometria computacional.

Ramos et al. propoem a tesselagao de Voronoi para analisar a estrutura interna de
uma pilha antes, durante e depois de uma grande avalanche. A partir das posigoes
(x,y) iniciais dos graos na pilha, e de informagoes como o tamanho (nimero de
graos) e a forma de preparacao da pilha - parametros que determinam o grau de
desordem da pilha - pode-se obter a tesselacao de Voronoi para o empilhamento. Os
padroes observados antes e depois de uma grande avalanche mostram que as flutua-
¢oes na quantidade de graos, altura da pilha e a insercao de novos graos acarretam
uma desordem na estrutura interna da pilha que vai aumentando gradativamente
antes de uma grande avalanche. Assim, ap6s uma grande avalanche, o sistema tende

a se organizar formando regioes de ordem e desordem que sao caracterizadas na tes-
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selacao de Voronoi pelos tipos de poligonos. Um fato verificado por Ramos et al.
é que apos grandes eventos ha uma concentracao de hexadgonos no centro da pilha,
uma estrutura cristalina, favorecendo o movimento dos graos para as laterais do

sistema [49].

Esta dissertagao apresenta um estudo de sistemas granulares e fen6menos observados
em empilhamentos granulares por meio das tesselagoes de Delaunay e Voronoi em

dois instantes:
1. quando a pilha estd em repouso sobre uma superficie,

2. no estado de equilibrio, apos ser aplicado um cisalhamento na direcao hori-

zontal.

Em seguida, é realizado um estudo das estruturas obtidas pelas tesselagoes, com én-
fase na anélise da distribuicao dos tipos de poligonos, area, perimetro, e area total

da rede.

O principal objetivo desse trabalho é o desenvolvimento do aplicativo que promova
as tesselacoes de Delaunay e Voronoi em empilhamentos de graos gerados por simu-

lagao, utilizando a Dindmica Molecular. Deseja-se também:

e Analisar o empilhamento, a partir dos elementos geométricos fornecidos pela

Tesselagao de Voronoi em instantes diferentes.
e Analisar a transicao de desengarrafamento produzida por cisalhamento.
e Verificar se a técnica utilizada é viavel para a investigacao desse sistema.

e Obter informagdes que possam contribuir para a elaboracao de uma teoria que

descreva o comportamento mecéanico desse sistema.

Esta dissertacao estéd dividida em duas partes: a primeira parte composta pelos
capitulos dois, trés e quatro descreve os conceitos fundamentais necessarios para

aplicagao do método em sistemas granulares.

No segundo capitulo sao descritas as principais caracteristicas e propriedades so-
bre materiais granulares, além de fenomenos tais como: avalanches, segregacao por
cisalhamento e engarrafamento no transporte de graos. No terceiro capitulo apre-
sentamos um breve estudo das tesselacoes no plano euclidiano - técnica utilizada
para obter informacoes dos sistemas granulares -, algumas definicoes matemaéticas e

caracteristicas das Tesselagoes, dando énfase aos tipos de elementos e de tesselagao.
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No quarto capitulo abordaremos as principais estruturas da Geometria Computa-
cional e decrevemos as principais propriedades, os algoritmos e suas respectivas

complexidade para a construcao da tesselagao de Voronoi e Delaunay.

Na segunda parte, o quinto capitulo descreve o sistema a ser analisado, os algorit-
mos utilizados e os resultados. No sexto capitulo sao apresentadas as conclusoes e

as perspectivas para futuros trabalhos.



Parte 1

Conceltos Basicos



Capitulo 2

Sistemas Granulares

2.1 Introducao

Neste capitulo, apresentaremos aspectos teoricos fundamentais para a compreensao
dos sistemas granulares (SG), ja que o objetivo desse trabalho é investigar o com-

portamento dos SG a partir das Tesselagoes de Delaunay e Voronoi.

Sistemas granulares sao constituidos por um grande ntimero de particulas macrosco-
picas denominadas graos. Os graos tém forma arbitraria e os seus diametros podem
variar de algumas centenas de microns, como as particulas de poeira, até alguns

quilometros de diametro, como os asteroides que formam os anéis planetarios [64].

Os materiais que compoem esses sistemas estao amplamente presentes na natureza
e ¢é a principal matéria-prima em diversos segmentos da industria, e sao exemplifica-
dos como: graos de mostarda, graos de areia, graos de acgticar, cereais, solo agricola
[10, 18].

Nao constituem um novo estado da matéria [18] e, assim como os sistemas mo-
leculares, os materiais granulares podem apresentar fase solida, liquida e gasosa,

dependendo das condigoes fisicas impostas externamente.

Um exemplo simples que mostra esse comportamento peculiar é o de um empilha-
mento de areia: em repouso comporta-se como sélido; depositada em uma superficie
plana bem inclinada, comporta-se como um fluido; e assemelha-se a um gas, quando
uma pequena quantidade de graos é fortemente agitada no interior de um recipiente,

conforme 2.1.
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Figura 2.1: Na figura a esquerda a pilha esta inclinada com um angulo abaixo do
angulo de repouso e se comporta como solido. Na figura a direita a pilha esta
inclinada poucos graus acima do angulo de repouso, fazendo com que os graos da
superficie se comportem como um fluido. Retirada de [30]

O estudo dos sistemas granulares ¢ majoritariamente experimental, o que se justifica
pelo nimero de particulas e a diversidade das interacoes fisicas. Alguns estudiosos
notaveis aparecem nos estudos deste sistema, tais como: Coloumb, que propds a
idéia de atrito estatico; Faraday, que escreveu sobre a instabilidade convectiva em

um recipiente cheio submetido a vibragoes [8].

Na década de 60 existiam poucos estudos tedricos que se antecipavam aos resulta-
dos experimentais [42], mas com o advento dos computadores houve um crescimento
nos estudos teodricos realizados, com destaque por P. G. de Gennes, laureado com
o prémio Nobel. Estes experimentos se concentraram nos estudos quantitativos de
compactagao, mistura e segregacao, avalanches, formato de dunas e padroes obtidos

por vibragoes [43].

Mesmo com varios estudos experimentais e tedricos e algumas descobertas relevantes,
ainda hé necessidade de uma teoria que unifique as caracteristicas desses sistemas.
Assim, um conjunto de equagoes capazes de prever o comportamento desses graos
quando submetidos a certas condigoes continua sendo alvo de estudo das comunida-

des de Fisica e Engenharia de Materiais.
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Graos sao particulas solidas e podem apresentar diversidade quanto a: densidade,
forma, tamanho, rugosidade. Misturas reais de graos sao caracterizadas por uma

distribuigao variada de tamanhos como mostra a figura 2.2.

Figura 2.2: Exemplo de uma amostra que apresenta formas e tamanhos variados de
graos. Retirada de [18]

Os graos oferecem resisténcia mecanica moderada a forcas externas, tendo como
principais caracteristicas:

1. ntimero elevado de atomos;

2. forma e tamanho irregulares;

3. atrito nas superficies;

4. inelasticidade durante as colisoes;

5. resisténcia a compressao e ao cisalhamento.

Entre os graos existem interagoes de varios tipos. Os graos tém movimentos in-
dependentes e interagem entre si por meio de forcas de contato dissipativas 18],
para quais as flutuagoes térmicas sao despreziveis. Durante o contato entre os graos
encontramos forgas elasticas compressivas e forcas de van der Walls, que tornam-se
relevantes quando os graos estao muito proximos e apresentam diametros muito pe-

quenos.

Fora as forcas atrativas, ha também as forgas eletrostaticas repulsivas, que surgem

devido as cargas sobre a superficie dos graos, originadas pelo atrito entre eles [42].

2.2 Empilhamentos Granulares

O arranjo global de um SG esta relacionado com a organizagao interna dos graos.
Uma pilha de graos é uma distribuicao randomica que se apresenta de maneira ex-

tremamente complexa, devido a distribuicao de contatos e as forcas de interagoes
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entre esses contatos. O nimero de contatos de um grao é denominado de nimero

de coordenacao e é representado pela letra Z.

Na figura 2.3 podemos observar na pilha a esquerda que cada grao esta aparen-
temente em contato com quatro outros graos. FEsse tipo de empilhamento é de-
nominado sostdtico quando o niimero de equagoes ¢é igual ao niimero de variaveis
do sistema. Para empilhamentos sem atrito o nidmero de coordenacgao isostatico é

Z = 4. Para empilhamentos com atrito, o caso isostdtico ocorre para Z = 2.

Um modelo simples de pilha de graos nos mostra que um sistema aparentemente

simples pode ser extremamente complexo de analisar [18].

Figura 2.3: Dois modelos simples de empilhamentos bidimensionais. Retirada de
[18]

Para a compreensao desse sistema é necessario determinar as forcas de interagao en-
tres os graos, porém existe uma dificuldade, ja que nao é possivel determinar a forca
de atrito sobre um soélido sem sabermos detalhadamente a deformacao microscopica
do grao [42]. Outro fator complicador é que em uma pilha as forgas se transmitem
em diregoes nao verticais, de maneira nao uniforme, conforme exemplificado pela
figura 2.4.

Figura 2.4: Contatos entre os graos. Retirada de [42]
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A tendéncia é que as forgas se transmitam para baixo, ao longo de linhas, onde as
tensoOes compressivas sao especialmente fortes, formando arcos. A figura 2.5 a seguir

representa a distribuigao de forgas no interior de um sistema de discos.

Figura 2.5: Exemplos cadeias de for¢as. Retirada de [18]

Existem forgas que aparecem da interacao dos graos com a vizinhanga. Considera-se
como vizinhancga outros graos e o fluido no qual esses graos estao imersos, denomi-
nado fluido intersticial, em geral o ar ou dgua. Um filme fino de dgua pode levar a
uma grande aderéncia entre os graos. Um certo grau de umidade é encontrado no
ar e, portanto, se a superficie dos graos estiver imida, esta umidade gera forcas de
atracao entre os graos devido a tensao superficial [18]. Essas forgas de atragao sao
comumente denominadas de for¢as de coesao e tornam-se relevantes para graos de
diametros muito pequenos, e depende do grau de umidade, conforme a figura 2.6.

Por outro lado, sistemas demasiadamente secos podem produzir cargas elétricas, que

podem ser relevantes no calculo das interagoes [37].

=
/égua cria

aderéncia

Figura 2.6: Dois graos cobertos por um filme de dgua. A tensao encontrada gera
forgas de atragao entre os graos. Retirada de [42]

A forga produzida pelas paredes do recipiente sobre os graos pode provocar defor-
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macgoes nos mesmos. Percebe-se que essa complexidade de interagoes somada ao
comportamento nao usual deste sistema, quando submetido a certas condigoes, di-
ficulta a determinagao de grandezas fisicas tais como: forgas, densidade, tensoes,

pressao, e outras.

Os principais tipos de forgas que atuam sobre o sistema sao: as forgas dissipativas,
decorrentes das interagoes entre os graos (F'c), e as forgas devidas a interagao dos
graos com o fluido intersticial (F'v). A razao entre essas forgas denomina-se niimero

de Bagnold [18], sendo expresso por:

(Fo)
(Fv

B—

~—

2.3 Principio da Dilatancia

Em 1885, Reynolds observou que um sistema de graos compactados dentro de um
involucro flexivel tem seu volume aumentado quando submetido a compressao ex-
terna. Esse fendmeno ficou conhecido como Principio da Dilatdncia. Este principio
mostra que sistemas de graos, quando compactados, se expandem devido a ocorrén-
cia de cisalhamento; isto quer dizer que, ao se aplicar uma forca de compressao sobre
o material, os graos se afastam uns dos outros para poderem se mover diminuindo

a densidade do sistema.

O efeito da dilatincia é facilmente observado quando caminhamos sobre a areia
umida na beira da praia. Ao provocarmos uma pressao na areia com 0S NOSSOS
pés, a regiao ao redor dos pés torna-se imediatamente ressecada, isso ocorre porque
a areia compactada dilata aumentando o volume intersticial, o que permite que a
agua seja drenada da superficie, tornando-a seca. Ao se retirar o pé, a areia volta a
compactar-se e expulsa a d4gua novamente para cima, tornando molhada a superficie

de areia [8].

Reynolds demonstrou esse fato através de um experimento bem simples: uma bolsa
de borracha ¢ preenchida com areia grossa e um liquido colorido; um tubo de vidro,
que contém esse liquido, é inserido na bolsa; observa-se que o nivel de liquido do

tubo diminui quando a bolsa é apertada 18], como mostra figura2.7.
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Tube preenchide com
liquide coloride

Bolsa de borracha com
areia e liquide colonide

Figura 2.7: Exemplo de dilatancia. Retirada de |§|

2.4 Segregacao
As duas principais caracteristicas que definem os materiais granulares sao:

e a natureza dissipativa das interacoes entre os graos, devido as colisoes inelas-

ticas e o atrito estatico,
e o fato de as flutuagoes térmicas nao exercerem influéncia sobre o sistema.

As particulas granulares sao grandes o suficiente para que a gravidade e o atrito
previnam o movimento aleatério induzido pela temperatura [26]. Dessa maneira,
para um fluxo granular permanecer ativo deve-se introduzir energia no sistema na

forma de forcas externas.

Para se obter misturas homogéneas de diferentes graos é necessario a vibragao ou
rotacao do recipiente onde eles estao depositados, ou seja, transmitir energia para
o sistema. Entretanto, esse procedimento muitas vezes nao ¢é eficiente. Frequente-
mente, observa-se separacao parcial ou total dos graos, comprometendo a qualidade

final do produto ou dificultando as etapas do processo de produgao [18].

O fendmeno da segregacao é uma caracteristica pertinente aos materiais granulares.
Em uma mistura de materiais particulados distintos, ou seja, com diferentes propri-
edades mecanicas, como tamanho, rugosidade, forma e densidade, os graos tendem

a se separar quando submetidos a agitacao externa.

Os liquidos, em geral, possuem uma pré-disposicao para se misturarem; ja os mate-
riais granulares nao. Estes, quando submetidos a vibracoes verticais, tendem a se

separar por tamanho, os graos maiores em cima e os menores em baixo. Chamamos
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esse fenomeno de efeito castanha-do-para, (Brazilian Nut Effect).

Existem basicamente dois tipos de segregagao granular:
1. segregacao por vibracao;
2. segregacao por cisalhamento.

Na segregacao por vibra¢ao, o movimento relativo das particulas é dado pela agita-
¢ao do recipiente na direcao vertical. A segregagao por cisalhamento é causada por

um fluxo diferencial que se localiza na camada superior do volume de graos.

Na fabricagao de medicamentos o fenémeno de segregacao é indesejavel, pois a mis-
tura do composto de uma pilula ou um comprimido deve ser o mais homogéneo
possivel. Por esse motivo, torna-se importante conhecer a dinamica destes sistemas.
Por outro lado, o peneiramento de misturas de diferentes graos beneficia-se desse
processo, pois quando submetidos a vibragoes, os graos menores movem-se para a

parte inferior da peneira, passando pelos orificios [42].

2.5 Avalanches

As avalanches em empilhamentos granulares sao fenémenos obtidos quando o sis-

tema entra em condicgoes criticas.

As avalanches ocorrem apés o empilhamento de graos numa superficie, de forma que
essa deposicao produza um declive; quando o declive fica demasiadamente ingreme
alguns graos deslizam causando pequenas avalanches. A medida que mais graos
sao adicionados, o declive da pilha aumenta, provocando também um aumento nas

avalanches (nos deslizamentos desses graos) [1].

Os deslocamentos de graos podem se dar por meio de um fluxo continuo de maté-
ria ou por um fluxo intermitente, dependendo da intensidade da fonte externa de
energia. Estes agentes externos podem ser a adicao de novos graos ou a variagao
da inclinagao da superficie, visto que as flutuagoes térmicas sao insignificantes para

vencer a barreira entre dois estados de equilibrio do sistema [40].

Em empilhamentos no formato de cone, a dindmica dos graos na superficie ¢ muito
diferente daquela em que os graos estao no interior da pilha. Os graos internos sao
bem mais estaveis, pois tem seu movimento impedido pelos graos vizinhos em to-

das as dire¢oes. Por outro lado quando na superficie, o graos possuem vizinhos em
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apenas um dos lados, estando livre para rolar pela fronteira uma vez desestabilizada

8, 40].

O declive da pilha cessa somente quando atinge o dngulo de repouso. Caso o declive
inicial seja maior que o angulo de repouso, uma quantidade muito grande de graos

se desloca pela superficie, provocando uma grande avalanche.

2.6 Engarrafamento

Durante o processo de deposi¢ao ou transporte de um material granular sob gravi-
dade, ocorre a formagao de arcos entre graos devido ao contato permanente entre os
mesmos, conforme a figura 2.8. A medida que o processo evolui no regime quase es-
tatico, pode ocorrer eventualmente a interrupcao do fluxo do material, ocasionando

o estado conhecido como engarrafamento (jamming).

—__\_

N, #_WL[):L \F\%)I k"ﬁ 3-—»—/

_,r _.IL )’

1—.-—p ARCO

Figura 2.8: Exemplo de formacao de arcos produzindo um engarrafamento. Retirada
de [8]

Neste estado, o sistema comporta-se como sélido apresentando resisténcia moderada

ao cisalhamento e formando uma rede permanente de contatos e forcas.

Sistemas engarrafados sao de grande interesse tecnolégico, uma vez que diversos

processos industriais e naturais apresentam este fendmeno [43].

Para retirar o sistema do estado engarrafado existem trés maneiras distintas:
1. aumentando a temperatura granular do sistema (agitagao mecanica);

2. diminuindo-se o grau de compactacao;
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3. aplicando-se uma forga de cisalhamento.

Neste trabalho estaremos interessados no terceiro caso onde aplicaremos uma forga

de cisalhamento na horizontal em um empilhamento granular sob gravidade.

Em seguida apresentamos os fundamentos mateméticos a serem utilizados para
quantificar o grau de organizagao de um empilhamento de graos quando subme-

tidos a forcas de cisalhamento.



Capitulo 3

Tesselacao no Plano Euclidiano

Introducao

Os padroes geométricos obtidos pelas tesselacoes sao observados na natureza, como
por exemplo, no arranjo das escamas de peixes, nas bolhas de sabao, nos arranjos de
cristais e nas colméias de abelhas, e sao reproduzidos pelo homem desde os tempos

antigos, como mostram as figuras 77.

Figura 3.1: Exemplos de tesselacoes na natureza: a figura a esquerda apresenta a
epiderme de um réptil e a da direita, uma colméia de abelhas. Retirada de [17].

A simetria e a harmonia desses padroes encantam o observador. Desde os tempos
mais remotos, os homens vém reproduzindo e criando novos padroes, sendo repre-
sentados nas mais diversas formas na decoragao de objetos como: ceramicas, tecidos

e outros.

Esses padroes geométricos estiveram presentes nas civilizagoes inca, egipcia e isla-
mica. Essa simetria também pode ser observada nos desenhos e nas pinturas que

os povos indigenas realizam nas pecas artesanais, nos utensilios domésticos e nos
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desenhos que aplicam em seus proprios corpos.

A técnica de pavimentacao na ornamentagao foi muito difundida com as civilizagoes
greco-romanas e entre os mouros. O palacio de Alhambra, construido por volta de
1284, na cidade de Granada na Espanha apresenta varios padroes de tesselacoes,

mostrados em 3.2.

Figura 3.2: Exemplos de pavimentacdes na arquitetura. A esquerda: Verga do
acesso ao alojamento do sultao, Turquia. A direita: Santuario de Darb-i Iman, Iran.
Retirada de [65].

Os islamicos, por motivos religiosos, nao permitem o uso de figuras de seres vivos
em manifestagoes artisticas [12]. Talvez por esse motivo, desenvolveram essa téc-
nica de uma forma mais geométrica, na fabricacao de azulejos, tecidos e tapetes,
utilizando triangulos, quadrilateros, pentagonos, hexagonos e outras combinagoes
de pecas, aparentemente sem saber que usavam conceitos mateméticos avancados

para a pavimentacao do plano euclidiano e suas isometrias.

Mas os primeiros registros que se conhecem sobre a teoria das tesselagoes no plano
euclidiano sao associados a Johannes Kepler, matemético e fisico alemao por volta
de 1600.

Tesselar ou pavimentar sao os nomes dados a técnica que consiste em cobrir super-
ficies planas com figuras de um ou mais tipos, regulares ou nao, sem falhas entre as

figuras e sem sobreposicao.

A respeito dos nomes dados a essa técnica, vamos esclarecer alguns pontos. Pelo que
podemos observar na literatura e nos dicionérios, pavimentar é o ato de recobrir o
chao. Ja na lingua inglesa a palavra é tesselation; entao, conclui-se que seria acei-
tavel a palavra tesselagcao na lingua portuguesa, que tem um sentido mais amplo, o

de recobrimento de uma superficie qualquer.
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Em alguns textos comumente aparece a palavra mosaico, que pela conceituagao
matematica e pelo significado nos dicionérios, nos remete ao resultado de uma pa-

vimentacao ou tesselacao.

Mosaico: ¢ um conjunto embutido de pequenas pecas, pintadas ou nao, com que

se formam figuras ou desenhos [6].

Quanto a palavra tecelagem, ou tecelag¢ao, seu emprego é mais adequado a tecidos.

Tecelagem: ato de tecer.

Para as pecas utilizadas para a pavimentagao cabe a palavra ladrilho ou mesmo
pecas, em textos na lingua inglesa aparece a palavra tile que pode ser definida como

peca ou bloco que se repete formando a pavimentacao.

Neste trabalho usaremos a expressao pavimentar quando estivermos em um contexto
matematico, e tesselacao para designarmos uma pavimentagao em qualquer outra

circunstancia.

Em resumo apresentaremos alguns conceitos e propriedades das tesselagoes no plano

euclidiano que serao tteis no decorrer do trabalho.

3.1 Conceitos Basicos

3.1.1 Linha Poligonal

Uma linha poligonal é a uniao de um numero finito de segmentos P, P, P, P3, P3P,
sy P Pyiq, tais que trés pontos consecutivos P;_1, P,, nao sao colineares. Os pontos

P; sao os vértices da linha poligonal, conforme a figura 3.3.

Uma linha poligonal P, Py, P,Ps, P3Py ..., P,P,.1 é chamada de fechada se P, =
P,. Caso contrario ela é aberta. Uma linha poligonal P, Py, P,Ps, P3Py ..., P, P iq
¢ denominada de simples se dois segmentos nao consecutivos que a compoem sao

disjuntos.
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Figura 3.3: Linha poligonal aberta e fechada. Retirada de [17]

3.1.2 Interior e exterior de uma linha poligonal

Uma linha poligonal simples e fechada divide o plano em trés conjuntos: uma re-
giao limitada, uma regiao ilimitada e a propria poligonal. Dizemos que os pontos
da regiao limitada estao no interior da linha poligonal, e que os pontos da regiao

ilimitada estao no exterior da linha poligonal.

3.1.3 Poligonos

Uma linha poligonal simples e fechada L também é chamada de poligono. Os pontos
no interior desta linha poligonal L formam a regiao poligonal P, cuja fronteira é a
linha poligonal L. Observe que uma regiao poligonal ¢ um subconjunto aberto do

plano euclidiano.

Para evitar um formalismo desnecessario, usaremos a terminologia poligono para
representar tanto uma linha poligonal quanto a regiao poligonal que ela limita. Por
exemplo, a terminologia triangulo seré usada para indicar uma linha poligonal de

trés lados ou para indicar a regiao triangular, observe a figura 3.4.

Figura 3.4: A esquerda, linha poligonal L. A direita, o poligono ou regido poligonal
cuja a fronteira é a linha poligonal L. Retirada de [17]
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3.1.4 Poligono Convexo

Um poligono é convezo se cada reta determinada por dois de seus vértices consecu-

tivos deixa o poligono em um tnico semiplano.

£ D £

Figura 3.5: A esquerda poligono convexo. A direita, poligono nao convexo. Retirada
de [17]

3.2 Tesselagoes Parciais do Plano Euclidiano

3.2.1 Pavimentagao Parcial

Seja L uma linha poligonal simples e fechada. Uma pavimentagao da regiao poligonal

P limitada por L é uma subdivisao de P em um numero finito de poligonos tais que:

1. a uniao de todos esses poligonos e suas fronteiras ¢é igual a de P;

2. a intersecao de dois desses poligonos é vazia.

Uma pavimentagao de uma regiao poligonal também ¢é chamada de uma pavimen-

tagao parcial do plano euclidiano.

3.2.2 Pavimentagao Ideal

Uma pavimentacao ideal do plano euclidiano é uma subdivisao do plano em uma

quantidade enumerével de poligonos tais que:
1. a uniao de todos esses poligonos e suas fronteiras é todo o plano;

2. a intersecao de dois desses poligonos é vazia.
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Figura 3.6: Pavimentagao parcial constituida de 6 poligonos. Retirada de [17]
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Figura 3.7: Pavimentagao ideal. Retirada de [17]
3.3 Elementos de uma Tesselacao

Consideremos uma pavimentacao parcial ou ideal do plano Euclidiano. Definimos
e Noés

Os vértices dos poligonos da pavimentagao sao denominados nés. Nesta defi-

ni¢ao ¢ importante chamar a atengao para o fato de que em um dado poligono

da pavimentagao podem aparecer, na sua fronteira, uma quantidade de nos
maior que a quantidade de vértices. Por exemplo, de acordo com a figura 3.8,

o poligono 1 é um pentagono, com 5 vértices e 6 nés. Ja o poligono 2 tem a
mesma quantidade de nos e vértices.

e Arestas

As arestas de uma pavimentacao sao os segmentos de reta que tem por ex-
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Figura 3.8: Exemplos de nos de uma pavimentagao. Retirada de [17]

tremidades dois nés consecutivos de um mesmo lado de um poligono. Dessa
forma as arestas da pavimentacao podem ser lados ou parte de lados do poli-
gono que a define. Por exemplo, na figura 3.8, o poligono 1 é um pentagono,
naturalmente com cinco lados, mas na pavimentacao, na sua fronteira, estao

contidas seis arestas.

3.4 Tipos de Tesselacoes

As pavimentagoes parciais ou ideais do plano euclidiano podem se classificadas de

acordo com as seguintes defini¢oes:

e Pavimentacao lado-lado
Uma pavimentagao ¢ lado-lado se cada uma de suas arestas ¢ lado de algum
dos poligonos que a definem, ou equivalentemente, se todo né na fronteira
de um poligono da pavimentacao é vértice do poligono. Dessa maneira, uma
pavimentacgao lado-lado é formada pela justaposicao de poligonos através de

lados congruentes, conforme a figura 3.9.

Figura 3.9: Exemplo de pavimentacao lado-lado. Retirada de [17]
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e Pavimentagoes Monoédricas ou Puras
Uma pavimentacao monoédrica ou pura é constituida por poligonos congru-

entes entre si.

Figura 3.10: Exemplo de pavimentagdo monoédrica. Retirada de [17]

e Pavimentacoes Regulares
Sao pavimentagoes monoédricas e lado-lado em que os ladrilhos sao poligonos

regulares.

Figura 3.11: Pavimentagao Regular. Retirada de [17]

e Pavimentacgoes Transitivas
Uma pavimentacao ¢é transitiva se, dadas duas pecas quaisquer da pavimen-
tagao, existir uma isometria do plano euclidiano que preserva a pavimentacao
e que leva uma dessas pecas na outra, a figura 3.11 é um exemplo de uma

pavimentacao transitiva.
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3.5 Pavimentacoes Regulares do Plano Euclidiano

E comum, no dia-a-dia, encontrarmos pavimentacoes formadas por poligonos regu-
lares de um s6 tipo: no revestimento de pisos utilizando ceramicas quadrangulares,

nas pragas ou ruas pavimentadas por hexagonos.

A pergunta é: quais poligonos regulares servem como ladrilhos de uma pavimenta-
¢ao regular do plano? A resposta para essa pergunta depende da medida do angulo

interno do poligono regular da pavimentacao.

O angulo interno de um poligono regular de n lados é dado pela expressao

(n —2)180
n

Suponhamos que se tenha uma pavimentacao regular do plano formada exclusi-
vamente por poligonos regulares de n lados. Se em um né desta pavimentacao
aparecem m poligonos, entao a soma dos angulos internos desses poligonos neste

vértice deve ser igual a 360°, ou seja,

(n — 2)180
n

] = 360

m|

Simplificando esta equacao obtemos a igualdade

2n
m =
n—2
Como m > 3, obtemos a desigualdade
2n
>3
n—2

que equivale a n < 6.

Portanto, concluimos que os tnicos candidatos a ladrilhos de uma pavimentagao

regular do plano sao:
e Triangulo Equilatero;
e Quadrado;
e Pentagono Regular;

e Hexagono Regular;
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Desses candidatos somente o triangulo equilatero, o quadrado e o hexédgono regular

servem como pega para uma pavimentacao ideal do plano, isso por que na equagao

2n
n—2

m =

o resultado deve ser um nimero inteiro, pois esse nimero define a quantidade de
pecas que aparecem ao redor de um no, considerando a definicao de pavimentacao,

nao havendo buracos nem sobreposic¢ao.

3.6 Outras Tesselacoes

Tesselagoes Duais

Tesselacao dual é a tesselacao obtida a partir de uma tesselagao dada. As tessela-
¢oes duais sao aquelas que tém por nos os centros dos poligonos definidos de uma
outra tesselagao, por exemplo: dado a tesselagao hexagonal, figura 3.12, unindo-se
os centros dos hexégonos adjacentes obtém-se uma nova tesselagao triangular, dual

da hexagonal, em que os vértices dos triangulos sao os centros dos hexégonos.

As tesselagoes regulares sao duais de si mesmas, ou seja, a triangular é a dual da
hexagonal e a quadrada é dual dela propria. Outras tesselagoes tém suas proprias

duais, com caracteristicas definidas.

Figura 3.12: Padroes duais: a tesselagao triangular (pontilhada) é dual da tesselagao
por hexagono

Ja as tesselagoes monoédricas no plano euclidiano podem ser obtidas por qual-
quer tipo de triangulo, seja ele escaleno, isosceles ou equilétero, por quadrilateros

convexos ou nao, por hexagonos regulares, mais detalhes podem ser obtidos nas
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referéncias|14, 24, 26|, e ainda pode-se pavimentar o plano por pentdgonos convexos

nao regulares, e por trés tipos de hexagonos nao regulares, [23, 55, 59, 60, 61, 62, 63].

E comum a divisdo do plano, ou seja, uma tesselacdo com mais de um tipo de
poligono convexo ou nao, para mais detalhes ver referéncias [33, 21, 44, 51]. Al-
guns artistas partem de uma pavimentagao simples formando complexas figuras.
Esta técnica utilizada pelo artista Escher, que brincava com as isometrias e as tes-
selacoes, contruindo verdadeiras figuras matematicas, com um ilusionismo e uma
geometria que impressiona. Escher preenchia os poligonos da pavimentacao com
linhas formando desenhos de péassaros, peixes, répteis e outros, conforme a figura
3.13, obtendo mosaicos geometricamente complicados explorando as isometrias no
plano |9, 51].

Para finalizar esse capitulo, deixamos um questionamento. Qual é a pavimentagao

que esta por tras da figura 3.13

Figura 3.13: Divisao do plano com aves. Xilografia de Escher:Birds - 1949

Dentro desses tipos de tesselagoes podemos citar duas que foi utilizada como ferra-
menta para investigar os sistemas granulares. Sao as tesselagoes de Delaunay que é
uma tesselagao triangular e a tesselagao de Voronoi que é uma tesselagao constituida

por varios tipos de poligonos convexos, que serao abordadas no capitulo seguinte.



Capitulo 4

Geometria Computacional

4.1 Introducao

Neste capitulo abordaremos alguns aspectos historicos e tedricos relacionados a Geo-

metria Computacional.

Geometria Computacional é o estudo da construcao de algoritmos eficientes para

solucionar problemas que envolvam elementos geométricos.

A geometria computacional emergiu de areas de desenvolvimento e anéalise de algo-
ritmos em meados da década de 70. No entanto, a principal motivacao para o seu
progresso como disciplina autéonoma foi a producao de processadores mais velozes e
o surgimento de dreas como computacao gréafica e robotica. E importante destacar
que a maioria dos problemas abordados por esta disciplina sao tipicamente geomé-

tricos por natureza.

O proposito da geometria computacional é estudar problemas geométricos sob o
ponto de vista algoritmico. Ha um paralelo entre Geometria Computacional e De-
senho Geométrico: em ambos, o objetivo freqiientemente é obter novos elementos
geométricos a partir de construgoes elementares. A diferenca esté em que, na Geome-
tria Computacional, as figuras geométricas e construgoes correspondem a estruturas
de dados e algoritmos, respectivamente. O problema de interesse, em geral, é o de
efetuar uma determinada constru¢ao de modo a utilizar o menor nimero possivel

de passos elementares.

Os dados, ou as entradas, dos problemas para os quais se busca uma soluc¢ao na

geometria computacional sao um conjunto finito de objetos geométricos tais como:
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pontos, retas, segmentos, poligonos, circulos e outros elementos da geometria Eucli-
diana [16].

As solugbes para problemas que envolvam aspectos geométricos relacionam os ele-

mentos de entrada com os elementos de saida, tais como:

e calcular algum nimero relacionado com a entrada: a édrea de um poligono ou

0 seu perimetro,

e construir um objeto geométrico a partir da entrada, como por exemplo: o
ponto de interseccao de dois segmentos, ou ainda: o menor poligono que con-

tém um conjunto de pontos,

e decidir se os dados de entrada satisfazem uma determinada propriedade: se
um poligono é convexo ou se um determinado ponto esta no interior de uma

regiao limitada por uma curva simples.

Dessa maneira os elementos geométricos sao definidos por nimeros reais por meio de
coordenadas ou equagoes. Esses elementos apresentam-se de maneira continua, mas
tém uma descricao discreta; um poligono ¢ uma regiao do plano, com um nimero
infinito de pontos (parte continua), mas pode ser definido pela sua fronteira e ser
representado pela seqiiéncia dos vértices (parte discreta), permitindo a representa-

¢ao do poligono em um computador [16].

A solucgao para os problemas geométricos envolve aspectos geométricos e topologicos.
Os aspectos geométricos estao relacionados com a forma e as caracteristicas métri-
cas do objeto; ja os topologicos estao relacionados com as transformagoes continuas
que podem ser continuamente desfeitas, ou seja, com a condi¢cao de adjacéncia e

incidéncia entre objetos.

De maneira bem simples, podemos considerar a topologia como a geometria sem
medida, pois ela trata os objetos pelas relagoes que eles apresentam entre si, inde-
pendente de suas dimensoes ou forma. Assim, para a topologia um cubo é igual a

uma esfera, mas ambos sao diferentes de uma xicara [13].

Desta maneira, um algoritmo geométrico envolve partes numéricas, que apresen-
tam algum célculo relacionado com o elemento geométrico: distancia entre dois
pontos, determinacao da area ou o perimetro de um poligono; e partes discretas

correspondentes ao calculo da topologia; se as transformacgoes realizadas no objeto
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preservaram as estruturas topologicas. Por exemplo, se ao esticar, encolher ou en-
tortar uma figura, dois pontos quaisquer da figura original pemanecem juntos na

figura transformada|15, 19].

As estruturas de dados topologicas sao aplicadas em modelagem geométrica, ana-
lise adaptativa, simplificagdo de malhas, suavizacao de malhas, extracao do fecho
convexo e detecgao de silhueta [16]. Uma estrutura é dita topologica quando prové
acesso a relacoes de adjacéncias entre entidades topologicas definidas, como por
exemplo: quais faces usam um determinado vértice ou quais arestas utilizam esse
vértice? Ou ainda, quais faces sao adjacentes? Para a construcao da tesselacao de
Voronoi e Delaunay é necesséario deteminar relagoes como adjacéncia (pontos vizi-
nhos), pertinéncia (o tridangulo pertence a que poligono de Voronoi), interseccao (os
vértices do triangulo de Delanay pertence a qual circunferéncia), cruzamento (as
mediatrizes dos lados dos triangulos de Delaunay se cruzam formando os vétrices

dos poligonos de Voronoi)|25].

A Geometria Computacional, apesar de ser recente, tem raizes na matemaéatica desen-
volvida pelos gregos, diferenciada dos babilonios e dos egipcios. Os gregos buscavam
respostas de problemas sem aplica¢ao pratica. Levavam em conta problemas relacio-
nados com processos infinitos, movimento e continuidade [58]. As diversas tentativas
de se resolverem tais problemas promoveram a construgao do método axiomatico,
que consiste em admitir como verdadeiras certas proposigoes e, a partir delas, por

meio de um encadeamento logico, chegar a proposi¢oes mais gerais.

A matematica, mais especificamente a geometria, é formalizada e difundida com o
livro de Euclides, “Elementos” , e com o desenvolvimento do método axiomatico da
prova, que organiza operacoes bésicas a partir de uma preposicao considerada verda-
deira, a fim de mostrar a nao contradi¢ao da hipotese. Esse método, que determina
operagoes geométricas (algoritmos) baseadas em operagoes simples, satisfaz todas
as exigéncias de construcao de um algoritmo que pode ser considerado como uma

sequéncia de instrugoes bem definidas [45].

Podemos dizer entao que a geometria computacional comecou a se desenvolver a
partir do método axiomético da prova e do advento dos computadores. Porém, com
o surgimento das provas por redugao ao absurdo, provas diretas que partem de uma
nao verdade obtendo uma resposta sem fundamento 16gico, a construgao de algorit-
mos geométricos fica paralisada, pois esse tipo de prova nao gera uma sequéncia de

operacoes que possibilite a construcao de um algoritmo, ficando a geometria com-
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putacional sem suporte logico.

A Geometria Computacional reaparece na década de 90 quando os matematicos vol-
tam com as provas construtivas (que geram um algoritmo) e foi beneficiada com a
melhoria da capacidade de processamento dos computadores, permitindo a constru-
¢ao de algoritmos geométricos eficientes para solucionar problemas com caracteriti-
cas geométricas.

E necesario um modelo computacional para discutir precisamente se um algoritmo
é eficiente, isto é, quais sao as operacoes basicas e como elas podem ser combina-
das e ordenadas; ou ainda, qual é o custo de cada operacao béasica. A eficiéncia
de um algoritmo ¢ medida somando os custos das operagoes basicas e a quantidade
de recursos computacionais usados na execucao do algoritmo. Basicamente, o que
interessa é quanto tempo o algoritmo leva para solucionar o problema. FKEsse cal-
culo permite determinar a complexidade do algoritmo e foi introduzido por Emile
Lemoine em 1902 [47, 45|, que mediu a simplicidade para os algoritmos que utiliza-
vam as construcoes de Euclides definida pela relagao entre o tempo de resolucao do
problema e o tamanho da entrada dos dados. Os algoritmos eficientes serao aqueles
cujo custo (tempo e memoria) cresce o mais devagar possivel com o tamanho da

entrada.

Em 1985, Preparata e Shamos publicam o primeiro livro de Geometria Computa-
cional [47]. Deste entao, a Geometria Computacional passou a ser uma alternativa
para solucionar problemas da matemética aplicada a partir de elementos geomé-
tricos, obtendo solucao com complexidade polinomial, ou seja, com menor custo

computacional [52].

Dentre as principais estruturas da geometria computacional podemos destacar: o
fecho convexo, a triangulagao de Delaunay e a tesselagao de Voronoi. Sao as estru-
turas geométricas mais versateis, que resolvem uma gama de problemas, tais como:
locacao de empresas, deformacao de imagens, o problema do caixeiro viajante, pro-

blemas da robotica e astronomia [10].
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4.2 Fecho Convexo

O primeiro problema a ser completamente resolvido pela geometria computacional
foi o problema do fecho convexo. E a complexidade para a construgao do fecho con-
vexo esta intimamente ligada a problemas de ordenacao e muitos algoritmos para

ordenacao tém versoes analogas para fecho convexo.

Dado um conjunto S com n pontos no plano a uniao dos pontos mais externos
forma um tunico poligono convexo que contém, junto com a sua fronteira e a regiao
interna todos os n pontos, essa regiao ¢ a menor area que limita os n pontos e é
chamado de fecho convezro e representaremos por conv(S), conforme a figura 4.1.

Mais precisamente, o fecho convexo de § é caracterizado por:

e 0 conv(S) é um poligono convexo;
e 0 conjunto formado pelos n pontos C conv(S);

e se existe um conjunto K convexo, S C K = K D conv(S).

A definicdo acima mostra que é equivalente dizer que o fecho convexo é a intersecao

de todos os conjuntos convexos que contém o conjunto de n pontos:

conv(S) = ﬂ K

KDS

Figura 4.1: Exemplo de Fecho Convexo

Demonstragao: Seja o conjunto C a intersecao de todos os conjuntos convexos que
contém S. Entao C' D S, pois S C K, para todo K na intersecao acima. Além disso,
C é convexo, pois a intersecao de qualquer familia de convexos é convexa. Assim, C é
um convexo que contém S. Logo, C' O conv(S), pela definigao de conv(S). Por outro
lado, conv(S) é um convexo que contém S e portanto aparece como K na interse¢ao

acima. Logo temos C' C conv(S) e portanto C = conv(S). ¢
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Uma defini¢ao mais concreta para fecho convexo usa a no¢ao de combinagao convexa.

Um ponto p é uma combinacao convexa dos pi, pa, ..., Pn, com p; €ER? quando

P = Ap1+ Aap2 + ... + Ay,

n
7COII1/\¢ER,)\Z‘ZO,Z A= 1.
Uma combinac¢ao convexa é um tipo especial de combinacao linear. Como os coefi-
cientes sao todos positivos e somam 1, entao pode-se ver uma combinacao convexa

como uma média ponderada dos pontos pi, p, ..., P, cOM Pesos Ai, Ag, ..., Ay.

A combinacao convexa generaliza a nocao de segmento de reta: os pontos no seg-

mento de reta xy ligando z e y sao combinagoes convexas de z e y, pois

zy=Ar+(1—Ny:Ae|0,1]

Portanto a no¢ao de combinac¢ao convexa esté intimamente ligada a nogao de con-
junto convexo. Logo, um conjunto K C R? ¢ fechado por combinacdes convexas
quando K contém todas as combinagoes convexas de pontos de K. Essa proprie-
dade caracteriza os conjuntos convexos: entao. um conjunto é convexo se somente

se ele é fechado por combinagoes convexas.

4.2.1 Simplexo

Um p- simplezo em R? p < 2 é o fecho convexo de p + 1 pontos v, v1, ..., v, de tal
forma que os vetores vy — vy, ..., v, — v sejam linearmente independentes. Os pontos
Vo, V1, ..., Up sa0 chamados de vértice do simplexo e p ¢ a dimensao do simplexo,

conforme 4.2.

0-sinplexo 1 -sirnplexo 2 -simplexo

Figura 4.2: Exemplos de Simplexos
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4.2.2 Complexo Simplicial

Apresentaremos o conceito de complexo simplicial que é uma estrutura combinatoéria
simples bastante utilizada na Geometria Computacional formada por uma cole¢ao

de triangulos que s6 se tocam em vértices ou arestas completas.

Complexos Simplicias MNao sfo Complexos Simpliciais

Figura 4.3: Exemplos de complexos e nao complexos simpliciais

Um complexo simplicial k em R? é um conjunto finito de simplexos em R? tais que:
dados quaisquer dois triangulos do complexo simplicial, uma das quatro situagoes

ocorre:

os triangulos sao disjuntos;

eles tém exatamente um vértice em comum;

e cles tém exatamente uma aresta em comum;

eles sao iguais.

4.3 Triangulacao

Nesta secao apresentaremos informacoes das tesselagoes por triangulos, dando én-

fase a triangulacao de Delaunay em duas dimensoes no plano Euclidiano.

Dentre os problemas resolvidos por geometria computacional, existe o problema que

consiste em subdividir o plano em regioes triangulares satisfazendo as propriedades
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Figura 4.4: Exemplo de um Complexo Simplicial

de uma tesselacao, ou seja, decompor um fecho convexo em um complexo simplicial.

Existem diversas areas de estudo nas quais torna-se necessario conseguir unir esses
pontos formando uma tesselagao triangular. Isso é de extrema importancia na com-
putacao grafica. Podemos dizer que, sem resolvermos o problema de triangulacao
de um conjunto de pontos, nao teriamos os jogos eletrénicos, como o Quake, Doom,
Flight Simulator etc, e muito menos filmes como Star Wars - Episodios 1 e 2 ou

Parque dos Dinossauros.

E por meio das triangulagoes que se criam, por exemplo, as estruturas de arame
ou “wireframes” que dao a sustentagao a textura que compoe a pele ou roupas dos

personagens.

Os aplicativos de deformacao ou morfismo produzem uma triangulagao da imagem
original e a partir de pontos estratégicos vao se adicionando ou conectando de ma-
neira diferente os pontos a fim de se obter uma nova triangulacao para que o efeito

desejado seja obtido [2].

Outra érea de aplicacao da triangulacio é a robotica. E possivel dotar um rob6 com
um radar ou sensores 6pticos de maneira que ele seja capaz de detectar a posicao
de obstaculos dispostos a sua frente. Com a posigao destes obstaculos memorizadas
e utilizando o algoritmo que promova a triangulacao, o robd pode ser capaz de de-
terminar qual é o fecho convexo que contém estes obstaculos e programar uma rota

que contorne os mesmos para evitar possivel aprisionamento [7].

Dado um conjunto de pontos no plano, dizemos que uma triangulacao deste con-
junto consiste em obter tridngulos cujos vértices sejam os pontos fornecidos e que

as defini¢oes da tesselacao lado-lado sejam aceitas. Além disso, que a uniao destes
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triangulos defina o fecho convexo do conjunto de pontos dado.

Para resolver computacionalmente o problema de triangulacao de pontos é necessario
fornecer a estrutura topologica completa da triangulacao, isto é, gerar todas as
adjacéncias ou informacoes suficientes para que se possa extrai-las eficientemente.

Para um conjunto finito de pontos no plano podemos determinar:

1. se esses pontos determinam uma triangulacao,

2. se a triangulagao determinada nao é tnica, existem outras triangulagoes dife-

rentes para o mesmo conjunto de pontos.

4.3.1 Triangulacao de Delaunay

A triangulagao de Delaunay, introduzida em 1934 pelo matemaético russo NiKolaevich
Boris Delone [45], que mais tarde passou a ser chamado de Delaunay (uma trans-
crigao de Delone para o francés). Em um estudo sobre triangulagdes, Delaunay
verificou que dado um conjunto de condi¢oes para uma triangulacao, existe apenas
um complexo simplicial que satisfaz tais condicoes, a essa triangulacao é denomi-

nada triangulacao de Delaunay.

A principal primitiva geométrica para computar a triangulacao de Delaunay é a
seguinte propriedade: um certo triangulo faz parte da tesselagao de Delaunay se,
e somente se, a circunferéncia cicuncrita ao triangulo nao contiver nenhum outro

ponto da tesselacao no seu interior.

Esse critério nao é suficiente, pois podem existir quatro vértices A, B, C e D na
circunferéncia e nenhum outro vértice no seu interior, o que faria com que os qua-
tros triangulos ABC, BCD e ACD, DAB, satisfizessem o critério, mas somente dois
deles poderiam fazer parte da triangulacao, esse fato faz com que a triangulacao de
delaunay nao seja tunica. A triangulacao de Delaunay tende a criar tridngulos mais

proximos de triangulos equilateros.

Formalmente, uma triangulagao de um conjunto P, com v; vértices ¢ uma triangu-

lagao de Delaunay T'(D) se, e somente se:

e todo elemento v; é vértice coletivamente da T'(D);

e a uniao de todos os tridngulos é o fecho convexo do conjunto P;
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Figura 4.5: Exemplo da nao unicidade da triangulagao de Delaunay

e a interseccao de cada tridngulo se faz através de dois vértices consecutivos e a

aresta entre eles, tesselacao lado-lado;

e cada aresta que conecta um vértice ao seu vizinho mais proximo é uma aresta
da triangulagao de Delaunay T'(D), e a circunferéncia que contém essa aresta,

nao circunda qualquer outro vértice;

e a circunferéncia circunscrita a cada tridngulo nao contém nenhum outro ponto

do conjunto P em seu interior;

Na figura 4.6 duas triangulagoes para o mesmo conjunto de pontos.

Triang. Delaunay Tridng. qualquer

tnangulo fino

Figura 4.6: Em a temos uma triangulagao de Delaunay obtida a partir de quatro
pontos, e em b temos uma triangulacao qualquer, pois um dos triangulos apresenta
um ponto no interior da circunferéncia circunscrita, e, portanto, nao satisfazem o
critério de Delaunay.

A figura 4.7 apresenta uma triangulacao de Delaunay sobre um conjunto de 49 graos.
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AVAVAVAVAY,
\VAVAVAVAVAVAVAVAVAVA
NAVAVAVAVAVAVAVAY.

Figura 4.7: Triangulacao de Delaunay

4.3.2 Algoritmos para Tesselagao de Delaunay

Todos os algoritmos para computar da tesselacao de Delaunay utilizam operagoes
rapidas para detectar se um ponto esta no interior da circunferéncia circunscrita a um
triangulo e uma estrutura suficiente para armazenar as posi¢oes (x, y) dos vértices
dos triangulos de Delaunay. Em duas dimensoes, uma maneira de verificar se um
ponto esta ou nao no interior da circunferéncia circunscrita é avaliar o determinante
formado pela coordenadas (z, y, z2 + y*), caso o determinante seja maior que zero o
ponto esta no interior da circunferéncia, entdo o triangulo nao é de Delauny [35].

Apresentaremos os principais algoritmos que determinam a tesselacao de Delaunay.
Algoritmo Incremental

O algoritmo incremental é uma forma bastante interessante para se construir a tes-
selacao de Delaunay. Apesar de nao possuir complexidade 6tima, para o pior caso
a complexidade ¢ O(n?) [52, 35]. O primeiro passo do algoritmo incremental para
a construcao da tesselacao de Delaunay é definir uma triangulagdo minima, este
primeiro tridangulo tem que ser suficiente para encobrir toda a area de trabalho, de

modo que nenhum futuro ponto do conjunto fique na regiao externa.

Uma vez obtida a triangulagao minima, comega-se a etapa de inser¢ao de pontos. O
primeiro passo dessa etapa consiste na selecao do ponto a ser inserido, o critério de
selecao define a ordem em que todos os pontos do conjunto serao inseridos na trian-
gulagao. Ao inserir um ponto na rede, novos tridngulos surgem na area de influéncia
obedecendo os critérios de Delaunay e triangulos invalidos (nao de Delaunay) sao
removidos. Desta forma, nao é preciso triangular todos os pontos do conjunto. Ao
final do processo quando todos os pontos sao inseridos é necessario a remocao do
triangulo inicial e os triangulos que possuem um vértice coincidente com o triangulo

inicial.
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Dividir para Conquistar

O algoritmo dividir para conquistar em duas dimensoes foi inicialmente construido
por Lee e Schachter em seguida melhorado por Guibas e Stolf e mais tarde por Dwyer
[52], esse metddo resolve o problema em tempo O(NlogN). Este algoritmo, recursi-
vamente divide pela metade o conjunto de pontos até que eles estejam particionados
em subgrupos de dois ou trés pontos. Cada subgrupo é facilmente triangulado (for-
mando uma aresta ou um triangulo) em seguida essas partes sdo reunidas formando

triangulacoes maiores.

A composicao de sub-solugdes nao é uma tarefa facil. Este algoritmo pressupoe a
utilizagao de uma estrutura de dados especial, chamada “quad edge” e a criagao de
triangulos temporarios durante o processo que servem de auxilio para a obtencao

dos verdadeiros triangulos de Delaunay.
Algoritmo de Varredura de Fortune

Fortune construiu um algoritmo para a geragao da triangulacao de Delaunay que
resolve o problema em tempo O(NlogN) [20]. Uma linha horizontal varre o con-
junto de pontos para o qual deseja construir a triangulagao de Delaunay. A linha
horizontal varre o conjunto de pontos de cima para baixo; & medida que essa linha
intersecta os pontos, calculam-se elementos tais como: a circunferénia que contém
o segmento formado por dois desses pontos como didmetro, se existir um ponto
do conjunto no interior dessa circunferéncia, entao o segmento formado nao ¢ uma

aresta de Delaunay.

A estrutura de dados utilizada deve ser capaz de armazenar os pontos ja analisa-
dos cuja regiao de influéncia esta acima da linha de varredura. A cada novo ponto
encontrado pela linha de varredura deve-se calcular a fronteira da sua regiao de
influéncia com as regioes armazenadas na estrutura. Essas serao regides vizinhas a
nova regiao. A seguir devemos inserir a nova regiao na estrutura, e eventualmente,

remover da estrutura algumas regioes que nao toquem mais a linha de varredura.

4.4 Diagrama de Voronoi

O diagrama de Voronoi, também conhecido como tesselagao de Dirichlet ou ainda

malha de Voronoi é uma estrutura geométrica formada por poligonos convexos re-
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gulares ou nao, obtidos a partir de um conjunto arbitrario de pontos no espaco
euclidiano. E uma tesselacdo do tipo lado-lado, que permite determinar, no espaco
m-dimensional, a regiao de dominio dos pontos dados e os vizinhos mais préximos.
Essa regiao de dominio estd fundamentalmente associada a problemas envolvendo
proximidade (vizinhos mais proximos). Estes pontos podem representar centros co-
merciais, atomos, hidrantes, agéncias bancarias, hospitais, etc e com aplicagoes nas

mais diversas areas.

Os seguintes elementos podem ser usado para descrever a tesselacao de Voronoi:

e célula ou poligono de Voronoi é a unidade basica da tesselacao de Voronoi.

e wértice, gerador ou local é o ponto da tesselacao que exerce influéncia e que
define a regiao de dominancia ao seu redor, e sempre estd associado a um

poligono.

e aresta define o lado do poligono de Voronoi ou é um segmento de fronteira que

pertence a uma linha poligonal aberta.

Nesta dissertacao utilizaremos a palavra tesselacao por considerar o nome tessela-
¢ao mais apropriado. Os motivos foram apresentados na abordagem realizada sobre

pavimentagoes.

As primeiras aplicagoes da Tesselagao de Voronoi deram-se: no estudo da cristalogra-
fia, para determinar a rede cristalina de um cristal; na metereologia, para melhorar a
estimativa pluviométrica; na geografia, para estimar reservas de metal; na quimica,

para o estudo da relac¢do de vizinhanga entre atomos [45].

Em 1664, Descartes usou uma estrutura muito parecida com a de Voronoi em seu
trabalho na disposicao da matéria no sistema solar. Em 1850, Gauss e Dirichlet
apresentaram o conceito do que viria a ser o diagrama de Voronoi, para problemas
em duas ou trés dimensoes, e, em 1908, a estrutura de Gauss e Dirichlet foi aperfei-

goada por Voronoi para problemas de m-dimensoes [45].

Voronoi desenvolveu em sua tese de doutorado um método onde, com base em uma
triangulacao pré-existente de pontos que representam os centros de ocorréncia de
algum evento, determina-se a area de influéncia de cada um destes pontos em fun-

¢ao da posicao dos outros pontos, delimitando e minimizando geometricamente cada
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area de influéncia [45, 19].

A Tesselagao de Voronoi foi desenvolvida para resolver problemas simples, como o
de otimizar a entrega de correspondéncias, de forma que a area coberta por uma

carteiro vinculado a uma determinada agéncia de correio seja minima.

Essa mesma concepcao é utilizada: no procesamento de imagem de um documento,
para separar em blocos as letras de uma palavra [34]; em sistemas de informagoes ge-
ograficas (GIS), como por exemplo o rastreamento de emergéncias a partir de dados
coletados de localizagoes de telefones celulares [54]; na logistica de transporte para o
atendimento de todos os pontos de uma area de entrega de materiais, afim de obter
a menor rota e o menor tempo para um veiculo associado [22[; e na astronomia, para
a catalogacao de conjuntos de galéxias [48]. Neste trabalho a tesselagao de Voronoi
sera utilizada para fornecer informacoes mecanicas de sistemas granulares e nos li-
mitaremos as tesselagoes do plano euclidiano, embora seja possivel as tesselagoes de

Delaunay e Voronoi para pontos no espaco |7, 10, 45].

Dado um conjunto de pontos no plano euclidiano e suas respectivas coordenadas, os

poligonos de Voronoi sao determinados pelas propriedades:

e poligono de Voronoi compreende-se na menor regiao que contém um dos pontos

do conjunto, (na aplicagao desse trabalho um grao);
e as regioes fechadas de Voronoi sao poligonos convexos;

e as arestas da tesselagdo de Voronoi sao equidistantes aos pontos (graos) vizi-

nhos;

e a Tesselacao de Voronoi é a dual da Tesselacao de Delaunay e a reciproca é

verdadeira;

e 0s vértices de Voronoi sao os circuncentros aos triangulos de Dealaunay.

Seja S = {p1, P2, P3, ..., P} um conjunto de pontos de R%. Se a regido associada ao
ponto p; do conjunto S define o poligono de Voronoi representado por V(p;). Entao

temos que:

V(pi) = {x € R* : d(ps,x) < d(pj,x);1 <j <n}

Onde d denota a distancia euclidiana em R2.
Observe na figura 4.8 que um poligono de Voronoi pode ser uma regiao do plano nao

limitada (uma linha poligonal aberta), neste caso algumas das arestas do poligonos
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Figura 4.8: Poligono de Voronoi para um ponto do conjunto. E ao lado, para o
mesmo conjuntos de pontos, a tesselacdo completa. Os poligonos de amarelo sao
adjacentes ao poligono de azul.

podem ser semi-retas.

A unido de todos os poligonos de Voronoi chama-se tesselagao de Voronoi (TV),

conforme a figura 4.9. Entao

TV<S) = {V(p1)7 V(pQ)v V(p?:)a ) V(pn)}

Varono

Figura 4.9: A tesselacao de Voronoi para um conjunto de pontos no plano.

Dados dois pontos p; e p; do plano, o conjunto dos pontos mais proximos de p; do
que de p; é o semiplano que contém p; e é definido pela mediatriz do segmento p;p;.
Este semiplano sera denotado por h(p;, p;) e o semiplano que contém p; por h(p;, p;),

como mostra a 4.10.



4.4 Diagrama de Voronoi 43

h(p;, pi)

Pje

Figura 4.10: A mediatriz do segmento formado pelo pontos p; e p; divide o plano
em dois semiplanos. O semiplano h(p;,p;), que contém o ponto p;, e o semi-plano
h(pj, pi), que contém p;

O poligono V(p;) é a intersecgdo de n — 1 semiplanos e, consequentemente, é uma

regiao poligonal convexa com, no maximo, n — 1 arestas e vértices:

V(ps) = () hpipy)

]

Figura 4.11: Poligono de Voronoi V(p;) para o ponto p;.

Para um par de pontos (geradores) distintos p; e p; e a reta mediatriz B(p;, p;)

definimos:

1. os pontos que pertencem a reta mediatriz B(p;, p;) sao equidistantes a p; e a

DPj;



4.4 Diagrama de Voronoi 44

2. a mediatriz B(p;, p;) divide o plano em dois semiplanos, o semiplano que con-

tém o ponto p; e o semiplano que contém o ponto p;.

A figura 4.12 mostra uma tesselacao de Voronoi para trés pontos pi, p» € p3 nao coli-
neares. Pode-se observar que o plano fica dividido em trés semiplanos B(p1, p2), B(p2, ps)

e B(p1,p3) que definem trés regides de Voronoi.

Bip .py)

B(p1 =p3)

Figura 4.12: Trés pontos nao colineares definem trés regioes de Voronoi.

4.4.1 Propriedades de Voronoi

Assumiremos para as provas a seguir que:
1. nao existem trés pontos colineares;
2. Nenhum conjunto de quatro pontos é co-circular.

Teorema(1l) Se v ¢ um vértice da tesselagdo de Voronoi entdo v esta na inter-

secao de trés arestas da tesselacao de Voronoi.

Demonstracao:

Um vértice de Voronoi é, por definicao, a interseccao de trés arestas de Voronoi.
Considere os pontos pi, pa, ..., pi—1, p; geradores da tesselagao de Voronoi 77. Con-
sidere também as arestas ag, aq, ..., ax_1 com k > 3, arestas incidentes no vértice v,

conforme a 4.13. Predente-se provar que k = 3.

A aresta a; é comum aos poligonos V' (p;) e V(p;—1) com i = 1,2,....k — 1, como v
pertence a aresta a; entao v é equidistante aos pontos p; e p;_1, com? = 1,2, ..., k—1.
Logo v ¢ equidistante a pg, p1 € pr_1, pela propriedade da mediatriz. E portanto es-

ses pontos sao co-circulares. Como assumimos que para o conjunto de pontos dados
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Figura 4.13: Vértices v e as arestas ag, a; e a; incidentes a v.

nao existem quatro pontos co-circulares temos que k£ < 3.

Agora suponhamos k = 2, entdo ay e a; sdo arestas comuns aos poligonos V(pg) e
V(p1). Por definigdo estas arestas pertencem a mediatriz do segmento p;p, e por-
tanto ag e a; nao intersectam no vértice v o que define uma contradi¢ao, logo k = 3

e v estd na interseccao de trés arestas. ¢

Os vértices de Voronoi sao os centros das circunferéncias definadas por trés pontos
do conjunto dado, e portanto, a tesselacao de Voronoi é regular de grau trés, e a

circunferéncia circunscrita aos trés pontos denotaremos por C(V).

Teorema(2)
A circunferéncia determinada por trés geradores de Voronoi nao contém no seu in-

terior nenhum outro gerador.

Demonstracgao:

Considere um conjunto S e seus elementos pi, ps, psep;. Considere também uma
circunferéncia C'(v) de centro v que contém os pontos pi, paeps. Sejam py, ps € p3
trés pontos (geradores) do conjunto S e C'(v) a circunferéncia circunscrita de centro

v a esses pontos.

Se C'(v) contém outro ponto p; no seu interior, entao v estd mais proximo de p; do
que de py,ps e p3. Como v é um vértice da tesselagao de Voronoi e v é um ponto da
mediatriz, entao v é equidistante de py, ps € p3 chegamos a uma contradigao, pois ja
provamos anteriormente que v é um ponto comum as arestas vp;, vps € vps.

Teorema(3)
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Figura 4.14: Vétices v e as arestas ag, a; e a incidentes a v.
Sejam p e ¢ dois pontos (geradores), com p # ¢ do conjunto S.

Os poligonos de Voronoi (regides)V (p) e V(q) possuem uma aresta comum se e sO
se existe um circulo que contém p e ¢ e tal que os demais pontos do conjunto .S sao

exteriores a este circulo.

Demonstragao:

Os poligonos de Voronoi V(p) e V(g) possuem arestas comuns se existirem pontos
que sao equidistantes a p e ¢, e além disso, estao mais proximos de p e ¢ do que
outro par de pontos qualquer. Isto implica que V(p) e V(¢) tem uma aresta comum
se e sO se existe uma circunferéncia que contém p e ¢.E que as distancias dos centro

da circunferéncia até os pontos p e ¢ sejam iguais.4

Apesar das aplicacoes em campos bastante diversos, o uso da Tesselagao de Voronoi
era bastante limitado devido a complexidade da construgao com os instrumentos
de que se dispunham, régua e compasso, nao raro apresentando erros no calculo da
estrutura. A melhoria de processamento dos computadores proporcionou o desen-
volvimento de algoritmos cada vez mais eficientes para a construcao da tesselacao

de Voronoi, sem erros na estrutura.

O Diagrama de Voronoi pode ser computado a partir da triangulagao de Delaunay,
ou a partir do conjunto de pontos geradores [27]. A construgao da tessela¢ao de
Voronoi no plano pode ser obtida por meio de diferentes abordagens algoritmicas, e

os métodos mais populares sao descritos a seguir.
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4.4.2 Algoritmos para a Construcao da Tesselagao de Voronoi

Interseccao de Semiplanos

Este algoritmo consiste em construir cada poligono de Voronoi separadamente, a
uniao desses poligonos determina a estrutura de Voronoi para o conjunto de pontos
dados.

O algoritmo pode ser definido assim:
1. Considere dois pontos do conjunto, p; e ps.

2. Determine a mediatriz do segmento formado por p; e po. Qualquer ponto sobre

a mediatriz é equidistante dos pontos p; € ps.

3. A cada dois pontos (vizinho mais proximo) do conjunto, encontre as respectivas
mediatrizes, as primeiras intersecoes das mediatrizes determinam os vértices

dos poligonos de Voronoi.

4. Cada mediatriz determina dois semiplanos, a intersec¢ao dos semiplanos deter-
mina o fecho convexo para o conjunto de ponto dados e os respectivos poligonos

de Voronoi.

Esse algoritmo apresenta complexidade O(nlogn) e a complexidade cada de poli-

gono de Voronoi ¢ de O(n?logn). Mais detalhes podem ser obtidos em [52].
Método Incremental

O método incremental foi inicialmente estudado por Green e Sibson em 1978 e
melhorado por Lee e Schacheter em 1980 e por Tipper em 1990 [52]. O método
incremental consiste em iniciar o processo para a Tesselacao de Voronoi utilizando
dois ou trés pontos, para em seguida adicionar novos pontos, um de cada vez, e
sistematicamente, por meio de um processo construtivo e geométrico, atualizar a to-
pologia da tesselagao por meio de operagoes locais realizadas através de operadores
de Euler [41].

Para o pior caso, a complexidade seria na ordem de O(n?), pois o tempo é propor-

cional ao quadrado do ntumero de pontos adicionados.
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Dividir para Conquistar

O algoritmo que segue a técnica de Dividir para Conquistar foi descoberto por Sha-
mos e Hoey em 1975 [36, 39]. Dado um conjunto de pontos no plano, divide-se o
conjunto de pontos em duas partes, metade a esquerda e a outra metade a direita.

Recursivamente, computa-se a tesselagao de Voronoi das duas metades.

Finalmente, mesclam-se os dois diagramas, encontrando as arestas que separam os
pontos da esquerda dos pontos da direita. Para o pior caso, este método apresenta
um gasto temporal na ordem de O(nlogn), o que é bom. Em 1984, Ohya [52| pro-
vou que, em média, esta é a ordem de complexidade dos algoritmos da tesselagao de
Voronoi [52].

Algoritmo de Fortune

Em 1985, Steven Fortune inventou um algoritmo para construcao da Tesselacao de
Voronoi que possui complexidade O(nlogn), onde n é o nimero de pontos do con-

junto, [20]. Utiliza a defini¢ao da pardbola para determinar a tessela¢ao de Voronoi.

A parabola é o lugar geométrico obtido por todos os pontos equidistantes de um
ponto fixo F', denominado foco e uma reta d chamada de diretriz, figura 4.15. Essa
caracteristica permite a construcao da tesselacao de Voronoi, dado que as arestas

dos poligonos de Voronoi sao equidistantes dos pontos geradores.

d

Figura 4.15: Propriedade da parabola.

O algoritmo utiliza o método de varredura de linha; a estratégia utilizada é a de
percorrer o plano onde se encontram os pontos geradores com uma linha de varre-
dura, que pode ser vertical ou horizontal. Enquanto o plano é percorrido pela linha
de varredura, vao sendo armazenadas todas as informagcoes das interseccoes dessa
linha com os pontos geradores. A medida que a linha de varredura vai descendo,

eventos podem ou nao ser disparados.
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O algoritmo de Fortune gera uma séria de parabolas, que sao criadas & medida que
a linha de varredura (diretriz da parabola) desce, e possuem como referéncia os pon-
tos para os quais deseja se obter a tesselacao de Voronoi. Sao as parabolas que vao
determinar os poligonos de Voronoi que estao acima da linha de varredura. Abaixo

desta linha, nada se sabe e nada é construido.

Na figura 4.16 € possivel notar na figura 4.16 como as parabolas ajudam a construir
as arestas dos poligonos de Voronoi. A medida que a linha de varredura desce, as

parabolas ficam cada vez mais largas.

S | LY

+

Figura 4.16: Varredura na horizontal por uma série de parébolas que vao definindo
os poligonos de Voronoi. Retirada de [20]

Assim que a linha de varredura encontra um ponto, é disparado um evento de ponto.
Neste evento, uma nova parabola é criada, com largura inicialmente igual a zero. A
medida que a linha desce essa nova parabola vai ficando mais larga, e as intersegoes

dessa parabola com outras, aos poucos, vao formando as arestas do poligono.

Outro evento importante é o evento de circulo. Esse evento ocorre quando uma
parabola fica tao estreita por estar sendo "fechada'"por outras duas que ela desa-
parece. No momento em que essa parabola vai desaparecer, as trés parabolas se
encontram em um ponto p, e os trés pontos geradores que sao responsaveis definem
um circunferéncia de centro p. Nesse ponto sera criado um vértice do poligono de

Voronoi, veja a figura 4.17.
Busca a partir da triangulacao de Delaunay

A maneira mais simples de se gerar o diagrama de Voronoi é a partir de uma trian-
gulagiao de Delaunay, mais a complexidade é de O(n?). Nesta dissertagao optamos
por utilizar esse algoritmo, afim de explorar algumas propriedades da tesselacao tri-

angular de Delaunay.
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Figura 4.17: varredura na horizontal por uma série de parabolas que vao definindo
os poligonos de Voronoi. Retirada de [20]

Dada uma triangulacao de Delaunay para um conjunto de pontos no plano Eucli-
diano, o primeiro passo do algoritmo é calcular as circunferéncias circunscritas dos
triangulos, circunferéncias que contém os trés vértices do triangulo, como exempli-

ficado na figura 4.18.

&

Figura 4.18: A esquerda a tesselacdo de Delaunay T'(D). A direita as circunferéncias
circunscritas aos tridngulos de Delaunay. Retirada de [20]

Os centros dessas circunferéncias serao os vértices dos poligonos de Voronoi, e as
arestas dos poligonos sao obtidas da seguinte maneira: dado que cada circunferéncia
é proveniente de um triangulo, ligaremos os centros das circunferéncias cujos trian-
gulos sao vizinhos, ou seja, triangulos que tém em comum um mesmo lado. Apos

essa ligacao, chegamos a situagao da figura 4.19.

O diagrama ainda nao esta completo. Como temos nove pontos geradores, devemos
ter nove poligonos de Voronoi. Ainda nao foram construidos os poligonos dos pon-
tos geradores que estao na fronteira do fecho convexo do conjunto de pontos. Estas

terdo suas arestas estendidas até o infinito.

Observe que os triangulos que possuem como vértice um ponto do fecho convexo
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Figura 4.19: A esquerda, as circunferéncias circunscritas ao T'(D) e os respecti-
vos centros. A direita, os poligonos de Voronoi obtidos unindo-se os centros das
circunferéncias. Retirada de [20]

possuem apenas dois vizinhos. Uma de suas arestas nao faz parte de nenhum outro
triangulo, sao arestas do fecho convexo. Ligando-se o centro da circunferéncia cir-
cunscritas de um dado tridngulo com o ponto médio da linha formada pela aresta,
construimos a linha que formara uma nova aresta do poligono em questao. Dessa

maneira, geramos a tesselacao de Voronoi como mostra a figura 4.20.

Figura 4.20: Tesselacao de Voronoi para um conjunto de nove pontos. Retirada de
[20]
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Capitulo 5

Aplicacao: Tesselacao de Voronoi em

Empilhamentos Granulares
Cisalhados

Este capitulo é dedicado a apresentagao do sistema a ser estudado bem como a des-
cricao do algoritmo utilizado nas simulagoes. Discutimos também as condigoes do

problema e os métodos utilizados para a investigacao do sistema.

5.1 Descricao do Sistema

Os empilhamentos granulares utilizados neste trabalho sao bidimensionais e foram
construidos a partir do método de elementos discretos conhecido por Dindmica Mole-
cular, técnica de simulacao numérica que modela a evolucao das equacoes de Newton

para um sistema de muitas particulas, da ordem de 10* a 10'°.

A técnica de Dinamica Molecular oferece duas maneiras para a construgao da pilha:
o método “Force Driven” (FDMD), que ocorre quando simula-se as forgas instanté-
neas agindo sobre o sistema e atualiza as posicoes e as aceleracoes das particulas
via um passo de tempo dado; “Event Driven” (EDMD), quando se calcula qual a
proxima colisao que ird acontecer e atualizam-se as posicoes e as velocidades das
particulas até a colisao acontecer, considerando as velocidades das particulas envol-
vidas na colisdo de duragao nula [42].

Neste trabalho foi utilizado o método Force Drive para a formagao do empilhamento

e a obtencao das posicoes dos graos na pilha.
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Para a preparacao de uma pilha no substrato existem duas maneiras de deposigao
dos graos: a deposi¢ao grao a grao em que os graos sao depositados um a um no
substrato com velocidade inicial nula e com uma freqiiéncia de deposicao estipulada.
A outra maneira de deposicao, foi a utilizada neste trabalho, a deposicao tipo chuva:
que consiste na deposicao das particulas em camadas ao longo de todo o substrato.
Para a construgao do empilhamento por meio da deposi¢ao tipo chuva segue-se os

passos:

1. define-se o niimero de camadas;
2. sorteia-se os graos de maior raio para formar a 1* camada do substrato;
3. sorteia-se aleatoriamente as posicoes dos graos nas camadas;

4. fixa essas camadas de uma altura h do substrato considerando este ponto como

0 Tepouso;

5. em queda livre, camada por camada ¢ abandonada, atingindo o substrato ou

outra camada de graos, promovendo o empilhamento.

A freqiiéncia de deposicao dos graos é um parametro muito importante. Na cons-
trucao dos empilhamentos utilizados neste trabalho, o periodo com que os graos sao
depositados ¢é igual ao tempo gasto por uma particula de massa média para percor-

rer a distancia de um didmetro médio [40].

As posigoes das particulas em cada camada a ser depositada sao sorteadas aleato-

riamente de modo que nao haja superposigao entre as particulas [40].

Apobs a deposicao de um material granular real sobre uma base, o sistema relaxa
até atingir um estado de “quase equilibrio mecénico” - pois a energia cinética de
um sistema granular é diferente de zero, justifico dessa maneira o uso da palavra
“quase’- devido ao caréater dissipativo da interacao entre os graos. A configuracao

considerada de equilibrio é o que chamamos de empilhamento granular.
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Quando a deposigao ¢é interrompida, o estado de equilibrio é caracterizado pelos

seguintes critérios:

e nao pode haver particulas deslizando sobre a superficie de outras particulas;
e todas as particulas tem que estar em contato com pelo menos duas outras;
e a energia cinética total do sistema esté abaixo de um valor pré-determinado;

e a forga exercida sobre o substrato na diregao vertical tem que ser igual ao peso

do empilhamento dentro de uma tolerancia pré-estabelecida.

Apobs o estado de equilibrio, sao fornecidos pela Dinamica Molecular as posicoes -

coordenadas (x,y) de cada grao - e os raios.

Foram obtidas a triangulacao de Delaunay e a tesselagao de Voronoi para diferentes
empilhamentos variando o raio e a posicao dos graos, com o objetivo de analisar a
area, o perimetro, a quantidade de lados dos poligonos, a distribuigao desses poli-

gonos na pilha e os angulos dos triangulos de Delaunay.

Os empilhamentos analisados neste trabalho foram construidos pelo método de di-
namica molecular e deposicao tipo chuva, sao estudados dez empilhamentos, que
chamaremos de configuragoes, sao elas: Contb, Confd, Conff, Conth, Confi, Confj,
Confl, Confn, Confr, Conft. O que diferencia uma configuragao, ou seja, um em-
pilhamento de graos de outro, sao os sorteios: do raio e da posicao desses graos
na camada a ser abandonada, exceto as configuracoes Confi e Confr que possui a
mesma quantidade de graos, porém distribuidos em um nimero menor de camadas.
O objetivo desses dois empilhamentos diferentes é o de verificar as modificacoes
nas tesselagoes quando a altura do empilhamento é alterada. As configuracoes dos
empilhamentos utilizados neste trabalho foram cedidas pela estudante de iniciacao
cientifica do Cefet-MG, Nayara Batista dos Santos.

Em seguida seré analisada a Confb cisalhada e as estruturas de Voronoi obtidas

durante o cisalhamento.

Os empilhamentos sao construidos com 1089 graos, em média 14 camadas para as
configuragoes, exceto a configuracao confi e Confr em que o nimeros de camadas
sao 8 e 10, respectivamente. Em decorréncia disso, o nimero de graos por camada é
maior que nas demais configuracoes, em média 126 e 97 graos, na base do substrato

(fronteira horizontal inferior), as demais configuragdes tem em média 67 graos na
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base.

Nesses dez empilhamentos a distribuicao de raios variam de 3 x 1073 até 8 x 1073 .

5.2 Empilhamentos sem Cisalhamento

figuras

?

oes de Voronoi dos dez empilhamentos

. 5.5, 5.6, 5.7, 5.8, 5.9, 5.10.

Apresentamos em seguida as tesselag

5.1, 5.2

5.3, 5.4

Y

se as fronteiras: horizontal no intervalo

ao de Voronoi consideraram

Para a tesselag

de

52 a 0,52 e na vertical o intervalo de 0 a 0,2. Por esse motivo o ntimero de

)

-0

ao0s e

foi desconsiderado os gr

, ou seja,

poligonos é menor que o nimero de graos

conseqiientemente os poligonos das fronteiras que estao fora do intervalo mencio-

nado acima. Esses graos foram desconsiderados por nao formarem poligonos e sim

uma linha poligonal aberta, nao fornecendo elementos para analise do empilhamento.

Figura 5.1: Tesselagao de Voronoi para a configuragao: confb.

Figura 5.2: Tesselagao de Voronoi para a configuragao: confd.
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Figura 5.3: Tesselacao de Voronoi para a configuracao: conff.
Figura 5.4: Tesselagao de Voronoi para a configuragao: conth.
Figura 5.5: Tesselacao de Voronoi para a configuracao: confi.
Figura 5.6: Tesselacao de Voronoi para a configuracao: confj.

Figura 5.7: Tesselagao de Voronoi para a configuragao: confl.



58

5.2 Empilhamentos sem Cisalhamento

Figura 5.8: Tesselagao de Voronoi para a configuragao: confn.
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Figura 5.9: Tesselacao de Voronoi para a configuracao: confr.

Figura 5.10: Tesselagao de Voronoi para a configuragao: conft.
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Tabela 5.1: distribuicao de poligonos por ntimero de lados

NLP | Confb | Confd | Conff | Confh | Confi | Confj | Confl | Confn | Confr | Conft

3

4 6 7 11 4 3 3

) 60 178 15 162 | 247 165 16 189 135 35
6 849 653 924 656 | 602 672 910 633 795 916
7 36 129 2 131 | 119 121 141 44 2
8 1 1 1 1

9

TP 946 967 941 956 | 979 962 927 966 978 953

Nas dez amostras analisadas para os 1089 graos na distribuicao de poligonos por
ntumero de lados hé predominancia de poligonos com seis lados, como pode ser ob-
servado na tabela 5.1, onde NLP ¢é o numero de lados do poligono e TP ¢ o total
de poligonos de Voronoi no empilhamento. Este resultado mostra a tendéncia dos

graos em organizar-se diminuindo os espacos vazios.

Na tesselacao de Voronoi temos em média 960 poligonos para cada amostra. Observa-
se que na tabela 5.1 as amostras Conff, Confl e Conft, 97.5 % dos poligonos sao

hexagonos.

Percebe-se que os graos nos empilhamentos formados tendem a acomodar ocupando
os espagos vazios da pilha, ocasionando uma menor area total ocupada pelo empi-
lhamento, esse fato justifica a incidéncia de hexagonos no empilhamento. Pode-se
dizer que essa caracteristica é analoga ao comportamento dos atomos ou moléculas
de um solido cristalino que ocupam posigoes regularmente distribuidas no espago, e
uma maneira de classificar os solidos cristalinos é a natureza das forgas que mantém
unidos os atomos ou moléculas. Com essa analise deixamos um questionamento.
Sera que as particularidades micro da matéria se repetem macroscopicamente nos
sistemas granulares? Estudos mostram que para empilhamentos com graos idénticos

algumas caracteristicas micro da materia se repetem.

E importante observar que os empilhamentos Confi e Confr tem estrutura similar
na tesselacao de Voronoi em relacao aos demais empilhamentos, isto nos mostra que
a variagao no nimero de camadas e na quantidade de graos por camadas nao altera

significativamente os elementos da tesselacao de Voronoi.

Esses dez empilhamentos apresentam distribuicao de raios dos graos conforme os
graficos 5.11, 5.12.
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Figura 5.12: Raios do graos dos empilhamentos.
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Tabela 5.2: Variagao dos raios das amostras.
Confb | Confd | Conff | Conth | Confi | Confj | Confl | Confn | Confr | Conft
Mrm | 7,752 | 7,752 | 7,752 | 7,752 | 7,752 | 7,752 | 7,752 | 7,752 | 7,752 | 7,752
mrm | 6,202 | 4,652 | 6,977 | 5,427 | 3,101 | 4,962 | 6,977 | 5,272 | 4,651 | 6,512
VR | 1,55 3,1 10,775 | 2,325 | 4,651 | 2,79 | 0,775 | 248 | 3,101 | 1,24

Os histogramas da distribuicao de raios para as amostras Confb, Confd, Conff,
Confh, Confi, Confj, Confl, Confn, Confr, Conft. Nos informa que quanto menor a
diferenga entre a varia¢ao do raios (maior raio médio - menor raio médio), maior é o
grau de homogeneidade entre os graos, ou seja, os graos apresentam tamanhos pro-
ximo, produzindo empilhamentos ordenados, aumentando o grau de compactacao e

conseqilientemente um nimero maior de hexagonos.

A tabela 5.2 apresenta a variacao entre o maior e o menor raio de cada configura-
¢ao. Comparando esses resultados com a tesselagao de Voronoi percebe-se que as
configuragoes de menor variacao entre os raios coincide com as configuragoes com

maior nimero de hexagonos.

Na tabela 5.2, temos: Mrm = maior raio médio, mrm = menor raio médio e VR =

variagao do raio. As medidas da tabela estd na ordem de grandeza de 1073,

Todas as configuracoes apresentam o mesmo valor para o maior raio médio, isso
deve-se ao fato dos graos maiores formarem a primeira camada do substrato, impe-
dindo a evasao de graos menores. E ainda, as configuracoes conff e confl tém valores

iguais para: Mrm, mrm e VR e produzem ntimero de poligonos diferentes.

O grafico 5.13 apresenta a distribuigao de area das amostras sem cisalhamento Confb,
Confd, Conff, Confh, Confi, Confj, Confl, Confn, Confr, Conft.

Para a construgao do grafico de distribuicao de éreas das dez amostras, foi realizado
um agrupamento em classes (intervalos de valores) das areas, utilizando uma anéa-
lise padronizando os intervalos de areas para as dez amostras, eliminando as classes
vazias, com o objetivo de obter quatorze classes (quatorze intervalos de areas) para
todas as amostras, além disso, adaptou-se uma amplitude comum de 0,025. Essas

adaptacoes nao alteram os resultados das curvas.

O fato é que a distribui¢ao de areas para as dez configuragoes tem o mesmo com-

portamento. Todas as amostras tém maior niimero de poligonos com &area menor
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Tabela 5.3: distribuicao de area total e perimetro total para cada amostra analisada.

Confb | Confd | Conff | Conth | Confi | Confj | Confl | Confn | Confr | Conft

AT | 149,97 | 152,58 | 149,35 | 150,19 | 150,94 | 150,42 | 147,57 | 152,33 | 153,19 | 150,27

PT | 48,06 | 43,09 | 48,75 | 46,98 | 34,47 | 44,02 | 48,49 | 47,16 | 38,85 | 46,93

que 0,05 unidades de area. A medida que as areas dos poligonos vao aumentando a

quantidade de poligonos vao diminuindo.

Areas dos Poligonos sem Cisalhamento

—&—3b
—a— 3d

3f
—=&—3h
1

3
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a8— 3t

—% -
0025535 0076535 0127535 0,178535 0,229535 0,280535 0,331535 0,382535 0433535 0,354535 0535535 0586535 0637535 0638535

Figura 5.13: Distribuicao de areas das configuragoes b, d, f, h, i, j, 1, n,r,t analisadas.
no eixo das abcissas estao os intervalos de areas que foram separados em 14 classes.

O gréfico 5.14 mostra a distribuicao dos perimetros dos poligonos nas dez amostras

analisadas, apresentando uma variagao no comportamento entre as configuragoes.

Conforme a tabela 5.3 pode-se observar que a relacao da area total e o perimetro
total de cada amostra indica que quanto maior a area total da tesselacao de Voronoi

menor ¢ o perimetro total.

A tesselagao de Voronoi obtida nos empilhamentos analisados apresentam estru-
tura similar ao artigo Avalanche Prediction in Self-organized Systems de Ramos et
al.publicado em agosto de 2008, [49]. Neste artigo Ramos mostrou a concentragao de

regioes de um mesmo tipo de poligonos na tesselacao de Voronoi, e afirma que essa
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Figura 5.14: Distribuicao de Perimetros

distribuicao de poligonos mostra o grau de ordem e desordem no empilhamento,
o mesmo fenémeno foi observado nos empilhamentos estudado nesta dissertacao,

como apresentado na figura 5.15, onde podemos observar a concentracao hexagonos

no interior da pilha e conjuntos isolados de pentagonos e heptégonos.

Figura 5.15: Distribuicao de Poligonos na Conb. Os poligonos em amarelo sao
hexagonos, na cor azul temos os pentagonos e de vermelho os heptagonos

5.2.1 Empilhamentos Cisalhados

Foi escolhido o empilhamento Confb para ser submetido ao cisalhamento. O cisa-

lhamento é obtido aplicando uma for¢a na horizontal de 0,25mg, 0,5mg, 1,0mg,
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Tabela 5.4: Nimero de momentos para cada forga aplicada na confb.
For¢a (mg) | 0,25 | 0,5 1,0 | 2,0 | 5,0 | 10
Etapas 20 120 ] 21| 23|26 |34

2,0mg, 5,0mg, 10mg, em uma posicao acima da metade da altura do empilhamento.
A unidade de medida utilizada para essas forcas é mg - peso médio de um grao sob
a acao da gravidade -. O objetivo do cisalhamento é o de encontrar a for¢ca minima
que modifica algumas caracteristicas do empilhamento como: o ntimero de vizinhos
de cada graos, alteragdo na posi¢ao (x,y) dos graos, mudanga nos contatos entre
os graos e que essas mudagas no empilhamento sejam detectadas na estrutura de
Voronoi, afim de encontrar relacao entre forca de cisalhamento e a transicao de de-

sengarrafamento de um material granular.

Foi utilizado a configuracao Confb, para a aplicagao de forgas diferentes com o ob-
jetivo de provocar o cisalhamento e estudar o comportamento dos graos por meio
dos poligonos de Voronoi, comparando a estrutura de Voronoi antes da forga ser

aplicada no empilhamento e durante a forca de cisalhamento.

No empilhamento Confb, primeiramente foi aplicado uma forca na dire¢ao horizon-
tal no sentido esquerda-direita de intensidade de 0,25mg. Em seguida, foi aplicada
as forcas com intensidades 0, 5mg, 1,0mg, 2,0mg, 5,0mg, 10mg, uma de cada vez
e sempre partindo da Confb sem forca. E importante ressaltar que as forcas foram
aplicadas no empilhamento Confb e para cada forga sao registradas as posi¢oes dos
graos no empilhamento em instantes diferentes, enquanto a forca continua a ser apli-

cada, a esses instantes chamaremos de etapas.

A tabela 5.4 a seguir mostra o niimero de etapas para cada forca, essas etapas sao
os registros das posigoes (x, y) dos graos em intervalos diferentes enquanto a forga

é mantida.

As configuragoes cisalhadas apresentam variacao na posicao de alguns graos no mo-
mento apos a aplicacao da forga, conforme os graficos 5.16, 5.17, 5.18, 5.19, 5.20,
5.21. A variagao na posigao de alguns graos aumenta gradativamente até 1/4 do
total de etapas, as etapas seguintes registram um retorno dos graos para as posicoes
iniciais. A diferenga entre a posi¢ao (x, y) do gréo na primeira etapa e na ultima é

igual a zero, para todas as configuragoes.

Isto significa que, a forca aplicada provoca uma pequena pertubacao na pilha, mas
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Figura 5.16: Posi¢oes do Graos para a for¢a de 0,25mg.
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Figura 5.17: Posigoes dos Graos para a forca de 0,5mg.

nao ¢ suficiente para provocar o cisalhamento, ou seja, uma mudanga brusca nas
posigoes dos graos. Por esse motivo as tesselacoes de Voronoi nas etapas de cisalha-
mento nao apresentam grandes modificagoes sao “quase” idénticas, a nao ser pelo

deslocamento de algumas arestas dos poligonos de Voronoi 5.23.

Em todas as configuracoes com forca a estrutura de Voronoi nao apresentou ne-
nhuma mudan¢a na quantidade de poligonos, e nem no tipo de poligonos (ntimero
de lados). Houve mudangas nas posigoes (z,y) de alguns graos nos primeiros mo-
mentos, na area e no perimetro de alguns poligonos, porém a variagao da posigao,
area e perimetro somente foi detectada na tesselacao de Voronoi para as forgas de

5,0mg e 10mg.

Esses graficos mostram a concentracao de graos na varia¢ao zero e um nimero muito
pequeno de graos com variagoes baixas, na sexta casa decimal. Porém essa variacao
nao causou nenhuma mudancga na estrutura da tesselagao de Voronoi, nos primeiros

momentos, contradizendo os resultados do gréafico 5.22, que mostra um nimero cres-
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Figura 5.18: Posi¢oes dos Graos para a forca de 1,0mg.
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Figura 5.19: Posi¢oes dos Graos para a forca de 2,0mg.

cente de graos variando a posi¢ao nos primeiros momentos e em seguida uma decaida.

A for¢a de 10mg provocou uma pequena pertubagao na pilha ocasionando uma
mudanga em algums poligonos de Voronoi. Na tesselacao abaixo foi realizado a so-
breposi¢ao da confb com forca de 10mg, nos momentos 1 e 34, veja a figura 5.23,
observa-se um pequeno deslocamento em algumas regides de Voronoi. E importante
ressaltar a concentragao de poligonos que tiveram algumas de suas arestas desloca-

das estao na linha horizontal onde a forca esta sendo aplicada.
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Figura 5.20: Posi¢oes dos Graos para a forga de 5,0mg.
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Figura 5.21: Posi¢oes dos Graos para a forca de 10,0mg.
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Figura 5.22: Quantidade de poligonos variando a posi¢ao em fun¢ao dos 20 primeiros
momentos das cofiguragoes analisadas .
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Figura 5.23: Na cor preta tesselagao de Voronoi para 1* etapa e a cor vermelha na
34% etapa. Pode-se ver a mudanca de algumas arestas dos poligonos de Voronoi.



5.3 Algoritmos Utilizados 72

5.3 Algoritmos Utilizados

Nesta dissertacao optou-se por promover a tesselagdo de Voronoi a partir da tri-
angulacao de Delaunay, pois consideramos que alguns elementos geométricos como:
angulos e lados dos triangulos de Delaunay podem fornecer informacgoes acerca dos

sistemas granulares.

No capitulo que trata da Geometria Computacional apresentamos os principais al-
goritmos para a obtencao da tesselacao de Voronoi de maneira direta, sem construir

a triangulacao de Delauny.

Detalharemos nesta se¢ao a construgao dos aplicativos |52, 4, 5| utilizados neste
trabalho.

Para a construgao do aplicativo de delaunay seguimos os passos a seguir:

1. Lé os arquivo das coordenadas (x, y) dos graos e os raios;

2. Projeta-se os pontos do plano em um paraboléide por meio da transformacao
(x,y) — (z,y, z) onde z é obtido pela equagao de um paraboldide centrado na

origem z = x% + y?;

3. Para cada ponto i, comparar i com todos os pontos do conjunto, dois a dois,

para verificar se i forma um triangulo de Delaunay com os outros dois pontos;

4. Para isso calcula-se a normal ao tridangulo formado pelos pontos i, j e k e
verifica-se todos os outros pontos estao acima do plano que contém i, j e k. Se
todos os pontos obedecem essa condigao entao é porque o triangulo formado
pelos pontos i, j e k ¢ um tridngulo de Delaunay. Dessa maneira as coordenadas

dos pontos i, j e k sao enviadas para a saida;

5. Para verificar se o terno i, j e k forma um tridngulo de Delaunay, utilizamos o
produto interno entre a normal ao triangulo e o vetor formado pelos pontos i
e m, onde m é o ponto que se quer testar se: estd acima ou abaixo do plano

que contém o triangulo;

6. Apods a tesselacao de Delaunay para o conjunto de pontos, determinam-se os
centros das circunferéncias circunscritas aos tridangulos de Delaunay, para isso,
calcula-se os pontos médios dos lados dos triangulos e os coeficientes angulares
das mediatrizes, em seguida aplica-se a equagao da reta para determinar as
coordenadas do ponto de intersecao das mediatrizes que é o centro da circun-

feréncia circunscrita aos triangulos;
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7.

10.

11.

Temos como saida para a tesselacao de Delaunay: as coordenadas dos vértices
e os raios dos graos, a partir da saida de Delaunay, construimos as tesselagoes

de Voronoi;
Lé um vértice do primeiro triangulos da seqiiéncia do arquivo;

Formar uma matriz com todos os triangulos que tem também esse ponto como

vértice;

Unir os centros das circunferéncias circunscritas (vértices dos poligonos de
Voronoi). Somente unir os centros dos tridngulos adjacentes; utilizando a
propriedade: se dois triangulos sao adjacentes entao eles tém dois vértices

comuns;

Para excluir as regioes abertas de Voronoi, enviar para a saida somente as
coordenadas dos poligonos de Voronoi que tém o primeiro e o tltimo triangulo

adjacente.
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Em seguida apresentamos os pseudocodicos: triangulacao de Delaunay 5.24, tes-

selacao de Voronoi 5.25e o calculo da area e do perimetro 5.26

Iniciar Algoritmo Triangulacao de Delaunay
Ler arquivo de coordenadas de posicao e raios dos graos.
Calcular Z através da equacao z = a2 + y2.
Enquanto ¢ < numero de graos - 2
Faca:
1 - Determinar as combinagoes (i, j, k) dos graos (possiveis tridngulos).
2 - Listar somente os triangulos de circulo vazio.
3 - Calcular os centros das circunferéncias circunscritas aos triangulos
de Delaunay.
Fim Enquanto
Escrever os vértices dos triangulos e as coordenadas dos centros das circunferéncias.
Fim Triangulagao de Delaunay..

Figura 5.24: Pseudocodico: Algoritmo Triangulacao de Delaunay.

Iniciar Algoritmo Tesselagao de Voronoi
Ler arquivo dos vértices dos triangulos e os centros da circunferéncias.
Enquanto ¢ < numero de graos
Faca:
1 - Escolher o grao.
2 - Listar todos os triangulos que tem esse grao como vértice.
3 - Listar todos os centros das circunferéncias circunscritas dos
triangulos
selecionados no item anterior.
4 - Ordenar a sequéncia de centros.
5 - Unir esses centros na sequéncia.
6 - Definir os poligonos de Voronoi.
Fim Enquanto
Escrever o niimero de vértices dos poligonos formados e as coordenadas
desses vértices
Fim Algoritmo Tessel¢cao de Voronoi..

Figura 5.25: Pseudocddico: Algoritmo Tesselagao de Voronoi.
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Iniciar Algoritmo Calculo da Area e do Perimetro do Poligono de Voronoi
Ler arquivo das coordenadas dos vértices dos poligonos de Voronoi.
Ler arquivo do ntmero de vértices de cada poligono.
Ler arquivo das coordenadas dos graos.
Enquanto ¢ < nimero de vétices do poligono de voronoi
Faca:
1 - Listar todos os triangulos de Delaunay pertencente ao poligono de voronoi.
2 - Ordenar a lista de triangulos pela propriedade do seu consecutivo.
3 - Calcular os lados dos triangulos pela fun¢ao distancia de dois pontos.
4 - Calcular a area de cada triangulo de Delaunay pelo determinante.
5 - Calcular a area de cada poligono de Voronoi somando as areas dos
triangulos de Delaunay pertecente ao poligono.
Fim Enquanto
Escrever area e perimetro de cada poligono de Voronoi.
Fim Calculo da Area e do Perimetro dos Poligonos de Voronoi..

Figura 5.26: Pseudocodico: Algoritmo Célculo da Area e do Perimetro do Poligono
de Voronoi.



Capitulo 6

Conclusoes Gerais e Trabalhos

Futuros

6.1 Conclusoes Gerais

Este trabalho relizou um estudo sobre os sistemas granulares utilizando a técnica da
tesselacao de Delaunay e Voronoi.

O codigo construido apresentou um custo computacional eficiente, para uma amostra
de aproximadamente 1100 graos. O tempo médio para a construgao das tesselagoes

de Delaunay e Voronoi ¢ de 40 minutos.

O programa foi aplicado em empilhamentos estéticos cisalhados e obtivemos resul-
tados preliminares que indicam que a anélise geométrica das flutuagos observadas
nas tesselagoes antes e depois de aplicado o cisalhamento pode fornecer indicios de

precursores para a transicao de desengarrafamneto nesses sistemas.

Diante do exposto, pode-se dizer que a abordagem utilizada conseguiu atender os

objetivos propostos neste trabalho.

6.2 Perspectivas

A principal perspectiva é fazer uma anélise minuciosa das flutuagoes nos parame-
tros da tesselacao de Voronoi para magnitudes maiores das forcas aplicadas, afim
de verificar o afastamento da elasticidade e a transicao de desengarrafamento nestes

sistemas.



Trabalhos Futuros ié

Outras Perspectivas:

e Diminuir o custo computacional do aplicativo.

e Explorar as propriedades matematicas da tesselacao de Delaunay para obter

informagoes acerca dos sistemas granulares.

e Limitar o aplicativo para regioes da pilha onde a forga é aplicada e para graos

especificos.

e Acreditamos que serd possivel a publicacao desse trabalho em revista indexada

apos a coleta suficiente de dados.



Apéndice A
Outras Tesselacoes

As tesselagbes no plano euclidiano podem ser obtidas por qualquer tipo de
triangulo, seja ele escaleno, isésceles ou equilatero, por quadrilateros convexos
ou nao, por hexagonos regulares, e ainda pode-se pavimentar o plano por pen-

tagonos convexos nao regulares, e por trés tipos de hexagonos nao regulares.

As pavimentacgoes monoédricas por hexdgonos foram inicialmente estudadas
em 1918, por Karl Reinhardt, que provou a existéncia de apenas trés tipos de

hexégonos que pavimentam o plano [50].

Jé& as pavimetagoes monoédricas por pentdgonos é uma saga que vem se desen-
volvendo ha mais de noventa anos. Aparentemente a classificacao de penté-
gonos convexos que pavimentam o plano teve inicio com Karl Reinhardt. Em
sua tese de doutorado, ele apresenta cinco conjuntos diferentes de condigoes

sobre angulos e lados de um pentagono convexo para que:

— exista pelo menos um pentagono satisfazendo cada um destes conjuntos

de condigoes e;

— exista pelo menos uma pavimentacao do plano por um tal pentagono;

Atualmente cada um destes cinco conjuntos de condi¢oes define um tipo de
pentagono convexo que pavimenta o plano. Vale lembrar que podem existir va-
rios pentagonos convexos nao congruentes de um mesmo tipo que pavimentam
o plano. Assim, para um mesmo tipo de pentagono convexo que pavimenta

o plano, podem existir varias pavimentacoes nao congruentes do plano. Isto
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significa que podem existir pentagonos convexos que definem pavimentagoes

do plano com grupos de simetrias diferentes. Veja tabela na referéncia [55].

Posteriormente, problemas de pavimentacao, nao somente por poligonos conve-
x0s, mas por figuras limitadas mais gerais, foram discutidos com muito detalhe
no livro de Heinrich Heesch e Otto Kienzle, publicado em 1963. Neste livro,
utilizando um esquema classificatério geral desenvolvido por Heinrich Heesch
em 1932, eles demonstraram que as pavimentagoes obtidas por Reinhardt sao
as Unicas pavimentagoes do plano, por pentdgonos convexos, que sao transiti-
vas [28].

Apo6s 35 anos de estudo, Richard Brondon Kershner, na época diretor assis-
tente do Laboratorio de Fisica aplicada da Univesidade Johns Hopkins, de-
monstrou que esta conjectura é falsa, apresentando, em 1968, outros trés tipos
de pentégonos convexos que pavimentam o plano, de maneira nao transitiva,

totalizando 8 tipos gerais de pentagonos que pavimentam o plano [33].

Kershner apenas lista os 3 tipos de pentdgonos, nao apresentando prova al-
guma e comentando que as provas eram "extremely laborious and will be given
elsewhere"[33]. Além disso, afirmou haver apenas 8 tipos de pentégonos que

pavimentam o plano: os 5 tipos obtidos por Reinhardt e os 3 obtidos por ele.

Em julho de 1975, Martin Gadner publicou um artigo na revista Scientific
American [23] que tratava das tessela¢oes por poligonos convexos no plano Eu-
clidiano, apresentando os oito tipos de pentédgonos que pavimentam o plano.

Essa publicacao permitiu a descoberta de novos tipos de pentagonos.

O nono tipo foi construido por Richard James, um cientista da area de com-
putacao, apos ter lido o artigo de Gadner, se pdés a construir pentdgonos que
serviriam de pecas para a pavimentacao; quando foi comparar sua lista com
a que Gadner tinha publicado, verificou que havia feito um desenho que nao

estava na lista, mais detalhes desta curiosa historia pode ser obtido em [60].

Uma outra leitora da revista, Marjore Rice, passou a fazer um estudo siste-
matico das pavimentacoes no plano por pentagonos convexos e, entre 1976 e

1977, descobriu mais 4 tipos de pentdgonos que pavimentam o plano, elevando
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a lista para 13 tipos [55].

O décimo quarto tipo foi descoberto em 1985 por Rolf Stein, um estudante de

matematica da Universidade de Dortmund, Alemanha [59].

Até os dias atuais, nenhum outro tipo de pavimenta¢ao monoédrica do plano
por pentagonos convexos foi descoberta, além de nao existir ainda uma de-

monstra¢ao de que a lista dos quatorze tipos conhecidos seja completa [44].

Pelas nossas pesquisas bibliograficas, os resultados mais recentes sobre pavi-
mentacoes do plano por pentidgonos convexos tém sido obtidos pelos professo-
res japoneses Teruhisa Sugimoto e Tohru Ogawa. Ver referéncias bibliograficas
[60, 61, 62, 63]. Em particular, nesta ultima referéncia, de 2007, esses profes-

sores afirmam:

"The properties introduced in this paper may not be sufficient for solving the
convex pentagonal tiling problem. However, by accumulating such properties

one by one, we are steadily approaching the complete solution of the problem.”

As pavimentagoes semi-regulares obtém-se combinando dois ou mais tipos de
poligonos regulares e para este caso sao oito tipos que tem a propriedade de

apresentar um mesmo padrao em cada n6 da pavimentagao [9].

E ainda existem infinitas combinagoes de poligonos de tipos diferentes que

servem de pecas para uma pavimentacao do plano Euclidiano.
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