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CENTRO DE CIÊNCIAS EXATAS E DA NATUREZA

DEPARTAMENTO DE FÍSICA
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Washington. Sou grato igualmente aos comandantes CEL Mesquita e CEL Roberto.
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RESUMO

Na presente tese, usamos operadores invariantes lineares à luz do método de invari-

antes dinâmicos para encontrar as soluções exatas da equação de Schrödinger para um

oscilador harmônico forçado generalizado dependente do tempo em termos das soluções

de uma equação diferencial de segunda ordem que descreve a amplitude de um oscilador

harmônico amortecido não-forçado. Construimos as soluções do tipo pacotes de ondas

gaussianos e calculamos as flutuações quânticas das coordenadas e momentos, bem como

da correlação entre ambos. Como destaque, mostramos que a largura das flutuações e as

correlações do pacote gaussiano não dependem da força externa. Como caso particular,

aplicamos nosso formalismo ao conhecido oscilador forçado de Caldirola-Kanai. Depois,

fazemos uma descrição quântica da propagação da luz num meio condutor, homogêneo,

linear e com densidade de carga nula, usando o modelo de oscilador harmônico dependente

de tempo numa abordagem fenomenológica usando o gauge de Coulomb, invariantes line-

ares e o método do invariante dinâmico. Obtemos as funções de onda exatas para este

problema em termos de soluções de uma equação diferencial de segunda ordem que de-

screve a amplitude do oscilador amortecido clássico. Além disso, construimos soluções do

tipo pacotes de onda gaussianos e calculamos as flutuações e as correlações quânticas para

cada modo do campo eletromagnético quantizado. Em seguida, estendemos nossa inves-

tigação utilizando também um operador invariante quadrático. Encontramos as funções de

onda exatas para a equação de Schrödinger para a luz num meio condutor com freqüência

dependente do tempo. Conclúımos a presente tese abordando o problema de encontrar

funções de onda (soluções da equação de Schrödinger) exatas, com dependência temporal,

para uma part́ıcula aprisionada por campos oscilantes.

Palavras-chave: F́ısica. Teoria quântica. Oscilador quântico dependente do tempo.



ABSTRACT

In this thesis, we use linear invariants and the method of dynamical invariants to ob-

tain exact solutions of the Schrödinger equation for the generalized time-dependent forced

harmonic oscillator in terms of the solutions of a second order ordinary differential equa-

tion that describes the amplitude of the classical unforced damped oscillator. In addition,

we construct gaussian wave packet solutions and calculate the fluctuations in coordinate

and momentum as well as the quantum correlations between them. It is shown that the

width of the Gaussian packet, fluctuations and correlations do not depend on the external

force. As a particular case, we consider the forced Caldirola-Kanai oscillator. In addition,

we use the Coulomb gauge, linear invariants and the method of dynamical invariants in

the framework of the Schrödinger equation to obtain a quantum description of the light

propagation through a homogeneous conducting linear media with no charge density. We

obtain exact wave functions for this problem in terms of solutions of a second order ordi-

nary differential equation which describes the amplitude of the classical damped harmonic

oscillator. Furthermore, we construct gaussian wave packet solutions and calculate the

fluctuations in coordinate and momentum as well as the quantum correlations for every

mode of the quantized electromagnetic field. We also use quadratic invariants together

method of dynamical invariants to study the light propagation in a conducting media.

We obtain exact solutions of the time-dependent Schrödinger equation for this case and

construct coherent and squeezed states for the quantized electromagnetic waves. Yet, we

evaluate the quantum fluctuations in coordinate and momentum as well as the uncertainty

product for every mode of the electromagnetic field. Finally, we use quadratic invariants

and the dynamical invariant method for obtain exact wavefunctions of the Schrödinger

equation for a particle trapped by oscillating fields.

Key-words: Physics. Quantum theory. Time-dependent quantum oscillator.
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Considerações iniciais

A teoria quântica teve origem no dia 14 de dezembro de 1900, quando Max Karl Ernst

Ludwig Planck (1858-1947) apresentou na reunião da assembléia da Sociedade Alemã de

F́ısica um novo e estranho conceito, capaz de resolver o problema da catástrofe do ultra-

violeta. Conforme a hipótese de Planck, qualquer sistema f́ısico que execute oscilações

harmônicas simples, pode possuir apenas valores discretos de energia, múltiplas de ~ω, em

que ω representa a freqüência angular caracteŕıstica das oscilações e ~ é a constante de

Planck (h) dividida por 2π.

Mais tarde, durante cerca de um quarto de século, a hipótese quântica foi útil para

resolver outros problemas que colocavam os f́ısicos do ińıcio do século XX em dificuldades.

Albert Einstein (1879-1955) a usou para explicar o efeito fotoelétrico, Niels Henrik David

Bohr (1885-1962) para estabelecer o modelo atômico de órbitas estáveis e o pŕıncipe Louis

Victor Pierre Raymond de Broglie (1892-1987) para estabelecer a dualidade onda-part́ıcula.

Em 1924, Louis de Broglie, sugeriu em sua tese que, pelo fato da luz possuir pro-

priedades ondulatórias e também corpusculares, a matéria, especialmente os elétrons,

teriam também caracteŕısticas ondulatórias além das corpusculares. À época, tratava-

se de uma idéia puramente especulativa. De Broglie propôs as seguintes equações para
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relacionar a freqüência (f) e o comprimento das ondas (λ) de elétrons:

f =
E

h
(1.1)

e

λ =
h

p
, (1.2)

nas quais p é o momento e E, a energia do elétron. Com isto, de Broglie mostrou que a

condição de quantização de Bohr

mvr = n~, (1.3)

onde m representa a massa do elétron, v a velocidade do mesmo, r o raio de sua órbita e

n é um número inteiro, é equivalente à afirmação de estarem contidas na circunferência da

órbita circular do elétron um número inteiro de ondas de elétrons.

Durante o primeiro quarto do século XX, a hipótese quântica vinha sendo utilizada,

porém faltava ainda um formalismo teórico capaz de descrever a dinâmica dessas ondas de

elétrons às quais de Broglie se referia. As primeiras teorias com fundamento matemático

que embassaram a teoria quântica surgiram a partir de 1925, com os trabalhos de Werner

Heisenberg (1901-1976), Max Born (1882-1970) e Pascoal Jordan (1902-1980). Mas, foi

Erwin Schrödinger (1887-1961) que obteve uma equação de onda para o elétron.

A equação de onda para o elétron deveria satisfazer duas propriedades básicas. Em

primeiro lugar, ela deveria ser linear para que as suas soluções pudessem ser superpostas

de modo a produzir interferências (no caso tridimensional) e permitir a construção de pa-

cotes de onda. Em segundo lugar, os coeficientes da equação deveriam envolver apenas

constantes, como por exemplo ~, a massa e a carga da part́ıcula. Além disso, estes coefi-

cientes não deveriam conter parâmetros associados a um tipo particular de movimento da

part́ıcula (momento, energia, freqüência). A razão para esta última exigência é que deve-

ria ficar em aberto a possibilidade de superposição de soluções que possúıssem diferentes

valores para tais parâmetros [1].

A partir de resultados das experiências com difração de elétrons, realizadas por C. J.

Davisson (1881-1958) e L. H. Germer, e, independentemente, por G. P. Thomson (1892-

1975), e pela exigência de que um pacote de onda de número de onda ~k e freqüência
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angular ω tenha uma velocidade de grupo igual a de uma part́ıcula livre clássica de mo-

mento ~p e energia cinética E, uma função de onda Ψ(q, t), que representasse uma part́ıcula

deslocando-se na direção q com momento ~p e energia cinética E deveria ter uma das formas

cos(kqq − ωt) sin(kqq − ωt) eı(kqq−ωt) e−ı(kqq−ωt) (1.4)

ou qualquer combinação linear das mesmas.

Procurando escrever uma equação de onda para o elétron em uma dimensão, Erwin

Schrödinger inspirou-se na teoria ondulatória clássica, a qual aplicada às ondas numa

corda fixa nas duas extremidades levava a um conjunto discreto de freqüências permitidas

(múltiplos inteiros do modo fundamental), conforme pode ser visto na referência [2]. Assim,

a equação proposta inicialmente seria do tipo

∂2

∂t2
Ψ(q, t) = γ

∂2

∂q2
Ψ(q, t), (1.5)

na qual γ representaria o quadrado da velocidade da onda. Substituindo as formas apre-

sentadas na equação (1.4) na equação (1.5), pode ser verificado que qualquer uma delas

(ou qualquer combinação linear delas) satisfaz a equação diferencial se e somente se

γ =
ω2

k2
q

=
E2

p2
q

=
p2

q

4m2
, (1.6)

com m representando a massa da part́ıcula. Devido à inconsistência apresentada na equação

(1.6), Schrödinger observou que, derivando Ψ(q, t) com respeito ao tempo uma vez apenas

esta inconsistência seria praticamente retirada. Desse modo, a equação de onda correta

seria dada por
∂

∂t
Ψ(q, t) = γ

∂2

∂q2
Ψ(q, t), (1.7)

com

γ =
ıω

k2
q

=
ı~E
p2

q

=
ı~
2m

. (1.8)

No entanto, faltava multiplicar por um fator ı~. Fazendo isto, a solução

Ψ(q, t) = Aeı(kqq−ωt), (1.9)

3



na qual A representa uma constante, satisfaz a equação de onda para o elétron

ı~
∂

∂t
Ψ(q, t) = − ~2

2m

∂2

∂q2
Ψ(q, t). (1.10)

Surgia então a famosa formulação matemática da teoria quântica, que até hoje é traduzida

pela equação de Schrödinger. Através dela, todos os resultados conhecidos da chamada

velha teoria quântica puderam ser deduzidos. A função de onda, representada por Ψ(q, t),

determina completamente o estado de um sistema f́ısico na mecânica quântica. Sendo H o

operador hamiltoniano, q o conjunto de coordenadas de um sistema quântico e t, o tempo,

a equação de Schrödinger de uma maneira geral é escrita na forma

ı~
∂

∂t
Ψ(q, t) = HΨ(q, t). (1.11)

Esta é a equação básica da mecânica quântica não-relativ́ıstica.

De uma maneira geral o que se faz ao procurar descrever um sistema f́ısico do ponto

de vista da mecânica quântica é, utilizando uma forma particular para o operador H, re-

solver a equação (1.11) correspondente. Dentre os sistemas f́ısicos mais estudados, um de

enorme interesse é o oscilador harmônico. Isto se deve a uma razão muito simples: não

são poucas as áreas em F́ısica nas quais surgem aplicações do mesmo. As vibrações dos

átomos nos sólidos, circuitos elétricos, vibrações elásticas em membranas e vibrações de

moléculas do ar são apenas alguns dos exemplos de sua manifestação. Basicamente, traba-

lharemos nesta tese com sistemas desta natureza, abordando situações à luz do método de

invariantes dinâmicos e de transformações unitárias. Entretanto, nosso objeto de pesquisa

está ligado a osciladores harmônicos que de alguma forma possuam dependência com o

tempo. Tal dependência é associada à freqüência ou à massa, conforme será visto em nossa

abordagem. Embora este problema tenha atráıdo muita atenção, soluções da equação de

Schrödinger com hamiltonianos dependentes explicitamente do tempo são posśıveis apenas

para situações particulares e, via de regra, não são de fácil solução.

Todavia, devido à importância crucial que o oscilador harmônico tem desempenhado

na descrição de fenômenos f́ısicos em diversas áreas, não podemos nos abster de investigar

osciladores harmônicos que têm dependência temporal. De fato, podemos citar que, para
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dependências associadas à freqüência ou à massa, este problema representa o protótipo de

um outro que é exatamente solúvel e que guarda conexões com outras áreas da F́ısica. Só

para citar algumas, dentre outras, temos aplicações em óptica quântica, com Colegrave

e Abdalla [3] os aplicando para descrever a intensidade do campo eletromagnético numa

cavidade tipo Fabry-Perot e, Brown [4], para analisar o movimento de uma part́ıcula numa

armadilha de Paul. Em estudos de gravitação, Lemos e Natividade [5] e Holstein [6]

utilizaram osciladores com dependência temporal na freqüência para estudar universos em

expansão. Outras aplicações podem ser vistas nas áreas de f́ısica molecular [7], teoria de

campos [8, 9, 10], entre outras.

1.2 Osciladores harmônicos com freqüência dependente

do tempo: um breve histórico

Muito embora não seja necessário chamar a atenção para o fato de que osciladores

harmônicos dependentes do tempo têm atráıdo para si uma ampla gama de investigações,

é salutar citarmos que, tanto em mecânica clássica como em mecânica quântica, existem

muitos trabalhos explorando este tema. Podemos citar, dentre outros, o uso de quantização

de osciladores harmônicos dependentes do tempo para investigar propriedades quânticas

da radiação [11], estados coerentes e comprimidos da luz [12], etc.

Segundo Dekker [13] e Um et al. [14], foi Bateman que, pela primeira vez, fez a descrição

de sistemas dependentes do tempo na formulação lagrangiana. Bateman construiu uma

lagrangiana com dependência temporal expĺıcita para um oscilador harmônico amortecido.

Todavia, sua análise ocorreu num contexto puramente clássico. Só mais tarde é que a

descrição no contexto da mecânica quântica para sistemas dissipativos foi investigada num

tratamento fenomenológico sob a hipótese de forças não-conservativas. Isto foi feito inde-

pendentemente por Caldirola [15, 16] e Kanai [17], que introduziram no estudo de sistemas

não-conservativos um hamiltoniano dependente do tempo para descrever um oscilador

harmônico amortecido. O hamiltoniano em questão passou a ser conhecido na literatura
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cient́ıfica como hamiltoniano de Caldirola-Kanai. No entanto, este hamiltoniano trouxe di-

ficuldades de caráter conceitual, como a violação do prinćıpio da incerteza. Num trabalho

de Dodonov e Man’ko [18], eles encontraram uma relação de incerteza ∆p∆q ≥ e−λt~/2,

na qual λ representa um fator constante. Isto trouxe uma dificuldade, pois para t → ∞,

essa relação de incerteza iria se anular. Porém, trabalhos de Cervero e Villaroel [19],

Greenberg [20] e Abdalla [21], por exemplo, revisaram criticamente essa suposta incon-

sistência. Em seu artigo, Greenberg [20] remove tal dificuldade afirmando que o referido

hamiltoniano em verdade descreve um oscilador com freqüência angular constante, mas

cuja massa cresce exponencialmente com o tempo. Assim, a introdução de uma massa

variável m(t) = m0e
−λt remove a violação do prinćıpio da incerteza presente no estudo de

Dodonov e Man’ko [18]. Esse argumento pode ser compreendido na idealização feita por

Ray [22]. Nesse artigo, ele idealizou um modelo no qual um balde pendurado por um fio

de massa despreźıvel oscilava harmonicamente sob uma chuva. A água da chuva ao cair

dentro do balde aumentava sua massa. Supondo que o incremento de massa com o tempo

variasse com M = m0e
λt, onde λ representa uma constante positiva, ele mostrou que o

hamiltoniano não descrevia um sistema com dissipação, mas sim um sistema de massa

M = m0e
λt que se move num potencial eλtV (x).

Ao longo dos anos, vários autores obtiveram soluções exatas e anaĺıticas para proble-

mas envolvendo osciladores harmônicos dependentes do tempo. Alguns destes trabalhos,

por exemplo, utilizaram as seguintes abordagens: funções Gaussianas tentativas [23, 24,

25], integrais de trajetória de Feynman [14, 26, 27, 28] e transformações canônicas e/ou

unitárias [29, 30, 31, 32, 33]. Particularmente, é de nosso interesse na presente tese a abor-

dagem idealizada por H. R. Lewis Jr. e W. B. Riesenfeld, ambos do Laboratório Cient́ıfico

de Los Alamos (Universidade da Califórnia), no final dos anos 1960 [34, 35, 36]. O método

por eles idealizado para encontrar os estados quânticos de osciladores harmônicos depen-

dentes do tempo revelou-se ser bastante útil [37, 38, 39, 40]. Em seus trabalhos, eles

dirigiram sua atenção para a resolução de problemas em mecânica quântica concernente a

osciladores harmônicos dependentes do tempo utilizando para tal uma classe de operadores

invariantes exatos. Segundo eles, até aquele momento, o uso de invariantes dependentes
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explicitamente do tempo em aplicações em teoria quântica havia recebido pouca atenção

por parte dos pesquisadores.

O método de invariantes de Lewis e Riesenfeld tem como base uma relação entre au-

toestados de um operador invariante e soluções da equação de Schrödinger correspondente.

Desde o seu estabelecimento, o mesmo é largamente utilizado para encontrar soluções exa-

tas da equação de Schrödinger para diversos tipos de osciladores harmônicos dependentes

do tempo [41, 42, 43, 44]. O método de invariantes de Lewis e Riesenfeld também tem

uma ligação intŕınseca com os sistemas de Ermakov, os quais foram objeto de estudo deste,

há mais de um século [45]. Tais sistemas são pares de equações diferenciais acopladas e

dependentes do tempo, os quais se relacionam por intermédio de constantes de movimento

chamadas de invariantes de Ermakov ou de Lewis-Ermakov. Aqui, destacamos que o inva-

riante usado na formulação quântica de Lewis e Riesenfeld foi primeiro obtido, num outro

contexto, por Ermakov [45]. Através de diferentes métodos, outros autores o obtiveram,

como por exemplo, Leach [46], usando álgebra de Lie, e Nassar [47], usando a mecânica

estocástica. Em termos de aplicações, sistemas de Lewis-Ermakov são utilizados em diver-

sas áreas da F́ısica, como, por exemplo, em óptica não-linear [48, 49, 50]. Uma aplicação

interessante que devemos destacar é a que foi realizada por Choi [51], na qual ele utilizou

o método de invariantes dinâmicos para investigar o problema de um pêndulo gravitando

com crescimento exponencial. O sistema é semelhante ao tratado no caṕıtulo 3 da presente

tese.

Em se tratando do invariante de Lewis e Riesenfeld, não podemos deixar de mencionar

os trabalhos de Hartley e Ray [52, 53, 54, 55], nos quais eles usaram a referida teoria de

invariantes para obter soluções exatas da equação de Schrödinger para determinados os-

ciladores não-lineares dependentes explicitamente do tempo (sistemas de Lewis-Ermakov).

Em particular, eles desenvolveram uma técnica que transforma a equação de autovalores

para o operador invariante em uma equação de Schrödinger independente do tempo para o

operador invariante. Esta técnica permite transformar o método de invariantes de Lewis e

Riesenfeld em um dos mais t́ıpicos e poderosos métodos para encontrar estados quânticos de

sistemas hamiltonianos dependentes do tempo, em especial para aqueles que são descritos
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por hamiltonianos quadráticos.

Em 2002, Ferreira et al. [56] usaram os invariantes de Lewis-Ermakov para encontrar as

funções de onda exatas para um oscilador harmônico bidimensional sob a influência de um

campo magnético estático. No entanto, conforme cŕıtica feita por Maamache et al. [57], o

invariante que eles encontraram era inconsistente com a teoria de Lewis e Riesenfeld por

violar uma prerrogativa básica: os autovalores encontrados eram dependentes do tempo.

No mesmo artigo, além do comentário, Maamache et al. constrúıram as soluções corretas

para o problema.

Um outro problema de interesse nesta tese é a obtenção de soluções da equação de

Schrödinger para osciladores harmônicos com dependência expĺıcita com respeito ao tempo

e sujeitos a uma força externa. O oscilador harmônico com amortecimento e uma força

pertubativa utilizando o método de invariantes de Lewis e Riesenfeld foi objeto de pesquisa

de Lawande e Khandekar [27]. No trabalho em questão, eles encontraram uma função de

onda exata em termos de uma função auxiliar ρ e de uma força externa f(t). Já Lo [58]

obteve um operador de evolução exato para osciladores harmônicos sujeitos a forças exter-

nas arbitrárias. Ele obteve estados quânticos resolvendo uma equação diferencial, a qual

era satisfeita pelo operador de evolução. Yeon et al. [59] utilizaram o método de integrais

de trajetória para estudar osciladores harmônicos forçados com uma dependência temporal

na freqüência no ińıcio dos anos 1990. Em seus estudos, eles obtiveram o propagador, a

função de onda, valores esperados da energia, a relação de incerteza e estados coerentes.

O método de Lewis e Riesenfeld não teve sua aplicação restrita apenas a problemas

envolvendo osciladores harmônicos, mas também a outros sistemas quânticos de interesse.

Podemos citar, a t́ıtulo de exemplo, o trabalho de Cerveró et al. [31], no qual os referidos au-

tores utilizam o citado método para encontrar as soluções para o problema de Schrödinger

associado a um poço quadrado de potencial infinito, e o de Luan e Tang [60], no qual os

mesmos encontraram a solução geral da equação de Schrödinger na presença de um poten-

cial linear dependente do tempo no espaço das configurações baseados na teoria de Lewis

e Riesenfeld. Devemos citar também o trabalho de Moya-Cessa e Guasti [61], no qual os

autores estudaram a evolução temporal de um oscilador harmônico quântico, porém sujeito
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a uma mudança abrupta na freqüência representada por uma função degrau. Seu estudo

foi baseado numa solução anaĺıtica aproximada para a equação de Ermakov dependente do

tempo para uma função degrau.

Esta breve referência histórica demonstra a importância do problema aqui tratado.

Vimos acima que sistemas hamiltonianos dependentes do tempo têm sido alvo de grande

interesse na literatura cient́ıfica. Tais sistemas, além de serem interessantes do ponto

de vista acadêmico, tem-se comprovado ser fisicamente relevantes, posto que muitas pro-

priedades f́ısicas de interesse emergem, quando alguns parâmetros do sistema variam com

o tempo. Tratar os problemas não-conservativos também é de fundamental importância

porque os mesmos são relevantes pelo fato da maioria dos fenômenos f́ısicos que ocorrem

no mundo real terem natureza deste tipo.

1.3 Organização desta tese

No caṕıtulo 2 da presente tese, apresentaremos o método idealizado por H. R. Lewis Jr.

e W. B. Riesenfeld, apontando a essência do formalismo. Nesta apresentação, o formalismo

descrito terá como base as referências [34] e [36]. No sentido de dar uma consistência à

teoria, iremos, ainda no caṕıtulo 2, aplicar o método de operadores invariantes a um sistema

f́ısico de interesse: um oscilador harmônico unidimensional com freqüência dependente do

tempo.

No caṕıtulo 3 desta tese, descreveremos nosso trabalho. Usaremos operadores invari-

antes lineares à luz do método de invariantes dinâmicos para encontrar soluções exatas da

equação de Schrödinger para um oscilador harmônico forçado generalizado dependente do

tempo em termos das soluções de uma equação diferencial de segunda ordem que descreve

a amplitude de um oscilador harmônico amortecido não-forçado. Também construiremos

soluções do tipo pacote de ondas Gaussiano e terminaremos nossa análise com o cálculo

de flutuações quânticas das coordenadas e momentos, bem como da correlação entre am-

bos. Como destaque, mostraremos que a largura das flutuações e correlações do pacote

Gaussiano não dependem da força externa. No intuito de ilustrar a teoria proposta no
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caṕıtulo, trataremos um caso particular: aplicaremos nosso formalismo ao conhecido os-

cilador forçado de Caldirola-Kanai [15, 16, 17].

No caṕıtulo 4 desta tese, faremos uma descrição quântica da propagação da luz num

meio condutor, homogêneo, linear e com densidade de carga nula, usando o modelo de os-

cilador harmônico dependente de tempo numa abordagem fenomenológica usando o gauge

de Coulomb, invariantes lineares e o método do invariante dinâmico. Obteremos funções de

onda exatas para este problema em termos de soluções de uma equação diferencial segunda

ordem que descreve a amplitude do oscilador amortecido clássico. Além disso, nós cons-

truiremos soluções na forma de pacotes de onda Gaussianos e calcularemos as flutuações e

as correlações quânticas para cada modo do campo eletromagnético quantizado.

O caṕıtulo 5 será simplesmente uma extensão do caṕıtulo 4. Vamos estender nossa

investigação feita neste último, só que agora utilizando um operador invariante quadrático.

Encontraremos as funções de onda exatas para a equação de Schrödinger para a luz num

meio condutor com freqüência dependente do tempo. Neste caṕıtulo, também construire-

mos estados coerentes para o oscilador harmônico dependente do tempo.

Concluiremos a descrição de nosso trabalho com o caṕıtulo 6 da presente tese. Nosso

procedimento no citado caṕıtulo será abordar o problema de encontrar as funções de

onda (soluções da equação de Schrödinger) exatas, com dependência temporal, para uma

part́ıcula aprisionada por campos oscilantes sujeita a um potencial dependente do tempo

do tipo oscilador harmônico unidimensional. Porém, diferentemente do que foi feito por

Pedrosa et al. [41], em nossa abordagem utilizaremos operadores invariantes quadráticos

ao invés dos lineares por eles empregados.

Finalmente, no caṕıtulo 7, apresentaremos nossas considerações finais. Devemos salien-

tar que a literatura cient́ıfica acerca de sistemas quânticos dependentes do tempo é muito

extensa. Por mais que tenhamos nos esforçado para citá-las na bibliografia desta tese,

certamente algumas foram omitidas.
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Caṕıtulo 2

Teoria quântica de invariantes de

Lewis e Riesenfeld

2.1 Definição do operador invariante

Neste caṕıtulo, faremos uma descrição do método idealizado por H. R. Lewis Jr. e W.

B. Riesenfeld. Tomaremos como base neste caṕıtulo as referências [34] e [36]. Em seus

trabalhos, eles dirigiram sua atenção para a resolução de problemas em mecânica quântica

concernente a osciladores harmônicos dependentes do tempo utilizando para isto uma classe

de operadores invariantes exatos. Segundo eles, até aquele momento, o uso de invariantes

dependentes explicitamente do tempo em aplicações em teoria quântica havia recebido

pouca atenção por parte das pesquisas cient́ıficas. O que estimulou Lewis e Riesenfeld a

aplicar o método, que será descrito a partir da próxima seção, foi a simplicidade das regras

necessárias para a construção dos invariantes em questão e a instrutiva relação dos mesmos

na expansão assintótica da teoria invariante adiabática.

Na descrição do método proposto por Lewis e Riesenfeld, vamos inicialmente considerar

um sistema no qual o operador hamiltoniano H(t) seja uma função expĺıcita do tempo e

assumiremos a existência de um outro operador I(t) invariante. Dizemos que um operador

hermitiano não-trivial dependente explicitamente do tempo I(t) é invariante se o mesmo
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satisfizer as seguintes condições:

dI

dt
=
∂I

∂t
+

1

ı~
[I,H] = 0 (2.1)

e

I† = I. (2.2)

O fato do operador invariante I(t) ser hermitiano (ou autoadjunto) nos garante que:

• o mesmo possui autovalores puramente reais;

• suas autofunções são ortogonais;

• suas autofunções formam um conjunto completo.

O estado de um sistema f́ısico na mecânica quântica é completamente determinado pela

função de onda Ψ. No formalismo de Dirac, podemos representar um estado de um sistema

f́ısico, num instante t por |ψ(t)〉. A evolução temporal de um vetor de estado como esse

é governada pela equação de Schrödinger. Assim, sendo H(t) o operador hamiltoniano, a

evolução é dada por

ı~
∂

∂t
|ψ(t)〉 = H(t) |ψ(t)〉 (2.3)

Notemos que, aplicando o lado esquerdo da equação (2.1) ao vetor de estado |ψ(t)〉, teremos

que

ı~
∂I

∂t
|ψ(t)〉+ [I,H] |ψ(t)〉 = 0 (2.4)

Por outro lado, [I,H] |ψ(t)〉 = IH |ψ(t)〉 −HI |ψ(t)〉 = ı~(I ∂
∂t
|ψ(t)〉)−H(I |ψ(t)〉). Nesta

última passagem, usamos a equação (2.3). Dessa maneira, verificamos que a equação (2.4)

fica na seguinte forma

ı~
∂

∂t
(I |ψ(t)〉) = H(I |ψ(t)〉). (2.5)

A expressão acima deixa claro que a ação de um operador invariante sobre um vetor de

estado que satisfaz à equação de Schrödinger produz uma outra solução da mesma equação.

Particularmente, se |ψ(t)〉 é solução da equação de Schrödinger, o vetor de estado resultante

da aplicação do invariante (I |ψ(t)〉) também satisfaz à mesma. Uma vez que não foi feita
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nenhuma restrição, este resultado é válido para qualquer operador invariante, até mesmo se

este envolver a operação de derivada com respeito ao tempo. Devemos destacar que, caso

o operador invariante não possua termos envolvendo derivadas temporais, seremos capazes

de obter uma regra simples e expĺıcita para a determinação das fases dos autoestados

do operador I(t) que satisfaçam a equação de Schrödinger. Vamos então assumir que os

operadores invariantes, os quais serão aqui tratados, não contenham operadores envolvendo

derivadas temporais. Particularmente, daremos atenção a problemas que satisfaçam esta

condição como, por exemplo, o oscilador harmônico forçado dependente do tempo.

2.2 Autoestados e autovalores do operador invariante

Vamos assumir que, como o operador invariante I(t) é hermitiano, ele faz parte de um

conjunto completo de observáveis que comutam. Assim, existirá um conjunto completo de

autoestados do mesmo. Representaremos os autovalores do operador I(t) por λ e os autoes-

tados associados a um dado autovalor λ por |λ, κ; t〉, no qual o ı́ndice κ representa todos os

números quânticos (além de λ) necessários para especificar os autoestados. Neste ponto,

diferenciamos os autoestados de I(t) daqueles que são solução da equação de Schrödinger.

Na próxima seção, buscaremos uma conexão entre os mesmos.

Para os autoestados de I(t), teremos a seguinte equação de autovalores

I(t) |λ, κ; t〉 = λ |λ, κ; t〉 , (2.6)

e

〈λ′, κ′; t|λ, κ; t〉 = δλ′λδκ′κ. (2.7)

Conforme explicitado anteriormente, como o operador invariante I(t) é hermitiano, seus

autovalores λ serão todos reais. Vamos mostrar que os mesmos também são independentes

do tempo. Para tal, basta derivar a equação (2.6) com respeito ao tempo, de modo que

teremos
∂I

∂t
|λ, κ; t〉+ I

∂

∂t
|λ, κ; t〉 =

∂λ

∂t
|λ, κ; t〉+ λ

∂

∂t
|λ, κ; t〉 (2.8)
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Por outro lado, aplicando a equação (2.1) sobre |λ, κ; t〉 obteremos o seguinte

∂I

∂t
|λ, κ; t〉+ (

1

ı~
) [I,H] |λ, κ; t〉 = 0, (2.9)

ou seja,

ı~
∂I

∂t
|λ, κ; t〉+ IH |λ, κ; t〉 − λH |λ, κ; t〉 = 0, (2.10)

Fazendo agora o produto escalar da equação acima com um estado |λ′, κ′; t〉, obteremos o

seguinte resultado

ı~ 〈λ′, κ′; t| ∂I
∂t
|λ, κ; t〉+ 〈λ′, κ′; t| IH |λ, κ; t〉 − 〈λ′, κ′; t|λH |λ, κ; t〉 = 0, (2.11)

equivalente a

ı~ 〈λ′, κ′; t| ∂I
∂t
|λ, κ; t〉+ λ′ 〈λ′, κ′; t|H |λ, κ; t〉 − λ 〈λ′, κ′; t|H |λ, κ; t〉 = 0, (2.12)

ou, ainda

ı~ 〈λ′, κ′; t| ∂I
∂t
|λ, κ; t〉+ (λ′ − λ) 〈λ′, κ′; t|H |λ, κ; t〉 = 0. (2.13)

Uma vez que este resultado deve ser válido para λ′=λ, necessariamente teremos o resultado

seguinte, oriundo da equação anterior sujeito à condição supracitada:

〈λ, κ′; t| ∂I
∂t
|λ, κ; t〉 = 0. (2.14)

Nosso passo seguinte é fazer o produto escalar da equação (2.8) com |λ, κ; t〉 de tal modo

que teremos

〈λ, κ; t| ∂I
∂t
|λ, κ; t〉+〈λ, κ; t| I ∂

∂t
|λ, κ; t〉 = 〈λ, κ; t| ∂λ

∂t
|λ, κ; t〉+〈λ, κ; t|λ ∂

∂t
|λ, κ; t〉 . (2.15)

Como 〈λ, κ; t| I ∂
∂t
|λ, κ; t〉 é igual a 〈λ, κ; t|λ ∂

∂t
|λ, κ; t〉, a equação acima resulta em

∂λ

∂t
= 〈λ, κ; t| ∂I

∂t
|λ, κ; t〉 = 0, (2.16)

de acordo com a equação (2.14). O resultado acima demonstra claramente que os au-

tovalores λ são independentes do tempo. No entanto, o mesmo não é verdade para os

autoestados. Estes últimos são dependentes do tempo.
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2.3 Conexão entre os autoestados do operador inva-

riante e as soluções da equação de Schrödinger

Conforme mencionamos na seção anterior, pretendemos agora encontrar uma conexão

entre os autoestados do operador invariante I(t) e as soluções da equação de Schrödinger.

Para tal, vamos inicialmente escrever a equação de movimento para o estado |λ, κ; t〉 a

partir da equação (2.8), usando o fato de que ∂λ
∂t

= 〈λ, κ |λ, κ〉 = 0. Assim, teremos que

(λ− I)
∂

∂t
|λ, κ; t〉 =

∂I

∂t
|λ, κ; t〉 . (2.17)

Em seguida, tomemos o produto escalar com |λ′, κ′; t〉 de tal maneira que obteremos

〈λ′, κ′; t| (λ− I)
∂

∂t
|λ, κ; t〉 = 〈λ′, κ′; t| ∂I

∂t
|λ, κ; t〉 (2.18)

ou

λ 〈λ′, κ′; t| ∂
∂t
|λ, κ; t〉+ λ′ 〈λ′, κ′; t| ∂

∂t
|λ, κ; t〉 = 〈λ′, κ′; t| ∂I

∂t
|λ, κ; t〉 . (2.19)

Da equação (2.13), temos que o lado direito da equação acima pode ser substitúıda pela

relação 1
ı~(λ− λ′) 〈λ′, κ′; t|H |λ, κ; t〉 de sorte que a mesma pode ser reescrita como

ı~(λ− λ′) 〈λ′, κ′; t| ∂
∂t
|λ, κ; t〉 = (λ− λ′) 〈λ′, κ′; t|H |λ, κ; t〉 . (2.20)

Para λ 6= λ′, chegamos à seguinte conclusão

ı~ 〈λ′, κ′; t| ∂
∂t
|λ, κ; t〉 = 〈λ′, κ′; t|H |λ, κ; t〉 . (2.21)

É importante destacar que a equação anterior é válida apenas para o caso em que

λ 6= λ′. Porém, se o mesmo for válido para λ = λ′, poderemos assegurar prontamente que

|λ, κ; t〉 satisfaz a equação de Schrödinger. Assim, concluiŕıamos que |λ, κ; t〉 seria uma

solução especial para |ψ(t)〉.

Sabemos que todas as grandezas calculadas por médias usando a função de onda (e que

têm um significado f́ısico exato) são tais que dependem da função de onda multiplicada por

seu complexo conjugado. Logo, |ψ(t)〉 e eıα |ψ(t)〉 (no qual α é um número real qualquer)
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representam o mesmo estado f́ısico. Isto quer dizer que a função de onda normalizada é

determinada unicamente a menos de uma constante, que chamamos de fator de fase. Esta

indeterminação é, em prinćıpio, irremov́ıvel, no entanto isto não tem importância porque

sua presença não afeta os resultados f́ısicos já que

〈ψ∗(t)ψ(t)〉 =
〈
e−ıαψ∗(t)eıαψ(t)

〉
(2.22)

Nas definições anteriores acerca de |λ, κ; t〉, não houve a preocupação de fixarmos o

fator de fase. Para estudar o fator de fase, assumiremos que poderemos multiplicar |λ, κ; t〉

por um fator de fase arbitrário dependente do tempo. Dessa forma, podemos definir um

novo conjunto de autovetores de I(t) relacionados ao nosso conjunto inicial de autovetores

por meio de uma transformação de gauge dependente do tempo:

|λ, κ; t〉S = eıαλκ(t) |λ, κ; t〉 (2.23)

Na equação acima, αλκ(t) são funções reais arbitrárias dependentes do tempo. Pelas

hipóteses estabelecidas para o operador invariante, sabemos que I(t) não contém opera-

dores de derivação em relação ao tempo. Sabemos igualmente que os autoestados |λ, κ; t〉

são ortonormais (equação (2.7)). Dáı, os autoestados |λ, κ; t〉S, de acordo com a equação

(2.23), também serão ortonormais. Para λ′ 6= λ, a equação (2.21) também será válida para

elementos de matriz tomados em relação aos novos autoestados. Se escolhermos as fases

αλκ(t) satisfazendo a equação (2.21) para λ′ = λ, cada um dos novos autoestados satisfará

a equação de Schrödinger. Esta exigência é equivalente a

ı~δκκ′
dαλκ

dt
= 〈λ′, κ′; t| (ı~ ∂

∂t
−H) |λ, κ; t〉 . (2.24)

Para satisfazer a equação anterior, os estados |λ, κ; t〉 devem ser escolhidos de tal sorte que

o lado direito da equação acima seja igual a zero para κ′ 6= κ. Como o operador ı~ ∂
∂t
−H é

hermitiano, sempre poderemos fazer esta diagonalização. Uma vez que os estados tenham

sido desta forma escolhidos, as funções de fase correspondentes αλκ(t) irão satisfazer a

seguinte equação

~
dαλκ

dt
= 〈λ′, κ|(ı~ ∂

∂t
−H)|λ, κ〉. (2.25)
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Dáı, posto que o novo conjunto de autoestados de I(t), |λ, κ; t〉S , satisfaz a equação de

Schrödinger, poderemos escrever a solução geral da seguinte forma

|ψ(t)〉 =
∑
λκ

cλκe
ıαλκ(t) |λ, κ; t〉 , (2.26)

na qual |ψ(t)〉 representa o vetor de estado solução da equação de Schrödinger, |λ, κ; t〉, os

autoestados do invariante I(t) e cλκ são coeficientes independentes do tempo.

No intuito de ilustrar o método dos invariantes de Lewis e Riesenfeld, aplicaremos

na seção seguinte a teoria aqui formulada a um sistema f́ısico de interesse: um oscilador

harmônico unidimensional com freqüência caracteŕıstica dependente do tempo.

2.4 Aplicação do método de invariantes dinâmicos a

osciladores harmônicos dependentes do tempo

2.4.1 Operador invariante na forma quadrática

Nosso interesse nesta seção é aplicar o método de operadores invariantes idealizado

por Lewis e Riesenfeld [36] a sistemas f́ısicos que possam ser descritos como osciladores

harmônicos unidimensionais dependentes do tempo. Consideraremos então uma part́ıcula

que executa pequenas oscilações em uma dimensão. Nosso sistema tem associado a si um

hamiltoniano na seguinte forma

H(t) =
p2

2m
+
mω2(t)q2

2
. (2.27)

Na expressão acima, q representa a coordenada canônica, p o momento canonicamente

conjugado a q, m é a massa e ω(t) é a freqüência caracteŕıstica das oscilações (neste caso,

dependente do tempo). As variáveis p e q satisfazem a usual relação de comutação canônica

[q, p] = ı~. A energia potencial do oscilador em questão torna-se infinita em q = ±∞ e seu

valor mı́nimo ocorre para q = 0. O seu espectro de autovalores de energia é inteiramente

discreto.
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As equações canônicas do movimento associado ao hamiltoniano (2.27) podem ser es-

critas como

q̇ =
∂H

∂p
=

p

m
, (2.28)

e

ṗ = −∂H
∂q

= −mω2(t)q. (2.29)

Com isto, a equação de movimento deste sistema pode ser obtida simplesmente derivando

novamente a equação (2.28) com respeito ao tempo,

q̈ =
ṗ

m
= −ω2(t)q (2.30)

na qual substitúımos a equação (2.29). Assim, chegamos ao seguinte resultado

q̈ + ω2(t)q = 0, (2.31)

Esta última expressão será de grande utilidade para o estudo de nosso oscilador. De-

vemos notar que a mesma pode ser facilmente resolvida para ω 6= ω(t). No entanto,

a dependência temporal presente na freqüência caracteŕıstica das oscilações ω, torna a

tarefa mais dif́ıcil. Todavia, a equação (2.31), conhecida na literatura como equação de

Mathieu-Hill, pode ser resolvida caso seja conhecida a expressão para ω(t). Porém, o que

pretendemos fazer aqui é evitar esta necessidade, encontrando autoestados inerentes ao

nosso problema para uma freqüência ω(t) arbitrária. Para isto, vamos aplicar o método de

operadores invariantes ao hamiltoniano (2.27).

Vamos inicialmente assumir a existência de um operador invariante I(t) que assuma a

forma homogênea quadrática

I =
1

2
[α(t)q2 + β(t)p2 + γ(t) {q, p}+], (2.32)

na qual α, β e γ são funções reais do tempo (para garantir que o operador invariante I(t)

seja hermitiano, conforme exige a equação (2.2)), o fator multiplicativo 1/2 foi escolhido

arbitrariamente, por conveniência, e {q, p}+ representa a notação usual para o anticomu-

tador.
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Considerando as propriedades estudadas na seção anterior, acerca de operadores in-

variantes, pretendemos construir um processo para determinação do mesmo na forma

quadrática. Derivando I(t) dado pela equação anterior em relação ao tempo, obtemos

de uma maneira expĺıcita

İ =
1

2
(2αqq̇ + α̇q2 + 2βpṗ+ β̇p2 + γ̇ {q, p}+ + γ(qṗ+ q̇p+ pq̇ + ṗq)) (2.33)

Substituindo na equação acima q̇ e ṗ pelas equações (2.28) e (2.29), respectivamente,

chegaremos, após alguma álgebra, ao resultado seguinte

İ =
1

2

{[
α̇− 2mω2γ

]
q2 +

[
β̇ +

2γ

m

]
p2 +

[
γ̇ +

α

m
−mω2β

]
{q, p}+

}
= 0. (2.34)

Por outro lado, para que seja satisfeita a equação (2.1), obtemos, da expressão anterior, as

relações a seguir:

α̇ = 2mω2γ, (2.35)

β̇ = − 2

m
γ (2.36)

e

γ̇ = − 1

m
α+mω2β (2.37)

Neste momento, devemos observar que nosso operador invariante ficará determinado, a

menos da forma de ω2(t), se conhecermos a expressão da função γ(t). Isto porque, com o

seu conhecimento, a equação (2.36) fornecerá a expressão para β(t) e, a equação (2.37) nos

fornecerá α(t) em função de ω2(t). No entanto, apenas por conveniência, vamos introduzir

uma outra função, σ(t), tal que seu quadrado seja uma função real dependente do tempo.

Definiremos, então

β(t) = σ2(t). (2.38)

Feita esta substituição, a equação (2.36) tomará a forma

γ = −mσσ̇. (2.39)

Da mesma forma, poderemos expressar a equação (2.37) como segue

m2(σσ̈ + σ̇2) = α−m2ω2σ2, (2.40)
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ou ainda, isolando α,

α = m2
[
(σσ̈ + σ̇2) + ω2σ2

]
. (2.41)

Nosso trabalho em determinar uma expressão para nosso invariante quadrático agora

está reduzido a determinação não de três, mas de apenas uma função, σ(t). Isto porque,

uma vez que tenhamos a expressão para σ(t), imediatamente decorrerá das equações (2.41),

(2.38) e (2.39) a determinação de α(t), β(t) e γ(t), respectivamente. No intuito de encontrar

uma expressão para σ(t), vamos derivar a equação (2.41) em relação ao tempo. Obtemos

α̇ = m2(3σ̇σ̈ + σ
...
σ ) + 2m2ωσ(ωσ̇ + ω̇σ). (2.42)

Substituindo na equação acima α̇ por seu correspondente na equação (2.35) com γ dada

pela equação (2.39) chegaremos a

m2(3σ̇σ̈ + σ
...
σ ) + 2m2ωσ(ωσ̇ + ω̇σ) + 2m2ω2σσ̇ = 0. (2.43)

A equação anterior pode ser rearrumada na seguinte forma

σ
d

dt
[m2σ̈ +m2ω2σ] + 3σ̇[m2σ̈ +m2ω2σ] = 0. (2.44)

Podeŕıamos simplificar a equação acima por m2. No entanto, não queremos perder este

termo de vista, pois pretendemos desenvolver uma teoria geral. Haverá situações de estudo,

como, por exemplo, as desenvolvidas nos caṕıtulos 3 e 4 desta tese, nas quais a massa varia

com o tempo. Assim, a presença do termo de massa vai nos permitir fazer comparações.

Voltando à equação (2.44), faremos uso de uma função auxiliar

η = m2σ̈ + ω2σ, (2.45)

para resolvê-la. Com esta função auxiliar η, a expressão dada pela equação (2.44) vai se

tornar uma equação diferencial de primeira ordem,

ση̇ = −3σ̇η, (2.46)

cuja solução é expressa como η = c2

σ3 , onde c2 é uma constante de integração. O fator de

potência 2 foi escolhido apenas por conveniência. Do resultado da integração, teremos a
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solução para σ dada por

σ̈ + ω2σ =
c2

m2σ3
. (2.47)

Podemos agora isolar o termo σ̈ na equação (2.47) e substitúı-lo na equação (2.41). Assim,

teremos

α = m2σ̇2 +
c2

σ2
. (2.48)

Substituindo α pela equação anterior, β pela equação (2.38) e γ pela equação (2.39) em

(2.32), teremos finalmente, após alguma álgebra

I =
1

2

[
(
c

σ
)2q2 + (σp−mσ̇q)2

]
. (2.49)

A arbitrariedade implicada pela presença da constante de integração c2 na expressão acima

é apenas aparente. Ela pode ser retirada facilmente. Para tal, faremos uma transformação

de escala

σ(t) = c1/2ρ(t) (2.50)

de modo que o fator c passa a multiplicar todo o lado direito da equação (2.49), o que

permite que o mesmo possa ser descartado. A transformação de escala (2.50) também

afeta nossa condição de v́ınculo, equação (2.47). Deste modo, nosso invariante agora pode

ser escrito na forma

I =
1

2

[
(
q

ρ
)2 + (ρp−mρ̇q)2

]
. (2.51)

sujeito ao v́ınculo

ρ̈+ ω2(t)ρ− 1

m2ρ3
= 0. (2.52)

Devemos apenas ressaltar que, uma vez que nosso operador I(t) por definição é hermitiano,

escolheremos apenas as soluções reais da equação de v́ınculo acima. Considerando isto,

qualquer solução particular (real) dela poderá ser utilizada na construção de um operador

invariante conforme procuramos (equação (2.51). Aqui, destacamos que o invariante nesta

forma foi primeiro deduzido por Ermakov e depois por Lewis, motivo pelo qual ele é

conhecido na literatura por invariante de Ermakov-Lewis.
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2.4.2 Determinação de autoestados e autovalores de I(t)

Os autoestados e autovalores do operador invariante I(t) poderão ser encontrados me-

diante algo semelhante ao que foi feito por Paul Dirac para diagonalizar o hamiltoniano

de um oscilador harmônico com freqüência constante. Essencialmente, definiremos opera-

dores de aniquilação a(t) e de criação a†(t), ambos dependentes do tempo, pelas seguintes

relações

a = (
1

2~
)

1
2

[
(
q

ρ
) + ı(ρp−mρ̇q)

]
(2.53)

e

a† = (
1

2~
)

1
2

[
(
q

ρ
)− ı(ρp−mρ̇q)

]
(2.54)

A escolha foi feita desta forma para que, deste modo, os operadores a e a† possam satisfazer

a relação de comutação canônica [
a, a†

]
= 1. (2.55)

É fácil verificar que

a†a = (
1

2~
)((
q

ρ
)2 + (ρp−mρ̇q)2 + ı [q, p]) = (

1

2~
)(2I − ~) (2.56)

de modo que obtemos I(t) na forma

I(t) = ~(a†a+
1

2
). (2.57)

Assim, o problema de autovalores de I(t) fica reduzido ao problema de autovalores do

operador hermitiano N = a†a, isto é, encontrar números n e vetores |n, t〉 normalizados de

forma que 〈n, t|n, t〉 = 1 tais que

N |n, t〉 = a†a |n, t〉 = n |n, t〉 , n = 0, 1, 2, ... (2.58)

Da relação entre os operadores I(t) e N(t),

I(t) = ~(N +
1

2
), (2.59)

vemos que os autoestados normalizados |λ, t〉 de I(t) serão os mesmos autoestados norma-

lizados |n, t〉 de N(t). Logo, podemos escrever que

I |n, t〉 = λn |n, t〉 , n = 0, 1, 2, ... (2.60)
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de sorte que o espectro de autovalores de I(t) será dado por

λn = (n+
1

2
)~, n = 0, 1, 2, ... (2.61)

2.4.3 Determinação das fases de I(t)

Para completar a solução de nossa aplicação do método do invariante dinâmico a os-

ciladores harmônicos dependentes do tempo, falta ainda a determinação das fases de I(t).

Para determinarmos as fases dos autoestados |n, t〉 de I(t), temos inicialmente que calcular

os elementos diagonais da matriz dos operadores H(t) e ∂
∂t

para que, substituindo-os na

equação (2.25), obtermos a determinação das funções de fase. Nosso primeiro passo será

escrevermos nosso hamiltoniano, dado pela equação (2.27), em termos dos operadores a

e a†, definidos pelas equações (2.53) e (2.54), respectivamente. Assim, a equação (2.27)

ficará

H(t) =
~

4m

{
−

(
1

ρ2
− 2ımρ̇

ρ
−m2ρ̇2 −mω2(t)ρ2

)
(a†)2

−
(

1

ρ2
+

2ımρ̇

ρ
−m2ρ̇2 −mω2(t)ρ2

)
a2

+

(
1

ρ2
+m2ρ̇2 +m2ω2(t)ρ2

) {
a, a†

}
+

}
.

(2.62)

Devemos agora observar que, como estamos interessados apenas nos elementos diagonais,

os termos contendo (a†)2 e a2, ao serem aplicados a |n, t〉 darão uma contribuição nula,

devido ao fato de que os operadores a e a† satisfazem as relações

a |n, t〉 = n
1
2 |n− 1, t〉 (2.63)

e

a† |n, t〉 = (n+ 1)
1
2 |n+ 1, t〉 . (2.64)

Assim, quando tomarmos 〈n, t|H(t) |n, t〉, somente restará o termo

〈n, t|H(t) |n, t〉 =
1

2

(
1

ρ2
+m2ρ̇2 +m2ω2(t)ρ2

)
(n+

1

2
)~. (2.65)

É claro que a matriz que representa o operador hamiltoniano H(t) possui elementos de

matriz não-diagonais, uma vez que a representação definida pelas equações (2.58) a (2.61)
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e (2.63) a (2.64) não diagonaliza este operador. Temos agora que obter os elementos

diagonais da matriz do operador ∂
∂t

. Para tal, inicialmente, vamos derivar a equação (2.64)

em relação ao tempo. O resultado é o seguinte

(
∂a†

∂t
+ a†

∂

∂t
) |n, t〉 = (n+ 1)

1
2
∂

∂t
|n, t〉 . (2.66)

Fazendo o produto escalar desta equação com 〈n, t|, teremos o seguinte

〈n, t| (∂a
†

∂t
+ a†

∂

∂t
) |n, t〉 = (n+ 1)

1
2 〈n, t| ∂

∂t
|n, t〉 . (2.67)

ou seja,

〈n, t| ∂a
†

∂t
|n, t〉+ 〈n, t| a† ∂

∂t
|n, t〉 = (n+ 1)

1
2 〈n, t| ∂

∂t
|n, t〉 . (2.68)

Agora, usando a equação (2.64), esta expressão fica

〈n, t| ∂a
†

∂t
|n, t〉+ n

1
2 〈n− 1, t| ∂

∂t
|n, t〉 = (n+ 1)

1
2 〈n, t| ∂

∂t
|n, t〉 . (2.69)

Fazendo na equação acima a mudança de variáveis n→ (n− 1), a equação acima fica

〈n, t| ∂
∂t
|n, t〉 = 〈n− 1, t| ∂

∂t
|n− 1, t〉+ n−

1
2 〈n, t| ∂a

†

∂t
|n− 1, t〉 . (2.70)

Neste momento, será muito útil para nós representarmos as variáveis dinâmicas q e p em

função dos operadores a e a†. Isto pode ser feito a partir das equações (2.63) e (2.64). O

resultado é o seguinte

q = (
1

2~
)

1
2ρ(a† + a), (2.71)

e

p = ı(
1

2~
)

1
2 [(

1

ρ
− ımρ̇)a† − (

1

ρ
+ ımρ̇)a]. (2.72)

Tendo as expressões para q e p conforme acima, podemos agora derivar a equação (2.54) em

relação ao tempo e, substituindo as mesmas no resultado encontrar a seguinte expressão

para ∂
∂t

em termos dos operadores a e a†. A expressão a qual chegamos é dada por

∂a†

∂t
=

1

2

{[
−2ρ̇

ρ2
+ ım(ρρ̈− ρ̇2)

]
a+ ım(ρρ̈− ρ̇2)a†

}
. (2.73)
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Assim, substituindo esta equação (2.73) na equação (2.70), teremos que

〈n, t| ∂
∂t
|n, t〉 = 〈n− 1, t| ∂

∂t
|n− 1, t〉+ ım(ρρ̈− ρ̇2)

n

2
. (2.74)

Este resultado pode ser escrito ainda na forma

〈n, t| ∂
∂t
|n, t〉 = 〈0, t| ∂

∂t
|0, t〉+ ım(ρρ̈− ρ̇2)

n

2
. (2.75)

Na equação anterior podemos observar que os elementos de matriz do operador ∂
∂t

devem ser

imaginários puros. Isto porque o operador ∂
∂t

é não-hermitiano. Como nenhuma informação

adicional sobre o termo 〈0, t| ∂
∂t
|0, t〉 pode ser determinada da equação acima, escolheremos,

por uma questão de conveniência, que

〈0, t| ∂
∂t
|0, t〉 =

1

4
ım(ρρ̈− ρ̇2), (2.76)

de maneira que, ao tomarmos o limite em que ρ se torna constante, encontraremos 〈0, t| ∂
∂t
|0, t〉

tendendo a zero. Afinal, os elementos diagonais de matriz do operador ∂
∂t

serão dados por

〈n, t| ∂
∂t
|n, t〉 =

ım

2
(ρρ̈− ρ̇2)(n+

1

2
). (2.77)

Notemos que a condição dada pela equação (2.76) contribui para o ”ponto zero”da equação

(2.75). Calculados os elementos diagonais de matriz dos operadores H(t) e ∂
∂t

, dados

respectivamente pelas equações (2.65) e (2.77), podemos substitui-los na equação (2.24).

Dáı, encontraremos a seguinte equação para as funções de fase do operador I(t)

dαn

dt
= − 1

2m

[
m2ρρ̈+

1

ρ2
+m2ω2(t)ρ2

]
(n+

1

2
). (2.78)

Se observarmos que a condição de v́ınculo (2.52) nos permite escrever que ρ̈+ω2ρ = 1
m2ρ3 ,

a equação (2.78) ficará reduzida a

dαn

dt
= − 1

m
(n+

1

2
)

1

ρ2
. (2.79)

Integrando esta equação, temos as funções de fase na forma

αn(t) = − 1

m
(n+

1

2
)

∫ t

0

dτ

ρ2(τ)
. (2.80)
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Este resultado nos permite escrever que os autoestados de I(t) que satisfazem a equação

de Schrödinger para o oscilador harmônico dependente do tempo serão dados por

|ψn(t)〉 = eıαn(t) |n, t〉 , (2.81)

na qual as fases αn(t) são dadas pela equação (2.80). Assim, poderemos escrever a solução

geral da equação de Schrödinger (2.3) para o operador hamiltoniano (2.27) como segue

|ψ(t)〉 =
∑

n

cne
ıαn(t) |n, t〉 . (2.82)

Na equação (2.82), os cn são constantes.

2.5 Comentários finais

A dependência temporal das soluções da equação de Schrödinger também pode ser

escrita em termos de um operador unitário U(t) que satisfaça as condições

|ψ(t)〉 = U(t) |ψ(0)〉 (2.83)

e

ı~
∂U

∂t
= H(t)U. (2.84)

No caso em que ∂H
∂t

= 0, a solução da equação acima é evidente. A solução da equação

(2.84) pode ser expressa na forma

U(t) = exp(− ıHt
~

). (2.85)

No entanto, o caso por nós estudado não contempla esta situação. Aqui, nosso hamiltoniano

depende explicitamente do tempo. Mas, ainda assim, a evolução temporal dos autoestados

de I(t), |n, t〉, pode ser determinada a partir da equação (2.81) como

|n, t〉 = e−ıαn(t)U(t) |n, 0〉 , (2.86)

onde, em t = 0, U(0) = 1 e αn(0) = 0, de tal sorte que os estados |ψ(0)〉 e |n, 0〉 sejam

iguais.

Nos caṕıtulos seguintes, iremos utilizar o método do invariante dinâmico no estudo de

alguns tipos de osciladores harmônicos dependentes do tempo.
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Caṕıtulo 3

Dinâmica quântica de um oscilador

forçado generalizado dependente do

tempo

3.1 Considerações iniciais

Conforme já mencionamos no primeiro caṕıtulo desta tese, há bastante tempo que

o estudo de sistemas envolvendo osciladores harmônicos dependentes do tempo desperta

a atenção dos pesquisadores em F́ısica, o que pode ser evidenciado pela farta literatura

cient́ıfica envolvendo o assunto e já citada naquele caṕıtulo. Só para citar, podemos dar

como exemplo algumas destas investigações: as referências [27, 42, 62] são algumas de

interesse. Grande parte do interesse despertado em sistemas desta natureza certamente se

deve ao fato de que, além de se tratar de sistemas quânticos capazes de serem resolvidos de

forma exata, eles também podem ser usados com completo sucesso para modelar muitos

fenômenos nas mais diversas áreas da F́ısica, como, por exemplo, óptica quântica [3, 41, 63],

dinâmica de fluidos quânticos [47] e gravitação [5, 51, 64]. Em particular, osciladores

harmônicos forçados dependentes do tempo tem sido alvo de estudo de vários autores,

os quais têm utilizados diversos métodos, desde as funções-tentativa [23, 24, 25, 65], for-
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malismo de integrais de trajetória [14, 27, 28, 66, 67, 68, 69], representação de Heisen-

berg [70], funções de Wigner [71], estados coerentes e comprimidos [18, 58], transformações

canônicas e unitárias [72] e método de invariantes utilizando tanto invariantes lineares como

quadráticos [14, 18, 73, 74].

É importante salientar que, apesar de sua simplicidade quando comparado a outros

métodos, o uso de invariantes lineares aparentemente, pelo que se observa na literatura

cient́ıfica, não havia sido muito explorado. Neste sentido, buscamos neste caṕıtulo, entre

outros objetivos, preencher este espaço. Para tal, usaremos operadores invariantes lineares

à luz do método de invariantes dinâmicos [36] na intenção de encontrar as soluções exatas

para a equação de Schrödinger para um oscilador harmônico forçado generalizado depen-

dente do tempo em termos das soluções de uma equação diferencial de segunda ordem que

descreve a amplitude de um oscilador harmônico amortecido não-forçado.

A obtenção de nossas soluções é muito menos extensa e mais direta, quando comparada

aos métodos encontrados na literatura, pelo fato de que os invariantes lineares poderem

ser mais facilmente diagonalizados quando comparados, por exemplo, com os invariantes

quadráticos. Outra vantagem de nossa solução reside no fato de que torna-se mais acesśıvel

a obtenção das propriedades f́ısicas do sistema.

Em nosso estudo também construiremos soluções do tipo pacote de ondas Gaussiano

e terminaremos nossa análise com o cálculo de flutuações quânticas das coordenadas e

momentos, bem como da correlação entre ambos. Como destaque, mostraremos que a

largura das flutuações e correlações do pacote Gaussiano não dependem da força externa.

Também faremos uma análise da expressão obtida no presente caso para o prinćıpio da

incerteza.

Ao final do presente caṕıtulo, como caso particular, ilustraremos o formalismo aqui

desenvolvido aplicando-o a um sistema f́ısico de interesse, o oscilador forçado de Caldirola-

Kanai. Em particular, estudaremos a evolução temporal do pacote de ondas Gaussiano para

duas situações. Na primeira, consideraremos que a força externa é constante, enquanto que,

na segunda, esta varia sinusoidalmente com o tempo. Em ambos os casos, construiremos

o espaço de fase e procederemos à análise dos mesmos.
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3.2 Soluções da equação de Schrödinger para o os-

cilador harmônico forçado generalizado dependente

do tempo

Nesta seção, pretendemos tratar o problema de um oscilador harmônico unidimensional

forçado generalizado dependente do tempo. Consideraremos um hamiltoniano H(t) que

apresenta dependência temporal. A descrição do problema em questão será dada através

do seguinte hamiltoniano

H(t) =
p2

2M(t)
+
M(t)ω2(t)

2
q2 +

y(t)

2
(pq + qp)− F (t)q, (3.1)

no qual q e p representam, respectivamente, a coordenada e o momento canonicamente

conjugados, satisfazendo a relação de comutação [p, q] = −ı~, e as funções reais dependentes

do tempo M(t), ω(t), y(t) e F (t) representam, respectivamente, a massa (positiva), a

freqüência natural de oscilação, um parâmetro arbitrário e a força externa aplicada ao

oscilador. Aqui, destacamos que F (t) é uma função real do tempo, requisito necessário

para garantir que H(t) seja hermitiano em qualquer instante de tempo t. A evolução

temporal do vetor de estado Ψ(q, t) que representa o sistema descrito pelo hamiltoniano

(3.1), deve obedecer a equação de Schrödinger

ı~
∂

∂t
Ψ(q, t) = H(t)Ψ(q, t). (3.2)

Desse modo, o sistema que estamos estudando evolui com o tempo de acordo com a equação

de Schrödinger[
− ~2

2M(t)

∂2

∂q2
+

1

2
M(t)ω2(t)q2 − ı~y(t)

2
− ı~y(t)q

∂

∂q
− F (t)q

]
Ψ(q, t) = ı~

∂

∂t
Ψ(q, t),

(3.3)

onde usamos p = −ı~ ∂
∂q

. Uma vez que a nossa intenção reside em investigar a dinâmica

quântica de nosso sistema, devemos resolver a equação de Schrödinger acima (3.3). Para

tal intento, usaremos o método do invariante dinâmico idealizado por Lewis e Riesenfeld,

descrito no caṕıtulo anterior. Assim, dentro daquele formalismo, procederemos à busca de
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um operador hermitiano não-trivial I(t) que satisfaça a equação (2.1). Se tal invariante

existir e se ele não contiver termos envolvendo operadores com derivadas temporais, a

condição (2.1) nos permite construir soluções da equação de Schrödinger (3.3) na forma

Ψλ(q, t) = eıµλ(t)φλ(q, t), (3.4)

na qual φλ(q, t) representa uma autofunção de I(t) com autovalor independente do tempo

λ e µλ(t) é uma função de fase que pode ser calculada através da relação

~
dµλ(t)

dt
= 〈φλ| (ı~

∂

∂t
−H(t)) |φλ〉 , (3.5)

conforme visto no caṕıtulo 2. Posto que explicitamos nossa linha de estudo para o problema,

nosso primeiro passo agora será tentarmos encontrar um operador hermitiano I(t) que

obedeça a equação (2.1). Assim, seguindo o método do invariante dinâmico, vamos assumir

a existência do nosso operador linear invariante I(t) e admitir que o mesmo se apresenta

na forma

I(t) = α(t)q + β(t)p+ γ(t), (3.6)

na qual α(t), β(t) e γ(t) são funções reais dependentes do tempo a serem determinadas.

O fato de exigirmos que tais funções sejam reais é simplesmente para garantir que nosso

operador I(t) seja hermitiano. De acordo com o método, I(t) necessariamente deve satis-

fazer a equação (2.1). Assim, derivando a equação (3.6) com respeito ao tempo, obteremos

o seguinte resultado

İ(t) = α̇(t)q + αq̇ + β̇(t)p+ β(t)ṗ+ γ̇(t) = 0. (3.7)

Neste ponto, é preciso lembrar que podemos obter q̇ e ṗ facilmente da equação (3.1). Suas

expressões são as seguintes:

q̇(t) =
∂H

∂p
=

p

M(t)
+ y(t)q, (3.8)

ṗ(t) = −∂H
∂q

= −M(t)ω2(t)q − y(t)p− F (t). (3.9)
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nas quais os pontos sobre as respectivas funções indicam suas derivadas com respeito ao

tempo. Substituindo as equações (3.8) e (3.9) na equação (3.7), esta última torna-se

İ(t) =
[
α̇(t) + α(t)y(t)− β(t)M(t)ω2(t)

]
q

+

[
β̇(t)− β(t)y(t) +

α(t)

M(t)

]
p+ [γ̇(t) + β(t)F (t)] = 0.

(3.10)

Exigindo-se que seja satisfeita a equação (2.1), a equação anterior resulta no seguinte

α̇(t) = −α(t)y(t) + β(t)M(t)ω2(t), (3.11)

β̇(t) = β(t)y(t)− α(t)

M(t)
, (3.12)

γ̇(t) = −β(t)F (t), (3.13)

Combinando as equações (3.11) e (3.12), encontramos facilmente que β(t) deve obedecer a

equação

β̈(t) +
Ṁ(t)

M(t)
β̇(t) + Ω2(t)β(t) = 0, (3.14)

na qual

Ω2(t) = ω2 − y2 − Ṁ

M
y − ẏ (3.15)

é a freqüência modificada. Ademais, podemos notar, a partir da equação (3.13), que γ(t)

satisfaz a equação

γ(t) = −
∫ t

0

β(τ)F (τ)dτ. (3.16)

Do exposto acima, conclúımos que, uma vez que determinemos a função β(t) pela resolução

da equação (3.14), as funções α(t) e γ(t) poderão ser obtidas diretamente. A primeira

delas, a partir da equação (3.12) e, a segunda, da equação (3.16). Portanto, conhecendo-se

a expressão da função real β(t), o operador invariante linear I(t) poderá ser escrito da

seguinte forma

I(t) = β(t)p−M(t)
[
β̇(t)− β(t)y(t)

]
q + γ(t), (3.17)

e o mesmo ficará completamente determinado desde que se conheça a expressão para a

força externa F (t). O passo seguinte em nosso estudo será encontrarmos os autoestados

|φλ〉 de I(t). Estes autoestados formam, conforme teoria descrita no caṕıtulo 2 desta tese,
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um conjunto completo cont́ınuo cujos autovalores independentes do tempo λ constituem

soluções da equação

I(t) |φλ〉 = λ |φλ〉 , (3.18)

com a relação de ortonormalização

〈φλ|φλ′〉 = δ(λ− λ′). (3.19)

Substituindo a expressão do operador invariante, dada pela equação (3.17), na equação

(3.18), teremos a seguinte equação de autovalores{
−ı~β(t)

∂

∂q
−M(t)

[
β̇(t)− β(t)y(t)

]
q + γ(t)

}
|φλ〉 = λ |φλ〉 , (3.20)

onde efetuamos a substituição p = −ı~ ∂
∂q

. Desse modo, temos que

∂

∂q
|φλ〉 =

{
ıM(t)

[
β̇(t)− β(t)y(t)

]
q + ı(λ− γ(t))

}
~β(t)

|φλ〉 . (3.21)

As soluções da equação (3.21) são da forma

φλ(q, t) = C0 exp

 ıM(t)
[
β̇(t)− y(t)β(t)

]
2~β(t)

q2 +
ı [λ− γ(t)]

~β(t)
q

 , (3.22)

na qual C0 representa uma constante de integração a ser determinada pela equação (3.19).

Procedido o cálculo, encontramos que

C0 =

√
1

2π~β(t)
. (3.23)

Com isto, as soluções da equação de autovalores (3.18) são finalmente dadas por

φλ(q, t) =

√
1

2π~β(t)
exp

 ıM(t)
[
β̇(t)− y(t)β(t)

]
2~β(t)

q2 +
ı [λ− γ(t)]

~β(t)
q

 . (3.24)

Para determinação da função de onda Ψλ(q, t), precisamos ainda da expressão das funções

de fase. Para isto, calcularemos os elementos de matriz do lado direito da equação (3.5), de
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modo a obtermos a expressão para a função de fase. Para tal feito, primeiro derivaremos

a equação (3.21). Obteremos o seguinte:

∂2

∂q2
|φλ〉 =

 ıM(t)
(
β̇(t)− β(t)y(t)

)
~β(t)

 |φλ〉

+

 ıM(t)
(
β̇(t)− β(t)y(t)

)
q + ı(λ− γ(t))

~β(t)

2

|φλ〉 .

(3.25)

O próximo passo é substituir, na equação (3.1), as relações p2 = −~2 ∂2

∂q2 e (pq + qp) =

−ı~(1 + 2q ∂
∂q

). Assim, teremos que

〈φλ|H(t) |φλ〉 = 〈φλ| (−
~2

2M(t)

∂2

∂q2
) |φλ〉+

1

2
M(t)ω2(t)q2

− ı~y(t)
2

− ı~y(t) 〈φλ| q
∂

∂q
|φλ〉 − F (t)q.

(3.26)

Substituindo na equação acima as equações (3.21) e (3.25), após um cálculo direto, encon-

traremos o valor esperado do Hamiltoniano dado pela equação (3.1):

〈φλ|H(t) |φλ〉 =
1

2
M(t)

[
ω2(t)− y2(t) +

β̇2(t)

β2(t)

]
q2 − [λ− γ(t)]2

2M(t)β2(t)

− ı~
2

β̇(t)

β(t)
+

β̇(t)

β2(t)
(λ− γ(t))q − F (t)q.

(3.27)

Agora, derivando a equação (3.24) com respeito ao tempo e, fazendo uso das equações

(3.8), (3.13) e (3.14) para simplificar o resultado, obteremos que

〈φλ| (ı~
∂

∂t
) |φλ〉 =

1

2
M(t)

[
ω2(t)− y2(t) +

β̇2(t)

β2(t)

]
q2 − [λ− γ(t)]2

M(t)β2(t)

− ı~
2

β̇(t)

β(t)
+

β̇(t)

β2(t)
(λ− γ(t))q − F (t)q.

(3.28)

Logo, com a substituição das equações (3.27) e (3.28) na equação (3.5), teremos afinal as

funções de fase que queŕıamos determinar dadas pela seguinte expressão:

dµλ(t)

dt
= − 1

2~
[λ− γ(t)]2

M(t)β2(t)
. (3.29)
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A determinação das funções de fase é obtida afinal por

µλ(t) = − 1

2~

∫ t

0

[λ− γ(τ)]2

M(τ)β2(τ)
dτ. (3.30)

Então, substituindo as equações (3.24) e (3.30) na equação (3.4), teremos que a expressão

através da qual obteremos as soluções da equação de Schrödinger (3.3), dadas na forma a

seguir:

Ψλ(q, t) =

√
1

2π~β(t)
exp

ıµλ(t) +
ıM(t)

[
β̇(t)− y(t)β(t)

]
2~β(t)

q2 +
ı [λ− γ(t)]

~β(t)
q

 , (3.31)

com as funções de fase µλ(t) dadas pela equação (3.30). Neste ponto, devemos destacar

que, quando β(t) for nula, as funções de fase µλ(t) divergirão. Apesar desta divergência,

podemos mostrar, como faremos a seguir, que as funções de onda (3.31) serão sempre

finitas [41, 74]. Para um tempo t qualquer, consideraremos a função hλ(t) = µλ(t)β(t),

onde µλ(t) são as funções de fase dadas pela equação (3.30) e β(t), a solução da equação

(3.14). Substituindo hλ(t) na equação (3.29), teremos que

ḣλ(t)

β(t)
− hλ(t)β̇(t)

β2(t)
= − 1

2~
[λ− γ(t)]2

M(t)β2(t)
(3.32)

ou

ḣλ(t)β(t)− hλ(t)β̇(t) = − 1

2~
[λ− γ(t)]2

M(t)
. (3.33)

Assim, notamos que, no caso da divergência de µλ(t), ocorrendo com β(t) tendendo a zero,

o primeiro termo à esquerda na equação acima vai a zero, resultando no seguinte

hλ(t) =
[λ− γ(t)]2

2~M(t)β̇(t)
. (3.34)

Logo, no caso da divergência de µλ(t), as autofunções (3.31) poderão ser reescritas em

termos das funções hλ(t) (que são finitas) ao invés de µλ(t). Um outro ponto a destacar

em nossa análise é a evolução de um estado geral de Schrödinger. Ela pode ser escrita na

forma

Ψ(q, t) =

∫ ∞

−∞
g(λ)Ψλ(q, t)dλ, (3.35)
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onde g(λ) representa uma função peso que determina o estado do sistema. Na próxima

seção, utilizaremos esta expressão para a construção de soluções do tipo pacote de ondas

Gaussiano. Finalmente, podemos fazer uma análise para um caso de interesse. Supondo

que o sistema fosse tal que houvesse um crescimento exponencial da massa, M(t) = ert,

onde r representa uma constante positiva, e admit́ıssemos também que y(t) = 0, as funções

de onda (3.31) se reduziriam àquelas obtidas por Vaidyanathan [74], ou seja,

Ψλ(q, t) =

√
1

2π~β(t)
exp

{
ı

β(t)~

[
hλ(t)~ +

ıertβ̇(t)q2

2
+ (λ− γ(t))q

]}
. (3.36)

Isto indica a consistência de nosso resultado.

3.3 Pacote de ondas Gaussiano, flutuações e correlações

3.3.1 Pacote de ondas Gaussiano

Já vimos que as soluções para a equação de Schrödinger (3.3) são determinadas pela

equação (3.31). Uma forma de descrição do comportamento quântico de nosso sistema é

apresentarmos nossa função de onda Ψλ(q, t) determinada numa expressão capaz de descre-

ver um pacote de ondas Gaussiano. Desta forma, poderemos estudar seu comportamento

e verificar a adequação de nossos resultados ao comportamento esperado para o caso em

questão. É com esta intenção que, na presente subseção, procederemos à construção de

soluções do tipo pacote de ondas Gaussiano da equação (3.3). Para tal, vamos inicialmente

separar nossas funções de fase µλ(t) em três partes, desenvolvendo o binômio no numerador

da integral da equação (3.30). Assim, teremos que

µλ(t) = − 1

2~

{∫ t

0

λ2

M(τ)β2(τ)
dτ − 2

∫ t

0

γ(τ)λ

M(τ)β2(τ)
dτ +

∫ t

0

γ2(τ)

M(τ)β2(τ)
dτ

}
. (3.37)

Definiremos a seguir algumas funções que nos ajudarão a reescrever a nossa equação

anterior (3.37). As funções citadas são as seguintes

f1(t) =

∫ t

0

dτ

M(τ)β2(τ)
, (3.38)
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f2(t) =

∫ t

0

γ(τ)

M(τ)β2(τ)
dτ, (3.39)

f3(t) = − 1

2~

∫ t

0

γ2(τ)

M(τ)β2(τ)
dτ. (3.40)

Com estas definições, reescreveremos a equação (3.37) como segue

µλ(t) = −f1(t)

2~
λ2 +

f2(t)

~
λ+ f3(t). (3.41)

Deste modo, podemos reescrever a função de onda (3.31) na forma

Ψλ(q, t) =

√
1

2π~β(t)
exp

{
−if1(t)

2~
λ2 +

iλ

β(t)~
[q

+β(t)f2(t)] + i

[
β̇(t)− y(t)β(t)

2~β(t)
M(t)q2

− γ(t)

~β(t)
q + f3(t)

]}
,

(3.42)

Como queremos construir soluções do tipo pacote de ondas Gaussiano da equação (3.3),

iremos utilizar uma função peso Gaussiana conforme definida a seguir

g(λ) =

√
a

(2π)
1
4

exp(−a
2

4
λ2), (3.43)

na qual a é uma constante positiva. Assim, inserindo as equações (3.42) e (3.43) na equação

(3.35) teremos o seguinte

Ψ(q, t) =

∫ ∞

−∞

{ √
a

(2π)
1
4

exp(−a
2

4
λ2)

}
.√

1

2π~β(t)
exp

{
− ıf1(t)

2~
λ2 +

ıλ

β(t)~
[q

+β(t)f2(t)] + ı

[
β̇(t)− y(t)β(t)

2~β(t)
M(t)q2

− γ(t)

~β(t)
q + f3(t)

]}
dλ,

(3.44)

Resolvendo a integral acima, podemos escrever a função de onda do pacote Gaussiano como

segue

Ψ(q, t) = (
2B

π
)

1
4 eiC3(t)ei(C1q+C2)2e−B(q+βf2)2 , (3.45)
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com C1(t), C2(t), φ(t) e B(t) dadas pelas seguintes expressões

C1(t) =

√√√√M(β̇ − yβ)

2~β
+

2f1

β2~3a4(1 +
4f2

1

~2a4 )
, (3.46)

C2(t) =
2f1f2

β~3a4(1 +
4f2

1

~2a4 )

1

C1(t)
− γ

2~βC1

, (3.47)

C3(t) =
2f1f2

~3a4(1 +
4f2

1

~2a4 )
− C2

2 + f3 +
1

2
tan−1 2f1(t)

~a2
, (3.48)

B(t) =
1

β2~2a2(1 +
4f2

1

~2a4 )
. (3.49)

Podemos, além disso, calcular a densidade de probabilidade dependente do tempo associada

a esse pacote Gaussiano. Ela é também Gaussiana para um tempo qualquer. Sua expressão

é a seguinte

ρ(q, t) = |Ψ(q, t)|2 =
1√
πσ(t)

exp

{
−(q + βf2)

2

σ2(t)

}
, (3.50)

com largura dependente do tempo

σ(t) =

√
~2a2β2(t)

2

(
1 +

2f 2
1 (t)

~2a4

)
. (3.51)

Um fato que pode nos preocupar é o que ocorre com a função f1 quando β → 0. Devemos

notar que, de acordo com a equação (3.16), quando isto ocorrer, teremos γ(t) → γ =

constante. Dáı, resulta que f1 será expressa como um múltiplo de µλ(t). Ora, uma vez

que a divergência de µλ(t) já foi contornada com a utilização de uma função auxiliar hλ(t),

conforme argumento apresentado na seção anterior, o mesmo argumento nos garante que

podemos reescrever os resultados obtidos de modo que estes sejam finitos.

Podemos verificar facilmente que a função de onda (3.45) é normalizada e a densidade

de probabilidade dependente do tempo é conservada, conforme esperado:∫ ∞

−∞
|Ψ(q, t)|2 dq = (

2B

π
)

1
2

∫ ∞

−∞
e−2B(q+βf2)2 = (

2B

π
)

1
2 (

2B

π
)−

1
2 = 1. (3.52)

Da equação (3.45), vemos que o centro do pacote permanece em 〈q〉 = −β(t)f2(t)
1 enquanto

que a largura do mesmo atinge um mı́nimo em t = 0. Ademais, devemos notar, a partir

1O valor esperado de q é calculado na próxima subseção e seu valor é dado pela equação (3.55).
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da equação (3.51) que a largura do pacote Gaussiano não depende da força externa F (t).

Na verdade, a forma do pacote não se altera com a força externa. Isto significa que a

força externa F (t) age uniformemente no pacote de ondas, ou melhor, o pacote Gaussiano

tem um centro de massa sobre o qual a força F (t) atua de sorte que o pacote se desloca

sem sofrer distorção. A força externa simplesmente desloca o pacote de ondas de uma

quantidade −β(t)f2(t).

3.3.2 Flutuações e correlações

Na subseção anterior, apresentamos soluções do tipo pacote de ondas Gaussiano da

equação (3.3). A função de onda do pacote Gaussiano (3.45) nos permite obter mais

informações acerca do sistema em estudo e da consistência de nossos resultados. Nosso

próximo passo será calcular as flutuações quânticas da coordenada e do momento no estado

Ψ(q, t). Devemos primeiramente encontrar os valores esperados de q, p, q2 e p2. Por

definição, o valor esperado de q é determinado a partir da função de onda Ψ(q, t) pela

seguinte relação

〈q〉 =

∫
Ψ∗(q, t)qΨ(q, t)dq. (3.53)

Substituindo Ψ(q, t) dada pela equação (3.45) na integral acima, teremos que

〈q〉 = (
2B

π
)

1
2

∫
qe−2B(q+βf2)2dq. (3.54)

Fazendo uma mudança de variáveis, x = q + βf2, a expressão acima resulta numa integral

do tipo
∫
e−C0x2

dx, na qual C0 é uma constante. Seu valor é conhecido ((π/C0)
1/2). Assim,

teremos que

〈q〉 = −βf2. (3.55)

Da mesma forma, podemos calcular 〈q2〉 por intermédio da expressão〈
q2

〉
=

∫
Ψ∗(q, t)q2Ψ(q, t)dq, (3.56)

que resulta na seguinte integral〈
q2

〉
= (

2B

π
)

1
2

∫
q2e−2B(q+βf2)2dq, (3.57)
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a qual pode ser resolvida fazendo-se a troca de variáveis x = q + βf2. Resulta em

〈
q2

〉
= (

2B

π
)

1
2

∫
(x− βf2)

2e−2Bx2

dx. (3.58)

Com um pouco de álgebra podemos desenvolver o binômio dentro do sinal de integral,

transformando-a em três, as quais podem ser resolvidas por partes. O resultado final desta

integral é o seguinte 〈
q2

〉
=

1

4B
+ (βf2)

2. (3.59)

Igualmente, podemos calcular os valores esperados de p e p2. Só que, neste caso, devemos

usar a substituição p = −ı~ ∂
∂q

. Teremos então que

〈p〉 = (
2B

π
)

1
2

∫
e−i(C1q+C2)2e−B(q+βf2)2(−ı~ ∂

∂q
)ei(C1q+C2)2e−B(q+βf2)2dq. (3.60)

Embora neste caso o cálculo seja mais longo, ele é direto e resulta em

〈p〉 = 2~C1 [C2 − C1βf2] . (3.61)

Finalmente, podemos calcular

〈
p2

〉
= (

2B

π
)

1
2

∫
e−i(C1q+C2)2e−B(q+βf2)2(−~2 ∂

2

∂q2
)ei(C1q+C2)2e−B(q+βf2)2dq. (3.62)

O resultado da integral acima é dado pela equação a seguir:

〈
p2

〉
= ~2C2

1

{
4 [C2 − C1βf2]

2 +
C2

1

B
+
B

C2
1

}
. (3.63)

Das equações (3.55), (3.59), (3.61) e (3.63), podemos agora obter as flutuações quânticas,

tanto da coordenada como do momento. Após alguma álgebra, chegamos ao seguinte

resultado

∆q =

√
〈q2〉 − 〈q〉2 =

1

2
√
B
, (3.64)

∆p =

√
〈p2〉 − 〈p〉2 = ~

√
B2 + C4

1

B
. (3.65)

Uma análise das equações (3.64) e (3.65) nos permite observar que as flutuações de q e

p no estado Ψ(q, t) não dependem da força externa. Este resultado concorda com aquele
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obtido na referência [70]. Aqui, notamos que, em termos das flutuações em q, a largura

σ(t) do pacote Gaussiano (3.50) é dada por σ(t) =
√

2∆q. É necessário porém não apenas

chegar às flutuações quânticas (3.64) e (3.65), mas também analisar a relação de incerteza

∆q∆p. Este produto deve nos levar a conclusões acerca da incerteza mı́nima. Um cálculo

direto permite que escrevamos o produto da incerteza na seguinte forma

∆q∆p =
~
2

√
1 +

C4
1

B2
. (3.66)

Uma análise direta desta equação nos mostra que o produto da incerteza atinge um valor

mı́nimo igual a ~
2

para um dado tempo τ tal que C1(τ) = 0, ou, conforme podemos concluir

a partir da equação (3.46),

β̇(τ) = − 4f1(τ)

Mβ(τ) [~2a4 + 4f 2
1 (τ)]

+ y(τ)β(τ). (3.67)

Portanto, a equação acima nos mostra que, se começarmos com um pacote de incerteza

mı́nima, ∆q∆p = ~
2

para τ = 0, então a condição acima será obviamente reduzida a

β̇(0) = y(0)β(0) (notemos que, por definição, f1(0) = 0). Ademais, β(0) está relacionada à

largura inicial do pacote Gaussiano (equações (3.50) e (3.51). Assim, nossa análise tornou-

se extremamente produtiva no sentido de que a mesma nos oferece as condições iniciais

necessárias para resolver equação (3.14). Logo, a solução de tal equação fica completamente

estabelecida. Mas, retomemos nossa discussão a partir da busca de correlações quânticas, as

quais, após obtidas, serão capazes de dar maior consistência e robustez à nossa proposta de

utilizar o método de invariantes dinâmicos em nossa contribuição. A seguir, calcularemos

as correlações quânticas entre coordenada e momento. As mesmas são definidas como

segue [75]

C1,1 =
1

2

〈
{(q − 〈q〉) , (p− 〈p〉)}+

〉
(3.68)

onde { , }+ representa o anti-comutador. No cálculo das flutuações já encontramos os

valores esperados de q e p. Então, para efetuar nossos cálculos referentes à correlação,

precisamos calcular o valor esperado do anti-comutador {q, p}+ = −ı~(1+2q ∂
∂q

). Devemos

então resolver as integrais

〈(−ı~)〉 = (
2B

π
)

1
2

∫
e−i(C1q+C2)2e−B(q+βf2)2(−ı~)ei(C1q+C2)2e−B(q+βf2)2dq (3.69)
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e 〈
(−ı~)(2q

∂

∂q
)

〉
= (

2B

π
)

1
2

∫
ei(C1q+C2)2e−B(q+βf2)2(−ı~)(2q

∂

∂q
)ei(C1q+C2)2e−B(q+βf2)2dq.

(3.70)

A primeira delas, equação (3.69) é imediata. Seu resultado é

〈(−ı~)〉 = −ı~. (3.71)

A segunda integral, equação (3.70) exige um cálculo demorado, no entanto direto. Após

alguma álgebra, seu resultado é o seguinte〈
(−ı~)(2q

∂

∂q
)

〉
= (−ı~)

{
[2C1βf2]

2 − 4C1C2βf2 +
C2

1

B
− 1

}
. (3.72)

Logo, das equações (3.71) e (3.72), encontramos que

〈
{q, p}+

〉
= (−ı~)

{
[2C1βf2]

2 − 4C1C2βf2 +
C2

1

B

}
. (3.73)

Desse modo, retomando ao nosso objetivo de calcular as correlações quânticas, desenvolve-

mos a equação (3.68), substituindo os valores esperados dados pelas equações (3.55), (3.61)

e (3.73). Feito isto, após alguma álgebra, encontramos as correlações quânticas, as quais

são exibidas pela seguinte expressão

C1,1 =
~
2

C2
1

B
(3.74)

Da expressão acima, podemos ver que, mesmo quando o estado inicial for descorrela-

cionado, as correlações quânticas se desenvolvem com o passar do tempo. O aparecimento

de correlações vem acompanhando o crescimento na incerteza. De fato, a equação (3.66)

pode ser reescrita como

∆q∆p =
~
2

√
1 +

4C2
1,1

~2
, (3.75)

o que implica claramente no fato da incerteza ser mı́nima para uma correlação nula. E, vice-

versa, sempre que a incerteza for mı́nima, a correlação será nula. Concluindo esta seção,

destacamos que a ausência de correlação no produto da incerteza mı́nima já era esperado,

uma vez que qualquer posśıvel correlação existente criaria um v́ınculo na minimização do
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referido produto e, assim, este não atingiria seu valor mı́nimo [76]. De fato, o produto

generalizado da incerteza é dado por [77]

(∆q)2 (∆p)2 ≥ 1

4
|〈[q, p]〉|2 + C2

1,1. (3.76)

Em nossos cálculos, encontramos que

(∆q)2 (∆p)2 =
~2

4
+ C2

1,1. (3.77)

Como

|〈[q, p]〉|2 = ~2, (3.78)

o nosso resultado para o produto da incerteza mı́nima, equação (3.77), de fato satisfaz a

equação (3.76), conforme era necessário para que nossos cálculos fossem coerentes. As-

sim, nosso resultado não apenas concorda os da referência [77] como também mostra que,

para um pacote Gaussiano, este produto generalizado da incerteza atinge seu menor valor.

Ademais, uma vez que a correlação não depende da força externa, esta pode ser calculada

para o caso particular de um oscilador harmônico dependente do tempo não-forçado. Na

seção seguinte, iremos calcular as correlações para um oscilador em especial, conhecido por

oscilador forçado de Caldirola-Kanai.

3.4 O oscilador forçado de Caldirola-Kanai

Ilustraremos a aplicação do formalismo que desenvolvemos neste caṕıtulo com um

Hamiltoniano de interesse, conhecido na literatura por Hamiltoniano do oscilador forçado

de Caldirola-Kanai [14]. Consideraremos para nosso exemplo o caso em que y(t) = 0,

ω(t) = ω0 é constante e a massa M(t) seja dada por

M(t) = mert, (3.79)

na qual r é uma constante real positiva, a qual fornece a taxa de crescimento da massa.

Para este caso, o Hamiltoniano (3.1) torna-se

H(t) = e−rt p
2

2m
+ ertmω

2
0

2
q2 − F (t)q, (3.80)
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que é a expressão encontrada na literatura para o Hamiltoniano de Caldirola-Kanai. De-

vemos salientar que o Hamiltoniano em questão, equação (3.80), depende do tempo, mas

a dependência agora encontra-se no termo de massa e não na freqüência. Por causa disto,

devemos tomar o cuidado de refazer nossos cálculos. Um exemplo do que foi destacado

acima é a equação (3.14), que envolve a derivada de M(t). Seguindo, no presente caso,

o método do invariante dinâmico, conforme fizemos na seção 3.2 desta tese, as equações

(3.14) e (3.16) reduzem-se a

β̈(t) + rβ̇(t) + ω2
0β(t) = 0, (3.81)

e

γ(t) = −
∫ t

0

β(τ)F (τ)dτ. (3.82)

Aqui, destacamos que esta expressão (3.81) descreve a amplitude de um oscilador harmônico

amortecido clássico. Trata-se de uma equação diferencial de segunda ordem, cuja solução

oscilatória é dada por

β(t) = A
e−

rt
2

√
mω0

sin(Ω0t+ Φ), (3.83)

onde A e Φ são constantes a serem determinadas pelas condições iniciais e

Ω2
0 = ω2

0 − (r2/4). (3.84)

Como foi dito acima, devemos deixar bem claro que estamos levando em consideração

apenas as soluções oscilatórias da equação (3.81), ou seja, o caso particular no qual Ω2
0 > 0.

Considerando as condições iniciais β̇(0) = 0 e uma largura inicial de pacote Gaussiano como

σ(0), conforme discutido na seção anterior, A e Φ podem ser facilmente encontrados como

segue

A =

√
2mω3

0σ(0)

~aΩ0

(3.85)

sin(Φ) =
Ω0

ω0

. (3.86)

Antes de calcularmos as flutuações quânticas relativas ao nosso problema, vamos en-

contrar a derivada com respeito ao tempo de β a partir da equação (3.83). O resultado é
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o seguinte

β̇(t) = A
e−

rt
2

√
mω0

[
ω0 cos(Ω0t+ Φ)− r

2
sin(Ω0t+ Φ)

]
. (3.87)

Nosso próximo passo é substituir as equações (3.83) e (3.87) nas equações (3.46) e (3.49).

Deste modo, teremos que

C1(t) =

{
mω0

2~ tan(Ω0t+ Φ)
− 1

4~

+
2f1(mω0)

1/2

Aexp(−rt/2) sin(Ω0t+ Φ)2~3a4(1 +
4f2

1

~2a4 )

} 1
2

(3.88)

e

B(t) =

{
A
exp(−rt/2)

(mω0)1/2
sin(Ω0t+ Φ)2~2a2(1 +

4f 2
1

~2a4
)

}−1

. (3.89)

Nossos cálculos iniciais nos permitem agora calcular as correlações quânticas para este

problema. Devemos então substituir as equações (3.88) e (3.89) na equação (3.74), que

calculamos na seção anterior. Depois de um longo, porém direto cálculo, as correlações

quânticas podem ser escritas da seguinte forma

2C1,1

~
=

4ν

χ
√

4ν2 − 1
sin(Ω0t+ Φ) [cos(Ω0t+ Φ)

− sin(Ω0t+ Φ)√
4ν2 − 1

] {
1 +

χ2

4ν2

[
1−

√
4ν2 − 1

ν tan(Ω0t+ Φ)

]2
}

+
χ

2ν

[
1−

√
4ν2 − 1

ν tan(Ω0t+ Φ)

]
,

(3.90)

na qual

ν =
ω0

r
, (3.91)

χ =
~

mω0σ2(0)
. (3.92)

Conseqüentemente, a escolha destes dois parâmetros, ν e χ, determina completamente a

evolução temporal das correlações quânticas e do produto da incerteza. Substituindo a

equação (3.90) na equação (3.75), obteremos o produto da incerteza. Com isso, no intuito

de concluir algo mais preciso acerca do referido produto, poderemos construir o gráfico do
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Figura 3.1: Produto da incerteza em função do tempo.

mesmo em função do tempo. Esse gráfico, figura 3.1, mostra que o produto da incerteza

é periódico e cresce ilimitadamente para determinados tempos ressonantes.

Para F (t) = 0, as soluções da equação de Schrödinger (3.3) correspondente ao Hamil-

toniano Caldirola-Kanai não-forçado (3.80) são completamente determinadas (equações

(3.45) e (3.82)). Notemos que, na equação (3.82), teremos como resultado γ(t) = 0, o

que implica na anulação de f2(t) na equação (3.39), que a define. Em conseqüência disso,

a equação (3.55) nos leva a concluir que 〈q〉 = 0. Da mesma forma, na equação (3.47),

teremos que C2(t) = 0, o que nos leva a concluir, a partir da equação (3.61), que 〈p〉 = 0.

Neste caso, podemos concluir que a ausência de uma força externa leva o sistema ao re-

pouso na origem, ou seja, 〈q〉 = 0 e 〈p〉 = 0 para qualquer instante de tempo. Para uma

força externa constante F (t) = F0, a integração da equação (3.82) leva a

γ(t) = − 2AF0

(r2 + 4Ω2
0)
√
mω

[2Ω0 cos(Φ) + r sin(Φ)

−e−
rt
2 (2Ω0 cos(Φ + Ω0t) + r sin(Φ + Ω0t))

]
.

(3.93)

Logo, usando as equações (3.38), (3.39), (3.88) e (3.47), a posição e o momento esperados

45



-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

-0.02 -0.01  0  0.01  0.02  0.03  0.04  0.05  0.06

p-

q-

Figura 3.2: Espaço de fase para o caso no qual a força externa é constante. Notemos que

tanto o momento p̄(t) = r〈p(t)〉
F0

quanto a posição q̄(t) = mr2〈q(t)〉
F0

oscilam a partir da origem

com uma amplitude que depende do tempo. Nesta figura, fixamos ν = 5 e variamos Ω0t

até 23.

no estado Gaussiano serão os seguintes

〈q〉 =
4e−

rt
2 F0

mr2 (1 + 4(Ω0/r)2)

(
e−

rt
2 +

r

2Ω0

sin(Ω0t)− cos(Ω0t)

)
(3.94)

e

〈p〉 = − F0

r
(
1 + 4 (Ω0/r)

2) {
4 + e

rt
2

[
r

Ω0

(
1− 4

Ω2
0

r2

)
sin(Ω0t)− 4 cos(Ω0t)

]}
. (3.95)

Definimos tanto o momento normalizado p̄(t) = r〈p(t)〉
F0

quanto a posição normalizada

q̄(t) = mr2〈q(t)〉
F0

, que passam a ser governados por um parâmetro único, a saber, ν, a razão

entre a freqüência natural do oscilador ω0 e taxa de crescimento da massa r. Assim, das

equações acima e da relação entre Ω0 e ω0, dada pela equação (3.84), podemos ver que
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q̄ =
exp(− Ω0t√

4ν2−1
)

ν2

(
exp(− Ω0t√

4ν2 − 1
) +

1√
4ν2 − 1

sin(Ω0t)− cos(Ω0t)

)
(3.96)

e

p̄ = − 1

ν2

{
1 + exp(

Ω0t√
4ν2 − 1

)

[
(1− 2ν2)√

4ν2 − 1
sin(Ω0t)− cos(Ω0t)

]}
. (3.97)

As equações acima nos permitem a construção do espaço de fase. Fixando ν = 5

e variando Ω0t até 23, obtemos o gráfico representado na figura 3.2. Nele, podemos

observar que tanto a posição quanto o momento oscilam. Contudo, enquanto a amplitude

de oscilação da posição decresce e, eventualmente, vai a zero para um tempo suficientemente

longo, a amplitude de oscilação do momento é sempre crescente. Este comportamento é

devido ao incremento exponencial da massa. Para valores pequenos de ν, a massa cresce

muito rapidamente e a força não será forte o suficiente para retirar o pacote de ondas da

origem, ao mesmo tempo em que o momento crescerá rapidamente. Se aumentarmos o

valor de ν o que se vê no gráfico de fase é cada vez mais oscilações.

Continuando nossa análise, nós estudamos também o caso no qual a força periódica

externa tem a forma F (t) = F0 sin(Ω1t) com F0 e Ω1 constantes. Nesse caso, a equação

(3.82) fica escrita na forma seguinte

γ(t) = −(
m

Ω0

)1/2AF0

∫ t

0

e
rt
2 sin(Ω1τ) sin(Ω0τ + Φ)dτ. (3.98)

A integração da equação (3.98) resulta no seguinte

γ(t) = −(
m

Ω0

)1/2 2A2F0

1− (2Ω0Ω1

r
)2

{
e

rt
2 sin(Ω0t+ Φ)

[
sin(Ω1t) +

2Ω0Ω1

r
cos(Ω1t)

]
− 2Ω0Ω1

r
sin(Φ)

}
.

(3.99)

Das equações (3.39), (3.79), (3.83) e (3.99), teremos que

f2(t)

Π
=

∫ t

0

e
rt
2

[
sin(Ω1t) + 2Ω0Ω1

r
cos(Ω1t)

]
dτ

sin(Ω0t+ Φ)
− 2Ω0Ω1

r

∫ t

0

sin(Φ)dτ

sin2(Ω0τ + Φ)
, (3.100)

com

Π = −(
m

Ω0

)1/2 2ω0F0

1− (2Ω0Ω1

r
)2
. (3.101)
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Figura 3.3: Espaço de fase para o caso no qual a força externa é periódica. Nesta figura, fix-

amos ν = 5 e variamos Ω0t até 23, considerando três valores para ξ: 0.5 (linha pontilhada),

1 (linha tracejada) e 2 (linha cont́ınua).

Finalmente, das equações (3.55) e (3.83), encontraremos que

〈q〉 = −Ae
−rt/2 sin(Ω0t+ Φ)

√
mω0

f2(t), (3.102)

com f2(t) dado pela equação (3.100).

A obtenção anaĺıtica de soluções para a equação acima torna-se dif́ıcil. Neste momento,

partimos para soluções computacionais. Devemos destacar que nosso interesse reside no-

vamente na construção do espaço de fase. No entanto, no presente caso, são dois os

parâmetros de controle: o já mencionado acima ν e a razão entre as freqüências da força

atuante Ω1 e a freqüência efetiva do sistema não-forçado Ω0, aqui definido como ξ = Ω1/Ω0.

Como no caso em que estudamos anteriormente, no qual a força externa era constante, o

papel de ν é determinar o número de oscilações que serão vistas no espaço de fase até

o momento em que q̄(t) se torne muito pequeno. Por outro lado, ξ é o responsável pela

eficácia da força externa. Quando ξ se afastar de 1, tanto para valores grandes como para

48



-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0  5  10  15  20  25  30  35  40  45  50

q-  e
Ω

0t
/(

4ν
2  -

 1
)1/

2

Ω0t

Figura 3.4: Valor esperado da posição do pacote de onda em função do tempo mostra o

surgimento de ressonância para Ω1 = Ω0. Nesta figura, fixamos ν = 5 e consideramos três

valores para ξ: 0.5 (linha pontilhada), 1 (linha tracejada) e 2 (linha cont́ınua).

pequenos, a amplitude das oscilações irá diminuir, conforme podemos ver na figura 3.3.

Nele, consideramos, ν = 5, três valores para ξ: 0, 5, 1 e 2, e variamos Ω0t até 23, como

feito no caso anterior.

No intuito de analisarmos o surgimento da ressonância em detalhes, podemos perceber

inicialmente, a partir da equação ( 3.96), que, no caso em que a força externa era constante,

a amplitude de oscilação da posição decaia exponencialmente com e−Ωt/
√

4ν2−1 para tempos

suficientemente grandes. Aqui, notamos que, exceto na presença da ressonância, este

decaimento deverá também aparecer no caso da força ser oscilante, como é a que estamos

estudando. De fato, se descartarmos este fator exponencial na expressão para q̄, seremos

capazes de ver que (figura 3.4), exceto para ξ = 1, a posição do pacote de ondas oscila com

amplitude constante. Por outro lado, também observamos a existência de ressonância para

ξ = 1, o que torna o decaimento da amplitude de oscilação da posição muito lento. Nesse
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último caso, quando surge a ressonância, a amplitude da posição decai muito lentamente

em comparação com o rápido decaimento exponencial observado no caso da freqüência

constante da força externa. No entanto, o produto da incerteza é o mesmo para ambos os

casos, uma vez que o mesmo não depende da força externa.

3.5 Considerações finais

Conclúımos este caṕıtulo, ressaltando que a abordagem alternativa aqui utilizada ofe-

rece algumas vantagens quando comparada com outros métodos apresentados na literatura

da área, a saber:

• ela nos permite derivar a função de onda diretamente, uma vez que o operador

invariante linear é facilmente diagonalizável quando comparado com o invariante

quadrático, por exemplo;

• uma vez que conheçamos as soluções clássicas do oscilador harmônico amortecido

não-forçado correspondente, a função de onda fica completamente determinada;

• nossa função de onda permite que obtenhamos as soluções do tipo pacote de ondas

Gaussiano de maneira mais fácil de que pelo uso de outros métodos;

• nossa abordagem permite uma análise mais clara e direta das propriedades f́ısicas

do sistema, posto que os estados de pacotes Gaussianos são muito comuns e que os

valores esperados das quantidades f́ısicas nesses estados são, em prinćıpio, facilmente

calculáveis.
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Caṕıtulo 4

Descrição quântica da luz em meios

condutores homogêneos e lineares

4.1 Considerações iniciais

O modelo de oscilador harmônico é um dos modelos mais importantes em f́ısica quântica.

Ele é analitica e exatamente solúvel no âmbito da mecânica quântica e tem uma extensa

gama de aplicações em f́ısica moderna. Um exemplo disto é fato do mesmo ter sido usado

na quantização do campo eletromagnético em meios não-dissipativos. Esta quantização

é descrita claramente em textos básicos de ótica quântica [11, 78] e é necessária para

que possamos apreender os conceitos básicos para a descrição dos efeitos quânticos da

luz. Como um sistema não estacionário, um oscilador harmônico dependente de tempo

pode ser também analiticamente e exatamente solúvel e o método do invariante dinâmico,

já apresentado nesta tese, fornece um método t́ıpico e poderoso para estudar este sis-

tema [43, 44, 81, 82, 83, 84]. Aqui, observamos que, em geral, modelos de oscilador

harmônico dependente do tempo podem surgir fundamentalmente tanto como uma con-

seqüência da interação do oscilador com um reservatório, o qual possui um número grande

de graus de liberdade [11, 62, 85] como em uma abordagem fenomenológica na qual são

introduzidas forças não-conservativas ”com a mão”no Hamiltoniano do sistema em estudo,
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como é feito, por exemplo, nas referências [38, 39, 62, 64].

Nesta contribuição, nós pretendemos usar o modelo de oscilador harmônico dependente

de tempo numa abordagem fenomenológica usando o gauge de Coulomb, invariantes line-

ares e o método do invariante dinâmico para dar uma descrição quântica da propagação

da luz num meio condutor, homogêneo, linear e com densidade de carga nula. Nós obte-

remos funções de onda exatas para este problema em termos de soluções de uma equação

diferencial de segunda ordem que descreve a amplitude do oscilador harmônico amortecido

clássico. Além disso, construiremos soluções na forma de pacotes de onda Gaussianos e cal-

culamos as flutuações e as correlações quânticas para cada modo do campo eletromagnético

quantizado.

A organização deste caṕıtulo é a seguinte: na próxima seção, faremos uma breve revisão

das equações básicas do eletromagnetismo, as equações de Maxwell. Esta revisão não pre-

tende ser extensa e completa, mas apenas didática no sentido de dar fundamentos para o

desenvolvimento de nossa contribuição. Em seguida, apresentamos as caracteŕısticas asso-

ciadas a abordagem do problema em questão. Finalmente, apresentamos a solução clássica

para a luz em meios condutores, homogêneos e lineares e fazemos a descrição quântica

do problema. Construiremos soluções do tipo pacote de ondas Gaussiano e terminaremos

nossa análise com o cálculo de flutuações quânticas das coordenadas e momentos, bem

como da correlação entre ambos.

4.2 Equações de Maxwell

4.2.1 A conservação da carga e a equação de continuidade

Nesta seção temos a intenção de discutir a descrição matemática do campo eletro-

magnético feita com êxito por James Clerk Maxwell (1831-1879), ao construir uma teoria

unificada para os fenômenos eletromagnéticos. Segundo Marion [87], o Treatise on Elec-

tricity and Magnetism, de autoria de Maxwell, foi publicado em 1873, mas as bases do

eletromagnetismo por ele unificadas já haviam sido apresentadas em um artigo de 1864,

52



publicado em 1865. Em sua homenagem, as equações do campo eletromagnético depen-

dente do tempo, que alicerçam sua teoria, foram batizadas de equações de Maxwell. É

importante destacar que tais equações são abstrações matemáticas de resultados experi-

mentais, particularmente de alguns trabalhos de Michael Faraday (1791-1867). No entanto,

por meio das equações de Maxwell, uma ampla gama de fenômenos podem ser descritos

sem nenhuma contradição. Realmente, tem sido comprovado que as mesmas fornecem uma

excelente representação do campo eletromagnético clássico. Todavia, seu limite de validade

extrapola a F́ısica clássica, sua aplicabilidade tem sido consistente na discussão tanto de

efeitos relativ́ısticos quanto de efeitos quânticos. Nossa atenção nesta seção é dirigida ape-

nas à teoria clássica. Vamos apresentar as equações de Maxwell, discutir os potenciais

escalar e vetor e analisar o caráter ondulatório do campo eletromagnético. Nossa análise

tem como base textos básicos de eletromagnetismo [86, 87].

Em condições estacionárias, a densidade de carga numa dada região permanece cons-

tante. Vamos, entretanto, considerar o caso em que a densidade de carga varia em função

do tempo, isto é, ρ = ρ(t). Faraday, em 1843, comprovou experimentalmente que a quanti-

dade de carga elétrica num sistema fechado, na média, é constante. Logo, se determinada

quantidade média de carga elétrica em certa região do espaço diminuir com o tempo, isto

implica que esta quantidade de carga elétrica fluiu para outra região. Este transporte

de carga é o que chamamos de corrente elétrica. A quantidade de carga elétrica média

que atravessa uma unidade de área na unidade de tempo é definida como a densidade de

corrente ~J . A corrente elétrica total que flui através de uma superf́ıcie S é, então,

I =

∮
S

~J · d ~A =

∮
S

~J · ~nda, (4.1)

sendo que ~n é o vetor unitário normal dirigido para o exterior da superf́ıcie e da um elemento

infinitesimal da superf́ıcie S. Definiremos que a corrente elétrica total será positiva para o

fluxo gerado para o exterior da superf́ıcie a partir de uma carga positiva. Se, numa dada

superf́ıcie fechada, houver um fluxo de corrente para o exterior, então a carga contida num

certo volume contornado por essa superf́ıcie deve diminuir. Logo,∮
S

~J · ~nda = −dq
dt

= − d

dt

∫
V

ρdv. (4.2)
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Se a superf́ıcie S for mantida fixa no espaço, a variação com o tempo da integral de volume

deve ser devida apenas à variação de ρ com respeito ao tempo. Assim, a expressão anterior

toma a forma ∮
S

~J · ~nda = −
∫

V

∂ρ

∂t
dv. (4.3)

Fazendo uso do teorema da divergência∮
S

~J · ~nda =

∫
V

~∇ · ~Jdv. (4.4)

obteremos o seguinte ∫
V

~∇ · ~Jdv = −
∫

V

∂ρ

∂t
dv. (4.5)

e, como o volume V é arbitrário, teremos afinal que

~∇ · ~J +
∂ρ

∂t
= 0. (4.6)

Esta é a conhecida equação de continuidade. Ela é uma conseqüência da conservação da

carga elétrica, a qual se trata de um fato experimentalmente comprovado.

4.2.2 Indução eletromagnética

As primeiras observações qualitativas relacionando campos elétricos e magnéticos de-

pendentes do tempo foram relatadas por Faraday em 1831. Em seus experimentos sobre o

comportamento de correntes em circuitos dispostos em regiões contendo campos magnéticos

variando com o tempo, ele observou que uma corrente transiente seria introduzida num

circuito se:

1. O fluxo estacionário de corrente em um circuito adjacente fosse ligado ou desligado;

2. O circuito adjacente com um fluxo estacionário de corrente fosse movido em relação

ao primeiro circuito;

3. Um ı́mã permanente fosse deslocado nas vizinhanças do circuito1.

1Na época, Faraday utilizou duas bobinas em suas experiências, conforme descrito no caṕıtulo 10 da

referência [88]
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Estes resultados de Faraday estabelecem a ligação entre os fenômenos elétricos e magnéticos,

conhecida hoje por lei de Faraday, a qual pode ser enunciada como segue: a força eletro-

motriz fem induzida em um circuito, E, é proporcional à taxa de variação com respeito

ao tempo do fluxo magnético do circuito, Φ. Marion [87] defende que a indução magnética

teria sido de fato descoberta inicialmente por um f́ısico norte-americano chamado Joseph

Henry (1797-1878). Entretanto, como ele mesmo cita, os resultados deste último só foram

publicados depois daqueles de Faraday. A publicação de Henry só ocorreu em 1832. A lei

de Faraday é expressa na forma

E = −dΦ
dt
. (4.7)

O sinal negativo na expressão acima representa o “sentido”da fem induzida quando “com-

parado”ao sentido original arbitrariamente escolhido. Este aspecto, introduzido em 1834

pelo f́ısico alemão Heinrich Friedrich Emil Lenz (1804-1865), é conhecido como lei de Lenz:

a fem induzida (e, conseqüentemente, a corrente induzida) tem sentido oposto ao da

variação que a produziu. Por definição, o fluxo do vetor indução magnética ~B através de

uma superf́ıcie aberta S é dado por

Φ =

∫
S

~B · ~nda, (4.8)

e a força eletromotriz induzida à curva fechada Γ, por

E =

∫
Γ

~E · d~l, (4.9)

sendo ~E o campo elétrico e d~l um elemento de comprimento da curva fechada Γ. Con-

siderando que a taxa de variação do fluxo em relação ao tempo resulte da variação de ~B

com respeito ao tempo, poderemos escrever, a partir da substituição das equações (4.8) e

(4.9) na equação (4.7) que ∫
Γ

~E · d~l = −
∫

S

∂ ~B

∂t
· ~nda. (4.10)

A integral de linha na equação acima pode ser transformada numa integral de superf́ıcie

por meio da aplicação do teorema de Stokes:∫
Γ

~E · d~l =

∫
S

(~∇× ~E) · ~nda. (4.11)
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Desse modo, a equação (4.10) fica∫
S

(~∇× ~E) · ~nda = −
∫

S

∂ ~B

∂t
· ~nda. (4.12)

Uma vez que a superf́ıcie S é arbitrária, a expressão acima nos leva a

~∇× ~E = −∂
~B

∂t
, (4.13)

que é a forma diferencial da lei de Faraday.

4.2.3 A modificação introduzida por Maxwell na lei de Ampère

Andrè-Marie Ampère (1775-1836) estabeleceu que, em condições estacionárias,

~∇× ~B = µ~J. (4.14)

Maxwell observou que essa lei continha uma inconsistência. Se tomarmos o divergente da

equação anterior, teremos o seguinte

~∇ · (~∇× ~B) = µ~∇ · ~J. (4.15)

Mas, como o lado esquerdo da equação acima é nulo, necessariamente teŕıamos de ter

~∇· ~J = 0. Ora, isto implicaria em que o fluxo total de corrente para o exterior de qualquer

superf́ıcie fechada também seria nulo. Mas, da equação de continuidade (4.6), oriunda da

comprovação experimental da conservação da carga elétrica, sabemos que

~∇ · ~J = −dρ
dt
. (4.16)

Logo, a equação (4.14) só é válida para condições estacionárias. Ela é insuficiente para o

caso de campos dependentes do tempo. Diante da situação exposta acima, Maxwell propôs

que se deveria adicionar um termo à equação (4.14) que viesse a contemplar as condições

de variação temporal. Ele escreveu suas equações em unidades Gaussianas realizando uma

substituição que é análoga à seguinte em unidades do Sistema Internacional

~J → ~J +
∂ ~D

∂t
. (4.17)

56



Maxwell introduziu a chamada corrente de deslocamento ∂ ~D
∂t

, na qual ~D = ε0 ~E + ~P é o

vetor deslocamento elétrico, ~E o campo elétrico e ~P a polarização. Ele utilizou esse termo

(corrente de deslocamento), em 1861, por acreditar que os efeitos associados ao mesmo

fossem inteiramente deslocamentos f́ısicos. Embora as teorias da mecânica no decorrer do

tempo tenham sido modificadas, esta terminologia, ainda que imprópria, permanece até

hoje. Assim, a lei de Ampère modificada por Maxwell ficou na seguinte forma

~∇× ~B = µ( ~J +
∂ ~D

∂t
). (4.18)

A substituição feita acima elimina a dificuldade descoberta por Maxwell, pois ~∇ · ∂ ~D
∂t

= 0

implica na equação de continuidade, posto que a lei de Gauss vai nos permitir notar que

~∇ · ~D = ρ. Desse modo, podemos concluir que a equação (4.18) tem consistência com a

comprovação experimental.

4.2.4 A forma geral das equações de Maxwell

As equações (4.13) e (4.18) ao lado da lei de Gauss formam um tripé de equações válidas

para campos dependentes do tempo. Vamos agora analisar duas equações fundamentais

para os vetores deslocamento elétrico ~D e indução magnética ~B na situação em que os

mesmos estejam variando com respeito ao tempo. Começaremos nossa análise aplicando a

divergência à equação (4.13). Assim, teremos o seguinte

~∇ · (~∇× ~E) = −~∇ · (∂
~B

∂t
). (4.19)

Uma vez que o divergente do rotacional de qualquer vetor é nulo, a equação acima fica

resumida a ~∇ · (∂ ~B
∂t

) = 0. Se assumirmos que todas as derivadas de B sejam cont́ınuas,

poderemos inverter a ordem das derivadas com respeito ao espaço e ao tempo. Com isto,

teremos que ∂(~∇· ~B)
∂t

= 0, ou seja, ~∇ · ~B é constante com o tempo. Se, num dado instante,

~B = ~0, então a constante de integração será zero. Se assumirmos que o campo originou-se

em algum instante de tempo anterior, teremos que

~∇ · ~B = 0. (4.20)
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Fisicamente esta equação, que constitui uma das equações de Maxwell, estabelece que,

mesmo para campos variáveis com respeito ao tempo, não há monopolos magnéticos livres2.

Continuaremos nosso objetivo nesta subseção analisando agora a lei de Ampère-Maxwell

(4.18). Aplicando a divergência à mesma, teremos que

~∇ · (~∇× ~B) = µ~∇ · ( ~J +
∂ ~D

∂t
) = 0 (4.21)

devido ao fato de que ~∇ · (~∇× ~B) = 0. Ademais, usando a equação de continuidade (4.6),

resulta que

~∇ · ( ~J +
∂ ~D

∂t
) = ~∇ · ~J + ~∇ · ∂

~D

∂t
= −∂ρ

∂t
+ ~∇ · ∂

~D

∂t
= 0, (4.22)

ou seja,
∂(~∇ · ~D − ρ)

∂t
= 0. (4.23)

Do mesmo modo que fizemos anteriormente, se, num dado instante, ~∇ · ~D − ρ = 0, então

a constante de integração será zero. Se assumirmos que o campo originou-se em algum

instante de tempo anterior, teremos que

~∇ · ~D = ρ. (4.24)

Devemos observar que o fato de termos ρ = 0 num dado instante não implica em que ρ será

nula para qualquer tempo, uma vez que ~D é uma quantidade macroscópica. Isto é, um

meio pode estar eletricamente neutro se for feita uma média sobre volumes suficientemente

pequenos, mas, no entanto, isto não evita que cargas microscópicas que estejam sendo

eventualmente separadas possam produzir um campo elétrico. De uma maneira geral,

resumimos as quatro equações de Maxwell que descrevem o campo eletromagnético variável

no tempo. Elas constituem as equações (4.13), (4.18), (4.20) e (4.24).

2Uma discussão acerca da questão dos monopolos magnéticos apresentando os argumentos teóricos de

Dirac pode ser apreciada na referência [86].
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4.3 Funções potenciais do campo eletromagnético e o

gauge de Coulomb

4.3.1 Meio homogêneo, linear e isotrópico

O trabalho desenvolvido neste caṕıtulo terá como meta a descrição quântica da luz

propagando-se num meio homogêneo isotrópico condutor linear com densidade de carga

nula. O fato do ser meio homogêneo, linear e isotrópico significa que as propriedades

elétricas do dielétrico são independentes da direção do campo elétrico ~E. Como qualquer

direção é completamente equivalente a outra, o vetor polarização ~P deve ser necessaria-

mente paralelo a ~E de sorte que o vetor deslocamento elétrico ~D satisfaz a relação

~D = ε0 ~E + ~P = ε0 ~E + χeε0 ~E = ε ~E, (4.25)

onde ε0, χe e ε representam, respectivamente, a permissividade elétrica no vácuo, a susce-

tibilidade elétrica e a permissividade elétrica absoluta. De maneira similar, sendo µ0, χm

e µ, respectivamente, a permeabilidade magnética no vácuo, a suscetibilidade magnética e

a permeabilidade magnética absoluta, num meio homogêneo, linear e isotrópico, a magne-

tização ( ~M) é proporcional e paralela ao campo magnético ~H, de sorte que

~B = µ0
~H + ~M = µ0

~H + χmµ0
~H = µ ~H. (4.26)

4.3.2 As funções potenciais do campo eletromagnético

As equações de Maxwell apresentam-se na forma de um conjunto de equações diferen-

ciais de primeira ordem acopladas. Elas podem ser dispostas numa forma mais conveniente

por intermédio da introdução de funções potenciais vetor e escalar. Assim, poderemos

agrupar algumas das equações e obter um número menor de equações (no caso, duas) de

segunda ordem. Começaremos a partir da equação (4.20). Dela, podemos concluir que ~B

é o rotacional de algum vetor que definiremos como o potencial vetor ~A. Logo, podemos

escrever que

~B = ~∇× ~A (4.27)
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indica que, conhecido o potencial vetor ~A, uma das equações de Maxwell já estará resolvida.

Substituindo a equação acima na equação de Maxwell (4.13), teremos que

~∇× ~E = − ∂

∂t
(~∇× ~A), (4.28)

ou seja,

~∇× ( ~E +
∂ ~A

∂t
) = 0. (4.29)

O resultado acima significa que a quantidade ~E + ∂ ~A
∂t

é um vetor cujo rotacional é zero.

Logo, a mesma pode ser escrita como o gradiente de uma função escalar, o potencial escalar

V . Por uma questão de conveniência, escreveremos o gradiente com um sinal negativo

~E +
∂ ~A

∂t
= −~∇V (4.30)

ou

~E = −~∇V − ∂ ~A

∂t
(4.31)

Neste ponto, destacamos que já temos uma segunda equação de Maxwell a partir do conhe-

cimento dos potenciais V e ~A. Notemos ainda que as equações de Maxwell não se alteram

se, ao invés de tomarmos como potenciais V e ~A, escolhermos

~A′ = ~A+ ~∇ξ (4.32)

e

V ′ = V − ∂ξ

∂t
. (4.33)

Dizemos então que os potenciais de campo V e ~A são invariantes por transformação de

gauge. Devido à arbitrariedade na escolha do gauge, podemos escolher livremente condições

iniciais para o potencial vetor ~A. Particularmente, escolheremos o gauge de Coulomb

para a descrição feita nas seções seguintes deste caṕıtulo, uma vez que tal escolha demons-

tra ser conveniente para problemas de óptica quântica [11, 78, 84]. Sendo µ e σ, respec-

tivamente, a permeabilidade magnética absoluta e a condutividade elétrica de um meio

homogêneo, linear e isotrópico, o gauge de Coulomb será expresso pela seguinte relação

~∇ · ~A = −µσV. (4.34)
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Em meios não condutores, esta condição ficaria reduzida a apenas

~∇ · ~A = 0 (4.35)

Pretendemos encontrar uma equação de onda para o potencial vetor ~A. Para tal, vamos

aplicar o rotacional à equação que o define (4.27). Teremos, então, o seguinte

~∇× ~B = ~∇× (~∇× ~A) = ~∇(~∇ · ~A)− ~∇2 ~A. (4.36)

Substituindo nesta última expressão a equação (4.18) com a substituição ~D = ε ~E (equação

(4.25)) e, usando a condição de gauge (4.34), teremos que

~∇2 ~A− µσ~∇V = −µ( ~Jt − ε
∂ ~E

∂t
), (4.37)

com ~Jt representando a componente transversal da densidade de corrente. Isto é uma

condição imposta pela escolha do gauge de Coulomb, no qual tanto ~E quanto ~A são

transversais à direção de propagação da onda plana na ausência de fontes. Usando o

fato de que ~Jt = σ ~Et e de que, num meio com densidade de carga nula, o gradiente do

potencial escalar ~∇V será nulo. A expressão acima ficará na seguinte forma

~∇2 ~A = −µσ ~E − µε
∂ ~E

∂t
. (4.38)

Mas, da equação (4.31), com ~∇V = 0, temos que ~E = −∂ ~A
∂t

de sorte que, substituindo isto

na equação anterior, finalmente chegamos à equação

~∇2 ~A− µσ
∂ ~A

∂t
− µε

∂2 ~A

∂t2
= 0. (4.39)

Esta é a representação de uma equação de onda com um termo de amortecimento para

o potencial vetor ~A. Em geral, as quantidades ε, µ e σ são complexas, mas para condu-

tores pobres e outros materiais em certos ranges de freqüência, a saber bem abaixo das

freqüências de ressonância, os mesmos são reais [86, 93]. Aqui, consideraremos apenas esses

materiais, de modo a garantir que nosso Hamiltoniano seja hermitiano.
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4.4 Hamiltoniano para a luz num meio condutor

Nosso intuito inicialmente nesta seção é resolver a equação (4.39). A primeira hipótese

que consideraremos para tal é a de que o campo de radiação está contido numa cavidade

com paredes perfeitamente condutoras. Uma vez que o procedimento que será por nós

adotado não depende da forma da cavidade vamos assumir que, por uma questão de sim-

plicidade, que a cavidade em estudo seja um cubo de volume total v = L3. Após obtermos

nossos resultados, caso queiramos estudar o campo de radiação no espaço livre bastará

fazermos o limite v →∞.

A representação do campo por intermédio do potencial vetor ~A(~r, t) é essencialmente

uma descrição feita por meio de um conjunto cont́ınuo de variáveis. Logo, se fossemos

usar as componentes Ax, Ay e Az do potencial vetor como variáveis para descrever o

campo teŕıamos um número infinito não-enumerável. No entanto, impondo condições de

contorno sobre os campos, conforme será exposto na seção 4.5, a solução da equação de

onda (4.39) conterá um conjunto discreto infinito de soluções de modos normais ortogonais

umas às outras e completas, de modo que qualquer campo arbitrário na cavidade poderá

ser expresso como uma soma destes modos normais com amplitudes adequadas. Assim,

o uso das amplitudes de cada modo normal como um conjunto discreto infinito, porém

enumerável, de ”variáveis de campo”aliado às condições de contorno convenientes fornecem

um conjunto enumerável de variáveis para a descrição do campo eletromagnético.

Nosso problema agora restringe-se a uma solução da equação equação (4.39) levando-se

em conta a quantização proposta acima. Assim, vamos separar ~A(~r, t) em componentes [11,

78, 84, 89]

~A(~r, t) =
∑

l

~ul(~r)ql(t), (4.40)

onde o subscrito l denota os vários modos de freqüência do campo eletromagnético. Desse

modo, teremos que

~∇2 ~A =
∑

l

[
~∇2~ul(~r)

]
ql(t), (4.41)
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∂ ~A

∂t
=

∑
l

~ul(~r)
∂ql(t)

∂t
, (4.42)

e
∂2 ~A

∂t2
=

∑
l

~ul(~r)
∂2ql(t)

∂t2
. (4.43)

Substituindo estas três últimas equações na equação (4.39), após alguma álgebra e con-

siderando a velocidade da onda no meio como sendo c = 1/
√
µε, chegaremos às seguintes

equações desacopladas:

∇2~ul(~r) +
ω2

l

c2
~ul(~r) = 0, (4.44)

d2ql(t)

dt2
+
σ

ε

dql(t)

dt
+ ω2

l ql(t) = 0, (4.45)

onde introduzimos a constante de separação −ω2
l , sendo que ωl representa a freqüência

natural de oscilação de cada modo l [11, 78, 84, 89].

Devemos destacar que o método de quantização da luz se propagando no espaço livre

ou num meio material transparente e isolante, σ = 0 na equação (4.45), já está bem de-

terminada e pode ser encontrada nos textos básicos de óptica quântica, como por exemplo

a referência [11]. No caso de um termo de amortecimento como é o caso da equação

(4.45), utilizando o modelo de oscilador harmônico dependente de tempo numa abordagem

fenomenológica usando o gauge de Coulomb, invariantes lineares e o método do invariante

dinâmico pretendemos dar uma descrição quântica da propagação da luz num meio condu-

tor, homogêneo, linear e com densidade de carga nula, através de obtenção de funções de

onda exatas para este problema em termos de soluções de uma equação diferencial de se-

gunda ordem que descreve a amplitude do oscilador harmônico amortecido clássico. Neste

momento, é importante chamar a atenção para um outro detalhe: a equação (4.45) pode

ser obtida a partir do Hamiltoniano clássico [15, 16, 17, 44, 84]

Hl(t) = exp(−σ
ε
t)
p2

l

2ε
+

1

2
exp(

σ

ε
t)εω2

l q
2
l , (4.46)

no qual p representa uma variável definida por −ı~∂/∂q. Além do mais, as variáveis q

e p satisfazem a relação de comutação [q, p] = ı~. O Hamiltoniano acima é o conhecido

Hamiltoniano de Caldirola-Kanai, por nós já utilizado no caṕıtulo anterior. Aqui, σ e ε
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representam respectivamente a condutividade e a permissividade elétrica do meio, respec-

tivamente. Ambas são consideradas como reais. Como o subscrito l corresponde a cada um

dos modos de freqüência, obteremos o Hamiltoniano total para o campo eletromagnético

através da soma dos Hamiltonianos individuais correspondentes a cada um destes mo-

dos [11, 78], isto é

H =
∑

l

Hl (4.47)

4.5 Luz num meio condutor

Estamos tratando do estudo de uma onda eletromagnética concentrada em certa região

do espaço que, por conveniência, escolhemos como sendo uma cavidade cúbica de volume

total v = L3. Dirigindo nossa atenção inicialmente para a equação (4.44), notamos que o

conjunto de funções ~ul(~r) deve satisfazer certas condições:

1. De acordo com as equações (4.35) e (4.40), em qualquer posição da cavidade,

~∇ · ~A = 0 ⇒ ~∇ · ~ul(r) = 0. (4.48)

2. Se exigirmos que, nas paredes da cavidade, as componentes tangencial de ~E e nor-

mal de ~B sejam nulas, obteremos soluções do tipo onda plana. Teremos então, das

equações (4.27) e (4.40), que

~∇× ~ul,per(r) = 0 (4.49)

e, da equação (4.31), com ~∇V = 0 que

∂

∂~r
~ul,tan(r) = 0. (4.50)

Assim, as soluções da equação (4.44), satisfazendo às condições de contorno acima, formam

um conjunto completo ortonormal de modos normais:∫
v

~u∗l (~r)~ul′(~r)dv = δll′ , (4.51)
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onde v é o volume da cavidade. Considerando a relação de dispersão ~ωl = c~kl, onde ~kl é o

vetor de onda associado a cada modo l, a equação (4.44) torna-se

∇2~ul(~r) + k2
l ~ul(~r) = 0, (4.52)

cuja solução na cavidade em questão, cúbica de lado L, pode ser escrita na forma

~ulν(~r) = L−
3
2 e±ı~kl·~r~̂elν , (4.53)

onde ~kl corresponde a dois vetores unitários nas direções de polarização (ν = 1, 2). Devido à

condição de transversalidade (4.48), os vetores de polarização ~̂elν devem ser perpendiculares

ao vetor de onda ~kl. A periodicidade no espaço das funções harmônicas (4.53) indica o

seguinte

~u(~r) = ~u(~r + L~̂ex) = ~u(~r + L~̂ey) = ~u(~r + L~̂ez). (4.54)

Considerando agora que kl é o modulo de ~kl, as duas equações anteriores nos permitem

escrever o seguinte

~u(~r) = ~u(~r)eıLklx = ~u(~r)eıLkly = ~u(~r)eıLklz , (4.55)

ou seja,

klx =
2π

L
l1, (4.56)

kly =
2π

L
l2, (4.57)

klz =
2π

L
l3. (4.58)

com l1, l2, l3 = 0,±1,±2, .... Assim,

~kl =
2π

L
(l1~̂ex + l2~̂ey + l3~̂ez). (4.59)

Uma vez que já temos a solução da equação (4.44), vamos obter a solução da equação

(4.45), de modo a termos solucionado o problema do potencial vetor (equação (4.40)). A

equação (4.45) tem a si associada o seguinte polinômio caracteŕıstico

ζ2
l +

σ

ε
ζl + ω2

l = 0. (4.60)
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São de nosso interesse apenas as soluções reais, ou seja, aquelas para as quais ω2
l >

σ2

4ε2
.

Assim, definindo

Ω2
l = ω2

l −
σ2

4ε2
, (4.61)

teremos as seguintes soluções periódicas

ζl = (− σ

2ε
± ıΩl)t (4.62)

e, conseqüentemente, a solução da equação (4.45) é dada por

ql(t) = alexp(−
σ

2ε
t) sin(Ωlt+ bl), (4.63)

na qual al e bl são constantes de integração. Classicamente, o problema está solucionado:

as funções ~ul(~r) e ql(t) estão completamente especificadas. Assim, para cada operador

canônico ql(t) e função ~ul(~r), o campo eletromagnético está determinado, posto que os

campos ~E e ~B podem ser obtidos pela substituição do operador ~A(~r, t) dado pela equação

(4.40) nas equações (4.31) (com ∇V = 0) e (4.27), respectivamente.

4.6 Descrição quântica da luz num meio condutor

A descrição quântica da luz, começando por uma descrição clássica, foi feita inicialmente

para o caso em que a condutividade σ era nula. Esta quantização do campo eletromagnético

no espaço livre pode ser encontrada no caṕıtulo 1 da referência [79], por exemplo. Pos-

teriormente, também foi feita a quantização da luz em meios dielétricos, como pode ser

visto, por exemplo, na referência [80]. Nossa intenção neste caṕıtulo é fornecer uma des-

crição quântica completa da luz se propagando num meio condutor homogêneo, linear e

isotrópico. Para alcançar tal intento, devemos resolver a equação de Schrödinger

Hl(t)Ψ(ql(t), t) = ı~
∂

∂t
Ψ(ql(t), t), (4.64)

na qual pl é definido como −ı~ ∂
∂ql

e [ql, pl] = ı~. Naturalmente, Hl é o Hamiltoniano dado

pela equação (4.46). No intuito de resolver a equação acima, vamos utilizar o método do

invariante dinâmico idealizado por Lewis e Riesenfeld (caṕıtulo 2) e já por nós utilizado no
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caṕıtulo anterior para estudar a dinâmica quântica de um oscilador harmônico generalizado

dependente do tempo. Assim, buscaremos um operador hermitiano não-trivial I(t) que

satisfaça a equação
dIl
dt

=
1

ı~
[Il, Hl] +

∂Il
∂t

= 0. (4.65)

Se tal invariante existir e se ele não contiver operadores com derivadas temporais, a

condição (4.65) vai nos permitir construir soluções da equação de Schrödinger (4.64) na

seguinte forma

Ψn(ql, t) = eiµn(t)φn(ql, t), (4.66)

onde φn(ql, t) é uma autofunção de I(t) com autovalor independente do tempo λn e µn(t)

é uma função de fase dada por

~
dµn(t)

dt
= 〈φn| (ı~

∂

∂t
−Hl(t)) |φn〉 . (4.67)

Vamos assumir que exista um operador linear invariante da forma

Il(t) = αl(t)ql + βl(t)pl + γl(t), (4.68)

onde αl(t), βl(t) e γl(t) são funções reais dependentes do tempo a serem determinadas.

Desse modo, a equação (4.65) nos leva a

α̇l(t)ql + αl(t)q̇l + β̇l(t)pl + βl(t)ṗl + γ̇l(t) = 0. (4.69)

Usando o fato de que q̇l = ∂Hl

∂pl
e ṗl = ∂Hl

∂ql
, a expressão acima fica

(α̇l(t)− βlεe
σ
ε
tω2

l )ql + (β̇l(t)−
αl

ε
e−

σ
ε
t)pl + γ̇l(t) = 0. (4.70)

onde utilizamos Hl dado pela equação (4.46). Assim, exigindo que Il(t) satisfaça a equação

(4.65), este último resultado (4.70) nos permite escrever que

α̇l(t) = βl(t)ω
2
l e

σ
ε
t, (4.71)

β̇l(t) = −αl(t)

ε
e

σ
ε
t, (4.72)

γ̇l(t) = 0. (4.73)
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Na solução da equação (4.73), vemos que γl(t) é constante. Sem perda de generalidade,

faremos γl(t) = 0. Assim, nosso problema se restringe a determinar αl(t) e βl(t). Claro que,

uma vez que conheçamos a expressão para βl(t), αl(t) ficará completamente determinada a

partir da substituição da referida expressão na equação (4.71). No intuito de encontrarmos

solução para βl(t), vamos derivar a equação (4.72) em relação ao tempo. Teremos então

que

β̈l(t) =

[
−

˙αl(t)

ε
+
σ

ε2
αl(t)

]
e−

σ
ε
t. (4.74)

Substituindo na equação acima α̇l dado pela equação (4.71), conclúımos que β(t) deve

obedecer a seguinte equação

β̈l(t) = −ω2
l βl + σαle

−σ
ε
t. (4.75)

Identificando o último termo à direita na equação (4.75) com σ
ε
β̇l (conforme equação (4.72)),

percebemos que βl(t) deve satisfazer à seguinte equação diferencial de segunda ordem

β̈l(t) +
σ

ε
β̇l(t) + ω2

l βl(t) = 0. (4.76)

Ora, comparando a equação (4.76) com a (4.45), vemos que esta equação descreve a ampli-

tude de um oscilador harmônico clássico amortecido. Sua solução já é por nós conhecida

(equação (4.63)). Assim, sendo al e bl constantes de integração, e Ωl definida pela equação

((4.61)), a solução da equação (4.76) será dada por

βl(t) = alexp(−
σ

2ε
t) sin(Ωlt+ bl). (4.77)

Aqui, destacamos que tomamos apenas as soluções oscilatórias, ou seja, sujeitas à condição

de que Ω2
l > 0. Assim, βl(t) dada pela equação (4.77) e αl(t) pela equação (4.72), nosso

operador invariante está completamente determinado. Ele pode ser finalmente escrito na

forma

Il(t) = βl(t)pl − εe
σ
ε
tβ̇l(t)ql. (4.78)

Uma vez que nosso operador invariante já foi determinado, passamos para o passo seguinte,

que é determinar os autoestados |φλ〉 de I(t). Sabemos, conforme discutimos no caṕıtulo 2
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desta tese, que estes autoestados formam um conjunto completo cont́ınuo com autovalores

independentes do tempo λ satisfazendo à equação (4.46) e

Il(t) |φλ〉 = λ |φλ〉 , (4.79)

com a condição

〈φλ|φλ′〉 = δλλ′ . (4.80)

Das equações (4.78) e (4.79), podemos concluir que[
ı~βl(t)

∂

∂ql
+ εe

σ
ε
tβ̇l(t)ql + λ

]
|φλ〉 = 0. (4.81)

Nesta última equação, usamos a definição pl = −ı~ ∂
∂ql

. A equação (4.81) pode ser resolvida

facilmente. Teremos então que

∂

∂ql
|φλ〉 =

ı

~βl(t)

[
εe

σ
ε
tβ̇l(t)ql + λ

]
|φλ〉 , (4.82)

resultando em

|φλ〉 = Cexp

{
ı

~βl(t)

[
εe

σ
ε
tβ̇l(t)

2
q2
l + λql

]}
, (4.83)

na qual C é uma constante de integração a ser determinada pela equação (4.80). É fácil

verificar, então, que a constante de integração C é

C =
1√

2πβl~
, (4.84)

de modo que as soluções da equação (4.79) serão dadas pela seguinte expressão

φλ(ql, t) =

√
1

2π~β(t)
exp

{
iεe

σ
ε
tβ̇l(t)

2~βl(t)
q2
l +

iλ

~βl(t)
ql

}
. (4.85)

Para termos uma determinação completa da função de onda precisamos conhecer também

as funções de fase. Por este motivo, procederemos ao cálculo das mesmas. Vamos ini-

cialmente determinar 〈φλ(ql, t) |Hl|φλ(ql, t)〉 com Hl dado pela equação (4.46) e |φλ〉 pela

equação (4.85). Para facilitar nosso procedimento, derivamos com relação a ql a equação

(4.82). Obteremos

∂2φλ

∂q2
l

=

 ıεe
σ
ε β̇l

~βl

−

[
εe

σ
ε β̇lql + λ

~βl

]2
φλ. (4.86)
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Um cálculo um pouco longo, porém direto, nos leva a concluir que〈
φλ(ql, t)

∣∣∣∣e−σ
ε
tp2

l

2ε

∣∣∣∣φλ(ql, t)

〉
= − ı~β̇l

2βl

+
εe

σ
ε
t

2

[
β̇l

βl

ql +
λe−

σ
ε
t

εβl

]2

, (4.87)

e, como 〈
φλ(ql, t)

∣∣∣∣12εeσ
ε
tω2

l q
2
l

∣∣∣∣φλ(ql, t)

〉
=

1

2
εe

σ
ε
tω2

l q
2
l , (4.88)

teremos então, a partir das equações (4.87) e (4.88), nosso primeiro resultado para o cálculo

das funções de fase:

〈φλ(ql, t) |Hl|φλ(ql, t)〉 = − ı~β̇l

2βl

+
εe

σ
ε
t

2

ω2
l q

2
l +

[
β̇l

βl

ql +
λe−

σ
ε
t

εβl

]2
 . (4.89)

Agora, procederemos à segunda parte do cálculo referente à determinação das funções de

onda. Vamos calcular a derivada de |φλ(ql, t)〉 com relação ao tempo. Teremos que

∂

∂t
|φλ(ql, t)〉 =

{
− β̇l

2βl

+
ıεe

σ
ε
t

2~
(
β̇lql
βl

)2 +
ıλ2e−

σ
ε
t

~εβ2
l

+
ıλβ̇lql
~β2

l

+
ıεe

σ
ε
tq2

l

2~βl

(β̈l +
σ

ε
β̇l)

}
|φλ(ql, t)〉 .

(4.90)

No termo final do lado direito da equação (4.90) usaremos a equação (4.76). Feito isto,

após alguma álgebra, teremos o nosso segundo resultado para o cálculo das funções de fase〈
φλ(ql, t)

∣∣∣∣ı~ ∂∂t
∣∣∣∣φλ(ql, t)

〉
= − ı~β̇l

2βl

+
εe

σ
ε
t

2

ω2
l q

2
l +

[
β̇l

βl

ql +
λe−

σ
ε
t

εβl

]2
− λ2e−

σ
ε
t

2εβ2
l

. (4.91)

Finalmente, dos resultados dados pelas equações (4.89) e (4.91), temos que〈
φλ(ql, t)

∣∣∣∣(ı~ ∂∂t −Hl)

∣∣∣∣φλ(ql, t)

〉
= −λ

2e−
σ
ε
t

2εβ2
l

. (4.92)

Logo, da equação (2.77), conclúımos que as funções de fase procuradas por nós são dadas

pela seguinte equação

µλ(t) = − λ2

2~ε

∫ t

0

e−
σ
ε
τ

β2
l (τ)

dτ. (4.93)

Assim, as soluções da equação de Schrödinger (4.64) são dadas por

Ψλ(ql, t) =

√
1

2π~βl(t)
exp

{
ıµλ(t) +

ıεe
σ
ε
tβ̇l(t)

2~βl(t)
q2
l +

ıλ

~βl(t)
ql

}
. (4.94)
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com µλ(t) dadas pela equação (4.93). Neste ponto, devemos destacar que, quando β(t) for

nula, as funções de fase µλ(t) divergirão. Apesar desta divergência, já mostramos na seção

3.2 que as funções de onda serão sempre finitas.

4.7 Pacotes de onda Gaussianos, correlações e flu-

tuações

4.7.1 Pacotes de onda Gaussianos

Encontrada a solução da equação de Schrödinger (4.64) dada pela equação (4.94), uma

construção importante a ser feita é a de soluções do tipo pacotes de onda Gaussianos

referentes à equação (4.64). No intuito de realizar este procedimento, o primeiro passo que

tomaremos será o de escrever nossa função peso g(λ) na forma seguinte

g(λ) =

√
a

(2π)
1
4

exp(−a
2

4
λ2), (4.95)

na qual a representa uma constante real positiva. Também podemos escrever a evolução

de um estado geral de Schrödinger na forma

Ψ(ql, t) =

∫ ∞

−∞
g(λ)Ψλ(ql, t)dλ, (4.96)

onde g(λ) é uma função peso. Assim, vamos inserir a função peso dada pela equação (4.95)

e as soluções da equação de Schrödinger (4.64) dadas pela equação (4.94) na equação (4.96).

Dáı, segue que calcularemos a seguinte integral em λ

Ψ(ql, t) =

∫ ∞

−∞

[ √
a

(2π)
1
4

exp(−a
2

4
λ2)

]
√

1

2π~βl(t)
exp

{
ıµλ(t) +

ıεe
σ
ε
tβ̇l(t)

2~βl(t)
q2
l

+
ıλ

~βl(t)
ql

}
dλ.

(4.97)

Como a integral a ser resolvida é em relação a λ, escreveremos a equação (4.93) na forma

µλ(t) = −λ
2

2~
fl(t). (4.98)
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onde definimos

fl(t) =
1

ε

∫ t

0

e−
σ
ε
τ

β2
l (τ)

dτ. (4.99)

Definiremos também algumas funções do tempo:

B(t) =
1{

[β(t)~a]2
[
1 +

(
2fl(t)
~a2

)2
]} (4.100)

C1(t) =
1

2
tan−1

(
2fl(t)

~a2

)
(4.101)

e

C2(t) =
εe

σ
ε
tβ̇(t)

2~β(t)
− 2fl(t)

β2~3a4

1

1 +
4f2

l (t)

~a4

. (4.102)

Com as definições acima, equações (4.100) a (4.102), podemos apresentar o resultado da

integral (4.97) numa forma compacta, que é a seguinte

Ψ(ql, t) = (
2B(t)

π
)

1
4 exp

{
ı
[
C1(t) + C2(t)q

2
l

]}
exp

(
−B(t)q2

l

)
. (4.103)

Além do exposto acima, podemos observar que a densidade de probabilidade dependente

do tempo associada a este pacote Gaussiano é também Gaussiano para um tempo qualquer

ρ(ql, t) = |Ψ(ql, t)|2 =
1√
πσl(t)

e
− q2

l
σ2

l
(t) , (4.104)

com largura dependente do tempo dada por

σ(t) =

√
~2a2β2

l (t)

2

(
1 +

4f 2
l (t)

~2a4

)
. (4.105)

Vemos que o centro do pacote permanece em 〈q〉 = 0, enquanto sua largura varia no

tempo, como é esperado para um comportamento oscilatório [90, 91, 92]. Podemos veri-

ficar também que a função de onda (4.103) é normalizada e a densidade de probabilidade

dependente do tempo é conservada

∫ ∞

−∞
|Ψ(q, t)|2 dq = 1. (4.106)
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4.7.2 Correlações e flutuações quânticas

Como temos interesse no cálculo de flutuações e correlações quânticas, necessitamos

calcular alguns valores esperados. Como, por definição,

〈ql〉 =

∫
ψ∗(ql, t)qlψ(ql, t)dql. (4.107)

Substituindo ψ(ql, t) dada pela equação (4.103) na integral acima, teremos que

〈ql〉 = (
2B

π
)

1
2

∫
qle

−2Bq2
l dql = 0, (4.108)

conforme era esperado. Da mesma forma, podemos calcular 〈q2
l 〉 por intermédio da equação〈

q2
l

〉
=

∫
ψ∗(ql, t)q

2
l ψ(ql, t)dql, (4.109)

que resulta na seguinte integral〈
q2
l

〉
= (

2B

π
)

1
2

∫
q2
l e

−2Bq2
l dql =

1

4B
. (4.110)

Igualmente, podemos calcular os valores esperados de pl e p2
l . Só que, neste caso, devemos

usar a substituição pl = −ı~ ∂
∂ql

. Teremos então que

〈pl〉 = (
2B

π
)

1
2

∫
2~ (C1(t)− ıB(t)) qle

−2Bq2
l dql = 0. (4.111)

Finalmente, podemos calcular〈
p2

l

〉
= (

2B

π
)

1
2

∫
e−i(C2q2

l +C1)
2

e−Bq2
l (−~2 ∂

2

∂q2
l

)ei(C2q2
l +C1)

2

e−Bq2
l dql. (4.112)

O resultado da integral acima é dado pela equação a seguir:〈
p2

l

〉
= −~2

B

(
C2

1 +B2
)
. (4.113)

Das equações (4.108), (4.110), (4.111) e (4.113), podemos agora obter as flutuações quânticas,

tanto da coordenada como do momento. Após alguma álgebra, chegamos ao seguinte re-

sultado

∆ql =

√
〈q2

l 〉 − 〈ql〉2 =
1

2
√
xl(t)

, (4.114)

∆pl =

√
〈p2

l 〉 − 〈pl〉2 = ~

√
x2

l (t) + y2
l (t)

xl(t)
. (4.115)
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onde xl(t) e yl(t) são dados por

xl(t) =
1

(~aβl(t))2(1 +
4f2

l (t)

~2a4 )
, (4.116)

yl(t) =
εe

σ
ε
tβ̇l(t)

2~βl(t)
+

2fl(t)

~3a4β2
l (t)(1 +

4f2
l (t)

~2a4 )
. (4.117)

Desse modo, o produto da incerteza será da forma

∆ql∆pl =
~
2

√
1 + (

yl

xl

)2. (4.118)

Este produto atinge seu valor mı́nimo ~
2

para um dado instante de tempo τ quando yl(τ) =

0, ou seja,

β̇l(τ) = − 4fl(τ)e
−σ

ε
τ

εβl(τ) [~2a4 + 4f 2
l (τ)]

. (4.119)

Assim, se começarmos com um pacote de incerteza mı́nima, ∆ql∆pl = ~
2

para τ = 0,

então a condição acima obviamente fica reduzida ao seguinte: β̇l(0) = 0 (notemos que,

por definição, fl(0) = 0). Ademais, βl(0) relaciona-se à largura inicial do pacote de ondas

Gaussiano. Isto pode ser visto a partir das equações (4.104) e (4.105). Assim, as condições

iniciais necessárias para resolver a equação (4.76) estão afinal completamente estabeleci-

das. A seguir, calcularemos as correlações quânticas para cada um dos modos do campo

quantizado. Elas são definidas como segue [75]

C1,1 =
1

2

〈
{(ql − 〈ql〉) , (pl − 〈pl〉)}+

〉
(4.120)

onde { , }+ representa o anti-comutador. Então, assim, usando as equações (4.103) e

(4.120), encontraremos as correlações quânticas

C1,1 =
~
2

yl

xl

(4.121)

Da expressão acima, podemos ver que, sempre que o estado inicial for descorrelacionado,

as correlações quânticas se desenvolvem com o passar do tempo. O aparecimento de cor-

relações vem acompanhando o crescimento na incerteza. De fato, a equação (4.118) pode

ser reescrita como

∆ql∆pl =
~
2

√
1 +

4C2
1,1

~2
, (4.122)
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o que implica claramente no fato da incerteza ser mı́nima para uma correlação nula. E, vice-

versa, sempre que a incerteza for mı́nima, a correlação será nula. Concluindo esta seção,

destacamos que a ausência de correlação no produto da incerteza mı́nima já era esperado,

uma vez que qualquer posśıvel correlação existente criaria um v́ınculo na minimização do

referido produto e, assim, este não atingiria seu valor mı́nimo [76]. De fato, o produto

generalizado da incerteza é dado por [77]

(∆ql)
2 (∆pl)

2 ≥ 1

4
|〈[ql, pl]〉|2 + C2

1,1. (4.123)

Assim, nosso resultado não apenas concorda com a expressão acima como também mostra

que, para um pacote Gaussiano, este produto generalizado da incerteza atinge seu menor

valor.

4.8 Considerações finais

Neste caṕıtulo, nossa contribuição foi a investigação do problema propagação da luz

quantizada através de um meio condutor homogêneo com densidade de carga nula. Tra-

balhamos no gauge de Coulomb considerando nosso campo eletromagnético como estando

confinado numa cavidade de forma cúbica de lado L, permeada por um meio condutor.

Consideramos também que o campo estava submetido a condições de contorno periódicas.

Reduzimos então este problema àquele de um oscilador harmônico dependente de tempo,

descrito pelo Hamiltoniano de Caldirola-Kanai. Também, usamos invariantes lineares e

o método do invariante dinâmico para encontrar as funções de onda de Schrödinger para

o nosso problema em termos de soluções de uma equação diferencial de segunda ordem

que descreve a amplitude do oscilador amortecido clássico, cujas densidade de probabili-

dade, correlações e flutuações quânticas e o produto da incerteza foram determinadas em

função das soluções da equação (4.76). Também diagonalizamos o operador invariante li-

near e vimos que nossa função de onda permite construir soluções do tipo pacotes de onda

Gaussianos. Vale lembrar que pacotes de onda Gaussianos são muito comuns e os valores

esperados de quantidades f́ısicas nestes estados são, em prinćıpio, facilmente calculáveis.
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Um ponto que precisa ser destacado aqui é que, num tratamento de maior rigor, pode-

mos argüir que tanto a permissividade elétrica quanto a susceptibilidade magnética de-

veriam ser funções complexas da freqüência. Segundo Landau et al., no cap. IX da re-

ferência [93], a permissividade elétrica, por exemplo, pode ser dada por

ε(ω) = 1 +

∫ ∞

0

f(τ)eıωτdτ, (4.124)

na qual f(τ) é uma função do tempo e das propriedades do meio. No entanto, conforme

Landau et al. afirmam, existem substâncias, denominadas de condutores ”pobres”, para

as quais a permissividade e a condutividade podem ser vistas como constantes (reais).

Num range de freqüências angulares ω da ordem de 4πσ/ε, o corpo se comporta como

um condutor comum com condutividade σ. A respeito disso, J. D. Jackson, nas páginas

284-285 da referência [86], diz ainda que há outros materiais para os quais, em certos

intervalos de freqüência (abaixo das freqüências de ressonância), podemos considerar tanto

a permissividade elétrica quanto a susceptibilidade magnética como constantes reais. O

fato das quantidades ε, µ e σ serem reais para os materiais por nós considerados garante

que nosso Hamiltoniano seja hermitiano.

Aqui, destacamos também que, segundo Glauber e Lewenstein [80], o problema do

estudo da eletrodinâmica quântica na presença de dielétricos lineares tem sido largamente

estudado resultando no desenvolvimento de vários conceitos, dentre eles o de permitir

considerarmos matéria com permissividade elétrica real.

Uma aplicação do modelo aqui estudado tem como exemplo, em F́ısica de part́ıculas,

o estudo de part́ıculas com instabilidade de massa, que exibem um comportamento de

dependência temporal em relação à mesma. Em colisões núcleo-núcleo, no restabelecimento

da simetria quiral é necessário levar em conta os efeitos da variação da massa com o

tempo [94]. Finalmente, esperamos que o tratamento desenvolvido neste caṕıtulo possa

ser útil ao estudo de outros problemas que venham a envolver propagação da luz em meios

com condutividade.
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Caṕıtulo 5

Quantização do campo

eletromagnético em meio condutor

5.1 Determinação do operador invariante quadrático

No caṕıtulo anterior, utilizamos o modelo do oscilador harmônico dependente de tempo

numa abordagem fenomenológica usando o gauge de Coulomb, invariantes lineares e o

método do invariante dinâmico para dar uma descrição quântica da propagação da luz

num meio condutor, homogêneo, linear e com densidade de carga nula [95]. O presente

caṕıtulo nada mais é do que uma extensão do mesmo. Acompanhando o método desen-

volvido no caṕıtulo anterior, vamos estender nossa investigação só que agora utilizando um

operador invariante quadrático. Encontraremos as funções de onda exatas para a equação

de Schrödinger para a luz num meio condutor com freqüência dependente do tempo e

um termo crescente exponencialmente com εe
σ
ε
t. No entanto, haverá uma diferença neste

caṕıtulo em relação ao anterior. No presente caṕıtulo, utilizaremos o método de trans-

formações unitárias e também construiremos estados coerentes para o oscilador harmônico

dependente do tempo. Nosso modelo adotará um Hamiltoniano individual para cada modo

de freqüência l. O Hamiltoniano será dado pela equação (4.46). Como o subscrito l corres-

ponde a cada um dos modos de freqüência, obteremos o Hamiltoniano total para o campo
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eletromagnético através da equação (4.47). Nossa intenção neste caṕıtulo é fornecer uma

descrição quântica completa da luz se propagando num meio condutor homogêneo, linear

e isotrópico, utilizando um operador invariante quadrático. Para alcançar tal intento, de-

vemos resolver a equação de Schrödinger (4.64). Naturalmente, Hl é o Hamiltoniano dado

pela equação (4.46). No intuito de resolver a equação acima, utilizando o método do inva-

riante dinâmico, passaremos a buscar um operador quadrático hermitiano não-trivial I(t)

que satisfaça a equação (4.65). Se tal invariante existir e se ele não contiver operadores com

derivadas temporais, a condição (4.65) vai nos permitir construir soluções da equação de

Schrödinger (4.64) na forma da equação (4.66), com uma função de fase dada pela equação

(4.67). Nosso primeiro passo agora será tentarmos encontrar um operador Hermitiano I(t)

que obedeça à equação (4.65). Assim, seguindo o método do invariante dinâmico, vamos

assumir a existência do nosso operador linear invariante Il(t) e que o mesmo se apresenta

na forma

Il =
1

2

[
(

1

ρ2
)q2

l + (ρpl − εe
σ
ε
tρ̇ql)

2

]
, (5.1)

onde ρ = ρ(t) é uma função real dependente do tempo sujeita à condição de v́ınculo

ρ̈+
σ

ε
ρ̇+ ω2

l ρ =
1

ε2e
2σ
ε

tρ3
. (5.2)

Já mostramos na seção 4.4 desta tese, (4.45), que teremos a seguinte equação para ql

d2ql(t)

dt2
+
σ

ε

dql(t)

dt
+ ω2

l ql(t) = 0. (5.3)

5.2 Funções de onda de Schrödinger

No intuito de determinar as funções de onda do oscilador harmônico dependente do

tempo descrito pelo Hamiltoniano dado pela equação (4.46), devemos inicialmente reescre-

ver nosso operador invariante Il(t) dado pela equação (5.1) na forma

Il =
1

2

[
(

1

ρ2
)q2

l + (εe
σ
ε
tρ̇ql)

2 + ρ2p2
l

]
− εe

σ
ε
tρρ̇

2
{pl, ql}+ , (5.4)

que, com a substituição p = −ı~ ∂
∂q

fica na forma

Il =
1

2

[
(

1

ρ2
+ (εe

σ
ε
t)2ρ̇2)q2

l − ~2ρ2 ∂
2

∂q2
l

+ ı~εe
σ
ε
tρρ̇

(
1 + 2ql

∂

∂ql

)]
. (5.5)
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Vamos ainda reescrever a equação (5.5) numa forma que será mais útil às nossas pretensões.

Assim, nosso operador invariante Il(t) será utilizado na forma

Il = ı~εe
σ
ε
tρρ̇

{
1

2
+ ql

∂

∂ql
− ıεe

σ
ε
tρ̇

2~ρ
q2
l +

1

2ı~εeσ
ε
tρ3ρ̇

q2
l −

~ρ
2ıρ̇εe

σ
ε
t

∂2

∂q2
l

}
. (5.6)

Queremos encontrar as autofunções Φn(ql, t) que solucionam o problema dado pela equação

(4.64). Para isto, utilizaremos uma transformação unitária. Definiremos o seguinte opera-

dor unitário para nossos propósitos

U = exp

(
− ıεe

σ
ε
tρ̇

2~ρ
q2
l

)
. (5.7)

Assim, faremos a transformação

Φ′
n(ql, t) = UΦn(ql, t), (5.8)

com U dado pela equação (5.7). Devemos observar que a transformação unitária (5.8) vai

nos permitir reescrever nossa equação de autovalores como

I ′Φ′
n(ql, t) = λnΦ′

n(ql, t), (5.9)

onde agora usaremos

I ′Φ′
n(ql, t) = UIU †Φ′

n(ql, t). (5.10)

Precisamos então encontrar a forma do operador I ′. Para procedermos tal cálculo, vamos

inicialmente registrar alguns resultados que nos serão úteis:

∂U †

∂ql
=
ıεe

σ
ε
tρ̇

~ρ
qlU

†, (5.11)

∂2U †

∂q2
l

=
ıεe

σ
ε
tρ̇

~ρ
U † −

(
εe

σ
ε
tρ̇

~ρ

)2

q2
l U

†, (5.12)

∂U †Φ′
n

∂ql
=
∂U †

∂ql
Φ′

n + U †∂Φ′
n

∂ql
, (5.13)

U
∂U †Φ′

n

∂ql
= U

∂U †

∂ql
Φ′

n +
∂Φ′

n

∂ql
. (5.14)

Substituindo a equação (5.11) na equação (5.14), poderemos escrever que

Uql
∂U †Φ′

n

∂ql
=
ıεe

σ
ε
tρ̇

~ρ
q2
l Φ

′
n + ql

∂Φ′
n

∂ql
. (5.15)
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Agora, usando a equação (5.13), encontramos que

∂2U †Φ′
n

∂q2
l

=
∂

∂ql

[
∂U †

∂ql
Φ′

n + U †∂Φ′
n

∂ql

]
, (5.16)

ou seja,
∂2U †Φ′

n

∂q2
l

=
∂2U †

∂q2
l

Φ′
n + U †∂

2Φ′
n

∂q2
l

+ 2
∂U †

∂ql

∂Φ′
n

∂ql
, (5.17)

de modo que

U
∂2U †Φ′

n

∂q2
l

= U
∂2U †

∂q2
l

Φ′
n +

∂2Φ′
n

∂q2
l

+ 2U
∂U †

∂ql

∂Φ′
n

∂ql
. (5.18)

Substituindo agora as equações (5.11) e (5.12) na equação (5.18), poderemos escrever que

U
∂2U †Φ′

n

∂q2
l

=
ıεe

σ
ε
tρ̇

~ρ
Φ′

n +
∂2Φ′

n

∂q2
l

+
2ıεe

σ
ε
tρ̇

~ρ
ql
∂Φ′

n

∂ql
− (εe

σ
ε
t)2ρ̇2

~2ρ2
q2
l Φ

′
n. (5.19)

Nosso próximo passo é, substituindo a equação (5.6) na equação (5.10), obtemos o seguinte

I ′lΦ
′
n(ql, t) = U

{
ı~εe

σ
ε
tρρ̇

[
1

2
+ ql

∂

∂ql
− ıεe

σ
ε
tρ̇

2~ρ
q2
l +

1

2ı~εeσ
ε
tρ3ρ̇

q2
l −

~ρ
2ıρ̇εe

σ
ε
t

∂2

∂q2
l

]}
U †Φ′

n(ql, t).

(5.20)

Agora, com o aux́ılio das equações (5.15) e (5.19), calculamos diretamente o lado direito

da equação (5.20). Após alguma álgebra, chegamos ao seguinte resultado

I ′lΦ
′
n(ql, t) =

(
−~2

2
ρ2 ∂

2

∂q2
l

+
1

2

q2
l

ρ2

)
Φ′

n(ql, t). (5.21)

Assim, temos finalmente a forma procurada de nosso operador I ′l , conforme a seguir

I ′l = −~2

2
ρ2 ∂

2

∂q2
l

+
1

2

q2
l

ρ2
. (5.22)

Nossa equação de autovalores (5.9), com I ′l na forma (5.22) fica, afinal,[
−~2

2
ρ2 ∂

2

∂q2
l

+
1

2

q2
l

ρ2

]
Φ′

n(ql, t) = λnΦ′
n(ql, t). (5.23)

Para resolver a equação de autovalores (5.23), vamos inicialmente reescrevê-la na forma[
∂2

∂q2
l

+

(
2λn

~2ρ2
− q2

l

~2ρ4

)]
Φ′

n(ql, t) = 0. (5.24)

e introduzir uma nova variável

η =
ql
ρ
. (5.25)
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Com a introdução desta nova variável, a equação (5.24) vai admitir a seguinte forma[
∂2

∂η2
+

1

~2

(
2λn − η2

)]
φn(η) = 0. (5.26)

ou

I ′φn(η) = λnφn(η), (5.27)

na qual

Φ′
n(ql, t) =

1

ρ1/2
φn(η) =

1

ρ1/2
φn(

ql
ρ

). (5.28)

O fator 1
ρ1/2 foi introduzido na equação (5.27) para que a condição de normalização∫

Φ∗′
n (ql, t)Φ

′
n(ql, t)dq =

∫
φ∗n(η)φn(η)dη = 1 (5.29)

seja satisfeita. A equação (5.26) representa uma equação de Schrödinger unidimensional

independente do tempo, cuja solução é dada por

Φn(η) =
1

[π1/2~1/2n!2n]
1/2

exp

(
− η

2

2~

)
Hn

[
(
1

~
)1/2η

]
, (5.30)

na qual os autovalores λn são dados por

λn =

(
n+

1

2

)
~ (5.31)

e Hn é o usual polinômio de Hermite de ordem n. Devemos agora substituir o resultado

para Φn, dado pela equação (5.30) na equação (5.28), que vai nos fornecer o resultado para

Φ′
n(ql, t). Assim, teremos que

Φ′
n(ql, t) =

1

[π1/2~1/2n!2nρ]
1/2
exp

(
− q2

2~ρ2

)
Hn

[
(
1

~
)1/2 ql

ρ

]
. (5.32)

Finalmente, das equações (5.7), (5.8) e (5.32), teremos que Φn(ql, t) = U †Φ′
n(ql, t), resulta

em

Φn(ql, t) =
1[

π
1
2 ~ 1

2n!2nρ
]1/2

exp

{
ıεe

σ
ε
t

2~

[(
ρ̇

ρ
+

ı

εe
σ
ε
tρ2

)
q2
l

]}
Hn

[
(
1

~
)

1
2
ql
ρ

]
. (5.33)

A equação (5.33) nos fornece as funções de onda para o problema dado pelo Hamiltoniano

(4.46) e pela equação de Schrödinger (4.64). No entanto, para a determinação da solução

geral Ψ(q, t) dada pela equação (4.66), ainda falta determinarmos as funções de fase µn(t).

Isto será nosso objetivo na próxima seção.
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5.3 Determinação das funções de fase

Para determinar as funções de fase µn(t) que relacionam as soluções da equação de

Schrödinger (4.64) com os autoestados Φn(t), da equação (5.33), do operador invariante

Il(t), vamos usar a teoria descrita no caṕıtulo 2 desta tese. Por simplicidade, vamos escrever

a equação (5.33) na forma

Φn(ql, t) = Ae−Bq2
l Hn, (5.34)

onde definimos

A =
1[

π
1
2 ~ 1

2n!2nρ
] 1

2

(5.35)

e

B = − ıεe
σ
ε
t

2~

(
ρ̇

ρ
+

ı

εe
σ
ε
tρ2

)
. (5.36)

Definindo H ′
n e H ′′

n como, respectivamente, as derivadas primeira e segunda de Hn

com relação a ql, temos que

∂Φn

∂ql
= −2BqlΦn + Ae(−Bq2

l )H ′
n, (5.37)

∂2Φn

∂q2
l

= −2BΦn + 4B2q2
l Φn + Ae(−Bq2

l )H ′′
n − 4ABqle

(−Bq2
l )H ′

n. (5.38)

Levando em consideração as seguintes propriedades dos polinômios de Hermite [126]

H ′
n(x) = 2nHn−1(x), (5.39)

H ′′
n(x) = 2xH ′

n(x)− 2nHn(x), (5.40)

e a ortogonalidade dos mesmos,〈
Φn

∣∣∣∣ ∂2

∂q2
l

∣∣∣∣ Φn

〉
= −2B + 4B2q2

l +
2n~
ρ2

(5.41)

de modo que, a partir das equações (4.46) e (5.41), teremos que

〈Φn |H(t)|Φn〉 = − ~2

2εe
σ
ε
t

[
−2B + 4B2q2

l −
2n

~ρ2

]
+

1

2
εe

σ
ε
tω2(t)q2

l . (5.42)
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Um cálculo longo, porém direto, utilizando também a equação (5.2), nos permite escrever

também, após alguma álgebra, que〈
Φn

∣∣∣∣(ı~ ∂∂t)
∣∣∣∣ Φn

〉
= − ~2

2εe
σ
ε
t

[
−2B + 4B2q2

l +
1

~ρ2

]
+

1

2
εe

σ
ε
tω2

l q
2
l . (5.43)

Assim, substituindo as equações (5.42) e (5.43) na equação (4.67) vem que

~
dαn(t)

dt
= −

(
n+

1

2

)
~

εe
σ
ε
tρ2(t)

(5.44)

de modo que, finalmente encontramos nossas funções de fase

αn(t) = −
(
n+

1

2

) ∫ t

0

dτ

εe
σ
ε
tρ2(τ)

. (5.45)

5.4 Solução geral

Enfim, poderemos escrever a solução geral da equação de Schrödinger (4.64) para o

operador Hamiltoniano (4.46). Para isto, basta inicialmente substituir as equações (5.33)

e (5.45) na equação (4.66). Dáı, teremos o seguinte

Ψn(ql, t) =
1

[π1/2~1/2n!2nρ]
1/2

exp

{
−

(
n+

1

2

) ∫ t

0

dτ

εe
σ
ε
tρ2(τ)

}
exp

{
ıεe

σ
ε
t

2~

[(
ρ̇

ρ
+

ı

εe
σ
ε
tρ2

)
q2
l

]}
Hn

[
(
1

~
)1/2 ql

ρ

]
.

(5.46)

Assim, poderemos finalmente escrever a solução geral como sendo dada por

Ψ(ql, t) =
∑

n

cnΨn(ql, t), (5.47)

na qual Ψn(q, t) representa o vetor de estado solução da equação de Schrödinger (equação

5.46) e cn são coeficientes independentes do tempo.

5.5 Estados coerentes

Estados coerentes das funções de onda de um oscilador são aqueles que minimizam a

relação de incerteza, isto é, os estados nos quais as flutuações da coordenada e do momento
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no pacote de ondas se relacionam por

∆q∆p =
~
2
. (5.48)

Foi Erwin Schrödinger que, em 1926, descreveu a existência dos mesmos [96]. As pro-

priedades dos estados coerentes são amplamente tratadas na literatura. Os estados coe-

rentes para o oscilador harmônico satisfazem as seguintes propriedades [54, 55, 97, 98]:

• As flutuações ∆q e ∆p nesses estados são independentes do tempo e ∆q∆p = ~
2
,

conforme já mencionado na equação (5.48), para qualquer instante de tempo;

• Os estados coerentes são autoestados do operador de aniquilação;

• Os estados coerentes são criados a partir do estado fundamental por um operador

unitário;

• Eles representam um conjunto completo de estados normalizados, porém não orto-

gonais.

No intuito de encontrarmos os estados coerentes para o nosso estudo, inicialmente definire-

mos os seguintes operadores

b′ = (
1

2~
)

1
2

[
ql
ρ

+ ıρpl

]
(5.49)

e

b′† = (
1

2~
)

1
2

[
ql
ρ
− ıρpl

]
. (5.50)

Nas equações (5.49) e (5.50), pl = −ı~ ∂
∂ql

e [b′, b′†] = 1. Das equações acima, podemos

escrever o nosso operador invariante na forma

I ′l = ~(b′†b′ +
1

2
). (5.51)

De acordo com [54, 55], os estados coerentes para I ′l têm a forma

φα(η, t) = exp(−|α|
2

2
)
∑

n

αn

(n!)1/2
exp(ıαn(t))φn(η). (5.52)
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Na equação anterior, os αn(t) são as fases dadas pela equação (5.45) e α é um número

complexo arbitrário. Substituindo as equações (5.7) e (5.8) na equação (5.28) teremos que

exp

[
− ıεe

σ
ε
t

2~ρ
q2
l

]
Φα(ql, t)) =

1

ρ1/2
φn(η), (5.53)

com η = ql

ρ
. Logo, podemos escrever os estados coerentes para o sistema dependente do

tempo descrito pelo Hamiltoniano (4.46) na forma

Φα(ql, t) =
1

ρ1/2
exp

[
ıεe

σ
ε
t

2~ρ
q2
l

]
φn(η). (5.54)

Agora, fazendo

b = U †b′U = (
1

2~
)1/2exp

[
ıεe

σ
ε
t

2~ρ
q2
l

] [
ql
ρ

+ ~ρ
∂

∂ql

]
exp

[
− ıεe

σ
ε
t

2~ρ
q2
l

]
(5.55)

teremos que, aplicando a expressão acima a Φα(ql, t),

b = (
1

2~
)1/2

[
ql
ρ

+ ı(ρpl − εe
σ
ε
tρ̇ql)

]
. (5.56)

Dáı, decorre logicamente que

b† = (
1

2~
)1/2

[
ql
ρ
− ı(ρpl − εe

σ
ε
tρ̇ql)

]
(5.57)

Devemos notar que, aplicando o operador b aos estados coerentes, teremos, a partir da

equação (5.52), que

b |α, t〉 = exp(−|α|
2

2
)
∑

n

αn

(n!)1/2
exp(ıαn(t))b |n, t〉 . (5.58)

Mas, como

b |α, t〉 = n1/2 |n− 1, t〉 , (5.59)

a expressão (5.58) torna-se

b |α, t〉 = exp(−|α|
2

2
)
∑

n

αn

(n!)1/2
exp(ıαn(t))n1/2 |n− 1, t〉 . (5.60)

Fazendo nesta última equação a mudança de variáveis n→ n+ 1, a equação acima fica

b |α, t〉 = exp(−|α|
2

2
)
∑

n

αn+1

((n+ 1)!)1/2
exp(ıαn+1(t))(n+ 1)1/2 |n, t〉 . (5.61)
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Após alguma álgebra, teremos que

b |α, t〉 = exp(−|α|
2

2
)
∑

n

ααn

(n!)1/2
exp(ıαn+1(t)) |n, t〉 . (5.62)

No entanto, da equação (5.45), temos que

αn+1(t) = −(n+ 1 +
1

2
)

∫ t

0

dτ

εe
σ
ε
tρ2(τ)

= αn(t) + 2α0(t), (5.63)

na qual definimos

α0(t) = −1

2

∫ t

0

dτ

εe
σ
ε
tρ2(τ)

. (5.64)

Logo, usando a equação (5.64), a equação (5.62) tomará a forma

b |α, t〉 = αe2ıα0exp(−|α|
2

2
)
∑

n

αn

(n!)1/2
exp(ıαn(t)) |n, t〉 . (5.65)

De acordo com a equação anterior, podemos concluir que os estados coerentes (5.54)

satisfazem a equação de autovalores [43, 55]

bΦα(ql, t) = α(t)Φα(ql, t)), (5.66)

na qual o autovalor α(t) é definido como

α(t) = αe2ıα0 , (5.67)

com α0 dado pela equação (5.64).

5.6 Relações de incerteza

Para termos a relação de incerteza será necessário encontrarmos os valores esperados das

grandezas dinâmicas ql e pl e dos seus valores quadrados. No intuito deste feito, tomare-

mos os valores esperados no estado dado pela equação (5.54). Utilizando a equação de

autovalores (5.66) podemos calcular o valor esperado de ql nos estado coerentes. Devemos

para tal escrever ql em termos de b e b†. Assim, das equações (5.56) e (5.57), teremos que

ql =

(
~ρ2

2

)1/2 (
b+ b†

)
. (5.68)
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Logo, fazendo um cálculo direto, encontramos o seguinte resultado

〈Φα(ql, t)) |ql|Φα(ql, t))〉 = (2~ |α|2 ρ2)1/2 sin(Λ(t) + δ), (5.69)

no qual δ representa o argumento do número complexo α e Λ(t) = −2α0(t). Da mesma

forma, teremos que〈
Φα(ql, t))

∣∣q2
l

∣∣ Φα(ql, t))
〉

= ~ρ2

(
2 |α|2 sin2(Λ(t) + δ) +

1

2

)
. (5.70)

Das equações (5.64) e (5.69), temos a incerteza em q dada pela equação seguinte

∆ql = (
~
2
)1/2ρ. (5.71)

Os valores esperados de pl e de p2
l também podem ser calculados da mesma forma. Primeiro

escrevemos pl em termos de b e b† e, usando de novo o mesmo procedimento acima, após

um longo e tedioso cálculo, poderemos escrever que

〈Φα(ql, t)) |pl|Φα(ql, t))〉 = (
2~
ρ2
|α|2)1/2 cos(Λ(t) + δ)

+ (2~ε2e
2σ
ε

t |α|2 ρ̇2)1/2 sin(Λ(t) + δ)

(5.72)

e 〈
Φα(ql, t))

∣∣p2
l

∣∣ Φα(ql, t))
〉

= ~ε2e
2σ
ε

tρ̇2

[
2 |α|2 sin2(Λ(t) + δ) +

1

2

]
+

~
ρ2

[
2 |α|2 cos2(Λ(t) + δ) +

1

2

]
+

(
21/2~1/2 |α| εeσ

ε
tρ̇

ρ1/2

)2

sin(2(Λ(t) + δ)).

(5.73)

o que nos leva ao seguinte

∆pl = (
~
2
)1/2

√
1

ρ2
+

(
εe

σ
ε
tρ̇

)2
. (5.74)

Com as relações de incerteza (5.71) e (5.74), podemos escrever o produto da incerteza como

∆ql∆pl =
~
2

[
1 +

(
εe

σ
ε
tρρ̇

)2
]1/2

. (5.75)

O resultado acima nos mostra que os estados coerentes dados pela equação (5.54) não

são, em geral, estados de incerteza mı́nima. No entanto, segundo a referência [106] estes
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estados são equivalentes aos bem conhecidos estados comprimidos. Devemos notar que

aqui os resultados (5.71) e (5.74) coincidem com aqueles da referência [114], colocando-

se ρ2 = g−(t)/ωI . Podemos notar também que, quando fazemos a condutividade σ, no

termo crescente exponencialmente, igual a zero, ω(t) = ω0 e ρ = (εω0)
−1/2, os resultados

em análise coincidem com aqueles do oscilador harmônico simples, conforme esperado e o

produto da incerteza resulta no usual

∆ql∆pl =
~
2
. (5.76)

5.7 Estados comprimidos do campo eletromagnético

quantizado

Uma classe mais geral de estados de incerteza mı́nima são conhecidos como estados

comprimidos. Estes estados foram introduzidos e estudados inicialmente na área de óptica

quântica e são conhecidos também como estados coerentes de dois-fótons [99, 100, 101].

Tratam-se de estados que possuem uma incerteza nas flutuações quânticas de uma das

variáveis conjugadas menor do que a dos estados coerentes. Em verdade, devido à exigência

do produto da incerteza, a incerteza nas flutuações quânticas das outras variáveis conju-

gadas deve ser maior do que a dos estados coerentes [76, 102, 103]. A teoria de estados

coerentes e comprimidos está bem desenvolvida e possui grande importância tanto em

óptica quântica quanto em outras áreas da f́ısica [38, 64, 101, 104]. É importante men-

cionar que os estados comprimidos, em geral, não atingem o valor mı́nimo do produto da

incerteza [76, 99, 103].

Em adição aos resultados da seção anterior, desejamos mostrar na presente seção que

os estados Φα(ql, t) anteriormente especificados como estados coerentes correspondem a

estados comprimidos. Para atingir tal objetivo, introduziremos os operadores usuais de

aniquilação e de criação a e a† do oscilador harmônico, os quais são dados pelas seguintes

relações

al = (
1

2~εωl

)
1
2 [εωlql + ıpl] , (5.77)
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a†l = (
1

2~εωl

)
1
2 [εωlql − ıpl] . (5.78)

Esses operadores se relacionam com os operadores bl e b†l definidos na seção anterior pelas

relações a seguir [76, 99, 105, 106]

bl = χ(t)al + ν(t)a†l . (5.79)

b†l = χ∗(t)a†l + ν(t)∗al. (5.80)

cujos coeficientes são expressos por

χ(t) = (
1

4εωl

)
1
2

[
1

ρl

− ıεe
σ
ε
tρ̇+ εωlρl

]
, (5.81)

ν(t) = (
1

4εωl

)
1
2

[
1

ρl

− ıεe
σ
ε
tρ̇− εωlρl

]
. (5.82)

Um cálculo direto nos permite escrever que

|χ(t)|2 − |ν(t)|2 = 1. (5.83)

Assim, das equações (5.66) e (5.79) a (5.83), vemos que os estados Φα(ql, t) são, por

definição, iguais aos conhecidos estados comprimidos já descritos na literatura [76, 99, 106].

Podemos escrever as flutuações quânticas de ql e pl para os estados comprimidos Φα(ql, t)

em termos dos coeficientes χ(t) e ν(t). Desse modo, teremos que

(∆ql)
2 =

~
2εωl

|χ(t)− ν(t)|2 , (5.84)

(∆pl)
2 =

~εωl

2
|χ(t) + ν(t)|2 , (5.85)

de modo que

∆ql∆pl =
~
2
|χ− ν| |χ+ ν| . (5.86)

Observando a equação acima, vemos que o produto da incerteza será mı́nimo se tivermos

χ = γν, sendo γ real (de acordo com a referência [99]). Ademais, notamos a equivalência

entre as relações (5.86) e (5.75).
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5.8 Breve comentário

Neste caṕıtulo, acompanhando o método desenvolvido no caṕıtulo anterior, estendemos

nossa investigação da descrição quântica da luz num meio condutor homogêneo e linear uti-

lizando um operador invariante quadrático. Encontramos as funções de onda exatas para a

equação de Schrödinger para a luz num meio condutor com freqüência dependente do tempo

e um termo crescente exponencialmente com εe
σ
ε
t. Para isso, utilizamos também o método

de transformações unitárias e constrúımos estados coerentes para o oscilador harmônico

com freqüência constante, porém com o Hamiltoniano exibindo um termo exponencial de-

pendente do tempo. Um ponto a destacar aqui é que o valor esperado para ql, conforme

prevê a teoria, reproduz aquele da dinâmica clássica. Finalmente, utilizando um proce-

dimento simples e direto, mostramos que os estados coerentes encontrados correspondem

a estados comprimidos [107]. Nossa expectativa é de que o desenvolvimento do presente

trabalho seja útil na investigação de outros problemas que envolvam a propagação da luz

em meios condutores, como, por exemplo, a propagação da luz num meio com densidade

de carga variando com o tempo.
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Caṕıtulo 6

Dinâmica quântica de uma part́ıcula

aprisionada por campos oscilantes

6.1 O modelo

Nas últimas décadas são vários os estudos acerca da dinâmica quântica de uma part́ıcula

aprisionada numa armadilha de Paul [108] a [120]. Uma armadilha de Paul é utilizada para

confinar tanto part́ıculas carregadas quanto neutras com o propósito de realizar estudos

em espectroscopia de alta resolução e sua aplicação em medidas de tempo. Desde que

Wolfgang Paul (1913-1993) recebeu o Prêmio Nobel de F́ısica de 1989, ao lado de Nor-

man Ramsey (1915-) e Hans Dehmelt (1922-), por sua contribuição ao desenvolvimento de

relógios atômicos e precisão do tempo, há um crescente interesse no estudo do mecanismo

e das aplicações da armadilha de Paul. Dentre os estudos realizados, um dos que chama

a atenção dos pesquisadores é o problema de encontrar funções de onda que dependam

explicitamente do tempo para uma part́ıcula aprisionada em armadilhas de Paul. Para

tal investigação, diversos métodos têm sido empregados pelos f́ısicos. Só para citar al-

guns destes métodos, temos o de transformações unitárias [4], a técnica que usa álgebra

de Lie [114], o de função tentativa [108, 115] e o de invariantes dinâmicos com operadores

invariantes lineares [41]. Nosso procedimento neste caṕıtulo será abordar o problema de
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encontrar funções de onda (soluções da equação de Schrödinger) exatas, com dependência

temporal, para uma part́ıcula aprisionada por campos oscilantes sujeita a um potencial

dependente do tempo do tipo oscilador harmônico unidimensional. O método que uti-

lizaremos neste estudo será o de invariantes dinâmicos, idealizado por Lewis e Riesenfeld e

já descrito no caṕıtulo 2 desta tese. Porém, diferentemente do que foi feito por Pedrosa et

al. [41], em nossa abordagem utilizaremos operadores invariantes quadráticos [36] ao invés

dos lineares por eles empregados, bem como utilizaremos o método de transformações

unitárias. Podemos antecipar que as funções de onda, as quais são nosso objeto de busca,

serão escritas em termos da solução da equação de Mathieu-Hill, as conhecidas funções de

Mathieu [121, 122]. A dinâmica de uma part́ıcula confinada numa armadilha de Paul é

descrita pelo Hamiltoniano [108] a [111]

H(t) =
p2

2m
+
mω2(t)

2
q2, (6.1)

no qual q e p são os operadores usuais coordenada e momento canonicamente conjugados,

satisfazendo a relação de comutação [p, q] = −ı~, ω2(t) = k cos2(Ωt), sendo que Ω = Ω(t) é

a freqüência associada ao campo externo (portanto, não a freqüência natural de oscilação

do sistema) e k, uma medida de sua intensidade.

6.2 Abordagem do problema

No intuito de investigarmos a dinâmica quântica da part́ıcula aprisionada, sujeita às

condições dadas acima, devemos observar que a evolução temporal do vetor de estado

Ψ(q, t) que representa o sistema descrito pelo Hamiltoniano (6.1), deve obedecer à equação

de Schrödinger (4.64). Desse modo, o sistema que estamos estudando evolui com o tempo

de acordo com a equação de Schrödinger{
− ~2

2m

∂2

∂q2
+

1

2
mω2(t)q2

}
Ψ(q, t) = ı~

∂

∂t
Ψ(q, t), (6.2)

onde usamos p = −ı~ ∂
∂q

. Para resolver a equação (6.2), passaremos a buscar um operador

quadrático hermitiano não-trivial I(t) que satisfaça a equação (4.65). Se tal invariante
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existir e se ele não contiver operadores com derivadas temporais, a condição (4.65) vai nos

permitir construir soluções da equação de Schrödinger (4.64) na forma da equação (4.66),

com uma função de fase dada pela equação (4.67). Posto que explicitamos nossa linha de

estudo para o problema, nosso primeiro passo agora será tentarmos encontrar um operador

Hermitiano I(t) que obedeça à equação (4.65). Assim, seguindo o método do invariante

dinâmico, vamos assumir a existência do nosso operador linear invariante I(t) e que o

mesmo apresenta-se na forma

I(t) =
[
α(t)q2 + β(t)p2 + γ(t) {q, p}+

]
, (6.3)

na qual α(t), β(t) e γ(t) tratam-se de funções reais dependentes do tempo a serem determi-

nadas e {q, p}+ é a notação usual do anti-comutador. O fato de exigirmos que tais funções

sejam reais é simplesmente para garantir que nosso operador I(t) seja hermitiano. Assim,

de acordo com a equação (2.49), teremos que

I =
1

2

[
(

1

ρ2
)q2 + (ρp−mρ̇q)2

]
, (6.4)

onde ρ = ρ(t) é uma função real dependente do tempo sujeita à condição de v́ınculo

ρ̈+ ω2(t)ρ =
1

m2ρ3
, (6.5)

Devemos apenas ressaltar que, uma vez que nosso operador I(t) por definição é hermitiano,

escolheremos apenas as soluções reais da equação de v́ınculo acima. Considerando isto,

qualquer solução particular (real) dela poderá ser utilizada na construção de um operador

invariante conforme procuramos (equação (6.4)). Aqui, destacamos que o invariante nesta

forma foi primeiro deduzido por Ermakov e depois por Lewis, motivo pelo qual ele é

conhecido na literatura por invariante de Ermakov-Lewis. A equação (6.5) é conhecida na

literatura como equação de Pinney [45, 124]. Ela pode ser resolvida com o aux́ılio de uma

solução homogênea [52, 125]. Devemos notar que tal equação pode ser obtida da equação

de movimento. Assim, reescrevendo nosso Hamiltoniano (6.1) com a substituição p = mq̇:

H(t) =
mq̇2

2
+
mω2(t)

2
q2, (6.6)
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poderemos verificar que
∂H

∂q̇
= mq̇, (6.7)

∂

∂t
(
∂H

∂q̇
) = mq̈ (6.8)

e
∂H

∂q
= −mω2(t)q, (6.9)

resultando na equação de movimento

q̈ + ω2(t)q = 0, (6.10)

que corresponde à equação homogênea associada à equação (6.5). A equação (6.10), na

qual ω = ω(t), também é conhecida na literatura como equação de Mathieu-Hill [41]. Sua

solução geral com ω(t) = k1/2 cos [Ω(t)t] é dada por [41, 111, 121, 122]

q(t) = A C

(
k

2Ω2
,− k

4Ω2
,Ωt

)
+B S

(
k

2Ω2
,− k

4Ω2
,Ωt

)
, (6.11)

na qual A e B são constantes a serem determinadas pelas condições iniciais e C e S são,

respectivamente, as funções pares e ı́mpares de Mathieu [121, 122]. Para obtermos as

soluções da equação (6.5), usaremos o seguinte teorema matemático [123]: Se q1(t) e q2(t)

são soluções linearmente independentes de (6.10) e

W = q1q̇2 − q2q̇1 (6.12)

é o Wronskiano (que é uma constante), então a solução geral de (6.5) pode ser escrita na

forma

ρ(t) =
{
aq2

1 + bq2
2 + 2cq1q2

}1/2
. (6.13)

na qual a, b e c representam constantes que satisfazem a seguinte relação

ab− c2 =
1

m2W 2
(6.14)

Uma vez que já temos duas soluções diferentes e linearmente independentes da equação

(6.10) (que corresponde à equação homogênea associada à equação (6.5)), dadas pela

equação (6.11), poderemos chamá-las de q1(t) e q2(t) e, desse modo, as equações (6.11)

e (6.13) nos fornecerão a determinação de nosso operador invariante quadrático (6.4) para

o problema dado pelo Hamiltoniano (6.1) e pela equação de Schrödinger (6.2).
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6.3 Soluções para o problema

6.3.1 Determinação dos autoestados do operador invariante

No intuito de determinar as funções de onda do oscilador harmônico dependente do

tempo descrito pelo Hamiltoniano dado pela equação (6.1), devemos inicialmente reescrever

nosso operador invariante I(t) dado pela equação (6.4) na forma

I =
1

2

[
(

1

ρ2
)q2 + (mρ̇q)2

]
− mρρ̇

2
{p, q}+ , (6.15)

que, com a substituição p = −ı~ ∂
∂q

torna-se

I =
1

2

[
(

1

ρ2
+m2ρ̇2)q2 − ~2ρ2 ∂

2

∂q2
+ ı~mρρ̇

(
1 + 2q

∂

∂q

)]
. (6.16)

Vamos ainda reescrever a equação (6.16) numa forma que, como veremos adiante, será mais

útil às nossas pretensões. Assim, nosso operador invariante I(t) será utilizado na forma

I = ı~mρρ̇
{

1

2
+ q

∂

∂q
− ımρ̇

2~ρ
q2 +

1

2ı~mρ3ρ̇
q2 − ~ρ

2ımρ̇

∂2

∂q2

}
. (6.17)

Queremos encontrar as autofunções Φn(q, t) que solucionam o problema dado pela equação

(6.2). Para isto, utilizaremos uma transformação unitária. Definiremos o seguinte operador

unitário para nossos propósitos

U = exp

(
− ımρ̇

2~ρ
q2

)
. (6.18)

Assim, faremos a transformação

Φ′
n(q, t) = UΦn(q, t), (6.19)

com U dado pela equação (6.18). Devemos observar que a transformação unitária (6.19)

vai nos permitir reescrever nossa equação de autovalores como

I ′Φ′
n(q, t) = λnΦ′

n(q, t), (6.20)

onde agora usaremos

I ′Φ′
n(q, t) = UIU †Φ′

n(q, t). (6.21)
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Precisamos então encontrar a forma do operador I ′. Para procedermos tal cálculo, vamos

inicialmente registrar alguns resultados que nos serão úteis:

∂U †

∂q
=

ımρ̇

~ρ
qU †, (6.22)

∂2U †

∂q2
=

ımρ̇

~ρ
U † −

(
mρ̇

~ρ

)2

q2U †, (6.23)

∂U †Φ′
n

∂q
=

∂U †

∂q
Φ′

n + U †∂Φ′
n

∂q
, (6.24)

U
∂U †Φ′

n

∂q
= U

∂U †

∂q
Φ′

n +
∂Φ′

n

∂q
. (6.25)

Substituindo a equação (6.22) na equação (6.25), teremos que

Uq
∂U †Φ′

n

∂q
=
ımρ̇

~ρ
q2Φ′

n + q
∂Φ′

n

∂q
. (6.26)

Agora, usando a equação (6.24), encontramos que

∂2U †Φ′
n

∂q2
=

∂

∂q

[
∂U †

∂q
Φ′

n + U †∂Φ′
n

∂q

]
, (6.27)

ou seja,
∂2U †Φ′

n

∂q2
=
∂2U †

∂q2
Φ′

n + U †∂
2Φ′

n

∂q2
+ 2

∂U †

∂q

∂Φ′
n

∂q
, (6.28)

de modo que

U
∂2U †Φ′

n

∂q2
= U

∂2U †

∂q2
Φ′

n +
∂2Φ′

n

∂q2
+ 2U

∂U †

∂q

∂Φ′
n

∂q
. (6.29)

Substituindo agora as equações (6.22) e (6.23) na equação (6.29), obteremos que

U
∂2U †Φ′

n

∂q2
=
ımρ̇

~ρ
Φ′

n +
∂2Φ′

n

∂q2
+

2ımρ̇

~ρ
q
∂Φ′

n

∂q
− m2ρ̇2

~2ρ2
q2Φ′

n. (6.30)

Nosso próximo passo é, substituindo a equação (6.17) na equação (6.21), obteremos o

seguinte

I ′Φ′
n(q, t) = U

{
ı~mρρ̇

[
1

2
+ q

∂

∂q
− ımρ̇

2~ρ
q2 +

1

2ı~mρ3ρ̇
q2 − ~ρ

2ımρ̇

∂2

∂q2

]}
U †Φ′

n(q, t).

(6.31)

Agora, com o aux́ılio das equações (6.26) e (6.30), calculamos diretamente o lado direito

da equação (6.31). Após alguma álgebra, chegamos ao seguinte resultado

I ′Φ′
n(q, t) =

(
−~2

2
ρ2 ∂

2

∂q2
+

1

2

q2

ρ2

)
Φ′

n(q, t). (6.32)
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Assim, temos finalmente a forma procurada de nosso operador I ′, conforme a seguir

I ′ = −~2

2
ρ2 ∂

2

∂q2
+

1

2

q2

ρ2
. (6.33)

Nossa equação de autovalores (6.20), com I ′ na forma (6.33) fica, afinal,[
−~2

2
ρ2 ∂

2

∂q2
+

1

2

q2

ρ2

]
Φ′

n(q, t) = λnΦ′
n(q, t). (6.34)

Para resolver a equação de autovalores (6.34), vamos inicialmente reescrevê-la na forma[
∂2

∂q2
+

(
2λn

~2ρ2
− q2

~2ρ4

)]
Φ′

n(q, t) = 0. (6.35)

e introduzir uma nova variável

σ =
q

ρ
. (6.36)

Com a introdução desta nova variável, a equação (6.35) vai admitir a seguinte forma[
∂2

∂σ2
+

1

~2

(
2λn − σ2

)]
φn(σ) = 0. (6.37)

ou

I ′φn(σ) = λnφn(σ), (6.38)

onde

Φ′
n(q, t) =

1

ρ1/2
φn(σ) =

1

ρ1/2
φn(

q

ρ
). (6.39)

O fator 1
ρ1/2 foi introduzido na equação (6.39) para que a condição de normalização seja

satisfeita. A equação (6.37) representa uma equação de Schrödinger unidimensional inde-

pendente do tempo, cuja solução é dada por

φn =
1

[π1/2~1/2n!2n]
1/2

exp

(
−σ

2

2~

)
Hn

[
(
1

~
)1/2σ

]
, (6.40)

na qual os autovalores λn são dados por

λn =

(
n+

1

2

)
~ (6.41)
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e Hn é o usual polinômio de Hermite de ordem n. Devemos agora substituir o resultado

para Φn, dado pela equação (6.40) na equação (6.39), que vai nos fornecer o resultado para

Φ′
n(q, t). Assim, teremos que

Φ′
n(q, t) =

1

[π1/2~1/2n!2nρ]
1/2
exp

(
− q2

2~ρ2

)
Hn

[
(
1

~
)1/2 q

ρ

]
. (6.42)

Finalmente, das equações (6.17), (6.18) e (6.42), teremos que Φn(q, t) = U †Φ′
n(q, t), resulta

em

Φn(q, t) =
1[

π
1
2 ~ 1

2n!2nρ
]1/2

exp

{
ım

2~

[(
ρ̇

ρ
+

ı

mρ2

)
q2

]}
Hn

[
(
1

~
)

1
2
q

ρ

]
. (6.43)

A equação (6.43) nos fornece as funções de onda para o problema dado pelo Hamiltoniano

(6.1) e pela equação de Schrödinger (6.2). No entanto, para a determinação da solução

geral Ψ(q, t) dada pela equação (4.66), ainda falta determinarmos as funções de fase µn(t).

Isto será nosso objetivo na próxima subseção.

6.3.2 Determinação das funções de fase

Para determinar as funções de fase µn(t) que relacionam as soluções da equação de

Schrödinger (6.2) com os autoestados Φn(t), da equação (6.43), do operador invariante I(t),

vamos usar a teoria descrita no caṕıtulo 2 desta tese. Por simplicidade, vamos escrever a

equação (6.43) na forma

Φn(q, t) = Ae−Bq2

Hn, (6.44)

na qual definimos

A =
1

[π1/2~1/2n!2nρ]
1/2

(6.45)

e

B = − ım
2~

(
ρ̇

ρ
+

ı

mρ2

)
. (6.46)

Assim, teremos que, definindo H ′
n e H ′′

n como, respectivamente, as derivadas primeira e

segunda de Hn com relação a q,

∂Φn

∂q
= −2BqΦn + Ae(−Bq2)H ′

n, (6.47)
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∂2Φn

∂q2
= −2BΦn + 4B2q2Φn + Ae(−Bq2)H ′′

n − 4ABqe(−Bq2)H ′
n. (6.48)

Levando também em consideração as seguintes propriedades dos polinômios de Hermite [126]

H ′
n(x) = 2nHn−1(x), (6.49)

H ′′
n(x) = 2xH ′

n(x)− 2nHn(x) (6.50)

e a ortogonalidade dos mesmos,〈
Φn

∣∣∣∣ ∂2

∂q2

∣∣∣∣ Φn

〉
= −2B + 4B2q2 +

2n~
ρ2

, (6.51)

teremos, a partir das equações (4.46) e (6.51), que

〈Φn |H(t)|Φn〉 = − ~2

2m

[
−2B + 4B2q2 − 2n

~ρ2

]
+

1

2
mω2(t)q2. (6.52)

Um cálculo longo, porém direto, com alguma álgebra, nos permite escrever também que〈
Φn

∣∣∣∣(ı~ ∂∂t)
∣∣∣∣ Φn

〉
= − ~2

2m

[
−2B + 4B2q2 +

1

~ρ2

]
+

1

2
mω2(t)q2. (6.53)

Assim, substituindo as equações (6.52) e (6.53) na equação (4.67) vem que

~
dµn(t)

dt
= −

(
n+

1

2

)
~

mρ2(t)
(6.54)

de modo que, finalmente encontramos nossas funções de fase

µn(t) = −
(
n+

1

2

) ∫ t

0

dτ

mρ2(τ)
. (6.55)

6.3.3 Solução geral

Enfim, poderemos escrever a solução geral da equação de Schrödinger (6.2) para o

operador Hamiltoniano (6.1). Para isto, basta substituirmos as equações (6.43) e (6.55) na

equação (4.66). Dáı, teremos o seguinte

Ψn(q, t) =
1

[π1/2~1/2n!2nρ]
1/2

exp

{
−

(
n+

1

2

) ∫ t

0

dτ

mρ2(τ)

}
exp

{
ım

2~

[(
ρ̇

ρ
+

ı

mρ2

)
q2

]}
Hn

[
(
1

~
)1/2 q

ρ

]
.

(6.56)
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Poderemos finalmente escrever a solução geral como sendo dada por

Ψ(q, t) =
∑

n

cnΨn(q, t), (6.57)

na qual Ψn(q, t) representa o vetor de estado solução da equação de Schrödinger (equação

6.56) e cn são coeficientes independentes do tempo.

Neste caṕıtulo, abordamos o problema de encontrar funções de onda (soluções da

equação de Schrödinger) exatas, com dependência temporal, para uma part́ıcula aprisio-

nada por campos oscilantes sujeita a um potencial dependente do tempo do tipo oscilador

harmônico unidimensional. O método que utilizamos neste estudo foi o de invariantes

dinâmicos, idealizado por Lewis e Riesenfeld e já descrito no caṕıtulo 2 desta tese. Porém,

diferentemente do que foi feito por Pedrosa et al. [41], em nossa abordagem utilizamos

operadores invariantes quadráticos ao invés dos lineares por eles empregados e também

fizemos uso do método de transformações unitárias.
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Caṕıtulo 7

Conclusões e perspectivas

Em nossa investigação, tratamos inicialmente de um oscilador harmônico forçado gene-

ralizado dependente do tempo. No caṕıtulo 3, utilizamos um operador invariante linear à

luz do método de invariantes dinâmicos, devidamente descrito no caṕıtulo 2, na intenção

de encontrar soluções exatas para a equação de Schrödinger para o nosso objeto de es-

tudo em termos das soluções de uma equação diferencial de segunda ordem que descreve

a amplitude de um oscilador harmônico amortecido não-forçado. Conforme descrevemos,

em nossa contribuição constrúımos soluções na forma de pacotes de onda Gaussianos as-

sim como calculamos as flutuações quânticas das coordenadas e momentos, bem como

as correlações entre ambos. Como destaque, mostramos que a largura das flutuações e

correlações do pacote Gaussiano não dependem da força externa. Como caso particular,

aplicamos nosso formalismo ao conhecido oscilador forçado de Caldirola-Kanai [127].

Em uma segunda contribuição, fizemos, no caṕıtulo 4, uma descrição quântica da

propagação da luz num meio condutor, homogêneo, linear e com densidade de carga nula,

usando como modelo um oscilador harmônico dependente de tempo numa abordagem

fenomenológica. Utilizamos um gauge de Coulomb, invariantes lineares e o método do

invariante dinâmico. Obtivemos funções de onda exatas para este problema em termos

de soluções de uma equação diferencial de segunda ordem que descreve a amplitude do

oscilador amortecido clássico. Além disso, constrúımos soluções na forma de pacotes de
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onda Gaussianos e calculamos as flutuações e as correlações quânticas para cada modo do

campo eletromagnético quantizado [95].

No caṕıtulo 5, estendemos nossa investigação desenvolvida no caṕıtulo 4, utilizando

agora um operador invariante quadrático. Encontramos as funções de onda exatas para

a equação de Schrödinger para a luz num meio condutor com freqüência dependente do

tempo e um termo crescente exponencialmente com εe
σ
ε
t. No entanto, houve uma diferença:

utilizamos o método de transformações unitárias e também constrúımos estados coerentes

para o oscilador harmônico dependente do tempo [107].

Por fim, conclúımos, no caṕıtulo 6, uma última contribuição. Nosso procedimento foi

abordar o problema de encontrar funções de onda (soluções da equação de Schrödinger)

exatas (com dependência temporal) para uma part́ıcula aprisionada por campos oscilantes

sujeita a um potencial dependente do tempo do tipo oscilador harmônico unidimensional.

Utilizamos o método de invariantes dinâmicos, idealizado por Lewis e Riesenfeld, porém,

diferentemente do que foi feito por Pedrosa et al. [41], em nossa abordagem utilizamos

operadores invariantes quadráticos ao invés dos lineares por eles empregados. Em adição,

aplicamos também o método de transformações unitárias a este último problema [128].

As perspectivas para o método e as aplicações tratadas nesta tese são várias. Com o

método aqui utilizado e os operadores invariantes pretendemos investigar no futuro, dentre

outros, os seguintes sistemas:

1. Oscilador invertido dependente do tempo submetido a um potencial linear;

2. Oscilador duplo dependente do tempo, sistema que, ao que parece, não teve soluções

anaĺıticas e exatas obtidas ainda na literatura;

3. Modelos de universos de FRW e de Sitter [10, 38], os quais podem ser tratados como

osciladores harmônicos dependentes do tempo, uma vez que, um campo escalar massivo,

quando apropriadamente decomposto em modos, adquire uma dependência temporal a

partir de um espaço-tempo de fundo dependente do tempo.

4. Quantização da luz com ε = ε(t) e µ = µ(t).

De uma maneira geral, o trabalho desenvolvido nesta tese abre a possibilidade de di-

versas contribuições.
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