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RESUMO

Estimar a região de estabilidade de um ponto de equilíbrio assintoticamente estável é

importante em aplicações tais como sistemas de potência, economia e ecologia. A com-

preensão da estrutura qualitativa da fronteira da região deestabilidade é fundamental para

estimar com eficiência a região de estabilidade. Caracterizações topológicas e dinâmicas

da fronteira da região de estabilidade foram desenvolvidasao longo das últimas décadas.

Estas caracterizações foram desenvolvidas sob hipóteses de hiperbolicidade dos pontos

de equilíbrio na fronteira e transversalidade. Para sistemas que dependem de parâmet-

ros, a condição de hiperbolicidade pode ser violada em pontos de bifurcações. Estaremos

interessados em estimar a região de estabilidade, para sistemas sujeitos a variações de

parâmetros, onde ocorre a violação da condição de hiperbolicidade dos pontos de equi-

líbrio na fronteira da região de estabilidade devido ao aparecimento de uma bifurcação

sela-nó do tipo zero nesta fronteira. Apresentaremos nestetrabalho uma caracterização

completa da fronteira da região de estabilidade na presençade um ponto de equilíbrio não

hiperbólico sela-nó do tipo zero. Motivados também em oferecer um algoritmo conceitual

para obter estimativas da região de estabilidade perturbada via conjunto de nível de uma

dada função energia na vizinhança de um parâmetro de bifurcação sela-nó do tipo zero,

buscaremos exibir resultados que permitam compreender o comportamento da região de

estabilidade e de sua fronteira sob a influência das variações do parâmetro, incluindo

variações do parâmetro próximo a um parâmetro de bifurcaçãosela-nó do tipo zero.

Palavras-chave: Sistemas não lineares, região de estabilidade, bacia de atração, fron-

teira da região de estabilidade, estimativas da região de estabilidade, bifurcação sela-

nó.





ABSTRACT

Estimating the stability region of an asymptotically stable equilibrium point is funda-

mental in applications such as power systems, economy and ecology. The knowledge of

the qualitative structure of the stability boundary is essential to estimate with efficiency

the stability region. Topological and dynamical characterizations of the stability bound-

ary have been developed over the past decades. These characterizations were developed

under assumptions of hyperbolicity of equilibrium points on the stability boundary and

transversality. For systems that depend on parameters, thecondition of hyperbolicity

can be violated at points of bifurcations. We will be primarily interested in estimating

the stability region, for systems subjected to parameter variations, when the condition

of hyperboli-city of equilibrium points on the stability boundary is violated due to the

appearance of a type-zero saddle-node bifurcation on the stability boundary. We will de-

velop in this work, a complete characterization of the stability boundary in the presence of

a type-zero saddle-node non-hyperbolic equilibrium point. Also, motivated to providing

a conceptual algorithm to obtain estimates of the perturbedstability region via level sets

of a given energy function in the neighborhood of a type-zerosaddle-node bifurcation pa-

rameter, we offer results that explain the behavior of the stability region and its boundary

under the influence of parameter variations, including variations of the parameter close to

a type-zero saddle-node bifurcation parameter.

Keywords: Nonlinear systems, Stability region, Basin of attraction, Stability bounda-

ry, Estimates of the stability region, Saddle-node bifurcation.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 Estimativas da região de estabilidade

Pontos de equilíbrio assintoticamente estáveis de sistemas dinâmicos autônomos não

lineares não são, em geral, globalmente estáveis. Na maioria dos casos, existe um subcon-

junto de condições iniciais, chamado de região de estabilidade, cujas trajetórias, iniciando

dentro deste conjunto, tendem para o ponto de equilíbrio assintoticamente estável quando

o tempo tende ao infinito. O problema de determinar a região deestabilidade de um

ponto de equilíbrio assintoticamente estável para um sistema dinâmico autônomo não li-

near é relevante em diversas aplicações no campo da engenharia, incluindo problemas de

estabilidade em sistemas elétricos de potência, (EL-ABIAD;NAGAPPAN, 1966), (YU;

VONGSURIYA, 1967), (SARKAR; RAO, 1971), (N. KAKIMOTO; HAYASHI,1978),

(VARAIYA; WU; CHEN, 1985), (CHIANG; WU; VARAIYA, 1987), (PAI, 1981), (CHI-

ANG; WU; VARAIYA, 1992), (COUTINHO; PAGANO; TROFINO, 2004), (COUTINHO

et al., 2004), (COUTINHO; SOUZA; TROFINO, 2009), (DEMARCO; CANIZARES,

1992), (SILVA et al., 2009), (SILVA et al., 2005), (GUEDES; ALBERTO; BRETAS,

2005), análise dinâmica em reatores químicos (E. NOLDUS J. SPRIET; CAUWEN-

BERGHE, 1974), técnicas de otimização global via sistemas dinâmicos (LEE; CHIANG,

2000) e em outras áreas tais como ecologia (MAY, 1973; GATTO;RINALDI, 1975) e

economia (ARROW; HAHN, 1971). Os inúmeros métodos, propostos na literatura, para

estimar a região de estabilidade de um ponto de equilíbrio assintoticamente estável po-

dem ser grosseiramente divididos em duas classes (GENESIO;TARTAGLIA; VICINO,

1985): aqueles que usam função escalares tais como funções de Lyapunov ou funções en-

ergia, e aqueles que não usam funções escalares, ver Figura 1.1. A maioria dos métodos

que utilizam funções escalares é baseada nos resultados de LaSalle que estendem a teoria

de Lyapunov (LASALLE, 1960a,b; LASALLE; LEFSCHETZ, 1961). Funções escalares

podem fornecer estimativas da região de estabilidade por meio de conjuntos de nível,

onde estes são determinados por um número escalar. Sua utilização como estimativa tem

a vantagem de ser simples, permitindo verificar se um ponto está dentro da região de esta-

bilidade apenas verificando uma desigualdade entre númerosreais. Porém, os conjuntos
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de nível podem ser uma estimativa bastante conservadora da região de estabilidade, isto

é, na maioria dos casos é somente um subconjunto da verdadeira região de estabilidade.

Outro método que utiliza funções do tipo Lyapunov é o método de Zubov (ZUBOV, 1962,

1964, 1967). Teoricamente, este método fornece a verdadeira região de estabilidade via

a solução de uma equação diferencial parcial. Na prática, este método pode ser inviável

devido a convergência não uniforme do algoritmo, além dissoele requer um grande es-

forço computacional, como descrito no trabalho de Genesio,Tartaglia e Vicino (1985).

Para sistemas planares, métodos que não se baseiam em funções escalares foram desen-

volvidos, ver por exemplo (JOCIC, 1982) e (INFANTE; CLARK, 1964). Os métodos

que não se baseiam em funções escalares, usualmente empregam o método da trajetória

reversa. Neste método, a estimativa da região de estabilidade é sintetizada a partir de

um certo número de trajetórias do sistema obtido pela integração numérica das equações

do sistema para tempos negativos (GENESIO; TARTAGLIA; VICINO, 1985; GENESIO;

VICINO, 1984). A desvantagem deste método é que para sistemasde ordem elevada

exige-se um grande esforço computacional associado às rotinas de integração numérica

do algoritmo, porém para sistemas de ordem reduzida, o método é viável oferecendo um

estimativa quase exata da região de estabilidade como descrito no trabalho de Genesio,

Tartaglia e Vicino (1985). No trabalho de M. Loccufier e E. Noldus (2000), um novo

método de trajetória reversa foi proposto.

Neste trabalho, os métodos que serão utilizados para estimar a região usam funções

escalares.

Figura 1.1: Classificação dos métodos para estimar a região deestabilidade.

1.2 Caracterização da fronteira da região de estabilidade

Muitos métodos foram propostos na literatura com o objetivode estimar a região de

estabilidade. Esses métodos começaram a ser largamente estudados na década de 60,

motivados pelos estudos de estabilidade transitória em sistemas elétricos de potência,

ver por exemplo (GLESS, 1966; EL-ABIAD; NAGAPPAN, 1966; WILLEMS, 1968). A

maioria dos métodos usados na análise de estabilidade transitória em sistemas elétricos de

potência, baseavam-se no Princípio de Invariância de LaSalle (LASALLE, 1960b) e não

exploravam a estrutura qualitativa da fronteira da região de estabilidade. Além de serem

bastantes conservadores, estes métodos eram heurísticos,e consequentemente sujeitos a
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erros.

Motivados em compreender a fronteira da região de estabilidade para obter estima-

tivas ótimas da região de estabilidade na análise de estabilidade transitória em sistemas

elétricos de potência, Tsolas, Arapostathis e Varaiya (1985) propõem na literatura uma

primeira caracterização dinâmica da fronteira da região deestabilidade de um ponto de

equilíbrio assintoticamente estávelxs, para um sistema dinâmico autônomo não linear

ẋ= f (x) (1.1)

onde f : Rn −→ Rn é um campo vetorial de classeC1.

No trabalho de Tsolas, Arapostathis e Varaiya (1985), foi mostrado, sob algumas

condições, que a fronteira da região de estabilidade é a união do fecho das variedades

estáveis de todos os pontos de equilíbrio do tipo 1 que pertencem à fronteira da região de

estabilidade.

Chiang, Wu e Varaiya (1987) apresentaram uma fundamentação teórica de métodos

diretos para efetuar a estimativa da região de estabilidade. Esta fundamentação tem por

base uma nova caracterização dinâmica da fronteira da região de estabilidade de um ponto

de equilíbrio assintoticamente estável que generaliza a caracterização proposta por Tsolas,

Arapostathis e Varaiya (1985). No trabalho de Chiang, Wu e Varaiya (1987), mostrou-se

sob as condições

(A1) Todos pontos de equilíbrio na fronteira da região de estabilidade são hiperbólicos.

(A2) As variedades estáveis e instáveis dos pontos de equilíbriona fronteira da região de

estabilidade satisfazem a condição de transversalidade.

(A3) Toda trajetória na fronteira da região de estabilidade se aproxima de um ponto de

equilíbrio quandot → +∞,

que a fronteira da região de estabilidade é a união das variedades estáveis de todos os pon-

tos de equilíbrio na fronteira. Além disso, foram dadas condições necessárias e suficientes

para um ponto de equilíbrio hiperbólico pertencer à fronteira da região de estabilidade.

Um pouco mais tarde, no trabalho de Chiang, Hirsch e Wu (1988) foi apresentada

uma caracterização mais completa da fronteira da região de estabilidade de um ponto de

equilíbrio assintoticamente estável que generaliza a caracterização proposta por Chiang,

Wu e Varaiya (1987). Naquele trabalho, sob as condições

(B1) Todos pontos de equilíbrio(e/ou órbitas fechada) na fronteira da região de estabili-

dade são hiperbólicos.

(B2) As variedades estáveis e instáveis dos pontos de equilíbrio(e/ou órbitas fechada) na

fronteira da região de estabilidade satisfazem a condição de transversalidade.
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(B3) Toda trajetória na fronteira da região de estabilidade se aproxima de um ponto de

equilíbrio (e/ou órbitas fechada) quandot → +∞,

mostrou-se que a fronteira da região de estabilidade é a união das variedades estáveis de

todos os pontos de equilíbrio (e/ou órbitas fechadas) na fronteira da região de estabilidade.

Além disso, foram dadas condições necessárias e suficientespara um ponto de equilíbrio

(e/ou órbitas fechadas) pertencer à fronteira da região de estabilidade.

Chiang, Wu e Varaiya (1988) apresentaram uma caracterizaçãoda fronteira da região

de estabilidade para duas classes de sistemas dinâmicos: sistemas gradientes genera-

lizados e sistemas descritos por uma equação diferencial vetorial de segunda ordem. A

caracterização para estas duas classes específicas de sistemas foi a mesma dada por Chi-

ang, Wu e Varaiya (1987), porém, para estes sistemas, apenasa hipótese(A2) foi utilizada

para a caracterização da fronteira. Além disso, para estes sistemas particulares, mostrou-

se que os pontos de equilíbrio hiperbólicos na fronteira da região de estabilidade persistem

na fronteira sob pequenas pertubações do campo vetorial.

Mais tarde, no trabalho de Chiang e Chia-Chu (1995), foram mostrados, sob as su-

posições(A1)− (A3), para sistemas dinâmicos autônomos mais gerais, que os pontos

de equilíbrio hiperbólicos na fronteira da região de estabilidade de um ponto de equi-

líbrio assintoticamente estável também persistem na fronteira sob pequenas pertubações

do campo vetorial.

1.3 Objetivos

As suposições(A1)− (A3) são fundamentais na caracterização da fronteira da região

de estabilidade de um ponto de equilíbrio assintoticamenteestável proposta por Chiang,

Wu e Varaiya (1987). Mas, para sistemas que dependem de parâmetros, é muito comum a

violação da suposição(A1) devido ao aparecimento de bifurcações na fronteira da região

de estabilidade. Na análise de estabilidade de tensão em sistemas elétricos de potência,

por exemplo, verificou-se a existência de bifurcações sela-nó na fronteira da região de

estabilidade, violando assim a suposição(A1) (GUEDES; ALBERTO; BRETAS, 2005).

Em vista disto, com o intuito de entender o comportamento da região de estabilidade de

um ponto de equilíbrio assintoticamente estável e sua fronteira quando a suposição(A1)

é violada pela ocorrência de bifurcações na fronteira da região de estabilidade, estuda-se

neste trabalho o sistema de equações diferencias dependente de um parâmetro escalar

ẋ= f (x,λ ) (1.2)

comx∈ Rn, λ ∈ R e f : Rn×R −→ Rn sendo um campo vetorial de classeC1.

Como o sistema (1.2) está sujeito a variação do parâmetroλ , bifurcações locais podem

ocorrer na fronteira da região de estabilidade e consequentemente pontos de equilíbrio
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não hiperbólicos podem aparecer na fronteira da região de estabilidade violando assim a

hipótese(A1). Como queremos entender o comportamento da região de estabilidade e

de sua fronteira para propor estimativas da região de estabilidade quando ocorrem estas

bifurcações, buscaremos responder duas perguntas importantes: (i) pode-se ainda obter

uma caracterização da fronteira da região de estabilidade em termos das variedades es-

táveis dos pontos de equilíbrio que estão na sua fronteira, incluindo o ponto de equilíbrio

não hiperbólico?(ii) como a região de estabilidade e sua fronteira se comportam sob

pequenas variações do parâmetroλ na ocorrência de uma bifurcação local na fronteira?

Neste trabalho, o objetivo é responder a estas perguntas para um caso específico de bi-

furcação local, que é a bifurcação sela-nó do tipo zero, e propor um algoritmo conceitual

para obter estimativas da região de estabilidade perturbada, via conjunto de nível de uma

dada função energia, na vizinhança de um parâmetro de bifurcação sela-nó do tipo zero.

1.4 Contribuições

Neste trabalho, supondo a existência de um ponto de equilíbrio não hiperbólico sela-

nó do tipo zero na fronteira da região de estabilidade, apresentaremos uma caracterização

completa da fronteira em termos das variedades estáveis dospontos de equilíbrio que

estão na fronteira, incluindo o ponto de equilíbrio não hiperbólico sela-nó do tipo zero.

Mostraremos também que, mesmo com a presença de um ponto de equilíbrio sela-nó do

tipo zero na fronteira da região de estabilidade, os pontos de equilíbrio hiperbólicos na

fronteira da região de estabilidade persistem sob a influência de pequenas variações dos

parâmetros. Resultados que descrevem o comportamento da fronteira da região de esta-

bilidade na vizinhanças de um ponto de equilíbrio sela-nó dotipo zero serão apresentados.

Além disso, obteremos uma caracterização global da fronteira da região de estabilidade

nas vizinhanças de um parâmetro de bifurcação sela-nó do tipo zero. E por fim, oferece-

remos uma estimativa da região de estabilidade, via conjunto de nível de uma dada função

energia, na presença de um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero na fronteira da região

de estabilidade e exibiremos resultados que permitem entender o comportamento desta

estimativa na vizinhança de um parâmetro de bifurcação sela-nó do tipo zero.

1.5 Organização do texto

Os próximos capítulos deste texto estão organizados da seguinte forma:

� No Capítulo 2, uma revisão de alguns conceitos e resultados naárea de topologia e

equações diferencias ordinárias é apresentada.

� No Capítulo 3, o conceito de conjunto atrativo e atrator é introduzido e algumas

discussões desses conceitos são apresentadas. Além disso,exibimos uma caracte-

rização topológica da região de estabilidade e de sua fonteira.
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� No Capítulo 4, uma breve revisão sobre a teoria existente da caracterização dinâmica

da fronteira da região de estabilidade é apresentada.

� No Capítulo 5, o conceito de ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero é apresentado,

exibiremos uma versão doλ -Lema para ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero,

forneceremos condições necessárias e suficientes para que um ponto de equilíbrio

sela-nó do tipo zero pertença à fronteira da região de estabilidade de um ponto

de equilíbrio assintoticamente estável e desenvolvemos resultados que permitem

caracterizar a fronteira da região de estabilidade em termos das variedades estáveis

dos pontos de equilíbrio que pertencem a fronteira, incluindo o ponto de equilíbrio

sela-nó do tipo zero. Além disso, definiremos o conceito de região de estabilidade

fraca e exploraremos algumas de suas propriedades.

� No Capítulo 6, discute-se a persistência da região de estabilidade e da caracteriza-

ção de sua fronteira sob a infuência de pequenas variações doparâmetro.

� No Capítulo 7, uma breve revisão sobre a teoria de bifurcação para uma família de

equações diferenciais dependendo de um parâmetro escalar éapresentada.

� No Capítulo 8, mostraremos o comportamento da fronteira da região de estabilidade

na vizinhança de um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero.Com a informação

deste comportamento local, verificaremos que mudanças drásticas podem ocorrer

na região de estabilidade e na fronteira da região de estabilidade sob a infuência de

pequenas variações do parâmetro. Exibiremos também uma caracterização global

da fronteira da região de estabilidade para valores de parâmetros próximos a um

parâmetro de bifurcação sela-nó do tipo zero.

� No Capítulo 9, a definição de função energia e uma revisão dos resultados rela-

cionados a estimativas da região de estabilidade via conjunto de nível de uma dada

função energia são apresentadas. Apresentaremos também estimativas da região de

estabilidade via conjunto de nível de uma dada função energia na presença de um

ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero na fronteira. Exibiremos também resul-

tados que permitem entender o comportamento destas estimativas sob a influência

das variações do parâmetro, incluindo variações próximas aum parâmetro de bifur-

cação sela-nó do tipo zero.
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2 PRELIMINARES

Este capítulo tem como finalidade rever alguns conceitos e resultados na área de

topologia e equações diferencias ordinárias que serão usados ao longo do texto. Ini-

ciaremos com uma discussão sobre a topologia do espaço euclidiano. Posteriormente,

discutiremos alguns tópicos da teoria de equações diferencias ordinárias.

Ao leitor familiarizado com os conceitos de topologia e equações diferencias or-

dinárias a leitura deste capítulo pode ser dispensada, retornando ao mesmo conforme a

necessidade.

2.1 Espaço Euclidiano

Nesta seção, exibiremos alguns resultados sobre a topologia do espaço euclidiano

que serão explorados ao decorrer do trabalho. Para maiores esclarecimentos/detalhes dos

assuntos aqui tratados ver (LIMA, 2006) e (MUNKRES, 2000).

2.1.1 Norma

Sejan um número natural. O espaçoeuclidiano n−dimensionalé o produto den

fatores iguais aR:

Rn = R×R× ...×R.

Os pontos deRn são todas asn−listas x = (x1, ...,xn) cujas coordenadasx1,...,xn são

números reais.

É conhecido da álgebra linear queRn com as operações usuais de soma e multipli-

cação tem estrutura de espaço vetorial de dimensãon sobre o corpo dos reais.

Um produto internonum espaço vetorial realE é uma aplicação〈,〉 : E×E −→ R

que faz corresponder a cada par de vetoresx,y∈ E um número real, indicado por〈x,y〉,
de tal modo que, para quaisquerx,z,y∈ E e α ∈ R, valham as seguintes propriedades:

(P1.) 〈x,y〉 = 〈y,x〉 ; (Comutatividade)

(P2.) 〈x+z,y〉 = 〈x,y〉+ 〈z,y〉 ; (Superposição)

(P3.) 〈αx,y〉 = α.〈x,y〉 = 〈x,αy〉 ; (Homogeneidade)

(P4.) x 6= 0 =⇒ 〈x,x〉 > 0. (Positividade)
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Um exemplo de produto interno emRn, e o mais importante, é o produto interno

canônico, o qual é dado por

〈x,y〉 = x1.y1 + ...+xn.yn,

ondex = (x1, ...,xn) ey = (y1, ...,yn).

Dadox ∈ Rn, escreveremos‖x‖ =
√

〈x,x〉, onde〈,〉 é o produto interno canônico.

Assim,

‖x‖ =
√

x2
1 + ...+x2

n.

O número‖x‖ chama-senorma euclidiana. A norma euclidiana goza das seguintes

propriedades, ondex,y∈ Rn, α ∈ R e |α| indica o valor absoluto do número realα:

(N1.) ‖x+y‖ 6 ‖x‖+‖y‖; (Desigualdade triangular)

(N2.) ‖α.x‖ = |α|.‖x‖; (Homogeneidade)

(N3.) x 6= 0 =⇒‖x‖ > 0. (Positividade)

De um modo geral, umanormanum espaço vetorialE é qualquer função real‖‖ :

E −→ R que cumpra as condições (N1), (N2) e (N3) acima. Há uma infinidade de nor-

mas que se podem considerar no espaço euclidiano . Quando nãodissermos explicita-

mente qual a norma que estamos considerando emRn, fica subentendido que se trata da

euclidiana.

Uma norma num espaço vetorialE dá origem a uma noção de distância emE. Dados

x,y∈ E, adistânciadex ay é definida por

d(x,y) = ‖x−y‖.

Verifica-se facilmente que a distância goza das seguintes propriedades, parax,y,z∈ E

quaisquer:

(D1.) d(x,y) 6 d(x,y)+d(y,z); (Desigualdade triangular)

(D2.) d(x,y) = d(y,x); (Comutatividade)

(D3.) x 6= y =⇒ d(x,y) > 0. (Positividade)

A primeira dessas propriedades é chamada desigualdade triangular. Neste texto, estare-

mos considerando no espaço euclidianoRn a distância proveniente da norma euclidiana,

salvo menção contrária.

2.1.2 Conjuntos Abertos

Antes de definirmos o que é um conjunto aberto emRn, introduziremos o conceito de

bolas.

A bola abertade centro num pontoa∈Rn e raior > 0 é o conjunto dos pontosx∈Rn

cuja distância ao pontoa é menor quer. Usaremos a notaçãoB(a; r) para indicar esse
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conjunto. Assim,:

B(a; r) = {x∈ Rn ; ‖x−a‖ < r}.

Analogamente, definiremos abola fechada B[a; r] e aesfera S[a; r], ambas com centroa

e raior, por:

B[a; r] = {x∈ Rn ; ‖x−a‖ 6 r} e S[a; r] = {x∈ Rn ; ‖x−a‖ = r}.

Segue-se queB[a; r] = B(a; r)∪S[a; r].

SejaX um subconjunto do espaço euclidianoRn. Um pontoa∈X chama-se umponto

interior a X quando é centro de alguma bola aberta contida emX, ou seja, quando existe

r > 0 tal que‖x−a‖ < r =⇒ x ∈ X. O interior deX é o conjuntoint X formado pelos

pontos interiores aX. Quandox∈ int V, dizemos que o conjuntoV é umavizinhançado

pontox.

Um conjuntoX ⊂ Rn chama-seabertoquando todos os seus pontos são interiores,

isto é, quando para cadax∈ X exister > 0 tal queB(x; r) ⊂ X. Assim,X é aberto⇐⇒
int X = X.

Uma bola abertaB(a; r)⊂ Rn é um exemplo de conjunto aberto emRn, assim como o

conjuntoX = Rn−B[a; r] também é aberto emRn. Uma outra informação sobre conjuntos

abertos é que para todo conjuntoX ⊂ Rn, int X é um conjunto aberto.

Teorema 2.1.1.(LIMA, 2006) Os conjuntos abertos do espaço euclidianoRn gozam das

seguintes propriedades:

1) O conjunto vazio/0 e o espaçoRn são abertos;

2) A interseção A= A1∩ ...∩Ak de um número finito de conjuntos abertos A1, ...,Ak é um

conjunto aberto;

3) A reunião A= ∪λ∈LAλ de uma família qualquer(Aλ )λ∈L de conjuntos abertos Aλ é

um conjunto aberto.

Fixemos um conjuntoX ⊂ Rn. Um subconjuntoA⊂ X diz-seaberto em Xquando,

para cadaa∈ A exister > 0 tal queB(a; r)∩X ⊂ A. Em outras palavras, para cadaa∈ A

exister > 0 tal que os pontosx, pertencentes aX, que cumprem a condição‖x−a‖ < r

estão emA;

Por exemplo,A = [−1,1) é aberto emX = [−1,1], mas não é aberto emR.

Um conjuntoA⊂ X é aberto emX ⊂ Rn se, e somente se, existe um abertoB⊂ Rn

tal queA = X∩B.

2.1.3 Conjuntos Fechados

Um pontoa∈ Rn diz-seaderentea um conjuntoX ⊂ Rn quando, para todor > 0, a

bola abertaB(a; r) contém algum ponto deX.

A fim de que o pontoa seja aderente ao conjuntoX, é necessário e suficiente que o

pontoa seja limite de uma sequência de pontos desse conjunto.
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O conjunto dos pontos aderentes aX chama-sefechodeX e é indicado com a notação

X.

Pelo que vimos acima, a fim de que um pontob∈ Rn não pertença ao fecho deX, é

necessário e suficiente que exista uma bola aberta de centrob que não contenha pontos de

X. Em outros termos:b∈ Rn−X ⇐⇒∃ r > 0; B(b; r)∩X = /0.

Como toda bola aberta é um conjunto aberto e todo aberto que contém um ponto

contém também uma bola aberta com centro nesse ponto, as condições acima podem ser

reformuladas com abertos, em vez de bolas:

1) Tem-sea∈ X se, e somente se, todo aberto que contéma intersecta o conjuntoX. (Isto

é, seA é aberto ea∈ A =⇒ entãoA∩X 6= /0.)

2) Tem-seb /∈ X se, e somente se, existe um aberto contendob disjunto deX. (Isto é,

existeA aberto comb∈ A eA∩X = /0.)

Como exemplo, o fecho de uma bola abertaB(a; r) é a bola fechadaB[a; r]. SeX = Qn

é o conjunto dos pontos deRn cujas coordenadas são números racionais, entãoX = Rn.

Um conjuntoX ⊂ Rn chama-sefechadoquando contém todos seus pontos aderentes,

isto é, quandoX = X.

Por exemplo, uma bola fechadaB[a; r] é um subconjunto fechado deRn, assim como

também é fechado a esferaS[a; r].

Sexk → a quandok→ +∞, xk ∈ X para todok∈ N eA é um conjunto fechado, então

a∈ X.

Dados um conjuntoX e um pontoa∈ Rn, há três possibilidades que se excluem mu-

tuamente: oua∈ int X, oua∈ int (Rn−X) ou então toda bola aberta de centroa contém

pontos deX e pontos do complementar deX. Os pontos com esta última propriedade

constituem∂X, que chamaremos afronteiradeX. Em outras palavras,∂X = X∩Rn−X.

Os próximos dois teoremas, cujas demonstrações foram tiradas de (LIMA, 2006),

permitem concluir que a fronteira de um conjuntoX ⊂ Rn é um conjunto fechado.

Teorema 2.1.2.(LIMA, 2006) Para todo X⊂ Rn, o complementar do fecho de X é um

conjunto aberto.

Demonstração.ConsidereA= Rn−X. Para todoa∈A, exister > 0 tal queB(a; r)∩X =

/0. Afirmamos queB(a; r)⊂ A. De fato, sez∈ B(a; r), entãoB(a; r) é um aberto contendo

z e disjunto deX, logoz∈ Rn−X = A.

Teorema 2.1.3.(LIMA, 2006) Um conjunto é fechado noRn se, e somente se, seu com-

plementar é aberto noRn.

Demonstração.(=⇒) SeX ⊂ Rn é fechado, temos queX = X, em particular,Rn−X =

Rn−X e pelo teorema anterior podemos afirmar que o complementar deX é aberto.

(⇐=) SeX ⊂Rn é tal queA= Rn−X é um conjunto aberto entãoz /∈X implica emz∈A.

ComoA é aberto por hipótese exister > 0 tal queB(z; r) ⊂ A, ou seja,B(z; r)∩X = /0,
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consequentementeznão é aderente aX. Assim, todo ponto aderente aX deve pertencer a

X e portantoX é fechado.

Os dois teoremas anteriores garantem que o fecho de qualquerconjunto é um conjunto

fechado. Como a fronteira é a interseção de dois conjuntos fechados, por consequência,

a fronteira de todo conjuntoX ⊂ Rn é um conjunto fechado. O seguinte resultado é uma

consequência imediata do Teorema 2.1.1 e do Teorema 2.1.3.

Teorema 2.1.4.(LIMA, 2006) Os conjuntos fechados do espaço euclidianoRn gozam das

seguintes propriedades:

1) O conjunto vazio/0 e o espaçoRn são fechados;

2) A união F= F1∪ ...∪Fk de um número finito de conjuntos fechados F1, ...,Fk é um

conjunto fechado;

3) A interseção F= ∩λ∈LFλ de uma família qualquer(Fλ )λ∈L de conjuntos fechados Fλ

é um conjunto fechado.

O conjunto formado pela união infinita de conjuntos fechadospode não ser fechado.

De fato, para cada pontox ∈ Q ⊂ R, o conjunto{x} é fechado emR. O conjuntoQ é

união dos seus pontos, isto é,Q = ∪x∈Q{x} e o mesmo não é fechado emR visto que

Q = R.

Fixemos um conjuntoX ⊂ Rn. Um subconjuntoF ⊂ X diz-se fechado emX quando

se temF = X∩G ondeG é um conjunto fechado emRn.

SeX ⊂ Rn é fechado, então um subconjuntoF ⊂ X é fechado emX se, e somente se,

é fechado emRn.

DadosY ⊂ X ⊂ Rn, podemos também definir ofechodeY relativamentea X como

sendo o conjuntoY∩X, dos pontos aderentes aY que pertencem ao conjuntoX.

SejamY ⊂ X ⊂ Rn. Dizemos queY édensoemX quandoY∩X = X, ou seja,X ⊆Y.

2.1.4 Conjuntos Conexos

Umacisãode um conjuntoX ⊂ Rn é uma decomposiçãoX = A∪B, ondeA∩B = /0 e

os conjuntosA,B são ambos abertos emX. As condiçõesX = A∪B eA∩B= /0 equivalem

a dizer queA = X−B eB = X−A. Por conseguinte, numa cisãoX = A∪B, os conjuntos

A,B são abertos e fechados emX.

Todo conjuntoX ⊂ Rn admite pelo menos acisão trivial X = X∪ /0. Um exemplo de

cisão não trivial éR−{0} = (−∞,0)∪ (0,+∞).

Um conjuntoX ⊂ Rn chama-seconexoquando não admite outra cisão além da trivial.

Assim, quandoX é conexo,X = A∪B, comA,B disjuntos e abertos emX, implicaA = /0

ouB = /0.

Quando existir uma cisão não-trivialX = A∪B, diremos queX édesconexo.

A imagem de um conjunto conexo por uma aplicação contínua é umconjunto conexo.

Um subconjuntoX ⊂R é conexo se, e somente se, é um intervalo. Uma outra propriedade
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importante é que a união de uma família de conjuntos conexos com um ponto em comum

é um conjunto conexo.

A definição de conjunto conexo proposta acima é a expressão matemática da ideia de

conjunto formado por um só pedaço. Outra maneira de exprimira conexidade é dizer que

se pode passar de qualquer um dos seus pontos para outro por ummovimento contínuo,

sem sair do conjunto. Isto nos leva à noção de espaço conexo por caminhos.

Sejamx,y∈ Rn. O segmento de retade extremosx,y é o conjunto

[x,y] = {(1− t)x+ ty ; 0 6 t 6 1}.

Um subconjuntoX ⊂ Rn diz-seconvexoquando contém qualquer segmento de reta

cujos extremos pertençam aX, ou seja:x,y∈ X =⇒ [x,y] ⊂ X.

Todo espaço vetorialE ⊂ Rn é convexo, assim como toda bolaB⊂ Rn é convexa.

Um caminhonum conjuntoX ⊂ Rn é uma aplicação contínuaf : I −→ X, definida

num intervaloI .

Diremos que os pontosa,b ∈ X podem ser ligados por um caminho em Xquando

existe uma caminhof : I −→ X tal quea,b∈ f (I).

Um conjuntoX ⊂Rn diz-seconexo por caminhosquando dois pontos quaisquera,b∈
X podem ser ligados por um caminho emX.

Por exemplo, seX ⊂ Rn é convexo, dois pontos quaisquera,b∈ X podem ser ligados

por um caminho emX, a saber o caminho retilíneof (t) = (1−t)a+tb para todot ∈ [0,1].

Portanto, conjuntos convexos são casos particulares de conjuntos conexos por caminhos,

entretanto, existem conjuntos conexos por caminhos que nãosão convexos. O conjunto

Rn−{0}, comn > 1, por exemplo, é conexo por caminho mas não é convexo.

Se f ,g : [0,1]−→X são caminhos emX, com f (1) = g(0), então definimos ocaminho

justaposto h= f ⊻g : [0,1] −→ X fazendoh(t) = f (2t) se 06 t 6 1
2 eh(t) = g(2t −1) se

1
2 6 t 6 1. Estas duas expressões definem o mesmo valor deh(1

2). Como f |[0, 1
2 ] e g|[ 1

2 ,1]

são contínuas, segue-se queh é contínua.

Sejama,b,c pontos do conjuntoX ⊂ Rn. Sea,b podem ser ligados por um caminho

emX e b,c também podem ser ligados por um caminho emX, então existe um caminho

em X ligandoa a c. Basta tomar caminhosf ,g : [0,1] −→ X com f (0) = a, f (1) = b,

g(0) = b, g(1) = c e porh = f ⊻ g. Entãoh(0) = a e h(1) = c. Essa propriedade de

caminho descrita acima é costumeiramente chamada de transitiva.

Teorema 2.1.5.(LIMA, 2006) Se um conjunto X⊂ Rn é conexo por caminho, então X é

conexo.

Demonstração.Suponhamos por contrapositiva queX = A∪B fosse uma cisão não-trivial

de X. Tomemosa ∈ A e b ∈ B. Por hipótese, existiria um caminhof : [0,1] −→ X tal

que f (0) = a, f (1) = b. Então[0,1] = f−1(A)∪ f−1(B) seria uma cisão de[0,1], com

0∈ f−1(A) e 1∈ f−1(B), o que é um absurdo, pois o intervalo[0,1] é conexo.
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A recíproca do Teorema 2.1.5 não é verdadeira. Como exemplo considereX ⊂ R2

o gráfico da funçãof : [0,+∞) −→ R, dada porf (x) = cos(1
x) sex > 0 e f (0) = 0. O

conjuntoX é conexo mas não é conexo por caminho, para maiores detalhes ver (LIMA,

2006). Esse exemplo junto com o Teorema 2.1.5 nos permite afirmar que o conceito de

conexidade por caminho é mais forte do que o conceito de conexidade definida por meio

de cisão.

2.1.5 Conjuntos Contráteis

Sejam os conjuntosX,Y ⊂ Rn e f ,g : X −→ Y aplicações contínuas, dizemos que

f é homotópicaà g quando existe uma aplicação contínuaH : X × [0,1] −→ Y tal que

H(x,0) = f (x) eH(x,1) = g(x) para todox∈ X.

A aplicaçãoH é umahomotopiaentre f eg e, é denotada porf ≃ g.

Como exemplo, seX,Y ⊂ R2 eY é convexo, então todas as aplicações contínuas de

X emY são homotópicas, pois dadosf ,g : X −→Y basta definirmosH : X× [0,1] −→Y

porH(x, t) = t f (x)+(1− t)g(x).

A relação de homotopia é compatível com composição de funções, ou seja, dadas

as aplicações contínuasf , f
′
: X −→ Y e g,g

′
: Y −→ Z tais que f ≃ f

′
e g ≃ g

′
então

g◦ f ≃ g
′ ◦ f

′
.

Um conjuntoX ⊂Rn écontrátil se a aplicação identidadeidX : X −→X é homotópica

a uma aplicação constante.

Todo subconjunto convexo deRn é contrátil. Além disso, todo conjunto contrátilX

é conexo por caminho, mas a recíproca não é verdadeira já queR2−{0} é conexo por

caminho e não é contrátil.

2.1.6 Espaços Normais

SejaX um espaço topológico. Dizemos queX é um espaço normal se para cada par

A, B de conjuntos fechados disjuntos deX, existem abertos disjuntos contendoA e B,

respectivamente.

O resultado a seguir nos garante que oRn é um espaço normal.

Teorema 2.1.6.(MUNKRES, 2000)Rn é um espaço normal.

Demonstração.Sejamx0∈Rn, r > 0 número real positivo eB(x0, r)= {x∈Rn : d(x,x0)<

r}. SejamA e B dois subconjuntos fechados disjuntos deRn. Note que,Rn−A e Rn−B

são subconjuntos abertos deRn. Assim, para cadaa∈ A podemos afirmar quea∈ Rn−B

que é aberto, logo existeεa > 0 tal queB(a,εa) ⊂ Rn−B, isto é,B(a,εa) não intercepta

B. Similarmente, para cadab∈ B existeεb > 0 tal queB(b,εb) não interceptaA. Defina

U = ∪a∈AB(a,
εa

2
) e V = ∪b∈BB(b,

εb

2
)
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EntãoU eV são subconjuntos abertos contendoA e B, respectivamente. Afirmamos que

U eV são disjuntos. De fato; sez∈U ∩V então

z∈ B(a,
εa

2
)∩B(b,

εb

2
)

para alguma∈ A e para algumb∈ B. Usando a desigualdade triangular podemos afirmar

qued(a,b) 6 d(a,z)+d(z,b) < εa
2 + εb

2 . Seεa 6 εb entãod(a,b) < εa
2 + εb

2 6
εb
2 + εb

2 = εb,

ou seja,a ∈ B(b,εb). Seεb 6 εa entãod(a,b) < εa
2 + εb

2 6
εa
2 + εa

2 = εa, ou seja,b ∈
B(a,εa). Mas nenhuma dessas situações podem ocorrer, o que demonstra o teorema.

O teorema anterior pode ser estendido para todos espaços topológicos que são metrizáveis,

assim existe uma coleção grande de espaços topológicos normais.

2.1.7 Distância entre dois conjuntos

SejamS,T ⊂ Rn conjuntos não vazios. Definiremos adistância d(S,T) entreS e T

por

d(S,T) = inf{‖x−y‖; x∈ S, y∈ T}.

A distância entre dois conjuntos satisfaz as seguintes propriedades:

1) d(S,T) = d(T,S);

2) S∩T 6= /0 =⇒ d(S,T) = 0;

3) S1 ⊂ S2, T1 ⊂ T2 =⇒ d(S2,T2) 6 d(S1,T1);

4) d(S,T) 6 ‖x−y‖ para quaisquerx∈ Sey∈ T;

5) Dado arbitrariamenteε > 0, existemx∈ Sey∈ T tais que‖x−y‖ < d(S,T)+ ε.

Um caso particular importante da distância entre dois conjuntos ocorre quando um

deles se reduz a um ponto.

Dadox∈ Rn e um conjunto não vazioT ⊂ Rn, temos:

d(x,T) = in f{‖x−y‖; y∈ T}.

Novamente, valem as cinco propriedades descritas anteriormente.

Usando a propriedade que o ínfimo de um conjunto de números não-negativos é igual

a zero se, e somente se, tal conjunto contém números arbitrariamente pequenos podemos

afirmar qued(x,T) = 0 se, e somente se, dado qualquerε > 0, existey ∈ T tal que

d(x,y) < ε. Em outras palavras,

d(x,T) = 0⇐⇒ x∈ T.

Em particular, seF ⊂ Rn é um conjunto fechado, valed(x,F) = 0⇐⇒ x∈ F .

Como∂T = T∩Rn−T, vemos quex∈ ∂T se, e somente se,d(x,T) = d(x,Rn−T) =

0.
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Um outro resultado importante que envolve distância é que a função f : Rn −→ R,

definida porf (x) = d(x,T), é uniformemente contínua.

2.2 Equações Diferenciais Ordinárias

Neste trabalho, estamos interessados em estudar sistemas dinâmicos não lineares mo-

delados por equações diferenciais ordinárias (EDO) autônomas não lineares do tipo:

ẋ= f (x) (2.1)

onde f : Rn −→ Rn é um campo vetorial de classeC1. Começaremos a seção apresen-

tando um resultado de existência e unicidade de equações diferenciais ordinárias autôno-

mas. Na Seção 2.2.2, introduziremos o conceito de conjunto invariante. Nas Seções 2.2.3,

2.2.4 e 2.2.5 exploraremos estabilidade local e comportamento assintótico de soluções de

equações diferenciais ordinárias autônomas. Para complemento ou maiores detalhes das

definições e resultados expostos nesta seção ver (SOTOMAYOR,1979), (HALE, 1969),

(SMALE; HIRSCH, 1974), (WIGGINS, 2003), (PERKO, 1991), (ALBERTO, 2006),

(SMALE, 1967), (HIRSCH; PUGH; SHUB, 1970), (GUCKENHEIMER; HOLMES, 1983)

e (SHUB, 1987).

2.2.1 Teoria Geral

Sejamf : Rn −→ Rn um campo vetorial de classeC1 e I um intervalo não degenerado

da reta, isto é, um subconjunto conexo deR não reduzido a um ponto.

Definição 2.2.1.Uma função diferenciávelϕ : I −→ Rn é uma solução da equação dife-

rencial ordinária

ẋ = f (x)

no intervalo I se
dϕ
dt

(t) = f (ϕ(t)) para todo t∈ I .

Se uma condição inicial é conhecida, o problema de encontrara soluçãoϕ(t), satis-

fazendo essa condição inicial é conhecido como problema de valor inicial (PVI):

ẋ = f (x) ; x(0) = x0

O teorema de existência e unicidade, demonstrado em (SOTOMAYOR, 1979) e apresen-

tado a seguir, estabelece condições suficientes sobre o campo vetorial f para garantir a

existência e a unicidade das soluções.

Teorema 2.2.1.(SOTOMAYOR, 1979) Sejam f: Rn −→ Rn um campo vetorial de classe
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C1 e x0 ∈ Rn. Então existe umα > 0 tal que o problema de valor inicial

ẋ = f (x) ; x(0) = x0

tem uma única soluçãoϕ(t) no intervalo[−α,α].

Supondo ainda que as hipóteses do teorema anterior estejam satisfeitas, então, para

cadax0 ∈ Rn, existe uma única solução maximalϕ(.,x0) de

ẋ = f (x) ; x(0) = x0

definida num intervalo maximal de existência(ω−(x0),ω+(x0)).

Um outro aspecto importante da teoria de equações diferenciais ordinárias é a con-

tinuidade das soluções com relação às condições inicias apresentada no seguinte teorema:

Teorema 2.2.2.(SOTOMAYOR, 1979) Seja f: Rn −→ Rn um campo vetorial de classe

C1 . Considereϕ(t,x0) a solução do PVI

ẋ = f (x) ; x(0) = x0

definida no seu intervalo maximal de existência. Então

D = {(t,x0) : x0 ∈ Rn, t ∈ (ω−(x0),ω+(x0))}

é aberto emR×Rn e ϕ é contínua em D.

Além da continuidade com relação às condições inicias, a solução de uma EDO

autônoma satisfaz as seguintes propriedades:

(1) ϕ(0,x) = x para todox∈ Rn.

(2) ϕ(t+s,x)= ϕ(t,ϕ(s,x)) para todox∈Rn e todost,s∈R tais quet+s∈ (w−(x),w+(x))

e t ∈ (w−(ϕ(s,x)),w+(ϕ(s,x))).

Observação 2.2.1.A aplicação t−→ ϕ(t,x0) de (w−(x0),w+(x0)) em Rn define uma

curva emRn, passando por x0 a qual denomina-se trajetória ou órbita passando por

x0 e que denotaremos pelo conjunto{ϕ(t,x0); t ∈ (w−(x0),w+(x0))}. A unicidade das

soluções garante que as trajetórias não se interceptam. Dado A um subconjunto deRn e

t ∈ R, defini-se o conjuntoϕ(t,A) = {ϕ(t,x) : x∈ A}.

2.2.2 Conjuntos Invariantes

O conceito de invariância que será proposto nesta seção é de fundamental importância

para análise de sistemas dinâmicos, isto porque, dado um conjunto S⊂ Rn, em certas

ocasiões, é importante saber quando dada uma condição inicial nesse conjunto a solução

que passa por essa condição inicial permanece no respectivoconjunto para todo o tempo,
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para tempos positivos ou negativos, respectivamente. Esses conjuntos com tais pro-

priedades são chamados na literatura de conjuntos invariantes, positivamente invariantes e

negativamente invariantes, respectivamente. A fim de formalizar matematicamente esses

conceitos, apresentamos as seguintes definições:

Definição 2.2.2.Um conjunto S⊂ Rn é invariante com relação ao sistema (2.1) se, para

qualquer x0 ∈ S temosϕ(t,x0) ∈ S para todo t∈ R.

Definição 2.2.3.Um conjunto S⊂ Rn é positivamente (negativamente) invariante com

relação ao sistema (2.1) se, para qualquer x0 ∈ S temosϕ(t,x0) ∈ S para todo t> 0

(t 6 0).

Um exemplo trivial de conjunto invariante é a órbita de uma dada condição inicialx0

do sistema (2.1). Além disso, sem maiores dificuldades, pode-se verificar que a união de

conjuntos invariantes é também um conjunto invariante.

2.2.3 Comportamento Assintótico

Dado uma condição inicial do sitema (2.1) podemos nos perguntar o que acontece

com a trajetória que passa porx0 quando o tempo tende para+∞ ou −∞. Usualmente

essas trajetórias se aproximam de equilíbrios, ciclos limites, órbitas quasi-periódicas, ór-

bitas caóticas ou até mesmo união de um certo conjunto de órbitas. Todos esses conjuntos

mencionados acima, para onde a trajetória pode se aproximar, são chamados de conjun-

tos limites cuja definição matemática e algumas de suas propriedades serão exploradas a

seguir.

Definição 2.2.4.Um ponto p∈ Rn é um pontoω−limite da soluçãoϕ(t,x0) de (2.1)

se existir uma sequência{t j}, com tj −→ +∞ quando j−→ +∞ tal queϕ(t j ,x0) −→
p quando j−→ +∞. O conjunto de todos os pontosω−limite deϕ(t,x0) é chamado

conjuntoω−limite da soluçãoϕ(t,x0), ou simplesmente,ω−limite de x0, e é denotado

por ω(x0).

Exemplo 2.2.1.Considere um campo vetorial no plano com uma órbita fechada global-

mente atrativaΩ, como mostrado na Figura 2.1. Para cada ponto p∈ Ω, podemos en-

contrar uma subsequência{t j} tal queϕ(t j ,x), x∈R2 se aproxima de p quando j→+∞.

Portanto, p∈ Ω é um pontoω-limite eΩ é o conjuntoω-limite da soluçãoϕ(t,x).

O comportamento assintótico das soluções quandot −→−∞, os chamados conjuntos

α−limite é dado a seguir.

Definição 2.2.5.Um ponto p∈ Rn é um pontoα−limite da soluçãoϕ(t,x0) de (2.1)

se existir uma sequência{t j}, com tj −→ −∞ quando j−→ +∞ tal queϕ(t j ,x0) −→
p quando j−→ +∞. O conjunto de todos os pontosα−limite de ϕ(t,x0) é chamado

conjuntoα−limite da soluçãoϕ(t,x0), ou simplesmente,α−limite de x0, e é denotado

por α(x0).
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Figura 2.1:p∈ Ω é um pontoω-limite e Ω é o conjuntoω-limite da soluçãoϕ(t,x).

No decorrer da seção, exploraremos alguns teoremas1 sobre o conjuntoω−limite. O

primeiro teorema nos dá uma maneira alternativa para definiro conjuntoω−limite.

Teorema 2.2.3.(LASALLE, 1976)ω(x0) = ∩0<τ<∞ϕ([τ,∞),x0).

Demonstração.Suponha quep∈ ω(x0), então pela Definição 2.2.4, existe uma sequên-

cia {t j}, com t j −→ +∞ quando j −→ +∞ tal queϕ(t j ,x0) −→ p quando j −→ +∞.

Logo, para qualquerτ ∈ [0,+∞), existe um número inteiroN > 0 tal quet j ∈ [τ,+∞)

para todo j > N. Assim, ϕ(t j ,x0) ∈ ϕ([τ,+∞),x0) para todo j > N. Portanto,p ∈
ϕ([τ,+∞),x0). Como τ pode ser escolhido arbitrariamente grande, tem-se quep ∈
∩0<τ<+∞ϕ([τ,+∞),x0). Suponha agora quep ∈ ∩0<τ<+∞ϕ([τ,+∞),x0). Então dado

τ > 0 arbitrário, p ∈ ϕ([τ,+∞),x0). Em particular, dado uma sequência{τ j}, com

τ j −→ +∞ quando j −→ +∞, existet j ∈ [τ j ,+∞) tal que‖ϕ(t j ,x0)− p‖ 6 1
j . Obvia-

mente,t j −→+∞ quandoj −→+∞ e, por construção,ϕ(t j ,x0)−→ p quandoj −→+∞.

Portanto,p∈ ω(x0).

O próximo teorema exibe propriedades para o conjuntoω−limite de uma solução

qualquerϕ(t,x0) de (2.1). De maneira análoga, valem as mesmas propriedades para o

conjuntoα−limite.

Teorema 2.2.4.(LASALLE, 1976) O conjuntoω−limite de uma soluçãoϕ(t,x0) do sis-

tema autônomo (2.1) é fechado e invariante.

Demonstração.Como a interseção de conjuntos fechados é um conjunto fechado, obtém-

se do teorema anterior queω(x0) é um conjunto fechado. Para provar queω(x0) é um

conjunto invariante, sejap ∈ ω(x0). Então de acordo com a Definição 2.2.4 existe uma

sequência{t j}, comt j −→ +∞ quandoj −→ +∞ tal queϕ(t j ,x0) −→ p quandoj −→
+∞. Sejaϕ(t, p) a solução de (2.1) passando porp. Vamos mostrar queϕ(t, p) ∈ ω(x0)

para todot ∈ R. Sejaτ um número real arbitrário. Da continuidade das soluções com

relação às condições iniciais, tem-se que dadoε > 0, arbitrariamente pequeno, existe

δ > 0 tal que‖q− p‖ < δ implica em‖ϕ(τ,q)−ϕ(τ, p)‖ < ε. Se escolhermosεm = 1
m

1As demonstrações dos próximos três teoremas foram retiradas de Alberto (2006).
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ondem= 1,2, ..., então para cada inteirom, existe número realδm > 0 e um inteiroM > 0

(dependendo dem) tal que‖ϕ(tM,x0)− p‖< δm e portanto‖ϕ(τ,ϕ(tM,x0))−ϕ(τ, p)‖<
1
m. Pode-se, sem perda de generalidade, escolher a sequência{tM} estritamente crescente

comtM −→+∞ quandom−→+∞. Logo, tem-se queϕ(τ,ϕ(tM,x0)) = ϕ(τ +tM,x0)−→
ϕ(τ, p) quandom−→ +∞. Portanto,ϕ(t, p) ∈ ω(x0). A arbitrariedade da escolha dex0

completa a demonstração mostrando que, para qualquerp∈ ω(x0), ϕ(t, p) ∈ ω(x0) para

todoτ ∈ R.

Se a soluçãoϕ(t,x0) de (2.1) é limitada, podemos demonstrar que o conjuntoω−limite

possui algumas propriedades adicionais.

Teorema 2.2.5.(LASALLE, 1976) Se a soluçãoϕ(t,x0) de (2.1) é limitada, então o

conjunto ω−limite é não-vazio, conexo, fechado, limitado e invariante. Além disso,

d(ϕ(t,x0),ω(x0)) −→ 0 quando t−→ +∞, onde d é a distância entre conjuntos definida

na Seção 2.1.7.

Demonstração.Já provamos no teorema anterior que o conjuntoω(x0) é fechado e invari-

ante. O conjuntoω(x0) é não vazio, pois toda sequência em um conjunto compacto possui

subsequência convergente. A limitação da solução garante naturalmente a limitação do

conjunto limite. Vamos provar qued(ϕ(t,x0),ω(x0)) −→ 0 quandot −→ +∞. Para isto,

suponha, por contradição, queϕ(t,x0) não se aproxima deω(x0) quandot −→ +∞. En-

tão, dada uma sequência de tempos{Tn}, comTn −→+∞ quandon→+∞, existeε > 0 e

tn > Tn tal qued(ϕ(tn,x0),ω(x0)) > ε para todon = 1,2,3, .... Comoϕ(tn,x0) é uma se-

quência limitada emRn, então possui subsequência convergente, ou seja, existep∈ Rn e

subsequência{tn j} de{tn} tal queϕ(tn j ,x0)−→ p quandon j −→+∞. Mas por definição,

p ∈ ω(x0), portanto chegamos a uma contradição provando o que se queria. Resta-nos

provar que o conjuntoω(x0) é conexo. Suponha queω(x0) é desconexo, ou seja,ω(x0)

pode ser escrito como sendo a união de dois conjuntos, fechados e não vazios. Sejam,A1

e A2 estes conjuntos. Como eles são disjuntos eRn é um espaço normal, existem aber-

tos disjuntosU1 eU2 tal queA1 ⊂U1 e A2 ⊂U2. Comod(ϕ(t,x0),ω(x0)) −→ 0 quando

t −→+∞, então existeT > 0 tal queϕ(t,x0)∈U1∪U2 para todot > T. Como a aplicação

t −→ ϕ(t,x0) é contínua eU1 eU2 são disjuntos, conclui-se queϕ(t,x0) pertence apenas

a um dos abertos para todot > T. Suponha sem perda de generalidade queϕ(t,x0) ∈U1

para todot > T. Então, necessariamenteA2 é um conjunto vazio. Isto nos leva a uma

contradição e portanto o conjuntoω−limite é conexo.

A limitação da solução é um pré-requisito fundamental para demonstrar o resultado

anterior. A Figura 2.2 mostra um exemplo de uma solução ilimitada que possui um con-

junto ω−limite desconexo. Mas precisamente, o conjuntoω−limite é constituído pela

união de duas retas disjuntas. O conjuntoω−limite é ilimitado e ainda, dadoT > 0 arbi-

trariamente grande eε > 0, existet > T tal qued(ϕ(t,x0),ω(x0)) > ε, ou seja, a solução

não se aproxima do conjuntoω−limite quando o tempo tende ao infinito.
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Figura 2.2: Conjuntoω-limite desconexo e ilimitado.

2.2.4 Equilíbrios e Estabilidade Local

Na literatura existem diversas definições de estabilidade,nesse texto utilizaremos a

definição de estabilidade no sentido de Lyapunov.

A grosso modo, uma soluçãoϕ(t) do sistema (2.1) é estável quando toda solução com

valores iniciais próximos aos deϕ(t) está definida para todot > 0 e permanece próxima

deϕ(t) para todot > 0. Formalmente temos a seguinte definição:

Definição 2.2.6.(Estabilidade) Sejaϕ(t) um solução de (2.1) definida para t> 0. Diz-se

queϕ(t) é estável se para todoε > 0 existir δ > 0 tal que seψ(t) é solução de (2.1) e

‖ψ(0)−ϕ(0)‖ < δ entãoψ(t) está definida para todo t> 0 e ‖ψ(t)−ϕ(t)‖ < ε para

todo t > 0, ver Figura 2.3. Se além disso existirδ1 > 0 tal que‖ψ(0)− ϕ(0)‖ < δ1

implica limt−→∞ ‖ψ(t)−ϕ(t)‖ = 0, entãoϕ diz-se assintoticamente estável, ver Figura

2.4

Figura 2.3: Solução estável.

Um caso especial de soluções que apresentaremos a seguir sãoos pontos de equilíbrio.

É para este tipo de solução que estamos interessados em estudar estabilidade.

Definição 2.2.7.Um ponto x∗ ∈Rn é um ponto de equilíbrio do sistema (2.1) se f(x∗) = 0.
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Figura 2.4: Solução assintoticamente estável.

Se x∗ ∈ Rn é um ponto de equilíbrio do sistema (2.1), então a soluçãoϕ de (2.1)

iniciando emx∗ no tempot = 0 é a função constante, ou seja,ϕ(t) = x∗ para todot ∈ R.

Sem maiores dificuldades, pode-se verificar que o ponto de equilíbrio é um conjunto

invariante de (2.1).

Os conceitos propostos abaixo caracterizam a estabilidadede pontos de equilíbrio.

Definição 2.2.8.Um ponto de equilíbrio x∗ de (2.1) é estável se, para cadaε > 0, exis-

tir um δ > 0 tal que, para toda condição inicial x0 satisfazendo‖x0− x∗‖ < δ tem-se

‖ϕ(t,x0)−x∗‖ < ε para todo t> 0.

A Figura 2.5 ilustra a Definição 2.2.8. Soluções iniciando dentro da bola de raioδ não

podem sair de dentro da bola de raioε. Observe que as soluções neste caso não precisam

se aproximar do ponto de equilíbriox∗ quando o tempot −→ +∞.

Figura 2.5: Ponto de equilíbrio estável.

A próxima definição é de ponto de equilíbrio instável.

Definição 2.2.9.Um ponto de equilíbrio x∗ do sistema (2.1) é instável se ele não é estável.

Uma outra propriedade interessante dos pontos de equilíbrio é a atratividade.
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Definição 2.2.10.Um ponto de equilíbrio x∗ do sistema (2.1) é atrativo se existirδ > 0

tal que

x0 ∈ B(x∗;δ ) =⇒ ϕ(t,x0) −→ x∗ quando t−→ +∞.

A Figura 2.6 ilustra a Definição 2.2.10. Soluções iniciando dentro da bola de raioδ
tendem para o ponto de equilíbriox∗ quando o tempot −→+∞. Observe que as soluções

iniciando dentro da bola de raioδ podem se afastar do ponto de equilíbriox∗ quando o

tempo cresce, inclusive as soluções podem sair de dentro da bola de raioδ , mas retornam

e se aproximam do ponto de equilíbrio quando o tempot −→ +∞.

Figura 2.6: Ponto de equilíbrio atrativo.

Estabilidade não implica em atratividade e atratividade também não implica em esta-

bilidade.

Combinando as Definições 2.2.8 e 2.2.10 temos o conceito de estabilidade assintótica.

Definição 2.2.11.Um ponto de equilíbrio de (2.1) é assintoticamente estável se for estável

e atrativo.

A Figura 2.7 ilustra a Definição 2.2.11. Soluções iniciando dentro da bola de raioδ
não saem de dentro da bola de raioε e tendem para o ponto de equilíbriox∗ quando o

tempot −→ +∞. Em outras palavras, as soluções iniciando próximo ax∗, não podem se

afastar do ponto de equilíbriox∗ e obrigatoriamente se aproximam dex∗ quando o tempo

t −→ +∞.

Em algumas situações, deseja-se que não apenas o ponto de equilíbrio seja assintoti-

camente estável mas que todas as soluções tendam para este equilíbrio quando o tempo

tende ao infinito. Para isto, define-se o conceito de estabilidade global assintótica.

Definição 2.2.12.Um ponto de equilíbrio de (2.1) é globalmente assintoticamente estável

se ele é estável e para todo x0 ∈ Rn, ϕ(t,x0) −→ x∗ quando t−→ +∞.

Da definição anterior, pode-se concluir que sex∗ é um ponto de equilíbrio globalmente

assintoticamente estável de (2.1) então ele é único.
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Figura 2.7: Ponto de equilíbrio assintoticamente estável.

Uma classe importante de pontos de equilíbrio são os pontos de equilíbrio hiperbóli-

cos. Sejax∗ um ponto de equilíbrio do sistema (2.1) e considere o sistemalinearizado em

torno dex∗:

ż= J(x∗)z (2.2)

ondez := x−x∗ eJ(x∗) é a matriz Jacobiana def (x) calculada no ponto de equilíbriox∗.

Definição 2.2.13.Um ponto de equilíbrio x∗ de (2.1) é hiperbólico se todos os autovalores

da matriz Jacobiana do sistema linearizado associado(2.2)possuem parte real não nula.

Os pontos de equilíbrio hiperbólicos tem uma propriedade importante que decorre do

teorema de Hartman & Grobman (PERKO, 1991), isto é, o comportamento do sistema

(2.1), próximo a um ponto de equilíbrio hiperbólicox∗ é qualitativamente equivalente ao

do sistema linearizado associado. Portanto, do ponto de vista local, a análise do com-

portamento dinâmico do sistema (2.1) resume-se, sob certascondições, à autoanálise do

sistema linearizado associado.

Como consequência direta do Teorema da Função Inversa (LIMA,2006), tem-se que

pontos de equilíbrio hiperbólicos são necessariamente pontos de equilíbrio isolados, isto

é, existe uma vizinhança do equilíbrio hiperbólico que não contém outro ponto de equi-

líbrio.

Definição 2.2.14.Um ponto de equilíbrio x∗ do sistema (2.1) é do tipo k se a matriz

Jacobiana J(x∗) do sistema linearizado associado possui k autovalores com parte real

positiva e n−k autovalores com parte real negativa.

Um resultado que pode ser encontrado em (PERKO, 1991) é que, sex∗ é um ponto

de equilíbrio estável de (2.1), então nenhum autovalor da matiz JacobianaJ(x∗) tem parte

real positiva. Equivalentemente, se a Jacobiana de um pontode equilíbriox∗ de (2.1) tem

pelo menos um autovalor com parte real positiva entãox∗ é instável. Para o caso particular

de pontos de equilíbrio hiperbólicos tem-se o seguinte resultado.

Teorema 2.2.6.(PERKO, 1991) Um ponto de equilíbrio hiperbólico x∗ de (2.1) é assin-

toticamente estável se, e somente se, é do tipo0.
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Pelo Teorema 2.2.6 e observação anterior, podemos concluirque um ponto de equi-

líbrio hiperbólicox∗ de (2.1) ou é assintoticamente estável ou é instável.

2.2.5 Variedades Invariantes

Nesta seção, daremos continuidade a seção anterior no que diz respeito ao estudo do

comportamento dinâmico nas vizinhanças de pontos de equilíbrio. O resultado principal

que exploraremos é a existência de variedades invariantes nas vizinhanças de um ponto

de equilíbrio que são fundamentais para o estudo da estabilidade e também para a carac-

terização da fronteira da região de estabilidade.

Dadox∗ um ponto de equilíbrio de (2.1) eJ(x∗) a Jacobiana do sistema linearizado

associado (2.2), o espaçoRn pode ser decomposto como soma direta de três subespaços

denotados porEs(x∗), Eu(x∗) eEc(x∗) que são invariantes com relação a (2.2):

Es(x∗) = [e1, ...,es],

Eu(x∗) = [es+1, ...,es+u], s+u+c = n

Ec(x∗) = [es+u+1, ...,es+u+c],

onde{e1, ...,es} são os autovetores generalizados deJ(x∗) correspondentes aos autova-

lores deJ(x∗) com parte real negativa,{es+1, ...,es+u} são os autovetores generalizados

de J(x∗) correspondentes aos autovalores deJ(x∗) com parte real positiva e o conjunto

{es+u+1, ...,es+u+c} são os autovetores generalizados deJ(x∗) correspondentes aos auto-

valores deJ(x∗) com parte real nula.Es(x∗), Eu(x∗) eEc(x∗) são chamados de subespaço

estável, instável e central, respectivamente.

Observação 2.2.2.O subespaço vetorial gerado pelo autovetores{e1, ...,es} é denotado

por [e1, ...,es].

Todas as soluções de (2.2) que começam no subespaço estávelEs(x∗) de (2.2) per-

manecem emEs(x∗) para todot e se aproximam da origem quandot → +∞, e todas as

soluções de (2.2) que começam no subespaço instávelEu(x∗) de (2.2) permanecem em

Eu(x∗) para todot e se aproximam da origem quandot →−∞. Para o sistema não linear

(2.1), continuam existindo, nas vizinhanças do ponto de equilíbrio, conjuntos invariantes

com relação a (2.1). Estes conjuntos invariantes não tem estrutura de espaços vetoriais,

mas estrutura de variedades, como veremos nos próximos teoremas.

O teorema a seguir, conhecido por Teorema da Variedade Estável, é um resultado

clássico na teoria de equações diferenciais ordinárias, que demonstra a existência de va-

riedades invariantes nas vizinhanças de um ponto de equilíbrio hiperbólico.

Teorema 2.2.7.(PERKO, 1991) Seja x∗ um ponto de equilíbrio hiperbólico de (2.1) do

tipo k. Então existe uma variedade local Wu
loc(x

∗), k−dimensional de classe C1, tangente
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ao subespaço instável Eu(x∗) em x∗, tal queϕt(Wu
loc(x

∗)) ⊂ Wu
loc(x

∗) para todo t6 0 e

para todo x0 ∈Wu
loc(x

∗),

lim
t−→−∞

ϕt(x0) = x∗;

e existe uma variedade local Wsloc(x
∗), (n− k)−dimensional de classe C1, tangente ao

subespaço estável Es(x∗) em x∗, tal queϕt(Ws
loc(x

∗)) ⊂Ws
loc(x

∗) para todo t> 0 e para

todo x0 ∈Ws
loc(x

∗),

lim
t−→+∞

ϕt(x0) = x∗.

O Teorema 2.2.7 demonstra a existência das variedadesWs
loc(x

∗) e Wu
loc(x

∗) apenas

em uma vizinhança do equilíbriox∗, por isso são chamadas variedades locais estável e

instável, respectivamente. Definimos a seguir variedade global estável e instável dex∗, ou

simplesmente, a variedade estável e instável dex∗.

Definição 2.2.15.As variedades estável e instável de um ponto de equilíbrio hiperbólico

x∗ do sistema (2.1) são definidas por:

Ws(x∗) =
⋃

t60

ϕt(W
s
loc(x

∗)) e Wu(x∗) =
⋃

t>0

ϕt(W
u
loc(x

∗)),

respectivamente.

Figura 2.8: Variedade estávelWs e variedade instávelWu.

A variedade estávelWs(x∗) e a variedade instávelWu(x∗) do ponto de equilíbrio hiper-

bólico x∗ são únicas e invariantes com relação a (2.1). Além disso, também podem ser

escritas como

Ws(x∗) = {x0 ∈ Rn : ϕ(t,x0) −→ x∗ quandot −→ +∞} (2.3)

e

Wu(x∗) = {x0 ∈ Rn : ϕ(t,x0) −→ x∗ quandot −→−∞}, (2.4)
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respectivamente, ver Figura 2.8.

No Teorema 2.2.7, o ponto de equilíbriox∗ foi considerado hiperbólico. Para o caso de

x∗ não hiperbólico, exibiremos a seguir um teorema que também garante a existência de

variedades locais invariantes. Para detalhes e demonstração deste teorema ver (HIRSCH;

PUGH; SHUB, 1970).

Teorema 2.2.8.(HIRSCH; PUGH; SHUB, 1970) Seja x∗ um ponto de equilíbrio não

hiperbólico de (2.1). Então existem variedades locais invariantes Ws
loc(x

∗), Wcs
loc(x

∗),

Wc
loc(x

∗), Wu
loc(x

∗) e Wcu
loc(x

∗) de classe C1, tangentes a Es(x∗), Ec(x∗)⊕Es(x∗), Ec(x∗),

Eu(x∗) e Ec(x∗)⊕Eu(x∗) em x∗, respectivamente.

As variedadesWs
loc(x

∗), Wcs
loc(x

∗), Wc
loc(x

∗), Wu
loc(x

∗) e Wcu
loc(x

∗) são chamadas va-

riedades locais estável, centro estável, central, instável e centro instável, respectivamente.

Soluções iniciando emWs
loc(x

∗) tendem parax∗ quandot → +∞ e soluções iniciando em

emWu
loc(x

∗) tendem parax∗ quandot →−∞. As variedades local estável e instável são

únicas, mas a variedade local centro estável, central e centro instável não precisam ser.

Um exemplo que mostra a não unicidade da variedade local central, é o seguinte sis-

tema

ẋ= x2

ẏ=−y
(2.5)

ondex ey são números reais.

Parax < 0, todas as trajetórias do sistema (2.5) se aproximam da origem. Parax > 0,

a única trajetória que se aproxima da origem é o eixo-x, ver Figura 2.9. Podemos obter

a variedade central juntando qualquer trajetória no lado esquerdo do plano com a metade

positiva do eixo-x, portanto, a variedade central não é única.

Figura 2.9: Retrato de fase do sistema (2.5).
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2.3 Transversalidade

Nesta seção, apresentaremos o conceito de transversalidade, que será usado com fre-

quência ao longo do texto para a caracterização da fronteirada região de estabilidade.

Para complemento ou maiores detalhes das definições e resultados expostos nesta seção

ver (WIGGINS, 2003) e (GUILLEMIN; POLLACK, 1974).

Definição 2.3.1.Seja p∈ Rn. Duas variedades M e N emRn de classe Cr (r > 1) são

transversais em p se p/∈ M ∩N; ou se p∈ M ∩N, então Tp(M) + Tp(N) = Rn, onde

Tp(M) e Tp(N) denotam o espaço tangente de M e N, respectivamente, no pontop. M

e N satisfazem a condição de transversalidade se elas são transversais em cada ponto

p∈ Rn.

A Figura 2.10 mostra duas curvasM eN emR2. A figura à esquerda mostra as curvas

M eN tendo interseção transversal em um pontop∈ M∩N, e a figura à direita mostra as

curvasM eN tendo interseção não transversal em um pontop∈ M∩N.

Figura 2.10: CurvasM eN emR2.

Um resultado que envolve dimensão e interseção transversalde variedades será exi-

bido no próximo lema.

Lema 2.3.1.(WIGGINS, 2003) Se duas variedades M e N emRn de classe Cr (r > 1) tem

interseção não vazia, ou seja, M∩N 6= /0, e satisfazem a condição de transversalidade

então

dim(M∩N) = dimM +dimN−n.

A mais importante característica da transversalidade é queesta persiste sob peque-

nas pertubações (WIGGINS, 2003). Esta propriedade de persitência da transversalidade

sob pequenas pertubações será bastante explorada ao longo deste trabalho. Exibiremos a

seguir um exemplo para ilustrar esta característica da condição de transversalidade.

Exemplo 2.3.1.Sejam M a reta de equação y= 1 emR2 e N o gráfico da função f(x) =

x2, ver Figura 2.11. Então M e N se interceptam transversalmente nos pontos q= (−1,1)

e p= (1,1). Perturbando a reta M e a função f com relação a um parâmetro escalar
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λ , ou seja, Mλ é reta perturbada de equação y= 1+ λ e Nλ é o gráfico da função

perturbada f(x) = x2+λ , temos ainda que Mλ e Nλ se interceptam transversalmente nos

pontos q= (−1,1+λ ) e p= (1,1+λ ).

Figura 2.11: Ilustração do Exemplo 2.3.1.

A seguir um exemplo onde a condição de transversalidade é violada é apresentada.

Exemplo 2.3.2.Sejam M o eixo-x emR2 e N o gráfico da função f(x) = x3, ver Figura

2.12. Então M e N se interceptam na origem emR2, mas elas não se interceptam transver-

salmente na origem, pois o espaço tangente de M é apenas o eixo-x e o espaço tangente

de N é gerado pelo vetor(1,0), logo T(0,0)N = T(0,0)M e, portanto, T(0,0)N+T(0,0)M 6= R2.

Figura 2.12: Variedades não transversais.

2.4 Propriedade genérica

Nesta seção discutiremos o conceito de propriedade genérica que aparecerá ao longo

do trabalho. Maiores detalhes a respeito dos tópicos aqui desenvolvidos são encontrados

em (WIGGINS, 2003; PALIS; MELO, 1977; PEIXOTO, 1967). Começaremos a seção

com a definição de conjunto residual.
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Definição 2.4.1.Sejam X um espaço topológico e U um subconjunto de X. U é chamado

um conjunto residual se este contém uma interseção enumerável de conjuntos abertos e

densos em X.

A seguir, apresenta-se a definição de propriedade genérica.

Definição 2.4.2.Seja X um espaço topológico. Dizemos que uma propriedade é genérica

em X se o conjunto dos pontos de X que satisfazem esta propriedade contém um subcon-

junto residual.

Grosseiramente falando, uma propriedade é genérica em um espaço se esta propriedade

é satisfeita para quase todos os pontos do espaço.

Exemplos interessantes de propriedade genérica podem ser encontrados com detalhes

em (PEIXOTO, 1967). Dentre os campos vetoriais de classeCr (r > 1), as seguintes

propriedades são genéricas:

(1) Todos pontos de equilíbrio são hiperbólicos.

(2) A interseção das variedades estáveis e instáveis dos pontos de equilíbrio hiperbólicos

satisfazem a condição de transversalidade.
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3 REGIÃO DE ESTABILIDADE

Neste capítulo, apresentaremos o conceito de região de estabilidade e algumas pro-

priedades topológicas deste conjunto. O conjunto denominado de região de estabilidade

também recebe o nome na literatura de domínio de atração, área de atração, região de

atração e bacia de atração. A região de estabilidade é um subconjunto do espaço de es-

tados cujas trajetórias iniciando dentro desse conjunto tendem para o conjunto atrativo

quando o tempo tende para o infinito. Este capítulo discute a caracterização da região de

estabilidade de sistemas dinâmicos autônomos do ponto de vista topológico. Na Seção

3.1 introduziremos o conceito de conjunto atrativo e atrator, e faremos algumas discussões

desses conceitos. Na Seção 3.2 a definição de região de estabilidade será exibida assim

como uma caracterização topológica da região de estabilidade e da fronteira da região

de estabilidade. Uma caracterização dinâmica da fronteirada região de estabilidade será

apresentada no próximo capítulo.

3.1 Conjuntos Atrativos

Antes de definir região de estabilidade apresentaremos, nesta seção, o conceito e al-

gumas discussões sobre conjuntos atrativos e atratores. A definição de conjunto atrativo

é o ponto de partida para se definir região de estabilidade.

Dado um ponto de equilíbrio atrativox∗ de (2.1), que é um conjunto invariante e

fechado, podemos afirmar pela Definição 2.2.10 que existe um bola abertaB(x∗; r) tal que

toda trajetória começando dentro dessa bola tende parax∗ quando o tempo tende para o

infinito. Generalizando a definição de ponto de equilíbrio atrativo, tem-se a definição de

conjunto atrativo dada a seguir.

Definição 3.1.1.(ALBERTO, 2006) Um conjunto H, fechado, invariante com relação a

(2.1) é um conjunto atrativo se existir uma vizinhança U de H tal que, para toda condição

inicial x0 ∈U, ϕ(t,x0) −→ H quando t−→ +∞.

Na Definição 3.1.1, a expressãoϕ(t,x0) −→ H quandot −→ +∞ significa que

d(ϕ(t,x0),H) −→ 0 quandot −→ +∞, onded é a distância entre um ponto e um con-
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junto definida na Seção 2.1.7. A vizinhançaU da definição acima será chamada vizin-

hança atrativa deH.

Todo ponto de equilíbrio atrativo é um conjunto atrativo. O primeiro resultado dessa

seção mostra que a união de conjuntos atrativos é ainda um conjunto atrativo.

Teorema 3.1.1.Sejam H1,H2 ⊂ Rn conjuntos atrativos. Então H= H1∪H2 é um con-

junto atrativo.

Demonstração.ComoH1 e H2 são conjuntos atrativos, em particular são fechados e in-

variantes. Logo é fácil ver queH = H1 ∪H2 é também fechado e invariante, já que

união finita de conjuntos fechados e invariantes é um conjunto fechado e invariante.

A atratividade deH1 garante a existência de vizinhançaU1 de H1 tal quex0 ∈ U1 im-

plica d(ϕ(t,x0),H1) −→ 0 quandot −→ +∞, ou seja, dadoε > 0, existet1 ∈ R tal que

d(ϕ(t,x0),H1) < ε para todot > t1. ComoH2 também é atrativo, também existe vizi-

nhançaU2 deH2 tal quex0 ∈U2 implicad(ϕ(t,x0),H2) −→ 0 quandot −→ +∞, ou seja,

para todoε > 0, existet2 ∈ R tal qued(ϕ(t,x0),H2) < ε para todot > t2. Considere

U = U1∪U2 uma vizinhança deH = H1∪H2 . Mostraremos agora queU = U1∪U2 é

uma vizinhança atrativa deH = H1∪H2. Para isso, sejax0 ∈U . Sem perda de generali-

dade podemos supor quex0 ∈U1. Comod(ϕ(t,x0),H1∪H2) 6 d(ϕ(t,x0),H1), então para

todoε > 0, existet1 ∈R tal qued(ϕ(t,x0),H1∪H2) 6 d(ϕ(t,x0),H1) < ε para todot > t1,

ou seja,d(ϕ(t,x0),H1∪H2) −→ 0 quandot −→ +∞. Portanto, comox0 ∈U foi tomado

genérico podemos afirmar queU = U1∪U2 é uma vizinhança atrativa deH = H1∪H2, o

que finaliza a demonstração do teorema.

Como consequência direta do teorema anterior temos o seguinte resultado.

Corolário 3.1.1. Sejam H1,H2, ...,Hn ⊂ Rn conjuntos atrativos. Então o conjunto H=

H1∪H2∪ ...∪Hn é atrativo.

Provamos que união finita de conjuntos atrativos é um conjunto atrativo. Num certo

sentido, vamos estudar a implicação contrária, ou seja, dados dois conjuntosH1 e H2

fechados, invariantes e contidos emRn tais queH = H1∪H2 seja atrativo, será queH1 e

H2 são atrativos? Para responder essa pergunta, apresentamoso seguinte contra exemplo

que pode ser encontrado em (GUCKENHEIMER; HOLMES, 1983).

Exemplo 3.1.1.Considere o sistema de equações diferenciais

ẋ = y+x(1− (x2 +y2))

ẏ = −x+y(1− (x2 +y2))
(3.1)

onde(x,y) ∈ R2.
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Neste exemplo, o sistema (3.1) apresenta um ciclo limite estável que denotaremos por

H1 e um ponto de equilíbrio instável que é a origem e que denotaremos pelo conjunto

H2 = {(0;0)}. O conjuntoH = H1 ∪H2 é um conjunto atrativo, pois é um conjunto

fechado e invariante e existe vizinhança atrativaU = U1∪U2 de H, ondeU1 é um anel

que contém o ciclo limiteH1 eU2 uma vizinhança do ponto de equilíbrio(0;0), conforme

mostra a Figura 3.1. Por outro lado, o conjuntoH2 não é um conjunto atrativo. Portanto,

a resposta para a pergunta acima é negativa.

Figura 3.1: Vizinhança atrativaU = U1∪U2 do conjunto atrativoH = H1∪H2 do sistema
(3.1) ondeH1 é um ciclo limite estável eH2 = {(0;0)} um ponto de equilíbrio instável.

Considere um outro exemplo de conjunto atrativo que pode ser encontrado em (WIG-

GINS, 2003).

Exemplo 3.1.2.Considere o seguinte sistema de equações diferenciais

ẋ = x−x3

ẏ = −y
(3.2)

onde(x,y) ∈ R2.

O sistema (3.2) tem um ponto de equilíbrio instável em(0;0) e dois pontos de equi-

líbrio atrativos em(−1;0) e (1;0). O conjuntoH = [−1,1]×{0} é um conjunto atra-

tivo, pois é fechado, invariante e cada trajetória que começa na vizinhança atrativaU ,

ver Figura 3.2, se aproxima de um dos pontos de equilíbrios(−1;0), (1;0) ou (0;0).

Em particular se aproximam deH = [−1,1]× {0}. Com isso, existem subconjuntos

S1 = (−1,0)×{0} e S2 = (0,1)×{0} que estão contidos no conjunto atrativoH, porém

nenhuma trajetória começando na vizinhança atrativa se aproxima de pontos deS1 e S2

quando o tempo tende ao infinito.

O intuito de introduzir os dois exemplos anteriores é para mostrar que a Definição

3.1.1 apresenta algumas peculiaridades:(i) Um conjunto atrativo desconexo pode possuir
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Figura 3.2: Vizinhança atrativaU do conjunto atrativoH = [−1,1]×{0} do sistema (3.2).

uma de suas componentes conexas não atrativa (Exemplo 3.1.1), ou, (ii) podem existir

subconjuntos de conjuntos atrativos, tal que as trajetórias começando na vizinhança atra-

tiva não se aproximam de nenhum ponto desses subconjuntos quando o tempo tende para

o infinito (Exemplo 3.1.2). Sendo assim, em certas ocasiões,dependendo do interesse e

propósito de estudo, a Definição 3.1.1 pode não ser conveniente. Diante dessa discussão,

apresentaremos o conceito de conjunto atrator que é mais forte que conjunto atrativo.

Definição 3.1.2.(WIGGINS, 2003) Um conjunto H⊂Rn é um atrator se H é um conjunto

atrativo e além disso

(i) ϕ(t,U) ⊂U para todo t> 0 e alguma vizinhança atrativa U de H;

(ii) para quaisquer dois conjuntos abertos V e S em H

∃t ∈ R tal queϕ(t,V)∩S 6= /0.

Os conjuntos atrativos apresentados no Exemplo 3.1.1 e Exemplo 3.1.2 não são atra-

tores. A condição(ii) impõe uma condição especial de conexidade via órbitas do próprio

sistema dinâmico.

O lema a seguir demonstra que um atrator não pode ser desconexo, em particular união

de atratores disjuntos não pode ser um atrator.

Lema 3.1.1.Se H⊂ Rn é um atrator então H é conexo.

Demonstração.A prova será feita pela contrapositiva. Suponha queH seja desconexo,

então existe uma cisão não trivial deH, isto é, existem conjuntos abertosA e B em H,

disjuntos e não vazios tais queH = A∪B. Considerex0 ∈ A, comoH é invariante,A e B

são disjuntos e aplicaçãot −→ ϕ(t,x0) é contínua podemos afirmar queϕ(t,x0) ∈ A para

todo t ∈ R. Pela arbitrariedade dex0 podemos afirmar queϕ(t,A) ⊂ A para todot ∈ R,

isto é,ϕ(t,A)∩B= /0 ∀t ∈ R, o que contradiz o item(ii) da definição de atrator. Portanto,

seH é atrator entãoH é conexo como queríamos demonstrar.

Corolário 3.1.2. Sejam H1 e H2 atratores disjuntos. Então H= H1∪H2 não é um atrator.
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Antes de finalizar essa seção, queremos explorar ainda o seguinte exemplo que é de-

vido a Vinograd (1957).

Exemplo 3.1.3.Considere o seguinte sistema de equações diferenciais

ẋ= x2(y−x)+y5

(x2+y2)[1+(x2+y2)2]

ẏ= y2(y−2x)
(x2+y2)[1+(x2+y2)2]

(3.3)

onde(x,y) ∈ R2.

No sistema (3.3) a origem é um ponto de equilíbrio atrativo, já que para qualquer bola

aberta de raior as trajetórias começando dentro da bola se aproximam da origem quando o

tempo tende para o infinito, mas o conjuntoH = {(0;0)} não é um conjunto atrator, visto

que para as mesmas bolas abertas de raior, existem trajetórias que começando dentro

da bola saem dela para um certo tempoT > 0, conforme Figura 3.3. Logo, nenhuma

vizinhançaU deH satisfaz o item (i) da Definição 3.1.2.

Figura 3.3: Ponto de equilíbrio atrativo do sistema (3.3).

Embora o conceito de atrator seja mais forte que o conceito deconjunto atrativo, o

conceito de conjunto atrativo é suficiente para definir o conceito de região de estabilidade.

Apesar das peculiaridades negativas do conceito de conjunto atrativo, definiremos a região

de estabilidade de conjuntos atrativos. Como todo atrator é um conjunto atrativo, então a

definição de região de estabilidade se aplica ao conceito de atrator.

3.2 Caracterização topológica da região de estabilidade

Nesta seção, exploraremos algumas propriedades topológicas da região de estabili-

dade e da sua fronteira. Vale registrar que algumas das propriedades topológicas da região

de estabilidade que serão exploradas são de extrema relevância para os capítulos posteri-

ores, como por exemplo, a propriedade da região de estabilidade ser um conjunto aberto.

Os resultados explorados aqui, revisam algumas propriedades topológicas da região de
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estabilidade para pontos de equilíbrio atrativos que já existem na literatura, ver (CHI-

ANG; HIRSCH; WU, 1988) e (ZABORSZKY et al., 1988), generalizam algumas dessas

propriedades para conjuntos atrativos e por fim caracterizam a região de estabilidade para

conjuntos atrativos que se decompõem como união finita de conjuntos atrativos.

Ao contrário dos sistemas dinâmicos lineares, um ponto de equilíbrio assintoticamente

estável de um sistema não linear raramente é globalmente assintoticamente estável. Co-

nhecer o conjunto dos pontos no espaço de estados cujas trajetórias, que começam nesses

pontos, se aproximam de um ponto de equilíbrio assintoticamente estável quando o tempo

tende ao infinito possibilita analisar de uma maneira muito mais completa e global o com-

portamento dinâmico do sistema em estudo. Nesse sentido, temos a seguinte definição.

Definição 3.2.1.Seja H um conjunto atrativo de (2.1). A área de atração de H é o

conjunto A(H) definido como

A(H) = {x0 ∈ Rn : ϕ(t,x0) −→ H quando t−→ +∞}.

Observe queA(H) é um conjunto não vazio e contém pontos que não estão emH, já

que toda vizinhança atrativaU deH é tal queU ⊂ A(H).

Apresentaremos a seguir alguns teoremas sobre a invariância da região de estabilidade.

Teorema 3.2.1.(CHIANG; HIRSCH; WU, 1988) Seja H um conjunto atrativo de (2.1).

Então A(H) é um conjunto invariante.

Demonstração1. Seja .x0 ∈ A(H), ou seja,d(ϕ(t,x0),H) −→ 0 quandot −→ +∞. Seja

p = ϕ(s,x0) para algums∈ R arbitrário. Então, da propriedade da soluçãoϕ, tem-se que

ϕ(t, p) = ϕ(t,ϕ(s,x0)) = ϕ(t +s,x0). Logo, paras fixo,

d(ϕ(t, p),H) = d(ϕ(t +s,x0),H) −→ 0 quandot −→ +∞.

Portanto,p ∈ A(H) e da arbitrariedade da escolha dex0 podemos afirmar queA(H) é

invariante com relação ao sistema (2.1).

O resultado a seguir permite tirar conclusões sobre a invariância do fecho da região de

estabilidade.

Teorema 3.2.2.Seja H um conjunto invariante com relação ao sistema (2.1). EntãoH

também é um conjunto invariante.

Demonstração.Sejax0 ∈ H e T ∈ R arbitrário. Mostraremos queϕ(T,x0) ∈ H, isto é,

para todoε > 0 suficientemente pequeno, existez∗ ∈ H tal que‖z∗−ϕ(T,x0)‖ < ε. De

fato, da continuidade das soluções com relação às condiçõesiniciais, dadoε > 0 existe

1A demonstração foi retirada do trabalho de Alberto (2006)
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r > 0 tal que‖x−x0‖ < r implica em‖ϕ(t,x)−ϕ(t,x0)‖ < ε para todot ∈ [−T,T]. Por

outro lado, comox0 ∈ H para qualquerr > 0 existe algumx∗ ∈ H tal que‖x∗− x0‖ < r

e sabendo queH é invariante temos queϕ(t,x∗) ∈ H para todot ∈ R, em particular

ϕ(T,x∗) ∈ H. Logo, tomandoz∗ = ϕ(T,x∗) temos quez∗ ∈ H e ‖z∗ − ϕ(T,x0)‖ < ε
como queríamos demonstrar.

Combinando o resultado do teorema anterior com a invariânciada região de estabili-

dade obtemos o seguinte corolário:

Corolário 3.2.1. Seja H um conjunto atrativo do sistema (2.1). EntãoA(H) é um con-

junto invariante.

Uma propriedade importante da região de estabilidade é dadapelo teorema a seguir.

Teorema 3.2.3.(CHIANG; HIRSCH; WU, 1988) Seja H um conjunto atrativo com re-

lação ao sistema (2.1). Então A(H) é um conjunto aberto.

Demonstração2. O conjuntoH é atrativo, logo, existe constanteε > 0 tal qued(x0,H) <

ε implica que d(ϕ(t,x0),H) −→ 0. quandot −→ +∞. Seja a ∈ A(H). Então,

d(ϕ(t,a),H) −→ 0 quandot −→ +∞. Logo, existe tempoT > 0 tal qued(ϕ(T,a),H) <
ε
2. Da continuidade das soluções com relação às condições iniciais, dadoε > 0 existe

δ > 0 tal qued(ϕ(T,a),ϕ(T,b)) < ε
2 sempre qued(a,b) < δ . Mas d(ϕ(T,b),H) 6

d(ϕ(T,b),ϕ(T,a)) + d(ϕ(T,a),H) < ε
2 + ε

2 = ε. Portanto,d(ϕ(s,ϕ(T,b)),H) −→ 0

quandos−→ +∞. Utilizando a propriedade queϕ(t1 + t2,x) = ϕ(t1,ϕ(t2,x)) para todo

x∈ Rn e t1, t2 ∈ R, temos queϕ(t,b) = ϕ(t −T,ϕ(T,b)) = ϕ(s,ϕ(T,b)) ondes= t −T.

Portanto,

lim
t−→+∞

d(ϕ(t,b),H) = lim
s−→+∞

d(ϕ(s,ϕ(T,b)),H) = 0

sempre qued(a,b) < δ . Consequentemente existeδ > 0 tal que todo pontob satisfazendo

d(a,b) < δ pertence aA(H), isto é, a bola aberta de centro ema e raioδ , B(a;δ ) está

contida emA(H). Portanto,A(H) é um conjunto aberto.

Discutiremos nos próximos resultados, a conexidade da região de estabilidade. Re-

tornando ao Exemplo 3.1.2, observe que o conjuntoH = {(−1;0),(1;0)} é um conjunto

atrativo do sistema (3.2) e a região de estabilidade deH = {(−1;0),(1;0)} é o conjunto

R2−{(x,y) ∈ R2 : x = 0}, ou seja, oR2 menos o eixo-y, que não é conexo por caminho,

ver Figura 3.4. Porém, qualquer vizinhança atrativa deH = {(−1;0),(1;0)} é da forma

U = U1∪U2 ondeU1 eU2 são vizinhanças atrativas de(−1;0) e (1;0), respectivamente

eU1∩U2 = /0.

O conjunto atrativoH = {(−1;0),(1;0)} do sistema (3.2) é exemplo de um conjunto

atrativo onde a região de estabilidade não é conexa por caminho. Porém, o fato interes-

sante neste exemplo, é que qualquer vizinhança atrativa deH também não é conexa por

2A demonstração foi retirada do trabalho de Alberto (2006).
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Figura 3.4: Vizinhança atrativaU = U1∪U2 do conjunto atrativoH = {(−1;0),(1;0)}
do sistema (3.2).

caminho. Por outro lado, o teorema a seguir mostra que a existência de pelo menos uma

vizinhança atrativa conexa por caminho de um conjunto atrativo é uma condição suficiente

para garantir que a região de estabilidade seja conexa por caminho.

Teorema 3.2.4.Seja H um conjunto atrativo do sistema (2.1). Se H possui pelomenos

uma vizinhança atrativa conexa por caminho então A(H) é conexa por caminho.

Demonstração.SejaU uma vizinhança atrativa conexa por caminho deH. Do fato que

U é uma vizinhança atrativa deH, temos queU ⊂ A(H). Considerex0,x1 ∈ A(H). Como

d(ϕ(t,x0),H) −→ 0 ed(ϕ(t,x1),H) −→ 0 quandot −→ +∞, podemos afirmar que exis-

temT0,T1 > 0 tal p0 = ϕ(T0,x0)∈U e p1 = ϕ(T1,x1)∈U . Como por hipóteseU é conexa

por caminho existe então um caminho ligando os pontosp0 e p1 emU . Usando a transi-

tividade da conexidade por caminho podemos afirmar que existe um caminho conectando

os pontosx0 ao pontox1 emA(H). Portanto, pela arbitrariedade dos pontosx0 ex1 temos

queA(H) é conexa por caminho.

A Figura 3.5 ilustra a demonstração do Teorema 3.2.4.

Figura 3.5: Conexidade por caminho da região de estabilidade.
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Corolário 3.2.2. Seja x∗ um ponto de equilíbrio atrativo de (2.1). Então A(x∗) é conexa

por caminho.

Demonstração.É uma consequência direta do fato de que todo ponto de equilíbrio atra-

tivo admite uma vizinhança atrativa conexa por caminho e do teorema anterior.

O teorema seguinte prova que a região de estabilidade de um ponto de equilíbrio atra-

tivo é contrátil, sua demonstração pode ser encontrada em (ZABORSZKY et al., 1988),

porém verificaremos posteriormente que tal teorema não podeser generalizado para con-

juntos atrativos.

Teorema 3.2.5.(ZABORSZKY et al., 1988) Seja xs um ponto de equilíbrio assintotica-

mente estável de (2.1). Então a região de estabilidade A(xs) é contrátil.

Demonstração.Considere a aplicaçãoH : [0,1]×A(xs) −→ A(xs) definida por

H(t,x) =

{

ϕ(tg (πt
2 ),x), se(t,x) ∈ [0,1)×A(xs)

xs, se(t,x) ∈ {1}×A(xs)

A notaçãotg denota a aplicação tangente. Observe que pela definição da aplicaçãoH

temos queH(0,x) = ϕ(0,x) = x = Id(x) eH(1,x) = xs = g(x), ondeId : A(xs)−→ A(xs)

é a aplicação identidade eg : A(xs) −→ A(xs) dada porg(x) = xs é uma aplicação cons-

tante. Mostraremos agora queH é uma aplicação contínua. Para isso, basta mostrar que

lim(t,x)→(1,z) H(t,x) = H(1,z) ∀ z∈ A(xs). Sendo assim, note que

t −→ 1 =⇒ πt
2

−→ π
2

=⇒ tg (
πt
2

) −→ +∞.

Portanto, lim(t,x)→(1,z) H(t,x) = lim(t,x)→(1,z) ϕ(tg (πt
2 ),x) = xs = H(1,z) ∀ z∈ A(xs), e

consequentementeH é uma homotopia entre a aplicação identidadeId : A(xs) −→ A(xs)

e a aplicação constanteg : A(xs) −→ A(xs), o que mostra queA(xs) é contrátil.

No Exemplo 3.1.1, se considerarmos apenas o ciclo limite estávelH1, ele ainda é um

conjunto atrativo, visto que, é fechado, invariante e a vizinhançaU1 deH1 da Figura 3.1 é

uma vizinhança atrativa deH1. A região de estabilidade deH1 neste caso é oR2−{(0,0)}
que por sua vez não é um conjunto contrátil. Sendo assim, o Teorema 3.2.5 não pode ser

generalizado para conjuntos atrativos em geral.

Vimos na seção anterior que a união de dois conjuntos atrativos é ainda um conjunto

atrativo. Assim, a região de estabilidade para um conjunto atrativo que se decompõe como

união finita de conjuntos atrativos vai ser explorada nos próximos resultados.

Teorema 3.2.6.Sejam H⊂ Rn e K ⊂ Rn conjuntos atrativos de (2.1) tal que K⊂ H.

Então A(K) ⊂ A(H).
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Demonstração.Sejax0 ∈ A(K). Entãod(ϕ(t,x0),K) −→ 0 quandot −→ +∞, ou seja,

dadoε > 0 existeT > 0 tal qued(ϕ(t,x0),K) < ε para todot > T. Comod(ϕ(t,x0),H) 6

d(ϕ(t,x0),K), temos qued(ϕ(t,x0),H) 6 d(ϕ(t,x0),K) < ε para todot > T, isto é,

d(ϕ(t,x0),H) −→ 0 quandot −→ +∞ e consequentementex0 ∈ A(H).

O próximo resultado garante que se um conjunto atrativo se decompõe como união de

conjuntos atrativosH eK, então a região de estabilidade da união dos conjuntos atrativos

é a união das regiões de estabilidade deH eK.

Teorema 3.2.7.Sejam H⊂ Rn e K⊂ Rn conjuntos atrativos de (2.1). Então A(H∪K) =

A(H)∪A(K).

Demonstração.Mostraremos primeiramente queA(H ∪K) ⊂ A(H)∪A(K). De fato, se

x0 ∈A(H∪K) entãod(ϕ(t,x0),H∪K)−→ 0 quandot −→+∞. ComoH eK são conjun-

tos atrativos, existem vizinhanças atrativasU eV deH e K, respectivamente. Considere

U ∪V, que é uma vizinhança atrativa deH ∪K. Então existeT > 0 tal queϕ(T,x0) ∈
U ∪V, poisd(ϕ(t,x0),H ∪K) −→ 0 quandot −→ +∞. Logo, p = ϕ(T,x0) ∈U ou p =

ϕ(T,x0) ∈V. Sem perda de generalidade podemos supor quep = ϕ(T,x0) ∈U , ou seja,

d(ϕ(s, p),H) −→ 0 quandos−→ +∞. Tomandos= t −T temos ques−→ +∞ quando

t −→ +∞. Portanto, usando a propriedade queϕ(t1 + t2,x) = ϕ(t1,ϕ(t2,x)) para todo

x∈Rn et1, t2∈R temos que,d(ϕ(t,x0),H) = d(ϕ(s+T,x0),H) = d(ϕ(s,ϕ(T,x0)),H) =

d(ϕ(s, p),H) −→ 0 quandot −→ +∞, ou seja,x0 ∈ A(H) e consequentementeA(H ∪
K) ⊂ A(H)∪A(K). A inclusãoA(H)∪A(K) ⊂ A(H ∪K) segue do Teorema 3.2.6.

Como consequência imediata do teorema anterior temos o seguinte resultado para

união finita de conjuntos atrativos.

Corolário 3.2.3. Sejam H1,H2, ...,Hn ⊂ Rn conjuntos atrativos de(2.1). Então A(H1∪
H2∪ ...∪Hn) = A(H1)∪A(H2)∪ ...∪A(Hn).

O teorema a seguir mostra que a interseção da região de estabilidade de conjuntos

atrativos disjuntos é vazia.

Teorema 3.2.8.Sejam H e K conjuntos atrativos de (2.1) tal que H∩K = /0. Então

A(H)∩A(K) = /0.

Demonstração.ComoH eK são conjuntos disjuntos e fechados e oRn é um espaço nor-

mal, podemos afirmar pelo Teorema 2.1.6 que existem abertos disjuntosU eV contendo

H e K, respectivamente. Sejax0 ∈ A(H). Entãod(ϕ(t,x0),H) −→ 0 quandot −→ +∞.

ComoH ⊂U , existeT ∈ R tal queϕ(t,x0) ∈U para todot > T. Sabendo queU ∩V = /0,

podemos afirmar queϕ(t,x0) /∈V para todot > T, ou seja,ϕ(t,x0) não se aproxima deK

quandot −→+∞ e consequentementex0 /∈A(K), o que mostra queA(H)∩A(K) = /0.
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Exploraremos nos próximos resultados propriedades da fronteira da região de estabili-

dade. Vale lembrar que algumas das propriedades como a invariância serão fundamentais

para o desenvolvimento da caracterização da fronteira da região de estabilidade que será

desenvolvida no Capítulo 5.

Teorema 3.2.9.Seja H um conjunto invariante de (2.1). Então a fronteira∂H também é

um conjunto invariante.

Demonstração.SejaH um conjunto invariante ex0∈ ∂H. Queremos provar queϕ(t,x0)∈
∂H para todot ∈ R. Comox0 ∈ ∂H, então dadoδ > 0 arbitrariamente pequeno, existem

x1 ∈ H ex2 ∈ Rn−H tal que‖x0−x1‖ < δ e‖x0−x2‖ < δ . Além disso, a invariância de

H garante queϕ(t,x1) ∈ H e ϕ(t,x2) ∈ Rn−H para todot ∈ R. DadoT ∈ R arbitrário

e ε > 0 arbitrariamente pequeno, tem-se, da continuidade das soluções com relação às

condições iniciais, que existeδ > 0 tal que‖x1− x0‖ < δ e ‖x2− x0‖ < δ implica em

‖ϕ(t,x1)−ϕ(t,x2)‖ < ε e ‖ϕ(t,x2)−ϕ(t,x0)‖ < ε para todot ∈ [−T,T]. Sendo assim,

arbitrariamente próximo deϕ(T,x0) existem pontosϕ(T,x1) ∈ H e ϕ(T,x2) ∈ Rn−H.

Portanto,ϕ(T,x0) ∈ H e ϕ(T,x0) ∈ Rn−H. Por definição,ϕ(T,x0) ∈ ∂H. Comox0 e

T foram escolhidos de maneira arbitrária, tem-se, para todox0 ∈ ∂H, queϕ(t,x0) ∈ ∂H

para todot ∈ R. Logo,∂H é um conjunto invariante.

Corolário 3.2.4. Seja H um conjunto atrativo de (2.1). Então a fronteira∂A(H) da

região de estabilidade é um conjunto fechado e invariante.

Demonstração.Por definição, a fronteira de qualquer conjunto é um conjuntofechado.

Logo, ∂A(H) é um conjunto fechado. Como a região de estabilidade é um conjunto

invariante segue direto do Teorema 3.2.9 que∂A(H) é um conjunto invariante.

O próximo teorema estuda a dimensão da fronteira da região deestabilidade.

Teorema 3.2.10.(HUREWICZ.; WALLMAN, 1948) Seja H um conjunto atrativo de (2.1).

Entãodim∂A(H) < n. Além disso, se a região de estabilidade A(H) não é densa emRn

então a fronteira∂A(H) tem dimensão n−1.

Observação 3.2.1.Uma condição suficiente para que a região de estabilidade nãoseja

densa emRn é que o sistema (2.1) possua pelo menos dois conjuntos atrativos disjuntos.

Uma caracterização da fronteira da região de estabilidade para conjuntos atrativos que

se decompõem como união de conjuntos atrativos disjuntos é dada a seguir. Mas antes

precisaremos demonstrar o seguinte lema.

Lema 3.2.1.Sejam A,B⊂ Rn abertos e disjuntos. Se C⊂ Rn é conexo, C∩ (Rn−A) 6= /0

e C∩A 6= /0 então C∩ (Rn− (A∪B)) 6= /0.
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Demonstração.Observe que

C = (C∩A)∪ (C− (C∩A)).

Além disso,C− (C∩A) não está inteiramente contido emB, pois caso contrário teríamos

que

C = (C∩A)∪ (C∩B),

mas comoA eB são abertos emRn e disjuntos concluiria-se queC∩A eC∩B são abertos

emC e disjuntos, o que contradiz o fato deC ser conexo. Portanto, existex∈C− (C∩A)

tal quex /∈ B, consequentementex∈C, x /∈ A ex /∈ B, o que demonstra o lema.

O próximo exemplo ilustra um caso onde o Lema 3.2.1 não pode ser aplicado.

Exemplo 3.2.1.SejaA = (−1,0] ⊂ R e B = (0,1) ⊂ R. Observe que o intervaloC =

(−1
2, 1

2) é conexo,C∩(R−A) 6= /0 eC∩A 6= /0, masC∩(R−(A∪B)) = /0. Neste exemplo,

A = (−1,0] e B = (0,1) são disjuntos, porém o conjuntoA = (−1,0] não é aberto emR.

Assim, a hipótese deA eB serem abertos é fundamental na demonstração do Lema 3.2.1.

Com o Lema 3.2.1 estamos aptos a demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 3.2.11.Sejam U,V ⊂ Rn conjuntos abertos e disjuntos. Então∂ (U ∪V) =

∂U ∪∂V.

Demonstração.Mostraremos primeiramente que∂ (U ∪V) ⊂ ∂U ∪ ∂V. De fato, seja

x∈ ∂ (U ∪V). Então∀ r > 0 tem-seB(x; r)∩ (U ∪V) 6= /0 eB(x; r)∩ (Rn− (U ∪V)) 6= /0.

Daí segue queB(x; r)∩U 6= /0 eB(x; r)∩(Rn−U) 6= /0 ouB(x; r)∩V 6= /0 eB(x; r)∩(Rn−
V) 6= /0. Logo,x∈ ∂U oux∈ ∂V, isto é,x∈ ∂U∪∂V. Mostraremos agora que∂U∪∂V ⊂
∂ (U ∪V). De fato, sejax∈ ∂U ∪ ∂V, sem perda de generalidade podemos assumir que

x ∈ ∂U , ou seja,∀ r > 0 tem-seB(x; r)∩U 6= /0 eB(x; r)∩ (Rn−U) 6= /0. Como a bola

abertaB(x; r) é conexa,U e V são abertos e disjuntos, o Lema 3.2.1 nos garante que

B(x; r)∩ (Rn− (U ∪V)) 6= /0. Portanto,B(x; r)∩ (U ∪V) 6= /0 já queB(x; r)∩U 6= /0 e

B(x; r)∩ (Rn− (U ∪V)) 6= /0, isto é,x∈ ∂ (U ∪V), como queríamos demonstrar.

Corolário 3.2.5. Sejam H e K conjuntos atrativos e disjuntos de (2.1). Então

∂A(H ∪K) = ∂A(H)∪∂A(K).

Demonstração.Já vimos queA(H) e A(K) são conjuntos abertos pelo Teorema 3.2.3.

O Teorema 3.2.8 afirma que seH e K forem disjuntos entãoA(H) e A(K) também são

disjuntos. Portanto, pelo Teorema 3.2.11 podemos afirmar que

∂A(H)∪∂A(K) = ∂ (A(H)∪A(K)),
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mas pelo Teorema 3.2.7 temos queA(H)∪A(K) = A(H ∪K), assim

∂A(H)∪∂A(K) = ∂ (A(H)∪A(K)) = ∂A(H ∪K),

como queríamos demonstrar.
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4 CARACTERIZAÇÃO DA FRONTEIRA DA REGIÃO DE

ESTABILIDADE

A caracterização da fronteira da região de estabilidade de um ponto de equilíbrio

assintoticamente estável foi extensivamente estudada para a classe de sistemas dinâmi-

cos autônomos não lineares (2.1) onde os conjuntos limites na fronteira são restritos a

pontos de equilíbrio (CHIANG; HIRSCH; WU, 1988). Neste capítulo, faremos uma re-

visão sobre a teoria existente dessa caracterização. Na Seção 4.1, exibiremos condições

necessárias e suficientes para um ponto de equilíbrio hiperbólico pertencer à fronteira da

região de estabilidade. Além disso, veremos que a fronteirada região de estabilidade é

a união das variedades estáveis dos pontos de equilíbrio quepertencem à fronteira. Na

Seção 4.2, estudaremos o número dos pontos de equilíbrio na fronteira da região de esta-

bilidade e exibiremos condições suficientes para a fronteira da região de estabilidade ser

ilimitada.

4.1 Pontos de equilíbrio na fronteira da região de estabilidade

A caracterização da fronteira da região de estabilidade está intimamente relacionada

com os pontos de equilíbrios instáveis que pertencem à fronteira. Exibiremos condições

para que um ponto de equilíbrio hiperbólico esteja na fronteira da região de estabilidade

de um ponto de equilíbrio assintoticamente estável. Este teorema é um passo chave para

a caracterização da região de estabilidade.

Teorema 4.1.1.(Caracterização de um ponto de equilíbrio na fronteira da região de

estabilidade)(CHIANG; HIRSCH; WU, 1988) Seja xs um ponto de equilíbrio assintotica-

mente estável de(2.1)e x∗ 6= xs um ponto de equilíbrio hiperbólico de(2.1). Então:

(i) x∗ ∈ ∂A(xs) se, e somente se,{Wu(x∗)−x∗}∩A(xs) 6= /0.

(ii) se x∗ é um ponto de equilíbrio do tipo k, com k< n, então x∗ ∈ ∂A(xs) se, e somente

se{Ws(x∗)−x∗}∩∂A(xs) 6= /0.

O teorema anterior exibe condições necessárias e suficientes, em termos das va-riedades

estáveis e instáveis dos equilíbrios para garantir que um ponto de equilíbrio hiperbólico
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pertença à fronteira da região de estabilidade. O Teorema 4.1.1 pode ser melhorado sob

três suposições adicionais. A seguir formalizaremos estassuposições.

Sejaxs um ponto de equilíbrio de equilíbrio assintoticamente estável de (2.1) e con-

sidere as seguintes suposições sobre o campo vetorial.

(A1) Todos pontos de equilíbrio em∂A(xs) são hiperbólicos.

(A2) As variedades estáveis e instáveis dos pontos de equilíbrioem∂A(xs) satisfazem a

condição de transversalidade.

(A3) Toda trajetória em∂A(xs) se aproxima de um ponto de equilíbrio quandot → +∞.

As suposições(A1) e(A2) são propriedades genéricas de sistemas dinâmicos na forma

de (2.1) conforme análise da Seção 2.4 e portanto não precisam ser verificadas na prática.

Apesar destas condições serem genéricas, elas não são fáceis de serem verificadas. A

suposição(A3) não é uma propriedade genérica, mas a existência de uma função energia

(CHIANG; HIRSCH; WU, 1988) é suficiente para que seja satisfeita.

O teorema a seguir explora as suposições(A1)− (A3) para oferecer condições, em

termos das variedades estável e instável, para garantir queum ponto de equilíbrio hiper-

bólico pertença à fronteira da região de estabilidade. Esteteorema oferece uma maneira

computacional para verificar se um ponto de equilíbrio hiperbólico pertence à fronteira da

região de estabilidade.

Teorema 4.1.2.(Caracterização adicional de um ponto de equilíbrio na fronteira da

região de estabilidade)(CHIANG; HIRSCH; WU, 1988) Seja xs um ponto de equilíbrio

assintoticamente estável de(2.1) e A(xs) sua correspondente região de estabilidade. Se

as suposições(A1)− (A3) são satisfeitas, então:

(i) o ponto de equilíbrio x∗ ∈ ∂A(xs) se, e somente se Wu(x∗)∩A(xs) 6= /0.

(ii) o ponto de equilíbrio x∗ ∈ ∂A(xs) se, e somente se Ws(x∗) ⊆ ∂A(xs).

O próximo teorema caracteriza a fronteira da região de estabilidade para uma classe

ampla de sistemas dinâmicos autônomos não lineares (2.1) cuja fronteira da região de

estabilidade é não vazia. Tal teorema afirma que se as suposições(A1)− (A3) são sa-

tisfeitas, então a fronteira da região de estabilidade é a união das variedades estáveis dos

pontos de equilíbrio que pertencem à fronteira.

Teorema 4.1.3.(Caracterização da fronteira da região de estabilidade)(CHIANG; HIRSCH;

WU, 1988) Seja xs um ponto de equilíbrio assintoticamente estável de(2.1) e A(xs) sua

correspondente região de estabilidade. Se as suposições(A1)− (A3) são satisfeitas, en-

tão

∂A(xs) =
⋃

i

Ws(xi)

onde xi, i = 1,2, ... são os pontos de equilíbrio em∂A(xs).
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Apresentaremos a seguir dois exemplos de sistemas onde o teorema anterior não pode

ser aplicado em consequência de umas das suposições(A1)− (A3) serem violadas. O

intuito de colocar estes exemplos aqui é para observamos a importância das suposições

(A1)− (A3) na caracterização da fronteira da região de estabilidade dada pelo Teorema

4.1.3.

Exemplo 4.1.1.Considere o sistema

ẋ= x2−x

ẏ=xy−y+x(y+1)
(4.1)

onde(x;y) ∈ R2.

A Figura 4.1 mostra o retrato de fase para o sistema (4.1). O sistema (4.1) possui dois

pontos de equilíbrio, são eles,(0;0) um ponto de equilíbrio assintoticamente estável e

(1;−1) um ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo 2. A fronteira da região de estabilidade

do ponto de equilíbrio assintoticamente estável(0;0) não é formada pela variedade estável

do ponto de equilíbrio(1;−1) que pertence a sua fronteira. O Teorema 4.1.3 não pode

ser aplicado, pois apesar das suposições(A1) e (A2) serem satisfeitas, a hipótese(A3) é

violada.

Figura 4.1: Retrato de fase do sistema (4.1).

Exemplo 4.1.2.Considere o sistema

ẋ= y

ẏ=0.5−0.7sin(x)−0.518265y
(4.2)

onde(x;y) ∈ R2.

A Figura 4.2 mostra o retrato de fase para o sistema (4.2). O sistema (4.2) possui

três pontos de equilíbrio, são eles,(0,7956;0) um ponto de equilíbrio assintoticamente
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estável,(−3,9372;0) um ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo 1 e(2,346;0) um ponto

de equilíbrio hiperbólico do tipo 1. A fronteira da região deestabilidade do ponto de

equilíbrio assintoticamente estável(0,7956;0) não é formada pela união das variedades

estáveis dos pontos de equilíbrio(−3,9372;0) e(2,346;0) que pertencem a sua fronteira.

O Teorema 4.1.3 não pode ser aplicado, pois apesar das suposições(A1) e (A3) serem

satisfeitas, a hipótese(A2) é violada, já que a variedade instável do ponto de equilíbrio

(−3,9372;0) não intersepta transversalmente a variedade estável do ponto de equilíbrio

(2,346;0), ver Figura 4.2.

Figura 4.2: Retrato de fase do sistema (4.2).

Finalizando esta seção, exibiremos um exemplo de um sistemadinâmico autônomo

não linear onde o Teorema 4.1.3 pode ser aplicado.

Exemplo 4.1.3.Considere o sistema

ẋ=−2x+xy

ẏ= −y+xy
(4.3)

onde(x;y) ∈ R2.

A Figura 4.3 mostra o retrato de fase para o sistema (4.3). O sistema (4.3) possui

dois pontos de equilíbrio, são eles,(0;0) um ponto de equilíbrio assintoticamente estável

e (1;2) um ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo 1. As suposições(A1)− (A3) são

satisfeitas e consequentemente pelo Teorema 4.1.3 a fronteira da região de estabilidade

de(0;0) é a variedade estável do ponto de equilíbrio(1;2), ver Figura 4.3.
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Figura 4.3: Retrato de fase do sistema (4.3).

4.2 Estrutura dos pontos de equilíbrio na fronteira da região de es-

tabilidade

O primeiro teorema desta seção permite concluir sobre o número de pontos de equi-

líbrio na fronteira da região de estabilidade.

Teorema 4.2.1.(Número de pontos de equilíbrio na fronteira da região de estabili-

dade)(CHIANG; HIRSCH; WU, 1988) Se a fronteira da região de estabilidade∂A(xs) de

um ponto de equilíbrio assintoticamente estável xs de(2.1)é uma variedade compacta de

classe C1 e todos os pontos de equilíbrio em∂A(xs) são hiperbólicos, então o número dos

pontos de equilíbrio em∂A(xs) é par.

O Teorema 4.2.1 continua válido se em vez de hiperbolicidade, admitirmos somente

que todo ponto de equilíbrio é não-degenerado no sentido de que a matriz Jacobiana

correspondente ao campo vetorial calculado nos pontos de equilíbrio é invertível.

O teorema a seguir oferece um resultado interessante a respeito da estrutura dos pon-

tos de equilíbrio na fronteira da região de estabilidade. Além disso, ele apresenta uma

condição necessária para a existência de certos tipos de pontos de equilíbrio na fronteira

da região de estabilidade limitada.

Teorema 4.2.2.(Estrutura dos pontos de equilíbrio na fronteira da região de estabil-

idade)(CHIANG; HIRSCH; WU, 1988) Seja xs um ponto de equilíbrio assintoticamente

estável de(2.1). Se a região de estabilidade A(xs) não é densa emRn e as suposições

(A1)− (A3) são satisfeitas, então∂A(xs) deve conter pelo menos um ponto de equilíbrio
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do tipo 1. Além disso, se a região de estabilidade A(xs) é limitada, então a fronteira da

região de estabilidade deve conter pelo menos um ponto de equilíbrio do tipo 1 e um do

tipo n.

Uma consequência imediata do Teorema 4.2.2 é o corolário a seguir. Tal corolário

exibe condições suficientes para a região de estabilidade ser ilimitada.

Corolário 4.2.1. (Condição suficiente para a região de estabilidade ser ilimitada)(CHIANG;

HIRSCH; WU, 1988) Seja xs um ponto de equilíbrio assintoticamente estável de(2.1). Se

a região de estabilidade A(xs) não é densa emRn, as suposições(A1)− (A3) são satis-

feitas e∂A(xs) não contém um ponto de equilíbrio do tipo n, então a região de estabili-

dade A(xs) é ilimitada.
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5 CARACTERIZAÇÃO DA FRONTEIRA DA REGIÃO DE

ESTABILIDADE NA PRESENÇA DE UM PONTO DE EQUI-

LÍBRIO SELA-NÓ DO TIPO ZERO

No capítulo 4, apresentamos, sob as suposições(A1)− (A3), uma caracterização da

fronteira da região de estabilidade em termos das variedades estáveis dos pontos de equi-

líbrio que pertencem à fronteira. Neste capítulo, vamos enfraquecer a suposição(A1)

admitindo a existência de um ponto de equilíbrio não hiperbólico sela-nó do tipo zero na

fronteira da região de estabilidade e desenvolver resultados que permitem ainda carac-

terizar a fronteira da região de estabilidade em termos das variedades estáveis dos pontos

de equilíbrio que pertencem à fronteira, incluindo o ponto de equilíbrio não hiperbólico

sela-nó do tipo zero. Na Seção 5.1, classificaremos os pontosde equilíbrio sela-nó e ex-

ploraremos o comportamento dinâmico local de um tipo específico de equilíbrio sela-nó,

a saber ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero. Na Seção 5.2, exibiremos uma versão do

λ -Lema para ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero. Na Seção5.3, será apresentado um

exemplo motivacional que ilustra o resultado principal deste capítulo, que é a caracteriza-

ção da fronteira da região de estabilidade na presença de um ponto de equilíbrio sela-nó

do tipo zero. Na Seção 5.4, exibiremos alguns lemas auxiliares que serão fundamentais

na prova dos teoremas da Seção 5.5. Na Seção 5.5, obteremos uma caracterização da

fronteira da região de estabi-lidade na presença de um pontode equilíbrio sela-nó do tipo

zero. Por fim, na Seção 5.6, definiremos o conceito de região deestabilidade fraca e

exploraremos algumas das suas propriedades.

5.1 Ponto de equilíbrio sela-nó

Nesta seção, um tipo específico de ponto de equilíbrio não hiperbólico é estudado, a

saber ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero. Em particular, o comportamento dinâmico

na vizinhança do equilíbrio é investigado em detalhes incluindo o comportamento assin-

tótico das soluções nas variedades locais invariantes.

Definição 5.1.1.(Ponto de Equilíbrio Sela-Nó) Um ponto de equilíbrio não hiperbólico
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p∈ Rn de (2.1) é chamado um ponto de equilíbrio sela-nó se as seguintes condições são

satisfeitas:

(SN1) Dx f (p) tem um único autovalor simples igual a0 com v sendo um autovetor à

direita e w à esquerda.

(SN2) w(D2
x f (p)(v,v)) 6= 0.

Pontos de equilíbrio sela-nó podem ser classificados em tipos de acordo com o número

de autovalores deDx f (p) com parte real positiva.

Definição 5.1.2.(Tipo de Equilíbrio Sela-Nó) Um ponto de equilíbrio sela-nó p de (2.1),

é chamado um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo k se Dx f (p) tem k autovalores com

parte real positiva e n−k−1 com parte real negativa, k∈ N.

Neste texto, estudaremos apenas os pontos de equilíbrio sela-nó do tipo zero. Sendo

assim, alguns resultados especializados para pontos de equilíbrio sela-nó do tipo zero são

desenvolvidos.

Dadop um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero de (2.1), o Teorema 2.2.8 garante

a existência de variedades locais invariantes dep que são as variedades locais central e

estável. A seguir descrevemos algumas propriedades dessasvariedades. Para maiores

detalhes ver (SOTOMAYOR, 1973):

(1) A variedade local central unidimensionalWc
loc(p) de p pode ser decomposta em três

subvariedades invariantes:

Wc
loc(p) = Wc−

loc(p)∪{p}∪Wc+

loc(p).

A Figura 5.1 ilustra a divisão deWc
loc(p). Seq∈Wc−

loc(p) entãoϕ(t,q)−→ p quando

t −→ +∞. Seq ∈ Wc+

loc(p) entãoϕ(t,q) −→ p quandot −→ −∞. Além disso,

Wc+

loc(p) é única enquantoWc−
loc(p) não é. A Figura 5.1 mostra três possíveis escolhas

paraWc−
loc(p).

(2) A variedade local estável (n-1)-dimensionalWs
loc(p) de p é única e seq ∈ Ws

loc(p)

entãoϕ(t,q) −→ p quandot −→ +∞.

(3) Existe uma vizinhançaN de p onde o retrato de fase do sistema (2.1) emN é topo-

logicamente equivalente ao retrato de fase da Figura 5.1.

A variedade global estável e instável de um ponto de equilíbrio hiperbólico são definidas

estendendo-se as variedades locais estáveis e instáveis através do fluxo como foi visto na

Seção 2.2.5. Usualmente, esta técnica para definir as variedades globais não pode ser

aplicada para pontos de equilíbrio não hiperbólicos. Entretanto, no caso particular de um

ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zerop, podemos ainda definir a variedade global es-

távelWs(p) e a variedade global centralWc(p) estendendo-se a variedade localWs
loc(p)

eWc
loc(p) através do fluxo como segue:
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Figura 5.1: As variedades locaisWc+

loc(p) e Ws
loc(p) são únicas, ao passo que existem

infinitas escolhas paraWc−
loc(p). Três possíveis escolhas paraWc−

loc(p) são indicadas nesta
figura.

Ws(p) :=
⋃

t60

ϕ(t,Ws
loc(p))

Wc(p) := Wc−(p)
⋃

{p}
⋃

Wc+
(p)

onde

Wc−(p) :=
⋃

t60

ϕ(t,Wc−
loc(p))

e

Wc+
(p) :=

⋃

t>0

ϕ(t,Wc+

loc(p)).

Esta extensão é justificada pela invariância e pelo comportamento assintótico da va-

riedade local estávelWs
loc(p) e da variedade local centralWc

loc(p) discutidos no item(1)

e (2) anteriormente.

Obviamente, seq ∈ Ws(p), entãoϕ(t,q) −→ p quandot −→ +∞, enquantoq ∈
Wc−(p) implica ϕ(t,q) −→ p quandot −→ +∞ e q ∈ Wc+

(p) implica ϕ(t,q) −→ p

quandot −→−∞.

Observação 5.1.1.A variedade estável Ws(p) de um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo

zero p foi definida de maneira análoga à variedade estável de um ponto de equilíbrio

hiperbólico, ver Definição 2.2.15. Porém, Ws(p) não pode ser escrita como(2.3). Em

geral, as variedades estável e instável de um ponto de equilíbrio não hiperbólico não

podem ser escritas como(2.3)e (2.4).

Conhecendo o comportamento dinâmico do sistema próximo a um ponto de equilíbrio

sela-nó do tipo zerop, qualquer vizinhançaU dep pode ser decomposta em subconjuntos

U+ eU−, da seguinte maneira:



5.2λ -Lema e equilíbrio sela-nó do tipo zero 54

U− := {q∈ (U −Ws
loc(p)) : ϕ(t,q) → p quandot → ∞}

U+ := U −U−

A Figura 5.2 ilustra o conjuntoU−.

Figura 5.2: VizinhançaU de um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zerop do sistema
(2.1). A parte cinza da figura corresponde ao conjuntoU−.

Observação 5.1.2.O conjunto U− é um conjunto aberto emRn.

5.2 λ -Lema e equilíbrio sela-nó do tipo zero

O λ−lema explora a dinâmica de um sistema não linear nas vizinhanças de um ponto

de equilíbrio. Neste trabalho, estaremos interessados na dinâmica nas vizinhanças de

um ponto de equilíbrio não hiperbólico sela-nó do tipo zero.Sendo assim, exploraremos

nesta seção alguns resultados sobre a versão doλ−lema para pontos de equilíbrio não

hiperbólicos (PALIS, 1969). Esta versão será utilizada no capítulo posterior para obter

uma caracterização da fronteira da região de estabilidade na presença de um ponto de

equilíbrio sela-nó do tipo zero. Começaremos a seção abordando os conceitos de domínio

fundamental e vizinhança fundamental.

Definição 5.2.1.(PALIS, 1969) Sejam x∗ um ponto de equilíbrio hiperbólico de (2.1) e

Bu uma vizinhança de x∗ em Wu
loc(x

∗) cuja fronteira∂Bu é transversal ao campo f em

Wu
loc(x

∗). A fronteira∂Bu é denominada um domínio fundamental de Wu
loc(x

∗).

O domínio fundamental∂Bu possui a seguinte propriedade:

(Wu
loc(x

∗)−x∗) =
⋃

t∈R

ϕ(t,∂Bu).
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Analogamente, define-se domínio fundamental paraWs
loc(x

∗).

Definição 5.2.2.(PALIS, 1969) Sejam x∗ um ponto de equilíbrio hiperbólico de (2.1) e

∂Bu um domínio fundamental de Wuloc(x
∗). Qualquer vizinhança Nu de ∂Bu disjunta de

Ws
loc(x

∗) é denominada uma vizinhança fundamental de Wu
loc(x

∗).

Analogamente, define-se vizinhança fundamental paraWs
loc(x

∗). O resultado a seguir

é a versão doλ -lema para ponto de equilíbrio hiperbólico.

Lema 5.2.1. (λ -lema)(PALIS, 1969) Seja x∗ um ponto de equilíbrio hiperbólico de (2.1).

Considere q∈Wu
loc(x

∗) e Ds um disco de dimensão r= dimEs(x∗), transversal a Wu
loc(x

∗)

em q. Então existe uma vizinhança U de x∗ emRn tal que, dadoε > 0, existe t− < 0 tal

queϕ(t,Ds) contém um discoε C1-próximo a U∩Ws
loc(x

∗) para todo t< t−.

A Figura 5.3 ilustra o Lema 5.2.1.

Figura 5.3: Ilustração do Lema 5.2.1.

Como consequência do lema anterior, temos o seguinte corolário.

Corolário 5.2.1. (PALIS, 1969) Seja x∗ um ponto de equilíbrio hiperbólico de (2.1) e Nu

uma vizinhança fundamental de Wu
loc(x

∗). Então existe uma vizinhança U de x∗ tal que

∪t60ϕ(t,Nu) ⊃U −Ws
loc(x

∗).

A versão doλ -lema para ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero que será explorada a

seguir é uma consequência da versão doλ -lema para ponto de equilíbrio não hiperbólico

que pode ser encontrada em (PALIS, 1969).
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Lema 5.2.2. (λ -lema)(PALIS, 1969) Seja p um ponto de equilíbrio sela-nó dotipo zero

de (2.1). Considere q∈Wc+

loc(p) e Ds um disco de dimensão n−1, transversal a Wc+

loc(p)

em q. Então existe uma vizinhança U de p emRn tal que, dadoε > 0, existe t− < 0 tal

queϕ(t,Ds) contém um discoε C1-próximo a U∩Ws
loc(p) para todo t< t−.

Como consequência do lema anterior, temos o seguinte corolário.

Corolário 5.2.2. (PALIS, 1969) Seja p um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero de

(2.1). Considere q∈Wc+

loc(p) e Ds um disco de dimensão n−1, transversal a Wc+

loc(p) em

q. Então existe uma vizinhança U de p tal que∪t60ϕ(t,Ds) ⊃U+−Ws
loc(p).

A Figura 5.4 ilustra o Lema 5.2.2 e Corolário 5.2.2.

Figura 5.4: Ilustração do Lema 5.2.2 e Corolário 5.2.2. A parte cinza da figura corres-
ponde ao conjunto∪t60ϕ(t,Ds).

Uma versão dual para o Lema 5.2.2 será exibida a seguir.

Lema 5.2.3. (λ -lema)(PALIS, 1969) Seja p um ponto de equilíbrio sela-nó dotipo zero

de (2.1). Considere q∈Ws
loc(p) e Dc um disco unidimensional, transversal a Ws

loc(p) em

q. Então existe uma vizinhança U de p emRn tal que, dadoε > 0, existe t+ > 0 tal que

ϕ(t,Dc) contém um discoε C1-próximo a U∩Wc+

loc(p) para todo t> t+.

A Figura 5.5 ilustra o Lema 5.2.3.

5.3 Exemplo

Considere o sistema de equações diferenciais

ẋ = x2 +y2−1

ẏ = x2−y−1
(5.1)
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Figura 5.5: Ilustração do Lema 5.2.3.

onde(x;y) ∈ R2.

O sistema (5.1) possui, três pontos de equilíbrio; são elesp = (0;−1), um ponto de

equilíbrio sela-nó do tipo zero,xs = (−1;0), um ponto de equilíbrio hiperbólico assinto-

ticamente estável ex∗ = (1;0), um ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo um. Ambos, o

ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zerop = (0;−1) e o ponto de equilíbrio hiperbólico

do tipo umx∗ = (1;0) pertencem à fronteira da região de estabilidade dexs = (−1;0),

ver Figura 5.6. A fronteira da região de estabilidade dexs = (−1;0) é formada pela união

da variedade estável do ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo um x∗ = (1;0), a curva

azul da Figura 5.6, com a variedade estável do ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero

p = (0;−1), a curva vermelha da Figura 5.6.

No sistema (5.1), mesmo com a violação da suposição(A1) devido à presença de

um ponto de equilíbrio não hiperbólico sela-nó do tipo zero na fronteira da região de

estabilidade de um ponto de equilíbrio assintoticamente estável, a fronteira da região de

estabilidade é formada pela união da variedade estável do ponto de equilíbrio hiperbólico

que está na fronteira com a variedade estável do ponto de equilíbrio não hiperbólico sela-

nó do tipo zero. Essa caracterização da fronteira da região de estabilidade apresentada

pelo sistema (5.1), é o resultado principal a ser mostrado neste capítulo. Para os sistemas

dinâmicos autônomos não lineares ˙x = f (x) que na fronteira da região de estabilidade,

sob condições de transversalidade e a condição(A3), possuam um ponto de equilíbrio

não hiperbólico sela-nó do tipo zero, a fronteira é caracterizada pela união das variedades

estáveis dos pontos de equilíbrio que estão não fronteira, incluindo a variedade estável

do ponto de equilíbrio não hiperbólico sela-nó do tipo zero.Nas demonstrações dos

teoremas principais que serão exibidas na Seção 5.5, para caracterizar a fronteira da região
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Figura 5.6: O retrato de fase do sistema (5.1). A fronteira daregião de estabilidade é
constituída pela união da variedade estável do ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo um
(1;0), a curva em azul, com a variedade estável do ponto de equilíbrio sela-nó do tipo
zero(0;−1), a curva em vermelho.

de estabilidade na presença de um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero, utilizaremos

alguns lemas que serão demonstrados na próxima seção.

5.4 Lemas auxiliares

O primeiro lema desta seção relaciona a dimensão das variedades estáveis e instáveis

de pontos de equilíbrio hiperbólicos que se interceptam transversalmente.

Lema 5.4.1. Sejam z e x∗ dois pontos de equilíbrio hiperbólicos do sistema (2.1). Se

Wu(x∗) e Ws(z) satisfazem a condição de transversalidade e(Wu(x∗)− x∗)∩ (Ws(z)−
z) 6= /0. Então,dimWu(x∗) > dimWu(z).

Demonstração.ComoWu(x∗) eWs(z) satisfazem a condição de transversalidade eWu(x∗)∩
Ws(z) 6= /0, temos pelo Lema 2.3.1 que

dimWu(x∗)+dimWs(z) = n+dim(Wu(x∗)∩Ws(z)).

Dadox∈ (Wu(x∗)−x∗)∩ (Ws(z)−z) e comoWu(x∗) eWs(z) são conjuntos invariantes,

temos que a órbita que passa porx está inteiramente contida emWu(x∗)∩Ws(z), assim

podemos afirmar que dim(Wu(x∗)∩Ws(z)) > 1, isto é,

dimWu(x∗)+dimWs(z) > n+1
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ou equivalentemente,

dimWu(x∗) > n+1−dimWs(z).

Desde quezé um ponto de equilíbrio hiperbólico, temos que

dimWs(z)+dimWu(z) = n,

assim, a desigualdade anterior nos fornece:

dimWu(x∗) > (dimWs(z)+dimWu(z)+1−dimWs(z)) = dimWu(z)+1,

isto é,

dimWu(x∗) > dimWu(z)+1 > dimWu(z),

e o lema está provado.

O próximo lema afirma, sob a condição de transversalidade, que a componente ins-

távelWc+
(p) da variedade central de um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zerop só

pode interceptar a variedade estável de um ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo zero.

Lema 5.4.2. Sejam p um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero e x∗ um ponto de

equilíbrio hiperbólico do sistema (2.1). Se Wc+
(p) e Ws(x∗) satisfazem a condição de

transversalidade e Wc
+
(p)∩Ws(x∗) 6= /0, então x∗ é do tipo zero.

Demonstração.Como Wc+
(p) e Ws(x∗) satisfazem a condição de transversalidade e

Wc+
(p)∩Ws(x∗) 6= /0, temos pelo Lema 2.3.1 que

dimWc+
(p)+dimWs(x∗) = n+dim(Wc+

(p)∩Ws(x∗)).

Dadox∈Wc+
(p)∩Ws(x∗) e comoWc+

(p) eWs(x∗) são conjuntos invariantes, temos que

a órbita que passa porx está inteiramente contida emWc+
(p)∩Ws(x∗), assim podemos

afirmar que dim(Wc+
(p)∩Ws(x∗)) > 1, isto é,

dimWc+
(p)+dimWs(x∗) > n+1

ou equivalentemente,

dimWc+
(p) > n+1−dimWs(x∗).

Desde quex∗ é um ponto de equilíbrio hiperbólico temos que

dimWs(x∗)+dimWu(x∗) = n,

assim a desigualdade anterior nos fornece

dimWc+
(p) > (dimWs(x∗)+dimWu(x∗))+1−dimWs(x∗) = dimWu(x∗)+1,



5.4 Lemas auxiliares 60

isto é,

dimWc+
(p) > dimWu(x∗)+1 > dimWu(x∗).

Desde que dimWc+
(p) = 1, a desigualdade anterior garante que dimWu(x∗) = 0. Sabendo

que o tipo dex∗ é igual a dimensão da variedade instávelWu(x∗), o lema está provado.

Usando uma demonstração análoga àquela do lema anterior, temos o seguinte resul-

tado.

Lema 5.4.3.Sejam p um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero e x∗ um ponto de equi-

líbrio hiperbólico do sistema (2.1). Se Ws(p) e Wu(x∗) satisfazem a condição de transver-

salidade e Ws(p)∩Wu(x∗) 6= /0, entãodimWu(x∗) > 2.

O próximo lema conclui, sob a condição de transversalidade,que a interseção da

componente instávelWc+
(p) da variedade central de um ponto de equilíbrio sela-nó do

tipo zerop e sua variedade estável é vazia.

Lema 5.4.4. Sejam p um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero do sistema(2.1). Se

Wc+
(p) e Ws(p) satisfazem a condição de transversalidade, então Wc+

(p)∩Ws(p) = /0.

Demonstração.ComoWc+
(p) eWs(p) satisfazem a condição de transversalidade, temos,

pelo Lema 2.3.1, que

dimWc+
(p)+dimWs(p)−n = dim(Wc+

(p)∩Ws(p)).

Desde que dimWc+
(p) = 1 e dimWs(p) = n−1 a desigualdade anterior nos fornece:

dim(Wc+
(p)∩Ws(p)) = 1+n−1−n = 0

isto é, dim(Wc+
(p)∩Ws(p)) = 0. Por outro lado, se existex ∈ Wc+

(p)∩Ws(p), então

a órbita que passa porx está inteiramente contida emWc+
(p)∩Ws(p), assim temos que

dim(Wc+
(p)∩Ws(p)) > 1, levando-nos a um absurdo. Portanto, a interseçãoWc+

(p)∩
Ws(p) é vazia e o lema está provado.

Finalizando a seção, temos um resultado que mostra que se um ponto de equilíbrio

sela-nó do tipo zerop está na fronteira da região de estabilidade de um ponto de equilíbrio

assintoticamente estável então a componente estávelWc−(p) da variedade central dep

tem interseção vazia com a fronteira da região de estabilidade.

Lema 5.4.5.Sejam p um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero do sistema(2.1) e A(xs)

a região de estabilidade de um ponto de equilíbrio assintoticamente estável xs. Então

Wc−(p)∩∂A(xs) = /0.
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Demonstração.Suponha pelo contrário a existência deq ∈ Wc−(p)∩ ∂A(xs). Em par-

ticular, ϕ(t,q) −→ p quandot −→ +∞. Assim, existeT > 0 tal queϕ(T,q) ∈U− onde

U é uma vizinhança dep. ComoU− é um conjunto aberto, existeε > 0, arbitraria-

mente pequeno, tal queB(ϕ(T,q),ε) ⊂U−. Da continuidade das soluções com respeito

as condições iniciais, existeδ > 0 tal qued(ϕ(T,q∗),ϕ(T,q)) < ε para todoq∗, q satis-

fazendod(q∗,q) < δ . Desde queq∈ ∂A(xs), existeq
′ ∈A(xs) tal qued(q

′
,q) < δ . Assim,

podemos afirmar queϕ(T,q
′
) ∈ B(ϕ(T,q),ε) ⊂ U−. Explorando a propriedade de con-

vergência do conjuntoU− e a propriedade do fluxoϕ obtemos

ϕ(t,q
′
) −→ p quandot −→ ∞,

levando-nos a um absurdo, poisq
′ ∈ A(xs). Portanto,Wc−(p)∩∂A(xs) = /0 e o lema está

provado.

5.5 Ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero na fronteira da região de

estabilidade

Começaremos a seção provando um teorema que oferece uma condição necessária e

suficiente para garantir que um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero esteja na fronteira

da região de estabilidade de um ponto de equilíbrio assintoticamente estável.

Teorema 5.5.1.(Ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero na fronteira da região de esta-

bilidade): Sejam xs um ponto de equilíbrio assintoticamente estável de (2.1) e A(xs) sua

região de estabilidade. Se p é um ponto de equilíbrio sela-nódo tipo zero de (2.1), então:

p∈ ∂A(xs) ⇔Wc+

loc(p)∩A(xs) 6= /0.

Demonstração.(⇐=) Suponha queWc+

loc(p)∩A(xs) 6= /0. Então existex ∈ Wc+

loc(p)∩
A(xs). Note que,ϕ(t,x) −→ p quandot −→ −∞. Por outro lado, o conjuntoA(xs) é

invariante, assimϕ(t,x) ∈ A(xs) para todot 6 0. Como consequência,p∈ A(xs). Desde

quep /∈ A(xs), temos quep∈ (Rn−A(xs)). Portanto,p∈ ∂A(xs).

(=⇒) Suponha quep ∈ ∂A(xs). SejaB(q;ε) uma bola aberta de raioε > 0 centrada

em q para algumq ∈ Wc+

loc(p). Considere um discoD de dimensãon− 1 contido em

B(q;ε) e transversal aWc+

loc(p) em q. Como consequência do Corolário 5.2.2, existe

vizinhançaU de p tal que∪t60ϕ(t,B(q;ε)) ⊃ (U+ −Ws
loc(p)). Desde quep ∈ ∂A(xs),

temos queU ∩A(xs) 6= /0. Por outro lado,U− ∩A(xs) = /0 eWs
loc(p)∩A(xs) = /0, assim

(U+ −Ws
loc(p))∩A(xs) 6= /0. Logo, existe um pontoq∗ ∈ B(q;ε) e um tempot∗ tal que

ϕ(t∗,q∗) ∈ A(xs). Desde queA(xs) é invariante, temos queq∗ ∈ A(xs). Comoε pode

ser escolhido arbitrariamente pequeno, podemos encontraruma sequência de pontos{q∗i }
comq∗i ∈ A(xs) para todoi = 1,2, ... tal queq∗i −→ q quandoi −→ ∞, isto é,q∈ A(xs).
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Desde queq∈Wc+

loc(p), temos queWc+

loc(p)∩A(xs) 6= /0.

Uma versão mais forte do teorema anterior poder ser provada sob algumas suposições

adicionais. Sejamxs um ponto de equilíbrio assintoticamente estável ep um ponto de

equilíbrio sela-nó do tipo zero de (2.1), e considere as seguintes suposições:

(A1
′
) Todos os pontos de equilíbrio em∂A(xs) são hiperbólicos, exceto possivelmente o

equilíbrio p, o qual é um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero.

(A4) A variedade estável dos pontos de equilíbrio em∂A(xs) e a variedadeWc+
(p) satis-

fazem a condição de transversalidade.

A suposição(A1
′
) é mais fraca do que a suposição(A1) da seção 4.1, já que esta

permite a presença de um ponto de equilíbrio não hiperbólicop na fronteira da região de

estabilidade.

Sob as suposições(A1
′
), (A3) e(A4), o próximo teorema oferece condições necessárias

e suficientes para garantir que um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero esteja na

fronteira da região de estabilidade em termos de sua variedade estável e central. Estas

condições sugerem procedimentos computacionais para verificar se um ponto de equi-

líbrio sela-nó do tipo zero está na fronteira da região de estabilidade.

Teorema 5.5.2.(Caracterizações adicionais de um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo

zero na fronteira da região de estabilidade): Seja A(xs) a região de estabilidade de um

ponto de equilíbrio assintoticamente estável xs de (2.1). Se as suposições(A1
′
), (A3) e

(A4) são satisfeitas e p é um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero de (2.1) , então:

(i) p ∈ ∂A(xs) se, e somente se, Wc
+
(p)∩A(xs) 6= /0.

(ii) p ∈ ∂A(xs) se, e somente se, Ws(p) ⊂ ∂A(xs).

Demonstração.(i) (⇐=) Suponha queWc+
(p)∩A(xs) 6= /0, então existeq

′ ∈Wc+
(p)∩

A(xs). Como q
′ ∈ Wc+

(p) entãoϕ(t,q
′
) → p quandot → −∞. Mas por outro lado,

q
′ ∈ A(xs) que é um conjunto invariante, assimϕ(t, p) ∈ A(xs) para todot ∈ R e conse-

quentementep∈ A(xs). Comop /∈ A(xs) podemos afirmar quep∈ ∂A(xs).

(i)(=⇒) Suponha quep ∈ ∂A(xs). Do Teorema 5.5.1, podemos afirmar queWc+

loc(p)∩
A(xs) 6= /0. Em particular,Wc+

(p)∩A(xs) 6= /0 já queWc+

loc(p) ⊂Wc+
(p). Iremos mostrar,

sob as suposições(A1
′
), (A3) e(A4) queWc+

(p)∩A(xs) 6= /0 implicaWc+
(p)∩A(xs) 6= /0.

Sejaq∗ ∈Wc+
(p)∩A(xs). Seq∗ ∈ A(xs), então não existe nada a ser provado. Suponha

que q∗ ∈ ∂A(xs). A suposição(A3) garante a existência de um ponto de equilíbrio

p∗ ∈ ∂A(xs) tal queϕ(t,q∗) −→ p∗ quandot −→ ∞. Dos Lemas 5.4.4 e 5.4.5, podemos

afirmar quep∗ 6= p. Como consequência da suposição(A1
′
), p∗ é um ponto de equilíbrio

hiperbólico. Desde queq∗ ∈Wc+
(p)∩Ws(p∗), a suposição(A4) e o Lema 5.4.2 garantem

que p∗ é um ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo zero. Mas este fato leva-nos a um

absurdo, poisp∗ ∈ ∂A(xs). Portanto,Wc+
(p)∩A(xs) 6= /0.

(ii) (⇐=) Suponha queWs(p) ⊂ ∂A(xs). Desde quep∈Ws(p), entãop∈ ∂A(xs).

(ii)(=⇒) Suponha quep ∈ ∂A(xs). Do item (i), temos queWc+
(p)∩A(xs) 6= /0. Seja
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b ∈ Wc+
(p)∩A(xs). Em particular,b ∈ Wc+

(p), ou seja, existeT∗ < 0 tal quew =

ϕ(T∗,b) ∈ Wc+

loc(p). Por outro lado, comob ∈ A(xs) e A(xs) é um conjunto invariante,

temos também quew ∈ A(xs). Sendo assim,w ∈ Wc+
(p)∩A(xs). ConsidereB(w;ε)

uma bola aberta com raioε centrada emw. O raio ε pode ser escolhido suficiente-

mente pequeno tal queB(w;ε) ⊂ A(xs) visto queA(xs) é um conjunto aberto. Sejaq∗

um ponto arbitrário deWs(p). Em particular, temos queq = ϕ(T,q∗) ∈ Ws
loc(p) para

algumT > 0. Considere um discoD transversal aWs
loc(p) em q de dimensão 1. Como

uma consequência do Lema 5.2.3, existe um elementoz∈ D e um tempot∗ > 0 tal que

ϕ(t∗,z) ∈ B(w;ε). Desde queA(xs) é invariante, temos quez∈ A(xs). Como ε e o

discoD podem ser escolhidos arbitrariamente pequenos, então existem pontos deA(xs)

arbitrariamente próximos aq. Portanto,q∈ A(xs). Desde queWs
loc(p) não contém pon-

tos emA(xs), q ∈ ∂A(xs). Como a fronteira∂A(xs) é invariante podemos afirmar que

q∗ = ϕ(−T,q)∈ ∂A(xs). Explorando o fato queq∗ foi tomado arbitrariamente emWs(p),

concluimos queWs(p) ⊂ ∂A(xs).

A Figura 5.7 ilustra o Teorema 5.5.2. A figura mostra um ponto de equilíbrio sela-nó

do tipo zerop na fronteira da região de estabilidade de um ponto de equilíbrio assintotica-

mente estávelxs. A componente instávelWc+
(p) da variedade centralWc(p) intercepta a

região de estabilidadeA(xs), enquanto a variedade estávelWs(p) está contida na fronteira

da região de estabilidade.

Figura 5.7: Um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zerop na fronteira da região de es-
tabilidade de um ponto de equilíbrio assintoticamente estável xs. A componente instável
Wc+

(p) da variedade centralWc(p) intercepta a região de estabilidadeA(xs), ao passo
queWs(p) está contida na fronteira da região de estabilidade.

Sob as suposições(A1
′
), (A2), (A3) e (A4) e explorando os resultados do Teorema

4.1.1 e 5.5.2, obtemos o seguinte resultado:
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Teorema 5.5.3.(Pontos de equilíbrio hiperbólicos na fronteira da região deestabili-

dade): Seja A(xs) a região de estabilidade de um ponto de equilíbrio assintoticamente

estável xs de (2.1). Se as suposições(A1
′
), (A2), (A3) e (A4) são satisfeitas e x∗ é um

ponto de equilíbrio hiperbólico de (2.1), então:

(i) x∗ ∈ ∂A(xs) se, e somente se, Wu(x∗)∩A(xs) 6= /0.

(ii) x∗ ∈ ∂A(xs) se, e somente se, Ws(x∗) ⊆ ∂A(xs).

Demonstração.(i)(⇐) Suponha queWu(x∗)∩ A(xs) 6= /0, então existeq
′ ∈ Wu(x∗)∩

A(xs). Comoq
′ ∈ Wu(x∗) entãoϕ(t,q

′
) → x∗ quandot → −∞. Mas por outro lado,

q
′ ∈ A(xs) que é um conjunto invariante, assimϕ(t,q

′
) ∈ A(xs) para todot ∈ R e conse-

quentementex∗ ∈ A(xs). Comox∗ /∈ A(xs) podemos afirmar quex∗ ∈ ∂A(xs).

(i)(⇒) Suponha quex∗ ∈ ∂A(xs). Do Teorema 4.1.1, podemos afirmar que(Wu(x∗)−
x∗)∩A(xs) 6= /0. Iremos mostrar, sob as suposições(A1

′
), (A2)−(A4) que(Wu(x∗)−x∗)∩

A(xs) 6= /0 implicaWu(x∗)∩A(xs) 6= /0. Sejaq∗ ∈ (Wu(x∗)− x∗)∩A(xs). Seq∗ ∈ A(xs),

então não existe nada a ser provado. Suponha queq∗ ∈ ∂A(xs). As suposições(A1
′
) e

(A3) garantem queq∗ ∈ Ws(z) para algum ponto de equilíbrioz∈ ∂A(xs), ondez é um

ponto de equilíbrio hiperbólico ouz= p um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero, ou

seja,q∗ ∈Wu(x∗)∩Ws(z). Estudaremos separadamente as duas possibilidades paraz:

(1) Sez = p é um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero. Da suposição(A2), tem-

se queWu(x∗) eWs(p) se interceptam transversalmente, então pelo Lema 5.4.3 o ponto

de equilíbriox∗ é do tipok > 2. Usando o Teorema 5.5.2 podemos afirmar que existe

q∈Wc+
(p)∩A(xs) já quep∈ ∂A(xs). ComoA(xs) é um conjunto aberto, existeε > 0 tal

queB(q;ε)⊂A(xs). Considere um discoD, contido emWu(x∗), de dimensão 1 e transver-

sal aWs(p) emq∗. Como consequência do Lema 5.2.3, existemT > 0 ed ∈ D tal que

ϕ(T,d)∈B(q;ε). A invariância deA(xs) garante qued∈A(xs), logo,Wu(x∗)∩A(xs) 6= /0.

(2) Sezé um ponto de equilíbrio hiperbólico, a prova será feita por indução finita sobre a

dimensão deWu(x∗)

- dimWu(x∗) = 1.

A suposição(A2) garante queWu(x∗) e Ws(z) se interceptam transversalmente, então,

pelo Lema 5.4.1, podemos afirmar quez é um ponto de equilíbrio do tipo zero, levando-

nos a um absurdo, já quez∈ ∂A(xs). Portanto,Wu(x∗)∩A(xs) 6= /0 para todo ponto de

equilíbriox∗ do tipo 1 na fronteira∂A(xs).

- Suponhamos queWu(x∗)∩A(xs) 6= /0 para todo ponto de equilíbriox∗ na fronteira∂A(xs)

tal que dimWu(x∗) 6 k.

- Suponhamos agora que dimWu(x∗) = k+1.

A suposição(A2) garante queWu(x∗) e Ws(z) se interceptam transversalmente, então,

pelo Lema 5.4.1, podemos afirmar que dimWu(z) 6 k. Portanto, pela hipótese de indução

Wu(z)∩A(xs) 6= /0. Sejay∈Wu(z)∩A(xs) e sejaB(y;ε) uma bola aberta de raioε, cen-

trada emy. Como a região de estabilidadeA(xs) é um conjunto aberto,B(y;ε) ⊂ A(xs)

paraε suficientemente pequeno. SejaN uma vizinhança deq∗ emWu(x∗). Esta vizi-
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nhança está imersa em uma variedade de dimensãok+1, além dissoN contém um disco

D de dimensãok transversal aWs(z) no pontoq∗. Uma aplicação direta do Lema 5.2.1

permite-nos afirmar que existe um pontow ∈ D e um tempot∗ > 0 tal queϕ(t∗,w ∈
B(y;ε). A invariância deA(xs) garante quew∈ A(xs), logo,Wu(x∗)∩A(xs) 6= /0.

A prova do item(ii) é inteiramente análoga a prova do item(ii) do Teorema 5.5.2 e por

isso será omitida.

Observação 5.5.1.O Teorema 5.5.3 é um resultado mais geral do que o Teorema 4.1.2,

pois a condição de hiperbolicidade(A1), usada na prova do Teorema 4.1.2, é relaxada.

Ainda assim, ele fornece as mesmas condições necessárias e suficientes do Teorema 4.1.2

para verificar se um ponto de equilíbrio hiperbólico está na fronteira da região de estabi-

lidade em termos de suas variedades estáveis e instáveis.

Usando os resultados do Teorema 5.5.2 e Teorema 5.5.3, o próximo teorema fornece

uma caracterização completa da fronteira da região de estabilidade quando existe um

ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero em∂A(xs).

Teorema 5.5.4.(Caracterização da fronteira da região de estabilidade): Seja A(xs) a

região de estabilidade de um ponto de equilíbrio assintoticamente estável xs de (2.1). Se

as suposições(A1
′
), (A2), (A3) e (A4) são satisfeitas então:

∂A(xs) =
⋃

i

Ws(xi)
⋃

Ws(p)

onde xi, i = 1,2, ... são os pontos de equilíbrios hiperbólicos em∂A(xs) e p é um ponto

de equilíbrio sela-nó do tipo zero que também pertence à fronteira ∂A(xs).

Demonstração.Se o ponto de equilíbrio hiperbólicoxi ∈ ∂A(xs), então, do Teorema

5.5.3, temos queWs(xi)⊂ ∂A(xs). Desde quep∈ ∂A(xs), temos queWs(p)⊂ ∂A(xs) pelo

Teorema 5.5.2. Portanto,∪iWs(xi)∪Ws(p) ⊂ ∂A(xs). Por outro lado, da suposição(A3),

seq∈ ∂A(xs), entãoϕ(t,q) −→ xi para algumi ou ϕ(t,q) −→ p quandot −→ ∞. Como

consequência do Lema 5.4.5, o pontoq /∈Wc−(p). Logo, podemos afirmar queq∈Ws(xi)

ou p∈Ws(p). Portanto∂A(xs) ⊆ ∪iWs(xi)∪Ws(p) e o teorema está provado.

As demonstrações dos Teoremas 5.5.1, 5.5.2, 5.5.3 e 5.5.4 também podem ser encon-

tradas em (AMARAL; ALBERTO, 2010a).

O Teorema 5.5.4 é uma generalização do Teorema 4.1.3. Ele mostra que a fronteira da

região de estabilidade é composta pela união das variedadesestáveis de todos os pontos

de equilíbrio na fronteira da região de estabilidade, incluindo a variedade estável do ponto

de equilíbrio sela-nó do tipo zero.

A Figura 5.8 ilustra a importância da suposição(A4) na demonstração do Teorema

5.5.2. Ela mostra um exemplo de um sistema dinâmico onde a componente instável
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Wc+
(p) da variedade central de um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero p e a sua

variedade estávelWs(p) não satisfazem a condição de transversalidade na fronteirada

região de estabilidade de um ponto de equilíbrio assintoticamente estávelxs. Observe,

para este exemplo, que a variedadeWc+
(p) não intercepta a região de estabilidade dexs e

a fronteira da região de estabilidade dexs não é composta pela variedade estável do ponto

de equilíbrio sela-nó do tipo zerop que pertence à fronteira. Os Teoremas 5.5.2 e 5.5.4

não podem ser aplicados para este exemplo visto que a condição (A4) é violada.

Figura 5.8: Exemplo de um sistema dinâmico onde a variedadeWc+
(p) e a variedade

estávelWs(p) de um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zerop não satisfazem a condição
de transversalidade na fronteira da região de estabilidadede um ponto de equilíbrio as-
sintoticamente estávelxs.

Exploraremos a seguir dois exemplos que ilustram os Teoremas 5.5.2, 5.5.3 e 5.5.4.

Exemplo 5.5.1.Considere o mesmo sistema (5.1) dado no ínicio da seção anterior.

Vimos que, o sistema (5.1) possui, três pontos de equilíbrio; são elesp = (0;−1), um

ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero,xs = (−1;0), um ponto de equilíbrio hiperbólico

assintoticamente estável ex∗ = (1;0), um ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo um.

Ambos, o ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zerop = (0;−1) e o ponto de equilíbrio

do tipo umx∗ = (1;0) pertencem à fronteira da região de estabilidade dexs = (−1;0),

ver Figura 5.6. As suposições(A1
′
), (A2)− (A4) são satisfeitas. A componente instável

Wc+
(0;−1) da variedade central do ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero p = (0;−1)

intercepta a região de estabilidade dexs = (−1;0), e a variedade estávelWs(0;−1) está

contida na fronteira da região de estabilidade dexs = (−1;0), de acordo com o Teorema

5.5.2, ver Figura 5.6. A variedade instávelWu(1;0) do ponto de equilíbrio hiperbólico
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do tipo umx∗ = (1;0) intercepta a região de estabilidade dexs = (−1;0) e a variedade

estávelWs(1;0) está contida na fronteira da região de estabilidade dexs = (−1;0), de

acordo com o Teorema 5.5.3, ver Figura 5.6. A fronteira da região de estabilidade de

xs = (−1;0) é formada, de acordo com o Teorema 5.5.4, pela união da variedade estável

do ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo umx∗ = (1;0), a curva azul da Figura 5.6,

com a variedade estável do ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zerop = (0;−1), a curva

vermelha da Figura 5.6.

Exemplo 5.5.2.Considere o sistema de equações diferenciais

ẋ = −x3 +x+
2

3
√

3

ẏ = −y
(5.2)

onde(x;y) ∈ R2.

O sistema (5.2) possui, dois pontos de equilíbrio; são elesp= (−0,5774;0), um ponto

de equilíbrio sela-nó do tipo zero exs = (1,1547;0), um ponto de equilíbrio hiperbólico

assintoticamente estável. O ponto de equilíbrio sela-nó dotipo zerop = (−0,5774;0)

pertence à fronteira da região de estabilidade dexs = (1,1547;0), ver Figura 5.9. As su-

posições(A1
′
), (A2)− (A4) são satisfeitas. A componente instávelWc+

(−0,5774;0) da

variedade central do ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero p = (−0,5774;0) intercepta

a região de estabilidade dexs = (1,1547;0), e a variedade estávelWs(−0,5774;0) está

contida na fronteira da região de estabilidade dexs = (1,1547;0), de acordo com o Teo-

rema 5.5.2, ver Figura 5.9. A fronteira da região de estabilidade dexs = (1,1547;0) é

formada, de acordo com o Teorema 5.5.4, pela variedade estável do ponto de equilíbrio

sela-nó do tipo zerop = (−0,5774;0), a curva azul da Figura 5.9.

5.6 Região de estabilidade fraca

No Capítulo 8, investigaremos o comportamento da fronteira da região de estabilidade

na vizinhança de um parâmetro de bifurcação sela-nó do tipo zero. Mas primeiramente

precisamos explorar as propriedades de um conjunto importante neste estudo. Este con-

junto será definido a seguir e denominado de região de estabilidade fraca.

Definição 5.6.1.(Região de Estabilidade Fraca) Seja p um ponto de equilíbriosela-nó

do tipo zero de (2.1). A região de estabilidade fraca de p é o conjunto S(p) dos pontos

q∈ (Rn−Ws(p)) cujas trajetórias convergem para p quando t−→ +∞:

S(p) = {q∈ (Rn−Ws
λ0

(p)) : ϕ(t,q) −→ p quando t−→ +∞}.

Para qualquer vizinhançaU de p, o conjuntoU− ⊂ S(p).
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Figura 5.9: O retrato de fase do sistema (5.2). A fronteira daregião de estabilidade do
ponto de equilíbrio assintoticamente estável(1,1547;0) é formada pela variedade estável
do ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero(−0,5774;0), a curva em azul.

O teorema a seguir permite concluir que a região de estabilidade fraca é um conjunto

aberto.

Teorema 5.6.1.Seja p um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero de (2.1). Então a

região de estabilidade fraca S(p) é um conjunto aberto emRn.

Demonstração.Sejaq ∈ S(p), entãoq /∈ Ws(p) e ϕ(t,q) −→ p quandot −→ +∞, em

particular, existeT > 0 tal queϕ(T,q) ∈ U−. ComoU− é um conjunto aberto existe

ε > 0 tal que a bola abertaB(ϕ(T,q);ε) está contida emU−, isto é,B(ϕ(T,q);ε) ⊂
U−. Da continuidade das soluções com relação às condições iniciais, existeδ > 0 tal

que ϕ(T,q∗) ∈ B(ϕ(T,q);ε) sempre queq∗ ∈ B(q;δ ). Utilizando a propriedade que

ϕ(t1 + t2,x) = ϕ(t1,ϕ(t2,x)) para todox ∈ Rn e t1, t2 ∈ R, temos queϕ(t,q∗) = ϕ(t −
T,ϕ(T,q∗)) = ϕ(s,ϕ(T,q∗)) ondes= t −T. Portanto,

lim
t−→∞

ϕ(t,q∗) = lim
s−→∞

ϕ(s,ϕ(T,q∗)) = p.

Consequentemente, existeδ > 0 tal que todo pontoq∗ pertencendo a bola abertaB(q;δ )

também pertence a região de estabilidade fracaS(p), isto é,B(q;δ ) ⊂ S(p). Portanto,

S(p) é um conjunto aberto.

Mostraremos no próximo teorema que a região de estabilidadefraca é um conjunto

invariante.
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Teorema 5.6.2.Seja p um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero de (2.1). Então a

região de estabilidade fraca S(p) é um conjunto invariante .

Demonstração.Sejaq∈ S(p), entãoq /∈Ws(p) e ϕ(t,q) −→ p quandot −→ +∞. Seja

q∗ = ϕ(s,q) para algums∈ R arbitrário. Então,q∗ /∈ Ws(p) e utilizando a propriedade

que ϕ(t1 + t2,x) = ϕ(t1,ϕ(t2,x)) para todox ∈ Rn e t1, t2 ∈ R, temos queϕ(t,q∗) =

ϕ(t,ϕ(s,q)) = ϕ(t + s,q). Para cadas fixo temos quet + s−→ +∞ quandot −→ +∞
e consequentemente

ϕ(t,q∗) = ϕ(t +s,q) −→ p quandot −→ +∞.

Portanto,q∗ ∈ S(p) e da arbitrariedade da escolha deq podemos afirmar queS(p) é um

conjunto invariante com relação ao sistema (2.1).

Observação 5.6.1.Sexs é um ponto de equilíbrio hiperbólico assintoticamente estável

de (2.1), ep é um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero pertencente à fronteira∂A(xs)

então∂S(p)∩ ∂A(xs) 6= /0. Comop ∈ ∂A(xs), qualquer vizinhançaU de p intercepta

A(xs), isto é, intercepta o complementar deS(p) já queS(p)∩A(xs) = /0. Por outro lado

U interceptaS(p), já queU− ⊂ S(p). Logo, p ∈ ∂S(p) e consequentemente∂S(p)∩
∂A(xs) 6= /0.

Nas condições da observação anterior, denotaremos o conjunto ∂S∗(p) como sendo o

conjunto dos pontos que pertencem a fronteira∂S(p) e não pertencem a fronteira∂A(xs),

ou seja,∂S∗(p) = ∂S(p) − ∂A(xs).

O teorema a seguir oferece uma condição necessária e suficiente para garantir que um

ponto de equilíbrio hiperbólico esteja no conjunto∂S(p).

Teorema 5.6.3.(Ponto de equilíbrio hiperbólico na fronteira da região de estabilidade

fraca): Sejam p um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero e x∗ um ponto de equilíbrio

hiperbólico de (2.1). Então:

x∗ ∈ ∂S(p) ⇔ (Wu
loc(x

∗)−x∗)∩S(p) 6= /0.

Demonstração.(⇐=) Suponha que(Wu
loc(x

∗)−x∗)∩S(p) 6= /0. Então existex∈Wu
loc(x

∗)∩
S(p) comx 6= x∗. Comox∈Wu

loc(x
∗), entãoϕ(t,x) −→ x∗ quandot −→−∞. Por outro

lado,x∈ S(p) e o conjuntoS(p) é invariante, assimϕ(t,x) ∈ S(p) para todot 6 0. Como

consequência,x∗ ∈ S(p). Desde quex∗ /∈ S(p), temos quex∗ ∈ (Rn−S(p)). Portanto,

x∗ ∈ ∂S(p).

(=⇒) Suponha quex∗ ∈ ∂S(p). SejamD um domínio fundamental deWu
loc(x

∗) e Dε :=

{x ∈ Rn : d(x,D) < ε} uma vizinhança fundamental deD para algumε > 0. Como

consequência do Lema 5.2.1, existe uma vizinhançaU dex∗ tal que∪t60ϕλ0
(t,Dε) con-

tém o conjuntoU −Ws
loc(x

∗). Comox∗ ∈ ∂S(p), entãoU ∩S(p) 6= /0. Por outro lado,
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Ws
loc(x

∗)∩S(p) = /0. Logo, (U −Ws
loc(x

∗))∩S(p) 6= /0. Isto significa que existe algum

ponto p∗ ∈ Dε e um tempot∗ tal queϕλ0
(t∗, p∗) ∈ S(p). A invariância deS(p) garante

que p∗ ∈ S(p). Como ε pode ser esolhido arbitrariamente pequeno, podemos encon-

trar uma sequência de pontos{p∗i } com p∗i ∈ S(p) para todoi = 1,2, ... e d(p∗i ,D) → 0

quandoi → +∞. Por construção, esta sequência é limitada, portanto possui subsequên-

cia convergente, isto é,p∗i j
→ q quandoi j → +∞. Assim,d(p∗i j

,D) → d(q,D) quando

i j → +∞, e consequentemented(q,D) = 0, ou seja,q ∈ D ⊂ (Wu
loc(x

∗)− x∗). Portanto,

q∈ (Wu
loc(x

∗)−x∗)∩S(p) como queríamos demonstrar.

Com suposições adicionais, uma versão mais forte do Teorema 5.6.3 pode ser obtida:

Teorema 5.6.4.Sejam xs um ponto de equilíbrio assintoticamente estável de (2.1), e

p um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero pertencente à fronteira ∂A(xs). Se as

suposições(A1
′
), (A2), (A3) e (A4) são satisfeitas em∂A(xs) e em∂S(p), e x∗ é um

ponto de equilíbrio hiperbólico de (2.1), então:

(i) Se x∗ ∈ ∂S∗(p), então Wu(x∗)∩S(p) 6= /0.

(ii) Se x∗ ∈ ∂S∗(p), então Ws(x∗) ⊂ ∂S(p).

Demonstração.(i) Sex∗ ∈ ∂S∗(p), então pelo Teorema 5.6.3 temos que(Wu
loc(x

∗)−x∗)∩
S(p) 6= /0. Vamos mostrar sob as hipótese(A1

′
), (A2)−(A4), que(Wu

loc(x
∗)−x∗)∩S(p) 6=

/0 implica emWu
loc(x

∗)∩S(p) 6= /0. Sejap∗ ∈ (Wu
loc(x

∗)− x∗)∩S(p). Se p∗ ∈ S(p) não

existe nada a ser provado. Suponha quep∗ ∈ ∂S(p). As suposições(A1
′
) e (A3) garan-

tem quep∗ ∈ Ws(z) para algum ponto de equilíbrioz, ondez é um ponto de equilíbrio

hiperbólico em∂S(p) ou um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero. Eliminaremosa

hipótese dezser o ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero. Sez for o ponto de equilíbrio

sela-nó do tipo zero, sabendo quezpertence à fronteira∂A(xs) e as suposições(A1
′
), (A3)

e (A4) são satisfeitas, o Teorema 5.5.2 garante queWs(z) ⊂ ∂A(xs), ou seja,p∗ ∈ ∂A(xs)

e consequentementeWu(x∗)∩∂A(xs) 6= /0, isto é,x∗ ∈ ∂A(xs), o que é um absurdo já que

x∗ ∈ ∂S∗(p) = ∂S(p) − ∂A(xs). Portanto,p∗ ∈ Wu(x∗)∩Ws(z) e z é necessariamente

um ponto de equilíbrio hiperbólico. O restante da prova seráfeita por indução finita sobre

a dimensão deWu(x∗)

(1) dimWu(x∗) = 1.

A suposição(A2) garante queWu(x∗) e Ws
λ0

(z) se interceptam transversalmente, então

pelo Lema 5.4.1 podemos afirmar quezé um ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo zero,

levando-nos a um absurdo, já quez∈ ∂S(p). Portanto,Wu(x∗)∩S(p) 6= /0 para todo ponto

de equilíbriox∗ do tipo 1 no conjunto∂S∗(p).

(2) Suponhamos queWu(x∗)∩S(p) 6= /0 para todo ponto de equilíbriox∗ no conjunto

∂S∗(p) tal que dimWu(x∗) 6 k.

(3) Suponhamos agora que dimWu(x∗) = k+1.

Sezfor hiperbólico, a suposição(A2) garante queWu(x∗) eWs
λ0

(z) se interceptam transver-

salmente, então pelo Lema 5.4.1 podemos afirmar que dimWu(z) 6 k. Portanto, pela
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hipótese de induçãoWu(z)∩S(p) 6= /0. Sejay ∈ Wu(z)∩S(p) e sejaB(y;ε) uma bola

aberta de raioε, centrada emy. Como a região de estabilidade fracaS(p) é um conjunto

aberto,B(y;ε) ⊂ S(p) paraε suficientemente pequeno. SejaN uma vizinhança dep∗ em

Wu(x∗). Esta vizinhança está imersa em uma variedade de dimensãok+1, além dissoN

contém um discoD de dimensãok transversal aWs(z) no pontop∗. Uma aplicação direta

do Lema 5.2.1 permite-nos afirmar que existe um pontow∈ D e um tempot∗ > 0 tal que

ϕ(t∗,w) ∈ B(y;ε). A invariância deS(p) garante quew∈ S(p), logo,Wu(x∗)∩S(p) 6= /0.

A prova do item(ii) é inteiramente análoga a prova do item(ii) do Teorema 5.5.2 e por

isso será omitida.

Exibiremos a seguir um exemplo para ilustrar o conceito de região de estabilidade

fraca.

Exemplo 5.6.1.Considere o sistema de equações diferenciais

ẋ = x4−1,25x2−y+0,25

ẏ = −y+0,25
(5.3)

onde(x;y) ∈ R2.

O sistema (5.3) possui, três pontos de equilíbrio; são elesp = (0;0,25) um ponto

de equilíbrio sela-nó do tipo zero,xs = (−1,11;0,25) um ponto de equilíbrio assintoti-

camente estável ex∗ = (1,11;0,25) um ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo um. O

ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero pertence à fronteira da região de estabilidade de

xs = (−1,11;0,25) e o ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo umx∗ = (1,11;0,25) per-

tence ao conjunto∂S∗(0;0,25), ver Figura 5.10. A variedade instávelWu(1,11;0,25) de

x∗ = (1,11;0,25) intercepta a região de estabilidade fracaS(0;0,25) e a variedade estável

Ws(1,11;0,25) dex∗ = (1,11;0,25), a curva azul da Figura 5.10, está contida na fronteira

da região de estabilidade fraca∂S(0;0,25), de acordo com o Teorema 5.6.4.



Figura 5.10: O retrato de fase do sistema (5.3). A fronteira da região de estabilidade fraca
∂S(0;0,25) é forma pela união da variedade estável do ponto de equilíbrio sela-nó do
tipo zero(0;0,25), a curva em vermelho, com a variedade estável do ponto de equilíbrio
(1,11;0,25), a curva em azul.
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6 PERSISTÊNCIA DA REGIÃO DE ESTABILIDADE

No capítulo anterior, exibimos uma caracterização da fronteira da região de estabili-

dade para sistemas dinâmicos autônomos não-lineares (2.1)na presença de um ponto de

equilíbrio não hiperbólico sela-nó do tipo zero. A partir deste capítulo, estudaremos o

comportamento do sistema dinâmico autônomo não-linear ˙x = f (x,λ ) sujeito a variação

do parâmetro escalarλ . Em particular investigaremos o comportamento da região deesta-

bilidade sob a influência de pequenas variações do parâmetroλ . Reservaremos para este

capítulo discussões a respeito da persistência da região deestabilidade e da caracterização

de sua fronteira sob pequenas variações do parâmetro. Na Seção 6.1, estudaremos a per-

sistência da região de estabilidade e a persistência dos pontos de equilíbrio hiperbólicos

na fronteira da região de estabilidade. Na seção 6.2, exibiremos exemplos que ilustram os

resultados da seção anterior.

6.1 Persistência dos pontos de equilíbrio hiperbólicos na fronteira da

região de estabilidade

Considere a família de equações diferenciais

ẋ= f (x,λ ) (6.1)

comx∈ Rn, λ ∈ R e f : Rn×R −→ Rn um campo vetorial de classeCr , comr > 1.

Dadoxs
λ∗

um ponto de equilíbrio hiperbólico assintoticamente estável de (6.1) para

λ = λ∗, deseja-se saber se a região de estabilidadeAλ∗(x
s
λ∗

) persiste sob pequenas varia-

ções do parâmetroλ . O Teorema da Função Implícita é uma das ferramentas que permite

estudar a persistência da região de estabilidade sob pequenas variações do parâmetroλ .

Teorema 6.1.1.(LIMA, 2006)(Teorema da Função Implícita) Sejam U um subconjunto

aberto deRm×Rn e f : U → Rn uma função de classe Ck, k > 1. Considere um ponto

(x,y) ∈ U, ondex ∈ Rm e y ∈ Rn, com f(x,y) = c. Se a matriz n× n Dy f (x,y) das

derivadas parciais de f com relação a y é invertível, então existem conjuntos abertos

Vm ⊂ Rm e Vn ⊂ Rn com(x,y) ∈Vm×Vn ⊂U e uma única funçãoψ : Vm →Vn de classe
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Ck tal que f(x,ψ(x)) = c para todo x∈Vm. Além disso, f(x,y) 6= c se(x,y) ∈Vm×Vn e

y 6= ψ(x). A derivada da funçãoψ é dada pela fórmula

Dψ(x) = −[Dy f (x,ψ(x))]−1Dx f (x,ψ(x)).

Se xλ∗ é um ponto de equilíbrio hiperbólico do sistema (6.1) paraλ = λ∗, então

Dx fλ∗(xλ∗) é invertível, sendo assim o Teorema da Função Implícita garante que em uma

vizinhança dexλ∗ continua existindo um único ponto de equilíbrio hiperbólico xλ do sis-

tema perturbado (6.1) para todoλ próximo aλ∗. Em outras palavras, um ponto de equi-

líbrio hiperbólico persiste sob pequenas variações do parâmetroλ . Além disso, usando a

continuidade dos autovalores deDx fλ∗(xλ∗) com relação aos parâmetros (KATO, 1995),

podemos afirmar também que o tipo de estabilidade do ponto de equilíbrio perturbadoxλ

é o mesmo do ponto de equilíbrioxλ∗, ou seja, sexλ∗ é um ponto de equilíbrio hiperbólico

do tipok, então o ponto de equilíbrio perturbadoxλ é também um ponto de equilíbrio do

tipo k.

Diante do que foi discutido anteriormente, para o caso particular dexs
λ∗

ser um ponto

de equilíbrio hiperbólico assintoticamente estável de (6.1) paraλ = λ∗, podemos afirmar

que existeδ > 0 tal que o sistema (6.1) possui um único ponto de equilíbrio hiperbólico

assintoticamente estávelxs
λ em uma vizinhança dexs

λ∗
para todoλ ∈ (λ∗− δ ,λ∗ + δ ).

Portanto, faz sentido estudar a região de estabilidade perturbadaAλ (xs
λ ) e como esta se

comporta sob a influência da variação do parâmetroλ .

Sexs
λ∗

é um ponto de equilíbrio hiperbólico assintoticamente estável de (6.1), paraλ =

λ∗ e se o sistema (6.1) satisfaz as suposições(A1)− (A3) paraλ = λ∗, então a fronteira

da região de estabilidade∂Aλ∗(x
s
λ∗

) é caracterizada, de acordo com o Teorema 4.1.3,

como união das variedades estáveis dos pontos de equilíbrioinstáveis que pertencem a

fronteira da região de estabilidade. Mais precisamente, sexi
λ∗

, i = 1,2, . . ., são os pontos

de equilíbrio em∂Aλ∗(x
s
λ∗

) então

∂Aλ∗(x
s
λ∗) =

⋃

i

Ws
λ∗(x

i
λ∗).

O teorema a seguir estuda a persistência dos pontos de equilíbrio hiperbólicos na

fronteira da região de estabilidade perturbada para variações do parâmetroλ próximo a

λ ∗

Teorema 6.1.2.(CHIANG; CHU, 1995)(Persistência dos pontos de equilíbrio hiperbóli-

cos na fronteira da região de estabilidade) Seja xs
λ ∗ um ponto de equilíbrio hiperbólico

assintoticamente estável de (6.1), paraλ = λ∗ e Aλ ∗(xs
λ ∗) sua região de estabilidade. Se-

jam xi
λ ∗, i = 1, ...,k os pontos de equilíbrio hiperbólicos em∂Aλ ∗(xs

λ ∗) e admita que as

suposições(A1)−(A3) estejam satisfeitas paraλ = λ∗. Então, existe um número positivo

ε tal que, os pontos de equilíbrio perturbados xi
λ , i = 1, ...,k também pertencem à fron-
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teira da região de estabilidade perturbada de∂Aλ (xs
λ ) para todoλ ∈ (λ ∗− ε,λ ∗ + ε).

Como uma consequência direta dos Teoremas 4.1.2e 6.1.2 obtemos o seguinte corolário:

Corolário 6.1.1. Seja xsλ ∗ um ponto de equilíbrio hiperbólico assintoticamente estável

de (6.1), paraλ = λ∗ e Aλ ∗(xs
λ ∗) sua região de estabilidade. Sejam xi

λ ∗, i = 1, ...,k os

pontos de equilíbrio hiperbólicos em∂Aλ ∗(xs
λ ∗), paraλ = λ∗ e admita que as suposições

(A1)− (A3) estejam satisfeitas em um intervalo aberto I contendoλ ∗. Então,

⋃

i

Ws
λ (xi

λ ) ⊆ ∂Aλ (xs
λ )

para todoλ ∈ I, onde xiλ , i = 1,2, ...,k são os pontos de equilíbrio hiperbólicos pertur-

bados em∂Aλ (xs
λ ).

O Corolário 6.1.1 permite-nos concluir que, se as suposições(A1)− (A3) são satis-

feitas para todoλ próximo aλ∗, a fronteira da região de estabilidade perturbada∂Aλ (xs
λ )

contém a união das variedades estáveis dos pontos de equilíbrio hiperbólicos perturbados

na fronteira∂Aλ (xs
λ ).

No trabalho de Chiang e Chia-Chi Chu (1995), sugere-se erroneamente que
⋃

i W
s
λ (xi

λ )=

∂Aλ (xs
λ ) para todoλ ∈ I , ondexi

λ , i = 1,2, ...,k são os pontos de equilíbrio hiperbólicos

perturbados em∂Aλ (xs
λ ). Em verdade, o outro lado da inclusão, isto é,

⋃

i W
s
λ (xi

λ ) ⊇
∂Aλ (xs

λ ) nem sempre é verdadeiro conforme mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 6.1.1.Considere o sistema de equações diferenciais

ẋ=−2x(x2+x)+2x(x2−1)
(x2+1)2 +λx (6.2)

ondex∈ R e λ ∈ R.

O sistema (6.2) possui, paraλ∗ = 0, dois pontos de equilíbrio hiperbólicos, são eles,

xs
λ ∗ = 0 um ponto de equilíbrio assintoticamente estável ex1

λ ∗ = −1 um ponto de equi-

líbrio hiperbólico instável. O ponto de equilíbrio instável x1
λ ∗ pertence à fronteira da

região de estabilidade∂Aλ∗(0) e a variedade estávelWs
λ ∗(−1) = {−1} está contida na

fronteira da região de estabilidade∂Aλ∗(0), ver Figura 6.1. Paraλ = 0,01, o sistema (6.2)

possui três pontos de equilíbrio hiperbólicos, são eles,xs
λ = 0 um ponto de equilíbrio as-

sintoticamente estável,x1
λ = −0,980 um ponto de equilíbrio hiperbólico instável ex2

λ =

6,044 um ponto de equilíbrio hiperbólico instável. Os pontos de equilíbrio 0 e−0,980 são

os pontos de equilíbrio perturbados e o equilíbrio 6,044 é um novo ponto de equilíbrio que

aparece quando o parâmetro é variado. A fronteira da região de estabilidade perturbada

∂Aλ (0) é composta pelas variedadesWs
λ (−0,980) = {−0,980} eWs

λ (6,044) = {6,044},

ou seja,∂Aλ (0) = {−0,980;6,044}, ver Figura 6.2. Sendo assim, podemos afirmar que

a fronteira da região de estabilidade perturbada∂Aλ (0) não está contida na variedade
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estável do ponto de equilíbrio hiperbólico perturbadoWs
λ (−0,980) = {−0,980}, o que

mostra que nem sempre a caracterização da fronteira da região de estabilidade persiste a

pequenas variações dos parâmetros.

Figura 6.1: Retrato de fase do sistema (6.2) paraλ∗ = 0. O ponto de equilíbrio instável
x1

λ ∗ = −1 pertence à fronteira da região de estabilidade do ponto de equilíbrio assintoti-
camente estávelxs

λ ∗ = 0.

Figura 6.2: Retrato de fase do sistema (6.2) paraλ = 0,01. O ponto de equilíbrio instável
perturbadox1

λ = −0,980 pertence à fronteira da região de estabilidade do ponto de equi-
líbrio assintoticamente estávelxs

λ = 0. E o novo ponto de equilíbrio instávelx2
λ = 6,044

também pertence à fronteira da região de estabilidade∂Aλ (0).

Observação 6.1.1.O sistema(6.2)para λ ∗ = 0 não é estruturalmente estável, pois per-

turbando o sistema(6.2) comλ positivo ocorre mudança no número de equilíbrios do

sistema perturbado. Por outro lado, para qualquerλ > 0 o sistema é estruturalmente

estável e consequentemente não ocorre mudança no número de equilíbrios do sistema

perturbado para variações suficientemente pequenas do parâmetro.
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Explorando o Exemplo 6.1.1, podemos afirmar que, fixando um parâmetroλ ∗ do sis-

tema (6.1) e mesmo admitindo que todos os pontos de equilíbrio do sistema ˙x = f (x,λ ∗)

são hiperbólicos, quando o parâmetroλ varia próximo aλ ∗ novos pontos de equilíbrio

podem aparecer no sistema perturbado ˙x= f (x,λ ). Esses novos equilíbrios podem apare-

cer inclusive na fronteira da região de estabilidade perturbada, como visto no Exemplo

6.1.1.

6.2 Exemplos

Exibiremos nesta seção dois exemplos que ratificam a persistência dos pontos de equi-

líbrio hiperbólicos na fronteira da região de estabilidadequando as suposições(A1)−(A3)

são satisfeitas.

Exemplo 6.2.1.Considere o sistema

ẋ=x2−λ (6.3)

ondex∈ R e λ ∈ R.

O sistema (6.3) possui, paraλ∗ = 1, dois pontos de equilíbrio hiperbólicos, são eles,

xs
λ ∗ = −1 um ponto de equilíbrio assintoticamente estável ex1

λ ∗ = 1 um ponto de equi-

líbrio hiperbólico do tipo 1. O ponto de equilíbriox1
λ ∗ pertence à fronteira da região

de estabilidade dexs
λ ∗ = −1 e ∂Aλ∗(−1) = {1}, onde{1} é a variedade estável de

x1
λ ∗ = 1, ver Figura 6.4. Paraλ = 0,9, o sistema (6.3) possui dois pontos de equilíbrio

hiperbólicos, são eles,xs
λ = −0,9487 um ponto de equilíbrio assintoticamente estável e

x1
λ = 0,9487 um ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo 1. O ponto de equilíbrio per-

turbadox1
λ = 0,9487 pertence à fronteira da região de estabilidade dexs

λ = −0,9487 de

acordo com o Teorema 6.1.2. Além disso, a fronteira da regiãode estabilidade perturbada

∂Aλ (−0,9487) = {0,9487}, onde{0,9487} é a variedade estável dex1
λ = 0,9487, ver

Figura 6.3. Paraλ = 1,1, o sistema (6.3) possui dois pontos de equilíbrio hiperbólicos,

são eles,xs
λ =−1,0488 um ponto de equilíbrio assintoticamente estável ex1

λ = 1,0488 um

ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo 1. O ponto de equilíbrio perturbadox1
λ = 1,0488

pertence à fronteira da região de estabilidade dexs
λ =−1,0488 de acordo com o Teorema

6.1.2. Além disso, a fronteira da região de estabilidade perturbada∂Aλ (−1,0488) =

{1,0488}, onde{1,0488} é a variedade estável dex1
λ = 1,0488, ver Figura 6.5. Neste

exemplo, com a variação do parâmetroλ suficientemente próximo do parâmetroλ∗ = 1,

a persistência da caracterização da fronteira da região de estabilidade é verificada.

Exemplo 6.2.2.Considere o sistema

ẋ=2x+x2 +λ
ẏ= x−y+y2

(6.4)
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Figura 6.3: Retrato de fase do sistema (6.3) paraλ = 0,9. A fronteira da região de
estabilidade perturbada∂Aλ (−0,9487) do ponto de equilíbrio assintoticamente estável
xs

λ =−0,9487 é constituída pelo ponto de equilíbrio hiperbólico perturbadox1
λ = 0,9487.

Figura 6.4: Retrato de fase do sistema (6.3) paraλ∗ = 1. A fronteira da região de estabi-
lidade∂Aλ∗(−1) do ponto de equilíbrio assintoticamente estávelxs

λ ∗ = −1 é constituída
pelo ponto de equilíbrio hiperbólicox1

λ ∗ = 1.

Figura 6.5: Retrato de fase do sistema (6.3) paraλ = 1,1. A fronteira da região de
estabilidade perturbada∂Aλ (−1,0488) do ponto de equilíbrio assintoticamente estável
xs

λ =−1,0488 é constituída pelo ponto de equilíbrio hiperbólico perturbadox1
λ = 1,0488.

onde(x;y) ∈ R2.

O sistema (6.4) possui, paraλ∗ = 0, quatro pontos de equilíbrio hiperbólicos, são eles,

xs
λ ∗ = (−2;−1) um ponto de equilíbrio hiperbólico assintoticamente estável, x1

λ ∗ = (0;0)

um ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo 1,x2
λ ∗ = (−2;2) um ponto de equilíbrio

hiperbólico do tipo 1 ex3
λ ∗ = (0;1) um ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo 2. Os

pontos de equilíbriox1
λ ∗, x2

λ ∗ e x3
λ ∗ pertencem à fronteira da região de estabilidade de

xs
λ ∗ = (−2;−1) e ∂Aλ∗(−2;−1) é a união das variedades estáveis dos pontos de equi-

líbrio (−2;2), (0;1) e (0;0), ver Figura 6.7. Paraλ = −0,1, o sistema (6.4) possui

quatro pontos de equilíbrio hiperbólicos, são eles,xs
λ = (−2,0488;−1,0162) um ponto

de equilíbrio hiperbólico assintoticamente estável,x1
λ = (−2,0488;2,0162) um ponto de

equilíbrio hiperbólico do tipo 1,x2
λ = (0,0488;0,0514) um ponto de equilíbrio hiper-

bólico do tipo 1 ex3
λ = (0,0488;0,9485) um ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo

2. Os pontos de equilíbriox1
λ , x2

λ e x3
λ pertencem à fronteira da região de estabilidade

de xs
λ = (−2,0488;−1,0162) de acordo com o Teorema 6.1.2. Além disso, a fronteira

da região de estabilidade perturbada∂Aλ (−2,0488;−1,0162) é a união das variedades

estáveis dos pontos de equilíbrio perturbados(−2,0488;2,0162), (0,0488;0,0514) e

(0,0488;0,9485), ver Figura 6.6. Paraλ = 0,1, o sistema (6.4) possui quatro pon-

tos de equilíbrio hiperbólicos, são eles,xs
λ = (−1,9487;−0,9828) um ponto de equi-

líbrio hiperbólico assintoticamente estável,x1
λ = (−1,9487;1,98282) um ponto de equi-

líbrio hiperbólico do tipo 1,x2
λ = (−0,0513;−0,0489) um ponto de equilíbrio hiper-

bólico do tipo 1 ex3
λ = (−0,0513;1,0489) um ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo

2. Os pontos de equilíbriox1
λ , x2

λ e x3
λ pertencem à fronteira da região de estabilidade

de xs
λ = (−1,9487;−0,9828) de acordo com o Teorema 6.1.2. Além disso, a fron-
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teira da região de estabilidade perturbada∂Aλ (−1,9487;−0,9828) é a união das va-

riedades estáveis dos pontos de equilíbrio(−1,9487;1,98282), (−0,0513;−0,0489) e

(−0,0513;1,0489), ver Figura 6.8. Neste exemplo, com a variação do parâmetroλ su-

ficientemente próximo do parâmetroλ∗ = 0, a persistência da caracterização da fronteira

da região de estabilidade é verificada.

Figura 6.6: Retrato de fase do sistema (6.4) paraλ = −0,1. A fronteira da região de
estabilidade perturbada∂Aλ (−2,0488;−1,0162) é a união das variedades estáveis dos
pontos de equilíbrio(−2,0488;2,0162), (0,0488;0,0514) e (0,0488;0,9485), as curvas
em azul.

Figura 6.7: Retrato de fase do sistema (6.4) paraλ∗ = 0. A fronteira da região de estabi-
lidade∂Aλ∗(−2;−1) é a união das variedades estáveis dos pontos de equilíbrio(−2;2),
(0;1) e (0;0), as curvas em azul.



Figura 6.8: Retrato de fase do sistema (6.4) paraλ = 0,1. A fronteira da região de
estabilidade perturbada∂Aλ (−1,9487;−0,9828) é a união das variedades estáveis dos
pontos de equilíbrio(−1,9487;1,98282), (−0,0513;−0,0489) e (−0,0513;1,0489), as
curvas em azul.
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7 BIFURCAÇÃO A UM PARÂMETRO

Neste capítulo, faremos uma breve revisão sobre a teoria de bifurcação para uma

família de equações diferenciais dependendo de um parâmetro escalar. Na Seção 7.1,

introduziremos o conceito de estabilidade estrutural e parâmetro de bifurcação. Na Seção

7.2, exploraremos a teoria de bifurcação sela-nó, visto queno Capítulo 8, estudaremos

o comportamento da fronteira da região de estabilidade próximo a um parâmetro de bi-

furcação sela-nó. Para maiores detalhes dos assuntos tratados neste capítulo, ver (PALIS;

MELO, 1977), (PALIS, 1969), (SMITH, 1991), (WIGGINS, 2003),(GUCKENHEIMER;

HOLMES, 1983) e (SOTOMAYOR, 1973).

7.1 Estabilidade Estrutural

Iniciaremos a seção definindo o conceito de equivalência topológica.

Definição 7.1.1.(Equivalência Topológica) Sejam f,g : Rn → Rn dois campos vetoriais

de classe C1. Dizemos que f e g são topologicamente equivalentes se existe um homeo-

morfismo h: Rn −→ Rn que leva órbitas de f em órbitas de g preservando a orientação

das órbitas.

O homeomorfismoh da Definição 7.1.1 é chamado deequivalência topológicaentre

os campos vetoriaisf eg.

Exibiremos a seguir um exemplo de equivalência topológica.

Exemplo 7.1.1. (SOTOMAYOR, 1979) Considere os campos f(x,y) = (x,−y+ x3) e

g(x,y) = (x,−y) emR2. Dada uma condição inicial(x0,y0) ∈ R2 de f a solução que

passa por essa condição inicial é dada porϕ(t,(x0,y0)) = (x0et ,(y0 − x3
0
4 )e−t +

x3
0
4 e3t)

onde t∈R. Para o campo g a solução que passa por(x0,y0)∈R2 é dada porψ(t,(x0,y0))=

(x0et ,y0e−t) onde t∈ R. Sem maiores dificuldades, pode se verificar que, h(ψ(t, p)) =

ϕ(t,h(p)) para qualquer p∈ R2 onde h: (x,y) −→ (x,y+ x3

4 ). Em particular, podemos

afirmar que h leva órbitas de g em órbitas de f .

A Figura 7.1 exibe o retrato de fase dos campos vetoriaisf eg do Exemplo 7.1.1.
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Figura 7.1: Retrato de fase dos campos vetoriaisf eg.

O teorema a seguir, cuja demonstração é imediata, exprime uma relação entre os pon-

tos de equilíbrio, conjuntoω−limite e α−limite de dois campos vetoriais que possuem

uma equivalência topológica.

Teorema 7.1.1.(PALIS; MELO, 1977) Seja h um equivalência topológica entreos cam-

pos vetoriais f,g : Rn → Rn de classe C1. Então

(i) x∗ é um ponto de equilíbrio de f se, e somente se, h(x∗) é um ponto de equilíbrio de g;

(ii) a imagem doω−limite da solução começando na condição inicial p via h é oω−limite

da solução começando na condição inicial h(p); analogamente para oα−limite.

O estudo de mudanças na estrutura qualitativa do fluxo de um equação diferencial

quando parâmetros são variados é chamada teoria da bifurcação. Como estamos inte-

ressados em estudar bifurcação a um parâmetro escalar, considere a família de equações

diferenciais

ẋ= f (x,λ ) (7.1)

comx∈ Rn, λ ∈ R e f : Rn×R −→ Rn um campo vetorial de classeCr , comr > 2. Para

cadaλ fixo, definamos o campo vetorialfλ (.) = f (.,λ ) e ϕλ (t,x) denota a solução de

ẋ = fλ (x) passando porx no tempot = 0.

Estudaremos daqui em diante os conceitos que envolvem a teoria de bifurcação a um

parâmetro.

Definição 7.1.2.(SMITH, 1991) O campo vetorial fλ0
, para uma parâmetroλ0 fixo, é

dito ser estruturalmente estável, se existeε > 0 tal que fλ é topologicamente equivalente

a fλ0
para todoλ satisfazendo|λ −λ0| < ε.

A seguir, apresenta-se a definição de parâmetro de bifurcação.

Definição 7.1.3.Dizemos queλ0 é um parâmetro de bifurcação, se o campo vetorial fλ0

não for estruturalmente estável.
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Exemplo 7.1.2.Considere a família de equações diferenciais

ẋ=λ −x2 (7.2)

ondex∈ R e λ ∈ R.

Para cadaλ fixo, temos quefλ (x) = f (x,λ ) = λ − x2. Paraλ0 = 0 o campofλ0

tem um ponto de equilíbrio não hiperbólico, paraλ > 0 o campofλ0
tem dois pontos de

equilíbrio e paraλ < 0 o campofλ0
não tem nenhum ponto de equilíbrio, ver Figura 7.2.

Logo, fλ0
não é estruturalmente estável, isto é,λ0 = 0 é um parâmetro de bifurcação de

λ .

Figura 7.2: Retratos de fase do sistema (7.2).

7.2 Bifurcação sela-nó

Nesta tese, estudaremos um tipo particular de bifurcação que é denominada bifur-

cação sela-nó. Uma breve revisão da teoria de bifurcação sela-nó será apresentada nesta

seção. Em uma família de equação diferenciais dependendo deum parâmetro escalar, essa

bifurcação é genérica. Começaremos a seção definindo o conceito de bifurcação sela-nó.

Definição 7.2.1.(Ponto de Bifurcação Sela-Nó) Seja xλ0
∈Rn um ponto de equilíbrio não

hiperbólico de (7.1), para um parâmetro fixoλ = λ0. Dizemos que(xλ0
,λ0) é um ponto

de bifurcação sela-nó se as seguintes condições são satisfeitas:

(SN1) Dx fλ0
(xλ0

) tem um único autovalor simples igual a0 com v sendo um autovetor à

direita e w à esquerda.

(SN2) w(D2
x fλ0

(xλ0
)(v,v)) 6= 0.

(SN3) w((∂ fλ /∂λ )(xλ0
,λ0)) 6= 0.

Observação 7.2.1.Dado um ponto de de bifurcação sela-nó(xλ0
,λ0) de (7.1), para um

parâmetro fixoλ = λ0, o ponto de equilíbrio não hiperbólico xλ0
é um ponto de equilíbrio

sela-nó de (7.1), paraλ = λ0 (vide Definição 5.1.1).
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O teorema a seguir descreve o comportamento dinâmico do sistema (7.1) próximo a

um ponto de bifurcação sela-nó, sua demonstração pode ser encontrada em (SOTOMAYOR,

1973).

Teorema 7.2.1.(SOTOMAYOR, 1973) Seja(xλ0
,λ0) um ponto de bifurcação sela-nó de

(7.1). Então existe uma vizinhança N de xλ0
e δ > 0 tal que, dependendo dos sinais das

expressões em (SN2) e (SN3), não existe ponto de equilíbrio em Nquandoλ ∈ (λ0 −
δ ,λ0)[λ ∈ (λ0,λ0+δ )] e existem dois pontos de equilíbrio em N para cadaλ ∈ (λ0,λ0+

δ )[λ ∈ (λ0 − δ ,λ0)]. Os dois pontos de equilíbrio em N são hiperbólicos do tipo k e

k+ 1, k ∈ N, respectivamente. Além disso, a variedade estável do pontode equilíbrio

hiperbólico tipo k intercepta a variedade instável do pontode equilíbrio hiperbólico tipo

k+1 ao longo de uma variedade unidimensional.

7.2.1 Bifurcação sela-nó do tipo zero

Assim como os equilíbrios sela-nó, pontos de bifurcação sela-nó podem ser classi-

ficados em tipos de acordo com o número de autovalores deDx fλ0
(xλ0

) com parte real

positiva.

Definição 7.2.2.(Tipo de Bifurcação Sela-Nó) Um ponto de bifurcação sela-nó(xλ0
,λ0)

de (7.1) é chamado um ponto de bifurcação sela-nó do tipo k se Dx fλ0
(xλ0

) tem k auto-

valores com parte real positiva e n−k−1 com parte real negativa, k∈ N.

Neste texto, estudaremos apenas os pontos de bifurcação sela-nó do tipo zero. Sendo

assim, alguns resultados especializados para pontos de bifurcação sela-nó do tipo zero são

desenvolvidos.

O teorema a seguir descreve o comportamento dinâmico do sistema (7.1) próximo a

um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero.

Teorema 7.2.2.(SOTOMAYOR, 1973) (Birfucação Sela-Nó do Tipo Zero) Seja(xλ0
,λ0)

um ponto de bifurcação sela-nó do tipo zero de (7.1). Então existe uma vizinhança N de

xλ0
e δ > 0 tal que, dependendo dos sinais das expressões em (SN2) e (SN3),não existe

ponto de equilíbrio em N quandoλ ∈ (λ0−δ ,λ0)[λ ∈ (λ0,λ0+δ )] e existem dois pontos

de equilíbrio ysλ e yu
λ em N para cadaλ ∈ (λ0,λ0 +δ )[λ ∈ (λ0−δ ,λ0)]. Os dois pontos

de equilíbrio em N são hiperbólicos, mais especificamente ys
λ é do tipo 0 e yuλ é do tipo 1.

Além disso, a variedade estável do ponto de equilíbrio do tipo 0 intercepta a variedade

instável do ponto de equilíbrio do tipo 1 ao longo de uma variedade unidimensional.

Observação 7.2.2.Pelo Teorema 7.2.2 podemos afirmar que, se(xλ0
,λ0) é um ponto de

bifurcação sela-nó do tipo zero de (7.1), então o campo vetorial fλ0
não é estruturalmente

estável na vizinhança N. Ao longo do texto, o parâmetro de bifurcaçãoλ0 será chamado

de parâmetro de bifurcação sela-nó do tipo zero.
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Neste trabalho, admitimos, sem perda de generalidade, que no Teorema 7.2.2 os dois

pontos de equilíbrios existem emN paraλ ∈ (λ0−δ ,λ0) e não existe ponto de equilíbrio

emN paraλ ∈ (λ0,λ0 +δ ). A Figura 7.3 ilustra o Teorema 7.2.2.

Figura 7.3: Retrato de fase do sistema (7.1) na vizinhançaN do Teorema 7.2.2 paraλ ∈
(λ0−δ ,λ0+δ ). Paraλ < λ0, o sistema (7.1) tem dois pontos de equilíbrio hiperbólicos,
um ponto de equilíbrio do tipo 0 e um do tipo 1. Emλ = λ0, o sistema (7.1) tem um único
ponto de equilíbrioxλ0

que é um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero. Paraλ > λ0, o
sistema (7.1) não tem ponto de equilíbrio emN.

Conhecendo o comportamento dinâmico do sistema próximo a um ponto de bifur-

cação sela-nó do tipo zero(xλ0
,λ0), qualquer vizinhançaU ⊆ N dexλ0

pode ser decom-

posta em subconjuntosU+ eU−, da seguinte maneira:

Paraλ = λ0, definimos

U−
λ0

:= {q∈ (U −Ws
loc,λ0

(xλ0
)) : ϕλ0

(t,q) → xλ0
quandot → ∞}

U+
λ0

:= U −U−
λ0

e paraλ ∈ (λ0−δ ,λ0), definimos

U−
λ := {q∈U : ϕλ (t,q) → ys

λ quandot → ∞}

U+
λ := U −U−

λ .

A Figura 7.4 ilustra o conjuntoU−
λ .



Figura 7.4: VizinhançaU de um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zeroxλ0
paraλ < λ0.

A parte cinza da figura corresponde ao conjuntoU−
λ .
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8 BIFURCAÇÃO SELA-NÓ DO TIPO ZERO NA FRON-

TEIRA DA REGIÃO DE ESTABILIDADE

Caracterizamos, no Capítulo 5, a fronteira da região de estabilidade de um ponto de

equilíbrio assintoticamente estável na presença de um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo

zero na fronteira. Neste capítulo, mais especificamente na Seção 8.1, mostraremos o com-

portamento da fronteira da região de estabilidade na vizinhança de um ponto de equilíbrio

sela-nó do tipo zero, através deste comportamento local verificaremos que mudanças drás-

ticas podem ocorrer na região de estabilidade e fronteira daregião de estabilidade quando

parâmetros são variados próximo a um parâmetro de bifurcação sela-nó do tipo zero.

Exibiremos também na Seção 8.1 uma caracterização global dafronteira da região de es-

tabilidade próximo a um parâmetro de bifurcação sela-nó do tipo zero. Na última seção

exibiremos exemplos que ilustram os resultados da Seção 8.1.

8.1 Comportamento da fronteira da região de estabilidade na pre-

sença de um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero

Começaremos esta seção apresentando um resultado auxiliar que garante, a existência

de uma vizinhança suficientemente pequena de um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo

zeroxλ0
∈ ∂Aλ0

(xs
λ0

) que é disjunta das variedades estáveis de todos os pontos de equi-

líbrio que estão na fronteira∂Aλ0
(xs

λ0
).

Lema 8.1.1.Seja xλ0
um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero na fronteira da região

de estabilidade∂Aλ0
(xs

λ0
) de um ponto de equilíbrio hiperbólico assintoticamente estável

xs
λ0

de (7.1) paraλ = λ0. Se xiλ0
, i = 1, ...,k são os pontos de equilíbrio hiperbólicos

em∂Aλ0
(xs

λ0
), então existe uma vizinhança U de xλ0

tal que U∩Ws
λ0

(xi
λ0

) = /0 para todo

i = 1, ...,k.

Demonstração.SejamN uma vizinhança dexλ0
e xi

λ0
, i = 1, ...,k os pontos de equilíbrio

em∂Aλ0
(xs

λ0
). Considere uma partição de{1, ...,k} = {1, ...,s}∪{s+1, ...,k}, ondel ∈

{1, ..,s} seN∩Ws
λ0

(xl
λ0

) = /0 e j ∈ {s+1, ..,k} seN∩Ws
λ0

(x j
λ0

) 6= /0. Se{s+1, ...,k} = /0,

o lema está provado. Suponha que{s+1, ...,k} 6= /0. Desde queN−
λ0
∩Ws

λ0
(x j

λ0
) = /0 então
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N+
λ0
∩Ws

λ0
(x j

λ0
) 6= /0 para todoj ∈ {s+1, ..,k}. A vizinhançaN pode ser escolhida suficien-

temente pequena de tal modo queN+
λ0
∩Ws

λ0
(x j

λ0
) ⊂ Ws

λ0
(x j

λ0
) para todoj ∈ {s+ 1, ..,k}

e N∩Ws
λ0

(xλ0
) ⊂ Ws

λ0
(xλ0

). ComoWs
λ0

(x j
λ0

)∩Ws
λ0

(xλ0
) = /0, entãoN+

λ0
∩Ws

λ0
(x j

λ0
) é dis-

junto deN∩Ws
λ0

(xλ0
) para todoj ∈ {s+1, ..,k} e estes são conjuntos fechados, logo pelo

Teorema 2.1.6 podemos afirmar que existem conjuntos abertosdisjuntosU j e Vj , con-

tendoN+
λ0
∩Ws

λ0
(x j

λ0
) e N∩Ws

λ0
(xλ0

), respectivamente. ConsidereU =
⋂

j Vj
⋂

N. Como

xλ0
∈ U , basta mostrar queU ∩Ws

λ0
(x j

λ0
) = /0 para todoj ∈ {s+ 1, ..,k}. Suponha, por

absurdo, que exista algump∈U ∩Ws
λ0

(x j
λ0

). ComoU ⊂ N, entãop∈ (N+
λ0
∩Ws

λ0
(x j

λ0
))⊂

N+
λ0
∩Ws

λ0
(x j

λ0
) ⊂ U j . Por outro lado, comoU ⊂ Vj temos quep ∈ U j ∩Vj levando-

nos a um absurdo, poisU j e Vj são disjuntos. Logo,U ∩Ws
λ0

(x j
λ0

) = /0 para todoj ∈
{s+1, ...,k}. Se{1, ...,s} = /0 a demonstração acabou, caso contrário, se existir índicel

tal queN∩Ws
λ0

(xl
λ0

) = /0 e sabendo queU ⊂ N podemos afirmar queU ∩Ws
λ0

(xl
λ0

) = /0

para todol ∈ {1, ...,s}. Portanto,U ∩Ws
λ0

(xi
λ0

) = /0 para todoi ∈ {1, ...,k} e o lema está

provado.

Como consequência do Teorema 5.5.4 e Lema 8.1.1, obtemos o seguinte corolário:

Corolário 8.1.1. Seja xλ0
um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero na fronteira da

região de estabilidade∂Aλ0
(xs

λ0
) de um ponto de equilíbrio hiperbólico assintoticamente

estável xsλ0
de (7.1) paraλ = λ0. Suponha que(A1

′
), (A3) e (A4) sejam satisfeitas para

λ = λ0 e o número de pontos de equilíbrio na fronteira∂Aλ0
(xs

λ0
) seja finito. Então existe

uma vizinhança U de xλ0
tal que(U+

λ0
−Ws

λ0
(xλ0

)) ⊂ Aλ0
(xs

λ0
).

A Figura 8.1 ilustra o Corolário 8.1.1.

Figura 8.1: Comportamento da vizinhançaU de um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo
zeroxλ0

que está na fronteira da região de estabilidade de um ponto deequilíbrio assin-
toticamente estávelxs

λ0
.

O Teorema 6.1.2 garante, sob algumas hipóteses, que os pontos de equilíbrio hiper-

bólicos na fronteira da região de estabilidade persistem nafronteira. Dentre as hipóteses

consideradas no Teorema 6.1.2, uma delas é que todos os pontos de equilíbrio na fron-

teira sejam hiperbólicos. O teorema que será apresentado a seguir relaxa esta hipótese,
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e garante a persistência dos pontos de equilíbrio hiperbólicos na fronteira mesmo com a

presença de um ponto de equilíbrio não hiperbólico sela-nó do tipo zero na fronteira da

região de estabilidade . Para demonstrar o teorema precisaremos do seguinte resultado.

Lema 8.1.2.(SHUB, 1987) Sejam zλ∗ e wλ∗ pontos de equilíbrio hiperbólicos do sistema

(7.1) para λ = λ∗. Se Wu
λ∗

(zλ∗)∩Ws
λ∗

(wλ∗) 6= /0, e Wu
λ∗

(zλ∗) e Ws
λ∗

(wλ∗) satisfazem a

condição de transversalidade, então existeδ > 0 tal que Wu
λ (zλ )∩Ws

λ (wλ ) 6= /0 para todo

λ ∈ (λ∗−δ ,λ∗ +δ ) onde zλ e wλ são os pontos de equilíbrio perturbados.

Com o Lema 8.1.2, podemos demonstrar o teorema a seguir, que garante a persistên-

cia de pontos de equilíbrio hiperbólicos na fronteira da região de estabilidade mesmo na

presença de um ponto de equilíbrio não hiperbólico sela-nó do tipo zero na fronteira.

Teorema 8.1.1.(Persistência de pontos de equilíbrio hiperbólicos na fronteira da região

de estabilidade) Seja xλ0
um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero na fronteira da

região de estabilidade∂Aλ0
(xs

λ0
) de um ponto de equilíbrio hiperbólico assintoticamente

estável xsλ0
de (7.1) paraλ = λ0. Admita que as suposições(A1

′
), (A2), (A3) e (A4)

sejam satisfeitas paraλ = λ0. Se xiλ0
, i = 1, ...,k são os pontos de equilíbrio hiperbólicos

em∂Aλ0
(xs

λ0
), então existeε > 0 tal que o ponto de equilíbrio perturbado xi

λ ∈ ∂Aλ (xs
λ ),

para todo i= 1, ...,k eλ ∈ (λ0− ε,λ0 + ε).

Demonstração.O Teorema da Função Implícita 6.1.1 garante a persistência dos pontos

de equilíbrio hiperbólicosxi
λ0

, i = 1, ...,k e do ponto de equilíbrio hiperbólico assintotica-

mente estávelxs
λ0

, sob pequenas variações do parâmetroλ . Em outras palavras, existem

vizinhançasUi eV dexi
λ0

e xs
λ0

, respectivamente, eε1 > 0 tal que existe um único ponto

de equilíbrio hiperbólicoxi
λ em Ui e um único ponto de equilíbrio hiperbólico assin-

toticamente estávelxs
λ emV para todoi = 1, ...,k e λ ∈ (λ0− ε1,λ0 + ε1). Desde que

xi
λ0

∈ ∂Aλ0
(xs

λ0
) e as suposições(A1

′
), (A2)− (A4) são satisfeitas paraλ = λ0, o Teo-

rema 5.5.3 garante queWu
λ0

(xi
λ0

)∩Aλ0
(xs

λ0
) 6= /0 para todoi = 1, ...,k. Além disso, esta

interseção é transversal. Por outro lado, comoAλ0
(xs

λ0
) =Ws

λ0
(xs

λ0
), temos queWu

λ0
(xi

λ0
)∩

Ws
λ0

(xs
λ0

) 6= /0 para todoi = 1, ...,k. Logo, pelo Lema 8.1.2, podemos afirmar que existe

ε2 > 0 tal queWu
λ (xi

λ )∩Ws
λ (xs

λ ) 6= /0 para todoi = 1, ...,k e λ ∈ (λ0− ε2,λ0 + ε2), ou

seja,Wu
λ (xi

λ )∩Aλ (xs
λ ) 6= /0 para todoi = 1, ...,k eλ ∈ (λ0−ε2,λ0+ε2). Portanto, o Teo-

rema 4.1.1 garante quexi
λ ∈ ∂Aλ (xs

λ ) para todoi = 1, ...,k e λ ∈ (λ0− ε,λ0 + ε) com

ε = min{ε1,ε2}. Com isso, o teorema está provado.

Nos próximos resultados, estaremos interessados em estudar o comportamento da

fronteira da região de estabilidade para pequenas variações do parâmetroλ próximo a

um parâmetro de bifurcação sela-nó do tipo zeroλ0. Neste estudo, será necessário con-

trolar o aparecimento de novos pontos de equilíbrio quando parâmeros são variados, já

que esse fenômeno pode ocorrer conforme foi visto no Exemplo6.1.1. Sendo assim,

admitiremos como hipótese nos próximos resultados a condição que para um parâmetro
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de bifurcação sela-nó do tipo zeroλ0, os pontos de equilíbrio do sistema ˙x = f (x,λ0)

são todos hiperbólicos, exceto o ponto de equilíbrio não hiperbólico sela-nó do tipo zero

xλ0
. Além disso, para pequenas variações do parâmetroλ próximo aλ0, os pontos de

equilíbrio do sistema perturbado ˙x = f (x,λ ) são exclusivamente os pontos de equilíbrio

perturbados do sistema original ˙x = f (x,λ0).

O teorema a seguir estuda o comportamento da fronteira da região de estabilidade na

vizinhança de um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero.

Teorema 8.1.2.(Comportamento da fronteira da região de estabilidade na vizinhança

de um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero): Seja(xλ0
,λ0) um ponto de bifurcação

sela-nó do tipo zero de (7.1). Suponha que o ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero

xλ0
pertença à fronteira da região de estabilidade∂Aλ0

(xs
λ0

) de um ponto de equilíbrio

hiperbólico assintoticamente estável xs
λ0

de (7.1) paraλ = λ0. Admita que a suposição

(A3) seja satisfeita em um intervalo aberto I contendo o valor de bifurcação sela-nó

do tipo zeroλ0 e a suposição(A4) é satisfeita paraλ = λ0. Além disso, assuma que

o número de pontos de equilíbrio hiperbólicos do sistema (7.1) é finito e xλ0
é o único

ponto de equilíbrio não hiperbólico paraλ = λ0. Suponha também, que para todoλ ∈ I,

todos os pontos de equilíbrio do sistema perturbadoẋ = f (x,λ ) são pontos de equilíbrio

perturbados originados do sistemaẋ = f (x,λ0). Então existe uma vizinhança U de xλ0
e

β ′
> β > 0 tal que:

(i) Existem somente dois pontos de equilíbrio hiperbólicos ys
λ e yu

λ em U do tipo zero e

tipo um, respectivamente para todoλ ∈ (λ0−β ′
,λ0) e não existe ponto de equilíbrio em

U para todoλ ∈ (λ0,λ0 + β ′
). Além disso, a variedade estável do ponto de equilíbrio

do tipo zero e a variedade instável do tipo um se interceptam ao longo de uma variedade

unidimensional.

(ii) yu
λ ∈ ∂Aλ (xs

λ )∩∂Aλ (ys
λ ) para todoλ ∈ (λ0−β ,λ0).

(iii ) U ⊂ Aλ (xs
λ ) para todoλ ∈ (λ0,λ0 +β ).

Demonstração.(i) A existência da vizinhançaU e escalarβ ′
com as propriedades dese-

jadas é uma consequência direta do Teorema 7.2.2.

(ii) Primeiramente, mostraremos a existência deβ > 0 tal queyu
λ ∈ ∂Aλ (xs

λ ) para todo

λ ∈ (λ0−β ,λ0). Sejamxi
λ0

, i = 1...,k, os pontos de equilíbrio hiperbólicos em∂Aλ0
(xs

λ0
)

ex j
λ0

, j = k+1, ...,m, os pontos de equilíbrio hiperbólicos que não pertencem a∂Aλ0
(xs

λ0
).

Desde que o ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zeroxλ0
∈ ∂Aλ0

(xs
λ0

) e o número dos pon-

tos de equilíbrio em∂Aλ0
(xs

λ0
) é finito, então, pelo Lema 8.1.1, a vizinhançaU dexλ0

pode

ser escolhida de tal modo queWs
λ0

(xi
λ0

)∩U = /0 para todoi = 1...,k. Por outro lado, como

Ws
λ0

(x j
λ0

)∩U−
λ0

= /0 e o Corolário 8.1.1 garante que(U+
λ0
−Ws

λ0
(xλ0

)) ⊂ Aλ0
(xs

λ0
), pode-

mos afirmar queWs
λ0

(x j
λ0

)∩U = /0 para todoj = k+1...,m. Do fato quexλ0
∈ ∂Aλ0

(xs
λ0

),

temos queU ∩Aλ0
(xs

λ0
) 6= /0, além disso, esta interseção é transversal. Desde que in-

terseções vazias são transversais e interseções transversais persistem sob pequenas per-
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tubações, existeε2 > 0 tal queU ∩Aλ (xs
λ ) 6= /0, Ws

λ (xi
λ )∩U = /0, Ws

λ (x j
λ )∩U = /0 para

todo i = 1...,k, j = k+ 1...,m e λ ∈ (λ0− ε2,λ0 + ε2). Tomandoβ = min{ε2,β
′} > 0,

temos queU ∩Aλ (xs
λ ) 6= /0,Ws

λ (xi
λ )∩U = /0∀i = 1, ...,k, Ws

λ (x j
λ )∩U = /0∀ j = k+1, ...,m

e existem dois pontos de equilíbrio hiperbólicosys
λ eyu

λ emU para todoλ ∈ (λ0−β ,λ0).

Do fato queU ∩Aλ (xs
λ ) 6= /0, a vizinhançaU é conexa eU não está inteiramente contida

em A(xs
λ ), podemos afirmar queU ∩ ∂Aλ (xs

λ ) 6= /0 para todoλ ∈ (λ0 − β ,λ0). Desde

que a suposição(A3) seja satisfeita para todoλ próximo aλ0, podemos afirmar que a

fronteira da região de estabilidade∂Aλ (xs
λ ) está contida na união das variedades estáveis

dos pontos de equilíbrio em∂Aλ (xs
λ ). Como consequência, concluímos queU inter-

cepta a variedade estável de pelo menos um ponto de equilíbrio na fronteira∂Aλ (xs
λ ).

Desde que, por hipótese os pontos de equilíbrio do sistema perturbado ˙x = f (x,λ ) são

xi
λ , ∀i = 1, ...,k, x j

λ ∀ j = k+ 1, ...,m, ys
λ e yu

λ para todoλ ∈ (λ0 − β ,λ0) , além disso

Ws
λ (xi

λ )∩U = /0 ∀i = 1, ...,k, Ws
λ (x j

λ )∩U = /0 ∀ j = k+ 1, ...,m, ys
λ /∈ ∂Aλ (xs

λ ), poisys
λ

é assintoticamente estável eWu
λ (yu

λ )∩U 6= /0, necessariamenteyu
λ ∈ ∂Aλ (xs

λ ) para todo

λ ∈ (λ0−β ,λ0).

Mostraremos agora queyu
λ ∈ ∂Aλ (ys

λ ) para todoλ ∈ (λ0−β ,λ0). Do item(i), temos que

Ws
λ (ys

λ )∩Wu
λ (yu

λ ) 6= /0, isto é,Aλ (ys
λ )∩Wu

λ (yu
λ ) 6= /0, logo o Teorema 4.1.1 garante que

yu
λ ∈ ∂Aλ (ys

λ ) para todoλ ∈ (λ0−β ,λ0).

(iii ) Considerando o mesmoβ > 0 do item(ii), temos que os pontos de equilíbrio do

sistema perturbado ˙x = f (x,λ ) sãoxi
λ , ∀i = 1, ...,k, x j

λ ∀ j = k+ 1, ...,m para todoλ ∈
(λ0,λ0+β ), além dissoU∩Aλ (xs

λ ) 6= /0,Ws
λ (xi

λ )∩U = /0 para todoi = 1, ...,k eWs
λ (x j

λ )∩
U = /0 para todo j = k+1, ...,meλ ∈ (λ0,λ0+β ). Em particular, de acordo com o item

(i), também não existe ponto de equilíbrio emU para todoλ ∈ (λ0,λ0 +β ). Do fato que

U ∩Aλ (xs
λ ) 6= /0, a fronteira da região de estabilidade∂Aλ (xs

λ ) está contida na união das

variedades estáveis dos pontos de equilíbrio em∂Aλ (xs
λ ) e a vizinhançaU é conexa, pode-

mos afirmar queU ⊂Aλ (xs
λ ) para todoλ ∈ (λ0,λ0+β ). Suponha, por contradição, queU

não esteja inteiramente contida emAλ (xs
λ ), entãoU ∩ ∂Aλ (xs

λ ) 6= /0 e consequentemente

U interceptaria a variedade estável de pelo menos um ponto de equilíbrio em∂Aλ (xs
λ ),

levando-nos a um absurdo.

Do Teorema 8.1.2, paraλ < λ0 o ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo umyu
λ emU

está na fronteira da região de estabilidade dexs
λ . Quandoλ cresce, o ponto de equilíbrio

estávelys
λ aproxima-se do ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo umyu

λ . Eles coalescem,

dentro deU emλ = λ0 em um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zeroxλ0
. Emλ = λ0,

o ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero está na fronteira da região de estabilidade de

xs
λ0

. Quandoλ continua crescendo, o ponto de equilíbrioxλ0
desaparece e a vizinhança

U do ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero agora está contida na região de estabilidade

de xs
λ . O Teorema 8.1.2 mostra que a região de estabilidade e a fronteira da região de

estabilidade sofrem mudanças drásticas emλ = λ0. A fronteira da região de estabilidade
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intercepta a vizinhançaU paraλ 6 λ0 enquantoU está totalmente contida na região de

estabilidade paraλ > λ0.

O próximo teorema é o passo inicial para entendermos o comportamento global da

região de estabilidade e de sua fronteira sob variação do parâmetro nas vizinhanças de um

parâmetro de bifurcação sela-nó do tipo zero.

Teorema 8.1.3.(A herança dos pontos de equilíbrio na fronteira da região de estabili-

dade): Seja(xλ0
,λ0) um ponto de bifurcação sela-nó do tipo zero de (7.1). Suponhaque

o ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero xλ0
pertença à fronteira da região de estabil-

idade∂Aλ0
(xs

λ0
) de um ponto de equilíbrio hiperbólico assintoticamente estável xsλ0

de

(7.1) paraλ = λ0. Admita que a suposição(A3) seja satisfeita em um intervalo aberto

contendo o valor de bifurcação sela-nó do tipo zeroλ0 e as suposições(A2) e (A4) são

satisfeitas paraλ = λ0. Além disso, assuma que o número de pontos de equilíbrio hiper-

bólicos do sistema (7.1) é finito e xλ0
é o único ponto de equilíbrio não hiperbólico para

λ = λ0. Suponha também, que para todoλ ∈ I, todos os pontos de equilíbrio do sis-

tema perturbadȯx = f (x,λ ) são pontos de equilíbrio perturbados originados do sistema

ẋ = f (x,λ0). Se x∗λ0
é um ponto de equilíbrio hiperbólico em∂S∗(xλ0

), então existe uma

vizinhança U de xλ0
, β ′

> 0 , η > 0 e ζ > 0 tal que:

(i) Existem somente dois pontos de equilíbrio hiperbólicos ys
λ e yu

λ em U do tipo zero e

tipo um, respectivamente para todoλ ∈ (λ0−β ′
,λ0) e não existe ponto de equilíbrio em

U para todoλ ∈ (λ0,λ0 +β ′
).

(ii) O ponto de equilíbrio perturbado x∗λ ∈ ∂Aλ (ys
λ ) para todoλ ∈ (λ0−η ,λ0).

(iii) O ponto de equilíbrio perturbado x∗λ ∈ ∂Aλ (xs
λ ) para todoλ ∈ (λ0,λ0 +ζ ).

Demonstração.(i) A existência da vizinhançaU e do escalarβ ′
com as propriedades

desejadas é uma consequência direta do Teorema 7.2.2.

(ii) Sejax∗λ0
∈ ∂Sλ0

(xλ0
). Sem perda de generalidade vamos admitir que a vizinhançaU é

a mesma do Teorema 8.1.2. Do Teorema 5.6.4 podemos afirmar queWu
λ0

(x∗λ0
)∩S(xλ0

) 6=
/0, em particularWu

λ0
(x∗λ0

)∩U−
λ0
6= /0. Sejaq∈Wu

λ0
(x∗λ0

)∩U−
λ0

, comoU−
λ0

é aberto, exister >

0 tal queB(q; r)⊂U−
λ0

. Além disso, dadoα > 0 suficientemente pequeno, o númeror > 0

pode ser escolhido arbitrariamente pequeno tal queB(q; r) ⊂ U−
λ para todoλ ∈ (λ0 −

α,λ0). Por outro lado, a variedade instávelWu
λ0

(x∗λ0
) interceptaB(q; r) transversalmente

e como interseções transversais persistem a pequenas pertubações, existeε2 > 0 tal que

Wu
λ (x∗λ )∩B(q; r) 6= /0 para todoλ ∈ (λ0 − ε2,λ0 + ε2). Tomandoη = min{α,ε2,β

′},

temos queWu
λ (x∗λ )∩B(q; r) 6= /0 e B(q; r) ⊂ U−

λ ⊂ Aλ (ys
λ ) para todoλ ∈ (λ0−η ,λ0).

Portanto,Wu
λ (x∗λ )∩Aλ (ys

λ ) 6= /0 e pelo Teorema 4.1.1 podemos afirmar quex∗λ ∈ ∂Aλ (ys
λ )

para todoλ ∈ (λ0−η ,λ0).

(iii ) De acordo com o item(ii), podemos afirmar queWu
λ0

(x∗λ0
)∩U 6= /0 e esta interseção

é transversal. Como interseções transversais persistem a pequenas pertubações, existe
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ε3 > 0 tal queWu
λ (x∗λ )∩U 6= /0 para todoλ ∈ (λ0−ε3,λ0+ε3). Tomandoζ = min{ε3,β}

ondeβ > 0 é definido no item(iii ) do Teorema 8.1.2, temos queWu
λ (x∗λ )∩U 6= /0 e

U ⊂ Aλ (xs
λ ) para todoλ ∈ (λ0,λ0 + ζ ). Portanto,Wu

λ (x∗λ )∩Aλ (xs
λ ) 6= /0 e pelo Teorema

4.1.1 podemos afirmar quex∗λ ∈ ∂Aλ (xs
λ ) para todoλ ∈ (λ0,λ0 +ζ ).

O Teorema 8.1.3 mostra que a região de estabilidade dexs
λ "herda" toda a região de

estabilidade do ponto de equilíbrio assintoticamente estável ys
λ que desaparece na bifur-

cação sela-nó do tipo zero emλ = λ0. Tecnicamente, o Teorema 8.1.3 mostra que os

pontos de equilíbrio na fronteira da região de estabilidadedeys
λ paraλ < λ0 são herdados

pela fronteira da região de estabilidade dexs
λ quandoλ cresce e passa porλ0.

As Figuras 8.2, 8.3 e 8.4 ilustram os Teoremas 8.1.2 e 8.1.3. AFigura 8.2 mostra a

região de estabilidade do sistema (7.1) paraλ < λ0. Existem dois equilíbrios assintoti-

camente estáveisxs
λ e ys

λ nesta figura. O ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo umyu
λ

pertence à fronteira da região de estabilidade de ambos pontos de equilíbrio assintotica-

mente estáveis, enquantox∗λ está na fronteira da região de estabilidade deys
λ . Quandoλ

cresce, o sistema fica sujeito a uma bifurcação sela-nó do tipo zero emλ = λ0. A Figura

8.3 ilustra a região de estabilidade do sistema (7.1) paraλ = λ0. Os pontos de equilíbrio

yu
λ e ys

λ da Figura 8.2 coalescem em um único ponto de equilíbrioxλ0
na Figura 8.3. O

ponto de equilíbrioxλ0
é um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero que pertence à fron-

teira da região de estabilidade do ponto de equilíbrio hiperbólico assintoticamente estável

xs
λ0

. O ponto de equilíbriox∗λ da Figura 8.2 persiste. O ponto de equilíbriox∗λ0
, que estava

na fronteira da região de estabilidade do ponto de equilíbrio assintoticamente estável que

desaparece na bifurcação, pertence agora à fronteira da região de estabilidade fraca do

ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zeroxλ0
. Quandoλ continua crescendo, o ponto de

equilíbrio sela-nó do tipo zero e a região de estabilidade fraca desaparecem e o ponto de

equilíbrio perturbado do tipo umx∗λ , que pertencia à fronteira da região de estabilidade

deys
λ paraλ < λ0, pertence agora à fronteira da região de estabilidade dexs

λ , ver Figura

8.4. Em outras palavras, a região de estabilidade do ponto deequilíbrio perturbadoxs
λ

"herda" a região de estabilidade do ponto de equilíbrio assintoticamente estávelys
λ que

desapareceu na bifurcação sela-nó do tipo zero.

As demonstrações dos Teoremas 8.1.1, 8.1.2 e 8.1.3 também podem ser encontradas

em (AMARAL; ALBERTO, 2010b).

Usando os Teoremas 5.5.4, 8.1.1, 8.1.2 e 8.1.3, obtemos o seguinte corolário que

fornece uma caracterização da fronteira da região de estabilidade na vizinhança de um

parâmetro de bifurcação sela-nó do tipo zero.

Corolário 8.1.2. (Caracterização da fronteira da região de estabilidade na vizinhança

de um parâmetro de bifurcação sela-nó do tipo zero): Seja (xλ0
,λ0) um ponto de bi-

furcação sela-nó do tipo zero de (7.1). Suponha que o ponto deequilíbrio sela-nó do

tipo zero xλ0
pertença à fronteira da região de estabilidade∂Aλ0

(xs
λ0

) de um ponto de
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Figura 8.2: Região de estabilidade do sistema (7.1) paraλ < λ0. A área em roza mais
escuro é a região de estabilidade do ponto de equilíbrio assintoticamente estávelys

λ en-
quanto a área em roza mais claro é a região de estabilidade de um ponto de equilíbrio
assintoticamente estávelxs

λ .

Figura 8.3: Região de estabilidade do sistema (7.1) paraλ = λ0. O ponto de equilíbrio
assintoticamente estávelys

λ da Figura 8.2 coalesceu com o ponto de equilíbrio do tipo um
yu

λ em um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zeroxλ0
. O ponto de equilíbrio sela-nó do

tipo zeroxλ0
está na fronteira da região de estabilidade dexs

λ0
e a área em roza mais escuro

é a região de estabilidade fraca dexλ0
.

Figura 8.4: Região de estabilidade do sistema (7.1) paraλ > λ0. O ponto de equilíbrio
hiperbólico do tipo umx∗λ que pertencia a fronteira da região de estabilidade deys

λ para
λ < λ0 agora pertence a fronteira da região de estabilidade dexs

λ . O ponto de equilíbrio
xs

λ "herda" toda a região de estabilidade do ponto de equilíbrioys
λ , que desapareceu.
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equilíbrio hiperbólico assintoticamente estável xs
λ0

de (7.1) paraλ = λ0. Admita que as

suposições(A2) e (A3) sejam satisfeitas em um intervalo aberto contendo o valor debi-

furcação sela-nó do tipo zeroλ0 e a suposição(A4) está satisfeita paraλ = λ0. Além

disso, assuma que o número de pontos de equilíbrio hiperbólicos do sistema (7.1) é finito

e xλ0
é o único ponto de equilíbrio não hiperbólico paraλ = λ0. Suponha também, que

para todoλ ∈ I, todos os pontos de equilíbrio do sistema perturbadoẋ= f (x,λ ) são pon-

tos de equilíbrio perturbados originados do sistemaẋ = f (x,λ0). Se x∗λ i
0

são os pontos

de equilíbrio em∂Aλ0
(xs

λ0
), i = 1, ...,k e z∗λ l

0
são os pontos de equilíbrios em∂S∗λ0

(xλ0
),

l = k+1, ...,m, então:

(i) Para λ = λ0 temos

∂Aλ0
(xs

λ0
) =

⋃

i

Ws
λ0

(xλ i
0
)
⋃

Ws
λ0

(xλ0
).

(ii) Existeε > 0 tal que, para todoλ ∈ (λ0− ε,λ0),

∂Aλ (xs
λ ) =

⋃

i

Ws
λ (xλ i)

⋃

Ws
λ (yu

λ )

onde xλ i , i = 1,2, ...,k são os pontos de equilíbrio hiperbólicos perturbados em∂Aλ (xs
λ )

e yu
λ é o ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo um adicional, originado da bifurcação

sela-nó do tipo zero, que também pertence a∂Aλ (xs
λ ).

(iii ) Existeε > 0 tal que, para todoλ ∈ (λ0,λ0 + ε),

∂Aλ (xs
λ ) =

⋃

i

Ws
λ (xλ i)

⋃

l

Ws
λ (z∗λ l )

onde xλ i , i = 1,2, ...,k e z∗λ l , l = k+ 1, ...,m são os pontos de equilíbrio hiperbólicos

perturbados em∂Aλ (xs
λ ).

8.2 Exemplos e Aplicações

Exemplo 8.2.1.Considere o sistema de equações diferenciais

ẋ = x2 +y2−1

ẏ = x2−y+λ
(8.1)

onde(x;y) ∈ R2 e λ ∈ R.

Paraλ0 = −1, vimos no Exemplo 5.1 que a fronteira da região de estabilidade

∂Aλ0
(−1;0) é formada pela união da variedade estável do ponto de equilíbrio hiper-

bólico (1;0) do tipo 1 com a variedade estável do ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero

(0;−1), ver Figura 8.6. Paraλ = −1.02, o sistema (8.1) possui quatro pontos de equi-
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líbrio; são elesxs
λ = (−0,99;−0,02), um ponto de equilíbrio assintoticamente estável,

x∗λ = (0,99;−0,02) um ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo um,yu
λ = (−0,2;−0,97)

um ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo um eys
λ = (0,2;−0,97) um ponto de equi-

líbrio hiperbólico do tipo zero. Os pontos de equilíbriosyu
λ e ys

λ são originados do

ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero em uma bifurcação sela-nó do tipo zero. Além

disso,yu
λ ∈ ∂Aλ (0,2;−0,97)∩ ∂Aλ (−0,99;−0,02), confirmando os resultados do Teo-

rema 8.1.2, ex∗λ = (0,99;−0,02) ∈ ∂Aλ (−0,99;−0,02), confirmando o resultado do

Teorema 8.1.1, ver Figura 8.5. Paraλ = −0,98, o sistema (8.1) possui dois pontos de

equilíbrio; são elesxs
λ = (−0,99;0,01), um ponto de equilíbrio hiperbólico assintotica-

mente estável ex∗λ = (0,99;0,01), um ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo um, que

pertence à fronteira da região de estabilidade∂Aλ (−0,99;0,01) e confirma o resultado

do Teorema 8.1.1, ver Figura 8.7.

Exemplo 8.2.2.Considere o sistema de equações diferenciais

ẋ = x4−1,25x2−y+0,25

ẏ = −y+λ
(8.2)

onde(x;y) ∈ R2 e λ ∈ R2.

Paraλ0 = 0,25, vimos no Exemplo 5.6.1 que a fronteira da região de estabilidade

∂Aλ0
(−1,11;0,25) é composta pela variedade estável do ponto de equilíbrio sela-nó do

tipo zeroxλ0
= (0;0,25) e o ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo umx∗λ0

= (1,11;0,25)

pertence a fronteira da região de estabilidade fraca de(0;0,25), ver Figura 8.9. Para

λ = 0,2, o sistema (8.2) possui quatro pontos de equilíbrio; são elesxs
λ = (−1,09;0,2),

um ponto de equilíbrio hiperbólico assintoticamente estável, x∗λ = (1,09;0,2) um ponto

de equilíbrio hiperbólico do tipo um,yu
λ = (−0,2;0,2) um ponto de equilíbrio hiperbólico

do tipo um eys
λ = (0,2;0,2) um ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo zero. Os pontos

de equilíbrioyu
λ e ys

λ são originados do ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero emuma

bifurcação sela-nó do tipo zero. Além disso,yu
λ ∈ ∂Aλ (−1,09;0,2)∩ ∂Aλ (0,2;0,02),

de acordo com o Teorem 8.1.2, ex∗λ = (1,09;0,02) ∈ ∂Aλ (0,2;0,02), confirmando os

resultados do Teorema 8.1.3, ver Figura 8.8. Paraλ = 0,3, o sistema (8.2) possui dois

pontos de equilíbrio; são elsxs
λ = (−1,13;0,3) um ponto de equilíbrio hiperbólico assin-

toticamente estável ex∗λ = (1,13;0,3) um ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo um que

pertence a fronteira da região de estabilidade∂Aλ (−1,13;0,3) de acordo com o Teorema

8.1.3, ver Figura 8.10.

Exemplo 8.2.3.Considere o sistema de equações diferenciais que modela uma Rede Neu-

ral Artificial de Hopfield :

ẋi =
1
Ci

(
2

∑
j=1

Ti j g j(x j)−
1
Ri

xi + Ii) (8.3)
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ondei = 1,2, xi ∈ R, gi(xi) = 2
π tan−1(απxi

2 ). A constanteα > 0 é a inclinação degi(xi)

em xi = 0 enquantoCi > 0, Ti j e Ri são constantes físicas. As entradasIi da rede serão

consideradas parâmetros do sistema.

ConsiderandoT11= 4,5,T12= T21= T22=C1 =C2 = R1 = R2 = 1,α = 0,3, I2 = 0,02

e variando o parâmetroI1, uma bifurcação sela-nó do tipo zero ocorre no valor de bifur-

caçãoI1 = 0,418. Mais precisamente, o sistema (8.3) possui, paraI1 = 0,418, dois pon-

tos de equilíbrios; são elesxλ0
= (−1,44;−0,51), um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo

zero, exs
λ0

= (3,69;0,95), um ponto de equilíbrio hiperbólico assintoticamente estável. O

ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero pertence à fronteira da região de estabilidade de

xs
λ0

= (3,69;0,95). A fronteira da região de estabilidade de∂Aλ0
(3,69;0,95), é formada,

de acordo com o Teorema 5.5.4, pela variedade estável do ponto de equilíbrio sela-nó

do tipo zero(−1,44;−0,51), ver Figura 8.13. Paraλ = 0,4, o sistema (8.3) possui três

pontos de equilíbrio; são elesxs
λ = (3,66;0,95), um ponto de equilíbrio hiperbólico ass-

intoticamente estável,yu
λ = (−1,17;−0,42) um ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo

um eys
λ = (−1,74;−0,59) um ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo zero. Os pontos de

equilíbrioyu
λ e ys

λ são originados do ponto de equilíbrio sela-nó em uma bifurcação sela-

nó do tipo zero. Além disso,yu
λ ∈ ∂Aλ (3,66;0,95)∩∂Aλ (−1,74;−0,59), de acordo com

o Teorema 8.1.2, ver Figura 8.12. Paraλ = 0,43, o sistema (8.3) possui um único ponto de

equilíbrio globalmente estávelxs
λ = (3,71;0,95), ver Figura 8.14. Este exemplo mostra

que o relacionamento entre entradas e saídas da Rede Neural Artificial de Hopfield pode

não ser única. Dependendo da história, a saída da rede pode ser diferente para a mesma

entrada. A Figura 8.11 mostra uma diagrama de bifurcação. Este mostra a coordenada

x1 dos pontos de equilíbriox = (x1;x2) como uma função do valor de entradaI1. Para

I1 = 0,4 a saída da rede é(−1,74;−0,59). QuandoI1 cresce, esse equilíbrio muda lenta-

mente até o parâmetro de bifurcaçãoI1 = 0,418 ser atingido. Seλ continua crescendo,

então a saída da rede salta de(−1,44;−0,51) para(3,69;0,95) como mostrado na Figura

8.11. ParaI1 = 0,5, por exemplo a saída da rede é(3,82;0,97). Se agora a entradaI1
decresce para o valor inicial 0,4, a saída será(3,66;0,95), que é diferente da saída inicial

para o mesmo valor da entrada. Este comportamento pode ter consequências importantes

quando a rede é usada por exemplo para reconhecimento de padrões.
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Figura 8.5: O retrato de fase do sistema (8.1) paraλ =−1,02. A região de estabilidade do
ponto de equilíbrio assintoticamente estável(−0,99;−0,02) é representada pela área em
cinza. A fronteira da região de estabilidade é constituída pela união da variedade estável
do ponto de equilíbrio hiperbólico instável(−0,2;−0,97), originado da bifurcação sela-
nó do tipo zero, a curva em vermelho, com a variedade estável do ponto de equilíbrio
hiperbólico(0,99;−0,02), a curva em azul.

Figura 8.6: O retrato de fase do sistema (8.1) paraλ0 = −1. A região de estabilidade do
ponto de equilíbrio assintoticamente estável(−1;0) é representada pela área em cinza. A
fronteira da região de estabilidade é constituída pela união da variedade estável do ponto
de equilíbrio sela-nó do tipo zero(0;−1), a curva em vermelho, com a variedade estável
do ponto de equilíbrio hiperbólico(1;0), a curva em azul.
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Figura 8.7: O retrato de fase do sistema (8.1) paraλ = −0,98. A região de estabilidade
do ponto de equilíbrio assintoticamente estável(−0,99;0,01) é representada pela área
em cinza. A fronteira da região de estabilidade é constituída pela variedade estável do
ponto de equilíbrio hiperbólico(0,99;0,01), a curva em azul.

Figura 8.8: O retrato de fase do sistema (8.2) paraλ = 0,2. A região de estabilidade
do ponto de equilíbrio assintoticamente estável(−1,09;0,2) é representada pela área em
cinza escuro. A região de estabilidade do ponto de equilíbrio hiperbólico assintoticamente
estável(0,2;0,2), originado da bifurcação sela-nó do tipo zero, é representada pela área
em cinza claro. A fronteira da região de estabilidade∂Aλ (−1,09;0,2) é constituída pela
variedade estável do ponto de equilíbrio hiperbólico instável (−0,2;0,2), originado da
bifurcação sela-nó do tipo zero, a curva em vermelho. A fronteira da região de estabili-
dade∂Aλ (0,2;0,2) é constituída pela união da variedade estável do ponto de equilíbrio
(−0,2;0,2), com a variedade estável do ponto de equilíbrio hiperbólico(1,09;0,2), a
curva em azul.
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Figura 8.9: O retrato de fase do sistema (8.2) paraλ0 = 0,25. A região de estabilidade
do ponto de equilíbrio assintoticamente estável(−1,11;0,25) é representada pela área
em cinza escuro. A região de estabilidade fraca de(0;0,25) é representada pela área
em cinza claro. A fronteira da região de estabilidade∂Aλ0

(−1,11;0,25) é constituída
pela variedade estável do ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero(0;,0,25), a curva em
vermelho. A fronteira da região de estabilidade fraca∂Sλ0

(0;0,25) é constituída pela
união da variedade estável do ponto de equilíbrio sela-nó dotipo zero, com a variedade
estável do ponto de equilíbrio hiperbólico(1,11;0,25), a curva em azul.

Figura 8.10: O retrato de fase do sistema (8.2) paraλ = 0,3. A região de estabilidade do
ponto de equilíbrio hiperbólico assintoticamente estável(−1,13;0,3) é representada pela
área em cinza escuro. A fronteira da região de estabilidade∂Aλ (−1,13;0,2) é constituída
pela variedade estável do ponto de equilíbrio hiperbólico instável(1,13;0,3), a curva em
azul.



Figura 8.11: Diagrama de bifurcação do sistema (8.3). Este gráfico descreve a compo-
nentex1dos pontos de equilíbrio de (8.3) como uma função da entradaI1. A linha trace-
jada corresponde a coordenada dos pontos de equilíbrio do tipo um enquanto a linha con-
tínua indica os pontos de equilíbrio assintoticamente estáveis. Uma bifurcação sela-nó do
tipo zero ocorre emI1 = 0,418. Se o parâmetroI1 cresce lentamente, então, para o valor
de entrada 0,418, a saída da rede salta rapidamente do ponto de equilíbriosela-nó do tipo
zero(−1,44;−0,51) para o ponto de equilíbrio assintoticamente estável(3,69;0,95).

Figura 8.12: O retrato de fase do sistema (8.3) paraI1 = 0,4. A região de estabilidade
do ponto de equilíbrio assintoticamente estável(3,66;0,95) é representada pela área em
cinza. A fronteira da região de estabilidade é constituída pela variedade estável do ponto
de equilíbrio hiperbólico instável(−1,17;−0,42), originado da bifurcação sela-nó do
tipo zero, a curva em azul.
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Figura 8.13: O retrato de fase do sistema (8.3) paraI1 = 0,418. A região de estabilidade
do ponto de equilíbrio assintoticamente estável(3,69;0,95) é representada pela área em
cinza. A fronteira da região de estabilidade é constituída pela variedade estável do ponto
de equilíbrio sela-nó do tipo zero(−1,44;−0,51), a curva em azul.

Figura 8.14: O retrato de fase do sistema (8.3) paraI1 = 0,43. O ponto de equilíbrio
(3,71;0,95) é globalmente assintoticamente estável.
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9 ESTIMATIVAS DA REGIÃO DE ESTABILIDADE COM

BIFURCAÇÕES SELA-NÓ DO TIPO ZERO NA FRONTEIRA

Neste capítulo, ofereceremos estimativas da região de estabilidade via conjunto de

nível de uma dada função energia na presença de um ponto de equilíbrio sela-nó na fron-

teira e estudaremos o comportamento destas estimativas soba influência das variações

dos parâmetros, incluindo variações do parâmetro próximasa um parâmetro de bifur-

cação sela-nó do tipo zero. Na Seção 9.1, introduziremos o conceito de função energia

existente literatura. Na Seção 9.2, faremos uma breve revisão dos resultados relacionados

a estimativas da região de estabilidade propostas por Chianget al. (1987).Na Seção 9.3,

resultados que permitem caracterizar a fronteira da regiãode estabilidade na presença de

um ponto de equilíbrio sela-nó na fronteira para sistemas que admitem função energia

são apresentados. Na Seção 9.4, uma estimativa da região de estabilidade na presença de

um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero na fronteira é apresentada. Na Seção 9.5, um

algoritmo conceitual para obter estimativas da região de estabilidade perturbada via con-

junto de nível de uma dada função energia na vizinhança de um parâmetro de bifurcação

sela-nó do tipo zero é apresentado.

9.1 Função energia

O conceito de função energia foi proposto na literatura por Chiang et al. (1987). A

existência de uma função energia possui implicações importantes a respeito dos conjun-

tos limites, além disso, elas podem ser utilizadas para se obter estimativas da região de

estabilidade (CHIANG; WU; VARAIYA, 1987; CHIANG; HIRSCH; WU, 1988).

ConsidereE := {x∈ Rn : f (x) = 0} o conjunto dos pontos de equilíbrio do sistema

(2.1).

Definição 9.1.1.(Função Energia)(CHIANG; WU; VARAIYA, 1987) A função V: Rn →
R, de classe C1, é uma função energia de (2.1) se as seguintes condições forem satisfeitas:

(i) V̇(x) 6 0 para todo x∈ Rn.

(ii) se x0 /∈ E, então o conjunto{t ∈ R+ : V̇(ϕ(t,x0)) = 0} possui medida nula emR.
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(iii) se V(ϕ(t,x0)) é limitada para t∈ R+, então a trajetóriaϕ(t,x0) também é limitada

para t∈ R+.

As condicões(i) e (ii) implicam que a energia do sistema é não crescente ao longo

de qualquer trajetória nao trivial. A a condição(iii ) garante a não existência de uma

trajetória ilimitada cuja energia permaneça limitada ao longo da trajetória. Uma condição

suficiente para que(iii ) seja satisfeita é que a função escalarV : Rn → R seja uma função

própria1 ou crescente. Por outro lado, podem existir funções escalaresV : Rn → R onde

a condição(iii ) é satisfeita embora elas não sejam própria e nem crescente, por exemplo

as funções energias propostas nos Exemplos 9.2.1, 11.2.1 e 11.2.2.

A função energia assim como a função de Lyapunov são funções escalares auxiliares

a partir das quais deseja-se obter informações a respeito dadinâmica do sistema não

linear. O ojetivo da função de Lyapunov é o estudo de estabilidade(local) de um certo

ponto de equilíbrio. Sendo assim, a função de Lyapunov bastaser definida positiva e

sua derivada definida negativa numa vizinhança do ponto de equilíbrio em estudo. A

função energia, por sua vez, tem o objetivo de extrair informações globais a respeito do

comportamento dinâmico do sistema (2.1) como, por exemplo,informações a respeito dos

conjuntos limites e da região de estabilidade de um ponto de equilíbrio assintoticamente

estável. Sendo assim, a função energia deverá satisfazer ascondições da Definição 9.1.1

para todo o espaçoRn.

Na Definição 9.1.1 dada por Chiang et al. (1987), mas especificamente no item(ii), o

conjunto{t ∈ R+ : V̇(ϕ(t,x0)) = 0} tem que possuir medida nula emR, sex0 /∈ E. Um

outro conceito de função energia tem sido proposto na literatura (SILVA et al., 2009) e

exige ao invés da condição(ii) da Definição 9.1.1, que o conjunto{t ∈R+ : V̇(ϕ(t,x0)) <

0} não possua medida finita emR, sex0 /∈ E. Esta nova condição proposta no trabalho

de Silva et al. (2009) é mais geral e contém o item(ii) da Definição 9.1.1 como um caso

particular, ou seja, a exigência de que o conjunto{t ∈ R+ : V̇(ϕ(t,x0)) = 0} possua

medida nula emR, sex0 /∈ E, é uma condição suficiente para que o conjunto{t ∈ R+ :

V̇(ϕ(t,x0)) < 0} não possua medida finita emR, sex0 /∈ E. Nesta tese, vamos trabalhar

com o conceito de função energia de acordo com a Definição 9.1.1.

9.2 Estimativas da região de estabilidade

Nesta seção, para obter estimativas da região de estabilidade, via conjunto de nível de

uma dada função energia, serão apresentados resultados queexploram a caracterização da

fronteira da região de estabilidade. Iniciaremos a seção apresentando um resultado que

caracteriza a fronteira da região de estabilidade de sistemas dinâmicos autônomos não

lineares que admitem uma função energia.

1Uma função contínuaV : Rn → R é uma função própria se‖x‖→ +∞ então|V(x)| → +∞
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Teorema 9.2.1.(Caracterização da fronteira da região de estabilidade)(CHIANG; WU;

VARAIYA, 1987) Seja xs um ponto de equilíbrio assintoticamente estável de (2.1) e A(xs)

sua região de estabilidade. Se existe uma função energia para o sistema (2.1) e a su-

posição(A1) está satisfeita, então:

∂A(xs) ⊆
⋃

i

Ws(xi)

onde xi, i = 1,2, ... são os pontos de equilíbrio em∂A(xs). Se, adicionalmente a suposição

(A2) está satisfeita, então

∂A(xs) =
⋃

i

Ws(xi).

Explorando a caracterização da fronteira da região de estabilidade do Teorema 9.2.1, o

próximo teorema estuda a localização do mínimo da função energia na fronteira da região

de estabilidade. Ele mostra que o mínimo da função energia é atingido em um ponto de

equilíbrio.

Teorema 9.2.2.(Função energia e pontos de equilíbrio)(CHIANG; WU; VARAIYA, 1987)

Considere o sistema dinâmico não linear (2.1), que admite umafunção energia V . Seja

xs um ponto de equilíbrio assintoticamente estável de (2.1) e A(xs) sua região de estabil-

idade. Suponha que(A1) esteja satisfeita. Então, na fronteira da região de estabilidade

∂A(xs), o ponto em que função energia V assume o valor mínimo deve serum ponto de

equilíbrio.

O ponto de mínimo da função energia na fronteira da região de estabilidade pode não

ser único, mas como a propriedade que todos os pontos de equilíbrio do sistema (2.1)

têm valores da função energia distintos é genérica (CHIANG; THORP, 1989), podemos

afirmar que genericamente o ponto de mínimo da função energiana fronteira da região de

estabilidade é único, em outras palavras, quase sempre a unicidade do ponto de mínimo é

garantida.

A importância prática e computacional deste resultado estáno fato de podermos obter

estimativas da região de estabilidade calculando o valor daenergia apenas nos pontos de

equilíbrio, os quais por sua vez podem ser numericamente calculados.

Explorando o fato de que o mínimo da função energia é atingidoem um ponto de

equilíbrio, o próximo teorema oferece entre outras coisas,um algoritmo para obter uma

estimativa da região de estabilidade via conjunto de nível de uma dada função energia.

Teorema 9.2.3.(Estimativa da região de estabilidade via função energia)(CHIANG;

WU; VARAIYA, 1987) Considere o sistema dinâmico não linear (2.1), que admite uma

função energia V. Seja xs um ponto de equilíbrio assintoticamente estável de (2.1) e A(xs)

sua região de estabilidade. Suponha que(A1) esteja satisfeita. Se L= minxi∈∂A(xs)∩EV(xi),

i = 1,2, ...,k então:
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(i) a componente conexa D(L) do conjunto de nível{x ∈ Rn : V(x) < L} contendo o

equilíbrio xs está contida na região de estabilidade A(xs).

(ii) a componente conexa D(B) do conjunto de nível{x ∈ Rn : V(x) < B} contendo

o equilíbrio xs tem interseção não vazia com o complementar da região de estabilidade

Ac(xs) para qualquer número real B> L.

A parte(ii) do Teorema 9.2.3 afirma que a escolhaL = minxi∈∂A(xs)∩EV(xi) é ótima

no sentido de queD(L) é o maior conjunto, na forma de conjunto de nível da função

energiaV, inteiramente contido na região de estabilidadeA(xs). Na prática, o Teorema

9.2.3 assegura que calculando todos os pontos de equilíbriona fronteira da região de

estabilidade, podemos obter uma estimativa da região de estabilidade.

Exibiremos a seguir um exemplo que ilustra os resultados apresentados nesta seção.

Exemplo 9.2.1.Considere o sistema de equações diferenciais

ẋ = −y

ẏ = sin(x)−y+0,2
(9.1)

onde(x,y) ∈ R2.

A funçãoV(x;y) = −cos(x)+ 0,2x+ y2

2 é uma função energia para o sistema (9.1).

O sistema (9.1) possui três pontos de equilíbrio; são eles(−0,2;0), um ponto de equi-

líbrio hiperbólico assintoticamente estável,(−2,94;0) e (3,34;0) pontos de equilíbrio

hiperbólicos instáveis. Ambos equilíbrios(−2,94;0) e (3,34;0) pertencem à fronteira

da região de estabilidade∂A(−0,2;0), ver Figura 9.1. O ponto de mínimo da função

energia na fronteira∂A(−0,2;0) é o ponto de equilíbrio(−2,94;0), poisV(−2,94;0) =

0,39< 1,64=V(3,34;0). A componente conexaD(0,391) do conjunto de nível{(x,y)∈
R2 : V(x;y) < 0,39} contendo o equilíbrio(−0,2;0) está inteiramente contida na região

de estabilidadeA(−0,2;0), de acordo com o Teorema 9.2.3, ver Figura 9.1. Tomando

B = 0,41 > 0,39, a componente conexaD(0,41) do conjunto de nível{(x,y) ∈ R2 :

V(x;y) < 0,41} contendo o ponto de equilíbrio(−0,2;0) intercepta o complementar da

região de estabilidadeAc(−0,2;0), de acordo com o item(ii) do Teorema 9.2.3, ver Figura

9.2.

9.3 Função energia e a caracterização da fronteira da região de es-

tabilidade na presença de um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo

zero

Apresentaremos nesta seção uma caracterização da fronteira da região de estabilidade

na presença de um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero para sistemas que admitem

função energia. Esta caracterização é uma generalização dacaracterização da região de
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Figura 9.1: O retrato de fase do sistema (9.1). A região de estabilidade do ponto de
equilíbrio assintoticamente estável(−0,2;0) é representada pela área em cinza claro. A
componente conexaD(0,39) do conjunto de nível{(x,y) ∈ R2 : V(x;y) < 0,39} con-
tendo o equilíbrio(−0,2;0) representada pela área em cinza escuro é uma estimativa da
região de estabilidade.

Figura 9.2: O retrato de fase do sistema (9.1). A região de estabilidade do ponto de equi-
líbrio assintoticamente estável(−0,2;0) é representada pela área em cinza claro. A com-
ponente conexaD(0,41) do conjunto de nível{(x,y) ∈ R2 : V(x;y) < 0,41} contendo
o equilíbrio(−0,2;0) representada pela área em cinza escuro intercepta o complementar
da região de estabilidadeAc(−0,2;0).

estabilidade dada pelo Teorema 5.5.4. Iniciaremos a seção apresentando um resultado que

estuda a implicação da existência de uma função energia em termos de conjuntos limites.

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em (SILVA et al., 2009).

O resultado a seguir estuda o comportamento do conjuntoω-limite de uma solução

ϕ(t,x0) do sistema (2.1) começando em uma condição inicialx0, quando existe uma

função energiaV associada ao sistema (2.1) satisfazendo a propriedade que|V(ϕ(t,x0))|
seja limitada parat > 0.
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Teorema 9.3.1.(SILVA et al., 2009) Se V é uma função energia do sistema (2.1), to-

dos os pontos de equilíbrio em E são isolados eϕ(t,x0) é uma solução de (2.1) tal que

|V(ϕ(t,x0))| seja limitada para t> 0, então o conjuntoω(x0) é composto por um único

ponto de equilíbrio.

No Capítulo 5, oferecemos uma caracterização para a fronteira da região de estabili-

dade na presença de um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero. Porém uma das hipóte-

ses utilizadas nesta caracterização foi a suposição(A3) que não é satisfeita de maneira

genérica na classe de sistemas dinâmicos da forma (2.1). O próximo teorema mostra que

a existência de uma função energia é uma condição suficiente para garantir a satisfação

da condição(A3) mesmo na presença de um ponto de equilíbrio não hiperbólico sela-nó

do tipo zero na fronteira da região de estabilidade.

Teorema 9.3.2.(Condição Suficiente para (A3)) Seja xs um ponto de equilíbrio assin-

toticamente estável do sistema(2.1). Se existe uma função energia V para o sistema(2.1)

e a suposição(A1
′
) está satisfeita, então(A3) é satisfeita, ou seja, todas as trajetórias na

fronteira ∂A(xs) tendem para um ponto de equilíbrio quando t→ +∞.

Demonstração.Sejax0 ∈ ∂A(xs) eϕ(t,x0) uma trajetória passando porx0, isto é,ϕ(0,x0)

= x0. Pela condição(i) da Definição 9.1.1, temos queV(ϕ(t,x0)) 6 V(ϕ(0,x0)) = V(x0)

para todot > 0, ou seja,V(ϕ(t,x0)) é limitado superiormente porV(x0) para todot > 0.

Por outro lado, comox0 ∈ ∂A(xs), existe uma sequência de pontos{xi}, comxi ∈ A(xs) e

xi → x0 quandoi →+∞. A continuidade deV garante queV(xi)→V(x0) quandoi →+∞.

Além disso, a condição(i) da Definição 9.1.1 garante queV(xi) > V(xs) para todoi ∈ N.

Portanto,V(x0) > V(xs) e a arbitrariedade da escolha dex0 garante queV é limitada

inferiormente porV(xs) na fronteira∂A(xs), isto é,V(x) > V(xs) para todox ∈ ∂A(xs).

Como a fronteira da região de estabilidade é invariante,ϕ(t,x0) ∈ ∂A(xs) para todot > 0,

logo V(ϕ(t,x0)) > V(xs) para todot > 0. Portanto, podemos afirmar que|V(ϕ(t,x0))|
é limitada para todot > 0, já queV(xs) 6 V(ϕ(t,x0)) 6 V(x0) para todot > 0. Como

por hipótese a suposição(A1
′
) é satisfeita, então os pontos de equilíbrio em∂A(xs) são

isolados, visto que ponto de equilíbrio hiperbólico e pontode equilíbrio sela-nó do tipo

zero são isolados. A invariância de∂A(xs) e o Teorema 9.3.1 garantem queϕ(t,x0) →
E∩ ∂A(xs) quandot → +∞. Isto é, toda trajetória na fronteira da região de estabilidade

∂A(xs) se aproxima de um ponto de equilíbrio em∂A(xs) quandot → +∞.

Como uma consequência direta do Teorema 9.3.2 e Lema 5.4.5 obtemos o seguinte

corolário.

Corolário 9.3.1. (Caracterização da Fonteira da Região de Estabilidade) Seja A(xs) a

região de estabilidade de um ponto de equilíbrio assintoticamente estável xs de (2.1).

Se existe uma função energia V para o sistema(2.1) e a suposição(A1
′
) está satisfeita,
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então:

∂A(xs) ⊆
⋃

i

Ws(xi)
⋃

Ws(p)

onde xi, i = 1,2, ... são os pontos de equilíbrio hiperbólicos em∂A(xs) e p é um ponto de

equilíbrio sela-nó do tipo zero que também pertence à fronteira ∂A(xs).

Utilizando o Teorema 5.5.4 e o Corolário 9.3.1 apresentaremos, no próximo teorema,

uma caracterização completa da fronteira da região de estabilidade na presença de um

ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero.

Teorema 9.3.3.(Caracterização da fronteira da região de estabilidade): Seja A(xs) a

região de estabilidade de um ponto de equilíbrio assintoticamente estável xs de (2.1), e

suponha que p seja um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zerona fronteira da região de

estabilidade∂A(xs). Se existe uma função energia V para o sistema(2.1)e as suposições

(A1
′
), (A2) e (A4) são satisfeitas, então:

∂A(xs) =
⋃

i

Ws(xi)
⋃

Ws(p)

onde xi, i = 1,2, ... são os pontos de equilíbrio hiperbólicos em∂A(xs) e p é um ponto de

equilíbrio sela-nó do tipo zero que também pertence à fronteira ∂A(xs).

Demonstração.A existência da função energia garante, segundo o Corolário 9.3.2, que

a suposição(A3) está satisfeita. Portanto, uma aplicação direta do Teorema5.5.4 mostra

que∂A(xs) =
⋃

i W
s(xi)

⋃

Ws(p).

O Teorema 9.3.3 é uma generalização do Teorema 5.5.4. Ele mostra que a fronteira da

região de estabilidade de um sistema que admite função energia é composta pela união das

variedades estáveis de todos os pontos de equilíbrio na fronteira da região de estabilidade,

incluindo a variedade estável do ponto de equilíbrio não hiperbólico sela-nó do tipo zero.

9.4 Estimativas da região de estabilidade na presença de um ponto

de equilíbrio sela-nó do tipo zero na fronteira

Nesta seção, propomos uma estimativa da região de estabilidade, via conjuntos de

nível de uma dada função energia, na presença de um ponto de equilíbrio sela-nó do

tipo zero na fronteira. Iniciaremos a seção apresentando umresultado que generaliza

o Teorema 9.2.2. Ele garante, que mesmo na presença de um ponto de equilíbrio não

hiperbólico sela-nó do tipo zero na fronteira da região de estabilidade, que o ponto no qual

a função energia assume o valor de mínimo na fronteira da região de estabilidade deve ser

um ponto de equilíbrio. Na demonstração deste resultado exploramos o Corolário 9.3.1.
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Teorema 9.4.1.(Função energia e pontos de equilíbrio): Seja A(xs) a região de esta-

bilidade de um ponto de equilíbrio assintoticamente estável xs de (2.1). Se existe uma

função energia V para o sistema(2.1)e a suposição(A1
′
) é satisfeita, então o ponto no

qual a função energia V assume o valor de mínimo na fronteira da região de estabilidade

deve ser um ponto de equilíbrio.

Demonstração.A demonstração deste teorema será feita por contradição. Sejam xi,

i = 1,2, .. os pontos de equilíbrio hiperbólicos em∂A(xs) e p um possível ponto de equi-

líbrio sela-nó do tipo zero. Suponha queq∈ ∂A(xs) é o ponto no qual a função energia

V assume o valor mínimo na fronteira∂A(xs), masq 6= xi para todoi = 1,2, ... e q 6= p.

Pelo Corolário 9.3.1 podemos afirmar que limt→+∞ ϕ(t,q) = xi ou limt→+∞ ϕ(t,q) = p.

A continuidade deV garante que limt→+∞V(ϕ(t,q)) = V(xi) ou limt→+∞V(ϕ(t,q)) =

V(p). Mas as condições(i)− (ii) da Definição 9.1.1 implicam que dadoT > 0 arbi-

trariamente pequeno existe um tempot∗ ∈ (0,T) tal queV(q) > V(ϕ(t∗,q)) > V(xi) ou

V(q) > V(ϕ(t∗,q)) > V(p), o que nos leva a uma contradição.

No Teorema 9.4.2, a suposição de que todos os pontos de equilíbrio na fronteira da

região de estabilidade são hiperbólicos é fundamental paraa validade do teorema. O

Teorema 9.4.2 generaliza o Teorema 9.2.3 relaxando a suposição de hiperbolicidade(A1).

Mais precisamente, ele fornece uma estimativa da região de estabilidade, via conjuntos

de nível de uma dada função energia, na presença de um ponto deequilíbrio sela-nó do

tipo zero na fronteira.

Teorema 9.4.2.(Estimativa da região de estabilidade por função energia): Seja A(xs) a

região de estabilidade de um ponto de equilíbrio assintoticamente estável xs de(2.1). Seja

p seja um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero na fronteira da região de estabilidade

∂A(xs) e sejam xi, i = 1, ...,k os pontos de equilíbrio hiperbólicos na fronteira da região

de estabilidade∂A(xs). Admita que exista uma função energia V para o sistema(2.1)e a

suposição(A1
′
) esteja satisfeita. Se L= minx∈{p,xi}V(x), i = 1, ...,k então:

i) a componente conexa D(L) do conjunto de nível{x ∈ Rn : V(x) < L} contendo o

equilíbrio xs está contida na região de estabilidade A(xs).

ii) a componente conexa D(B) do conjunto de nível{x ∈ Rn : V(x) < B} contendo o

equilíbrio xs tem interseção não vazia com o complementar da região de estabilidade

Ac(xs) para qualquer número B> L.

Demonstração.A prova deste teorema será feita por contradição. Suponha que D(L)

não está contida emA(xs), isto é,D(L)∩Ac(xs) 6= /0. Comoxs ∈ D(L)∩A(xs), então

D(L)∩A(xs) 6= /0. A conexidade deD(L) garante queD(L)∩ ∂A(xs) 6= /0. Sejaq ∈
D(L)∩∂A(xs). Então,V(q) < L e q∈ ∂A(xs). MasL é o valor mínimo deV na fronteira

da região de estabilidade∂A(xs), o que nos leva a uma contradição.

(ii) SejaB > L. Então existem pontos na fronteira da região de estabilidade ∂A(xs) que

pertencem aD(B) e portantoD(B)∩Ac(xs) 6= /0.
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Na prática, o Teorema 9.4.2 assegura que calculando todos ospontos de equilíbrio

hiperbólicos e o ponto de equilíbrio não hiperbólico sela-nó do tipo zero na fronteira da

região de estabilidade, podemos obter uma estimativa da região de estabilidade.

Exibiremos a seguir exemplos que ilustram os resultados apresentados nesta seção.

Exemplo 11.2.1Considere o sistema de equações diferenciais

ẋ = y+0,49

ẏ = sin(3x−1)−cos(2x−1,5)−y
(9.2)

com(x,y) ∈ R2.

O sistema (9.2) possui um ponto de equilíbrio hiperbólico assintoticamente estável

xs = (3,43;−0,49) e três equilíbrios instáveis, são eles:p = (1,68;−0,49) um ponto

de equilíbrio sela-nó do tipo zero,x1 = (4,48;−0,49) e x2 = (0,44;−0,49) pontos de

equilíbrio hiperbólicos do tipo um. Os três pontos de equilíbrio instáveisp, x1 e x2 per-

tencem à fronteira da região de estabilidade∂A(3,43;−0,49) que é composta pela união

das variedades estáveis dos três equilíbrios, de acordo como Teorema 9.3.3, ver Figura

9.3. A funçãoV(x;y;) = cos(3x−1)
3 + sin(2x−1,5)

2 +0,497(y−x)+ y2

2 é uma função energia

do sistema (9.2). A função energiaV(x;y;) é tal queV(4,48;−0,49) =−1,55<−0,68=

V(1,68;−0,49) < V(0,44;−0,49)

= −0,31, logo o ponto de equilíbrio hiperbólico do tipo um(4,48;−0,49) é o ponto

de mínimo da função energiaV na fronteira da região de estabilidade∂A(3,43;−0,49), e

consequentementeD(−1,55)⊂A(3,43;−0,49) ondeD(−1,55)= {(x;y)∈R2 : V(x;y)<

−1,55}, confirmando os resultados do Teorema 9.4.2, ver Figura 9.3.TomandoB =

−1,4 > −1,5577, a componente conexaD(−1,4) do conjunto de nível{(x,y) ∈ R2 :

V(x;y)<−1,4} contendo o equilíbrio(3,43;−0,49) intercepta o complementar da região

de estabilidadeAc(3,43;−0,49), de acordo com o item(ii) do Teorema 9.4.2, ver Figura

9.4.

Exemplo 11.2.2Considere o sistema de equações diferenciais

ẋ = −y

ẏ = sin(3x)−cos(2x)−y
(9.3)

com(x,y) ∈ R2.

O sistema (9.3) possui um ponto de equilíbrio hiperbólico assintoticamente estável

xs = (0,31;0) e três pontos de equilíbrio instáveis, são eles:p = (1,57;0) um ponto

de equilíbrio sela-nó do tipo zero,x1 = (2,82;0) e x2 = (−0,99;0) pontos de equilíbrio

hiperbólicos do tipo um. Os três pontos de equilíbrio instáveis p, x1 e x2 pertencem à

fronteira da região de estabilidade∂A(0,31;0) que é composta pela união das va-riedades

estáveis dos três equilíbrios, de acordo com o Teorema 9.3.3, ver Figura 9.5. A função

V(x;y) = −cos(3x)
3 − sin(2x)

2 + y2

2 é uma função energia do sistema (9.3). A função ener-
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Figura 9.3: O retrato de fase do sistema (9.2). A região de estabilidade do ponto de equi-
líbrio assintoticamente estável(3,43;−0,49) é representada pela área em cinza claro. A
componente conexaD(−1,55) do conjunto de nível{(x,y)∈R2 : V(x;y) <−1,55} con-
tendo o equilíbrio(3,43;−0,49) representada pela área em cinza escuro é uma estimativa
da região de estabilidade.

Figura 9.4: O retrato de fase do sistema (9.2). A região de estabilidade do ponto de
equilíbrio assintoticamente estável(3,43;−0,49) é representada pela área em cinza claro.
A componente conexaD(−1,4) do conjunto de nível{(x,y) ∈ R2 : V(x;y) < −1,4}
contendo o equilíbrio(3,43;−0,49) representada pela área em cinza escuro intercepta o
complementar da região de estabilidadeAc(3,43;−0,49).

giaV(x;y;) é tal queV(1,57;0) = 0 < 0,48= V(2,82;0) < V(−0,99;0) = 0,79, logo o

ponto de equilíbrio não hiperbólico sela-nó do tipo zero(1,57;0) é o ponto de mínimo

da função energiaV na fronteira da região de estabilidade∂A(0,31;0), e consequente-

menteD(0) ⊂ A(0,31;0) ondeD(0) = {x∈ Rn : V(x) < 0}, confirmando os resultados

do Teorema 9.4.2, ver Figura 9.5. TomandoB = 0,2 > 0, a componente conexaD(0,2)

do conjunto de nível{(x,y) ∈ R2 : V(x;y) < 0,2} contendo o equilíbrio(0,31;0) inter-

cepta o complementar da região de estabilidadeAc(0,31;0), de acordo com o item(ii) do

Teorema 9.4.2, ver Figura 9.6
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Figura 9.5: O retrato de fase do sistema (9.3). A região de estabilidade do ponto de
equilíbrio assintoticamente estável(0,31;0) é representada pela área em cinza claro. A
componente conexaD(0) do conjunto de nível{(x,y) ∈ R2 : V(x;y) < 0} contendo o
equilíbrio(0,31;0) representada pela área em cinza escuro é uma estimativa da região de
estabilidade.

Figura 9.6: O retrato de fase do sistema (9.3). A região de estabilidade do ponto de
equilíbrio assintoticamente estável(0,31;0) é representada pela área em cinza claro. A
componente conexaD(0,2) do conjunto de nível{(x,y) ∈ R2 : V(x;y) < 0,2} contendo
o equilíbrio(0,31;0) representada pela área em cinza escuro intercepta o complementar
da região de estabilidadeAc(0,31;0).

9.5 Comportamento das estimativas da região de estabilidade próx-

imo a um parâmetro de bifurcação sela-nó do tipo zero

Nesta seção, apresentaremos resultados que permitem entender o comportamento das

estimativas da região de estabilidade próximo a um parâmetro de bifurcação sela-nó do

tipo zero. Ofereceremos um algoritmo conceitual para obterestimativas da região de

estabilidade perturbada via conjunto de nível de uma dada função energia na vizinhança

de um parâmetro de bifurcação sela-nó do tipo zero.

Considere a seguinte suposição sobre a família de equações diferenciais (7.1).
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(A3
′
) Existe uma funçãoV(x,λ ) associada a família de equações diferenciais (7.1) onde

(x,λ ) 7→ V(x,λ ) é de classeC1 em Rn×R e Vλ (.) = V(.,λ ) é uma função energia do

sistema ˙x = fλ (x) para cadaλ fixo.

A suposição(A3
′
) é importante para estudarmos o comportamento do ponto de mí-

nimo de uma função energia na fronteira da região de estabilidade sob a influência das

variações dos parâmetros.

Observação 9.5.1.Pelo Teorema 9.3.2 podemos afirmar que a suposição(A3
′
) é uma

condição suficiente para a satisfação da suposição(A3) para todoλ , consequentemente

os Teoremas 8.1.1, 8.1.2, 8.1.3 e Corolário 8.1.2 continuam verdadeiros substituindo a

suposição(A3) por (A3
′
).

O teorema a seguir descreve o comportamento do ponto de mínimo de uma função

energia na fronteira da região de estabilidade para variações dos parâmetros próximo a

um parâmetro de bifurcação sela-nó do tipo zero.

Teorema 9.5.1.( Persistência do ponto de mínimo na fronteira da região de estabil-

idade): Seja (xλ0
,λ0) um ponto de bifurcação sela-nó do tipo zero de (7.1). Suponha

que o ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero xλ0
pertença à fronteira da região de es-

tabilidade∂Aλ0
(xs

λ0
) de um ponto de equilíbrio hiperbólico assintoticamente estável xsλ0

de (7.1) paraλ = λ0. Admita que as suposições(A2) e (A3
′
) sejam satisfeitas em um

intervalo aberto contendo o valor de bifurcação sela-nó do tipo zeroλ0 e a suposição

(A4) está satisfeita paraλ = λ0. Assuma que o número de pontos de equilíbrio hiper-

bólicos do sistema (7.1) é finito e xλ0
é o único ponto de equilíbrio não hiperbólico para

λ = λ0. Suponha também, que para todoλ ∈ I, todos os pontos de equilíbrio do sis-

tema perturbadȯx = f (x,λ ) são pontos de equilíbrio perturbados originados do sistema

ẋ = f (x,λ0). Sejam xλ i
0
, i = 1, ...,k os pontos de equilíbrio hiperbólicos na fronteira

∂Aλ0
(xs

λ0
) e Vλ0

(xλ0
) 6= Vλ0

(xλ i
0
) 6= Vλ0

(xλ j
0
) para todo i, j = 1,2, ...,k com i6= j. Então as

seguintes afirmações são verdadeiras:

(i) Se xλ 1
0

é o ponto de mínimo da função energia Vλ0
na fronteira∂Aλ0

(xs
λ0

), então existe

ζ > 0 tal que o ponto de equilíbrio perturbado xλ 1 é o ponto de mínimo da função energia

Vλ na fronteira∂Aλ (xs
λ ) para todoλ ∈ (λ0−ζ ,λ0 +ζ ).

(ii) Se o ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero xλ0
é o ponto de mínimo da função

energia Vλ0
na fronteira∂Aλ0

(xs
λ0

), então existeη > 0 tal que o ponto de equilíbrio yu
λ ,

originado da bifurcação sela-nó do tipo zero, é o ponto de mínimo da função energia Vλ
na fronteira∂Aλ (xs

λ ) para todoλ ∈ (λ0−η ,λ0).

Demonstração.(i) Sejamxλ i
0
, i = 1, ...,k os pontos de equilíbrio hiperbólicos na fronteira

∂Aλ0
(xs

λ0
) exλ r

0
, r = k+1, ...,mos pontos de equilíbrio hiperbólicos na fronteira da região

de estabilidade fraca∂S∗λ0
(xλ0

). O Corolário 8.1.2 garante que existeε > 0 tal que os
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pontos de equilíbrio perturbadosxλ d, d = 1, ...,k,k+1, ...,m são os pontos de equilíbrio

que pertencem à fronteira∂Aλ (xs
λ ) para todoλ ∈ (λ0,λ0 + ε). Sexλ 1

0
é o ponto de mí-

nimo da função energiaVλ0
na fronteira∂Aλ0

(xs
λ0

) e comoVλ0
(xλ0

) 6=Vλ0
(xλ i

0
) 6=Vλ0

(xλ j
0
)

para todoi, j = 1,2, ...,k com i 6= j, entãoVλ0
(xλ 1

0
) < Vλ0

(xλ b
0
) para todob = 2, ...,k e

Vλ0
(xλ 1

0
) < Vλ0

(xλ0
). Por outro lado,Vλ0

(xλ0
) 6 Vλ0

(xλ r
0
) para todor = k+ 1, ...,m, pois

xλ r
0
∈ ∂S∗λ0

(xλ0
). AssimVλ0

(xλ 1
0
) <Vλ0

(xλ q
0
) para todoq= 2, ...,k,k+1, ...,m. Explorando

o fato que,V(x,λ ) é uma função continua emRn× I , podemos afirmar que existeδ >

0 tal queVλ (xλ 1) < Vλ (xλ q) para todoλ ∈ (λ0 − δ ,λ0 + δ ) e q = 2, ...,k,k+ 1, ...,m.

Tomandoζ = min{ε,δ}, temos em particular quexλ d, d = 1, ...,k,k+ 1, ...,m são os

pontos de equilíbrio na fronteira∂Aλ (xs
λ ) eVλ (xλ 1) <Vλ (xλ q) para todoλ ∈ (λ0,λ0+ζ )

e q = 2, ...,k,k+ 1, ...,m. Portanto, o Teorema 9.4.1 garante que o ponto de equilíbrio

perturbadoxλ 1 é o ponto de mínimo da função energiaVλ na fronteira∂Aλ (xs
λ ) para todo

λ ∈ (λ0,λ0+ζ ). A prova quexλ 1 é o ponto de mínimo da função energiaVλ na fronteira

∂Aλ (xs
λ ) para todoλ ∈ (λ0−ζ ,λ0) é similar.

(ii) O Corolário 8.1.2 garante que existeε > 0 tal que o ponto de equilíbrioyu
λ originado

da bifurcação sela-nó do tipo zero e os pontos de equilíbrio perturbadosxλ i , i = 1, ...,k são

os pontos de equilíbrio que pertencem à fronteira∂Aλ (xs
λ ) para todoλ ∈ (λ0−ε,λ0). Se

xλ0
é o ponto de mínimo da função energiaVλ0

na fronteira∂Aλ0
(xs

λ0
) e comoVλ0

(xλ0
) 6=

Vλ0
(xλ i

0
) para todoi = 1, ...,k, entãoVλ0

(xλ0
) <Vλ0

(xλ i
0
) para todoi = 1, ...,k. Explorando

o fato que,V(x,λ ) é uma função continua emRn× I , podemos afirmar que existeδ > 0 tal

queVλ (yu
λ ) < Vλ (xλ i) para todoλ ∈ (λ0−δ ,λ0) e i = 1, ...,k. Tomandoζ = min{ε,δ},

temos em particular queyu
λ e xλ i , i = 1, ...,k são os pontos de equilíbrio que pertencem à

fronteira∂Aλ (xs
λ ) eVλ (yu

λ ) < Vλ (xλ i) para todoλ ∈ (λ0−ζ ,λ0) e i = 1, ...,k. Portanto,

o Teorema 9.4.1 garante que o ponto de equilíbrioyu
λ é o ponto de mínimo da função

energiaVλ na fronteira∂Aλ (xs
λ ) para todoλ ∈ (λ0−ζ ,λ0).

No caso particular que todos os pontos de equilíbrio na fronteira da região de estabi-

lidade são hiperbólicos, a persistência do ponto de mínimo da função energia na fronteira

da região de estabilidade é um caso especial do Teorema 9.5.1.

O Teorema 9.5.1 é importante do ponto de vista computacional, pois, uma vez co-

nhecido o ponto de mínimo na fronteira da região de estabilidade, ele indica onde procurar

o ponto de mínimo na fronteira da região de estabilidade perturbada, incluindo o caso

quando uma bifurcação sela-nó do tipo zero ocorre na fronteira da região de estabilidade.

Como uma consequência dos Teoremas 8.1.2, 9.4.2 e 9.5.1, obtemos o seguinte corolário

que permite entender o comportamento da estimativa da região de estabilidade proposta

pelo Teorema 9.4.2 para variações dos parâmetros próximo a um parâmetro de bifurcação

sela-nó do tipo zero.

Corolário 9.5.1. ( Estimativas e uniforme da região de estabilidade na vizi-nhança de

um parâmetro de bifurcação sela-nó do tipo zero): Seja(xλ0
,λ0) um ponto de bifurcação
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sela-nó do tipo zero de (7.1). Suponha que o ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero xλ0

pertença à fronteira da região de estabilidade∂Aλ0
(xs

λ0
) de um ponto de equilíbrio hiper-

bólico assintoticamente estável xs
λ0

de (7.1) paraλ = λ0. Admita que as suposições(A2) e

(A3
′
) sejam satisfeitas em um intervalo aberto contendo o valor debifurcação sela-nó do

tipo zeroλ0 e a suposição(A4) está satisfeita paraλ = λ0. Assuma que o número de pon-

tos de equilíbrio hiperbólicos do sistema (7.1) é finito e xλ0
é o único ponto de equilíbrio

não hiperbólico paraλ = λ0. Suponha também, que para todoλ ∈ I, todos os pontos de

equilíbrio do sistema perturbadȯx = f (x,λ ) são pontos de equilíbrio perturbados origi-

nados do sistemȧx = f (x,λ0). Sejam xλ i
0
, i = 1, ...,k os pontos de equilíbrio hiperbólicos

na fronteira∂Aλ0
(xs

λ0
) e Vλ0

(xλ0
) 6= Vλ0

(xλ i
0
) 6= Vλ0

(xλ j
0
) para todo i, j = 1,2, ...,k com

i 6= j. Então as seguintes afirmações são verdadeiras:

(i) Se xλ 1
0

é o ponto de mínimo da função energia Vλ0
na fronteira∂Aλ0

(xs
λ0

), então existe

ζ > 0 tal que Dλ (Lλ ) ⊂ Aλ (xs
λ ) onde Lλ = Vλ (xλ 1), e Dλ (Bλ )∩Ac

λ (xs
λ ) 6= /0 para todo

Bλ > Lλ e λ ∈ (λ0−ζ ,λ0 +ζ ).

(ii) Se o ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero xλ0
é o ponto de mínimo da função

energia Vλ0
na fronteira∂Aλ0

(xs
λ0

), então existeζ > 0 tal que Dλ (Lλ ) ⊂ Aλ (xs
λ ) onde

Lλ = Vλ (yu
λ ), e Dλ (Bλ )∩Ac

λ (xs
λ ) 6= /0 para todo Bλ > Lλ e λ ∈ (λ0−ζ ,λ0).

(iii ) Se o ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero xλ0
é o ponto de mínimo da função ener-

gia Vλ0
na fronteira∂Aλ0

(xs
λ0

), então existeζ > 0 tal que para Lλ0
=Vλ0

(xλ0
), o conjunto

Dλ0
(Lλ0

) ⊂ Aλ (xs
λ ) para todoλ ∈ [λ0,λ0 +ζ ).

Observação 9.5.2.Para cadaλ fixo, o conjunto Dλ (Lλ ) = {x ∈ Rn : Vλ (x) < Lλ} e

Dλ (Bλ ) = {x∈ Rn : Vλ (x) < Bλ}, onde Lλ e Bλ são números reais.

Baseado nos Teoremas 9.4.2, 9.5.1 e Corolário 9.5.1, propomosabaixo um algoritmo

conceitual para obter estimativas da região de estabilidade perturbadaAλ (xs
λ ) via conjunto

de nível de uma dada função energia na vizinhança de um parâmetro de bifurcação sela-nó

do tipo zero.

Algoritmo: estimativa da Região de Estabilidade Perturbadacom Bifurcações

Sela-Nó do Tipo Zero na Fronteira

1. Para um certo valor fixo do parâmetroλ = λ0, calcule todos os pontos de equilíbrioxλ i
0
,

i = 1, ...,k na fronteira da região de estabilidade do ponto de equilíbrio assintoticamente

estávelxs
λ0

.

2. Calcule as energiasVλ0
(xλ i

0
) para todoi = 1, ...,k.

3. Identifique o ponto de equilíbrio com menor energia na fronteira da região de estabili-

dade do ponto de equilíbrio assintoticamente estávelxs
λ0

. Seja elexminλ0
.

4. A componente conexa do conjunto de nível{x∈ Rn : Vλ0
(x) < Vλ0

(xminλ0
)} contendo

o ponto de equilíbrio assintoticamente estávelxs
λ0

é uma estimativa da região de estabili-

dadeAλ0
(xs

λ0
) na forma de um conjunto de nível da funçãoVλ0

.

5. Sexminλ0
é um ponto de equilíbrio hiperbólico, então a componente conexa do conjunto
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de nível{x∈ Rn : Vλ (x) < Vλ (xminλ )} contendo o ponto de equilíbrio assintoticamente

estávelxs
λ é uma estimativa da região de estabilidadeAλ (xs

λ ) do sistema perturbado numa

vizinhança deλ0.

6. Sexminλ0
é um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero, então:

(i) a componente conexa do conjunto de nível{x ∈ Rn : Vλ (x) < Vλ (yu
λ )} contendo o

ponto de equilíbrio assintoticamente estávelxs
λ é uma estimativa da região de estabilidade

Aλ (xs
λ ) do sistema perturbado paraλ < λ0 numa vizinhança deλ0, ondeyu

λ é o ponto de

equilíbrio instável originado da bifurcação sela-nó do tipo zero.

(ii) a componente conexa do conjunto de nível{x ∈ Rn : Vλ0
(x) < Vλ0

(xminλ0
)} é uma

estimativa uniforme da região de estabilidade dexs
λ paraλ > λ0 numa vizinhança deλ0.

Observação 9.5.3.Quando o ponto de mínimo da função energia na fronteira da região

de estabilidade é hiperbólico, o nível ótimo de energia paraestimar a região de esta-

bilidade perturbada é o nível de energia calculado no ponto de equilíbrio hiperbólico

perturbado. Quando o ponto de mínimo da função energia na fronteira da região de es-

tabilidade é o ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zeroxλ0
, o nível ótimo de energia para

estimar a região de estabilidade perturbada paraλ < λ0 é calculado no ponto de equilíbrio

instávelyu
λ , originado da bifurcação sela-nó do tipo zero. Paraλ > λ0 o nível de ener-

gia Lλ0
= Vλ0

(xλ0
) fornece uma estimativa da região de estabilidade perturbada, porém o

nível de energiaLλ0
= Vλ0

(xλ0
) não é ótimo para estimar a região de estabilidade pertur-

badaAλ (xs
λ ). Usar o nível de energiaLλ0

= Vλ0
(xλ0

) para estimar a região de estabilidade

perturbada é justificável quando deseja-se evitar o esforçocomputacional do cálculo do

novo ponto de mínimo na fronteira da região de estabilidade perturbada paraλ > λ0.

Os exemplos a seguir ilustram os resultados obtidos nesta seção.

Exemplo 11.3.1Considere o sistema de equações diferenciais

ẋ = −y

ẏ = −x4 +x2−y+λ
(9.4)

com(x,y) ∈ R2 e λ ∈ R.

A funçãoV(x;y;λ ) = −x5

5 + x3

3 + y2

2 + λx é uma função energia para o sistema (9.4)

e de classeC1 em R2 ×R. O sistema (9.4) possui, paraλ0 = 0, três pontos de equi-

líbrio; são elesxs
λ0

= (−1;0), um ponto de equilíbrio hiperbólico assintoticamente es-

tável,xλ0
= (0;0), um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero ex∗λ0

= (1;0), um ponto

de equilíbrio hiperbólico instável. O ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zeroxλ0
per-

tence à fronteira∂Aλ0
(−1;0) e o ponto de equilíbrio hiperbólico instávelx∗λ0

pertence à

fronteira da região de estabilidade fraca∂S∗(0;0). A fronteira da região de estabi-lidade

∂Aλ0
(−1;0) é composta pela variedade estável do ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero

xλ0
= (0;0), de acordo com o Teorema 9.3.3, ver Figura 9.8. O ponto de equilíbrio xλ0

é

o ponto de mínimo da função energiaVλ0
na fronteira∂Aλ0

(−1;0) e consequentemente
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D(0)⊂ Aλ0
(−1;0) ondeVλ0

(xλ0
) = 0, confirmando o Teorema 9.4.2, ver Figura 9.8. Para

λ = −0,1, o sistema (9.4) possui quatro pontos de equilíbrio; são elesxs
λ = (−0,94;0),

um ponto de equilíbrio hiperbólico assintoticamente estável, x∗λ = (0,94;0) um ponto

de equilíbrio hiperbólico instável,yu
λ = (−0,33;0) um ponto de equilíbrio hiperbólico

instável eys
λ = (0,33;0) um ponto de equilíbrio hiperbólico assintoticamente estável.

Os pontos de equilíbrioyu
λ e ys

λ são originados do ponto de equilíbrio sela-nó do tipo

zeroxλ0
em uma bifurcação sela-nó do tipo zero. O ponto de equilíbrioyu

λ pertence à

fronteira∂Aλ (−0,94;0)∩ ∂Aλ (0,33;0). O ponto de mínimo da função energiaVλ na

fronteira∂Aλ (−0,94;0) é yu
λ , confirmando os resultados do Teorema 9.5.1. Além disso,

D(−0,09) ⊂ Aλ (−0,94;0) ondeVλ (yu
λ ) = −0,09, de acordo com o algoritmo descrito

anteriormente, ver Figura 9.7. Paraλ = 0,1, o sistema (9.4) possui dois pontos de equi-

líbrio; são elesxs
λ = (−1,04;0) um ponto de equilíbrio hiperbólico assintoticamente es-

tável ex∗λ = (1,04;0) um ponto de equilíbrio hiperbólico instável que pertence à fronteira

da região de estabilidade∂Aλ (−1,04;0). Usando o nível de energiaVλ0
(xλ0

) = 0 ainda

temos queD(0) ⊂ Aλ (−1,04;0), de acordo com o algoritmo descrito anteriormente, ver

Figura 9.9.

Exemplo 11.3.2Considere o sistema de equações diferenciais

ẋ = y+λ

ẏ = sin(3x−1)−cos(2x−1,5)−y
(9.5)

com(x,y) ∈ R2 e λ ∈ R.

A funçãoV(x;y;λ ) = cos(3x−1)
3 + sin(2x−1.5)

2 +λ (y−x)+ y2

2 é uma função energia para

o sistema (9.5) e de classeC1 em R2×R. Paraλ0 = 0,49, vimos que o sistema (9.5)

possui um ponto de equilíbrio hiperbólico assintoticamente estávelxs
λ0

= (3,43;−0,49)

e três equilíbrios instáveis, são eles;xλ0
= (1,68;−0,49) um ponto de equilíbrio sela-

nó do tipo zero,xλ 1
0

= (4,48;−0,49) e xλ 2
0

= (0,44;−0,49) pontos de equilíbrio hiper-

bólicos do tipo um. Os três pontos de equilíbrio instáveisxλ0
, xλ 1

0
e xλ 2

0
pertencem

à fronteira∂Aλ0
(3,43;−0,49) que é composta pela união das variedades estáveis dos

três equilíbrios, de acordo com o Teorema 9.3.3, ver Figura 9.11. A função energia

V(x;y;λ0) é tal queV(4,48;−0,49;0,49) = −1,55< −0,68= V(1,68;−0,49;0,49) <

V(0,44;−0,49;0,49) = −0,31. Portanto, pelo Teorema 9.4.1 o ponto de equilíbrio do

tipo um (4,48;−0,49) é o ponto de mínimo da função energiaVλ0
na fronteira

∂Aλ0
(3,43;−0,49), e consequentementeD(−1,55) ⊂ Aλ0

(3,43;−0,49) confirmando o

Teorema 9.4.2, ver Figura 9.11. Paraλ = 0,48, o ponto de equilíbrio hiperbólico assin-

toticamente estável perturbado éxs
λ = (3,43;−0,48). Na fronteira da região de estabili-

dade∂Aλ (3,43;−0,48) existem três pontos de equilíbrio; são elesxλ 1 = (4,48;−0,48),

e xλ 2 = (0,45;−0,48) os pontos de equilíbrio hiperbólicos instáveis perturbados eyu
λ =

(1,74;−0,48) um ponto de equilíbrio hiperbólico instável. O ponto de equilíbrio yu
λ é
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originado do ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zeroxλ0
em uma bifurcação sela-nó do

tipo zero. O ponto de mínimo da função energiaVλ na fronteira∂Aλ (3,43;−0,48) é

(4,48;−0,48), confirmando os resultados do Teorema 9.5.1. Além disso,D(−1,47) ⊂
Aλ (3,43;−0,48) ondeV(4,48;−0,48;0,48) = −1,47, de acordo com o algoritmo de-

scrito anteriormente, ver Figura 9.10. Paraλ = 0,51, o ponto de equilíbrio hiperbólico

assintoticamente estável perturbado éxs
λ = (3,43;−0,51). Na fronteira da região de

estabi-lidade∂Aλ (3,43;−0,51) existem dois equilíbrios; são elesxλ 1 = (4,47;−0,51)

e xλ 2 = (0,43;−0,51) os pontos de equilíbrio hiperbólicos instáveis perturbados. O

ponto de mínimo da função energiaVλ na fronteira da região de estabilidade perturbada

∂Aλ (3,43;−0,51) é o ponto de equilíbrio instável(4,47;−0,51) confirmando os resulta-

dos do Teorema 9.5.1. Além,D(−1,64)⊂Aλ (3,43;−0,51) ondeV(4,47;−0,51,0,51)=

−1,64, de acordo com o algoritmo descrito anteriormente, ver Figura 9.12.

Exemplo 11.3.3Considere o sistema de equações diferenciais

ẋ = −y

ẏ = sin(3x)−cos(2x)−y+λ
(9.6)

com(x,y) ∈ R2 e λ ∈ R.

A funçãoV(x;y;λ ) = −cos(3x)
3 − sin(2x)

2 + λx+ y2

2 é uma função energia para o sis-

tema (9.6) e de classeC1 emR2×R. Paraλ0 = 0, vimos que o sistema (9.6) possui um

ponto de equilíbrio hiperbólico assintoticamente estávelxs
λ0

= (0,31;0) e três pontos de

equilíbrio instáveis, são eles;xλ0
= (1,57;0) um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero,

xλ 1
0

= (2,82;0) e xλ 2
0

= (−0,99;0) pontos de equilíbrio hiperbólicos do tipo um. Os três

pontos de equilíbrio instáveisxλ0
, xλ 1

0
e xλ 2

0
pertencem à fronteira da região de estabili-

dade∂Aλ0
(0,31;0) que é composta pela união das variedades estáveis dos três equilíbrios,

de acordo com o Teorema 9.3.3, ver Figura 9.14. A função energia V(x;y;λ0) é tal que

V(x;y;λ0) é tal queV(1,5705;0;0) = 0< 0,48= V(2,82;0;0) < V(−0,99;0;0) = 0,79.

Portanto, pelo Teorema 9.4.1 o ponto de equilíbrio não hiperbólico sela-nó do tipo zero

(1,57;0) é o ponto de mínimo da função energiaVλ0
na fronteira da região de estabilidade

∂Aλ0
(0,31;0), e consequentementeD(0) ⊂ Aλ0

(0,31;0) confirmando o Teorema 9.4.2,

ver Figura 9.14. Paraλ = −0,02, o ponto de equilíbrio hiperbólico assintoticamente

estável perturbado éxs
λ = (0,32;0). Na fronteira da região de estabilidade perturbada

∂Aλ (0,32;0) existem três pontos de equilíbrio; são elesxλ 1 = (2,82;0), xλ 2 = (−0,94;0)

os pontos de equilíbrio hiperbólicos instáveis perturbados eyu
λ = (1,48;0) um ponto de

equilíbrio hiperbólico instável. O ponto de equilíbrioyu
λ é originado do ponto de equi-

líbrio sela-nó do tipo zeroxλ0
em uma bifurcação sela-nó do tipo zero. O ponto de mínimo

da função energiaVλ na fronteira perturbada∂Aλ (0,32;0) é yu
λ , confirmando os resulta-

dos do Teorema 9.5.1. Além disso,D(−0,03)⊂Aλ (0,32;0) ondeV(1,48;0;0) =−0,03,

de acordo com o algoritmo descrito anteriormente, ver Figura 9.13. Paraλ = 0,02,
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o ponto de equilíbrio hiperbólico assintoticamente estável perturbado éxs
λ = (0,3;0).

Na fronteira da região de estabilidade perturbada∂Aλ (0,3;0) existem dois pontos de

equilíbrio; são elesxλ 1 = (2,83;0) e xλ 2 = (−0,93;0), os pontos de equilíbrio hiper-

bólicos instáveis perturbados. Usando o nível de energiaVλ0
(xλ0

) = 0, ainda temos que

D(0) ⊂ Aλ (0,3;0), de acordo com o algoritmo descrito anteriormente, ver Figura 9.15.

Figura 9.7: Retrato de fase do sistema (9.4) paraλ = −0,1. A região de estabilidade do
ponto de equilíbrio assintoticamente estável(−0,94;0) é representada pela área em cinza
claro. A componente conexaD(−0,09) do conjunto de nível{(x,y) ∈ R2 : Vλ (x;y) <
−0,09} contendo o equilíbrio(−0,94;0) representada pela área em cinza escuro é uma
estimativa da região de estabilidadeAλ (−0,94;0).



Figura 9.8: Retrato de fase do sistema (9.4) paraλ0 = 0. A região de estabilidade do ponto
de equilíbrio assintoticamente estável(−1;0) é representada pela área em cinza claro. A
componente conexaD(0) do conjunto de nível{(x,y) ∈ R2 : Vλ0

(x;y) < 0} contendo o
equilíbrio (−1;0) representada pela área em cinza escuro é uma estimativa da região de
estabilidadeAλ0

(−1;0).

Figura 9.9: Retrato de fase do sistema (9.4) paraλ = 0,1. A região de estabilidade do
ponto de equilíbrio assintoticamente estável(−1,04;0) é representada pela área em cinza
claro. A componente conexaD(0) do conjunto de nível{(x,y) ∈ R2 : Vλ0

(x;y) < 0}
contendo o equilíbrio(−1,04;0) representada pela área em cinza escuro é uma estimativa
uniforme da região de estabilidade perturbadaAλ (−1,04;0).
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Figura 9.10: O retrato de fase do (9.5) paraλ = 0,48. A região de estabilidade do ponto
de equilíbrio assintoticamente estável(3,43;−0,48) é representada pela área em cinza
claro. A componente conexaD(−1,47) do conjunto de nível{(x,y) ∈ R2 : Vλ (x;y) <
−1,47} contendo o equilíbrio(3,43;−0,48) representada pela área em cinza escuro é
uma estimativa da região de estabilidadeAλ (3,43;−0,48).

Figura 9.11: O retrato de fase do (9.5) paraλ0 = 0,49. A região de estabilidade do ponto
de equilíbrio assintoticamente estável(3,43;−0,49) é representada pela área em cinza
claro. A componente conexaD(−1,55) do conjunto de nível{(x,y) ∈ R2 : Vλ0

(x;y) <
−1,55} contendo o equilíbrio(3,43;−0,49) representada pela área em cinza escuro é
uma estimativa da região de estabilidadeAλ0

(3,43;−0,49).
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Figura 9.12: O retrato de fase do (9.5) paraλ = 0,51. A região de estabilidade do ponto
de equilíbrio assintoticamente estável(3,43;−0,51) é representada pela área em cinza
claro. A componente conexaD(−1,64) do conjunto de nível{(x,y) ∈ R2 : Vλ (x;y) <
−1,64} contendo o equilíbrio(3,43;−0,51) representada pela área em cinza escuro é
uma estimativa da região de estabilidadeAλ (3,43;−0,51).

Figura 9.13: O retrato de fase do sistema (9.6) paraλ = −0,02. A região de estabilidade
do ponto de equilíbrio assintoticamente estável(0,32;0) é representada pela área em cinza
claro. A componente conexaD(−0,03) do conjunto de nível{(x,y) ∈ R2 : Vλ (x;y) <
−0,03} contendo o equilíbrio(0,31;0) representada pela área em cinza escuro é uma
estimativa da região de estabilidadeAλ (0,32;0).
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Figura 9.14: O retrato de fase do sistema (9.6) paraλ0 = 0. A região de estabilidade do
ponto de equilíbrio assintoticamente estável(0,31;0) é representada pela área em cinza
claro. A componente conexaD(0) do conjunto de nível{(x,y) ∈ R2 : Vλ0

(x;y) < 0}
contendo o equilíbrio(0,31;0) representada pela área em cinza escuro é uma estimativa
da região de estabilidadeAλ0

(0,31;0).

Figura 9.15: O retrato de fase do sistema (9.6) paraλ = 0,02. A região de estabi-lidade
do ponto de equilíbrio assintoticamente estável(0,3;0) é representada pela área em cinza
claro. A componente conexaD(0) do conjunto de nível{(x,y) ∈ R2 : Vλ0

(x;y) < 0}
contendo o equilíbrio(0,3;0) representada pela área em cinza escuro é uma estimativa
uniforme da região de estabilidade perturbadaAλ (0,3;0).
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10 CONCLUSÕES

Neste trabalho, estudamos o comportamento da região de estabilidade de sistemas

dinâmicos autônomos não lineares sujeitos a variações de parâmetros. Em particular,

estudamos o comportamento da fronteira da região de estabilidade quando uma bifurcação

sela-nó do tipo zero ocorre na fronteira da região de estabilidade.

Segundo nosso conhecimento, os resultados apresentados nesta tese são inéditos e

estudam pela primeira vez o difícil problema de bifurcaçõesda região de estabilidade de

sistemas dinâmicos autônomos não lineares.

Caracterizamos a fronteira da região de estabilidade na presença de um ponto de equi-

líbrio sela-nó do tipo zero. Mostramos que a região de estabilidade e sua fronteira sofrem

mudanças drásticas quando ocorre uma bifurcação sela-nó dotipo zero na fronteira. Em

um certo sentido, mostramos que a região de estabilidade de um ponto de equilíbrio as-

sintoticamente estável que se transforma em um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero

é "herdada" por outro ponto de equilíbrio assintoticamente estável. Em outras palavras, a

região de estabilidade do ponto de equilíbrio assintoticamente estável que persiste é au-

mentada quando o parâmetro passa pelo parâmetro de bifurcação sela-nó do tipo zero. A

região de estabilidade persistente "herda" a região de estabilidade do ponto de equilíbrio

assintoticamente estável que desaparece na bifurcação sela-nó do tipo zero. Explorando

a caracterização da fronteira da região de estabilidade propusemos estimativas ótimas da

região de estabilidade via conjunto de nível de uma dada função energia na presença

de um ponto de equilíbrio sela-nó do tipo zero na fronteira daregião de estabilidade.

Exibimos resultados que permitem entender o comportamentodestas estimativas sob a

influência das variações do parâmetro, incluindo variaçõesdo parâmetro próximo a um

parâmetro de bifurcação sela-nó do tipo zero. Verificamos que quando o ponto de mínimo

da função energia na fronteira da região de estabilidade é hiperbólico, o nível ótimo de

energia para estimar a região de estabilidade perturbada é onível de energia calculado no

ponto de equilíbrio hiperbólico perturbado. Por outro lado, quando o ponto de mínimo da

função energia na fronteira da região de estabilidade é um ponto de equilíbrio sela-nó do

tipo zero, o nível ótimo de energia para estimar a região de estabilidade perturbada é cal-

culado no ponto de equilíbrio instável, originado da bifurcação sela-nó do tipo zero, para
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λ < λ0. Por outro lado, o nível de energia calculado no ponto de equilíbrio sela-nó do

tipo zero fornece uma estimativa uniforme da região de estabilidade perturbada,λ > λ0.

Apresentamos um algoritmo conceitual para obter estimativas ótimas da região de esta-

bilidade perturbada via conjunto de nível de uma dada funçãoenergia na vizinhança de

um parâmetro de bifurcação sela-nó do tipo zero.

10.1 Trabalhos Futuros

Como sugestões para o desenvolvimento de trabalhos futuros nesta área, são propostas

as seguintes questões:

� Caracterizar a fronteira da região de estabilidade na presença de um ponto de equi-

líbrio sela-nó do tipok > 1 na fronteira da região de estabilidade;

� Estudar o comportamento da região de estabilidade e de sua fronteira sob a influên-

cia das variações do parâmetro nas vizinhanças de um parâmetro de bifurcação

sela-nó do tipok > 1;

� Propor um algoritmo conceitual para obter estimativas ótimas da região de estabil-

idade perturbada via conjunto de nível de uma dada função energia na vizinhança

de um parâmetro de bifurcação sela-nó do tipok > 1;

� Estudar outros tipos de bifurcações genéricas na fronteirada região de estabilidade;
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