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RESUMO

Estimar a regido de estabilidade de um ponto de equilibsimi@sicamente estavel &
importante em aplicacdes tais como sistemas de poténciageda e ecologia. A com-
preensao da estrutura qualitativa da fronteira da regi&st@bilidade é fundamental para
estimar com eficiéncia a regido de estabilidade. Caractéesatopologicas e dinamicas
da fronteira da regido de estabilidade foram desenvohdaddsngo das ultimas décadas.
Estas caracteriza¢gBes foram desenvolvidas sob hipéteseipetbolicidade dos pontos
de equilibrio na fronteira e transversalidade. Para setegue dependem de paramet-
ros, a condi¢céo de hiperbolicidade pode ser violada em pal@difurcacdes. Estaremos
interessados em estimar a regido de estabilidade, paganastsujeitos a variacoes de
parametros, onde ocorre a violacdo da condicédo de hipeidedie dos pontos de equi-
librio na fronteira da regido de estabilidade devido aoeparento de uma bifurcacao
sela-n6 do tipo zero nesta fronteira. Apresentaremos hedtalho uma caracterizacdo
completa da fronteira da regidao de estabilidade na prestengan ponto de equilibrio ndo
hiperbdlico sela-n6 do tipo zero. Motivados também em afaram algoritmo conceitual
para obter estimativas da regido de estabilidade pertatacconjunto de nivel de uma
dada funcdo energia na vizinhanga de um parametro de hjfiscela-n6 do tipo zero,
buscaremos exibir resultados que permitam compreendenpartamento da regido de
estabilidade e de sua fronteira sob a influéncia das vasagégarametro, incluindo
variagdes do parametro préximo a um parametro de bifurcseglaeno6 do tipo zero.

Palavras-chave: Sistemas ndo lineares, regido de estatddde, bacia de atracao, fron-
teira daregido de estabilidade, estimativas da regido detabilidade, bifurcacéo sela-
no.






ABSTRACT

Estimating the stability region of an asymptotically seabtuilibrium point is funda-
mental in applications such as power systems, economy anoggc The knowledge of
the qualitative structure of the stability boundary is etisé to estimate with efficiency
the stability region. Topological and dynamical charaetgrons of the stability bound-
ary have been developed over the past decades. These ehaeditins were developed
under assumptions of hyperbolicity of equilibrium pointsthe stability boundary and
transversality. For systems that depend on parametergotidition of hyperbolicity
can be violated at points of bifurcations. We will be prinhainterested in estimating
the stability region, for systems subjected to parametaattans, when the condition
of hyperboli-city of equilibrium points on the stability bodary is violated due to the
appearance of a type-zero saddle-node bifurcation on ahdist boundary. We will de-
velop in this work, a complete characterization of the ditgthoundary in the presence of
a type-zero saddle-node non-hyperbolic equilibrium poiiso, motivated to providing
a conceptual algorithm to obtain estimates of the pertusb&lility region via level sets
of a given energy function in the neighborhood of a type-zaddle-node bifurcation pa-
rameter, we offer results that explain the behavior of thbisty region and its boundary
under the influence of parameter variations, includingateons of the parameter close to
a type-zero saddle-node bifurcation parameter.

Keywords: Nonlinear systems, Stability region, Basin of attaction, Stability bounda-
ry, Estimates of the stability region, Saddle-node bifurcaibn.
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1 INTRODUCAO

1.1 Estimativas da regido de estabilidade

Pontos de equilibrio assintoticamente estaveis de sistdmamicos autbnomos néo
lineares ndo sdo, em geral, globalmente estaveis. Na mdmsicasos, existe um subcon-
junto de condig¢des iniciais, chamado de regido de establidcujas trajetorias, iniciando
dentro deste conjunto, tendem para o ponto de equilibrintaisamente estavel quando
o tempo tende ao infinito. O problema de determinar a regidestiilidade de um
ponto de equilibrio assintoticamente estavel para umnsastéinamico autbnomo nao li-
near é relevante em diversas aplicacées no campo da engemnauindo problemas de
estabilidade em sistemas elétricos de poténcia, (EL-ABINRGAPPAN, 1966), (YU;
VONGSURIYA, 1967), (SARKAR; RAO, 1971), (N. KAKIMOTO; HAYASHI1978),
(VARAIYA; WU; CHEN, 1985), (CHIANG; WU; VARAIYA, 1987), (PAI, 198), (CHI-
ANG; WU; VARAIYA, 1992), (COUTINHO; PAGANO; TROFINO, 2004), (COTINHO
et al., 2004), (COUTINHO; SOUZA; TROFINO, 2009), (DEMARCO; CARARES,
1992), (SILVA et al., 2009), (SILVA et al., 2005), (GUEDESLBERTO; BRETAS,
2005), analise dindmica em reatores quimicos (E. NOLDUSPRIBT; CAUWEN-
BERGHE, 1974), técnicas de otimizacao global via sistemasitcos (LEE; CHIANG,
2000) e em outras areas tais como ecologia (MAY, 1973; GATRINALDI, 1975) e
economia (ARROW; HAHN, 1971). Os inumeros métodos, proosoliteratura, para
estimar a regido de estabilidade de um ponto de equilibsintasicamente estavel po-
dem ser grosseiramente divididos em duas classes (GENHBRTAGLIA; VICINO,
1985): aqueles que usam fungéo escalares tais como furedgaplinov ou funcgdes en-
ergia, e aqueles que ndo usam funcdes escalares, ver Figjura rhaioria dos métodos
gue utilizam funcdes escalares € baseada nos resultadesSdéd_que estendem a teoria
de Lyapunov (LASALLE, 1960a,b; LASALLE; LEFSCHETZ, 1961)uikcOes escalares
podem fornecer estimativas da regido de estabilidade par deeconjuntos de nivel,
onde estes sdo determinados por um nimero escalar. Smagétdicomo estimativa tem
a vantagem de ser simples, permitindo verificar se um potdalesitro da regiao de esta-
bilidade apenas verificando uma desigualdade entre nUmeass Porém, 0s conjuntos
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de nivel podem ser uma estimativa bastante conservadoegid@ ide estabilidade, isto
€, na maioria dos casos é somente um subconjunto da veaglgigio de estabilidade.
Outro método que utiliza fungdes do tipo Lyapunov € o métaldubov (ZUBOV, 1962,
1964, 1967). Teoricamente, este método fornece a verdaggjido de estabilidade via
a solucédo de uma equacéao diferencial parcial. Na pratitenestodo pode ser inviavel
devido a convergéncia nao uniforme do algoritmo, além didsa@equer um grande es-
forco computacional, como descrito no trabalho de Gendsidaglia e Vicino (1985).
Para sistemas planares, métodos que ndo se baseiam ensfaacékares foram desen-
volvidos, ver por exemplo (JOCIC, 1982) e (INFANTE; CLARK, 1964)s métodos
gue nao se baseiam em fun¢bes escalares, usualmente empregstodo da trajetoria
reversa. Neste método, a estimativa da regido de estal@liéasintetizada a partir de
um certo niumero de trajetorias do sistema obtido pela ia¢&grnumérica das equacdes
do sistema para tempos negativos (GENESIO; TARTAGLIA; VIOIN985; GENESIO;
VICINO, 1984). A desvantagem deste método € que para sistdenasdem elevada
exige-se um grande esforco computacional associado assate integracdo numérica
do algoritmo, porém para sistemas de ordem reduzida, o métethvel oferecendo um
estimativa quase exata da regido de estabilidade comatdasartirabalho de Genesio,
Tartaglia e Vicino (1985). No trabalho de M. Loccufier e E. tied (2000), um novo
método de trajetdria reversa foi proposto.

Neste trabalho, os métodos que serdo utilizados para estinegido usam funcdes
escalares.

Classificagcdo dos meétodos para
estimar a regido de estabilidade

Via fungdes escalares Equago de Zubov

/ (func&@o Lyapunov ou fungéo energia)
Métodos para estimar
aregiad de estabilidade

\ Sem fungbes

escalares

Teorema de LaSalle

Figura 1.1: Classificacdo dos métodos para estimar a regiéstaleilidade.

1.2 Caracterizacdo da fronteira da regido de estabilidade

Muitos métodos foram propostos na literatura com o objet@stimar a regiao de
estabilidade. Esses métodos comecaram a ser largameantedssst na década de 60,
motivados pelos estudos de estabilidade transitoria et@nss elétricos de poténcia,
ver por exemplo (GLESS, 1966; EL-ABIAD; NAGAPPAN, 1966; WILMS, 1968). A
maioria dos métodos usados na andlise de estabilidadédransm sistemas elétricos de
poténcia, baseavam-se no Principio de Invariancia de lea@#SALLE, 1960b) e nédo
exploravam a estrutura qualitativa da fronteira da regéiestabilidade. Além de serem
bastantes conservadores, estes métodos eram heuristmmssequentemente sujeitos a
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erros.
Motivados em compreender a fronteira da regido de estabiéighara obter estima-
tivas 6timas da regido de estabilidade na andlise de edtad®l transitéria em sistemas
elétricos de poténcia, Tsolas, Arapostathis e VaraiyagLp8pdem na literatura uma
primeira caracterizagcdo dinamica da fronteira da regidestigbilidade de um ponto de
equilibrio assintoticamente estawél para um sistema dinamico autbnomo nao linear

s=f () (1.1)

ondef : R" — R" é um campo vetorial de clas€e.

No trabalho de Tsolas, Arapostathis e Varaiya (1985), fostnaolo, sob algumas
condicbes, que a fronteira da regido de estabilidade € @ aloidecho das variedades
estaveis de todos os pontos de equilibrio do tipo 1 que prnte’ fronteira da regido de
estabilidade.

Chiang, Wu e Varaiya (1987) apresentaram uma fundamentag&éoa de métodos
diretos para efetuar a estimativa da regido de estabilidasia fundamentagéo tem por
base uma nova caracterizacao dinamica da fronteira darégiéstabilidade de um ponto
de equilibrio assintoticamente estavel que generalizeaategizacao proposta por Tsolas,
Arapostathis e Varaiya (1985). No trabalho de Chiang, Wu aiyar(1987), mostrou-se
sob as condi¢des

(Al) Todos pontos de equilibrio na fronteira da regido de egtablié sdo hiperbdlicos.

(A2) As variedades estaveis e instaveis dos pontos de equiibfimnteira da regido de
estabilidade satisfazem a condic&o de transversalidade.

(A3) Toda trajetdria na fronteira da regido de estabilidade sexapa de um ponto de
equilibrio quandd — —+oo,

gue a fronteira da regido de estabilidade é a unido das adesdstaveis de todos os pon-
tos de equilibrio na fronteira. Além disso, foram dadas a@ie$ necessarias e suficientes
para um ponto de equilibrio hiperbdlico pertencer a froatda regido de estabilidade.

Um pouco mais tarde, no trabalho de Chiang, Hirsch e Wu (1988 resentada
uma caracterizacdo mais completa da fronteira da regiaetdbikdade de um ponto de
equilibrio assintoticamente estavel que generaliza act&iaacdo proposta por Chiang,
Wu e Varaiya (1987). Naquele trabalho, sob as condi¢ces

(B1) Todos pontos de equilibrio(e/ou orbitas fechada) na fientia regido de estabili-
dade sé&o hiperbdlicos.

(B2) As variedades estaveis e instaveis dos pontos de equiéhmoorbitas fechada) na
fronteira da regido de estabilidade satisfazem a condigdiadsversalidade.
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(B3) Toda trajetéria na fronteira da regido de estabilidade sexapa de um ponto de
equilibrio (e/ou orbitas fechada) quartde: +oo,

mostrou-se que a fronteira da regido de estabilidade é a daiivariedades estaveis de
todos os pontos de equilibrio (e/ou 6rbitas fechadas) méia da regido de estabilidade.
Além disso, foram dadas condi¢des necessarias e suficartesim ponto de equilibrio
(e/ou orbitas fechadas) pertencer a fronteira da regiastdeiédade.

Chiang, Wu e Varaiya (1988) apresentaram uma caracterizicfionteira da regiao
de estabilidade para duas classes de sistemas dinamistsmas gradientes genera-
lizados e sistemas descritos por uma equacao diferen¢@ialede segunda ordem. A
caracterizacao para estas duas classes especificas ohasig&iea mesma dada por Chi-
ang, Wu e Varaiya (1987), porém, para estes sistemas, apéiases¢A2) foi utilizada
para a caracterizacao da fronteira. Além disso, para estemas particulares, mostrou-
se que os pontos de equilibrio hiperbdlicos na fronteir@diio de estabilidade persistem
na fronteira sob pequenas pertubac¢des do campo vetorial.

Mais tarde, no trabalho de Chiang e Chia-Chu (1995), foram @xbs$; sob as su-
posi¢cBes(Al) — (A3), para sistemas dindmicos autbnomos mais gerais, que osspont
de equilibrio hiperbdlicos na fronteira da regido de eftiie de um ponto de equi-
librio assintoticamente estavel também persistem nadiansob pequenas pertubacdes
do campo vetorial.

1.3 Objetivos

As suposicdesAl) — (A3) sdo fundamentais na caracterizacdo da fronteira da regido
de estabilidade de um ponto de equilibrio assintoticamestéevel proposta por Chiang,
Wu e Varaiya (1987). Mas, para sistemas que dependem degtan&é muito comum a
violacdo da suposicd@\l) devido ao aparecimento de bifurcacdes na fronteira daaegia
de estabilidade. Na analise de estabilidade de tensdo tamagselétricos de poténcia,
por exemplo, verificou-se a existéncia de bifurcagfes rs&laa fronteira da regido de
estabilidade, violando assim a suposi¢at) (GUEDES; ALBERTO; BRETAS, 2005).
Em vista disto, com o intuito de entender o comportamentedio de estabilidade de
um ponto de equilibrio assintoticamente estavel e suadimanjuando a suposic&al)
€ violada pela ocorréncia de bifurcagfes na fronteira daoeate estabilidade, estuda-se
neste trabalho o sistema de equacdes diferencias depemigemin parametro escalar

%=1 (X, A) (1.2)

comxeR", A eRef:R"xR — R"sendo um campo vetorial de clagse
Como o sistema (1.2) esta sujeito a variagado do paramebidurcacdes locais podem
ocorrer na fronteira da regido de estabilidade e consegmemnte pontos de equilibrio
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nao hiperbolicos podem aparecer na fronteira da regidotdbiks$ade violando assim a
hipotese(Al). Como queremos entender o comportamento da regido de istdbike

de sua fronteira para propor estimativas da regido de édtal® quando ocorrem estas
bifurcagbes, buscaremos responder duas perguntas imigsrté) pode-se ainda obter
uma caracterizagdo da fronteira da regidao de estabilidader®nos das variedades es-
taveis dos pontos de equilibrio que estao na sua frontegtindo o ponto de equilibrio
ndo hiperbdlico?(ii) como a regido de estabilidade e sua fronteira se comportam so
pequenas variacbes do parametroa ocorréncia de uma bifurcacao local na fronteira?
Neste trabalho, o objetivo é responder a estas perguntasupacaso especifico de bi-
furcacao local, que é a bifurcacéo sela-n6 do tipo zero, gopnam algoritmo conceitual
para obter estimativas da regido de estabilidade pertayb&conjunto de nivel de uma
dada funcéo energia, na vizinhanca de um parametro de &gwcsela-no do tipo zero.

1.4 ContribuicGes

Neste trabalho, supondo a existéncia de um ponto de eduitiio hiperbdlico sela-
no do tipo zero na fronteira da regido de estabilidade, aptasemos uma caracterizagcao
completa da fronteira em termos das variedades estaveipaiiss de equilibrio que
estdo na fronteira, incluindo o ponto de equilibrio ndo Hipkco sela-né do tipo zero.
Mostraremos também que, mesmo com a presenca de um pontailileriegsela-n6 do
tipo zero na fronteira da regido de estabilidade, os porgosqdilibrio hiperbdlicos na
fronteira da regiao de estabilidade persistem sob a infla&®pequenas variagoes dos
parametros. Resultados que descrevem o comportamentontieirfaicda regido de esta-
bilidade na vizinhancas de um ponto de equilibrio sela-niiptzero seréo apresentados.
Além disso, obteremos uma caracteriza¢do global da frandiei regido de estabilidade
nas vizinhancas de um parametro de bifurcacéo sela-néaadip. E por fim, oferece-
remos uma estimativa da regido de estabilidade, via canflenhivel de uma dada fungéo
energia, na presenca de um ponto de equilibrio sela-né dadim na fronteira da regiao
de estabilidade e exibiremos resultados que permitem @gitencomportamento desta
estimativa na vizinhanca de um parametro de bifurcacaensetho tipo zero.

1.5 Organizacéo do texto
Os proximos capitulos deste texto estdo organizados dansefprma:

= No Capitulo 2, uma revisao de alguns conceitos e resultadésenale topologia e
equacdes diferencias ordinarias é apresentada.

= No Capitulo 3, o conceito de conjunto atrativo e atrator éthizido e algumas
discussbes desses conceitos sdo apresentadas. Alénedibgnps uma caracte-
rizacao topoldgica da regido de estabilidade e de sua fantei
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= No Capitulo 4, uma breve revisdo sobre a teoria existenterdeteaizacéo dinamica
da fronteira da regido de estabilidade é apresentada.

= No Capitulo 5, o conceito de ponto de equilibrio sela-né dozgro é apresentado,
exibiremos uma versao db-Lema para ponto de equilibrio sela-né do tipo zero,
forneceremos condicGes necessarias e suficientes parangpento de equilibrio
sela-n6 do tipo zero pertenca a fronteira da regido de édtde de um ponto
de equilibrio assintoticamente estavel e desenvolvensstagos que permitem
caracterizar a fronteira da regido de estabilidade em tw®das variedades estaveis
dos pontos de equilibrio que pertencem a fronteira, indlim ponto de equilibrio
sela-no do tipo zero. Além disso, definiremos o conceito giicede estabilidade
fraca e exploraremos algumas de suas propriedades.

= No Capitulo 6, discute-se a persisténcia da regido de adtadel e da caracteriza-
¢ao de sua fronteira sob a infuéncia de pequenas variaces @woetro.

= No Capitulo 7, uma breve revisdo sobre a teoria de bifurcagéoyma familia de
equacdes diferenciais dependendo de um parametro eseqlisséntada.

= No Capitulo 8, mostraremos o comportamento da fronteiragiaaele estabilidade
na vizinhanca de um ponto de equilibrio sela-né do tipo z&am a informacao
deste comportamento local, verificaremos que mudancascdiipodem ocorrer
na regiao de estabilidade e na fronteira da regiéo de edtd®l sob a infuéncia de
pequenas variacées do parametro. Exibiremos também umetedzacao global
da fronteira da regido de estabilidade para valores de g#d@snproximos a um
parametro de bifurcacéo sela-no6 do tipo zero.

= No Capitulo 9, a definicdo de funcdo energia e uma revisao dotados rela-

cionados a estimativas da regido de estabilidade via canflenivel de uma dada
funcao energia sdo apresentadas. Apresentaremos tamtir@atigas da regido de
estabilidade via conjunto de nivel de uma dada funcédo eneggpresenca de um
ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zero na fronteira. HEgilvios também resul-
tados que permitem entender o comportamento destas egtisnsdb a influéncia
das variacdes do parametro, incluindo variacGes proxiras parametro de bifur-
cacgao sela-no do tipo zero.



2 PRELIMINARES

Este capitulo tem como finalidade rever alguns conceitos@taglos na area de
topologia e equacdes diferencias ordinarias que serdmsisarllongo do texto. Ini-
ciaremos com uma discusséo sobre a topologia do espacdiancli Posteriormente,
discutiremos alguns tépicos da teoria de equacdes difieeadinarias.

Ao leitor familiarizado com os conceitos de topologia e @fes diferencias or-
dinérias a leitura deste capitulo pode ser dispensadanageito ao mesmo conforme a
necessidade.

2.1 Espaco Euclidiano

Nesta secdo, exibiremos alguns resultados sobre a topadogespaco euclidiano
que serao explorados ao decorrer do trabalho. Para masmlesezimentos/detalhes dos
assuntos aqui tratados ver (LIMA, 2006) e (MUNKRES, 2000).

2.1.1 Norma

Sejan um numero natural. O espaeuiclidiano n-dimensionalé o produto den
fatores iguais &:
R"=RxRx..xR.

Os pontos deR" sdo todas as—listas x = (xq,...,X,) cujas coordenadas,...X, S0
nameros reais.

E conhecido da algebra linear g8 com as operacées usuais de soma e multipli-
cacao tem estrutura de espaco vetorial de dimensébre o corpo dos reais.

Um produto internonum espaco vetorial re&l € uma aplicacdg,) : EXxE — R
que faz corresponder a cada par de vetargs E um numero real, indicado pdk,y),
de tal modo que, para quaisquer,y € E e a € R, valham as seguintes propriedades:
(P1.) (x,y) = (y,X); (Comutatividade)

(P2.) (x+zYy) = (X,Y)+(zY); (Superposic¢ao)
(P3.) (ax,y) = a.(x,y) = (x,ay); (Homogeneidade)
(P4.) x# 0= (x,x) > 0. (Positividade)
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Um exemplo de produto interno eRf', e o mais importante, é o produto interno
canonico, o qual é dado por

(X,Y) = X1.y1+ ... +Xn.Yn,

ondex = (X1,...,Xn) €Y= (Y1,...,Yn)-

Dadox € R", escreveremo$x|| = 1/(x,x), onde(,) é o produto interno candnico.

Assim,
IX|| = /X34 ... +X2.

O ndmero||x|| chama-senorma euclidiana A norma euclidiana goza das seguintes
propriedades, ondey € R", a € R e |a| indica o valor absoluto do nimero real
(NL) [x+y| < [Ix]| +ly]l; (Desigualdade triangular)
(N2.) |la.x|| = |a|.||¥||; (Homogeneidade)
(N3.) x# 0= ||x|| > 0. (Positividade)

De um modo geral, umaormanum espaco vetoridt é qualquer funcéo red|| :
E — R que cumpra as condi¢des (N1), (N2) e (N3) acima. Ha& uma irfit@cie nor-
mas que se podem considerar no espaco euclidiano . Quandbss@omos explicita-
mente qual a norma que estamos considerand®'grfica subentendido que se trata da
euclidiana.

Uma norma num espaco vetorkalda origem a uma nocéo de distanciaEnDados
X,y € E, adistanciadex ay é definida por

d(xy) = [[x=yl-

Verifica-se facilmente que a distancia goza das seguintgsipdades, paray,z€ E
guaisquer:
(D1.) d(x,y) < d(x,y)+d(y,z); (Desigualdade triangular)
(D2.) d(x,y) = d(y,x); (Comutatividade)
(D3.) x#£y = d(x,y) > 0. (Positividade)

A primeira dessas propriedades é chamada desigualdaugiaa Neste texto, estare-
mos considerando no espaco euclidi@iioa distancia proveniente da norma euclidiana,
salvo mencgéao contraria.

2.1.2 Conjuntos Abertos

Antes de definirmos o que é um conjunto abertaRhintroduziremos o conceito de
bolas.

A bola abertade centro num pontac R" e raior > 0 é o conjunto dos pontos= R"
cuja distancia ao ponta € menor que. Usaremos a notac@a;r) para indicar esse
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conjunto. Assim,:
Bar)={xeR"; |x—a| <r}.

Analogamente, definiremostmla fechada By r| e aesfera $;r]|, ambas com centra
e raior, por:

Bla;r] = {xeR"; |[x—a||<r}eSar]={xeR"; |x—a] =r}.

Segue-se quB[a;r| = B(a;r)USa;r].

SejaX um subconjunto do espaco euclididkh Um pontoa € X chama-se urponto
interior a X quando é centro de alguma bola aberta contidXepu seja, quando existe
r > 0 tal que|[x—al| <r = x & X. Ointerior de X é o conjuntant X formado pelos
pontos interiores X. Quandax € int V, dizemos que o conjun¥ € umavizinhancado
pontox.

Um conjuntoX C R" chama-sebertoquando todos 0s seus pontos sao interiores,
isto é, quando para cadas X exister > 0 tal queB(x;r) C X. Assim,X é aberto<—
int X = X.

Uma bola abert8(a;r) C R" € um exemplo de conjunto aberto &, assim como o
conjuntoX =R"—BJa; r] também é aberto ef®". Uma outra informacao sobre conjuntos
abertos é que para todo conjuita- R", int X € um conjunto aberto.

Teorema 2.1.1.(LIMA, 2006) Os conjuntos abertos do espaco euclidi@Bigozam das
seguintes propriedades:

1) O conjunto vazi® e o espa¢c®" sdo abertos;

2) Aintersecao A= A1 N...NAx de um numero finito de conjuntos abertas.A, Ax € um
conjunto aberto;

3) A reunido A= U, A, de uma familia qualquefA, ), <. de conjuntos abertos,Aé
um conjunto aberto.

Fixemos um conjuntX c R". Um subconjuntA C X diz-seaberto em Xquando,
para cada € A exister > 0 tal queB(a;r) N X C A. Em outras palavras, para caala A
exister > 0 tal que os pontos, pertencentes ¥, que cumprem a condiggdx—a|| < r
estao enh;

Por exemploA = [—1,1) € aberto enX = [—1,1], mas n&o é aberto ef

Um conjuntoA C X é aberto enX C R" se, e somente se, existe um ab&ta R"
tal queA = XNB.

2.1.3 Conjuntos Fechados

Um pontoa € R" diz-seaderentea um conjuntoX C R" quando, para todo> 0, a
bola abertd(a; r) contém algum ponto d¥.

A fim de que o pont@ seja aderente ao conjun¥q € necessario e suficiente que o
pontoa seja limite de uma sequéncia de pontos desse conjunto.
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O conjunto dos pontos aderentex ahama-sdéechode X e € indicado com a notacao
X.

Pelo que vimos acima, a fim de que um pobte R" ndo pertenca ao fecho de é
necessario e suficiente que exista uma bola aberta de tequenao contenha pontos de
X. Em outros termosh € R"— X <= 3r > 0; B(b;r)NX = 0.

Como toda bola aberta € um conjunto aberto e todo aberto quéncarm ponto
contém também uma bola aberta com centro nesse ponto, ds@dcima podem ser
reformuladas com abertos, em vez de bolas:

1) Tem-sea € X se, e somente se, todo aberto que cordémersecta o conjunts. (Isto
€, seA é aberto @ € A= entdocANX £ 0.)

2) Tem-seb ¢ X se, e somente se, existe um aberto contdndisjunto deX. (Isto &,
existeA aberto conbc AeANX =0.)

Como exemplo, o fecho de uma bola ab&ta; r) é a bola fechadB[a;r]. SeX =Q"
€ o conjunto dos pontos @& cujas coordenadas sdo nimeros racionais, eatadR".

Um conjuntoX C R" chama-sdéechadoquando contém todos seus pontos aderentes,
isto é, quandX = X.

Por exemplo, uma bola fechaBg;r| € um subconjunto fechado @&, assim como
também é fechado a esfesa;r|.

Sexx — aquanddk — +oo, X € X para toddk € N e A € um conjunto fechado, entdo
acX.

Dados um conjuntX e um pontoa € R", ha trés possibilidades que se excluem mu-
tuamente: oa € int X, oua € int (R"— X) ou entdo toda bola aberta de cerarmontém
pontos deX e pontos do complementar e Os pontos com esta ultima propriedade
constituemdX, que chamaremosfenteiradeX. Em outras palavragX = X NR" — X.

Os préximos dois teoremas, cujas demonstracdes foranasirde (LIMA, 2006),
permitem concluir que a fronteira de um conjuita- R" € um conjunto fechado.

Teorema 2.1.2.(LIMA, 2006) Para todo XC R", o complementar do fecho de X é um
conjunto aberto.

Demonstracdo.ConsidereA = R" — X. Paratod@ < A, exister > 0 tal queB(a;r)NX =
0. Afirmamos qudd(a;r) C A. De fato, se € B(a;r), entdoB(a;r) € um aberto contendo
ze disjunto deX, logoze R"—- X = A O

Teorema 2.1.3.(LIMA, 2006) Um conjunto é fechado iJ' se, e somente se, seu com-
plementar é aberto n&".

Demonstragdo.(=) SeX C R" é fechado, temos qué= X, em particularR" — X =
R"— X e pelo teorema anterior podemos afirmar que o complemen¥gédsberto.

(<) SeX C R" é tal queA = R"— X é um conjunto aberto entae X implica emze A.
ComoA é aberto por hipotese existe> 0 tal queB(zr) C A, ou sejaB(zr)NnX =0,
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consequentementnao é aderenteXa. Assim, todo ponto aderenteXadeve pertencer a
X e portantoX é fechado. n

Os dois teoremas anteriores garantem que o fecho de quatmjento é um conjunto
fechado. Como a fronteira € a intersecéo de dois conjuntbades, por consequéncia,
a fronteira de todo conjunté c R" é um conjunto fechado. O seguinte resultado € uma
consequéncia imediata do Teorema 2.1.1 e do Teorema 2.1.3.

Teorema 2.1.4.(LIMA, 2006) Os conjuntos fechados do espaco euclididhgozam das
seguintes propriedades:

1) O conjunto vazi® e o espac®" sdo fechados;

2) A unidao F= F, U...UFR de um numero finito de conjuntos fechades..FF € um
conjunto fechado;

3) A intersecdo = N, F, de uma familia qualqueif, ), < de conjuntos fechadog F
€ um conjunto fechado.

O conjunto formado pela unido infinita de conjuntos fechaume ndo ser fechado.
De fato, para cada pontoc Q C R, o conjunto{x} é fechado enR. O conjuntoQ é
uniéo dos seus pontos, isto@,= Uxcg{X} € 0 mesmo néo é fechado éinvisto que
Q=R.

Fixemos um conjuntX c R". Um subconjuntd- C X diz-se fechado eX quando
se temF = XN G ondeG é um conjunto fechado ef®".

SeX C R" é fechado, entdo um subconjuritaC X é fechado enX se, e somente se,
é fechado eniR".

DadosY c X c R", podemos também definirfechodeY relativamentea X como
sendo o conjunty N X, dos pontos aderente¥ajue pertencem ao conjunta

SejamY C X c R". Dizemos qué&f édenscemX quandoY NX =X, ousejaX C Y.

2.1.4 Conjuntos Conexos

Umacisdode um conjuntoX ¢ R" é uma decomposic®= AUB, ondeANB=0¢e
0S conjunto$\, B sdo ambos abertos exn As condicoeX = AUB e ANB = 0 equivalem
adizer queA =X —BeB =X — A. Por conseguinte, numa cisdo= AUB, 0s conjuntos
A, B séo abertos e fechados &m

Todo conjuntaX C R" admite pelo menos @sao trivial X=X U0. Um exemplo de
cisdo néo trivial & — {0} = (—,0) U (0, +0).

Um conjuntoX C R" chama-seonexaguando ndo admite outra cisdo além da trivial.
Assim, quandX é conexoX = AUB, comA, B disjuntos e abertos e, implicaA=0
ouB=0.

Quando existir uma cisédo nao-trividl= AU B, diremos queX € desconexo

A imagem de um conjunto conexo por uma aplicacdo continua@ujunto conexo.
Um subconjuntX C R é conexo se, e somente se, é um intervalo. Uma outra progeeda
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importante é que a unido de uma familia de conjuntos conexsion ponto em comum
€ um conjunto conexo.

A definicdo de conjunto conexo proposta acima é a expressi@omatca da ideia de
conjunto formado por um sé pedaco. Outra maneira de expaigonexidade é dizer que
se pode passar de qualquer um dos seus pontos para outro peowimento continuo,
sem sair do conjunto. Isto nos leva a nogdo de espaco conexapnhos.

Sejamx,y € R". O segmento de retde extremos,y é o conjunto

Xyl ={(1-t)x+ty; 0<t <1}

Um subconjuntoX C R" diz-seconvexoquando contém qualquer segmento de reta
cujos extremos pertencanXaou sejax,y € X = [x,y] C X.

Todo espaco vetorid ¢ R" é convexo, assim como toda b@ac R" é convexa.

Um caminhonum conjuntoX C R" é uma aplicagédo continua: | — X, definida
num intervaladl .

Diremos que o0s pontog b € X podem ser ligados por um caminho engando
existe uma caminhé : | — X tal quea,b € f(1I).

Um conjuntoX C R" diz-seconexo por caminhaguando dois pontos quaisqueb €
X podem ser ligados por um caminho &m

Por exemplo, sX C R" é convexo, dois pontos quaisqueeb € X podem ser ligados
por um caminho enX, a saber o caminho retilinddt) = (1—t)a+tb paratodd € [0, 1].
Portanto, conjuntos convexos sdo casos particulares ¢ientos conexos por caminhos,
entretanto, existem conjuntos conexos por caminhos quea@oonvexos. O conjunto
R"— {0}, comn > 1, por exemplo, € conexo por caminho mas nao é convexo.

Sef,g:[0,1] — X s@o caminhos e, comf (1) = g(0), entdo definimos caminho
justaposto k= f V.g: [0,1] — X fazendoh(t) = f(2t) se 0<t < 3 eh(t) =g(2t - 1) se
% <t < 1. Estas duas expressdes definem o mesmo valb(réje Comof|[07%] e g|[%71]
sdo continuas, segue-se dué continua.

Sejama, b, c pontos do conjuntX C R". Sea,b podem ser ligados por um caminho
emX e b, ctambém podem ser ligados por um caminho)X¢nentdo existe um caminho
emX ligandoa a c. Basta tomar caminhok g: [0,1] — X com f(0) =a, f(1) = b,
g(0) = b, g(1) =ce porh= fV¥Yg. Entdoh(0) =aeh(1l) =c. Essa propriedade de
caminho descrita acima € costumeiramente chamada dditransi

Teorema 2.1.5.(LIMA, 2006) Se um conjunto X R" é conexo por caminho, entdo X é
conexo.

Demonstracdo.Suponhamos por contrapositiva glile- AUB fosse uma cisao néo-trivial
deX. Tomemosa € A eb e B. Por hipétese, existiria um caminto: [0,1] — X tal
que f(0) = a, f(1) = b. Entdo[0,1] = f~1(A)u f~1(B) seria uma ciséo d@, 1], com
0c f~1(A) e 1€ f~1(B), 0 que é um absurdo, pois o intervéllpl] é conexo. O
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A reciproca do Teorema 2.1.5 ndo é verdadeira. Como exempkideeX C R2
o grafico da fungad : [0,+«) — R, dada porf (x) = cos(;l() sex>0ef(0)=0. O
conjuntoX € conexo mas nao é conexo por caminho, para maiores detah@dMA,
2006). Esse exemplo junto com o Teorema 2.1.5 nos permiteaafgjue o conceito de
conexidade por caminho é mais forte do que o conceito de matxdefinida por meio
de cisao.

2.1.5 Conjuntos Contrateis

Sejam os conjuntoX,Y c R" e f,g: X — Y aplicacdes continuas, dizemos que
f € homotopicaa g quando existe uma aplicacédo contirtia X x [0,1] — Y tal que
H(x,0) = f(x) eH(x,1) = g(x) para todax € X.

A aplicacdoH é umahomotopiaentref eg e, € denotada pdr~ g.

Como exemplo, s&,Y C R? eY é convexo, entdo todas as aplicacdes continuas de
X emY s&o homotopicas, pois daddgy: X — Y basta definirmo#i : X x [0,1] — Y
porH(x,t) =tf(x)+ (1—t)g(x).

A relacdo de homotopia € compativel com composicdo de fengieseja, dadas
as aplicacdes continudsf : X — Y eg,g : Y — Z tais quef ~ f eg~ ¢ entdo
gof~gof.

Um conjuntoX C R" é contratil se a aplicacao identidaéy : X — X é homotopica
a uma aplicacéo constante.

Todo subconjunto convexo d&" é contratil. Além disso, todo conjunto contraXil
é conexo por caminho, mas a reciproca néo é verdadeira j[R4ue 0} é conexo por
caminho e ndo € contrétil.

2.1.6 Espacos Normais

SejaX um espaco topoldgico. Dizemos g¥eé um espaco normal se para cada par
A, B de conjuntos fechados disjuntos ®e existem abertos disjuntos contende B,
respectivamente.

O resultado a seguir nos garante que"cé um espaco normal.
Teorema 2.1.6.(MUNKRES, 2000R" é um espaco normal.

Demonstragdo.Sejamxy € R", r > 0 nimero real positivoB(xp,r) = {xe R" : d(x,xp) <
r}. SejamA e B dois subconjuntos fechados disjuntoskie Note queR"—AeR"—B
sdo subconjuntos abertos B Assim, para cada € A podemos afirmar quec R"—B
que é aberto, logo exist& > 0 tal queB(a,&5) C R"— B, isto €,B(a, &) ndo intercepta
B. Similarmente, para cadac B existeg, > 0 tal queB(b, &,) néo intercept#\. Defina

& &
U =UacaB(a, ) € V= UnceB(b. )
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EntdoU eV séo subconjuntos abertos contedde B, respectivamente. Afirmamos que
U eV séo disjuntos. De fato; se= U NV entéo

ze B(a, 8—2"") NB(b

&b
b 2)
para alguna € A e para algunb € B. Usando a desigualdade triangular podemos afirmar
qued(a,b) < d(a,z) +d(zb) < 2+ 2. Seea< grentdod(a,b) < 2 +2 <2+ 2 =g,
ou seja,a € B(b,&,). Seg, < ga entdod(a,b) < £+ 2 <%+ % =¢g, ousejabe
B(a, &3). Mas nenhuma dessas situa¢des podem ocorrer, 0 que desrmtetrema. [

O teorema anterior pode ser estendido para todos espagbiiops que sdo metrizaveis,
assim existe uma colecéo grande de espacos topologicogaisorm

2.1.7 Distancia entre dois conjuntos

SejamS T C R" conjuntos ndo vazios. Definiremogestancia S T) entreSe T
por
d(ST) =inf{|x—y|; xe S yeT}.

A distancia entre dois conjuntos satisfaz as seguintesipogues:
1)d(ST) =d(T,S);
2)SNT #0=—d(ST)=0;
NS CHNICT =d(,T2) <d(S,Th);
4)d(ST) < ||x—y| paraquaisquexc Sey e T;
5) Dado arbitrariamente > 0, existenx € Sey € T tais que|x—y|| <d(ST) + €.
Um caso particular importante da distancia entre dois cwoguocorre quando um
deles se reduz a um ponto.
Dadox € R" e um conjunto néo vazié c R", temos:

d(x,T)=inf{|lx-y|; yeT}.

Novamente, valem as cinco propriedades descritas amtesnae.

Usando a propriedade que o infimo de um conjunto de nUmereseatftivos € igual
a zero se, e somente se, tal conjunto contém numeros adrtearte pequenos podemos
afirmar qued(x,T) = 0 se, e somente se, dado qualgaer O, existey € T tal que
d(x,y) < €. Em outras palavras,

dx,T)=0<=xeT.

Em particular, s& C R" & um conjunto fechado, vatéx,F) =0 <= x e F.
ComodT =TNR"—T, vemos que € dT se, e somente sé(x, T) =d(x,R"—T) =
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Um outro resultado importante que envolve distancia é qumedbf : R" — R,
definida porf (x) = d(x, T ), & uniformemente continua.

2.2 Equac0es Diferenciais Ordinarias

Neste trabalho, estamos interessados em estudar sister@asads nao lineares mo-
delados por equacdes diferenciais ordinérias (EDO) aotéemao lineares do tipo:

%=1 (x) (2.1)

ondef : R" — R" é um campo vetorial de clas€. Comecaremos a se¢éo apresen-
tando um resultado de existéncia e unicidade de equac@&@eertifais ordinarias autdno-
mas. Na Secédo 2.2.2, introduziremos o conceito de conjovdoiante. Nas Secdes 2.2.3,
2.2.4 e 2.2.5 exploraremos estabilidade local e comporttnassintotico de solugcbes de
equacdes diferenciais ordinarias autbnomas. Para corapterou maiores detalhes das
definicdes e resultados expostos nesta secdo ver (SOTOMAYEIR), (HALE, 1969),
(SMALE; HIRSCH, 1974), (WIGGINS, 2003), (PERKO, 1991), (ALBERTQ@006),
(SMALE, 1967), (HIRSCH; PUGH; SHUB, 1970), (GUCKENHEIMER; HOLNBE-1983)

e (SHUB, 1987).

2.2.1 Teoria Geral

Sejamf : R" — R" um campo vetorial de clas€ el um intervalo ndo degenerado
da reta, isto €, um subconjunto conexdi®ledo reduzido a um ponto.

Definicdo 2.2.1.Uma funcao diferenciavel : | — R" é uma solucédo da equacao dife-
rencial ordinaria

x= f(x)
no intervalo | se

d¢

H(t) = f(¢(t)) paratodotel.

Se uma condigéo inicial é conhecida, o problema de enccasalucaop (t), satis-
fazendo essa condicéo inicial € conhecido como problemaldeinicial (PVI):

x= f(X); X(0) =X

O teorema de existéncia e unicidade, demonstrado em (SOMOMRAL1979) e apresen-
tado a seguir, estabelece condi¢des suficientes sobre wogtgrial f para garantir a
existéncia e a unicidade das solucoes.

Teorema 2.2.1.(SOTOMAYOR, 1979) Sejam R" — R" um campo vetorial de classe
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Cl e x € R". Ento existe umx > 0 tal que o problema de valor inicial
x= f(X); X(0) =X

tem uma Unica solucag(t) no intervalo[—a, a].

Supondo ainda que as hipdteses do teorema anterior esigjafeitas, entdo, para
cadaxp € R", existe uma Unica solugao maxingal.,xp) de

x= f(x); x(0) =xo

definida num intervalo maximal de existén¢ia_(Xp), w4 (Xo)).
Um outro aspecto importante da teoria de equacdes difaisraidinarias € a con-
tinuidade das solu¢cdes com relacéo as condi¢des iniciasepada no seguinte teorema:

Teorema 2.2.2.(SOTOMAYOR, 1979) Seja: R" — R" um campo vetorial de classe
C!. Considerep(t,xo) a solugéo do PVI

x= f(x); X(0) =Xo
definida no seu intervalo maximal de existéncia. Entao

D= {(t,%0) : X% €R", t € (W_(X), w: (X))}

€ aberto enR x R" e ¢ é continua em D.

Além da continuidade com relacdo as condic¢des inicias, @cdolde uma EDO
autbnoma satisfaz as seguintes propriedades:
(1) ¢(0,x) = x para todax € R".
(2)p(t+s,x) = (t,9(s,X)) paratodocc R" e todod, s R tais que +s e (W_(X), W, (X))
et € (W_($(5X), W (9(s.X))).

Observacédo 2.2.1A aplicagdo t— ¢(t,xg) de (w_(Xp), w4 (X0)) emR" define uma
curva emR", passando por xa qual denomina-se trajetéria ou Orbita passando por
Xo € que denotaremos pelo conjurté (t,Xo); t € (W_(Xo),W+(X0))}. A unicidade das
solucBes garante que as trajetérias nao se interceptam.oBadm subconjunto d&" e

t € R, defini-se o conjuntg (t,A) = {¢(t,x) : x€ A}.

2.2.2 Conjuntos Invariantes

O conceito de invariancia que serd proposto nesta secaaiédkamiental importancia
para analise de sistemas dinamicos, isto porque, dado uumntois C R", em certas
ocasides, € importante saber quando dada uma condicéa mesise conjunto a solucao
gue passa por essa condicao inicial permanece no respeatijtoto para todo o tempo,
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para tempos positivos ou negativos, respectivamente. sEssguntos com tais pro-
priedades sdo chamados na literatura de conjuntos int@sjgrositivamente invariantes e
negativamente invariantes, respectivamente. A fim de fimaranatematicamente esses
conceitos, apresentamos as seguintes definicoes:

Defini¢cdo 2.2.2.Um conjunto S R" é invariante com relagao ao sistema (2.1) se, para
qualquer ¥ € S temosp (t,Xp) € S para todo t R.

Definicdo 2.2.3.Um conjunto SC R" é positivamente (negativamente) invariante com
relagcdo ao sistema (2.1) se, para qualquerexS temosp(t,xg) € S para todo t= 0
(t<0).

Um exemplo trivial de conjunto invariante € a Orbita de umdadeondicao iniciakg
do sistema (2.1). Além disso, sem maiores dificuldades,-pederificar que a unido de
conjuntos invariantes € também um conjunto invariante.

2.2.3 Comportamento Assintotico

Dado uma condicédo inicial do sitema (2.1) podemos nos p&gungque acontece
com a trajetoria que passa p@yquando o tempo tende pa#iao ou —co. Usualmente
essas trajetérias se aproximam de equilibrios, ciclosdsnbrbitas quasi-periddicas, or-
bitas cadticas ou até mesmo unido de um certo conjunto dagrfibdos esses conjuntos
mencionados acima, para onde a trajetéria pode se aprox@awmchamados de conjun-
tos limites cuja definicho matematica e algumas de suasipdaples serdo exploradas a
sequir.

Definicao 2.2.4.Um ponto pe R" é um pontow—limite da solucéog (t,xp) de (2.1)
se existir uma sequénci@;j}, com § — 4o quando j— +oo tal que ¢(tj,Xo) —

p quando j— 4. O conjunto de todos os pontes—limite de ¢ (t,xo) € chamado
conjuntow—limite da solucaog (t,Xp), ou simplesmentey—limite de X, e é denotado

por w(Xo).

Exemplo 2.2.1.Considere um campo vetorial no plano com uma orbita fechadlaad
mente atrativa2, como mostrado na Figura 2.1. Para cada ponte 2, podemos en-
contrar uma subsequénc{s; } tal queg (t;,x), x€ R? se aproxima de p quando-j +o.
Portanto, pe Q é um pontaw-limite e Q é o conjuntow-limite da solugaap (t,X).

O comportamento assintético das solu¢des quarde —«, 0s chamados conjuntos
o —limite é dado a seguir.

7

Defini¢do 2.2.5.Um ponto pe R" é um pontoa —limite da solucéog (t,xp) de (2.1)
se existir uma sequéncigd;}, com § — —oco quando j— +oo tal que ¢ (tj,Xo) —

p quando j— +o. O conjunto de todos os pontos-limite de ¢ (t,xo) € chamado
conjuntoa —limite da solugéop (t,%p), ou simplesmentey —limite de %, e é denotado

por a(Xo).
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Figura 2.1:p € Q é um pontaw-limite e Q é o conjuntaw-limite da solucaap (t,x).

No decorrer da sec¢éo, exploraremos alguns teoresuise o conjuntao—limite. O
primeiro teorema nos da uma maneira alternativa para defaonjuntow—Ilimite.

Teorema 2.2.3.(LASALLE, 19763u(X0) = No<r<e® ([T, %), Xo).

Demonstracdo.Suponha que € w(Xp), entdo pela Definicdo 2.2.4, existe uma sequén-
cia {tj}, comt; — 4o quandoj — +oo tal que @ (tj,xg) — p quandoj — oo,
Logo, para qualquert € [0,+), existe um numero inteirdl > 0 tal quet; € [1,+)
para todoj > N. Assim, ¢(tj,x0) € ¢([1,+),X) para todoj > N. Portanto,p €

¢ ([T, 4%),%). ComoT pode ser escolhido arbitrariamente grande, tem-sepjge
No<t<+w® ([T, +%),Xp). Suponha agora que € No-r«4«® ([T,+%),%y). Entdo dado

T > 0 arbitrario, p € ¢([1,+),X). Em particular, dado uma sequéndig }, com

Tj — 4o quandoj — +oo, existetj € [1j,+) tal que||¢(tj,x0) — p|| < % Obvia-
mentet; — o0 quandoj — +oo €, por construcaa (tj,xo) — p quandoj — +oo.
Portanto,p € w(Xo). O

O proximo teorema exibe propriedades para o conjuntdimite de uma solucao
qualquerg (t,Xo) de (2.1). De maneira analoga, valem as mesmas propriedace® p
conjuntoa —limite.

Teorema 2.2.4.(LASALLE, 1976) O conjunt@—limite de uma solu¢ég (t,xp) do sis-
tema autbnomo (2.1) é fechado e invariante.

Demonstracdo.Como a intersecéo de conjuntos fechados é um conjunto feobiaigon-

se do teorema anterior que(xg) € um conjunto fechado. Para provar qué) é um
conjunto invariante, sejp € w(Xp). Entdo de acordo com a Defini¢céo 2.2.4 existe uma
sequéncigt;j}, comt; — +oo quandoj — 4o tal que¢(tj,xg) — p quandoj —

+o0. Sejag(t, p) a solugéo de (2.1) passando orVamos mostrar qué (t, p) € w(xo)

para toda € R. Sejat um namero real arbitrario. Da continuidade das solugbes com
relacdo as condic¢des iniciais, tem-se que dade 0, arbitrariamente pequeno, existe
0 > 0 tal que||g— p|| < & implica em||¢(1,9) — ¢(T,p)|| < €. Se escolhermos, = %

LAs demonstragdes dos proximos trés teoremas foram reticedAlberto (2006).
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ondem=1,2, ..., entdo para cada inteir, existe niamero real,, > 0 e um inteiraM > 0
(dependendo de) tal quel| (tm,Xo) — p|| < dm e portantd|¢ (T, ¢ (tm,Xo)) — P (T, p)|| <

%. Pode-se, sem perda de generalidade, escolher a seq{tgricestritamente crescente
comty — +o0 quandam — +oo. Logo, tem-se qué (T, ¢ (tw,Xo)) = ¢ (T+tm,X0) —

¢ (1, p) quandom — +oco. Portantog(t, p) € w(xp). A arbitrariedade da escolha &g
completa a demonstracdo mostrando que, para quatgaen(Xp), ¢ (t, p) € w(xo) para
todot € R. ]

Se asolucag(t,Xp) de (2.1) é limitada, podemos demonstrar que o conjurtbmite
possui algumas propriedades adicionais.

Teorema 2.2.5.(LASALLE, 1976) Se a solucai(t,xp) de (2.1) é limitada, entdo o
conjunto w—limite é ndo-vazio, conexo, fechado, limitado e invarian®ém disso,
d(¢(t,x0),w(X)) — 0 quando t— +oo, onde d é a distancia entre conjuntos definida
na Secao 2.1.7.

Demonstra¢do.Ja provamos no teorema anterior que o conjas(t) € fechado e invari-
ante. O conjunt@u(xp) é ndo vazio, pois toda sequéncia em um conjunto compactaiposs
subsequéncia convergente. A limitacdo da solucéo garatieatmente a limitacdo do
conjunto limite. Vamos provar qui ¢ (t,xp), w(Xp)) — 0 quandd — +oo. Para isto,
suponha, por contradi¢éo, q@ét,Xp) ndo se aproxima de(xp) quandat — +oco. En-
tdo, dada uma sequéncia de tempg, comT, — +oco quandan — +oo, existee >0 e

th > Th tal qued(¢ (th,X0), w(Xo)) > € paratodan=1,2,3,.... Como¢ (ty,Xp) € uma se-
guéncia limitada enR", entdo possui subsequéncia convergente, ou seja, pxisie' e
subsequéncifin, } de{tn} tal queg (tn,,X0) — p quandanj — +o0. Mas por definicao,

p € w(Xp), portanto chegamos a uma contradigdo provando o que seaqireEsta-nos
provar que o conjunta(Xp) é conexo. Suponha que(xp) € desconexo, ou sejay(Xo)
pode ser escrito como sendo a unido de dois conjuntos, fesleatfio vazios. Sejam;

e A, estes conjuntos. Como eles sao disjunt@®'e& um espaco normal, existem aber-
tos disjuntod); e U, tal queA; C U; e Ap C Up. Comod(¢(t,Xo), w(Xg)) — 0 quando

t — 400, entdo existd > 0 tal qued (t,Xp) € U1 UU, paratodd > T. Como a aplica¢éo

t — @ (t,xo) é continua &J; e U, séo disjuntos, conclui-se q@ét,Xp) pertence apenas
a um dos abertos para totlo- T. Suponha sem perda de generalidadegyiiexg) € Uy
para todat > T. Entdo, necessariamente € um conjunto vazio. Isto nos leva a uma
contradi¢cdo e portanto o conjuni@-limite € conexo. n

A limitacdo da solucdo é um pré-requisito fundamental paraahstrar o resultado
anterior. A Figura 2.2 mostra um exemplo de uma solucaotdida que possui um con-
junto w—limite desconexo. Mas precisamente, 0 conjumtelimite é constituido pela
unido de duas retas disjuntas. O conjusmtelimite é ilimitado e ainda, dad® > 0 arbi-
trariamente grande&> 0, existet > T tal qued(¢(t,xo), w(Xo)) > &, ou seja, a solucdo
nao se aproxima do conjunte—limite quando o tempo tende ao infinito.
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Figura 2.2: Conjuntav-limite desconexo e ilimitado.

2.2.4 Equilibrios e Estabilidade Local

Na literatura existem diversas definicbes de estabilidadese texto utilizaremos a
definicdo de estabilidade no sentido de Lyapunov.

A grosso modo, uma soluc@dt) do sistema (2.1) é estavel quando toda solu¢cdo com
valores iniciais proximos aos dgt) esta definida para todo> 0 e permanece proxima
de¢(t) paratodd > 0. Formalmente temos a seguinte definigéo:

Definicdo 2.2.6.(Estabilidade) Sej# (t) um solucdo de (2.1) definida pargt0. Diz-se
que¢(t) é estavel se para todo> 0 existir & > 0 tal que sey(t) é solugdo de (2.1) e
|lw(0) — ¢(0)|| < o entdoy(t) esta definida para todox O e ||@(t) — ¢ (t)|| < € para
todo t > O, ver Figura 2.3. Se além disso existi > 0 tal que ||@(0) — ¢ (0)|| < &

implicalim;_ ||@(t) — ¢ (t)|| = 0, entdo¢ diz-se assintoticamente estavel, ver Figura
2.4

Figura 2.3: Solucao estavel.

Um caso especial de solu¢des que apresentaremos a sequsnEatos de equilibrio.
E para este tipo de solucio que estamos interessados emresttabilidade.

Definicao 2.2.7.Um ponto x € R" & um ponto de equilibrio do sistema (2.1) $&"j = 0.
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X//

Figura 2.4: Solucao assintoticamente estavel.

Sex* € R" é um ponto de equilibrio do sistema (2.1), entdo a solygde (2.1)
iniciando emx* no tempa = 0 é a funcéo constante, ou sejdt) = X* para todd € R.
Sem maiores dificuldades, pode-se verificar que o ponto déletué um conjunto
invariante de (2.1).

Os conceitos propostos abaixo caracterizam a estabilaagentos de equilibrio.

Definicdo 2.2.8.Um ponto de equilibrio’xde (2.1) é estavel se, para cada> 0, exis-
tir um 0 > 0O tal que, para toda condicéo inicialpxsatisfazendd|xp — x*|| < & tem-se
| (t,x0) —X*|| < € para todo t> 0.

A Figura 2.5 ilustra a Definicdo 2.2.8. Solugdes iniciandatdeda bola de raid nao
podem sair de dentro da bola de raidObserve que as solugdes neste caso nao precisam
se aproximar do ponto de equilibeid quando o tempb — +co.

Figura 2.5: Ponto de equilibrio estavel.

A préxima definigéo € de ponto de equilibrio instavel.
Definicao 2.2.9.Um ponto de equilibrio*xdo sistema (2.1) € instavel se ele nao é estavel.

Uma outra propriedade interessante dos pontos de equiéilariatratividade.
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Definicdo 2.2.10.Um ponto de equilibrio*xdo sistema (2.1) é atrativo se exiséir> 0
tal que

X € B(X";0) = ¢ (t,x0) — X" quando t— +oo.

A Figura 2.6 ilustra a Definicdo 2.2.10. Solucdes iniciandotb da bola de raid
tendem para o ponto de equilibkbgquando o tempb— +o0. Observe que as solu¢des
iniciando dentro da bola de rai® podem se afastar do ponto de equilibtfoquando o
tempo cresce, inclusive as solu¢des podem sair de dentr@alddoraiod, mas retornam
e se aproximam do ponto de equilibrio quando o tetmpe> 4.

Figura 2.6: Ponto de equilibrio atrativo.

Estabilidade ndo implica em atratividade e atratividadeiém néo implica em esta-

bilidade.
Combinando as Defini¢cdes 2.2.8 e 2.2.10 temos o conceitoalalettde assintética.

Defini¢cdo 2.2.11.Um ponto de equilibrio de (2.1) é assintoticamente esté@/restavel
e atrativo.

A Figura 2.7 ilustra a Definicdo 2.2.11. Solucdes iniciandottb da bola de raid
nao saem de dentro da bola de raie tendem para o ponto de equilibko quando o
tempot — +o. Em outras palavras, as solu¢des iniciando proxire ado podem se
afastar do ponto de equilibrid e obrigatoriamente se aproximamxfequando o tempo
t — 400,

Em algumas situacdes, deseja-se que nédo apenas o pontald®ieqeja assintoti-
camente estavel mas que todas as solu¢bes tendam parawgteieguando o tempo
tende ao infinito. Para isto, define-se o conceito de eslabii global assintotica.

Definicdo 2.2.12.Um ponto de equilibrio de (2.1) é globalmente assintotigamestavel
se ele é estavel e para todg& R", ¢ (t,X9) — X* quando t— +-oo.

Da definicao anterior, pode-se concluir que’sé um ponto de equilibrio globalmente
assintoticamente estavel de (2.1) entéo ele é Unico.
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Figura 2.7: Ponto de equilibrio assintoticamente estavel.

Uma classe importante de pontos de equilibrio sdo os poetegullibrio hiperboli-
cos. Seja* um ponto de equilibrio do sistema (2.1) e considere o sistiemarizado em
torno dex*:

z=J(X")z (2.2)

ondez:=x—x* e J(X*) € a matriz Jacobiana d€x) calculada no ponto de equilibrio.

Defini¢cdo 2.2.13.Um ponto de equilibrio’xde (2.1) é hiperbdlico se todos os autovalores
da matriz Jacobiana do sistema linearizado associgd®) possuem parte real ndo nula.

Os pontos de equilibrio hiperbdlicos tem uma propriedagmintante que decorre do
teorema de Hartman & Grobman (PERKO, 1991), isto é, o compertto do sistema
(2.1), proximo a um ponto de equilibrio hiperbolicoé qualitativamente equivalente ao
do sistema linearizado associado. Portanto, do ponto ¢t leisal, a analise do com-
portamento dindmico do sistema (2.1) resume-se, sob centakicdes, a autoanalise do
sistema linearizado associado.

Como consequéncia direta do Teorema da Funcéo Inversa (L2013G), tem-se que
pontos de equilibrio hiperbdlicos sdo necessariament®gaie equilibrio isolados, isto
€, existe uma vizinhanga do equilibrio hiperbdlico que n@mém outro ponto de equi-
librio.

Definicdo 2.2.14.Um ponto de equilibrio xdo sistema (2.1) é do tipo k se a matriz
Jacobiana Jx*) do sistema linearizado associado possui k autovalores came peal
positiva e n— k autovalores com parte real negativa.

Um resultado que pode ser encontrado em (PERKO, 1991) é gueé ésem ponto
de equilibrio estavel de (2.1), entdo nenhum autovalor de decobiand(x*) tem parte
real positiva. Equivalentemente, se a Jacobiana de um gergquilibriox* de (2.1) tem
pelo menos um autovalor com parte real positiva erta@oinstavel. Para o caso particular
de pontos de equilibrio hiperbdlicos tem-se 0 seguintdtestu

Teorema 2.2.6.(PERKO, 1991) Um ponto de equilibrio hiperbolicode (2.1) é assin-
toticamente estavel se, e somente se, é ddtipo
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Pelo Teorema 2.2.6 e observacéo anterior, podemos coqaklium ponto de equi-
librio hiperbolicox* de (2.1) ou é assintoticamente estavel ou é instavel.

2.2.5 Variedades Invariantes

Nesta secdo, daremos continuidade a sec¢ao anterior nozjesgeito ao estudo do
comportamento dindmico nas vizinhangas de pontos de legaoiliO resultado principal
que exploraremos é a existéncia de variedades invariaagegizinhangas de um ponto
de equilibrio que sédo fundamentais para o estudo da edtatglie também para a carac-
terizacdo da fronteira da regido de estabilidade.

Dadox* um ponto de equilibrio de (2.1) ¥x*) a Jacobiana do sistema linearizado
associado (2.2), o espaf®d pode ser decomposto como soma direta de trés subespacos
denotados poE3(x*), EY(x*) e E¢(x*) que sdo invariantes com relacéo a (2.2):

EY(X") = [és¢1,...,85¢u), SH+U+C=n
EC(X*) = [eS+U+17 "'aeS+U+C]7

onde{ey, ...,es} s@o o0s autovetores generalizadosl@e') correspondentes aos autova-
lores deJ(x") com parte real negativdes, 1, ...,6s+y} SA0 0S autovetores generalizados
de J(x*) correspondentes aos autovaloresl@¢) com parte real positiva e 0 conjunto

{€stu+1,---,Esturc} SAO0 0S autovetores generalizadosl@€) correspondentes aos auto-

valores deJ(x*) com parte real nuleES(x*), EY(x*) e E¢(x*) sdo chamados de subespago
estavel, instavel e central, respectivamente.

Observacéo 2.2.20 subespaco vetorial gerado pelo autovetofes ..., es} € denotado
por [ey, ..., &s].

Todas as solugdes de (2.2) que comegam no subespaco &stavelde (2.2) per-
manecem enkS(x*) para toda e se aproximam da origem quande- +co, e todas as
solugdes de (2.2) que comegam no subespaco indE&{el) de (2.2) permanecem em
EY(x*) para todd e se aproximam da origem quaride- —c. Para o sistema néo linear
(2.1), continuam existindo, nas vizinhancas do ponto ddibga, conjuntos invariantes
com relagéo a (2.1). Estes conjuntos invariantes nao teni@st de espagos vetoriais,
mas estrutura de variedades, como veremos nos proximesrtasr

O teorema a seguir, conhecido por Teorema da VariedadedEséum resultado
classico na teoria de equacdes diferenciais ordinarigsdgmonstra a existéncia de va-
riedades invariantes nas vizinhancas de um ponto de etduitiiperbdlico.

Teorema 2.2.7.(PERKO, 1991) Seja*xum ponto de equilibrio hiperbdlico de (2.1) do
tipo k. Entéo existe uma variedade locgf\x*), k—dimensional de classe'Ctangente



2.2 Equacbes Diferenciais Ordinarias 25

ao subespaco instavel'Ex*) em X, tal que ¢ (Wg.(X*)) C W (X*) paratodot<Oe
para todo % € Wg.(X*),

im i (x0) =X

e existe uma variedade local3)(x*), (n— k)—dimensional de classelCtangente ao
subespaco estavePE*) em X, tal que g (WS (x*)) C W3 (X*) para todo t> 0 e para
todo x € Wig.(X),
Nmge(x0) =X

O Teorema 2.2.7 demonstra a existéncia das variedagesc) e Wi (x*) apenas
em uma vizinhanca do equilibrid, por isso sdo chamadas variedades locais estavel e
instavel, respectivamente. Definimos a seguir variedauteatjestavel e instavel d&, ou
simplesmente, a variedade estavel e instavel de

Definicdo 2.2.15.As variedades estavel e instavel de um ponto de equilibperbolico
x* do sistema (2.1) sao definidas por:

WE(X) = [ dt(Wiae(x)) & WH(X') = [ ¢t (Wioc (X)),

t<0 t>0

respectivamente.

#4 e

Figura 2.8: Variedade estawaf® e variedade instaval/Y.

A variedade estav#l3(x*) e a variedade instavél(x*) do ponto de equilibrio hiper-
bélico x* sdo Unicas e invariantes com relacéo a (2.1). Além dissdydanpodem ser
escritas como

WS(X*) = {xo € R" : ¢(t,X9) — X" quandat — ~+co} (2.3)

WY(X") = {0 € R" : §(t,x0) — X* quandat — —oo}, (2.4)
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respectivamente, ver Figura 2.8.

No Teorema 2.2.7, o ponto de equilibxiofoi considerado hiperbdlico. Para o caso de
X* ndo hiperbdlico, exibiremos a seguir um teorema que tamlagamte a existéncia de
variedades locais invariantes. Para detalhes e demoastiagte teorema ver (HIRSCH;
PUGH; SHUB, 1970).

Teorema 2.2.8.(HIRSCH; PUGH; SHUB, 1970) Seja »um ponto de equilibrio ndo
hiperbdlico de (2.1). Ent&do existem variedades locais riavaes W, _(x*), W2 (x"),

WES.(X), WU.(x*) e WSU(x*) de classe € tangentes a E[x*), ES(x*) & ES(x*), ES(X*),

loc
EY(x*) e E°(x*) @ EY(x*) em X, respectivamente.

i S * CS (y* (& * u * CU (y* X
As variedadedMS (X*), W (X"), WS.(X), Wa.(X*) e Wi(x*) sdo chamadas va-
riedades locais estavel, centro estavel, central, instés@ntro instavel, respectivamente.
Solugdes iniciando eMf3 (x*) tendem para* quanda — -+ e solugdes iniciando em
emW.(x") tendem para* quandat — —o. As variedades local estavel e instavel séo

unicas, mas a variedade local centro estavel, central eodestavel ndo precisam ser.

Um exemplo que mostra a ndo unicidade da variedade locabtefb seguinte sis-
tema

Y2
X=X (2.5)

y=-—
ondex ey sdo numeros reais.

Parax < 0, todas as trajetorias do sistema (2.5) se aproximam daroriBara< > 0,
a Unica trajetoria que se aproxima da origem € o &xeer Figura 2.9. Podemos obter
a variedade central juntando qualquer trajetdria no ladaerslo do plano com a metade
positiva do eixox, portanto, a variedade central ndo é Unica.

Yy

parte de W((:O)
> X

Figura 2.9: Retrato de fase do sistema (2.5).
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2.3 Transversalidade

Nesta secdo, apresentaremos 0 conceito de transversalgledsera usado com fre-
guéncia ao longo do texto para a caracterizacdo da frordair@giao de estabilidade.
Para complemento ou maiores detalhes das definicOes eatEsIExpostos nesta secéo
ver (WIGGINS, 2003) e (GUILLEMIN; POLLACK, 1974).

Definicao 2.3.1.Seja pe R". Duas variedades M e N el de classe C(r > 1) sao
transversais em p se p M NN; ou se pc MNN, entdo H(M) + Tp(N) = R", onde
Tp(M) e Ty(N) denotam o espaco tangente de M e N, respectivamente, no poo
e N satisfazem a condicéo de transversalidade se elas sasviesais em cada ponto
peR"

A Figura 2.10 mostra duas curvislbe N emRR?. A figura & esquerda mostra as curvas
M e N tendo intersecao transversal em um pgmtoM NN, e a figura a direita mostra as
curvasM e N tendo intersec¢ao n&o transversal em um p@avi N N.

N
TN
p p N
.M
Mo T M' TM=TN
trangversal em p ndo transversal em p

Figura 2.10: Curvadl e N emR?.

Um resultado que envolve dimenséao e intersecéo transwesalriedades sera exi-
bido no préximo lema.

Lema 2.3.1.(WIGGINS, 2003) Se duas variedades M e NRéhde classe C(r > 1) tem
interse¢do nédo vazia, ou seja, N # 0, e satisfazem a condi¢c&o de transversalidade
entao

dim(MNN) =dimM +dimN —n.

A mais importante caracteristica da transversalidade égtzépersiste sob peque-
nas pertubacdes (WIGGINS, 2003). Esta propriedade de geciitda transversalidade
sob pequenas pertubacdes sera bastante explorada ao éstgardbalho. Exibiremos a
seguir um exemplo para ilustrar esta caracteristica dag@mde transversalidade.

Exemplo 2.3.1.Sejam M a reta de equacicy1l emR? e N o gréfico da funcéo (k) =
x?, ver Figura 2.11. Entdo M e N se interceptam transversalmans pontos & (—1,1)
e p= (1,1). Perturbando a reta M e a fungdo f com relagdo a um parametoales
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A, ou seja, M é reta perturbada de equacdo=y1+ A e N, é o grafico da funcéo
perturbada {x) = x*+ A, temos ainda que Me N, se interceptam transversalmente nos
pontos o= (—1,1+A) e p=(1,1+A).

Y N, para A>0

Mygbo- | NN i
p e — s
M, paa A< \ / s

Figura 2.11: llustracdo do Exemplo 2.3.1.

A seguir um exemplo onde a condi¢éo de transversalidaddatei@ apresentada.

Exemplo 2.3.2.Sejam M o eixo-x em? e N o gréfico da fungo (k) = x°, ver Figura
2.12. Entdo M e N se interceptam na origemRfnmas elas nédo se interceptam transver-
salmente na origem, pois o0 espaco tangente de M é apenas-& eiwoespaco tangente
de N é gerado pelo vetgl, 0), logo T )N = Tg0)M €, portanto, Jo.0)N + Tgo)M # R?.

y

S

Figura 2.12: Variedades néo transversais.

2.4 Propriedade genérica

Nesta secao discutiremos o conceito de propriedade garggrecaparecera ao longo
do trabalho. Maiores detalhes a respeito dos topicos agengielvidos sao encontrados
em (WIGGINS, 2003; PALIS; MELO, 1977; PEIXOTO, 1967). Comegaos a secao
com a definicdo de conjunto residual.
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Definicdo 2.4.1.Sejam X um espaco topoldgico e U um subconjunto de X. U é clzamad
um conjunto residual se este contém uma interse¢éo enusi@@wconjuntos abertos e
densos em X.

A seguir, apresenta-se a defini¢cdo de propriedade genérica.

Definicdo 2.4.2.Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que uma propriedadeééige
em X se o conjunto dos pontos de X que satisfazem esta prageiedntém um subcon-
junto residual.

Grosseiramente falando, uma propriedade é genérica empatese esta propriedade
€ satisfeita para quase todos os pontos do espaco.

Exemplos interessantes de propriedade genérica podemcseteados com detalhes
em (PEIXOTO, 1967). Dentre os campos vetoriais de cl@sg > 1), as seguintes
propriedades séo genéricas:

(1) Todos pontos de equilibrio sé&o hiperbdlicos.
(2) A intersecéo das variedades estaveis e instaveis dosspde equilibrio hiperbdlicos
satisfazem a condicéo de transversalidade.
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3 REGIAO DE ESTABILIDADE

Neste capitulo, apresentaremos o conceito de regido dalielstde e algumas pro-
priedades topoldgicas deste conjunto. O conjunto denatoida regido de estabilidade
também recebe o nome na literatura de dominio de atrac&odératracdo, regiao de
atracdo e bacia de atracdo. A regido de estabilidade € uror§ubto do espaco de es-
tados cujas trajetoérias iniciando dentro desse conjumtdet® para o0 conjunto atrativo
guando o tempo tende para o infinito. Este capitulo discuseacterizacdo da regido de
estabilidade de sistemas dinamicos autbnomos do pontcstietepoldgico. Na Secéo
3.1 introduziremos o conceito de conjunto atrativo e atrattaremos algumas discussoes
desses conceitos. Na Secédo 3.2 a definicdo de regido ddigatkbsera exibida assim
como uma caracterizacao topolégica da regido de estatglidada fronteira da regido
de estabilidade. Uma caracterizacao dinamica da frordeir@gido de estabilidade sera
apresentada no proximo capitulo.

3.1 Conjuntos Atrativos

Antes de definir regido de estabilidade apresentaremos, sesdo, 0 conceito e al-
gumas discussdes sobre conjuntos atrativos e atratoresfirAcdo de conjunto atrativo
€ o0 ponto de partida para se definir regido de estabilidade.

Dado um ponto de equilibrio atrativd de (2.1), que é um conjunto invariante e
fechado, podemos afirmar pela Definigédo 2.2.10 que existeolarabertaB(x*; r) tal que
toda trajetoria comecando dentro dessa bola tendexpayaando o tempo tende para o
infinito. Generalizando a definicdo de ponto de equilibnatat, tem-se a definicdo de
conjunto atrativo dada a seguir.

Definicdo 3.1.1.(ALBERTO, 2006) Um conjunto H, fechado, invariante comgé&tea
(2.1) € um conjunto atrativo se existir uma vizinhanca U deljtie, para toda condicao
inicial xo € U, ¢ (t,Xo) — H quando t— +oo.

Na Definicdo 3.1.1, a expressd@dqt,xg) — H quandot — -+ significa que
d(¢(t,x0),H) — 0 quandat — +0, onded é a distancia entre um ponto e um con-
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junto definida na Secéo 2.1.7. A vizinharigada definicdo acima serd chamada vizin-
hanca atrativa del.

Todo ponto de equilibrio atrativo € um conjunto atrativo. r@ngiro resultado dessa
secao mostra que a uniao de conjuntos atrativos € ainda yontmatrativo.

Teorema 3.1.1.Sejam H,H, C R" conjuntos atrativos. Entdo B H; UH, é um con-
junto atrativo.

Demonstracdo.ComoH; e H, sdo conjuntos atrativos, em particular sdo fechados e in-
variantes. Logo é facil ver qud = H; UH, é também fechado e invariante, ja que
unido finita de conjuntos fechados e invariantes € um camjtethado e invariante.
A atratividade deH; garante a existéncia de vizinharda de H; tal quexy € U; im-
plicad(¢(t,Xo),H1) — 0 quanda — +o, ou seja, dade > O, existet; € R tal que
d(¢(t,x0),H1) < € para todat > t;. ComoH; também é atrativo, também existe vizi-
nhangaJ, deH, tal quexy € U, implicad(¢(t,%p),H2) — 0 quandd — +o0, ou seja,
para todos > 0, existety € R tal qued(¢(t,xo),H2) < € para todot > t,. Considere

U = U1 UU, uma vizinhanca dél = H; UH, . Mostraremos agora qué =U;UU; é
uma vizinhanca atrativa dé¢ = Hy UH». Para isso, sejg € U. Sem perda de generali-
dade podemos supor gxgc U;. Comod(¢ (t,xg),H1UH2) < d(¢(t,%0),H1), entdo para
todoe > 0, existet; € Rtal qued(¢(t,xo),H1UH2) <d(¢(t,x0),H1) < € paratodd > tj,

ou sejad(¢(t,xo),H1 UH2) — 0 quandd — +c0. Portanto, comag € U foi tomado
genérico podemos afirmar que= U1 UU, € uma vizinhanca atrativa d&¢ = H, UH>, 0
que finaliza a demonstracéo do teorema. ]

Como consequéncia direta do teorema anterior temos o segegtlitado.

Corolario 3.1.1. Sejam H,Ho, ...,H, c R" conjuntos atrativos. Entdo o conjuntoH
HiUHoU...UH, é atrativo.

Provamos que unido finita de conjuntos atrativos € um comjatnativo. Num certo
sentido, vamos estudar a implicacao contraria, ou sejaysdddis conjunto$i; e Hy
fechados, invariantes e contidos &htais queH = H; UH, seja atrativo, sera qué; e
H, séo atrativos? Para responder essa pergunta, apresentaegsnte contra exemplo
gque pode ser encontrado em (GUCKENHEIMER; HOLMES, 1983).

Exemplo 3.1.1.Considere o sistema de equacdes diferenciais

X=y+X(1— (C+Yy?)

3.1
y=—X+y(1- (+y?)) Gy

onde(x,y) € R?,
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Neste exemplo, o sistema (3.1) apresenta um ciclo limitevektjue denotaremos por
H; e um ponto de equilibrio instavel que € a origem e que demotagelo conjunto
H, = {(0;0)}. O conjuntoH = Hi UH2 é um conjunto atrativo, pois € um conjunto
fechado e invariante e existe vizinhanca atrativaa U UU, de H, ondeU; € um anel
que contém o ciclo limitéd; e U, uma vizinhanga do ponto de equilibii@; 0), conforme
mostra a Figura 3.1. Por outro lado, o conjuRondo é um conjunto atrativo. Portanto,
a resposta para a pergunta acima é negativa.

y

g U
SN il e etavel

> X

Uz

Figura 3.1: Vizinhanca atrativd = U; UU, do conjunto atrativid = Hy UH» do sistema
(3.1) ondeH; é um ciclo limite estavel &l, = {(0;0)} um ponto de equilibrio instavel.

Considere um outro exemplo de conjunto atrativo que podensengrado em (WIG-
GINS, 2003).

Exemplo 3.1.2.Considere o0 seguinte sistema de equag0des diferenciais

X=X—Xx

| (3.2)
y=-y

onde(x,y) € R?,

O sistema (3.2) tem um ponto de equilibrio instavel @y0) e dois pontos de equi-
librio atrativos em(—1;0) e (1;0). O conjuntoH = [—1,1] x {0} é um conjunto atra-
tivo, pois é fechado, invariante e cada trajetéria que canmecvizinhanga atrativid,
ver Figura 3.2, se aproxima de um dos pontos de equililfrids 0), (1;0) ou (0;0).
Em particular se aproximam d¢ = [—1, 1] x {0}. Com isso, existem subconjuntos
S =(-1,0) x {0} eS = (0,1) x {0} que estdo contidos no conjunto atratitpporém
nenhuma trajetéria comecando na vizinhanga atrativa siapa de pontos d& e S
gquando o tempo tende ao infinito.

O intuito de introduzir os dois exemplos anteriores é paratrap que a Definicao
3.1.1 apresenta algumas peculiaridadgdJm conjunto atrativo desconexo pode possuir
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Vizinhanga Atrativa [ ]

Figura 3.2: Vizinhancga atrativd do conjunto atrativéd = [—1, 1] x {0} do sistema (3.2).

uma de suas componentes conexas nao atrativa (Exempld, ., 1ii) podem existir
subconjuntos de conjuntos atrativos, tal que as trajeté@oanecando na vizinhanca atra-
tiva ndo se aproximam de nenhum ponto desses subconjuranda@ua tempo tende para
o infinito (Exemplo 3.1.2). Sendo assim, em certas ocasdiggendendo do interesse e
propésito de estudo, a Definicdo 3.1.1 pode ndo ser contenierante dessa discussao,
apresentaremos o conceito de conjunto atrator que € mgioe conjunto atrativo.

Defini¢do 3.1.2.(WIGGINS, 2003) Um conjunto H R" é um atrator se H € um conjunto
atrativo e além disso

(i) ¢(t,U) C U paratodo t> 0 e alguma vizinhanga atrativa U de H;

(i) para quaisquer dois conjuntos abertosV e SemH

Jt € Rtal que¢(t,V)NS#0.

Os conjuntos atrativos apresentados no Exemplo 3.1.1 ef@e811.2 ndo séo atra-
tores. A condi¢ddii ) impde uma condi¢ao especial de conexidade via 6rbitas gwipro
sistema dinamico.

O lema a seguir demonstra que um atrator ndo pode ser desgenegarticular uniao
de atratores disjuntos néo pode ser um atrator.

Lema 3.1.1.Se HC R" é um atrator entdo H é conexo.

DemonstracaoA prova sera feita pela contrapositiva. Suponha lguseja desconexo,
entdo existe uma cisdo néo trivial He isto €, existem conjuntos abertds B emH,
disjuntos e ndo vazios tais qtle= AUB. Considerey € A, comoH ¢€ invarianteA e B
séo disjuntos e aplicacio— ¢ (t,xp) é continua podemos afirmar q@ié, %) € A para
todot € R. Pela arbitrariedade dg podemos afirmar qué(t,A) C A para todd € R,
isto é,¢ (t,A)NB=0Vt € R, o que contradiz o iterii) da definico de atrator. Portanto,
seH é atrator entdél é conexo como queriamos demonstrar. n

Coroléario 3.1.2. Sejam H e H, atratores disjuntos. Entdo B H; UH, ndo é um atrator.
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Antes de finalizar essa sec¢éo, queremos explorar ainda msegyemplo que é de-
vido a Vinograd (1957).

Exemplo 3.1.3.Considere o0 seguinte sistema de equag0des diferenciais

X2 (y—X)+y°
2 | \2 2 1 \j2)2
N A (3.3)
I

X=

onde(x,y) € R?.

No sistema (3.3) a origem € um ponto de equilibrio atrat&gyje para qualquer bola
aberta de raio as trajetorias comecando dentro da bola se aproximam danoggando o
tempo tende para o infinito, mas o conjukte= {(0;0)} n&o € um conjunto atrator, visto
gue para as mesmas bolas abertas derragxistem trajetorias que comecando dentro
da bola saem dela para um certo tenipo- 0, conforme Figura 3.3. Logo, nenhuma
vizinhangal deH satisfaz o item (i) da Definigédo 3.1.2.

Figura 3.3: Ponto de equilibrio atrativo do sistema (3.3).

Embora o conceito de atrator seja mais forte que o conceitmdginto atrativo, o
conceito de conjunto atrativo é suficiente para definir o eitacle regido de estabilidade.
Apesar das peculiaridades negativas do conceito de corgtnatiivo, definiremos a regido
de estabilidade de conjuntos atrativos. Como todo atrator éamjunto atrativo, entao a
definicdo de regido de estabilidade se aplica ao conceitratera

3.2 Caracterizacao topologica da regido de estabilidade

Nesta sec¢do, exploraremos algumas propriedades topa$ode regido de estabili-
dade e da sua fronteira. Vale registrar que algumas dasgadapes topolégicas da regido
de estabilidade que serdo exploradas sdo de extrema rekeyana os capitulos posteri-
ores, como por exemplo, a propriedade da regido de estadgliser um conjunto aberto.
Os resultados explorados aqui, revisam algumas propesdagholdgicas da regido de
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estabilidade para pontos de equilibrio atrativos que jatexi na literatura, ver (CHI-
ANG; HIRSCH; WU, 1988) e (ZABORSZKY et al., 1988), generalizamuaihgas dessas
propriedades para conjuntos atrativos e por fim caracterizeegido de estabilidade para
conjuntos atrativos que se decomp8em como unido finita darttos atrativos.

Ao contrario dos sistemas dinamicos lineares, um ponto aiéilego assintoticamente
estavel de um sistema nao linear raramente é globalmert¢otisamente estavel. Co-
nhecer o conjunto dos pontos no espaco de estados cujaSrieegeque comecam nesses
pontos, se aproximam de um ponto de equilibrio assintogcséerestavel quando o tempo
tende ao infinito possibilita analisar de uma maneira muasmompleta e global o com-
portamento dinamico do sistema em estudo. Nesse sentidos @ seguinte defini¢ao.

Definicdo 3.2.1.Seja H um conjunto atrativo de (2.1). A éarea de atracdo de H € o
conjunto AH) definido como

AH)={xeR" : ¢(t,x9) — H quando t— +o}.

Observe qué\(H) € um conjunto ndo vazio e contém pontos que nao estéd,gén
que toda vizinhancga atratithdeH é tal qued C A(H).
Apresentaremos a seguir alguns teoremas sobre a invari@acegido de estabilidade.

Teorema 3.2.1.(CHIANG; HIRSCH; WU, 1988) Seja H um conjunto atrativo de (2.1).
Entdo AH) é um conjunto invariante.

Demonstracdb Seja xg € A(H), ou sejad(¢(t,xg),H) — 0 quanda — +. Seja
p= ¢(S,X) para alguns € R arbitrario. Entdo, da propriedade da solugddem-se que
¢(t,p) =(t,9(s,%0)) = ¢(t+5X%0). Logo, parasfixo,

d(¢(t,p),H) =d(¢(t+sx%),H) — 0 quandd — +oo.

Portanto,p € A(H) e da arbitrariedade da escolhaxdepodemos afirmar qua(H) é
invariante com relag&o ao sistema (2.1). n

O resultado a seguir permite tirar conclusdes sobre a &vaa do fecho da regido de
estabilidade.

Teorema 3.2.2.Seja H um conjunto invariante com rela¢édo ao sistema (2. htfa&H
também é um conjunto invariante.

DemonstragdoSejaxo € H e T € R arbitrario. Mostraremos qug(T,%g) € H, isto €,
para todoe > 0 suficientemente pequeno, exigte= H tal que||z* — ¢ (T,Xp)|| < €. De
fato, da continuidade das solugbes com relacdo as condigomss, dados > 0 existe

1A demonstracéo foi retirada do trabalho de Alberto (2006)
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r > 0 tal que||x— xo|| < r implica em||¢ (t,x) — ¢ (t,%o)|| < € para todd € [-T,T]. Por
outro lado, comog € H para qualquer > 0 existe algunx* € H tal que||x* —xo|| < r
e sabendo quél é invariante temos qué(t,x*) € H para todot € R, em particular
¢(T,x*) € H. Logo, tomandaz® = ¢(T,x*) temos quez* € H e ||z — ¢(T,xo)|| < €
como queriamos demonstrar. n

Combinando o resultado do teorema anterior com a invari@facragido de estabili-
dade obtemos o seguinte corolario:

Corolério 3.2.1. Seja H um conjunto atrativo do sistema (2.1). En#iél) € um con-
junto invariante.

Uma propriedade importante da regiao de estabilidade émdaeorema a seguir.

Teorema 3.2.3.(CHIANG; HIRSCH; WU, 1988) Seja H um conjunto atrativo com re-
lac&@o ao sistema (2.1). EntadqIA) € um conjunto aberto.

Demonstracdf O conjuntoH € atrativo, logo, existe constarge> 0 tal qued(xg,H) <
€ implica qued(¢(t,x),H) — 0. quandot — +o. Sejaa € A(H). Entao,
d(¢(t,a),H) — 0 quandd — +oo. Logo, existe tempd > 0 tal qued(¢(T,a),H) <
£. Da continuidade das solugbes com relagéo as condi¢éaisnidados > 0 existe
6 > 0 tal qued(¢(T,a),¢(T,b)) < § sempre quel(a,b) < 5. Masd(¢(T,b),H) <
d(¢(T,b),¢(T,a)) +d(¢(T,a),H) < §+% =¢. Portanto,d(¢(s,¢(T,b)),H) — 0
quandos — +oo. Utilizando a propriedade qug(t; +t2,X) = ¢ (t1, §(t2,X)) para todo
xeR"ety,tr € R, temos qued (t,b) = ¢ (t —T,¢(T,b)) = ¢(s,¢(T,b)) ondes=t —T.
Portanto,
lim _d(¢(t.b),H) = _lim d(¢(s¢(T.,b).H)=0

t—+too

sempre qué(a,b) < 8. Consequentemente exigte- O tal que todo pontb satisfazendo
d(a,b) < o pertence &(H), isto é, a bola aberta de centro ene raiod, B(a;d) esta
contida emA(H). PortantoA(H) € um conjunto aberto. O

Discutiremos nos proximos resultados, a conexidade daoatg estabilidade. Re-
tornando ao Exemplo 3.1.2, observe que o conjihte {(—1;0),(1;0)} € um conjunto
atrativo do sistema (3.2) e a regido de estabilidadd de{(—1;0),(1;0)} é o conjunto
R? — {(x,y) € R?: x= 0}, ou seja, R? menos o eixoy, que ndo é conexo por caminho,
ver Figura 3.4. Porém, qualquer vizinhanga atrativéide {(—1;0),(1;0)} é da forma
U =U; UU, ondeU; e U, séo vizinhancas atrativas de 1;0) e (1;0), respectivamente
eUiNnU, =0.

O conjunto atrativad = {(—1,0), (1;0)} do sistema (3.2) & exemplo de um conjunto
atrativo onde a regido de estabilidade ndo é conexa por bamiPorém, o fato interes-
sante neste exemplo, é que qualquer vizinhanca atratithtdenbém ndo € conexa por

2A demonstracao foi retirada do trabalho de Alberto (2006).
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’ UZ - vizinhanga atrativade (1;0)

U1 - vizinhanga atrativade (-1;0)

Figura 3.4: Vizinhanga atratiid = U; UU, do conjunto atrativad = {(—1;0),(1;0)}
do sistema (3.2).

caminho. Por outro lado, o teorema a seguir mostra que &egiatde pelo menos uma
vizinhanca atrativa conexa por caminho de um conjuntoiadratuma condi¢ao suficiente
para garantir que a regiao de estabilidade seja conexa pamloa.

Teorema 3.2.4.Seja H um conjunto atrativo do sistema (2.1). Se H possui peloos
uma vizinhanga atrativa conexa por caminho entdbl Aé conexa por caminho.

Demonstracdo.SejaU uma vizinhanga atrativa conexa por caminhdtleDo fato que
U é uma vizinhanga atrativa di¢, temos qué&J C A(H). Considere,x; € A(H). Como
d(¢(t,x0),H) — O ed(¢(t,x1),H) — 0 quandd — +o0, podemos afirmar que exis-
temTp, T1 > O talpo = ¢(To,%0) €U ep1=¢(T1,X1) € U. Como por hipitesd é conexa
por caminho existe entdo um caminho ligando os popgasp; emU. Usando a transi-
tividade da conexidade por caminho podemos afirmar quesaxistcaminho conectando
0S pontos ao pontax; emA(H). Portanto, pela arbitrariedade dos ponigs x; temos
queA(H) é conexa por caminho. O

A Figura 3.5 ilustra a demonstracao do Teorema 3.2.4.

\, Regido e estabildade de F7

U - Vizinhanga atrativa conexa
por caminho

Figura 3.5: Conexidade por caminho da regido de estabilidade



3.2 Caracterizacao topolégica da regido de estabilidade 39

Corolario 3.2.2. Seja X um ponto de equilibrio atrativo de (2.1). EntagxA) é conexa
por caminho.

Demonstracdo E uma consequéncia direta do fato de que todo ponto de atpiiiva-
tivo admite uma vizinhanga atrativa conexa por caminho edeema anterior. O]

O teorema seguinte prova que a regido de estabilidade de nim g®equilibrio atra-
tivo é contratil, sua demonstracdo pode ser encontrada ABJRSZKY et al., 1988),
porém verificaremos posteriormente que tal teorema ndogerdgeneralizado para con-
juntos atrativos.

Teorema 3.2.5.(ZABORSZKY et al., 1988) Sejawm ponto de equilibrio assintotica-
mente estavel de (2.1). Entéo a regiéo de estabilidae) & contratil.

Demonstracdo.Considere a aplica¢dd : [0,1] x A(xs) — A(Xs) definida por

H(t X) — ¢<tg (%)7)()7 se(t,x) € [0; 1) X A(Xs)
’ Xs, S(L,X) € {1} x A(Xs)

A notacaotg denota a aplicacdo tangente. Observe que pela definicadidacapH
temos quéH (0,x) = ¢(0,x) =x=1d(X) eH(1,x) = Xs = g(X), ondeld : A(xs) — A(Xs)

é a aplicagéo identidadege A(xs) — A(Xs) dada porg(x) = Xs € uma aplicacéo cons-
tante. Mostraremos agora gbleé uma aplicacédo continua. Para isso, basta mostrar que
lim ¢ - (1,2 H(t,X) = H(1,2) V € A(Xs). Sendo assim, note que

1= T g (D) o
— —_— = —) — .

2 27 9%
Portanto, limy (1.2 H(t,X) = limx 1 ¢ (tg (B),x) =% =H(L2) Vz€ Alx), €
consequentementé € uma homotopia entre a aplicagdo identidatieA(Xs) — A(Xs
e a aplicagdo constante A(xs) — A(Xs), 0 que mostra qul(xs) é contratil. [

No Exemplo 3.1.1, se considerarmos apenas o ciclo limitevedtl,, ele ainda é um
conjunto atrativo, visto que, é fechado, invariante e awiancaJ, deH; da Figura 3.1 é
uma vizinhanca atrativa dé;. A regido de estabilidade dity neste caso é&?— {(0,0)}
gue por sua vez nao é um conjunto contratil. Sendo assim,reM@03.2.5 ndo pode ser
generalizado para conjuntos atrativos em geral.

Vimos na sec¢ao anterior que a unido de dois conjuntos atsadihainda um conjunto
atrativo. Assim, a regido de estabilidade para um conjunébieo que se decompde como
unido finita de conjuntos atrativos vai ser explorada nogiprgs resultados.

Teorema 3.2.6.Sejam HC R" e K C R" conjuntos atrativos de (2.1) tal que € H.
Entdo AK) C A(H).
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Demonstracdo.Sejaxg € A(K). Entdod(¢(t,xp),K) — 0 quanda — 4+, 0Ou seja,
dadoe > 0 existeT > O tal qued(¢(t,x0),K) < € paratodd > T. Comod(¢(t,xp),H) <
d(¢(t,%0),K), temos qued(¢(t,%o),H) < d(¢(t,x0),K) < € para todot > T, isto &,
d(¢(t,x),H) — 0 quandd — + e consequentemertg e A(H). O

O préximo resultado garante que se um conjunto atrativosenaede como unido de
conjuntos atrativosl e K, entdo a regido de estabilidade da unido dos conjunto&vagrat
€ a unido das regides de estabilidadéideK.

Teorema 3.2.7.Sejam HC R" e K C R" conjuntos atrativos de (2.1). EntadiAUK) =
A(H)UA(K).

DemonstracdoMostraremos primeiramente q@¢H UK) C A(H) UA(K). De fato, se
X0 € A(HUK) entdod(¢(t,%),HUK) — 0 quandd — 4. ComoH eK sao conjun-
tos atrativos, existem vizinhancas atratitheV deH e K, respectivamente. Considere
U UV, que é uma vizinhanca atrativa teJ K. Entdo existel > 0 tal que¢(T,xp) €
U UV, poisd(¢(t,xg),HUK) — 0 quandd — +o. Logo,p= ¢(T,X) €U oup=
¢ (T,%) € V. Sem perda de generalidade podemos supopgue (T,Xp) € U, ou seja,
d(¢(s,p),H) — 0 quandas — +c. Tomandos=t — T temos ques — —+oco quando
t — +o. Portanto, usando a propriedade qug; +t2,X) = ¢(t1, ¢ (t2,X)) para todo
xeR"ety,t; € Rtemos qued (¢ (t, o), H) =d(d(s+T,%0),H) =d(¢(s,¢(T,X0)),H) =
d(¢(s,p),H) — 0 quandat — +oo, ou sejaxg € A(H) e consequentemenfgH U
K) C A(H)UA(K). AinclusdoA(H) UA(K) € A(HUK) segue do Teorema 3.2.6. [J

Como consequéncia imediata do teorema anterior temos onsegesultado para
unido finita de conjuntos atrativos.

Corolério 3.2.3. Sejam H,Hp, ...,Hy C R" conjuntos atrativos dé2.1). Entdo AH; U
HoU...UHp) = A(H1) UA(H2) U...UA(Hp).

O teorema a seguir mostra que a intersecdo da regido delidst@dide conjuntos
atrativos disjuntos é vazia.

Teorema 3.2.8.Sejam H e K conjuntos atrativos de (2.1) tal que\ = 0. Entéo
A(H)NA(K) =0.

Demonstracdo.ComoH e K sdo conjuntos disjuntos e fechados®oé um espaco nor-
mal, podemos afirmar pelo Teorema 2.1.6 que existem abasjostsU eV contendo
H e K, respectivamente. Sejg € A(H). Entdod(¢ (t,x0),H) — 0 quandd — +co.
ComoH C U, existeT € R tal que¢ (t,xo) € U paratodd > T. Sabendo qug NV =0,
podemos afirmar que(t,xo) ¢ V paratodd > T, ou sejag(t,xg) ndo se aproxima de
guandd — +o e consequentementg¢ A(K), o que mostra qua(H)NAK)=0. [
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Exploraremos nos proximos resultados propriedades deeframa regido de estabili-
dade. Vale lembrar que algumas das propriedades como &imviarserao fundamentais
para o desenvolvimento da caracterizacdo da fronteiragif@orede estabilidade que sera
desenvolvida no Capitulo 5.

Teorema 3.2.9.Seja H um conjunto invariante de (2.1). Entéo a fronteltd também é
um conjunto invariante.

Demonstracdo.SejaH um conjunto invariantex € dH. Queremos provar quig(t,Xp) €
JH para todd € R. Comoxg € dH, entdo dad® > 0 arbitrariamente pequeno, existem
X1 € H exp € R"—H tal que||xo —x1|| < & e [|xo — X2|| < 6. Além disso, a invariancia de
H garante qué (t,x;) € H e ¢ (t,x2) € R"—H para toda € R. DadoT € R arbitrario

e € > 0 arbitrariamente pequeno, tem-se, da continuidade daed&d com relagdo as
condicdes iniciais, que existe> 0 tal que||x; — Xp|| < & € ||X2 — Xo|| < & implica em
lo(t,x1) —@(t,x2)|| < €elld(t,x2) — @ (t,x0)|| < € paratodd € [T, T]. Sendo assim,
arbitrariamente proximo dé(T,Xp) existem ponto® (T,x1) € H e ¢(T,x2) € R"—H.
Portanto,¢ (T, %) € H e ¢(T,%) € R"—H. Por definicdog(T,x) € dH. Comoxg e

T foram escolhidos de maneira arbitraria, tem-se, paraxgdodH, que¢(t,xg) € dH
para todd € R. Logo,dH é um conjunto invariante. n

Corolério 3.2.4. Seja H um conjunto atrativo de (2.1). Entdo a frontedaA(H) da
regido de estabilidade é um conjunto fechado e invariante.

DemonstracaoPor definicdo, a fronteira de qualquer conjunto é um conjtetbado.
Logo, dA(H) é um conjunto fechado. Como a regido de estabilidade & umrdonju
invariante segue direto do Teorema 3.2.9 gA€H ) é um conjunto invariante. O

O préximo teorema estuda a dimensao da fronteira da regiéstdbilidade.

Teorema 3.2.10.(HUREWICZ.; WALLMAN, 1948) Seja H um conjunto atrativo de)(2.1
EntdodimdA(H) < n. Além disso, se a regido de estabilidadéiAnéo é densa e®"
entdo a fronteirad A(H ) tem dimenséo # 1.

Observacédo 3.2.1Uma condicéo suficiente para que a regido de estabilidadesej®
densa enR" é que o sistema (2.1) possua pelo menos dois conjuntosvasatisjuntos.

Uma caracterizacao da fronteira da regido de estabilida@deqonjuntos atrativos que
se decompdem como unido de conjuntos atrativos disjuntaesl@ a seguir. Mas antes
precisaremos demonstrar o seguinte lema.

Lema 3.2.1.Sejam AB C R" abertos e disjuntos. SeCR" é conexo, €\ (R"—A) # 0
e CNA+# Dentdo O (R"— (AUB)) # 0.
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Demonstracdo.Observe que
C=(CnAU(C—(CNA).

Além dissoC — (CNA) ndo esta inteiramente contido @&npois caso contrario teriamos
que
C=(CnA)U(CNB),

mas comaA e B sdo abertos efR" e disjuntos concluiria-se q@&N A eCNB sao abertos
emC e disjuntos, o que contradiz o fato @eser conexo. Portanto, existee C— (CNA)
tal quex ¢ B, consequentementes C, X ¢ Aex ¢ B, 0 que demonstra o lema. O

O proximo exemplo ilustra um caso onde o Lema 3.2.1 ndo paodepieado.

Exemplo 3.2.1.SejaA= (—1,0) C R eB=(0,1) C R. Observe que o intervald =
(—3,3) é conexoCN(R—A) #0eCNA#D, masCN(R— (AUB)) = 0. Neste exemplo,

A= (—1,0] eB=(0,1) séo disjuntos, porém o conjurko= (—1,0] ndo é aberto erR.
Assim, a hipotese d& e B serem abertos € fundamental na demonstracdo do Lema 3.2.1.

Com o Lema 3.2.1 estamos aptos a demonstrar o seguinte teorema

Teorema 3.2.11.Sejam UV C R" conjuntos abertos e disjuntos. Ent&guU uV) =
ouuoVv.

DemonstracdoMostraremos primeiramente qudU UV) C dU UdV. De fato, seja

xe d(UUV). Entdovr > 0tem-seB(x;r)N(UUV) #0eB(xr)N(R"— (UUV)) #0.

Dai segue quB(x;r)NU #0eB(x;r)N(R"—U) #0ouB(x;r)NV #0eB(x;r)N(R"—

V) #0. Logo,x € dU oux € dV, isto éx e dU UdV. Mostraremos agora qud) UdV C

d(U UV). De fato, sejac € dU UV, sem perda de generalidade podemos assumir que
x € dU, ou sejay r > 0 tem-seB(x;r)NU #0 eB(x;r)N(R"—U) # 0. Como a bola
abertaB(x;r) é conexaU eV sdo abertos e disjuntos, o Lema 3.2.1 nos garante que
Box;r)N(R"—(UUV)) # 0. PortantoB(x;r)N(UUV) #£0 ja queB(x;r)NU #0 e
Bix;r)Nn(R"— (UUV)) #0, isto éx e d(UUV), como queriamos demonstrar. [

Corolario 3.2.5. Sejam H e K conjuntos atrativos e disjuntos de (2.1). Entédo
JA(HUK) = dA(H) UdA(K).

Demonstracdo.Ja vimos queA(H) e A(K) s&o conjuntos abertos pelo Teorema 3.2.3.
O Teorema 3.2.8 afirma que Bee K forem disjuntos entdé(H) e A(K) também séo
disjuntos. Portanto, pelo Teorema 3.2.11 podemos afirnar qu

OAH)UIA(K) = d(A(H) UAK)),
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mas pelo Teorema 3.2.7 temos cp#l) UA(K) = A(H UK), assim

JAH)UIJA(K) =d(A(H)UA(K)) = dA(HUK),
como queriamos demonstrar. n
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4 CARACTERIZACAO DA FRONTEIRA DA REGIAO DE
ESTABILIDADE

A caracterizacdo da fronteira da regido de estabilidadendganto de equilibrio
assintoticamente estavel foi extensivamente estudadagpealasse de sistemas dinami-
cos autdbnomos néo lineares (2.1) onde os conjuntos liméefsonteira sao restritos a
pontos de equilibrio (CHIANG; HIRSCH; WU, 1988). Neste capitfidmemos uma re-
Visdo sobre a teoria existente dessa caracterizacdo. Ma 8€g exibiremos condi¢des
necessarias e suficientes para um ponto de equilibrio ldili@stpertencer a fronteira da
regido de estabilidade. Além disso, veremos que a frontieineegido de estabilidade é
a unido das variedades estaveis dos pontos de equilibripegtencem a fronteira. Na
Secdao 4.2, estudaremos o numero dos pontos de equilibniontaifa da regido de esta-
bilidade e exibiremos condi¢des suficientes para a frantirregido de estabilidade ser
ilimitada.

4.1 Pontos de equilibrio na fronteira da regido de estabilidade

A caracterizacado da fronteira da regido de estabilidadeiestnamente relacionada
com os pontos de equilibrios instaveis que pertencem &efrantExibiremos condigbes
para que um ponto de equilibrio hiperbdlico esteja na ficmtéa regido de estabilidade
de um ponto de equilibrio assintoticamente estavel. Estertga € um passo chave para
a caracterizacao da regiao de estabilidade.

Teorema 4.1.1.(Caracterizacdo de um ponto de equilibrio na fronteira da régide
estabilidadg(CHIANG; HIRSCH; WU, 1988) Sej& wm ponto de equilibrio assintotica-
mente estavel d@.1) e X # x° um ponto de equilibrio hiperbdlico d@.1). Entao:

(i) x* € AA(XS) se, e somente sEVY(x*) — x*} NA(XS) # 0.

(i) se xX* € um ponto de equilibrio do tipo k, conxkn, entdo X € dA(X°) se, e somente
se{W3(x*) —x*} N dA(E) # 0.

O teorema anterior exibe condigdes necessarias e sufgientéermos das va-riedades
estaveis e instaveis dos equilibrios para garantir que urtopte equilibrio hiperbdlico



4.1 Pontos de equilibrio na fronteira da regido de estatitd 46

pertenca a fronteira da regido de estabilidade. O Teoreinh gode ser melhorado sob
trés suposicoes adicionais. A seguir formalizaremos ssia@sicoes.

Sejax® um ponto de equilibrio de equilibrio assintoticamentewestde (2.1) e con-
sidere as seguintes suposi¢des sobre o campo vetorial.

(A1) Todos pontos de equilibrio edA(x®) sdo hiperbdlicos.

(A2) As variedades estaveis e instaveis dos pontos de equigitir@dA(x®) satisfazem a
condicao de transversalidade.

(A3) Toda trajetdria endA(X®) se aproxima de um ponto de equilibrio quande +co.

As suposicoefAl) e (A2) sdo propriedades genéricas de sistemas dindmicos na forma
de (2.1) conforme anélise da Secao 2.4 e portanto ndo preseaverificadas na pratica.
Apesar destas condi¢cdes serem genéricas, elas ndo s®décserem verificadas. A
suposi¢cadqA3) ndo é uma propriedade genérica, mas a existéncia de umafeneégia
(CHIANG; HIRSCH; WU, 1988) € suficiente para que seja satisfeita.

O teorema a seguir explora as suposi¢@&l — (A3) para oferecer condi¢des, em
termos das variedades estavel e instavel, para garantirmqymonto de equilibrio hiper-
boélico pertenca a fronteira da regido de estabilidade. testema oferece uma maneira
computacional para verificar se um ponto de equilibrio lipkco pertence a fronteira da
regiao de estabilidade.

Teorema 4.1.2.(Caracterizacéo adicional de um ponto de equilibrio na froiree da
regido de estabilidadéCHIANG; HIRSCH; WU, 1988) Sej& xim ponto de equilibrio
assintoticamente estavel 1) e AX®) sua correspondente regido de estabilidade. Se
as suposicefAl) — (A3) sdo satisfeitas, entéo:

(i) o ponto de equilibrio X dA(X°) se, e somente se'\\k*) NA(X®) # 0.

(i) o ponto de equilibrio X € dA(X®) se, e somente sey*) C JA(X®).

O proximo teorema caracteriza a fronteira da regido de itdtade para uma classe
ampla de sistemas dinamicos autbnomos nao lineares (4dljronteira da regido de
estabilidade é néo vazia. Tal teorema afirma que se as s@ps&il) — (A3) séo sa-
tisfeitas, entéo a fronteira da regiao de estabilidade @& uwlas variedades estaveis dos
pontos de equilibrio que pertencem a fronteira.

Teorema 4.1.3.(Caracterizagéo da fronteira da regiao de estabilidag@@HIANG; HIRSCH,;
WU, 1988) Seja*kum ponto de equilibrio assintoticamente estave{2i&) e AX°) sua
correspondente regido de estabilidade. Se as supos{gdes- (A3) sdo satisfeitas, en-
tdo
IAK®) = JWS(x)
|

onde x, i =1,2,... sdo os pontos de equilibrio edi\(x®).
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Apresentaremos a seguir dois exemplos de sistemas ondeemteanterior ndo pode
ser aplicado em consequéncia de umas das supogigligs (A3) serem violadas. O
intuito de colocar estes exemplos aqui é para observamopa@téincia das suposi¢cées
(Al) — (A3) na caracterizacado da fronteira da regido de estabilidadke plelo Teorema
4.1.3.

Exemplo 4.1.1.Considere o sistema
X= X2
y=xy—y-+x(y+1)

% 4.1)

onde(x;y) € R?,

A Figura 4.1 mostra o retrato de fase para o sistema (4.1)sténsa (4.1) possui dois
pontos de equilibrio, séo ele®);0) um ponto de equilibrio assintoticamente estavel e
(1;—1) um ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo 2. A fronteira égiéo de estabilidade
do ponto de equilibrio assintoticamente est§0ed) ndo é formada pela variedade estavel
do ponto de equilibrigl;—1) que pertence a sua fronteira. O Teorema 4.1.3 ndo pode
ser aplicado, pois apesar das suposi¢dds e (A2) serem satisfeitas, a hipote@ss) é
violada.

fegaodeesabidadede (0. roniia daregdo deestabiidade d 0 )

Figura 4.1: Retrato de fase do sistema (4.1).

Exemplo 4.1.2.Considere o sistema

X= y

_ _ (4.2)
y=0.5—-0.7sin(x) — 0.51826%

onde(x;y) € R?,

A Figura 4.2 mostra o retrato de fase para o sistema (4.2).st®nsa (4.2) possui
trés pontos de equilibrio, sédo elgd,7956;0 um ponto de equilibrio assintoticamente
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estavel(—3,9372;0 um ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo 12 346;0 um ponto

de equilibrio hiperbdlico do tipo 1. A fronteira da regiao esabilidade do ponto de
equilibrio assintoticamente estayél 7956;0 nédo é formada pela unido das variedades
estéveis dos pontos de equilibfie3,9372;0 e (2,346;0 que pertencem a sua fronteira.
O Teorema 4.1.3 ndo pode ser aplicado, pois apesar das ggx(gil) e (A3) serem
satisfeitas, a hipoteg@\2) é violada, ja4 que a variedade instavel do ponto de equilibrio
(—3,9372;0 néo intersepta transversalmente a variedade estavel do gerequilibrio
(2,346;0), ver Figura 4.2.

ot parte da fronteira da regjéo de estabilidade de (0,7956 ; 0)
372;0)

' parte da variedade estével de (-39

parte|da fronteira da regido de estabilidade de (0,7956 ; 0)

Figura 4.2: Retrato de fase do sistema (4.2).

Finalizando esta se¢ao, exibiremos um exemplo de um sisderaenico autbnomo
nao linear onde o Teorema 4.1.3 pode ser aplicado.

Exemplo 4.1.3.Considere o sistema

X=—2xtXy 4.3)
Y= —y+xy

onde(x;y) € R?.

A Figura 4.3 mostra o retrato de fase para o sistema (4.3).st®nsa (4.3) possui
dois pontos de equilibrio, séo el¢8; 0) um ponto de equilibrio assintoticamente estavel
e (1;2) um ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo 1. As suposicfas) — (A3) sdo
satisfeitas e consequentemente pelo Teorema 4.1.3 aifeodgeregido de estabilidade
de(0;0) é a variedade estavel do ponto de equililoti?), ver Figura 4.3.
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variedade estavel de (1;2)
st

regid0 de/estabildads dg (0.;0)

Figura 4.3: Retrato de fase do sistema (4.3).

4.2 Estrutura dos pontos de equilibrio na fronteira da regido de es-
tabilidade

O primeiro teorema desta secao permite concluir sobre o mideepontos de equi-
librio na fronteira da regido de estabilidade.

Teorema 4.2.1.(Numero de pontos de equilibrio na fronteira da regido de dstia
dadg(CHIANG; HIRSCH; WU, 1988) Se a fronteira da regiao de estdbiied A(x°) de
um ponto de equilibrio assintoticamente estavele(2.1) é uma variedade compacta de
classe € e todos os pontos de equilibrio &A(x®) sdo hiperbolicos, entdo o nimero dos
pontos de equilibrio erdA(x®) é par.

O Teorema 4.2.1 continua valido se em vez de hiperbolicidadimitirmos somente
gue todo ponto de equilibrio é ndo-degenerado no sentidaudeagmatriz Jacobiana
correspondente ao campo vetorial calculado nos pontosuiiéeip é invertivel.

O teorema a seguir oferece um resultado interessante atocedp@strutura dos pon-
tos de equilibrio na fronteira da regido de estabilidadeénmAtlisso, ele apresenta uma
condicdo necessaria para a existéncia de certos tipos tiespmequilibrio na fronteira
da regido de estabilidade limitada.

Teorema 4.2.2.(Estrutura dos pontos de equilibrio na fronteira da regido dstabil-
idade(CHIANG; HIRSCH; WU, 1988) Sej& xim ponto de equilibrio assintoticamente
estavel dg2.1). Se a regido de estabilidadeXX) n&do € densa eR" e as suposi¢cdes
(Al) — (A3) sdo satisfeitas, enta®A(x®) deve conter pelo menos um ponto de equilibrio



4.2 Estrutura dos pontos de equilibrio na fronteira da cedéestabilidade 50

do tipo 1. Além disso, se a regido de estabilidadg®Aé limitada, entdo a fronteira da
regido de estabilidade deve conter pelo menos um ponto dibegudo tipo 1 e um do
tipo n.

Uma consequéncia imediata do Teorema 4.2.2 é o corolarigursdal corolério
exibe condic¢des suficientes para a regido de estabilidaderstada.

Corolario 4.2.1. (Condic¢éao suficiente para a regido de estabilidade ser ilirdaCHIANG;
HIRSCH; WU, 1988) Seja&xim ponto de equilibrio assintoticamente estavel2ig). Se

a regido de estabilidade (&%) ndo é densa eR", as suposi¢cdefAl) — (A3) sdo satis-
feitas ed A(x°) ndo contém um ponto de equilibrio do tipo n, entdo a regidosiiabdi-
dade AX®) é ilimitada.
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5 CARACTERIZACAO DA FRONTEIRA DA REGIAO DE
ESTABILIDADE NA PRESENCA DE UM PONTO DE EQUI-
LIBRIO SELA-NO DO TIPO ZERO

No capitulo 4, apresentamos, sob as suposi¢ées— (A3), uma caracterizagdo da
fronteira da regido de estabilidade em termos das variedzsiéveis dos pontos de equi-
librio que pertencem a fronteira. Neste capitulo, vamosagqokecer a suposicd@\1)
admitindo a existéncia de um ponto de equilibrio ndo higer&ela-no6 do tipo zero na
fronteira da regido de estabilidade e desenvolver resadtgde permitem ainda carac-
terizar a fronteira da regido de estabilidade em termos alésdades estaveis dos pontos
de equilibrio que pertencem a fronteira, incluindo o porgaduilibrio ndo hiperbdlico
sela-n6 do tipo zero. Na Secéo 5.1, classificaremos os pdatequilibrio sela-no e ex-
ploraremos o comportamento dinamico local de um tipo epedle equilibrio sela-no,
a saber ponto de equilibrio sela-né do tipo zero. Na Secae%iiremos uma verséo do
A-Lema para ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zero. Na SBg@®era apresentado um
exemplo motivacional que ilustra o resultado principateespitulo, que € a caracteriza-
¢do da fronteira da regido de estabilidade na presenca denitm ge equilibrio sela-né
do tipo zero. Na Secéo 5.4, exibiremos alguns lemas aleslique serdo fundamentais
na prova dos teoremas da Sec¢édo 5.5. Na Secao 5.5, obtereracsatamterizacdo da
fronteira da regido de estabi-lidade na presenca de um gergquilibrio sela-n6 do tipo
zero. Por fim, na Secéo 5.6, definiremos o conceito de regid@stabilidade fraca e
exploraremos algumas das suas propriedades.

5.1 Ponto de equilibrio sela-n6

Nesta secao, um tipo especifico de ponto de equilibrio nd@bdpico é estudado, a
saber ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zero. Em particalaomportamento dindmico
na vizinhanca do equilibrio € investigado em detalhes indtwo comportamento assin-
totico das solugdes nas variedades locais invariantes.

Definicdo 5.1.1.(Ponto de Equilibrio Sela-NpUm ponto de equilibrio ndo hiperbdlico
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p € R" de (2.1) é chamado um ponto de equilibrio sela-n6 se as seguwondi¢ées sdo
satisfeitas:

(SN1) O f (p) tem um Unico autovalor simples igualCacom v sendo um autovetor a
direita e w a esquerda.

(SN2) WD%f (p)(v,v)) # O.
Pontos de equilibrio sela-n6 podem ser classificados esdpacordo com o nimero
de autovalores dByf (p) com parte real positiva.

Definicdo 5.1.2.(Tipo de Equilibrio Sela-Ny Um ponto de equilibrio sela-n6 p de (2.1),
€ chamado um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo k &(p) tem k autovalores com
parte real positiva e R k— 1 com parte real negativa, & N.

Neste texto, estudaremos apenas os pontos de equilibaim&elo tipo zero. Sendo
assim, alguns resultados especializados para pontos ilibegsela-nd do tipo zero séo
desenvolvidos.

Dadop um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zero de (2.1), o Tear2ra.8 garante
a existéncia de variedades locais invariantep dgie sado as variedades locais central e
estavel. A seguir descrevemos algumas propriedades demsedades. Para maiores
detalhes ver (SOTOMAYOR, 1973):

(1) A variedade local central unidimensionf .(p) de p pode ser decomposta em trés
subvariedades invariantes:

WE.(P) = WEe(P) U {p} UWE(p).

A Figura 5.1 ilustra a diviséo d&S (p). Seqe WS, (p) entdog (t,q) — pquando
t — 4o, Seqe V\48+C(p) entdo¢(t,q) — p quandot — —oco. Além disso,
WCS_(p) é Gnica enquantd/C. (p) ndo é. A Figura 5.1 mostra trés possiveis escolhas

paraWS.(p).

(2) A variedade local estavel (n-1)-dimensioN¥.(p) de p € Unica e s € W2 (p)
entdog (t,q) — p quanda — +oo.

(3) Existe uma vizinhanchl de p onde o retrato de fase do sistema (2.1) éré topo-
logicamente equivalente ao retrato de fase da Figura 5.1.

A variedade global estavel e instavel de um ponto de equilftijperbdlico sdo definidas
estendendo-se as variedades locais estaveis e instadewissatio fluxo como foi visto na
Secao 2.2.5. Usualmente, esta técnica para definir as addasdjlobais ndo pode ser
aplicada para pontos de equilibrio ndo hiperbdlicos. Eante, no caso particular de um
ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zepp podemos ainda definir a variedade global es-
tavelW3(p) e a variedade global centhdl®(p) estendendo-se a variedade 1004].(p)

eWg.(p) através do fluxo como segue:
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Figura 5.1: As variedades local§¢.(p) e W3_(p) sdo Unicas, ao passo que existem

infinitas escolhas pat&. (p). Trés possiveis escolhas p&§. (p) sdo indicadas nesta
figura.

onde

W (p) = | 0 (6. W (p))

t<0

W (p) = | ¢ (t,WE(p)).-

t>0
Esta extenséo é justificada pela invariancia e pelo comperito assintético da va-
riedade local estavélj? (p) e da variedade local centhdfS (p) discutidos no iten{l)
e (2) anteriormente.
Obviamente, se € W3(p), entdo¢(t,q) — p quandot — +oo, enquantoq €
WC (p) implica ¢ (t,q) — p quandot — +c e g € WE (p) implica ¢(t,q) — p
gquanda — —oo,

Observacao 5.1.1A variedade estavel Wp) de um ponto de equilibrio sela-né do tipo
zero p foi definida de maneira analoga a variedade estavelrdganto de equilibrio
hiperbdlico, ver Definicdo 2.2.15. Porém,¥) ndo pode ser escrita com@.3). Em
geral, as variedades estavel e instavel de um ponto de bqail&o hiperbdlico ndo
podem ser escritas con{d.3) e (2.4).

Conhecendo o comportamento dindmico do sistema proximo auaio gde equilibrio
sela-no6 do tipo zerp, qualquer vizinhancd de p pode ser decomposta em subconjuntos
U* eU™, da seguinte maneira:
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U™ :={ge (U-W(p) : ¢(t,q) — pquanda — wo}
Ut:=U—U"

A Figura 5.2 ilustra o conjuntd .

-
PR

~
S~

~.
S

Figura 5.2: Vizinhanc& de um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zera@o sistema
(2.1). A parte cinza da figura corresponde ao conjuhto

Observagéo 5.1.20 conjunto U~ € um conjunto aberto efR".

5.2 A-Lema e equilibrio sela-no do tipo zero

O A —lema explora a dindmica de um sistema nao linear nas vizgaisaste um ponto
de equilibrio. Neste trabalho, estaremos interessadosndaita nas vizinhancgas de
um ponto de equilibrio ndo hiperbdlico sela-n6 do tipo z&endo assim, exploraremos
nesta secao alguns resultados sobre a versdo-dema para pontos de equilibrio ndo
hiperbdlicos (PALIS, 1969). Esta versao serd utilizada ayitalo posterior para obter
uma caracterizagado da fronteira da regido de estabilidag@esenca de um ponto de

equilibrio sela-n6 do tipo zero. Comecaremos a se¢ao aldwdasconceitos de dominio
fundamental e vizinhanga fundamental.

Definicdo 5.2.1.(PALIS, 1969) Sejam*xum ponto de equilibrio hiperbdlico de (2.1) e

B" uma vizinhanca de*xem Wi .(x*) cuja fronteiradB" € transversal ao campo f em
Wi (x). A fronteiradB" € denominada um dominio fundamental gg.\&").

O dominio fundamentalB" possui a seguinte propriedade:

Woc(X) =x) = | #(t,98B").

teR
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Analogamente, define-se dominio fundamental pgga(x*).

Definicdo 5.2.2.(PALIS, 1969) Sejam*xum ponto de equilibrio hiperbdlico de (2.1) e
dB" um dominio fundamental deMx*). Qualquer vizinhanca Nde dB" disjunta de

WS (x*) € denominada uma vizinhanga fundamental ¢ W).

Analogamente, define-se vizinhanca fundamental Ygeax*). O resultado a seguir
€ a versao dd -lema para ponto de equilibrio hiperbdlico.

Lema 5.2.1.(A-lema)(PALIS, 1969) Seja xum ponto de equilibrio hiperbdlico de (2.1).
Considere ¢ W (x*) e D° um disco de dimenséo=+ dimES(x*), transversal a {f.(x*)
em g. Entdo existe uma vizinhanca U deexnR" tal que, dadce > 0, existe t < O tal

que¢ (t,DS) contém um disce C-proximo a UnWS (x*) para todo t< t_.

A Figura 5.3 ilustrao Lema 5.2.1.

WS

loc

Figura 5.3: llustracéo do Lema 5.2.1.

Como consequéncia do lema anterior, temos o seguinte dorolar

Corolario 5.2.1. (PALIS, 1969) Seja"um ponto de equilibrio hiperbdlico de (2.1) ¢ N
uma vizinhanga fundamental dgM¥x*). Entéo existe uma vizinhanca U detal que
Ut<0¢ (t7 Nu) ou _VVI?)(;(X*)'

A versdo do) -lema para ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zero que sgrié®ada a
seguir € uma consequéncia da versad dema para ponto de equilibrio ndo hiperbdlico
gue pode ser encontrada em (PALIS, 1969).
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Lema 5.2.2. (A-lema)(PALIS, 1969) Seja p um ponto de equilibrio sela-néigtozero
de (2.1). Considere g V\/lgf:(p) e D° um disco de dimensao-nl, transversal a\{gZ(p)
em . Entdo existe uma vizinhanca U de pftal que, dadce > 0, existe t < O tal

que (t,D%) contém um disce C1-proximo a UNWS (p) para todo t< t_.

Como consequéncia do lema anterior, temos o seguinte dorolar

Coroléario 5.2.2. (PALIS, 1969) Seja p um ponto de equilibrio sela-n6 do tigo de
(2.1). Considere g WS, (p) e D° um disco de dimens&o-nl, transversal a \ff, (p) em
g. Entéo existe uma vizinhanca U de p tal queo¢ (t,D%) DU —WS.(p).

ocC

A Figura 5.4 ilustra o Lema 5.2.2 e Coroléario 5.2.2.

Figura 5.4: llustrac@o do Lema 5.2.2 e Corolario 5.2.2. Aeaitza da figura corres-
ponde ao conjunti<o¢ (t, D%).

Uma versao dual para o Lema 5.2.2 sera exibida a seguir.

Lema 5.2.3. (A-lema)(PALIS, 1969) Seja p um ponto de equilibrio sela-néigtozero
de (2.1). Considere g W3 .(p) e D° um disco unidimensional, transversal gWp) em
g. Entdo existe uma vizinhangca U de p Bfhtal que, dadce > 0, existe 1 > 0 tal que

¢ (t,DC) contém um disce C!-préximo a UﬂV\/lgf:(p) paratodot>t,.

A Figura 5.5 ilustra o Lema 5.2.3.

5.3 Exemplo
Considere o sistema de equacg0des diferenciais

X=x2+y*—1

(5.1)
y=x'—y-1
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Figura 5.5: llustragdo do Lema 5.2.3.

onde(x;y) € R?.

O sistema (5.1) possui, trés pontos de equilibrio; sdopeleg0;—1), um ponto de
equilibrio sela-n6 do tipo zeras = (—1;0), um ponto de equilibrio hiperbdlico assinto-
ticamente estavelx = (1;0), um ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo um. Ambos, o
ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zepo= (0;—1) e o ponto de equilibrio hiperbdlico
do tipo umx* = (1;0) pertencem a fronteira da regido de estabilidade®de (—1;0),
ver Figura 5.6. A fronteira da regido de estabilidadede (—1;0) é formada pela unido
da variedade estavel do ponto de equilibrio hiperbdlicoiplm atm x* = (1;0), a curva
azul da Figura 5.6, com a variedade estavel do ponto de legoitiela-n6 do tipo zero
p=(0;—1), a curva vermelha da Figura 5.6.

No sistema (5.1), mesmo com a violacdo da suposiédo devido & presenca de
um ponto de equilibrio ndo hiperbdlico sela-n6 do tipo zeadmonteira da regido de
estabilidade de um ponto de equilibrio assintoticamentevels a fronteira da regiao de
estabilidade é formada pela unido da variedade estavelrdo de equilibrio hiperbdlico
gue esta na fronteira com a variedade estavel do ponto débeigundo hiperbdlico sela-
nd do tipo zero. Essa caracterizacdo da fronteira da reg&sthbilidade apresentada
pelo sistema (5.1), é o resultado principal a ser mostrasie mapitulo. Para os sistemas
dindmicos auténomos néo lineares- f(x) que na fronteira da regido de estabilidade,
sob condicdes de transversalidade e a condig&p, possuam um ponto de equilibrio
nao hiperbdlico sela-n6 do tipo zero, a fronteira € carexada pela unido das variedades
estaveis dos pontos de equilibrio que estdo nao fronteicayindo a variedade estavel
do ponto de equilibrio ndo hiperbdlico sela-n6 do tipo zelas demonstracdes dos
teoremas principais que seréo exibidas na Sec¢éo 5.5, pacdar&ar a fronteira da regiao
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regiao de estabiidade de (- 0)

Figura 5.6: O retrato de fase do sistema (5.1). A fronteiraegégo de estabilidade &
constituida pela unido da variedade estavel do ponto déleguhiperbdlico do tipo um
(1;0), a curva em azul, com a variedade estavel do ponto de eduitibla-n6 do tipo
zero(0;—1), a curva em vermelho.

de estabilidade na presenca de um ponto de equilibrio sed@-tipo zero, utilizaremos
alguns lemas que serdo demonstrados na proxima secao.
5.4 Lemas auxiliares

O primeiro lema desta sec¢éo relaciona a dimenséo das véeedataveis e instaveis
de pontos de equilibrio hiperbdlicos que se interceptanstersalmente.

Lema 5.4.1. Sejam z e kdois pontos de equilibrio hiperbdlicos do sistema (2.1). Se
WH(x*) e WE(z) satisfazem a condicéo de transversalidad@\&'(x*) — x*) N (W3(z) —
z) # 0. Entdo,dimWY(x*) > dimW!(z).

Demonstracdo.ComoW"(x*) eWs(z) satisfazem a condicéo de transversalidadé' e ) N
W5(z) # 0, temos pelo Lema 2.3.1 que

dimWY(x*) + dimW3(z) = n+dim(W"(x") "\W>(2)).
Dadox € (WY(x*) —x*) N (W3(z) — z) e comoW"(x*) e W3(z) s&o conjuntos invariantes,
temos que a 6rbita que passa pasta inteiramente contida em(x*) "W3(z), assim

podemos afirmar que difw"(x*) N"W3(z)) > 1, isto &,

dimWY(x*) + dimwW5(z) > n+1
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ou equivalentemente,
dimWY(x*) > n+1—dimW3(z).

Desde que € um ponto de equilibrio hiperbdlico, temos que
dimWs(z) +dimwWY(z) = n,
assim, a desigualdade anterior nos fornece:
dimWY(x*) > (dimW>3(z) + dimW"(2) + 1 — dimW5(2)) = dimW"(z) + 1,
isto é,
dimWY(x*) > dimW"(z) + 1 > dimW"(z),
e o lema esta provado. n

O préximo lema afirma, sob a condi¢éo de transversalidadeagomponente ins-
téveIW°+(p) da variedade central de um ponto de equilibrio sela-né dozgvop s6
pode interceptar a variedade estavel de um ponto de edquitiiperbdlico do tipo zero.

Lema 5.4.2. Sejam p um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zerg"aix ponto de
equilibrio hiperbdlico do sistema (2.1). Se*Wp) e WS(x*) satisfazem a condic&o de
transversalidade e W (p) "WS(x*) # 0, ent&o x é do tipo zero.

DemonstracdoComo W (p) e WS(x*) satisfazem a condicdo de transversalidade e
WE' (p) NWS(x*) £ 0, temos pelo Lema 2.3.1 que

dimWE (p) + dimWS(x*) = n-+dim(WS (p) "WS(x")).

Dadox € WS (p) "WS(x*) e comoN® (p) eWS(x*) sdo conjuntos invariantes, temos que
a Orbita que passa paresta inteiramente contida (—:\MC+(p) NW3(x*), assim podemos
afirmar que dinW¢' (p) "WS(x*)) > 1, isto &,

dimWe" (p) +dimWS(x*) > n+1

ou equivalentemente,
dimWC" (p) > n+ 1 — dimWs(x).

Desde que* € um ponto de equilibrio hiperbdlico temos que
dimW3(x*) +dimWY(x*) = n,
assim a desigualdade anterior nos fornece

dimWe" (p) > (dimWS(x*) + dimWU(x*)) + 1 — dimWS(x*) = dimWY(x*) + 1,



5.4 Lemas auxiliares 60

isto é,
dimWe" (p) = dimWY(x*) + 1 > dimWY(x*).

Desde que dirW°+(p) =1, adesigualdade anterior garante que\ifix*) = 0. Sabendo
que o tipo dec* é igual a dimensao da variedade inst&Vé(x*), o lema esté provado.[]

Usando uma demonstragdo analoga aquela do lema antemois teseguinte resul-
tado.

Lema 5.4.3.Sejam p um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zerd em ponto de equi-
librio hiperbdlico do sistema (2.1). Se\(yp) e W!(x*) satisfazem a condic¢éo de transver-
salidade e W(p) NWY(x*) # 0, entdodimW"(x*) > 2.

O proximo lema conclui, sob a condigdo de transversalidgde,a intersecédo da
componente instévé’/l/°+(p) da variedade central de um ponto de equilibrio sela-n6 do
tipo zerop e sua variedade estavel é vazia.

Lema 5.4.4. Sejam p um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zero do sist@mrig. Se
WE' (p) e W8(p) satisfazem a condic&o de transversalidade, ent&o(W NWS(p) = 0.

Demonstracao ComoW¢' (p) eWs(p) satisfazem a condicéo de transversalidade, temos,
pelo Lema 2.3.1, que

dimWe (p) + dimW3(p) — n = dim(W®" (p) "W3(p)).
Desde que ditW®' (p) = 1 e dimWS(p) = n— 1 a desigualdade anterior nos fornece:
dim(W® (p)nWS(p)) =1+n—1—-n=0

isto &, dimMW<' (p) "\WS(p)) = 0. Por outro lado, se existee WE' (p) "\WS(p), entéo
a Orbita que passa pa&resta inteiramente contida eM°+(p) NWS(p), assim temos que
dim(W¢S" (p) "WS(p)) > 1, levando-nos a um absurdo. Portanto, a inters@¢agp) N
WS(p) é vazia e o lema esta provado. O

Finalizando a secédo, temos um resultado que mostra que sentmge equilibrio
sela-no6 do tipo zerp esta na fronteira da regido de estabilidade de um ponto déoeigu
assintoticamente estavel entdo a componente eddvelp) da variedade central de
tem intersecéo vazia com a fronteira da regido de estatidida

Lema 5.4.5.Sejam p um ponto de equilibrio sela-né do tipo zero do sis{@miae Ax®)
a regido de estabilidade de um ponto de equilibrio assicémtiente estaveFx Entédo
WC (p)NIA(XS) = 0.
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Demonstragdo.Suponha pelo contrario a existénciagle W (p) N dA(XS). Em par-
ticular, ¢ (t,q) — p quandat — +oo. Assim, existel > 0 tal que¢(T,q) € U~ onde

U é uma vizinhanca d@. ComoU~ é um conjunto aberto, existe> 0, arbitraria-
mente pequeno, tal Qi ¢ (T,q),&) C U~. Da continuidade das solu¢gbes com respeito
as condi¢@es iniciais, existe> 0 tal qued(¢(T,q"),¢(T,q)) < € para todog*, q satis-
fazendad(q, q) < 8. Desde que € IA(E), existeq € A(E) tal qued(q,q) < 8. Assim,
podemos afirmar qué(T,q) € B(¢(T,q),&) c U~. Explorando a propriedade de con-
vergéncia do conjuntd ~ e a propriedade do flux¢ obtemos

¢(t,q) — pquandat — oo,

levando-nos a um absurdo, paiss A(XS). PortantoWS (p) NdA(XS) = 0 e o lema esta
provado. ]

5.5 Ponto de equilibrio sela-no6 do tipo zero na fronteira da regidoe
estabilidade

Comecaremos a secao provando um teorema que oferece umgaconecessaria e
suficiente para garantir gue um ponto de equilibrio selaertipd zero esteja na fronteira
da regido de estabilidade de um ponto de equilibrio asgiatoente estavel.

Teorema 5.5.1.(Ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zero na fronteira da régide esta-
bilidade): Sejam X um ponto de equilibrio assintoticamente estavel de (2.1(x& Aua
regido de estabilidade. Se p é um ponto de equilibrio seldertipo zero de (2.1), entéo:

p € IA(S) = W (p) NA(E) # 0.

Demonstragdo.(<—) Suponha qua\fS(p) NA(E) # 0. Entdo existex € Wie(p) N

A(x®). Note que,p(t,x) — p quandot — —oo. Por outro lado, o conjunté(xs) é

invariante, assing (t,x) € A(x®) para toda < 0. Como consequéncia,c A(x%). Desde
quep ¢ A(®), temos quep € (R"— A(x®)). Portantop € dA(X®).

(=) Suponha que € JA(X®). SejaB(q;€) uma bola aberta de raio > 0 centrada
em g para algumg € V\/,gz(p). Considere um disc® de dimensém — 1 contido em

B(qg; €) e transversal M/,(C;C(p) emq. Como consequéncia do Corolario 5.2.2, existe

vizinhancal de p tal queUi<o¢ (t,B(qg;€)) D (UT —WS (p)). Desde quep € A(X),

loc

temos queJ NA(X®) # 0. Por outro ladolU ™ NA(X%) = 0 eW3.(p) NA(X®) = 0, assim
(Ut —WS (p)) NA() # 0. Logo, existe um pontg* € B(q; ) e um tempd* tal que

loc
¢ (t*,g") € A(C). Desde qued(x®) € invariante, temos qug" € A(x°). Comoe¢ pode
ser escolhido arbitrariamente pequeno, podemos encomti@sequéncia de pontog' }

comg; € A(x°) para toda = 1,2,... tal queq” — g quandoi — oo, isto é,q € A(X®).
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Desde que € W (p), temos quaVS. (p) NAGS) # 0. O

Uma versado mais forte do teorema anterior poder ser prowddalgumas suposicoes
adicionais. Sejam® um ponto de equilibrio assintoticamente estavel@n ponto de
equilibrio sela-né do tipo zero de (2.1), e considere asisggIsuposicdes:

(Al’) Todos os pontos de equilibrio ed\(x®) sdo hiperbdlicos, exceto possivelmente o
equilibrio p, o qual € um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zero.

(A4) A variedade estavel dos pontos de equilibriodhix®) e a variedad@/¢’ (p) satis-
fazem a condicéo de transversalidade.

A suposicdo(Al) é mais fraca do que a suposicgal) da secdo 4.1, ja que esta
permite a presenca de um ponto de equilibrio ndo hiperbglita fronteira da regido de
estabilidade.

Sob as suposicd¢al ), (A3) e (A4), o préximo teorema oferece condigdes necessarias
e suficientes para garantir que um ponto de equilibrio seldentipo zero esteja na
fronteira da regido de estabilidade em termos de sua vaeeelstavel e central. Estas
condi¢cbes sugerem procedimentos computacionais parfeca&eise um ponto de equi-
librio sela-né do tipo zero esta na fronteira da regido debditade.

Teorema 5.5.2.(Caracterizag6es adicionais de um ponto de equilibrio setado tipo
zero na fronteira da regido de estabilidajieSeja Ax®°) a regido de estabilidade de um
ponto de equilibrio assintoticamente estavetiz (2.1). Se as suposicdesl ), (A3) e
(A4) séo satisfeitas e p € um ponto de equilibrio sela-n6 do tippde (2.1) , ent&o:

(i) p € A(S) se, e somente se, W p) NA(XE) # 0.

(i) p € AA() se, e somente se, \p) C JA(E).

Demonstracéo.(i) («=) Suponha quv®’ (p) NA(XS) # 0, entdo existg € WE' (p)n
A(X®). Comoq € W°® (p) entdod(t,q) — p quandot — —co. Mas por outro lado,

g € A(X) que é um conjunto invariante, assifiit, p) € A(X¥) para todat € R e conse-
quentement € A(xS). Comop ¢ A(x%) podemos afirmar que € dA(XS).

(i)(=) Suponha que € JA(X®). Do Teorema 5.5.1, podemos afirmar (.W%Z(p) N
A(%) # 0. Em particulanVe (p) NAGES) # 0 j& quewS.(p) € W' (p). Iremos mostrar,
sob as suposicdeal ), (A3) e (A4) queWe' (p) NA(E) #£ 0 implicaWe’ (p) NA(XS) £ 0.
Sejaqg” € W°+(p) NA(XS). Seq* € A(X), entdo néo existe nada a ser provado. Suponha
que g* € dA(X®). A suposicdo(A3) garante a existéncia de um ponto de equilibrio
p* € dA(C) tal que¢(t,q*) — p* quandat — . Dos Lemas 5.4.4 e 5.4.5, podemos
afirmar quep* # p. Como consequéncia da suposia;Adl'), p* é um ponto de equilibrio
hiperbdlico. Desde qug' € W°+(p) NW3(p*), a suposicagAd) e o Lema 5.4.2 garantem
gue p* é um ponto de equilibrio hiperbélico do tipo zero. Mas este fava-nos a um
absurdo, poig* € JA(X). PortantoWe' (p) NA(XS) # 0.

(i) (<=) Suponha qu&v3(p) C dA(X®). Desde que € WS5(p), entéop € dA(X®).

(ii)(=>) Suponha que € JA(XS). Do item (i), temos quaVe (p) NA(XS) # 0. Seja
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b e WS (p)NA(S). Em particular,b € WE' (p), ou seja, existd* < 0 tal quew =
¢(T*,b) V\/,gZ(p). Por outro lado, comb € A(x°) e A(X°) € um conjunto invariante,
temos também ques € A(XS). Sendo assimw € W' (p) N A(xS). ConsidereB(w;€)
uma bola aberta com raio centrada enw. O raio € pode ser escolhido suficiente-
mente pequeno tal quB(w; ) C A(X®) visto queA(x®) é um conjunto aberto. Sef#
um ponto arbitrario d&V3(p). Em particular, temos que = ¢(T,q*) € W3.(p) para
algumT > 0. Considere um discD transversal &3 .(p) emq de dimensdo 1. Como
uma consequéncia do Lema 5.2.3, existe um elemeatd e um tempd* > 0 tal que

¢ (t*,2) € B(w;e). Desde queA(x®) é invariante, temos quee A(X®). Comoe e o
discoD podem ser escolhidos arbitrariamente pequenos, entderaxmntos de\(x®)
arbitrariamente proximos@ Portantog € A(xS). Desde quéVs.(p) ndo contém pon-
tos emA(X®), g € JA(X®). Como a fronteirad A(X®) € invariante podemos afirmar que
g =¢(—T,q) € JA(®). Explorando o fato qug* foi tomado arbitrariamente ewW>(p),

concluimos quéVs(p) C dA(XS). O

A Figura 5.7 ilustra o Teorema 5.5.2. A figura mostra um portequilibrio sela-n6
do tipo zerop na fronteira da regido de estabilidade de um ponto de egaibsintotica-
mente estavetS. A componente instaval® (p) da variedade centrslV°(p) intercepta a
regido de estabilidad®x®), enquanto a variedade estawl(p) esta contida na fronteira
da regiao de estabilidade.

Alx®) W

Figura 5.7: Um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zeroa fronteira da regido de es-
tabilidade de um ponto de equilibrio assintoticamentevebt&. A componente instavel
WC (p) da variedade centr&VC(p) intercepta a regido de estabilidadlec), ao passo
queWs(p) esta contida na fronteira da regiéo de estabilidade.

Sob as suposicdg#\l), (A2), (A3) e (A4) e explorando os resultados do Teorema
4.1.1 e 5.5.2, obtemos o seguinte resultado:
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Teorema 5.5.3.(Pontos de equilibrio hiperbdlicos na fronteira da regido @stabili-
dade: Seja AX°) a regido de estabilidade de um ponto de equilibrio assicémtiente
estavel X de (2.1). Se as suposicoesl ), (A2), (A3) e (A4) sdo satisfeitas e*xé um
ponto de equilibrio hiperbdlico de (2.1), entéo:

(i) x* € dA(X®) se, e somente se, "\ (k") NA(X®) # 0.

(i) x* € dA(®) se, e somente se, Y¥*) C JA(X®).

Demonstrac&o.(i)(<) Suponha quaV!(x*) N A(XS) # 0, entdo exista € WY(x*) N
A(XS). Comoq e WY(x*) entdo@(t,q) — x* quandot — —w. Mas por outro lado,
g € A(®) que é um conjunto invariante, assift,q ) € A(xS) para toda € R e conse-
quentements* € A(xS). Comox* ¢ A(xS) podemos afirmar que € dA(XS).

(i)(=) Suponha que* € dA(X®). Do Teorema 4.1.1, podemos afirmar que"(x*) —
X*)NA(E) # 0. Iremos mostrar, Sob as suposiciss ), (A2) — (Ad) que(WU(x*) —x*) N

A(X®) # 0 implicaW!(x*) NA(X®) # 0. Sejag* € (WY(X*) —x*) NA(S). Seq* € A(X®),
entdo nao existe nada a ser provado. SuponhayqgedA(xS). As suposiciesAl) e

(A3) garantem que* € W3(z) para algum ponto de equilibrioe dA(x®), ondez € um
ponto de equilibrio hiperbdlico or= p um ponto de equilibrio sela-né do tipo zero, ou
seja,g" € WY(x*) N"W3(z). Estudaremos separadamente as duas possibilidades para
(1) Sez= p é um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zero. Da suposi{é&), tem-

se quew"(x*) eWs3(p) se interceptam transversalmente, entéo pelo Lema 5.4.8to po
de equilibriox* é do tipok > 2. Usando o Teorema 5.5.2 podemos afirmar que existe
qe W (p)NAGSE) ja quep € AA(XE). ComoA(xS) é um conjunto aberto, existe> O tal
queB(q; &) C A(x®). Considere um discD, contido emW"(x*), de dimenséo 1 e transver-
sal aW3(p) emq*. Como consequéncia do Lema 5.2.3, exisem 0 ed € D tal que
¢(T,d) € B(qg;€). Ainvariancia deA(x°) garante qué € A(X®), logo,W!(x*) NA(X®) # 0.

(2) Sezé um ponto de equilibrio hiperbdlico, a prova sera feita pducao finita sobre a
dimensao d&V"(x*)

- dimWY(x*) = 1.

A suposicao(A2) garante quaVi(x*) e WS(z) se interceptam transversalmente, entéo,
pelo Lema 5.4.1, podemos afirmar qué um ponto de equilibrio do tipo zero, levando-
nos a um absurdo, ja ques JA(X®). PortantoW(x*) N A(X®) # 0 para todo ponto de
equilibriox* do tipo 1 na fronteir@ A(x®).

- Suponhamos qu&/(x*) NA(X®) # 0 para todo ponto de equilibnd na fronteirad A(X®)

tal que dimW"(x*) < k.

- Suponhamos agora que dittY (x*) = k+ 1.

A suposicao(A2) garante quaVi(x*) e WS(z) se interceptam transversalmente, entéo,
pelo Lema 5.4.1, podemos afirmar que Wif¥(z) < k. Portanto, pela hipdtese de indugao
WY (2) NA(®) # 0. Sejay € WY(z) NA(X®) e sejaB(y; €) uma bola aberta de rag cen-
trada emy. Como a regido de estabilidadéx®) € um conjunto abertd(y; €) C A(X°)
para¢ suficientemente pequeno. S@&auma vizinhanca de* em WY (x*). Esta vizi-
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nhancga esta imersa em uma variedade de dimdasdg além dissdN contém um disco
D de dimensad transversal &/5(z) no pontoq*. Uma aplicagdo direta do Lema 5.2.1
permite-nos afirmar que existe um pontos D e um tempa™ > 0 tal que@ (t*,w €
B(y; €). A invariancia deA(x®) garante quev € A(X°), logo, W (x*) NA(X®) # 0.
A prova do item(ii) é inteiramente analoga a prova do itéim do Teorema 5.5.2 e por
isso sera omitida.

0

Observacédo 5.5.1.0 Teorema 5.5.3 é um resultado mais geral do que o Teorema 4.1.2
pois a condi¢@o de hiperbolicidadal), usada na prova do Teorema 4.1.2, é relaxada.
Ainda assim, ele fornece as mesmas condi¢des necessanfasentes do Teorema 4.1.2
para verificar se um ponto de equilibrio hiperbdlico estaroatéira da regiao de estabi-
lidade em termos de suas variedades estaveis e instaveis.

Usando os resultados do Teorema 5.5.2 e Teorema 5.5.3, inpréeorema fornece
uma caracterizacdo completa da fronteira da regido deiletdle quando existe um
ponto de equilibrio sela-né do tipo zero eA(x®).

Teorema 5.5.4.(Caracterizagao da fronteira da regido de estabilidadSeja Ax°) a
regido de estabilidade de um ponto de equilibrio assinantiente estaveFxe (2.1). Se
as suposicoegAl), (A2), (A3) e (Ad) séo satisfeitas ent&o:

IAO®) = JwWe(d) Jwe(p)

onde %, i = 1,2, ... sdo os pontos de equilibrios hiperbdlicos 8a(xS) e p é um ponto
de equilibrio sela-n6 do tipo zero que também pertence adm@dA(XS).

DemonstracdoSe o ponto de equilibrio hiperbdlicd € dA(XS), entdo, do Teorema
5.5.3, temos que/S(x') C dA(XS). Desde que € dA(XS), temos quaVs(p) C IA(X®) pelo
Teorema 5.5.2. Portanto;WS(x') UWS(p) C dA(xS). Por outro lado, da suposicéa3),
seq € dA(XS), entdog (t,q) — X' para algumi ou ¢ (t,q) — p quanda — . Como
consequéncia do Lema 5.4.5, 0 pog®W° (p). Logo, podemos afirmar qups WS(x')
ou p € W(p). Portantad A(x%) C UWS(x') UWS(p) e o teorema esta provado. O

As demonstracdes dos Teoremas 5.5.1, 5.5.2, 5.5.3 e 503béma podem ser encon-
tradas em (AMARAL; ALBERTO, 2010a).

O Teorema 5.5.4 é uma generalizacao do Teorema 4.1.3. Eteamgas a fronteira da
regidao de estabilidade € composta pela unido das variedatiasis de todos os pontos
de equilibrio na fronteira da regiao de estabilidade, indlo a variedade estavel do ponto
de equilibrio sela-n6 do tipo zero.

A Figura 5.8 ilustra a importancia da suposi¢@el) na demonstracéo do Teorema
5.5.2. Ela mostra um exemplo de um sistema dindmico onde @auente instavel
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W°+(p) da variedade central de um ponto de equilibrio sela-n6 adozgrop e a sua
variedade estavélV3(p) ndo satisfazem a condigdo de transversalidade na fromi@ira
regido de estabilidade de um ponto de equilibrio assimtoEnte estaved. Observe,
para este exemplo, que a variedm“é(p) nao intercepta a regido de estabilidadede

a fronteira da regido de estabilidaded@ao é composta pela variedade estavel do ponto
de equilibrio sela-n6 do tipo zeqque pertence a fronteira. Os Teoremas 5.5.2 € 5.5.4
n&o podem ser aplicados para este exemplo visto que a coridigfé violada.

p

1A de atacdo dg xc =

ek w® (p)

Figura 5.8: Exemplo de um sistema dindmico onde a variew&dép) e a variedade
estaveWs(p) de um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo z@rndo satisfazem a condigao
de transversalidade na fronteira da regido de estabilidaden ponto de equilibrio as-
sintoticamente estavst.

Exploraremos a seguir dois exemplos que ilustram os Teaérba2, 5.5.3 € 5.5.4.
Exemplo 5.5.1.Considere 0 mesmo sistema (5.1) dado no inicio da secaoanteri

Vimos que, o sistema (5.1) possui, trés pontos de equiliséio elep = (0;—1), um
ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zesd,= (—1;0), um ponto de equilibrio hiperbdlico
assintoticamente estavelxé = (1;0), um ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo um.
Ambos, o ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zgre- (0;—1) e o ponto de equilibrio
do tipo umx* = (1;0) pertencem a fronteira da regido de estabilidadede (—1;0),
ver Figura 5.6. As suposicéal ), (A2) — (A4) sdo satisfeitas. A componente instavel
WC' (0;—1) da variedade central do ponto de equilibrio sela-né do tipo g = (0;—1)
intercepta a regido de estabilidadexde- (—1;0), e a variedade estaval®(0;—1) esti
contida na fronteira da regiao de estabilidadecte (—1;0), de acordo com o Teorema
5.5.2, ver Figura 5.6. A variedade instavél(1;0) do ponto de equilibrio hiperbdlico
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do tipo umx* = (1;0) intercepta a regido de estabilidadexde= (—1;0) e a variedade
estavelWs3(1;0) esta contida na fronteira da regido de estabilidadg®de (—1;0), de
acordo com o Teorema 5.5.3, ver Figura 5.6. A fronteira d&ocede estabilidade de
x® = (—1;0) é formada, de acordo com o Teorema 5.5.4, pela unido da adeezstavel
do ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo uri = (1;0), a curva azul da Figura 5.6,
com a variedade estavel do ponto de equilibrio sela-n6 dazgpop = (0;—1), a curva
vermelha da Figura 5.6.

Exemplo 5.5.2.Considere o sistema de equacdes diferenciais

3 2
X=—X"+X+—

3V3 (5.2)
y=-y

onde(x;y) € R?.

O sistema (5.2) possui, dois pontos de equilibrio; séopte$—0,5774;0, um ponto
de equilibrio sela-n6 do tipo zeraxé = (1,1547;0, um ponto de equilibrio hiperbdlico
assintoticamente estavel. O ponto de equilibrio sela-ntipdozerop = (—0,5774;0
pertence a fronteira da regido de estabilidadg®de (1,1547;0, ver Figura 5.9. As su-
posicdegAl), (A2) — (A4) sdo satisfeitas. A componente instawél’ (—0,5774;0 da
variedade central do ponto de equilibrio sela-n6 do tipo pet (—0,5774;0 intercepta
a regido de estabilidade d&= (1,1547;0, e a variedade estavdl5(—0,5774;0 esta
contida na fronteira da regido de estabilidadecde (1,1547;0, de acordo com o Teo-
rema 5.5.2, ver Figura 5.9. A fronteira da regido de estie dec = (1,1547;0 €
formada, de acordo com o Teorema 5.5.4, pela variedadesésidyponto de equilibrio
sela-no do tipo zerp = (—0,5774;0, a curva azul da Figura 5.9.

5.6 Regiao de estabilidade fraca

No Capitulo 8, investigaremos o comportamento da front@inedido de estabilidade
na vizinhanca de um parametro de bifurcacao sela-n6 do épm Mas primeiramente
precisamos explorar as propriedades de um conjunto imperteeste estudo. Este con-
junto sera definido a seguir e denominado de regido de aedtal#lfraca.

Definicdo 5.6.1.(Regido de Estabilidade Fraca) Seja p um ponto de equilibela-n6
do tipo zero de (2.1). A regido de estabilidade fraca de p émgurdo §p) dos pontos
g e (R"—Ws3(p)) cujas trajetérias convergem para p quande-t +-oo:

S(p) = {ge (R"-Wy (p)) : ¢(t,q) — p quando t— +-oo}.

Para qualquer vizinhan¢a de p, o conjuntdd ~ C S(p).
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regido de estabilidade de (1,1547; 0)
/

WO0,5774:0)

w(

4 3

05774:0)

2 - 0 1 2 3 4

Figura 5.9: O retrato de fase do sistema (5.2). A fronteiraedéio de estabilidade do
ponto de equilibrio assintoticamente est§lell547;0 é formada pela variedade estavel
do ponto de equilibrio sela-n6 do tipo z€re0,5774;0, a curva em azul.

O teorema a seguir permite concluir que a regiao de estatiditaca € um conjunto
aberto.

Teorema 5.6.1.Seja p um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zero de (2.1)ta&ma
regido de estabilidade fraca(f) € um conjunto aberto eiR".

Demonstragdo.Sejaq € S(p), entdoq ¢ W3(p) e ¢(t,q) — p quandot — +oc0, em
particular, existeT > 0O tal que¢(T,q) € U~. ComoU ™~ é um conjunto aberto existe
€ > 0 tal que a bola abertB(¢(T,q);€) esta contida en —, isto &,B(¢(T,q);€) C
U~. Da continuidade das solu¢des com relacdo as condicOémisniexisted > 0 tal
que ¢(T,q*) € B(¢(T,q); &) sempre quey* € B(g;d). Utilizando a propriedade que
¢ (t1 +12,X) = ¢ (t1, ¢ (t2,x)) para todox € R" e ty,t, € R, temos quep(t,q*) = ¢ (t —
T,0(T,q)) =¢(s,¢(T,q")) ondes=t —T. Portanto,

Nim ¢(t,q") = lim ¢(s ¢(T.q")) = p.

Consequentemente, exisie> 0 tal que todo pontg* pertencendo a bola abeBqg; o)
também pertence a regido de estabilidade f{q8, isto €,B(g;d) C S(p). Portanto,
S(p) é um conjunto aberto. [

Mostraremos no proximo teorema que a regiao de estabililade € um conjunto
invariante.
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Teorema 5.6.2.Seja p um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zero de (2.1)ta&ma
regido de estabilidade fraca($) é um conjunto invariante .

Demonstracdo.Sejaq € S(p), entdoq ¢ W3(p) e ¢ (t,q) — p quandot — +oo. Seja
g = ¢(s,q) para alguns € R arbitrario. Entaog* ¢ W=(p) e utilizando a propriedade
que ¢ (t1 +t2,X) = @ (t1, 9 (t2,x)) para todox € R" e t1,t, € R, temos quep(t,q*) =
d(t,9(s,q)) = ¢(t+s,q). Para cads fixo temos qud + S — +o quandot — +oo

e consequentemente

¢(t,q") = ¢(t+sq) — p quandd — +oo.

Portanto,g" € S(p) e da arbitrariedade da escolhaglpodemos afirmar qu§(p) € um
conjunto invariante com relagéo ao sistema (2.1). O

Observacédo 5.6.1.Sex® € um ponto de equilibrio hiperbdlico assintoticamenteves$ta
de (2.1), ep € um ponto de equilibrio sela-né do tipo zero pertencenterddirad A(x°)
entdodS(p) N dA(X®) # 0. Comop € JA(X®), qualquer vizinhancd de p intercepta
A(X®), isto €, intercepta o complementar 8@) ja queS(p) NA(X®) = 0. Por outro lado
U interceptaS(p), ja queU~ C S(p). Logo, p € dS(p) e consequentement&sS(p) N
0A(X®) # 0.

Nas condi¢des da observacao anterior, denotaremos o t@aj8t p) como sendo o
conjunto dos pontos que pertencem a front@Bgp) e ndo pertencem a fronteida(x®),
ou sejagdS‘(p) =9S(p) — JANE).

O teorema a seguir oferece uma condicao necessaria e sigfiggga garantir que um
ponto de equilibrio hiperbdlico esteja no conjudtg(p).

Teorema 5.6.3.(Ponto de equilibrio hiperbdlico na fronteira da regido detabilidade
fraca): Sejam p um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zeré em ponto de equilibrio
hiperbdlico de (2.1). Entao:

X" € 05(p) & (Woe(X") —X)NS(p) # 0.

Demonstracao (<) Suponha quénJ.(x*) —x*)N§(p) # 0. Entéo existe € Wi (X*)N

loc
S(p) comx # x*. Comox € W5 .(x"), entédog (t,x) — x* quandat — —oco. Por outro

lado,x € S(p) e o conjuntdS(p) é invariante, assinp (t,x) € S(p) para todd < 0. Como

consequéncia* € S(p). Desde quec* ¢ S(p), temos quet € (R"— S(p)). Portanto,

X* € dS(p).

(=) Suponha que* € dS(p). SejamD um dominio fundamental d&{] (x*) e D, :=
{xeR" : d(x,D) < €} uma vizinhanca fundamental d& para algums > 0. Como
consequéncia do Lema 5.2.1, existe uma vizinhahg x* tal queUi<o9,,(t,D¢) con-

tém o conjuntdJ —W? (x*). Comox* € d§(p), entdoU N§(p) # 0. Por outro lado,
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WS (x*) N S(p) = 0. Logo, (U —W2.(x*))NS(p) # 0. Isto significa que existe algum
pontop* € De € um tempd* tal queg, (t*, p*) € §p). A invariancia deS(p) garante

que p* € S(p). Como ¢ pode ser esolhido arbitrariamente pequeno, podemos encon-
trar uma sequéncia de pontpg’} com p € S(p) para toda =1,2,... ed(p,D) — 0
guandoi — +oo. Por construcéo, esta sequéncia é limitada, portanto ipssssequén-

cia convergente, isto e’pi*j — ¢ quandoij — 4. Assim, d(pi*j,D) — d(qg,D) quando

ij — +o, e consequentemenitkq, D) = 0, ou sejag € D C (W2.(x*) —x*). Portanto,

g€ (WY, (x) —x*) N'S(p) como queriamos demonstrar. O

Com suposic¢des adicionais, uma versao mais forte do Teoréh®dnde ser obtida:

Teorema 5.6.4.Sejam X um ponto de equilibrio assintoticamente estavel de (2.1), e
p um ponto de equilibrio sela-nd do tipo zero pertencenteoatéira JA(X®). Se as
suposicoegAl), (A2), (A3) e (A4) sdo satisfeitas endA(X) e emdS(p), e X é um
ponto de equilibrio hiperbdlico de (2.1), entéo:

() Se X € dS*(p), entdo W(x*) N S(p) # 0.

(i) Se X € 0S*(p), entdo W(x*) C dS(p).

Demonstracao (i) Sex* € dS*(p), entdo pelo Teorema 5.6.3 temos @G .(X*) —x*) N
S(p) # 0. Vamos mostrar sob as hip6tdgd. ), (A2) — (Ad), que(WY.(x*) —x*)NS(p) #

0 implica emWY.(x*) N S(p) # 0. Sejap* € (WU.(x*) —x*) N S(p). Sep* € S(p) ndo
existe nada a ser provado. Suponha gue dS(p). As suposi96e$A1') e (A3) garan-
tem quep* € W5(z) para algum ponto de equilibrip ondez € um ponto de equilibrio
hiperbolico emdS(p) ou um ponto de equilibrio sela-né do tipo zero. Eliminaremos
hip6tese de ser o ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zero.z$er o ponto de equilibrio
sela-né do tipo zero, sabendo queertence a fronteirdA(X%) e as suposicdg@l ), (A3)

e (A4) sao satisfeitas, o Teorema 5.5.2 garanteWfd@) C dA(X®), ou sejap* € JA(X)

e consequentementé"(x*) NdA(X®) # 0, isto é x* € JA(X®), o que é um absurdo ja que
X* € dS(p) =09(p) — JA(®). Portanto,p* € WY(x*) "W5(z) e z é necessariamente
um ponto de equilibrio hiperbdlico. O restante da prova feta por indugéo finita sobre
a dimenséo dev!(x*)

(1) dimWH(x*) = 1.

A suposicdo(A2) garante quéV(x*) eWASO(z) se interceptam transversalmente, entdo
pelo Lema 5.4.1 podemos afirmar qu&um ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo zero,
levando-nos a um absurdo, ja que dS(p). PortantoW"(x*) N S(p) # 0 para todo ponto
de equilibriox* do tipo 1 no conjunt@S*(p).

(2) Suponhamos qué/!(x*) N S(p) # O para todo ponto de equilibri* no conjunto
0S'(p) tal que dimVY(x*) < k.

(3) Suponhamos agora que d{(x*) = k+ 1.

Sezfor hiperbdlico, a suposi¢d@\2) garante quev!(x*) eW/\so(z) se interceptam transver-
salmente, entdo pelo Lema 5.4.1 podemos afirmar quédiim) < k. Portanto, pela
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hipotese de indugdw/!(z) N S(p) # 0. Sejay € WY(z) N S(p) e sejaB(y; ) uma bola
aberta de rai@, centrada eny. Como a regido de estabilidade freia) € um conjunto
abertoB(y; €) C S(p) parae suficientemente pequeno. S&jaima vizinhanga de* em
WU (x*). Esta vizinhanca esta imersa em uma variedade de dim&nrs&palém dissiN
contém um disc® de dimensad transversal &8/5(z) no pontop*. Uma aplicagao direta
do Lema 5.2.1 permite-nos afirmar que existe um pantoD e um tempd* > 0 tal que
¢ (t*,w) € B(y; €). A invariancia deS(p) garante quev € S(p), logo,W"(x*) N S(p) # 0.
A prova do item(ii) é inteiramente anéloga a prova do itéim do Teorema 5.5.2 e por
isso sera omitida. O

Exibiremos a seguir um exemplo para ilustrar o conceito déioede estabilidade
fraca.

Exemplo 5.6.1.Considere o sistema de equacdes diferenciais

x=x*—1,25¢ —y+0,25

5.3
y=-y+0,25 &3

onde(x;y) € R?,

O sistema (5.3) possui, trés pontos de equilibrio; séo eles(0;0,25) um ponto
de equilibrio sela-n6 do tipo zerg; = (—1,11;0 25) um ponto de equilibrio assintoti-
camente estavel e = (1,11;0,25) um ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo um. O
ponto de equilibrio sela-né do tipo zero pertence a froatadr regido de estabilidade de
x®=(—1,11;0,25) e o ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo uth= (1,11;0,25) per-
tence ao conjuntdS*(0;0,25), ver Figura 5.10. A variedade instaWl(1,11;0 25) de
X* =(1,11;0,25) intercepta a regido de estabilidade fr&; 0,25) e a variedade estavel
W5(1,11;0 25) dex* = (1,11;0,25), a curva azul da Figura 5.10, est4 contida na fronteira
da regido de estabilidade frad&(0; 0, 25), de acordo com o Teorema 5.6.4.



A 1,102

wWH(1,11:0,25)

WO(1,11:0,25)

4 2 4 0 1 2 3 1

Figura 5.10: O retrato de fase do sistema (5.3). A frontareedido de estabilidade fraca
05(0;0,25) é forma pela unido da variedade estavel do ponto de eqailleta-n6 do
tipo zero(0;0,25), a curva em vermelho, com a variedade estavel do ponto dibeigui
(1,11;0,25), a curva em azul.
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6 PERSISTENCIA DA REGIAO DE ESTABILIDADE

No capitulo anterior, exibimos uma caracterizacédo da déicantda regido de estabili-
dade para sistemas dinamicos autbnomos nao-lineare@pesenca de um ponto de
equilibrio ndo hiperbdlico sela-né do tipo zero. A partistdecapitulo, estudaremos o
comportamento do sistema dindmico autbnomo néo-linear (x,A) sujeito a variagéo
do parametro escalar. Em particular investigaremos o comportamento da regi&@ste
bilidade sob a influéncia de pequenas variagbes do parameReservaremos para este
capitulo discussdes a respeito da persisténcia da regesiat@lidade e da caracterizacao
de sua fronteira sob pequenas variagées do parametro. [Ha 64¢ estudaremos a per-
sisténcia da regido de estabilidade e a persisténcia desspda equilibrio hiperbélicos
na fronteira da regiao de estabilidade. Na secao 6.2, erilois exemplos que ilustram os
resultados da secéo anterior.

6.1 Persisténcia dos pontos de equilibrio hiperbdlicos na frontearda
regido de estabilidade

Considere a familia de equacdes diferenciais
x=f(x,A) (6.1)

comxe R A eRef:R"xR— R"um campo vetorial de clas€®, comr > 1.
Dadoxﬁ* um ponto de equilibrio hiperbdlico assintoticamente edtéde (6.1) para

A = A, deseja-se saber se a regido de estabili@ag(e(i) persiste sob pequenas varia-

¢Oes do parametrd. O Teorema da Funcao Implicita € uma das ferramentas quét@erm

estudar a persisténcia da regido de estabilidade sob pesjuamacoes do parameto

Teorema 6.1.1.(LIMA, 2006)(Teorema da Funcé&o Implicita) Sejam U um sujuoun
aberto deR™ x R" e f:U — R" uma funcéo de classeCk > 1. Considere um ponto
(X,y) € U, ondex €« R™ ey € R", com f(X,y) =c. Se a matriz x n Dyf(X,y) das
derivadas parciais de f com relacdo a y € invertivel, entédstem conjuntos abertos
Vm C RMe \j, C R" com(X,¥) € Vin x V,; C U e uma Unica funcaq : Vin — V, de classe
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CKtal que f(x, @(x)) = ¢ para todo X Vin. Além disso, X,y) # ¢ se(X,y) € Vim x V, e
y # Y(Xx). A derivada da funcag é dada pela férmula

Dip(x) = —[Dyf (x, W(x))] *Dxf (x Y(x)).

Sex,, € um ponto de equilibrio hiperbolico do sistema (6.1) para A,, entdo
Dxfy, (xy,) € invertivel, sendo assim o Teorema da Funcéo Implicitang@acpue em uma
vizinhanga dex, continua existindo um tnico ponto de equilibrio hiperbmhkg do sis-
tema perturbado (6.1) para todgoréximo aA,.. Em outras palavras, um ponto de equi-
librio hiperbdlico persiste sob pequenas variacdes danetraA. Além disso, usando a
continuidade dos autovalores Bgf, (x, ) com relagéo aos parametros (KATO, 1995),
podemos afirmar também que o tipo de estabilidade do pontquilébeio perturbado)
€ 0 mesmo do ponto de equilibrig , ou seja, s&, € um ponto de equilibrio hiperbdlico
do tipok, entdo o ponto de equilibrio perturbagpé também um ponto de equilibrio do
tipo k.

Diante do que foi discutido anteriormente, para 0 casoqudati dexj* ser um ponto
de equilibrio hiperbdlico assintoticamente estavel d&)(garaA = A,, podemos afirmar
gue existad > 0 tal que o sistema (6.1) possui um Unico ponto de equilibperhdlico
assintoticamente estave] em uma vizinhanca de; para todoA € (A, —8,A, +9).
Portanto, faz sentido estudar a regido de estabilidadarpadaA, (x;) e como esta se
comporta sob a influéncia da variacdo do parametro

Sexj* € um ponto de equilibrio hiperbdlico assintoticamentevestie (6.1), pard =
A. e se o sistema (6.1) satisfaz as suposi¢8és — (A3) parad = A, entdo a fronteira
da regido de estabilidad®A, (x; ) € caracterizada, de acordo com o Teorema 4.1.3,
como unido das variedades estaveis dos pontos de equilistéveis que pertencem a
fronteira da regido de estabilidade. Mais precisamenm!')(*sé: 1,2,..., sdo 0s pontos
de equilibrio endA, (x5 ) entdo

oM. (5.) =W (4),).

O teorema a seguir estuda a persisténcia dos pontos debdquiiliperbdlicos na
fronteira da regido de estabilidade perturbada para @sado parametrd préximo a
A*

Teorema 6.1.2.(CHIANG; CHU, 1995)(Persisténcia dos pontos de equilibricehiysli-
cos na fronteira da regido de estabilidade) Seja mm ponto de equilibrio hiperbolico
assintoticamente estavel de (6.1), para: A, e Ay-(X3.) sua regido de estabilidade. Se-
jam X ., i=1,....k os pontos de equilibrio hiperbélicos e, -(xX3.) e admita que as
suposicoesAl) — (A3) estejam satisfeitas pava= A... Entdo, existe um ndmero positivo
¢ tal que, os pontos de equilibrio perturbad@g x=1,...,.k também pertencem a fron-
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teira da regido de estabilidade perturbada dé, (x; ) paratodoA € (A* —€,A* +¢).
Como uma consequéncia direta dos Teoremas 4.1.2e 6.1.2adxbeaguinte corolario:

Corolario 6.1.1. Seja X. um ponto de equilibrio hiperbdlico assintoticamente estav
de (6.1), parad = A, e Ay-(x;.) sua regido de estabilidade. Sejari/{L xi=1..kos
pontos de equilibrio hiperbolicos edi, - (x3.), paraA = A, e admita que as suposi¢oes
(Al) — (A3) estejam satisfeitas em um intervalo aberto | contehtioEnté&o,

UWE(,) € 08.(5)

para todoA € I, onde >§\ i=1,2,....k sdo os pontos de equilibrio hiperbdlicos pertur-
bados envA, (x3).

O Corolério 6.1.1 permite-nos concluir que, se as suposi@&itls— (A3) sdo satis-
feitas para todd proximo aA., a fronteira da regido de estabilidade perturb@da(x;)
contém a unido das variedades estaveis dos pontos de gquilfierbélicos perturbados
na fronteirad Ay (x5 ).

No trabalho de Chiang e Chia-Chi Chu (1995), sugere-se erromgeuoned ; W)\S(Xi/\) =
0A) (x3) para todoA €I, ondexi)\, i=1,2,....k sdo os pontos de equilibrio hiperbdlicos
perturbados endA, (x3). Em verdade, o outro lado da inclusao, istqﬁw)f(xi)\) B)
dA, (x;) nem sempre € verdadeiro conforme mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 6.1.1.Considere o sistema de equacdes diferenciais

- 2 2_
it &?jﬁ(x U1 ax (6.2)

ondexe ReA eR.

O sistema (6.2) possui, paka = 0, dois pontos de equilibrio hiperbdlicos, séo eles,
3. = 0 um ponto de equilibrio assintoticamente estév@*e: —1 um ponto de equi-
librio hiperbdlico instavel. O ponto de equilibrio instévé* pertence a fronteira da
regido de estabilidad@A,, (0) e a variedade estavél?, (—1) = {—1} esta contida na
fronteira da regido de estabilidadé, (0), ver Figura 6.1. Pard = 0,01, o sistema (6.2)
possui trés pontos de equilibrio hiperbdlicos, sdo efes; 0 um ponto de equilibrio as-
sintoticamente estévet% = —0,980 um ponto de equilibrio hiperbdlico instévekie:
6,044 um ponto de equilibrio hiperbdlico instavel. Os ponequilibrio 0 e-0,980 sdo
os pontos de equilibrio perturbados e o equilibri@%l € um novo ponto de equilibrio que
aparece quando o parametro € variado. A fronteira da reg@sthbilidade perturbada
dA, (0) € composta pelas variedad&$(—0,980) = {—0,980} eW?(6,044) = {6,044;,
ou sejadA, (0) = {—0,980;6 044}, ver Figura 6.2. Sendo assim, podemos afirmar que
a fronteira da regido de estabilidade perturbdéa(0) ndo esta contida na variedade
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estavel do ponto de equilibrio hiperbolico perturb&dy—0,980) = {0,980}, o que
mostra que nem sempre a caracterizacao da fronteira da giéstabilidade persiste a
pequenas variacdes dos parametros.

0.4

0.21

equilibrio instavel equilibrio assintoticamente estave

<
N’ -

-0.2r

0

).( -0.4-

gréfico de f(x;0)

Figura 6.1: Retrato de fase do sistema (6.2) para 0. O ponto de equilibrio instavel

x%* = —1 pertence a fronteira da regido de estabilidade do pontguiék#io assintoti-
camente estavef. = 0.

equilibrio instavel equilibrio assintoticamente estavel

D

Figura 6.2: Retrato de fase do sistema (6.2) para0,01. O ponto de equilibrio instavel
perturbadoﬁ = —0,980 pertence a fronteira da regido de estabilidade do penéodi-

librio assintoticamente estawgl = 0. E o novo ponto de equilibrio insté\ne% =6,044
também pertence a fronteira da regido de estabilid#g€0).

Observacédo 6.1.1.0 sistemg6.2)paraA* = 0 ndo € estruturalmente estavel, pois per-
turbando o sistem#&6.2) comA positivo ocorre mudanca no nimero de equilibrios do
sistema perturbado. Por outro lado, para qualguer> 0 o sistema € estruturalmente
estavel e consequentemente ndo ocorre mudanca no niumenuiibreos do sistema
perturbado para variagdes suficientemente pequenas doypztré.
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Explorando o Exemplo 6.1.1, podemos afirmar que, fixando uémpetroA * do sis-
tema (6.1) e mesmo admitindo que todos os pontos de eqoitibrsistema = f(x,A*)
séo hiperbdlicos, quando o parametrovaria proximo aA* novos pontos de equilibrio
podem aparecer no sistema perturbadof(x, A ). Esses novos equilibrios podem apare-
cer inclusive na fronteira da regido de estabilidade pleatls, como visto no Exemplo
6.1.1.

6.2 Exemplos

Exibiremos nesta secéo dois exemplos que ratificam a parsiatdos pontos de equi-
librio hiperbdlicos na fronteira da regiéo de estabilidadando as suposicoésl) — (A3)
séo satisfeitas.

Exemplo 6.2.1.Considere o sistema
X=x%— A (6.3)

ondexeReA € R.

O sistema (6.3) possui, paka = 1, dois pontos de equilibrio hiperbdlicos, séo eles,
X3, = —1 um ponto de equilibrio assintoticamente estév@*e: 1 um ponto de equi-
librio hiperbdlico do tipo 1. O ponto de equill'br'xj* pertence a fronteira da regiao
de estabilidade de&}, = —1 e dA, (—1) = {1}, onde {1} € a variedade estavel de
x%* =1, ver Figura 6.4. Para = 0,9, o sistema (6.3) possui dois pontos de equilibrio
hiperbodlicos, séo eles; = —0,9487 um ponto de equilibrio assintoticamente estavel e
x% = 0,9487 um ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo 1. O ponto daikbrio per-
turbadox} = 0,9487 pertence a fronteira da regido de estabilidad¢§ de —0,9487 de
acordo com o Teorema 6.1.2. Além disso, a fronteira da retpd@stabilidade perturbada
0A, (—0,9487) = {0,9487}, onde{0,9487} é a variedade estavel a& = 0,9487, ver
Figura 6.3. Pard = 1,1, o sistema (6.3) possui dois pontos de equilibrio hipezbs)
séo elesy; = —1,0488 um ponto de equilibrio assintoticamente estéxkhe 1,0488 um
ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo 1. O ponto de eqmiid]’tperturbadoﬁ =1,0488
pertence a fronteira da regido de estabilidadeide —1,0488 de acordo com o Teorema
6.1.2. Além disso, a fronteira da regido de estabilidadéugeadadA, (—1,0488 =
{1,0488}, onde{1,0488 é a variedade estavel a¢ = 1,0488, ver Figura 6.5. Neste
exemplo, com a variacao do parameirguficientemente préximo do parameipo= 1,

a persisténcia da caracterizacao da fronteira da regiastaleiledade é verificada.

Exemplo 6.2.2.Considere o sistema

X=2X+ X+ A

| , (6.4)
y=X=y+y
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X
-0,9487 0,9487

Figura 6.3: Retrato de fase do sistema (6.3) para 0,9. A fronteira da regido de
estabilidade perturbad2A, (—0,9487) do ponto de equilibrio assintoticamente estavel
X3 = —0,9487 € constituida pelo ponto de equilibrio hiperbélicdtpbladox% =0,9487.

— @ <@ > — X
-1 1

Figura 6.4: Retrato de fase do sistema (6.3) para 1. A fronteira da regidao de estabi-
lidadedA,, (—1) do ponto de equilibrio assintoticamente estagel= —1 € constituida

pelo ponto de equilibrio hiperbéliod. = 1.

-1,0488 1,0488

Figura 6.5: Retrato de fase do sistema (6.3) para 1,1. A fronteira da regido de
estabilidade perturbad2A, (—1,0488 do ponto de equilibrio assintoticamente estavel
X3 = —1,0488 € constituida pelo ponto de equilibrio hiperbélicdmbladox} =1,0488.

onde(x;y) € R?,

O sistema (6.4) possui, paka= 0, quatro pontos de equilibrio hiperbdlicos, séo eles,
X3, = (—2;—1) um ponto de equilibrio hiperbdlico assintoticamente @té{ﬂ(* =(0;0)
um ponto de equilibrio hiperbolico do tipo ¥2, = (—2;2) um ponto de equilibrio
hiperbdlico do tipo 1 e<§* = (0;1) um ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo 2. Os
pontos de equilibrioc;,, X2, e x3. pertencem a fronteira da regido de estabilidade de
X3, = (=2;,-1) e dA,.(—2;—1) é a unido das variedades estaveis dos pontos de equi-
librio (—2;2), (0;1) e (0;0), ver Figura 6.7. Para = —0,1, o sistema (6.4) possuli
quatro pontos de equilibrio hiperbodlicos, séo ei§s= (—2,0488;-1,0162 um ponto
de equilibrio hiperbdlico assintoticamente estéxlkl,: (—2,0488;20162 um ponto de
equilibrio hiperbdlico do tipo 1x§ = (0,0488;00514 um ponto de equilibrio hiper-
bélico do tipo 1 ex3 = (0,0488;09485 um ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo
2. Os pontos de equilibrig}, x3 e x} pertencem a fronteira da regido de estabilidade
dex§ = (—2,0488;-1,0162 de acordo com o Teorema 6.1.2. Além disso, a fronteira
da regido de estabilidade perturbat¥s, (—2,0488,—1,0162 é a unido das variedades
estaveis dos pontos de equilibrio perturbadle®,0488;20162), (0,0488;00514) e
(0,0488;09485), ver Figura 6.6. Para = 0,1, o sistema (6.4) possui quatro pon-
tos de equilibrio hiperbdlicos, séo ele§, = (—1,9487,—-0,9828 um ponto de equi-
librio hiperbdlico assintoticamente esté\»é;l,: (—1,9487;198282 um ponto de equi-
librio hiperbdlico do tipo 1,x§ = (—0,0513;-0,0489 um ponto de equilibrio hiper-
bélico do tipo 1 exﬁ = (—0,0513;1 0489 um ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo
2. Os pontos de equilibrim}, x§ e xi’ pertencem a fronteira da regido de estabilidade
de x§ = (—1,9487,-0,9828 de acordo com o Teorema 6.1.2. Além disso, a fron-
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teira da regido de estabilidade perturbatbg, (—1,9487,—0,9828 é a unido das va-
riedades estaveis dos pontos de equililjrid, 9487;1 98282, (—0,0513;—0,0489 e
(—0,0513;10489), ver Figura 6.8. Neste exemplo, com a variagdo do parameso
ficientemente proximo do parametk9 = 0, a persisténcia da caracterizacéo da fronteira
da regiao de estabilidade é verificada.

Variedade estével de| (-2,0488; 2,0162)

variedade estavel de (0,0488 ; 0,9485)

variedade estével de (0,0488 ; 0,0514)

-2

regido de e{stabilidade de (-2,0488;1-1,0162)

-3

a4

Figura 6.6: Retrato de fase do sistema (6.4) para —0,1. A fronteira da regido de
estabilidade perturbad?A, (—2,0488;—1,0162 € a uniéo das variedades estaveis dos
pontos de equilibrig—2,0488;20162), (0,0488;00514) e (0,0488;09485), as curvas

em azul.

= [ variedade estavellde (-2;2)

variedade estavel de (0; 1)

> o
variedade estavel de (0;0)
ol regido de estabilidade\de (-2;-1)
/ J ! 1 0 1 2 3 4
X

Figura 6.7: Retrato de fase do sistema (6.4) para 0. A fronteira da regido de estabi-
lidadedA,, (—2;—1) é a unido das variedades estaveis dos pontos de equili2i@),
(0;1) e (0;0), as curvas em azul.



Wariedade estavel de

19487 19808)

variedade estavel de (-0,013 ;1,0489)

variedade estavel de (-0,0513 ; -0,0489)

-2

regido de estabilidade de (-1,9487; -0,9828)

-3

-4 [

Figura 6.8: Retrato de fase do sistema (6.4) para 0,1. A fronteira da regido de
estabilidade perturbad?A, (—1,9487,—0,9828 é a unido das variedades estaveis dos
pontos de equilibrig—1,9487;198282, (—0,0513;—0,0489 e (—0,0513;1 0489, as
curvas em azul.
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7 BIFURCACAO A UM PARAMETRO

Neste capitulo, faremos uma breve revisdo sobre a teoriafuledgédo para uma
familia de equacgbes diferenciais dependendo de um padestalar. Na Secdo 7.1,
introduziremos o conceito de estabilidade estrutural @mpatro de bifurcacdo. Na Secéao
7.2, exploraremos a teoria de bifurcacdo sela-né, vistongu€apitulo 8, estudaremos
0 comportamento da fronteira da regido de estabilidadempma um parametro de bi-
furcacéo sela-n6. Para maiores detalhes dos assuntaosaiaste capitulo, ver (PALIS;
MELO, 1977), (PALIS, 1969), (SMITH, 1991), (WIGGINS, 2008UCKENHEIMER,;
HOLMES, 1983) e (SOTOMAYOR, 1973).

7.1 Estabilidade Estrutural

Iniciaremos a secao definindo o conceito de equivalénci@dgjra.

Definicdo 7.1.1.(Equivaléncia Topolégica) Sejamd: R" — R" dois campos vetoriais

de classe & Dizemos que f e g sdo topologicamente equivalentes se exishomeo-
morfismo h R" — R" que leva 6érbitas de f em érbitas de g preservando a orientacéao
das orbitas.

O homeomorfismt da Definicdo 7.1.1 é chamado édquivaléncia topolégicentre
0S campos vetoriaif e g.
Exibiremos a seguir um exemplo de equivaléncia topologica.

Exemplo 7.1.1.(SOTOMAYOR, 1979) Considere os camp¢s yf) = (x,—y+ x°) e
g(x,y) = (x,—y) emR?. Dada uma condic&o inicialxo,Yo) € R? de f a solucdo que
passa por essa condicao inicial é dada ppft, (Xo,Yo)) = (Xo€", (Yo — %?)e_t + §e3‘)
onde tc R. Para o campo g a solug&o que passa ;o) € R? € dada pony(t, (o, Yo))=
(Xo€',yoe™!) onde te R. Sem maiores dificuldades, pode se verificar qug(hp)) =
¢(t,h(p)) para qualquer pc R? onde h: (x,y) — (X,y+ %). Em particular, podemos
afirmar que h leva orbitas de g em orbitas de f.

A Figura 7.1 exibe o retrato de fase dos campos vetofiaig do Exemplo 7.1.1.
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g

retrato de fase de g retrato de fase de f

Figura 7.1: Retrato de fase dos campos vetofias).

O teorema a seguir, cuja demonstracao é imediata, expriragelatao entre os pon-
tos de equilibrio, conjuntow—limite e a—limite de dois campos vetoriais que possuem
uma equivaléncia topoldgica.

Teorema 7.1.1.(PALIS; MELO, 1977) Seja h um equivaléncia topoldgica eagream-
pos vetoriais fg: R" — R" de classe & Ent&o

(i) x* € um ponto de equilibrio de f se, e somente &¢,)lé um ponto de equilibrio de g;
(i) aimagem daw—limite da solugdo comecando na condi¢ao inicial p via h@-elimite
da solugcdo comegando na condicao inicigply analogamente para o —limite.

O estudo de mudancgas na estrutura qualitativa do fluxo de wecéq diferencial
guando parametros séo variados é chamada teoria da b#orc&omo estamos inte-
ressados em estudar bifurcacdo a um parametro escalagerens familia de equacdes
diferenciais

x=F(x,A) (7.1)

comxe R A eRef:R"xR — R"um campo vetorial de clas€®, comr > 2. Para
cadaA fixo, definamos o campo vetorid} (.) = f(.,A) e ¢, (t,x) denota a solugdo de
x = f)(X) passando pat no tempa = 0.

Estudaremos daqui em diante os conceitos que envolvemia tlobifurcacéo a um
parametro.

Definicdo 7.1.2.(SMITH, 1991) O campo vetorial,f, para uma parametra fixo, €
dito ser estruturalmente estavel, se existe O tal que f, € topologicamente equivalente
a f), paratodoA satisfazendoA — Aq| < €.

A seguir, apresenta-se a definicdo de parametro de bifwcaca

Defini¢céo 7.1.3.Dizemos queo € um parametro de bifurcacdo, se o campo vetorjal f
nao for estruturalmente estavel.
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Exemplo 7.1.2.Considere a familia de equacdes diferenciais
X=\ — X2 (72)
ondexe ReA € R.

Para cada fixo, temos quefy (x) = f(x,A) = A —x2. Paradg=0 0 campof,
tem um ponto de equilibrio nédo hiperbolico, para- 0 o campof,, tem dois pontos de
equilibrio e para < 0 o campof, ndo tem nenhum ponto de equilibrio, ver Figura 7.2.
Logo, f, ndo & estruturalmente estavel, isto\g¢= 0 € um parametro de bifurcagao de
A.

0
\=0
M

A
A

Figura 7.2: Retratos de fase do sistema (7.2).

7.2 Bifurcacao sela-no

Nesta tese, estudaremos um tipo particular de bifurcacécéqienominada bifur-
cacao sela-n6. Uma breve revisao da teoria de bifurcacaeéedera apresentada nesta
sec¢do. Em uma familia de equacéo diferenciais dependendn garametro escalar, essa
bifurcacéo é genérica. Comecaremos a secdo definindo o tmdediifurcacao sela-no.

Definicéo 7.2.1.(Ponto de Bifurcagéo Sela-No6) Sejg x R" um ponto de equilibrio ndo
hiperbdlico de (7.1), para um parametro fixo= Ao. Dizemos quéx,,,Ao) € um ponto
de bifurcacéo sela-no se as seguintes condicdes sao #assfe

(SN1) Dxf),(Xy,) tem um Unico autovalor simples igualacom v sendo um autovetor a
direita e w a esquerda.

(SN2) WD f, (%r) (v, V) # 0.

(SN3) W(9 £y /9A)(X),,A0)) # 0.

Observacgéo 7.2.1Dado um ponto de de bifurcagéo sela-0q,,Ao) de (7.1), para um
parametro fixod = Ag, 0 ponto de equilibrio ndo hiperbdlicq xé um ponto de equilibrio
sela-n6 de (7.1), pard = Ag (vide Definicdo 5.1.1).
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O teorema a seguir descreve o comportamento dinamico émnsigf7.1) proximo a
um ponto de bifurcacéo sela-no, sua demonstracao podecserteada em (SOTOMAYOR,
1973).

Teorema 7.2.1.(SOTOMAYOR, 1973) Sef&,,,Ao) um ponto de bifurcagéo sela-né de
(7.1). Entao existe uma vizinhanga N dg & o > O tal que, dependendo dos sinais das
expressdes em (SN2) e (SN3), néo existe ponto de equilibrio goamtloA € (Ag —
0,A0)[A € (Ao, Ao+ 9)] e existem dois pontos de equilibrio em N para cada(Ag, Ao+

0)[A € (Ao— d,A0)]. Os dois pontos de equilibrio em N s&o hiperbolicos do tipo k e
k+ 1, k € N, respectivamente. Além disso, a variedade estavel do mEntmuilibrio
hiperbalico tipo k intercepta a variedade instavel do podéoequilibrio hiperbdlico tipo
k+ 1 ao longo de uma variedade unidimensional.

7.2.1 Bifurcagao sela-no do tipo zero

Assim como os equilibrios sela-nd, pontos de bifurcacéasélpodem ser classi-
ficados em tipos de acordo com o nimero de autovalord3y fig(x,,) com parte real
positiva.

Defini¢do 7.2.2.(Tipo de Bifurcagé@o Sela-N6) Um ponto de bifurcacéo seld»qg Ao)
de (7.1) € chamado um ponto de bifurcacédo sela-n6 do tipo kég @,,) tem k auto-
valores com parte real positiva e-nk — 1 com parte real negativa, & N.

Neste texto, estudaremos apenas 0s pontos de bifurcagandseo tipo zero. Sendo
assim, alguns resultados especializados para pontosuledtifio sela-né do tipo zero sdo
desenvolvidos.

O teorema a seguir descreve o comportamento dinamico @msigf7.1) proximo a
um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zero.

Teorema 7.2.2.(SOTOMAYOR, 1973) (Birfucagéo Sela-N6 do Tipo Zero) 8gjalo)
um ponto de bifurcacéo sela-no6 do tipo zero de (7.1). Ent&ieexima vizinhanca N de
X), €0 > 0 tal que, dependendo dos sinais das expressdes em (SN2) e i{&dl8xiste
ponto de equilibrio em N quandoe (Ag— ,A0)[A € (Ao, Ao+ O)] e existem dois pontos
de equilibrio § ey em N para cada € (Ag,Ao+ 9)[A € (Ao —&,A0)]. Os dois pontos
de equilibrio em N s&o hiperbdlicos, mais especificamentedo tipo 0 e § € do tipo 1.
Além disso, a variedade estavel do ponto de equilibrio do @ifintercepta a variedade
instavel do ponto de equilibrio do tipo 1 ao longo de uma \dade unidimensional.

Observagao 7.2.2Pelo Teorema 7.2.2 podemos afirmar que(sg, Ao) € um ponto de
bifurcacéo sela-n6 do tipo zero de (7.1), entédo o campo iadtby, ndo é estruturalmente
estavel na vizinhanca N. Ao longo do texto, o parametro dedat&oA sera chamado
de parametro de bifurcacdo sela-né do tipo zero.
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Neste trabalho, admitimos, sem perda de generalidade,ajiearema 7.2.2 os dois
pontos de equilibrios existem exhparaA € (Ag— d,Ap) € ndo existe ponto de equilibrio
emN paraA € (Ag,Ap+ ). A Figura 7.3 ilustra o Teorema 7.2.2.

Figura 7.3: Retrato de fase do sistema (7.1) na vizinh&hda Teorema 7.2.2 para <
(Ao— 9,40+ 9d). ParaAd < Ag, o sistema (7.1) tem dois pontos de equilibrio hiperbdlicos
um ponto de equilibrio do tipo 0 e um do tipo 1. Bm= Ag, 0 sistema (7.1) tem um Unico
ponto de equilibricx,, que € um ponto de equilibrio sela-né do tipo zero. Rarag, o
sistema (7.1) ndo tem ponto de equilibrio Bm

Conhecendo o comportamento dinamico do sistema préximo aamto gle bifur-
cacdo sela-nod do tipo ze(®,,Ao), qualquer vizinhanctl C N dex,  pode ser decom-
posta em subconjuntds™ eU —, da seguinte maneira:

ParaA = Ag, definimos

Uy, = Ha€ (U=Wgg 5 (X)) $2,(t.9) — X3, quandat — oo}
U;:) =U —U)\_O
e paraA € (Ap— 0,Ap), definimos
U, :=={gqeU : ¢,(t,q) —y3 quanda — oo}
U:=uU-u,.

A Figura 7.4 ilustra o conjuntd .



Figura 7.4: Vizinhancé de um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zeggparad < Ao.
A parte cinza da figura corresponde ao conjushfa



87

8 BIFURCACAO SELA-NO DO TIPO ZERO NA FRON-
TEIRA DA REGIAO DE ESTABILIDADE

Caracterizamos, no Capitulo 5, a fronteira da regido de édtade de um ponto de
equilibrio assintoticamente estavel na presenca de uno plentquilibrio sela-n6 do tipo
zero na fronteira. Neste capitulo, mais especificamenteg@d3.1, mostraremos o com-
portamento da fronteira da regido de estabilidade na \angé de um ponto de equilibrio
sela-n6 do tipo zero, através deste comportamento logétaeemos que mudancas dras-
ticas podem ocorrer na regido de estabilidade e fronteiragiao de estabilidade quando
parametros sdo variados préximo a um parametro de bifuscsgla-n6 do tipo zero.
Exibiremos também na Sec¢éo 8.1 uma caracterizacao glofa@rdaira da regido de es-
tabilidade préximo a um parametro de bifurcacdo sela-ndpdozero. Na ultima secéo
exibiremos exemplos que ilustram os resultados da Secéo 8.1

8.1 Comportamento da fronteira da regido de estabilidade na pre-
senca de um ponto de equilibrio sela-no6 do tipo zero

Comecaremos esta secao apresentando um resultado aweliga@nte, a existéncia
de uma vizinhancga suficientemente pequena de um ponto débequsela-né do tipo
Zeroxy, € aAAo(xjo) gue é disjunta das variedades estaveis de todos os pontgsiide e
librio que estéo na frontei@A,\O(xio).

Lema 8.1.1. Seja %, um ponto de equilibrio sela-né do tipo zero na fronteira dgide
de estabilidade‘:'A,\o(x)S\o) de um ponto de equilibrio hiperbdlico assintoticamentéesit
x§\0 de (7.1) paraA = Ag. Se &0, i =1,...,k sdo os pontos de equilibrio hiperbélicos
emdAAO(x/S\O), entdo existe uma vizinhanga U dg fal que UﬂW}\SO(XI}\O) = 0 para todo

i=1..k

Demonstragao.SejamN uma vizinhanca dg, ex‘AO, i =1,...,k0s pontos de equilibrio
em dA,\O(xﬁo). Considere uma particéo dé, ...k} = {1,...,sfU{s+1,... k}, ondel €
{1,...,5} seNNW (X, ) =0ej € {s+1,..k} seNNW (x, ) # 0. Se{s+1,...k} =0,

o lema esté provado. Suponha dse-1,...,k} # 0. Desde queé, mWASO(xj\O) =0 entdo
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N;; ﬂW/\SO(X;\O) # 0 paratodg € {s+1,..,k}. AvizinhancaN pode ser escolhida suficien-
temente pequena de tal modo q\iﬁo OWASO(XJ\O) C WAso(X/J\o) para todoj € {s+1,..,k}
NAWS (x. ) j _ 5 T
e NNWS (X),) C W)\SO(X/\O)' ComoWASO(xAO) ﬂW)\SO(X,\O) =0, entaoN/\+O NW (%) € dis-
junto deN mW)\SO(xAO) paratodoj € {s+1,..,k} e estes sdo conjuntos fechados, logo pelo
Teorema 2.1.6 podemos afirmar que existem conjuntos aldigjositosU; e Vj, con-
tendoN;\:) ﬂWASO(xj\O) eN ﬂW)\SO(X/\o)’ rgspectivamente. Considdde= N;VjN. Como
X), € U, basta mostrar que OW}\SO(X}\O) = 0 para todoj € {s+1,..,k}. Suponha, por
absurdo, que exista algupe U ﬂW/\SO(xj\O). ComoU C N, entéop € (N;\; ﬂW}\So(Xj\o)) C
N;; ﬂW)\SO(Xj\O) C U;. Por outro lado, com® C Vj temos quep € Uj NV; levando-
nos a um absurdo, polg;j e Vj sao disjuntos. Logad) mW/\SO(xj\O) = 0 para todoj €
{s+1,...,k}. Se{1,...,s} = 0 a demonstragéo acabou, caso contrario, se existir ihdice
tal queN NW; (X, ) = 0 e sabendo queg C N podemos afirmar quel W3 (X, ) =0
para todd € {1,...,s}. PortantoU ﬂWASO(xi/\O) =0 paratodd € {1,...,k} e o lema esta
provado. n

Como consequéncia do Teorema 5.5.4 e Lema 8.1.1, obtemosiotsazprolario:

Corolario 8.1.1. Seja %, um ponto de equilibrio sela-no do tipo zero na fronteira da
regido de estabilidadéA,\o(xﬁo) de um ponto de equilibrio hiperbdlico assintoticamente
estavel 30 de (7.1) paraA = Ag. Suponha quéAl’), (A3) e (A4) sejam satisfeitas para

A = Ap € 0 numero de pontos de equilibrio na frontaﬂrA,\o(ij) seja finito. Entdo existe
uma vizinhanca U deyx tal que(U}E — W (X15)) € Ay (53,)-

A Figura 8.1 ilustra o Coroléario 8.1.1.

Figura 8.1: Comportamento da vizinharigade um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo
zerox,, que esta na fronteira da regido de estabilidade de um porgqudiorio assin-
toticamente estévexﬁo.

O Teorema 6.1.2 garante, sob algumas hipoteses, que osmEneguilibrio hiper-
bélicos na fronteira da regido de estabilidade persistefrontéeira. Dentre as hipdteses
consideradas no Teorema 6.1.2, uma delas € que todos os plenéguilibrio na fron-
teira sejam hiperbdlicos. O teorema que sera apresentagijua selaxa esta hipotese,
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e garante a persisténcia dos pontos de equilibrio hipedsdtia fronteira mesmo com a
presenca de um ponto de equilibrio ndo hiperbdlico selaentipd zero na fronteira da
regiao de estabilidade . Para demonstrar o teorema pretisardo seguinte resultado.

Lema 8.1.2.(SHUB, 1987) Sejamyze wy, pontos de equilibrio hiperbdlicos do sistema
(7.1) paraA = A,. Se W (z),) "Wy (wy,) # 0, e W' (z),) e W} (w,,) satisfazem a
condicdo de transversalidade, entéo exigte 0tal que W(z) ) "Wp(w, ) # 0 para todo
A€ (A.—9,A.+ ) onde % e w, séo os pontos de equilibrio perturbados.

Com o Lema 8.1.2, podemos demonstrar o teorema a seguir, cargeya persistén-
cia de pontos de equilibrio hiperbdlicos na fronteira déd@gde estabilidade mesmo na
presenca de um ponto de equilibrio ndo hiperbdlico selaertpd zero na fronteira.

Teorema 8.1.1.(Persisténcia de pontos de equilibrio hiperbdlicos na freima da regido

de estabilidadp Seja %, um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zero na fronteira da
regiao de estabilidadéAAO(xf\O) de um ponto de equilibrio hiperbdlico assintoticamente
estavel 30 de (7.1) paraA = Ag. Admita que as suposicoéal ), (A2), (A3) e (Ad)
sejam satisfeitas pard = Ag. Se &o' i=1,....k sdo os pontos de equilibrio hiperbdlicos
emdA,\O(xio), entdo existe > O tal que o ponto de equilibrio perturbad§ x dA, (x3),
paratodoi=1,....keA € (Ag— €, 0+ €).

Demonstracdo.O Teorema da Funcado Implicita 6.1.1 garante a persistéonsipahntos
de equilibrio hiperbélicoziAo, i =1,....ke do ponto de equilibrio hiperbdlico assintotica-
mente estévetﬁo, sob pequenas variagdes do paramatr&em outras palavras, existem
vizinhancadJ; eV dex'/\0 exf\o, respectivamente, & > 0 tal que existe um unico ponto
de equilibrio hiperbolicac; em U; e um Gnico ponto de equilibrio hiperbdlico assin-
toticamente estave; emV para todoi = 1,....k e A € (Ap — £€1,A0 + £1). Desde que
xi)\0 € o"'A,\O(xio) e as suposiciefAl ), (A2) — (A4) séo satisfeitas park = Ag, 0 Teo-
rema 5.5.3 garante qWA“O(x'AO) ﬂAAO(ij) # 0 para toda = 1,...,k. Além disso, esta
intersecdo € transversal. Por outro lado, cayex; ) =Wy (x5 ), temos quéNA“O(xi/\O) N
Wfo(xﬁo) # @ paratoda =1,....k. Logo, pelo Lema 8.1.2, podemos afirmar que existe
& > 0 tal queW)'(x, ) "WP(X3) # 0 para todd = 1,....k e A € (Ao — &2,A0 + £2), OU
sejaWH (X, ) Ay (x§) # 0 paratodd = 1,....keA € (Ag— €2, A0+ &). Portanto, o Teo-
rema 4.1.1 garante qu(g € 0A,(X}) paratodai =1,...ke A € (Ag—€,A0+ €) com

€ =min{&y,&}. Com isso, o teorema esta provado. O

Nos proximos resultados, estaremos interessados em estuaanportamento da
fronteira da regido de estabilidade para pequenas vasat@@arametrd proximo a
um parametro de bifurcacéo sela-n6 do tipo zeyoNeste estudo, serd necessario con-
trolar o aparecimento de novos pontos de equilibrio quardanperos séo variados, ja
gue esse fendbmeno pode ocorrer conforme foi visto no Exeffld. Sendo assim,
admitiremos como hipotese nos proximos resultados a cdmdjge para um parametro
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de bifurcagdo sela-né do tipo zedg, os pontos de equilibrio do sistemma="f (X, Ag)
sao todos hiperbdlicos, exceto o ponto de equilibrio nderhiico sela-no6 do tipo zero
X),- Além disso, para pequenas variagdes do paramepodximo aAp, 0s pontos de
equilibrio do sistema perturbado="f(x,A) sdo exclusivamente os pontos de equilibrio
perturbados do sistema originak"f (X, Ag).

O teorema a seguir estuda o comportamento da fronteira dreg estabilidade na
vizinhanga de um ponto de equilibrio sela-né do tipo zero.

Teorema 8.1.2.(Comportamento da fronteira da regido de estabilidade nammnca
de um ponto de equilibrio sela-nd do tipo zgrdeja(x,,, Ag) um ponto de bifurcacdo
sela-n6 do tipo zero de (7.1). Suponha que o ponto de eqoilfiela-n6 do tipo zero
X), pertenca a fronteira da regiéo de estabilidadé\)\o(xf\o) de um ponto de equilibrio
hiperbdlico assintoticamente estévé(l) xle (7.1) paraA = Ag. Admita que a suposicao
(A3) seja satisfeita em um intervalo aberto | contendo o valor dleréacéo sela-no
do tipo zeroAp e a suposicaqA4) é satisfeita parad = Ap. Além disso, assuma que
0 numero de pontos de equilibrio hiperbolicos do sistema) @ finito e %, € o Unico
ponto de equilibrio ndo hiperbdlico pava= Ag. Suponha também, que para talle |,
todos os pontos de equilibrio do sistema perturbadof (x,A) sdo pontos de equilibrio
perturbados originados do sistema= f(x,Ao). Entéo existe uma vizinhanga U dg e

B > B > 0tal que:

(i) Existem somente dois pontos de equilibrio hiperbéliGos ¥4 em U do tipo zero e
tipo um, respectivamente para todos (Ao — B',)\o) e ndo existe ponto de equilibrio em
U para todoA € (/\o,)\oJrB/)- Além disso, a variedade estavel do ponto de equilibrio
do tipo zero e a variedade instavel do tipo um se interceptamoer@go de uma variedade
unidimensional.

(i) Yy € 9A(X3)NdA,(y3) paratodoA € (Ag— B, Ao).

(i) U € Ay (xX3) para todoA € (Ag, Ao+ B).

Demonstracdo.(i) A existéncia da vizinhandd e escalaﬁ' com as propriedades dese-
jadas é uma consequéncia direta do Teorema 7.2.2.

(i) Primeiramente, mostraremos a existéncigde O tal queyj € dA, (x}) para todo

A € (Ao— B, o). Sejamxi)\o, i =1...,k, os pontos de equilibrio hiperbdlicos e?AAO(xf\O)
exj\o, j=k+1,...,m, 0os pontos de equilibrio hiperbdlicos que nao pertencém\g\(xﬁo).
Desde que o ponto de equilibrio sela-né do tipo z2g5e dAAO(xjo) € 0 numero dos pon-
tos de equilibrio erﬂA,\O(xio) é finito, entdo, pelo Lema 8.1.1, avizinhahtdex,, pode
ser es_colhida de tal modo qmgso(x')\o) NU = 0 paratodo = 1...,k. Por outro lado, como
WASO(XJ\O) nu, =0e 0 Corolario 8.1.1 garante qlgk-:l% _W,\SO(X)\O)) C AAO(xf\O), pode-
mos afirmar quw)f'o(xj\o) NU = 0 paratodg = k+1...,m. Do fato quex,, € 0AA0(X§O),
temos queJ ﬂA,\O(xﬁ\O) # (0, além disso, esta intersecdo € transversal. Desde que in-
tersecdes vazias séo transversais e interse¢oes trans\essistem sob pequenas per-
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tubacbes, existe; > 0 tal queU N A, (x3) # 0, WAS(X‘/\) NnU =0, Wf(x/j\) NU = 0 para
todoi = 1.k, j=k+1..meA € (Ag— &, o+ &). TomandoB = min{&, '} > 0,
temos qu&J NA) (05) # 0,WS(X, )NU =0Vi =1,...k, WS(x} )nU =0Vj =k+1,..,m

e existem dois pontos de equilibrio hiperbolighse yi emU para todot € (Ao — B, Ao).

Do fato queU N A, (x3) # 0, a vizinhangd) € conexa & ndo esta inteiramente contida
emA(x3), podemos afirmar que N JA, (x3) # 0 para todoA € (Ao — B,Ag). Desde
que a suposicagA3) seja satisfeita para todb proximo alAg, podemos afirmar que a
fronteira da regido de estabilidadé, (x} ) esta contida na unido das variedades estaveis
dos pontos de equilibrio emA, (x;). Como consequéncia, concluimos duenter-
cepta a variedade estavel de pelo menos um ponto de edquitibrironteiradA, (x3).
Desde que, por hipotese os pontos de equilibrio do sistenaripedox = f(x,A) séo
xi/\, Vi=1,...Kk xj\ Vj=k+ 1,...,m, Y5 ey paratodoA € (Ag—fB,Ao) , além disso
WX )NU =0Vi=1,..kWS(x)NU =0Vj=k+1,..my; ¢9A(5), poisy;

é assintoticamente estavelg'(yy ) NU # 0, necessariamentd € dA, (x;) para todo

A € (Ao—B;Ao).

Mostraremos agora qu € dA, (y3) paratodo € (Ag—f3,Ap). Do item(i), temos que
WR(YS ) NWH (YY) # O, isto €,A) (y;) "\WY(Yy) # 0, logo o Teorema 4.1.1 garante que
Y4 € 0A) (y;) paratodar € (Ag—fB,Ao).

(iii ) Considerando o mesm® > 0 do item(ii ), temos que os pontos de equilibrio do
sistema perturbado= f(x,A) séoxi)\, Vi=1,..k, x! Vj=k+1,...,mpara todoA €
(A0, A0+ B), alem dissdJ NA, (x5) # (Z),W}f'(xiA )NU =0 paratodoi =1, ..., keW/\S(X;\ n

U =0paratodoj=k+1,....meA € (Ag,A0+ B). Em particular, de acordo com o item
(i), também n&o existe ponto de equilibrio Bnpara todoA € (Ag, A9+ ). Do fato que
UNA,(X;) # 0, a fronteira da regido de estabilidadié, (x} ) esta contida na uniéo das
variedades estaveis dos pontos de equilibri@éy(x; ) e a vizinhancd) € conexa, pode-
mos afirmar qué) C A (X ) paratodot € (A, Ao+ B). Suponha, por contradicéo, due
ndo esteja inteiramente contida é&y(x; ), entdoJ NJA, (X3 ) # 0 e consequentemente
U interceptaria a variedade estavel de pelo menos um pontquikbeio emdA, (x3),
levando-nos a um absurdo. O]

Do Teorema 8.1.2, pava < Ag 0 ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo uy} emU
esta na fronteira da regido de estabilidadeideQuanda) cresce, o ponto de equilibrio
estavel aproxima-se do ponto de equilibrio hiperbolico do tipoyjmEles coalescem,
dentro deJ emA = Ag em um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zekg. EmA = A,

0 ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zero esta na frontedraegido de estabilidade de
xf\o. QuandoA continua crescendo, o ponto de equilibxjg desaparece e a vizinhanga
U do ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zero agora esta camiddregido de estabilidade
dex3. O Teorema 8.1.2 mostra que a regido de estabilidade e @ifiuola regido de

estabilidade sofrem mudancas drasticas\emAg. A fronteira da regido de estabilidade
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intercepta a vizinhandd paraA < Ag enquantdJ esta totalmente contida na regidao de
estabilidade para > Ao.

O préximo teorema é o0 passo inicial para entendermos o cdampento global da
regido de estabilidade e de sua fronteira sob variacao dongéro nas vizinhancas de um
parametro de bifurcacéo sela-n6 do tipo zero.

Teorema 8.1.3.(A heranca dos pontos de equilibrio na fronteira da regiao deadbili-
dadg: Seja(x,,,Ao) um ponto de bifurcacéo sela-no do tipo zero de (7.1). Supguka

o0 ponto de equilibrio sela-no do tipo zerg »pertenca a fronteira da regido de estabil-
idade dAAO(xf\O) de um ponto de equilibrio hiperbdlico assintoticament&én@bﬁO de
(7.1) paraA = Ag. Admita que a suposica@\3) seja satisfeita em um intervalo aberto
contendo o valor de bifurcacéo sela-n6 do tipo z&goe as suposicoe2) e (A4) séo
satisfeitas parad = Ap. Além disso, assuma que o nimero de pontos de equilibrio-hipe
bélicos do sistema (7.1) € finito g & o unico ponto de equilibrio ndo hiperbdlico para
A = Ap. Suponha também, que para todoc |, todos os pontos de equilibrio do sis-
tema perturbada = f(x,A) séo pontos de equilibrio perturbados originados do sistema
x= f(x,Ap). Se % € um ponto de equilibrio hiperbdlico ed#s(x,,), entdo existe uma
vizinhanga U de x, B >0,n>0el >0tal que:

(i) Existem somente dois pontos de equilibrio hiperbéliGos ¥4 em U do tipo zero e
tipo um, respectivamente para todos (Ao — B',)\o) e ndo existe ponto de equilibrio em
U para todoA € (Ag, Ao+ f8).

(i) O ponto de equilibrio perturbadg,xc dA, (y;) para todoA < (Ao —n,Ao).

(iii) O ponto de equilibrio perturbadoixc dA, (X3 ) para todoA € (Ao, Ao+ ().

Demonstracdo.(i) A existéncia da vizinhangd e do escalap’ com as propriedades
desejadas é uma consequéncia direta do Teorema 7.2.2.

(i) Sejax) € 0S),(X),). Sem perda de generalidade vamos admitir que a vizinhariza
a mesma do Teorema 8.1.2. Do Teorema 5.6.4 podemos afirmWALg(ugo) NS(Xy,) #
0,em particuIaWA“O(xj\O)mUi) # 0. Sejaq eWAUO(ij)ﬂU);), comoU, € aberto, existe>
Otal queB(q;r) C U, Além disso, dada > O suficientemente pequeno, o nUmere0
pode ser escolhido arbitrariamente pequeno talBfagr) C U,  para todoA € (Ao —
a,Ao). Por outro lado, a variedade instave} (x; ) interceptaB(q;r) transversalmente
e como intersec¢des transversais persistem a pequenalsgpérs, existe; > 0 tal que
WH(X;) NB(qg;r) # 0 para todoA € (Ao — &2,A0+ &2). Tomandon = min{a, &,B'},
temos quaNy'(x;) NB(g;r) # 0 eB(g;r) C U, C Ay(y}) para todoA € (Ag—n,Ao).
PortantoW}'(x; ) N A, (Y;) # 0 e pelo Teorema 4.1.1 podemos afirmar gue dA, (v3)
para todoA € (Ag—n,Ao).

(iii ) De acordo com o itenii ), podemos afirmar quN)tJO(xjo) NU # 0 e esta intersecéo
e transversal. Como intersecdes transversais persistemuarnses pertubacoes, existe
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g3 > 0 tal quewy'(x; ) NU # 0 para todol € (Ag— €3,A0+£€3). Tomandol = min{es, B}
ondeB > 0 é definido no itentiii) do Teorema 8.1.2, temos q¥g'(x;) NU # 0 e
U C A\ (X}) para todo € (Ag,Ap+ {). PortantoW)(x;) N A, (x5) # 0 e pelo Teorema
4.1.1 podemos afirmar qu& € dA, (X3) para todoX € (Ag,Ao+{). O

O Teorema 8.1.3 mostra que a regido de estabilidad§ deerda” toda a regido de
estabilidade do ponto de equilibrio assintoticamentevebyd que desaparece na bifur-
cacao sela-n6 do tipo zero ein= Ag. Tecnicamente, o Teorema 8.1.3 mostra que 0s
pontos de equilibrio na fronteira da regiéo de estabilidkdg parad < Ag sdo herdados
pela fronteira da regido de estabilidadeieuando) cresce e passa pas.

As Figuras 8.2, 8.3 e 8.4 ilustram os Teoremas 8.1.2 e 8.1 Bigéra 8.2 mostra a
regido de estabilidade do sistema (7.1) para Ag. Existem dois equilibrios assintoti-
camente estavei§ ey; nesta figura. O ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo yn
pertence a fronteira da regido de estabilidade de amboegpdatequilibrio assintotica-
mente estaveis, enquankp esta na fronteira da regido de estabilidadgideQuando)
cresce, o sistema fica sujeito a uma bifurcacao sela-né daeim emA = Ag. A Figura
8.3 ilustra a regido de estabilidade do sistema (7.1) patalg. Os pontos de equilibrio
Yy} ey; da Figura 8.2 coalescem em um Unico ponto de equilfggima Figura 8.3. O
ponto de equilibricxy, € um ponto de equilibrio sela-no6 do tipo zero que pertencera fr
teira da regido de estabilidade do ponto de equilibrio bifd&ro assintoticamente estavel
x§\0. O ponto de equilibrie; da Figura 8.2 persiste. O ponto de equilib«jg, que estava
na fronteira da regido de estabilidade do ponto de equldssintoticamente estavel que
desaparece na bifurcacéo, pertence agora a fronteira @@ g estabilidade fraca do
ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zexp. QuandoA continua crescendo, o ponto de
equilibrio sela-n6 do tipo zero e a regido de estabilidaaeafdesaparecem e o ponto de
equilibrio perturbado do tipo um,, que pertencia a fronteira da regidao de estabilidade
dey; paraA < Ao, pertence agora a fronteira da regiéo de estabilidad& deer Figura
8.4. Em outras palavras, a regido de estabilidade do ponegjuitibrio perturbadod
"herda" a regido de estabilidade do ponto de equilibrio as&giamente estavef; que
desapareceu na bifurcacdo sela-n6 do tipo zero.

As demonstragdes dos Teoremas 8.1.1, 8.1.2 e 8.1.3 tamlmmmser encontradas
em (AMARAL; ALBERTO, 2010b).

Usando os Teoremas 5.5.4, 8.1.1, 8.1.2 e 8.1.3, obtemosuintegorolario que
fornece uma caracterizacdo da fronteira da regido de kdtald na vizinhanca de um
parametro de bifurcacéo sela-n6 do tipo zero.

Corolario 8.1.2. (Caracterizacao da fronteira da regido de estabilidade nantimnca

de um parametro de bifurcagé@o sela-n6 do tipo zer&eja(x,,,Ao) um ponto de bi-
furcacéo sela-no6 do tipo zero de (7.1). Suponha que o pontegdéibrio sela-n6 do
tipo zero %, pertenca a fronteira da regido de estabilidadé\,\o(x)s\o) de um ponto de
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N -

Figura 8.2: Regido de estabilidade do sistema (7.1) paradg. A area em roza mais
escuro € a regido de estabilidade do ponto de equilibriatatisamente estavef en-
guanto a area em roza mais claro € a regido de estabilidade g@nto de equilibrio

assintoticamente esté\»é\l.

Figura 8.3: Regido de estabilidade do sistema (7.1) pararg. O ponto de equilibrio
assintoticamente estawg| da Figura 8.2 coalesceu com o ponto de equilibrio do tipo um
y3 em um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zegg. O ponto de equilibrio sela-né do
tipo zerox,, esta na fronteira da regido de estabilidadgf\gle a area em roza mais escuro

€ aregido de estabilidade fracaxgg.

*

XA

Figura 8.4: Regido de estabilidade do sistema (7.1) paralrg. O ponto de equilibrio
hiperbdlico do tipo unx; que pertencia a fronteira da regiéo de estabilidadg; deara
A < Ag agora pertence a fronteira da regido de estabilidad§ d® ponto de equilibrio
X3 "herda" toda a regiéo de estabilidade do ponto de equilirique desapareceu.
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equilibrio hiperbdlico assintoticamente estév%ol ge (7.1) parad = Ap. Admita que as
suposicoe$A2) e (A3) sejam satisfeitas em um intervalo aberto contendo o valdui-de
furcacdo sela-n6 do tipo zerky e a suposicddA4) esta satisfeita pard = Ag. Além
disso, assuma que o numero de pontos de equilibrio hipedsdtio sistema (7.1) é finito
e X, € 0 Unico ponto de equilibrio néo hiperbolico paka= Ag. Suponha também, que
para todoA € |, todos os pontos de equilibrio do sistema perturbadof (x,A ) sdo pon-
tos de equilibrio perturbados originados do sistera f(x,Ap). Se X, sdo os pontos
de equilibrio em?AAO(xio), i=1,...,ke ?\(', sdo os pontos de equilibrios ai?ﬁ’jo(on),

| =k+1,...,m, entdo:

(i) ParaA = Ag temos

0P, 05,) = W, 060) LW, (%4o)-

(i) Existee > Otal que, para todo\ € (Ag— €,Ao),
oA\ (%}) = UW/\S(X/\i)UW)\S(VR)
|

onde %i,i=1,2,....k séo os pontos de equilibrio hiperbdlicos perturbadosddy(x3 )
e ¥, € o ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo um adicional,grado da bifurcacao
sela-n6 do tipo zero, que também perten@®a (X3 ).

(iii ) Existee > Otal que, para todo\ € (Ag,Ag+ €),

oA 05) =W (1) WS (Z)
i |

onde %i, i =1,2,...k e ZAH, | =k-+1,...,m sdo os pontos de equilibrio hiperbdlicos
perturbados endA, (x5 ).

8.2 Exemplos e AplicacGes

Exemplo 8.2.1.Considere o sistema de equacdes diferenciais

X=x+y>—1

| (8.1)
y=x"—y+A

onde(x;y) € R?eA € R.

ParaAo = —1, vimos no Exemplo 5.1 que a fronteira da regido de estaliéid
0A),(—1;0) é formada pela unido da variedade estavel do ponto de etuililper-
bdlico (1;0) do tipo 1 com a variedade estavel do ponto de equilibriors&lde tipo zero
(0;—1), ver Figura 8.6. Para = —1.02, o sistema (8.1) possui quatro pontos de equi-
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librio; séo eles; = (—0,99;-0,02), um ponto de equilibrio assintoticamente estavel,
X3 = (0,99;—-0,02) um ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo uy, = (-0,2;,-0,97)

um ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo umyg = (0,2;-0,97) um ponto de equi-
librio hiperbdlico do tipo zero. Os pontos de equilibrigs e y; sdo originados do
ponto de equilibrio sela-né do tipo zero em uma bifurcacte @ do tipo zero. Além
disso,y} € dA,(0,2;,-0,97) NdA,(—0,99;-0,02), confirmando os resultados do Teo-
rema 8.1.2, &; = (0,99;-0,02) € dA,(—0,99;-0,02), confirmando o resultado do
Teorema 8.1.1, ver Figura 8.5. Para= —0,98, o sistema (8.1) possui dois pontos de
equilibrio; sdo eles; = (—0,99;0,01), um ponto de equilibrio hiperbdlico assintotica-
mente estavel & = (0,99;001), um ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo um, que
pertence a fronteira da regido de estabilidadeg (—0,99;0,01) e confirma o resultado
do Teorema 8.1.1, ver Figura 8.7.

Exemplo 8.2.2.Considere o sistema de equacdes diferenciais

Xx=x"—1,25¢ —y+0,25

o yir (8.2)

onde(x;y) € R?e A € R?

ParaAg = 0,25, vimos no Exemplo 5.6.1 que a fronteira da regido de distathe
0A),(—1,11;025) é composta pela variedade estavel do ponto de equilibaengetio
tipo zerox,, = (0;0,25) e o ponto de equilibrio hiperbolico do tipo U(po =(1,11;0,25)
pertence a fronteira da regido de estabilidade frac&de 25), ver Figura 8.9. Para
A = 0,2, o sistema (8.2) possui quatro pontos de equilibrio; sfex@l= (—1,09;0,2),
um ponto de equilibrio hiperbolico assintoticamente esdtay = (1,09;0 2) um ponto
de equilibrio hiperbdlico do tipo unyj = (—0,2;0,2) um ponto de equilibrio hiperbdlico
do tipo um ey; = (0,2;0,2) um ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo zero. Os pontos
de equilibrioy} ey séo originados do ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zeraema
bifurcacédo sela-no6 do tipo zero. Alem diss8,c dA, (—1,09;0,2) N dA, (0,2;0,02),
de acordo com o Teorem 8.1.2xe = (1,09;0,02) € dA, (0,2;0,02), confirmando os
resultados do Teorema 8.1.3, ver Figura 8.8. Rara0,3, o sistema (8.2) possui dois
pontos de equilibrio; séo e§ = (—1,13;0,3) um ponto de equilibrio hiperbolico assin-
toticamente estavel = (1,13;0 3) um ponto de equilibrio hiperbolico do tipo um que
pertence a fronteira da regido de estabilid@dg(—1,13;0 3) de acordo com o Teorema
8.1.3, ver Figura 8.10.

Exemplo 8.2.3.Considere o sistema de equagdes diferenciais que modela wWedRe-
ral Artificial de Hopfield :

Xlza(jzl-rljgj(xj)_ﬁ)ﬁ‘f‘ll) (8.3)
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ondei = 1,2, x € R, gi(x) = 2tan"1(23%). A constantex > 0 ¢ a inclinac&o de;(x)
emx; = 0 enquantcC; > 0, T; e R séo constantes fisicas. As entratlada rede seréao

consideradas parametros do sistema.

Considerandd’ll = 4, 5Ti2=To1=To=Ci=CG=Ri=Ry=1,a0= 0, 3,1b= 0, 02
e variando o parametig, uma bifurcagéo sela-né do tipo zero ocorre no valor de-bifur
cacaol; = 0,418. Mais precisamente, o sistema (8.3) possui, hata0,418, dois pon-
tos de equilibrios; séo eleg, = (—1,44,-0,51), um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo
zero, exf'\0 = (3,69;095), um ponto de equilibrio hiperbdlico assintoticamentewestdD
ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zero pertence a fromtgdr regido de estabilidade de
xf\o = (3,69;0,95). A fronteira da regido de estabilidade @i, (3,69;0 95), € formada,
de acordo com o Teorema 5.5.4, pela variedade estavel do dengquilibrio sela-no
do tipo zero(—1,44;—0,51), ver Figura 8.13. ParA = 0,4, o sistema (8.3) possui trés
pontos de equilibrio; séo ele$ = (3,66;0,95), um ponto de equilibrio hiperbdlico ass-
intoticamente estavey,, = (—1,17;,-0,42) um ponto de equilibrio hiperbolico do tipo
um ey = (—1,74;-0,59) um ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo zero. Os pontos de
equilibrioyy ey séo originados do ponto de equilibrio sela-né em uma bigdcasela-
nd do tipo zero. Além dissg, € dA, (3,66;0,95)NJA, (—1,74,-0,59), de acordo com
o Teorema 8.1.2, ver Figura 8.12. Para: 0,43, o sistema (8.3) possui um unico ponto de
equilibrio globalmente estave} = (3,71;0,95), ver Figura 8.14. Este exemplo mostra
gue o relacionamento entre entradas e saidas da Rede Neiifiaiahde Hopfield pode
nao ser Unica. Dependendo da histéria, a saida da rede podiéesente para a mesma
entrada. A Figura 8.11 mostra uma diagrama de bifurcacam® riasstra a coordenada
x1 dos pontos de equilibrin = (X1;X2) como uma fungéo do valor de entralda Para
I = 0,4 asaida darede(é-1,74;—0,59). Quandd; cresce, esse equilibrio muda lenta-
mente até o parametro de bifurca¢@e= 0,418 ser atingido. S continua crescendo,
entdo a saida da rede salta(dd., 44;—0,51) para(3,69; 0 95) como mostrado na Figura
8.11. Pard; = 0,5, por exemplo a saida da red¢3:82;0,97). Se agora a entrada
decresce para o valor inicial @, a saida ser@, 66;0,95), que € diferente da saida inicial
para 0 mesmo valor da entrada. Este comportamento podentFqueéncias importantes
guando a rede € usada por exemplo para reconhecimento degadr
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regido de estabilidade de (-0,99; -0,2)
WX(0%9;-02)

> o
b WRH2:-097)
i regido e estabilidade (0,2 ; -0,97)
W(099:-02)

T D T

X
Figura 8.5: O retrato de fase do sistema (8.1) para—1,02. A regido de estabilidade do
ponto de equilibrio assintoticamente estgved, 99;—0,02) é representada pela area em
cinza. A fronteira da regido de estabilidade é constituéda pnido da variedade estavel
do ponto de equilibrio hiperbdlico instavel0,2;—0,97), originado da bifurcacéo sela-
né do tipo zero, a curva em vermelho, com a variedade estavpbdto de equilibrio
hiperbdlico(0,99;—-0,02), a curva em azul.

reqido o estabiidade de (-1;0)

Figura 8.6: O retrato de fase do sistema (8.1) para —1. A regido de estabilidade do
ponto de equilibrio assintoticamente estgvel;0) é representada pela area em cinza. A
fronteira da regido de estabilidade é constituida peleouté@variedade estavel do ponto
de equilibrio sela-n6 do tipo ze(0;—1), a curva em vermelho, com a variedade estavel
do ponto de equilibrio hiperbdlicd,; 0), a curva em azul.
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“ regido de establlide de (-0,99; 0,01)
W, (099;001)

W, (099;001)

Figura 8.7: O retrato de fase do sistema (8.1) para—0,98. A regido de estabilidade

do ponto de equilibrio assintoticamente estgved, 99;001) é representada pela area
em cinza. A fronteira da regido de estabilidade é consttpila variedade estavel do
ponto de equilibrio hiperbdlic, 99;0,01), a curva em azul.

WO02:02)

[ regido de estabilidade de (-1,09;02)

regido de estabilidade de (02;0.2)

3 a2 4 ) 1 2 3
X

Figura 8.8: O retrato de fase do sistema (8.2) plara 0,2. A regido de estabilidade
do ponto de equilibrio assintoticamente estével, 09;0,2) é representada pela area em
cinza escuro. A regido de estabilidade do ponto de equilityperbdlico assintoticamente
estavel(0,2;0,2), originado da bifurcagéo sela-n6 do tipo zero, € repredantala area
em cinza claro. A fronteira da regido de estabilidadg (—1,09; 0 2) é constituida pela
variedade estavel do ponto de equilibrio hiperbdlico wedté—0,2;0,2), originado da
bifurcacéo sela-n6 do tipo zero, a curva em vermelho. A &ioatda regido de estabili-
dadedA, (0,2;0,2) é constituida pela unido da variedade estavel do ponto dibeigu
(—0,2;0,2), com a variedade estavel do ponto de equilibrio hiperbdlic69;0,2), a
curva em azul.



8.2 Exemplos e Aplicacdes 100

WiC(1,1;0.25)

T R

Figura 8.9: O retrato de fase do sistema (8.2) para 0,25. A regido de estabilidade
do ponto de equilibrio assintoticamente estdvel, 11;0,25) é representada pela area
em cinza escuro. A regido de estabilidade frac4@j@,25) é representada pela area
em cinza claro. A fronteira da regido de estabilidadg (—1,11;0,25) € constituida
pela variedade estavel do ponto de equilibrio sela-n6 dozipo(0;,0,25), a curva em
vermelho. A fronteira da regido de estabilidade fra&,(0;0,25) € constituida pela
unido da variedade estavel do ponto de equilibrio sela-ngpd@ero, com a variedade
estavel do ponto de equilibrio hiperbdlith 11;0,25), a curva em azul.

7l regido de estabilidade de (-1,13;0,3) s

Figura 8.10: O retrato de fase do sistema (8.2) pata0, 3. A regido de estabilidade do
ponto de equilibrio hiperbdlico assintoticamente estévdl 13;0 3) é representada pela
area em cinza escuro. A fronteira da regiao de estabilidagé—1,13;0,2) € constituida
pela variedade estavel do ponto de equilibrio hiperbdtistavel(1,13;0 3), a curva em
azul.



pontos de equilbrio assintoticamente estaves

salto

ponto de equilbrio sela-nd do tpo zero

pontos de equlibrio assintoficamente estéveis

I I
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

I,

Figura 8.11: Diagrama de bifurcacdo do sistema (8.3). Bsiféicg descreve a compo-
nentex;dos pontos de equilibrio de (8.3) como uma func¢éo da entfadalinha trace-
jada corresponde a coordenada dos pontos de equilibripalarn enquanto a linha con-
tinua indica os pontos de equilibrio assintoticamenterestaUma bifurcacéo sela-n6 do
tipo zero ocorre eny = 0,418. Se o parametig cresce lentamente, entdo, para o valor
de entrada #18, a saida da rede salta rapidamente do ponto de equdéaamo do tipo
zero(—1,44;—0,51) para o ponto de equilibrio assintoticamente estg@9;0,95).

o
T

WR(1,17:042)

regido de estabilidade de (3,66 ; 0,95)

X,
o & & N O N M O ©
T T T T T T T T T

regido de estabiidade de (-1,7408 ; 0,59001)

=
T

Figura 8.12: O retrato de fase do sistema (8.3) para0,4. A regido de estabilidade
do ponto de equilibrio assintoticamente est§8e66; 0 95) é representada pela area em
cinza. A fronteira da regiao de estabilidade é constituala pariedade estavel do ponto
de equilibrio hiperbdlico instavel-1,17;—0,42), originado da bifurcagéo sela-n6 do
tipo zero, a curva em azul.
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Figura 8.13: O retrato de fase do sistema (8.3) pata0,418. A regido de estabilidade
do ponto de equilibrio assintoticamente estd@e69; 0 95) é representada pela area em
cinza. A fronteira da regido de estabilidade é constituéda yariedade estavel do ponto
de equilibrio sela-né do tipo zefe-1,44;—-0,51), a curva em azul.
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=

Figura 8.14: O retrato de fase do sistema (8.3) para 0,43. O ponto de equilibrio
(3,71;0,95) é globalmente assintoticamente estavel.
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9 ESTIMATIVAS DA REGIAO DE ESTABILIDADE COM
BIFURCACOES SELA-NO DO TIPO ZERO NA FRONTEIRA

Neste capitulo, ofereceremos estimativas da regido dbiletde via conjunto de
nivel de uma dada funcéo energia na presencga de um pontoitibremsela-no6 na fron-
teira e estudaremos o comportamento destas estimativas isflnéncia das variacdes
dos parametros, incluindo variacdes do parametro proxanas parametro de bifur-
cacao sela-no do tipo zero. Na Sec¢édo 9.1, introduziremosicedo de fungcéo energia
existente literatura. Na Secédo 9.2, faremos uma breveaediss resultados relacionados
a estimativas da regido de estabilidade propostas por Chtaalg (1987).Na Secéo 9.3,
resultados que permitem caracterizar a fronteira da refpé@stabilidade na presenca de
um ponto de equilibrio sela-n6 na fronteira para sistemasagimitem funcéo energia
sdo apresentados. Na Secédo 9.4, uma estimativa da regidtab#igade na presenca de
um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zero na fronteira @sgmtada. Na Secao 9.5, um
algoritmo conceitual para obter estimativas da regido tib#islade perturbada via con-
junto de nivel de uma dada funcdo energia na vizinhanca deas@mgtro de bifurcacao
sela-n6 do tipo zero é apresentado.

9.1 Funcéao energia

O conceito de funcéo energia foi proposto na literatura poarighet al. (1987). A
existéncia de uma funcéo energia possui implicacfes impi@s a respeito dos conjun-
tos limites, além disso, elas podem ser utilizadas para e ebtimativas da regiao de
estabilidade (CHIANG; WU; VARAIYA, 1987; CHIANG; HIRSCH; WU, 1988)

Consideree := {x € R" : f(x) = 0} o conjunto dos pontos de equilibrio do sistema
(2.2).

Definicdo 9.1.1.(Funcédo EnergialCHIANG; WU; VARAIYA, 1987) A funcao\R" —
R, de classe & é uma funcao energia de (2.1) se as seguintes condicoes $atisfeitas:

(i) V(x) <0 paratodo xc R",

(i) sex ¢ E, entdo o conjuntdt € Ry : V(¢ (t,Xp)) = 0} possui medida nula efR.
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(iii) seV(¢(t,xo)) € limitada para te R, entdo a trajetoriap (t,Xp) também € limitada
parate R,.

As condicteqi) e (ii) implicam que a energia do sistema é ndo crescente ao longo
de qualquer trajetéria nao trivial. A a condicéd) garante a ndo existéncia de uma
trajetdria ilimitada cuja energia permaneca limitada agéoda trajetéria. Uma condi¢céo
suficiente para qugii ) seja satisfeita € que a funcé@o esc#laiR" — R seja uma funcéo
propria ou crescente. Por outro lado, podem existir funcdes essalarR” — R onde
a condigadiii ) é satisfeita embora elas ndo sejam prépria e nem crescentxgmplo
as funcdes energias propostas nos Exemplos 9.2.1,11.2.2.2.1

A funcao energia assim como a funcéo de Lyapunov sao fungataees auxiliares
a partir das quais deseja-se obter informacodes a respeitiindenica do sistema nao
linear. O ojetivo da funcéo de Lyapunov é o estudo de estabiéi(local) de um certo
ponto de equilibrio. Sendo assim, a funcdo de Lyapunov ls&staefinida positiva e
sua derivada definida negativa numa vizinhanca do ponto déilegp em estudo. A
funcdo energia, por sua vez, tem o objetivo de extrair infm@es globais a respeito do
comportamento dinamico do sistema (2.1) como, por exermftrmacdes a respeito dos
conjuntos limites e da regido de estabilidade de um pontadiilerio assintoticamente
estavel. Sendo assim, a funcéo energia devera satisfazendigdes da Defini¢do 9.1.1
para todo o espadR".

Na Defini¢édo 9.1.1 dada por Chiang et al. (1987), mas espeuiicte no itentii), o
conjunto{t e R, : V(@(t, %)) = 0} tem que possuir medida nula énsexy ¢ E. Um
outro conceito de fungéo energia tem sido proposto naftitexgSILVA et al., 2009) e
exige ao invés da condiciib) da Definicd0 9.1.1, que o conjunfbe R, : V(¢ (t,X)) <
0} ndo possua medida finita eRy sexp ¢ E. Esta nova condi¢gdo proposta no trabalho
de Silva et al. (2009) é mais geral e contém o i{@nda Definicdo 9.1.1 como um caso
particular, ou seja, a exigéncia de que o conjufite R, : V(d)(t,Xo)) = 0} possua
medida nula enR, sexp ¢ E, € uma condicéo suficiente para que o conjytte R :

V(¢(t,x0)) < 0} ndo possua medida finita €Ry sexg ¢ E. Nesta tese, vamos trabalhar
com o conceito de fungéo energia de acordo com a Defini¢céb. 9.1.

9.2 Estimativas da regiao de estabilidade

Nesta secdo, para obter estimativas da regiao de estdbilida conjunto de nivel de
uma dada funcéo energia, seréo apresentados resultadegpram a caracterizacao da
fronteira da regidao de estabilidade. Iniciaremos a secéssaptando um resultado que
caracteriza a fronteira da regido de estabilidade de sastehimamicos autbnomos nao
lineares que admitem uma funcédo energia.

1Uma fung&o continud : R" — R é uma fung&o propria ggx|| — -+ entéo|V (x)| — -+
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Teorema 9.2.1.(Caracterizacao da fronteira da regido de estabilidd@HIANG; WU;
VARAIYA, 1987) Seja;xim ponto de equilibrio assintoticamente estavel de (2.1xg) A
sua regiao de estabilidade. Se existe uma funcéo energia @aistema (2.1) e a su-
posicao(Al) esta satisfeita, entdo:

IA(C) C | JWS(X)
i
onde %, i=1,2, ... s&0 os pontos de equilibrio ed\(x®). Se, adicionalmente a suposicio

(A2) esta satisfeita, entdo
OAS) = [ JWS(X).
i

Explorando a caracterizagéo da fronteira da regiao deikdéale do Teorema 9.2.1, o
préximo teorema estuda a localizacdo do minimo da funcagiana fronteira da regido
de estabilidade. Ele mostra que o minimo da funcdo energiagid®d em um ponto de
equilibrio.

Teorema 9.2.2.(Funcéo energia e pontos de equilibfCHIANG; WU; VARAIYA, 1987)
Considere o sistema dinamico néo linear (2.1), que admite lumgéo energia V. Seja
Xs Um ponto de equilibrio assintoticamente estavel de (2.1(xe) Aua regido de estabil-
idade. Suponha qu@\l) esteja satisfeita. Entéo, na fronteira da regido de estdade
JA(Xs), 0 ponto em que funcdo energia V assume o valor minimo dewersponto de
equilibrio.

O ponto de minimo da fungéo energia na fronteira da regiastbiédade pode ndo
ser Unico, mas como a propriedade que todos os pontos débeiquilo sistema (2.1)
tém valores da funcdo energia distintos é genérica (CHIAN@G)RP, 1989), podemos
afirmar que genericamente o ponto de minimo da funcéo ermedianteira da regiao de
estabilidade é Unico, em outras palavras, quase sempreidade do ponto de minimo é
garantida.

A importancia pratica e computacional deste resultadorestato de podermos obter
estimativas da regido de estabilidade calculando o valendegia apenas nos pontos de
equilibrio, os quais por sua vez podem ser numericamentaladbs.

Explorando o fato de que o minimo da funcao energia é atingidaim ponto de
equilibrio, o préximo teorema oferece entre outras coisasalgoritmo para obter uma
estimativa da regido de estabilidade via conjunto de nizeirda dada funcéo energia.

Teorema 9.2.3.(Estimativa da regido de estabilidade via fungcéo enelg@HIANG,;
WU; VARAIYA, 1987) Considere o sistema dinamico nao linedr) (Zue admite uma
funcéo energiaV. Sejaxm ponto de equilibrio assintoticamente estavel de (2.1xg A
suaregido de estabilidade. Suponha ¢ag) esteja satisfeita. Se-t min, cyaxs)neV (%),
I=12,.. kentéo:
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(i) a componente conexa(D) do conjunto de nive{x € R" : V(x) < L} contendo o
equilibrio »® esta contida na regido de estabilidadédd.

(i) a componente conexa(B) do conjunto de nive{x € R" : V(x) < B} contendo
o equilibrio ¥ tem interse¢do ndo vazia com o complementar da regido deikdsale
A°(x®) para qualquer nimero real B L.

A parte(ii) do Teorema 9.2.3 afirma que a escalha min, cyax)ne V(%) € otima
no sentido de qu®(L) é o maior conjunto, na forma de conjunto de nivel da funcdo
energiaV, inteiramente contido na regido de estabiliddde;). Na pratica, o Teorema
9.2.3 assegura que calculando todos os pontos de equifiarfoonteira da regido de
estabilidade, podemos obter uma estimativa da regido deikdade.

Exibiremos a seguir um exemplo que ilustra os resultadassaptados nesta se¢ao.

Exemplo 9.2.1.Considere o sistema de equacdes diferenciais

X= -y

(9.1)
y=sin(x) —y+0,2

onde(x,y) € R?.

A funcdoV(xy) = —cogx) + O,2x+y—22 € uma funcao energia para o sistema (9.1).
O sistema (9.1) possui trés pontos de equilibrio; séo(el€s2;0), um ponto de equi-
librio hiperbdlico assintoticamente estavek2,94;0) e (3,34;0) pontos de equilibrio
hiperbdlicos instaveis. Ambos equilibrigs-2,94;0) e (3,34;0) pertencem a fronteira
da regido de estabilidad®A(—0,2;0), ver Figura 9.1. O ponto de minimo da fungéo
energia na fronteirdA(—0, 2;0) € o ponto de equilibrio—2,94;0), poisV (—2,94,0) =
0,39<1,64=V(3,34;0. A componente coneXa(0,391) do conjunto de nive](x,y) €
R? : V(x;y) < 0,39} contendo o equilibrig—0, 2; 0) esta inteiramente contida na regido
de estabilidadé\(—0,2;0), de acordo com o Teorema 9.2.3, ver Figura 9.1. Tomando
B = 0,41 > 0,39, a componente conex(0,41) do conjunto de nive{(x,y) € R? :
V(x;y) < 0,41} contendo o ponto de equilibrie-0,2;0) intercepta o complementar da
regido de estabilidad®(—0,2;0), de acordo com o itertii ) do Teorema 9.2.3, ver Figura
9.2.

9.3 Funcao energia e a caracterizacédo da fronteira da regido de es-
tabilidade na presenca de um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo
zero

Apresentaremos nesta se¢cdo uma caracterizacao da faatergido de estabilidade

na presenca de um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zem gisiemas que admitem
funcdo energia. Esta caracterizacdo € uma generalizag@ralzterizacdo da regido de
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Figura 9.1: O retrato de fase do sistema (9.1). A regido debiisiade do ponto de
equilibrio assintoticamente estavel0, 2;0) é representada pela area em cinza claro. A
componente conex@(0,39) do conjunto de nive{(x,y) € R? : V(x;y) < 0,39} con-

tendo o equilibrigq —0, 2;0) representada pela area em cinza escuro € uma estimativa da
regido de estabilidade.

Figura 9.2: O retrato de fase do sistema (9.1). A regido @biisiade do ponto de equi-
librio assintoticamente estavel0,2;0) é representada pela &rea em cinza claro. A com-
ponente conex®(0,41) do conjunto de nive{(x,y) € R? : V(x;y) < 0,41} contendo

o equilibrio(—0,2;0) representada pela area em cinza escuro intercepta o coerm
da regido de estabilidadé¢(—0,2;0).

estabilidade dada pelo Teorema 5.5.4. Iniciaremos a s@césemtando um resultado que
estuda a implicacéo da existéncia de uma funcao energiarsragee conjuntos limites.
A demonstracao deste resultado pode ser encontrada enA(8tlaY., 2009).

O resultado a seguir estuda o comportamento do congwrimite de uma solucao
¢ (t,xo) do sistema (2.1) comegando em uma condi¢do inigalguando existe uma
funcé@o energi& associada ao sistema (2.1) satisfazendo a propriedad¥ (i, Xo) )|
seja limitada para > O.
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Teorema 9.3.1.(SILVA et al., 2009) Se V € uma funcdo energia do sistema, {®-1)

dos os pontos de equilibrio em E séo isoladals(e Xp) € uma solugéo de (2.1) tal que
IV(¢(t,x0))| seja limitada para t= 0, entdo o conjunt@(xp) € composto por um unico
ponto de equilibrio.

No Capitulo 5, oferecemos uma caracterizacao para a frarttairegido de estabili-
dade na presenca de um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo Berém uma das hipoéte-
ses utilizadas nesta caracterizagdo foi a suposiéd@pque ndo é satisfeita de maneira
genérica na classe de sistemas dinamicos da forma (2.1 X0 teorema mostra que
a existéncia de uma funcéo energia € uma condi¢cédo suficiardegprantir a satisfacéo
da condicAdA3) mesmo na presencga de um ponto de equilibrio ndo hiperb@&laen$
do tipo zero na fronteira da regiao de estabilidade.

Teorema 9.3.2.(Condicao Suficiente para (A3)Seja X um ponto de equilibrio assin-
toticamente estavel do sisterffal). Se existe uma funcdo energiaV para o sistéPnh)

e a suposicagAl) esta satisfeita, entdEA3) é satisfeita, ou seja, todas as trajetérias na
fronteira dA(x®) tendem para um ponto de equilibrio quande-t+co.

Demonstragao.Sejaxp € dA(X®) e ¢ (t,x0) uma trajetdria passando pey; isto é,¢ (0, xo)
= Xo. Pela condicégi) da Definigdo 9.1.1, temos qiEd (t, %)) <V (¢(0,%0)) =V (Xo)
para todd > 0, ou sejaV (¢ (t,xo)) € limitado superiormente p&(xp) para toda > 0.
Por outro lado, comap € dA(X®), existe uma sequéncia de ponfas}, comx; € A(X®) e
X; — Xo quandd — +o. A continuidade d¥ garante qu¥ (x;) — V (Xp) quandd — +oo.
Além disso, a condicafi) da Definicdo 9.1.1 garante quéx;) >V (x°) para todd € N.
Portanto,V (xg) > V(x®) e a arbitrariedade da escolha xiggarante qué/ é limitada
inferiormente pol (x°) na fronteirad A(x®), isto é,V(x) >V (x®) para todax € dA(X).
Como a fronteira da regido de estabilidade € invariaihtexy) € dA(X®) para todd > 0,
logo V(¢ (t,Xp)) > V(X°) para toda > 0. Portanto, podemos afirmar q&(¢(t,xo))|
é limitada para todo > 0, ja queV (x°) <V (¢(t,x0)) < V(%) para toda > 0. Como
por hipétese a suposicdal’) é satisfeita, entdo os pontos de equilibrio @A{x®) s&o
isolados, visto que ponto de equilibrio hiperbdlico e patgcequilibrio sela-né do tipo
zero sao isolados. A invariancia dé\(x°) e o Teorema 9.3.1 garantem q@ié,Xp) —
ENJA(X®) quandat — +o. Isto é, toda trajetéria na fronteira da regido de estatuikd
JA(X®) se aproxima de um ponto de equilibrio @#(x®) quanda — oo, O

Como uma consequéncia direta do Teorema 9.3.2 e Lema 5.@madio seguinte
corolario.

Corolario 9.3.1. (Caracterizacdo da Fonteira da Regido de Estabilida@eja AX°) a
regido de estabilidade de um ponto de equilibrio assinamtiente estavel>de (2.1).
Se existe uma fungéo energia V para o sistéthd) e a suposigéc@Al/) esta satisfeita,
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entao:
0ALE) € JW) WS (p)

onde %, i = 1,2, ... sdo os pontos de equilibrio hiperbolicos @#(x%) e p € um ponto de
equilibrio sela-n6 do tipo zero que também pertence a filn@A(X°).

Utilizando o Teorema 5.5.4 e o Corolario 9.3.1 apresentasenmproximo teorema,
uma caracterizagcdo completa da fronteira da regido deiletadle na presenca de um
ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zero.

Teorema 9.3.3.(Caracterizagao da fronteira da regiao de estabilidadSeja Ax°) a
regido de estabilidade de um ponto de equilibrio assinamtiente estavefxde (2.1), e
suponha que p seja um ponto de equilibrio sela-né do tiporzaftonteira da regido de
estabilidaded A(x®). Se existe uma fungéo energiaV para o sistéhb) e as suposicdes
(A1), (A2) e (A4) sdo satisfeitas, entdo:

OA(E) = W) | we(p)

onde %, i = 1,2, ... sdo os pontos de equilibrio hiperbdlicos @(x%) e p é um ponto de
equilibrio sela-n6 do tipo zero que também pertence a filn@A(X®).

DemonstracdoA existéncia da fungéo energia garante, segundo o Corol&ia, Qjue
a suposicagA3) esté satisfeita. Portanto, uma aplicacao direta do Teobebnd mostra
quedA(X®) = U W(X) UWS(p). [

O Teorema 9.3.3 € uma generalizacdo do Teorema 5.5.4. Eteamas a fronteira da
regido de estabilidade de um sistema que admite funcdoi@éargmposta pela unido das
variedades estaveis de todos os pontos de equilibrio niziiraa regido de estabilidade,
incluindo a variedade estavel do ponto de equilibrio nderbiglico sela-né do tipo zero.

9.4 Estimativas da regido de estabilidade na presenca de um ponto
de equilibrio sela-né do tipo zero na fronteira

Nesta secdo, propomos uma estimativa da regido de estaleilidia conjuntos de
nivel de uma dada funcdo energia, na presenca de um pontoudibrém sela-n6 do
tipo zero na fronteira. Iniciaremos a secéo apresentandoesoitado que generaliza
0 Teorema 9.2.2. Ele garante, que mesmo na presenca de umdmetuilibrio ndo
hiperbdlico sela-n6 do tipo zero na fronteira da regido tebdglade, que o ponto no qual
a funcado energia assume o valor de minimo na fronteira daaeig estabilidade deve ser
um ponto de equilibrio. Na demonstracdo deste resultadorexpos o Corolario 9.3.1.
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Teorema 9.4.1.(Funcao energia e pontos de equilibfip Seja Ax°) a regido de esta-

bilidade de um ponto de equilibrio assintoticamente e$tévde (2.1). Se existe uma
funcdo energiaV para o sistenfa.1)e a suposigéc@Al’) € satisfeita, entdo o ponto no
gual a funcéo energiaV assume o valor de minimo na fronteireediao de estabilidade
deve ser um ponto de equilibrio.

DemonstracdoA demonstracdo deste teorema sera feita por contradicA@amSe&

i =1,2,.. os pontos de equilibrio hiperbdlicos e(x®) e p um possivel ponto de equi-
librio sela-n6 do tipo zero. Suponha que JA(X®) é o ponto no qual a fungéo energia
V assume o valor minimo na fronteida\(x%), masq # X paratoda = 1,2,... eq# p.
Pelo Corolario 9.3.1 podemos afirmar quelime ¢ (t,q) = X' ou lim_ 1 ¢ (t,q) = p.

A continuidade d&/ garante que lim. V(¢ (t,q)) =V (X) ou lim_, oV (d(t,q)) =
V(p). Mas as condi¢defi) — (ii) da Definicdo 9.1.1 implicam que dado> 0 arbi-
trariamente pequeno existe um tenpe (0,T) tal queV(q) > V(¢(t*,q)) > V(X) ou
V(q) >V (¢(t*,q)) > V(p), 0 que nos leva a uma contradigéo. O

No Teorema 9.4.2, a suposi¢cado de que todos os pontos debequila fronteira da
regido de estabilidade sado hiperbdlicos é fundamental gpamdidade do teorema. O
Teorema 9.4.2 generaliza o Teorema 9.2.3 relaxando a s@paie hiperbolicidad@Al).
Mais precisamente, ele fornece uma estimativa da regiastdbikdade, via conjuntos
de nivel de uma dada funcéo energia, na presenca de um poetuitierio sela-n6 do
tipo zero na fronteira.

Teorema 9.4.2.(Estimativa da regiéo de estabilidade por fungéo enefgi8eja Ax°) a
regido de estabilidade de um ponto de equilibrio assinamtiente estavefxie(2.1). Seja
p seja um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zero na froatelm regido de estabilidade
JA(X®) e sejam i = 1,...,k os pontos de equilibrio hiperbdlicos na fronteira da remia
de estabilidad@A(x®). Admita que exista uma fungdo energiaV para o sistérige a
suposicaqAl) esteja satisfeita. Se+ MiNye (pxy V(X), 1 =1,....k entdo:

i) a componente conexa(D) do conjunto de nive{x € R" : V(x) < L} contendo o
equilibrio »® esta contida na regido de estabilidadéd.

ii) @ componente conexa(B) do conjunto de nive{x € R" : V(x) < B} contendo o
equilibrio ¥ tem intersecdo ndo vazia com o complementar da regido dbikdsale
A°(x®) para qualquer nimero B- L.

Demonstracdo A prova deste teorema sera feita por contradicdo. Suponéd® (u)

néo esta contida erA(x®), isto é,D(L) NA°(x®) # 0. Comox® € D(L) NA(X®), entdo
D(L) NA(X®) # 0. A conexidade dé®(L) garante queD(L) N dA(X°) # 0. Sejaq €

D(L)NdA(x®). EntdoV(q) < L eqe€ dA(X®). MasL € o valor minimo d& na fronteira
da regido de estabilidad&\(x®), o que nos leva a uma contradic&o.

(i) SejaB > L. Entdo existem pontos na fronteira da regiéo de estabdidadx®) que
pertencem ®(B) e portantd(B) N A%(x®) # 0. O
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Na pratica, o Teorema 9.4.2 assegura que calculando todosntss de equilibrio
hiperbdlicos e o ponto de equilibrio ndo hiperbdlico saladn tipo zero na fronteira da
regidao de estabilidade, podemos obter uma estimativa d#ordg estabilidade.

Exibiremos a seguir exemplos que ilustram os resultade@saptados nesta secao.
Exemplo 11.2.1Considere o sistema de equacdes diferenciais

X=y+0,49

(9.2)
y=sin(3x—1) —cog2x—1,5) -y

com(x,y) € R?,

O sistema (9.2) possui um ponto de equilibrio hiperbolictirasticamente estavel
x® = (3,43;-0,49) e trés equilibrios instaveis, sdo elgs= (1,68;—0,49) um ponto
de equilibrio sela-n6 do tipo zera! = (4,48;-0,49) e x*> = (0,44,—0,49) pontos de
equilibrio hiperbélicos do tipo um. Os trés pontos de ehridiinstaveisp, x! e x? per-
tencem a fronteira da regido de estabiliddd¢3,43;—0,49) que é composta pela unido
das variedades estaveis dos trés equilibrios, de acordm c@arema 9.3.3, ver Figura
9.3. Afungaov (xy;) = 233D | SNLS) | g 497(y —x) +y—22 é uma func&o energia
do sistema (9.2). Afungéo eneryiéx;y; ) é tal queV (4,48;—0,49) = —1,55< —0,68=
V(1,68;-0,49) < V(0,44,-0,49)
= —0,31, logo o ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo u@ 48;—0,49) € o ponto
de minimo da fung&o energdiaina fronteira da regido de estabilidagi&(3,43;—-0,49), e
consequentemeniy —1,55) C A(3,43;-0,49) ondeD(—1,55) = {(x;y) € R? : V(X;y) <
—1,55}, confirmando os resultados do Teorema 9.4.2, ver Figura BoBnandoB =
—1,4 > —1,5577, a componente conekd—1,4) do conjunto de nive[(x,y) € R? :
V(x;y) < —1,4} contendo o equilibri@3,43;—0,49) intercepta o complementar da regido
de estabilidad@®(3,43;—0,49), de acordo com o itertii) do Teorema 9.4.2, ver Figura
9.4.

Exemplo 11.2.2Considere o sistema de equacdes diferenciais

X= -y

(9.3)
y = sin(3x) —cog2x) —y

com(x,y) € R?,

O sistema (9.3) possui um ponto de equilibrio hiperbdlicgirasticamente estavel
x® = (0,31;0) e trés pontos de equilibrio instaveis, sdo elps= (1,57;0) um ponto
de equilibrio sela-n6 do tipo zerr! = (2,82;0) e x> = (—0,99;0) pontos de equilibrio
hiperbdlicos do tipo um. Os trés pontos de equilibrio insigp, x! e x? pertencem a
fronteira da regido de estabilidadé(0,31;0) que € composta pela unido das va-riedades
estaveis dos trés equilibrios, de acordo com o Teorema, ¥&.Figura 9.5. A funcéo

V(xy) = —CO—;”X) - %22") +y—22 € uma funcéo energia do sistema (9.3). A funcgéo ener-
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Figura 9.3: O retrato de fase do sistema (9.2). A regido @ébiistade do ponto de equi-
librio assintoticamente estav@, 43;—0,49) é representada pela area em cinza claro. A
componente conexa(—1,55) do conjunto de nivel(x,y) € R? : V(x;y) < —1,55} con-

tendo o equilibriq3,43;—0,49) representada pela area em cinza escuro é uma estimativa
da regido de estabilidade.

WE(t48:-049

—
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Figura 9.4: O retrato de fase do sistema (9.2). A regido debiisiade do ponto de
equilibrio assintoticamente estay8|43;—0,49) é representada pela area em cinza claro.
A componente conexB(—1,4) do conjunto de nive[(x,y) € R? : V(xy) < —1,4}
contendo o equilibrig3,43;—0,49) representada pela area em cinza escuro intercepta o
complementar da regido de estabilid&d€3,43;—0,49).

giaV(xy;) étal quev(1,57;00 =0< 0,48=V(2,82;0) < V(—-0,99;0 = 0,79, logo o
ponto de equilibrio ndo hiperbdlico sela-né do tipo zgkdb7;0) € o ponto de minimo
da funcéo energi® na fronteira da regido de estabilidada(0,31;0), e consequente-
menteD(0) C A(0,31;0) ondeD(0) = {x € R" : V(x) < 0}, confirmando os resultados
do Teorema 9.4.2, ver Figura 9.5. Tomarle- 0,2 > 0, a componente conexx0, 2)
do conjunto de nive|(x,y) € R? : V(x;y) < 0,2} contendo o equilibrig0,31;0) inter-
cepta o complementar da regido de estabilid&d6, 31;0), de acordo com o iterfii ) do
Teorema 9.4.2, ver Figura 9.6
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Figura 9.5: O retrato de fase do sistema (9.3). A regido debiisiade do ponto de
equilibrio assintoticamente estayél31;0) é representada pela area em cinza claro. A
componente conex@(0) do conjunto de nive{(x,y) € R? : V(x;y) < 0} contendo o
equilibrio (0,31;0) representada pela area em cinza escuro € uma estimativgid@ia de
estabilidade.
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Figura 9.6: O retrato de fase do sistema (9.3). A regido debiisiade do ponto de
equilibrio assintoticamente estayél 31;0) é representada pela 4rea em cinza claro. A
componente conexa(0,2) do conjunto de nive|(x,y) € R? : V(x;y) < 0,2} contendo

o equilibrio(0,31;0) representada pela area em cinza escuro intercepta o coenm
da regiao de estabilidadé¢(0,31;0).

9.5 Comportamento das estimativas da regidao de estabilidade prox-
imo a um parametro de bifurcacéo sela-né do tipo zero

Nesta se¢do, apresentaremos resultados que permiterd@msecomportamento das
estimativas da regido de estabilidade proximo a um parandetbifurcacdo sela-n6 do
tipo zero. Ofereceremos um algoritmo conceitual para okgémativas da regido de
estabilidade perturbada via conjunto de nivel de uma dauzfuenergia na vizinhanca
de um parédmetro de bifurcacéo sela-n6 do tipo zero.

Considere a seguinte suposi¢ao sobre a familia de equa¢éendiais (7.1).



9.5 Comportamento das estimativas da regiao de estal@lgl@ctimo a um parametro de bifurcacédo
sela-n6 do tipo zero 114

(AS/) Existe uma funca¥ (x, A ) associada a familia de equacdes diferenciais (7.1) onde
(X,A) — V(x,A) é de class€' emR" xR eV, (.) =V(.,A) é uma fung&o energia do
sistemax = f, (x) para cada fixo.

A suposigéo(AB') € importante para estudarmos o comportamento do ponto de mi-
nimo de uma fungdo energia na fronteira da regido de estatddi sob a influéncia das
variacOes dos parametros.

Observacédo 9.5.1.Pelo Teorema 9.3.2 podemos afirmar que a supos{@@’)) € uma
condicéo suficiente para a satisfacdo da suposi@g&®) para todoA, consequentemente
os Teoremas 8.1.1, 8.1.2, 8.1.3 e Corolario 8.1.2 continuardadeiros substituindo a
suposicaqA3) por (A3).

O teorema a seguir descreve o comportamento do ponto de engdenama funcéo
energia na fronteira da regido de estabilidade para vasagds parametros proximo a
um parametro de bifurcacéo sela-n6 do tipo zero.

Teorema 9.5.1.( Persisténcia do ponto de minimo na fronteira da regido deadit
idade): Seja(x,,,Ao) um ponto de bifurcacdo sela-n6 do tipo zero de (7.1). Suponha
que o ponto de equilibrio sela-no6 do tipo zery pertenca a fronteira da regido de es-
tabilidadeo"A)\O(xﬁ'\O) de um ponto de equilibrio hiperbdlico assintoticamenté@bﬁo

de (7.1) paral = Ap. Admita que as suposic6€a2) e (A3) sejam satisfeitas em um
intervalo aberto contendo o valor de bifurcacdo sela-no igpo zeroAg e a suposicao
(A4) esté satisfeita pard = Ag. Assuma que o0 numero de pontos de equilibrio hiper-
boélicos do sistema (7.1) € finito g » o Unico ponto de equilibrio ndo hiperbdlico para
A = Ao. Suponha também, que para todlos |, todos os pontos de equilibrio do sis-
tema perturbada = f(x,A) s&o pontos de equilibrio perturbados originados do sistema
x = f(X,Ap). Sejam Xi» i =1,....k os pontos de equilibrio hiperbdlicos na fronteira
o"'A)\O(ij) e Vi, (Xx,) ;évAo(x,\(i)) ;AVAO(XACJ;) paratodoij=1,2,....k comi# j. Entdo as
seguintes afirmacgdes séo verdadeiras:

(i) Se e € o ponto de minimo da fungéo energjg Wa fronteiradA)\O(xio), entéo existe

¢ > Otal que o ponto de equilibrio perturbadqxé o ponto de minimo da funcéo energia
V) na fronteiradA, (x5 ) para todoA € (Ag—{, Ao+ ().

(i) Se o ponto de equilibrio sela-nd do tipo zerg # o ponto de minimo da fungéo
energia \{, na fronteiradAAO(xf\o), entdo exista) > 0 tal que o ponto de equilibriojy
originado da bifurcacéo sela-n6 do tipo zero, é o ponto deimdnda funcao energia,v

na fronteiradA, (x3 ) para todoA € (Ao —n,Ao).

Demonstracao.(i) SejamxAé, i=1,....kos pontos de equilibrio hiperbélicos na fronteira
dA)\O(xio) eXyr, I = k—+1,...,mos pontos de equilibrio hiperbodlicos na fronteira da regiao
de estabilidade fracde\O(x,\O). O Corolério 8.1.2 garante que exigte> 0 tal que os
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pontos de equilibrio perturbada&gs, d = 1,...,k,k+1,...,ms&o os pontos de equilibrio
que pertencem a fronteiA, (X3 ) para todoA € (Ag, Ao+ £). Sex,\g € 0 ponto de mi-
nimo da funcao energk4,, na fronteiradAAo(xf\o) € ComoVy,(Xy,) #VAO(X)\(B) #VAO(X)\&')
para todoi, ] = 1,2,....k comi # j, entéoVAO(x,\ol) < VAO(XAg) para todob = 2,....,k e
VAO<X/\01) < V), (Xy,)- Por outro ladoy) (X)) < VAO(X)\(S) para todar = k+1,...,m, pois
X\ € deO(xAO). AssimVAo(x/\g) < VAO(XAg) paratoday=2,...,k,k+1,...,m. Explorando

o fato queV(x,A) é uma fungdo continua ef®" x |, podemos afirmar que exisée>

0 tal queV, (X,1) < V) (Xpa) para todoA € (Ag—90,A0+90) eq=2,....k,k+1,...m
Tomando{ = min{e,d}, temos em particular queys, d = 1,...,k,k+1,...,m s&o os
pontos de equilibrio na fronteiA, (X3 ) eV (X31) < V) (Xya) para todol € (Ag,Ao+ ()
eq=2..kk+1, .. m Portanto, o Teorema 9.4.1 garante que o ponto de equilibrio
perturbadox, 1 € 0 ponto de minimo da fungéo enerjana fronteirad A, (X3 ) para todo
A € (Ao, Ao+ {). A prova quex,: € o ponto de minimo da funcéo energjana fronteira
dA, (x3) para todol € (Ao — ¢, Ao) € similar.

(i) O Corolario 8.1.2 garante que exigte- 0 tal que o ponto de equilibrig originado
da bifurcagéo sela-n6 do tipo zero e os pontos de equilierinpbados,i, i =1, ...,k sdo
os pontos de equilibrio que pertencem a frontéidg (x; ) para todok € (Ao —€,A0). Se
X), € 0 ponto de minimo da funcéo energja na fronteiradAAo(xf\o) e comaV), (xy,) #
VAO(X)\(i)) paratodd = 1,...,k, entaodv, (xy,) < VAO(X)\(Q paratodd =1,...,k. Explorando
o fato queyV (x,A ) € uma funcao continua eRI' x |, podemos afirmar que exisde> 0 tal
queV, (V) <Va(Xyi) paratodo € (Ao—9,A0) €i = 1,...,k. Tomando{ = min{¢, 5},
temos em particular qug ex,i, i =1,....k sdo os pontos de equilibrio que pertencem a
fronteiradA, (x3) e V) (Yy) < Vi (xyi) paratodod € (Ag—{,Ao) ei =1,...,k. Portanto,
o Teorema 9.4.1 garante que o ponto de equililgfi@ o ponto de minimo da fungéo
energiaV) na fronteiradA, (x3) paratodat € (Ao —,Ao). O

No caso particular que todos os pontos de equilibrio nadn@atia regido de estabi-
lidade sao hiperbdlicos, a persisténcia do ponto de minarfantao energia na fronteira
da regido de estabilidade é um caso especial do Teorema 9.5.1

O Teorema 9.5.1 é importante do ponto de vista computagipoa, uma vez co-
nhecido o ponto de minimo na fronteira da regido de estabiéidele indica onde procurar
0 ponto de minimo na fronteira da regido de estabilidadeugEtia, incluindo o caso
guando uma bifurcacao sela-no6 do tipo zero ocorre na frandai regido de estabilidade.

Como uma consequéncia dos Teoremas 8.1.2, 9.4.2 e 9.5 mashdeseguinte corolario
gue permite entender o comportamento da estimativa deordgi&stabilidade proposta
pelo Teorema 9.4.2 para variagdes dos parametros proximmop@rametro de bifurcacéo
sela-no6 do tipo zero.

Coroléario 9.5.1. ( Estimativas e uniforme da regiao de estabilidade na vizi-niga de
um parametro de bifurcagéo sela-n6 do tipo zgr&eja(x,,, Ao) um ponto de bifurcacéo
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sela-no do tipo zero de (7.1). Suponha que o ponto de eqoikkefa-n6 do tipo zero,x
pertenca a fronteira da regido de estabilidaﬁAAo(xjo) de um ponto de equilibrio hiper-
bélico assintoticamente estévgpde (7.1) parad = Ap. Admita que as suposicoes?) e
(A3') sejam satisfeitas em um intervalo aberto contendo o valdifiecacéo sela-né do
tipo zeroAg e a suposicagA4) esta satisfeita para = Ag. Assuma que o nimero de pon-
tos de equilibrio hiperbdlicos do sistema (7.1) € finitg,gé&o Unico ponto de equilibrio
nao hiperbdlico parad = Ag. Suponha também, que para tadle |, todos os pontos de
equilibrio do sistema perturbado= f(x,A) séo pontos de equilibrio perturbados origi-
nados do sistema= f(X,Ag). Sejam Xi» i=1,...,k os pontos de equilibrio hiperbdlicos
na fronteira&A,\O(xﬁo) e W, (Xp,) 7 V/\O(XA(i)) =+ V)\O(X)\g) paratodoij =12 ....k com

I # j. Entdo as seguintes afirmacdes séo verdadeiras:

(i) Se i € o ponto de minimo da funcéo energig Wa fronteirao"'A)\O(ij), entdo existe

{ >0talque Dy (L)) C A\(x}) onde Ly =V, (x,1), € Dy (By) NAS (x3) # 0 para todo
B, > L, eAc (/\0—(,/\04—6).

(i) Se o ponto de equilibrio sela-né do tipo zerg ¢ o ponto de minimo da fungéo
energia \{, na fronteirao"AAo(xjo), entdo existé > 0 tal que Dy (L)) C Ay (x}) onde
Ly =Va(Yy), € Dy(By)NAS(x3) #Dparatodo B > L, eA € (Ag—{,Ao).

(iii ) Se o ponto de equilibrio sela-nd do tipo zefg & o ponto de minimo da fungéo ener-
giaVj, na fronteirao"A)\O(xjo), entdo exist€ > Otal que para L, =V, (x),), 0 conjunto
Dao(Lay) € Ax(X3) para todoA € [Ag, Ao+ ().

Observacao 9.5.2Para cadaA fixo, o conjunto Q(L,) = {xe R" : V,(x) <L)} e
D, (B)) ={xe€R" : V,(X) < B, }, onde L, e B, sé&o numeros reais.

Baseado nos Teoremas 9.4.2, 9.5.1 e Corolério 9.5.1, propainads um algoritmo
conceitual para obter estimativas da regido de estabéipaturbad#, (x3 ) via conjunto
de nivel de uma dada funcao energia na vizinhanca de um pacéshedbifurcacao sela-né
do tipo zero.

Algoritmo: estimativa da Regido de Estabilidade Perturbadacom Bifurcacdes
Sela-Né do Tipo Zero na Fronteira
1. Para um certo valor fixo do paramelre= A, calcule todos os pontos de equill'bx;(g,

i =1,....k na fronteira da regido de estabilidade do ponto de equildssintoticamente
estévelxﬁo.

2. Calcule as energia,s\o(x)\(i)) paratodd =1,....k.

3. Identifique o ponto de equilibrio com menor energia natéioa da regido de estabili-
dade do ponto de equilibrio assintoticamente esb@éeISeja elexminAo.

4. A componente conexa do conjunto de nigeE R" : V) (x) < VAo(XminAo)} contendo

o ponto de equilibrio assintoticamente esté&\jglé uma estimativa da regido de estabili-
dadeAAO(xjo) na forma de um conjunto de nivel da fungag.

5. SexminAO € um ponto de equilibrio hiperbdlico, entdo a componentexado conjunto
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de nivel{x € R" : V) (x) <V, (Xmin,)} contendo o ponto de equilibrio assintoticamente
estavek; € uma estimativa da regido de estabilidagéxs ) do sistema perturbado numa
vizinhancga de\o.

6. SexminAO € um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zero, entao:

(i) a componente conexa do conjunto de nigek R" : V) (x) <V, (y4)} contendo o
ponto de equilibrio assintoticamente estageé uma estimativa da regiéo de estabilidade
A, (x5 ) do sistema perturbado paka< Ag numa vizinhanga d#o, ondey, € o ponto de
equilibrio instavel originado da bifurcacéo sela-n6 do tigro.

(i) a componente conexa do conjunto de nifsek R" : V) (x) < Vx\o(xmimo)} é uma
estimativa uniforme da regiéo de estabilidadefiearaA > Ao numa vizinhanca dao.

Observacédo 9.5.3Quando o ponto de minimo da funcéo energia na fronteira daaeg
de estabilidade é hiperbdlico, o nivel 6timo de energia gatanar a regido de esta-
bilidade perturbada € o nivel de energia calculado no poetedtlilibrio hiperbdlico
perturbado. Quando o ponto de minimo da funcao energia ngefra da regido de es-
tabilidade € o ponto de equilibrio sela-né do tipo 2eyQ o nivel 6timo de energia para
estimar a regido de estabilidade perturbada patalg € calculado no ponto de equilibrio
instavelyy, originado da bifurcagéo sela-n6 do tipo zero. Para Ag o nivel de ener-
gial,, = Vj,(x),) fornece uma estimativa da regido de estabilidade pertaripaiém o
nivel de energid ), =V, (X),) ndo € otimo para estimar a regiéo de estabilidade pertur-
badaA, (x3). Usar o nivel de energlay, = V), (X),) para estimar a regido de estabilidade
perturbada é justificavel quando deseja-se evitar o estamggutacional do calculo do
novo ponto de minimo na fronteira da regido de estabilidadiigpbada para > Aq.

Os exemplos a seguir ilustram os resultados obtidos nega.se
Exemplo 11.3.1Considere o sistema de equacdes diferenciais

X= -y

(9.4)
y=—xX"+x2—y+A

com(x,y) c R?eA € R.

A funcaoV (xy;A) = —X—55 + X—; + y—; + Ax é uma fungdo energia para o sistema (9.4)
e de class€! emR?2 x R. O sistema (9.4) possui, paky = 0, trés pontos de equi-
librio; sdo ele9</s\O = (—1;0), um ponto de equilibrio hiperbdlico assintoticamente es-
tavel, x,, = (0;0), um ponto de equilibrio sela-no6 do tipo zeroge = (1;0), um ponto
de equilibrio hiperbdlico instavel. O ponto de equilibredasno do tipo zerc,, per-
tence a fronteir@A, (—1;0) e o ponto de equilibrio hiperbdlico instél\»ql0 pertence a
fronteira da regido de estabilidade frat® (0;0). A fronteira da regido de estabi-lidade
0A,,(—1;0) é composta pela variedade estavel do ponto de equilibaengedlo tipo zero
X), = (0;0), de acordo com o Teorema 9.3.3, ver Figura 9.8. O ponto ddileripiix,, €
0 ponto de minimo da fungéo enerdig na fronteiradA, (—1;0) e consequentemente
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D(0) C Ay,(—1;0) ondeV, (x),) = 0, confirmando o Teorema 9.4.2, ver Figura 9.8. Para
A = —0,1, o sistema (9.4) possui quatro pontos de equilibrio; séexgl= (—0,94,0),

um ponto de equilibrio hiperbolico assintoticamente edta&} = (0,94;0) um ponto

de equilibrio hiperbdlico instavey; = (—0,33;0) um ponto de equilibrio hiperbdlico
instavel ey; = (0,33;0) um ponto de equilibrio hiperbolico assintoticamente estav
Os pontos de equilibrigy e y3 s&o originados do ponto de equilibrio sela-n6 do tipo
zerox,, em uma bifurcacédo sela-n6 do tipo zero. O ponto de equiliripertence a
fronteira dA, (—0,94;0) N dA,(0,33;0). O ponto de minimo da funcdo enerdia na
fronteiradA, (—0,94;0) éyy, confirmando os resultados do Teorema 9.5.1. Além disso,
D(—0,09) C A,(—0,94,0 ondeV, (yy) = —0,09, de acordo com o algoritmo descrito
anteriormente, ver Figura 9.7. Para= 0,1, o sistema (9.4) possui dois pontos de equi-
librio; séo eles§ = (—1,04;0) um ponto de equilibrio hiperbolico assintoticamente es-
tavel ex; = (1,04;0) um ponto de equilibrio hiperbolico instavel que pertena®atéira

da regido de estabilidad, (—1,04;0). Usando o nivel de energig (x,,) = 0 ainda
temos qued(0) C Ay (—1,04;0), de acordo com o algoritmo descrito anteriormente, ver
Figura 9.9.

Exemplo 11.3.2Considere o sistema de equacdes diferenciais

X=Yy+A

(9.5)
y=sin(3x—1) —cog2x—1,5)—y

com(x,y) e R?eA €R.

AfungaoV (xy;A) = 83D | SN2CLS) | ) (y_x) +y—22 é uma funcéo energia para
o sistema (9.5) e de clas€ emR? x R. Paraig = 0,49, vimos que o sistema (9.5)
possui um ponto de equilibrio hiperbdlico assintoticameﬂtévekﬁo = (3,43;-0,49)
e trés equilibrios instaveis, séo eleg, = (1,68;—-0,49) um ponto de equilibrio sela-
né do tipo zerox,1 = (4,48;—-0,49) €X)2 = (0,44;—0,49) pontos de equilibrio hiper-
bélicos do tipo um. Os trés pontos de equilibrio instavgjs X\d € %2 pertencem
a fronteiradA,(3,43;-0,49) que é composta pela unido das variedades estaveis dos
trés equilibrios, de acordo com o Teorema 9.3.3, ver Figutd.9A funcdo energia
V(x;y;Ao) € tal queV(4,48;—-0,49;049) = —1 55< —0,68=V(1,68;—-0,49;0,49) <
V(0,44;-0,49;049) = —0,31. Portanto, pelo Teorema 9.4.1 o ponto de equilibrio do
tipo um (4,48;,-0,49) € o ponto de minimo da funcdo energiy na fronteira
0A),(3,43;-0,49), e consequentemeniy —1,55) C A, (3,43;-0,49) confirmando o
Teorema 9.4.2, ver Figura 9.11. Para= 0,48, o ponto de equilibrio hiperbdlico assin-
toticamente estavel perturbadoi= (3,43;—-0,48). Na fronteira da regido de estabili-
dadedA, (3,43;—-0,48) existem trés pontos de equilibrio; séo etgs= (4,48;—-0,48),
exy2 = (0,45;-0,48) os pontos de equilibrio hiperbolicos instaveis pertursasly) =
(1,74;-0,48) um ponto de equilibrio hiperbolico instavel. O ponto de Bouo yy €
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originado do ponto de equilibrio sela-né do tipo zegpem uma bifurcacdo sela-n6 do
tipo zero. O ponto de minimo da funcdo energjana fronteiradA, (3,43;-0,48) é
(4,48;—0,48), confirmando os resultados do Teorema 9.5.1. Além di3ge1,47) C
A, (3,43;—-0,48) ondeV(4,48;—-0,48;048) = —1,47, de acordo com o algoritmo de-
scrito anteriormente, ver Figura 9.10. Para- 0,51, o ponto de equilibrio hiperbdlico
assintoticamente estavel perturbadaié= (3,43;-0,51). Na fronteira da regido de
estabi-lidaded A, (3,43;—0,51) existem dois equilibrios; séo elgg: = (4,47;,—-0,51)

e X,z = (0,43;—0,51) os pontos de equilibrio hiperbdlicos instaveis pertursad®
ponto de minimo da funcdo enerdia na fronteira da regido de estabilidade perturbada
J0A, (3,43;—-0,51) é o ponto de equilibrio instavéd, 47;—0,51) confirmando os resulta-
dos do Teorema 9.5.1. Além(—1,64) C A, (3,43;—0,51) ondeV (4,47;—-0,51,0,51) =
—1,64, de acordo com o algoritmo descrito anteriormente, \guirgi9.12.

Exemplo 11.3.3Considere o sistema de equacdes diferenciais

X= -y

(9.6)
y =sin(3x) —cog2x) —y+ A

com(x,y) c R?eA € R.

A funcdoV (xy;A) = —C°—33X) — %ZZX) +/\x+y—22 € uma funcéo energia para o Sis-

tema (9.6) e de clas€! emR? x R. Paralg = 0, vimos que o sistema (9.6) possui um
ponto de equilibrio hiperbdlico assintoticamente estajloei: (0,31;0) e trés pontos de
equilibrio instaveis, séo eles;, = (1,57;0) um ponto de equilibrio sela-no do tipo zero,
X\d = (2,82;0) ex)z = (—0,99;0) pontos de equilibrio hiperbdlicos do tipo um. Os trés
pontos de equilibrio instavels,, X)1 €X%)2 pertencem a fronteira da regido de estabili-
dadedA,(0,31;0) que € composta pela unido das variedades estaveis dosuilés &,

de acordo com o Teorema 9.3.3, ver Figura 9.14. A funcéo en¥é(g;y; Ao) € tal que
V(X;y;Ao) € tal queV (1,5705;0;0 =0< 0,48=V(2,82;0;0 <V(—-0,99;0;0 =0,79.
Portanto, pelo Teorema 9.4.1 o ponto de equilibrio ndo h@ieo sela-né do tipo zero
(1,57;0) € o ponto de minimo da fungédo eneryja na fronteira da regido de estabilidade
0A,(0,31;0), e consequentemen0) C A, (0,31;0) confirmando o Teorema 9.4.2,
ver Figura 9.14. Para = —0,02, o ponto de equilibrio hiperbdlico assintoticamente
estavel perturbado & = (0,32;0). Na fronteira da regido de estabilidade perturbada
JA, (0,32;0) existem trés pontos de equilibrio; séo eles= (2,82;0), xy2 = (—0,94;0)

os pontos de equilibrio hiperbolicos instaveis pertursasiy = (1,48;0) um ponto de
equilibrio hiperbdlico instavel. O ponto de equilibyi$ € originado do ponto de equi-
librio sela-né do tipo zerw, , em uma bifurcacédo sela-n6 do tipo zero. O ponto de minimo
da funcéo energid na fronteira perturbad@A, (0,32;0) éy}, confirmando os resulta-
dos do Teorema 9.5.1. Além dis$d,—0,03) C A, (0,32;0) ondeV(1,48;0;0 = —0,03,

de acordo com o algoritmo descrito anteriormente, ver kRigui3. Paral = 0,02,
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0 ponto de equilibrio hiperbolico assintoticamente edtpeeturbado e = (0,3;0).
Na fronteira da regido de estabilidade perturbddq (0,3;0) existem dois pontos de
equilibrio; séo elex,1 = (2,83;0) e x,2 = (—0,93;0), os pontos de equilibrio hiper-
bélicos instaveis perturbados. Usando o nivel de en&gix,,) = 0, ainda temos que
D(0) C A5(0,3;0), de acordo com o algoritmo descrito anteriormente, verraiguLs.
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Figura 9.7: Retrato de fase do sistema (9.4) para—0,1. A regido de estabilidade do
ponto de equilibrio assintoticamente estdved, 94;0) é representada pela area em cinza
claro. A componente conex@(—0,09) do conjunto de nive{(x,y) € R? : V,(xy) <
—0,09} contendo o equilibrig—0,94;0) representada pela area em cinza escuro € uma
estimativa da regido de estabilidadlg(—0,94;0).



Figura 9.8: Retrato de fase do sistema (9.4) pgra 0. A regido de estabilidade do ponto
de equilibrio assintoticamente estayell;0) é representada pela area em cinza claro. A
componente conexa(0) do conjunto de nive{(x,y) € R? : V, (x;y) < 0} contendo o
equilibrio (—1;0) representada pela &rea em cinza escuro é uma estimativgi@ia de
estabilidaded, (—1;0).
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Figura 9.9: Retrato de fase do sistema (9.4) para0,1. A regido de estabilidade do
ponto de equilibrio assintoticamente estdvel, 04;0) é representada pela area em cinza
claro. A componente conexa(0) do conjunto de nive{(x,y) € R? : Vi, (Xy) < 0}
contendo o equilibrio—1,04; 0) representada pela area em cinza escuro é uma estimativa
uniforme da regido de estabilidade perturbagéa—1,04;0).
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Figura 9.10: O retrato de fase do (9.5) para 0,48. A regido de estabilidade do ponto
de equilibrio assintoticamente estay@l43;—0,48) é representada pela area em cinza
claro. A componente conex@(—1,47) do conjunto de nive{(x,y) € R? : V,(xy) <
—1,47} contendo o equilibrid3,43;—0,48) representada pela area em cinza escuro é
uma estimativa da regiéo de estabilid@g€3,43;—-0,48).

18:-0.49)

Wi(1,68;-049)

Figura 9.11: O retrato de fase do (9.5) paga= 0,49. A regido de estabilidade do ponto
de equilibrio assintoticamente estay@l43;—0,49) é representada pela area em cinza
claro. A componente conex@(—1,55) do conjunto de nive{(x,y) € R? : V) (xy) <
—1,55} contendo o equilibrid3,43;—0,49) representada pela area em cinza escuro é
uma estimativa da regido de estabilid@gg(3,43;-0,49).
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447 051)

Figura 9.12: O retrato de fase do (9.5) para 0,51. A regido de estabilidade do ponto
de equilibrio assintoticamente estay@l43;—0,51) é representada pela area em cinza
claro. A componente conex@(—1,64) do conjunto de nive{(x,y) € R? : V) (xy) <
—1,64} contendo o equilibrid3,43;—0,51) representada pela area em cinza escuro é
uma estimativa da regido de estabilid#dg€¢3,43;—0,51).

W(148:0)

Figura 9.13: O retrato de fase do sistema (9.6) para—0,02. A regido de estabilidade

do ponto de equilibrio assintoticamente esté0e32; 0) € representada pela area em cinza
claro. A componente conex2(—0,03) do conjunto de nive[(x,y) € R? : V) (xy) <
—0,03} contendo o equilibrid0,31;0) representada pela &rea em cinza escuro é uma
estimativa da regido de estabilidatlg(0,32;0).
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Figura 9.14: O retrato de fase do sistema (9.6) pagra 0. A regido de estabilidade do
ponto de equilibrio assintoticamente esté@eB1;0) € representada pela area em cinza
claro. A componente conexa(0) do conjunto de nive{(x,y) € R? : Vi, (Xy) < 0}
contendo o equilibrig0,31;0) representada pela area em cinza escuro € uma estimativa

da regido de estabilidadg (0,31;0).

~——

N

Figura 9.15: O retrato de fase do sistema (9.6) para0,02. A regido de estabi-lidade

do ponto de equilibrio assintoticamente esté0¢eB; 0) € representada pela area em cinza
claro. A componente conexa(0) do conjunto de nive{(x,y) € R? : V, (xy) < 0}
contendo o equilibri@0, 3;0) representada pela drea em cinza escuro € uma estimativa
uniforme da regiéo de estabilidade perturbAgé0, 3;0).
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10 CONCLUSOES

Neste trabalho, estudamos o comportamento da regido dalidside de sistemas
dindmicos autbnomos néo lineares sujeitos a variacdes rdenpaaos. Em particular,
estudamos o comportamento da fronteira da regiao de egdéatglquando uma bifurcacao
sela-n6 do tipo zero ocorre na fronteira da regido de estabdé.

Segundo nosso conhecimento, os resultados apresentastastese sao inéditos e
estudam pela primeira vez o dificil problema de bifurcagigesegido de estabilidade de
sistemas dinamicos autbnomos nao lineares.

Caracterizamos a fronteira da regido de estabilidade narpyasle um ponto de equi-
librio sela-né do tipo zero. Mostramos que a regido de di&talle e sua fronteira sofrem
mudancas drasticas quando ocorre uma bifurcacao sela-igodero na fronteira. Em
um certo sentido, mostramos que a regido de estabilidadengento de equilibrio as-
sintoticamente estavel que se transforma em um ponto débeusela-nd do tipo zero
€ "herdada" por outro ponto de equilibrio assintoticamesiti/el. Em outras palavras, a
regido de estabilidade do ponto de equilibrio assintotizaeestavel que persiste é au-
mentada quando o parametro passa pelo parametro de b#arsel@-no6 do tipo zero. A
regido de estabilidade persistente "herda" a regido deiletadle do ponto de equilibrio
assintoticamente estavel que desaparece na bifurcagdnGeb tipo zero. Explorando
a caracterizacao da fronteira da regido de estabilidagmipemos estimativas 6timas da
regido de estabilidade via conjunto de nivel de uma dadatuegergia na presenca
de um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo zero na fronteiraedgéo de estabilidade.
Exibimos resultados que permitem entender o comportantgtas estimativas sob a
influéncia das varia¢des do parametro, incluindo variagdegarametro proximo a um
parametro de bifurcacdo sela-né do tipo zero. Verificamesgando o ponto de minimo
da funcdo energia na fronteira da regido de estabilidadpethilico, o nivel 6timo de
energia para estimar a regido de estabilidade perturbadé/élale energia calculado no
ponto de equilibrio hiperbdlico perturbado. Por outro lagleando o ponto de minimo da
funcdo energia na fronteira da regido de estabilidade € umo g equilibrio sela-n6 do
tipo zero, o nivel 6timo de energia para estimar a regido diidade perturbada é cal-
culado no ponto de equilibrio instavel, originado da bi&gé@o sela-n6 do tipo zero, para
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A < Ap. Por outro lado, o nivel de energia calculado no ponto delibgoisela-n6 do
tipo zero fornece uma estimativa uniforme da regiao de diskatbe perturbadald > Ao.
Apresentamos um algoritmo conceitual para obter estiamtdimas da regido de esta-
bilidade perturbada via conjunto de nivel de uma dada fueg&ogia na vizinhanca de
um parametro de bifurcacéo sela-no do tipo zero.

10.1 Trabalhos Futuros

Como sugestdes para o desenvolvimento de trabalhos futestesdrea, sao propostas
as seguintes questodes:

» Caracterizar a fronteira da regido de estabilidade na prasnum ponto de equi-
librio sela-né do tipdk > 1 na fronteira da regido de estabilidade;

» Estudar o comportamento da regido de estabilidade e demuaifa sob a influén-
cia das variacdes do parametro nas vizinhancas de um pavadeebifurcacao
sela-n6 do tipk > 1;

= Propor um algoritmo conceitual para obter estimativas @dina regido de estabil-
idade perturbada via conjunto de nivel de uma dada func&giane vizinhanca
de um parametro de bifurcacéo sela-n6 do kipel;

» Estudar outros tipos de bifurcacdes genéricas na frortairagido de estabilidade;
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