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Surgem, na prética da engenharia, diversos problemas que envolvem andlises em
dominios que podem ser considerados infinitos ou semi-infinitos. A simulacio deste tipo de
problema requer o uso de técnicas numéricas apropriadas. Uma metodologia que vem
sendo muito utilizada consiste em acoplar ao método dos elementos finitos, elementos
infinitos que funcionam como contornos transmissores. Neste trabalho € apresentado um
estudo detalhado da aplicacdo do método dos elementos finitos em conjunto com o
elemento infinito proposto por Zhao e Valliappan para um problema de transferéncia de
calor 1D. Apés a descricdo do procedimento para implementagdo computacional deste
elemento, apresentam-se diversos exemplos com uma condic¢do de contorno particular para
a qual, com o uso do mesmo, ndo se obtém respostas satisfatérias. Os erros inerentes ao uso
deste elemento, para os exemplos em questdo, foram analisados, suas causas apontadas e

uma possivel soluc¢do sugerida.
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Engineering practice gives rise to a variety of problems involving analyses on
domains that may be considered infinite or semi-infinite. Simulating this type of problem
requires the use of appropriate numerical techniques. A methodology that has gained
widespread use is based on coupling the finite element method with infinite elements acting
as a transmitting boundary. The present work lays out a detailed study of an application of
the finite element method combined with the infinite element proposed by Zhao and
Valliappan to the 1D heat conduction problem. After describing this element
implementation, various examples are presented with a specific boundary condition for
which the method does not yield a satisfactory response. The errors, which are inherent to
the application of this element in case of the aforementioned examples, are analyzed, their

causes are identified, and a possible solution is proposed.
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1- INTRODUCAO

1.1. Aspectos Gerais

Na engenharia existem diversos problemas que podem ser tratados como problemas
de dominio infinito, cujas simulacdes numéricas requerem o uso de técnicas apropriadas.
Andlises utilizando elementos finitos foram amplamente utilizadas truncando dominios
infinitos em dominios finitos suficientemente grandes. Porém, esta técnica apresenta
diversas desvantagens devido a quantidade de dados armazenados pelo tamanho excessivo
da malha de elementos finitos: memoria requerida e tempo de processamento elevados
resultam em alto custo computacional. Além disso, as condi¢des de contorno do problema
no infinito ndo podem ser satisfeitas e, ainda, em problemas dependentes do tempo, como
por exemplo, problemas de propagacdo de onda, transferéncia de calor, ou transporte de
massa, a presenca de contornos truncados artificialmente pode causar reflexdes ndo
esperadas de volta ao dominio discretizado, provocando resultados com erros consideraveis.

Diversas técnicas tém sido desenvolvidas objetivando-se absorver a energia das
ondas no contorno truncado. O tratamento mais eficiente para superar essas dificuldades,
segundo ZIENKIEWICZ et al. (2000), ¢ o método dos elementos infinitos proposto
originalmente por BETTESS (1977, 1980) para problemas estaticos. Tal método se originou
pela introducdo de um tipo de fun¢do de forma para dominios infinitos, as quais eram o

produto das chamadas funcdes de decaimento pelas fungdes de interpolagcdo polinomiais



convencionais de Lagrange, sendo tais fungdes de decaimento exponenciais definidas como
exp(—r/ L), onde L é um comprimento de decaimento e r € o raio a partir de alguma origem.

Para a solug@o de problemas dindmicos, CHOW et al. (1981) e MEDINA et al. (1983)
desenvolveram, na década de 80, diversos modelos de elementos, os quais substituiam as
chamadas func¢des de decaimento do elemento infinito estatico por fun¢des de propagacgado de
onda em um elemento infinito dinamico.

Na década de 90, ZHAO et al. (1993a) desenvolveram elementos infinitos para
simular problemas transientes de transferéncia de calor. O fator chave na constru¢do destes
elementos € a escolha apropriada das fungdes que substituem a fun¢do de decaimento ou a
funcdo de propagacao de onda, utilizadas anteriormente em problemas estaticos e dindmicos.

Além dos exemplos citados acima, existem na literatura outros casos da utilizacio
dos elementos infinitos, como por exemplo, em (ZHAO e VALLIAPPAN, 1993b), (ZHAO
e VALLIAPPAN, 1994a), (ZHAO e VALLIAPPAN, 1994b), (YANG, KUO e HUNG,
1996), (KHALILI, VALLIAPPAN, et al., 1997), (ABDEL-FATTAH, HODHOD e AKL,
2000), (WANG, CHEN e SONG, 2006), (DONG e SELVADURALI, 2009), (MOTLEY e
PREVOST, 2010), dentre outros.

Ao longo dos tltimos anos, diversos trabalhos relacionados ao uso de elementos
infinitos em conjunto com elementos finitos continuaram a ser desenvolvidos. Afinal, em
muitos problemas de engenharia que envolvem dominios infinitos, a obten¢do de uma
solucdo precisa se da por meio de uma modelagem eficaz deste dominio. Tal modelagem
prové ferramentas analiticas e numéricas para simular, precisamente e eficientemente, o
efeito do dominio externo (regido do dominio nao discretizada por elementos finitos) sobre o

dominio interno (regido do dominio discretizada por elementos finitos) do problema. Desta
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forma, recursos computacionais podem ser concentrados em aspectos como simulagdo de
multiplos processos e condigdes geoldgicas e geométricas complicadas para o dominio
discretizado por elementos finitos.

O acoplamento entre elementos finitos e infinitos considera o dominio do problema
dividido em duas partes, sendo o dominio interno simulado por meio de discretizagdao
convencional por elementos finitos e o dominio externo simulado por meio do uso de
elementos infinitos. Assim, as ondas podem ser propagadas a partir do dominio interno para
o infinito sem causar reflexdo esptria ou refracdo na interface entre elementos finitos e
infinitos no modelo computacional acoplado.

Algoritmos computacionais que utilizam elementos infinitos constituem poderosas
ferramentas de simulag@o para lidar com uma ampla gama de problemas praticos, tais como
a propagacdo de ondas de terremoto na crosta superficial da Terra nos campos de geofisica e
sismologia, a intera¢do dindmica solo-estrutura nos campos de engenharia civil, geotécnica e
de barragem e o fluxo transiente porofluido, a transferéncia de calor e o transporte de massa
no interior da Terra nos campos de geociéncias e engenharia geoambiental. Alguns destes
problemas sdo tratados em (ZHAO, 2009), onde o autor utiliza o acoplamento entre
elementos finitos e infinitos para resolver problemas de propagacdo de onda, transferéncia

de calor e transporte de massa.

1.2. Objetivos

O principal objetivo do presente trabalho consiste na implementacdo e anélise

detalhada do elemento infinito transiente 1D proposto em (ZHAO e VALLIAPPAN, 1993a).
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Para tanto, sdo realizados diversos testes para o problema de transferéncia de calor

apresentado pelos autores, porém utilizando diferentes condi¢des de contorno.

1.3. Organizacao da Dissertacao

No capitulo 2 é apresentada uma breve descricdo do método dos elementos finitos
aplicado ao problema da difusao 1D.

No capitulo 3 € feita a andlise sucinta do elemento infinito transiente 1D proposto em
(ZHAO e VALLIAPPAN, 1993a).

No capitulo 4 s@o mostrados os resultados de testes realizados utilizando o elemento
infinito estudado no capitulo anterior, com diferentes condi¢des de contorno.

No capitulo 5 estdo as conclusdes e consideragdes finais.



2 - 0O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Uma das principais ferramentas utilizadas na engenharia para a solu¢do de problemas
praticos que envolvem equagdes diferenciais, o método dos elementos finitos se originou na
década de 50 com o surgimento dos primeiros computadores digitais. Advém da anélise
matricial de modelos reticulados, propostos com a finalidade de se projetar estruturas de
modelos continuos, sobretudo na engenharia estrutural e na industria aerondutica. A partir da
década de 70, o método dos elementos finitos passou a ser aplicado também a mecanica dos
fluidos e a outras areas afins, sendo atualmente o método mais geral de solu¢do de equacdes

diferenciais parciais.

2.1. A formulacao do método

O objetivo principal do método dos elementos finitos € a transformacdo da formulagao
diferencial do problema numa formulacio variacional, envolvendo equagdes integrais. Tal
formulacio pode ser obtida por meio do uso de diferentes metodologias, como pelo principio
dos trabalhos virtuais e da energia potencial minima ou do método dos residuos ponderados,
maiores detalhes em (ZIENKIEWICZ e TAYLOR, 2000) e (BATHE, 1996). A partir da
formulagdo variacional, o problema € resolvido por aproximagao, adotando-se para isto uma
discretizagdo do dominio em subdominios, ou seja, o dominio € é discretizado em n,

elementos €, e n, pontos nodais.



Tendo conhecimento da equacao diferencial que rege o problema, assim como de suas
condi¢cdes de contorno (valores que a propria funcdo e/ou suas derivadas assumem no
mesmo), o problema pode entdo ser resolvido.

Procura-se a solucdo u que atenda ao conjunto de equacdes diferenciais no dominio
regidas pelo operador diferencial A(u) e que obedeca as restricdes no contorno I regidas

pelo operador diferencial B(u). Onde:

A (a)
A, (a)

A@w)={ ~ t=b emQ 2.1)

A,(a)

B, (u)
B,(u)

Buw={ ~ }t=g emT (2.2)

B,(u)

Sendo o MEF um método de aproximacdo, a solu¢do aproximada é dada por:
u=id, =Y a;,N,,comj=1,...,n 2.3)
i=1

ou, matricialmente:



a=| : . ;N=[Nlj Ni};Nj= : (2.4)

Nas equagdes acima, N, sdo funcdes de forma (ou fungdes de interpolagdo)
linearmente independentes, definidas localmente para cada elemento e escolhidas de
maneira a satisfazerem as condicdes de contorno (2.2), isto é, Glr = ulr e a ji 880 coeficientes

a serem determinados. Ou seja, a solucdo aproximada em cada elemento é obtida pela

interpolag@o dos valores nodais a; de cada i-ésimo né do elemento através das fungdes de

interpolacdo NV, para cada grau de liberdade nodal.
Conforme ja mencionado, o objetivo do método dos elementos finitos € transformar a
formulacdo diferencial do problema numa formulag¢do variacional constituida de equacgdes

integrais como se segue:

[G,d0+|g,dr=[Fad0 (2.5)
Q r Q

ou ainda:

f:j(bd9+jgﬂﬂ‘=jﬂd9 (2.6)
e=1\ @, T, Q

onde:

iQe =Q
e=1

ST =T
e=1

I' refere-se a parte do contorno de €, que se encontra em I', conforme a Figura 1.



y A
L.

A/Subdominio

I Bw=g

»
|

X

Figura 1 - Caracteriza¢do do dominio e contorno

Utilizando o método dos residuos ponderados como alternativa a formulagdo
variacional, a sentenca integral € obtida ponderando-se os erros de aproximagao por meio de
funcdes de ponderacdo, ou seja, o erro € distribuido no dominio Q e no contorno I" através

da seguinte sentencga de residuos ponderados:

[W'RdQ+[W'R T = Z [ WRodQ+ [ WRAT |=0 (2.7)
Q r Q, T,

o=l

onde:

R, =A(l)-b,em Q

R =B()-g,emT

W e W sio funcdes de ponderagio, W = w, - w, )", linearmente independentes, que

podem ser distintas.



Prosseguindo com o desenvolvimento, a sentenca de residuos ponderados pode ser

escrita como:

j W’ (A@N)-b)dQ + j W’ (B(aN)—g)d[ =0 (2.8)
Q r

Cabe ressaltar a necessidade de se evitar que os integrandos da sentenca de residuos
ponderados contenham termos infinitos. Para tanto, de acordo com (ZIENKIEWICZ e
MORGAN, 2006), se as integrais em (2.8) contiverem derivadas de ordem S, torna-se
necessdrio assegurar que a aproximacao seja continua até a derivada de ordem S-/, ou seja,
pertenca a classe de funcdes C°7.

Em diversos casos € possivel reduzir a ordem dos operadores diferenciais A e B da
expressdo acima, possibilitando, dessa forma, a utilizacdo de funcdes de forma de ordem
mais baixa. No caso unidimensional, adota-se para tanto a integracao por partes € no caso
bidimensional, faz-se uso do teorema da divergéncia, detalhado em (ZIENKIEWICZ e
TAYLOR, 2000), (BATHE, 1996) e (MANSUR, 2003). A expressdo acima assume a

chamada forma fraca:

j C(W)" (D(aN)—b)dQ + j E(W)' (F(aN)-g)dT" =0 (2.9)
Q r

onde, usualmente, os operadores diferenciais C, D, E e F s@o de ordem mais baixa do que os

originais A e B. Nesse caso, uma ordem de continuidade menor € exigida para as fungdes de
forma N;, ao passo que para as fung¢des de ponderagdo W;e W, uma ordem de continuidade

maior passa a ser necessaria.
Um dos métodos de ponderacao mais utilizados é o método de Galerkin que, por
adotar como funcdo de ponderacdo a mesma funcdo adotada como funcdo de forma, gera

frequentemente, de acordo com (ZIENKIEWICZ e TAYLOR, 2000), matrizes simétricas.
9



2.2. O MEF aplicado a equacao da difusao

Seja a equacdo da difusdo, deduzida no apéndice A:

0 ou 0 ou 0 ou ou
A PR P PR PR P TCR L 2.10
ax( xaxj+ay( yayj+az( Zazjw‘f P (.10

onde u € a temperatura, p € ¢ sdo a densidade e o calor especifico do material,

respectivamente € A4, , A e A sdo as condutividades térmicas correspondentes aos €ixos

principais x, y € z € g € quantidade de calor gerado por unidade de volume na unidade de

tempo.
Considerando o meio homogéneo e isotrépico, 4, /1}, e A_ sdo constantes no espago,
portanto:
o’u ’u ’u ou
A—+A —+A —+q,—pc—=0 (2.11)
ot g TR T TPy,

A equacdo acima pode ser resolvida conhecendo-se as condi¢cdes de contorno e

condicdes iniciais do problema:

uly =u,,em r, (2.12)
ou

ﬂngqu:qr,em r, (2.13)

u(x,y,z,0)=u,(x,y),em t =0 para todo o dominio € (2.14)

onde u, é a temperatura prescrita na superficie I', A é a condutividade térmica do corpo, n

denota o eixo coordenado na direcdo do vetor unitdrio n normal a superficie, g é o valor

prescrito do fluxo de calor entrando na superficie I'’ e I', I'_ =I', sendo I', NI’ =J. A

10



equacgdo (2.12) € conhecida como condi¢do de contorno essencial ou de Dirichlet e a (2.13)

como condic¢do de contorno natural ou de Neumann.

2.2.1. Discretizacao do problema de transferéncia

de calor 1D pelo MEF

Seja o problema transiente de transferéncia de calor 1D representado pela equacdo

diferencial abaixo:

ﬂx%JrqB—pcg—j: (2.15)

e as seguintes condi¢des de contorno e inicial, respectivamente:

u |r,, =u.,em ',

A a—MIF =g, em I’ (2.16)
Tox ¢ 1

u(x,0)=u,(x), em t =0 para todo o dominio

Aplicando o método dos residuos ponderados, equagdo (2.7), a equacao (2.15), tem-

S€:

a ol ou
J.w[ = +qBJdQ+_[w(u ur)dl“+/1j' (a—z—f =0 (2.17)

l

que pode ser escrita como:

I 2’0 ou ou di
A ——pc— A, ———=L =0 2.18
J. ( - pc Ey +q3jdx+[w(u ur)] + { (ax » Hrq ( )

X
onde, separando os termos no integrando obtém-se:
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Xf 212 Xr aﬁ Xg o ) _ al:z al:z
/L:[ wy dx—pc;!: ng)” ;!' wqpdx +[w(it _ul")]r“ + A, {w(a—a—;ﬂr =0 (2.19)

Fazendo uso de func¢des de interpolagdo lineares, conforme a Figura 2, onde ao longo

do dominio (0<x<L ) as fungdes de interpolacdo variam linearmente com x para cada
elemento, a aproximacdo € feita em partes. Para tanto, associa-se uma fun¢do de
interpolagdo setorial N; a cada n6 do dominio. Tais fungdes tm a propriedade de serem
diferentes de zero apenas nos elementos associados ao n6 j, sendo N, =1 no né j e zero em

todos os outros. Sendo assim, a aproximacao sera:

u(x)=i(x)=Y N, (xu, (2.20)
j=1
onde:
1, para x = x;
N;(x)= o (2.21)
0, parax=x, (i # j)
X—X,
- —+1, x,<x<x,,
Xjrr — 4, '
N;(x)= (2.22)
X=X,
s X <x< X;
X=X
Nj
. A
! 1
=1 . é =: N 4 ° n: >
x=0 j-1 j J+1 x=L,

Figura 2 — Fungdes de interpolacio lineares unidimensionais

Adotando o método de ponderacdo de Galerkin, onde:
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w(x)= Zn:Ni(x)wi (2.23)
i=1

prossegue-se o desenvolvimento. As duas primeiras parcelas da equacdo (2.19) serdo
analisadas separadamente como se segue:

e Parcela 1:

Xr 2A
A, w—dx
e ox?

Utilizando integracdo por partes:

b b
Iudv = [uv]z —Ivdu (2.24)

a a

e as funcdes de aproximacdo (2.20) e de ponderacao (2.23), obtem-se:
W[ forai,,
ox Bx ox

_,1{2 j (ZNMJ ’dx}+/12 [ Z—ﬂf

onde, pela arbitrariedade dos coeficientes w;, chega-se a:

& FdN, an; du'l” .
-2 Z[ };J,mx[zvja} ,comi=1,...,n, (2.25)
e Parcela 2:
—ch.w—dx

Neste caso, como a fun¢do de aproximacao € dependente apenas de x, tem-se:

13



du dii i
—xX)=—x)=)> N.(x)u,
0= @ Z ey
€, assim:

—chw IN (ZN u;)dx

—pcnzn(f Nle.dx})j ,comi=1,...,n,

Substituindo (2.25) e (2.26) em (2.19), tem-se:

-2 z( d:;’C ‘Zzz dx }‘ +A [N %1 _pc,z;[‘[N NdX}

i diy 3
+jwq3dx+[w(u )] +/1{ (g—gﬂr =0

A xde dN. n, [ *r
A, —Ldx u.+ pc N Ndx u.=
[ oo [

J=1

Xr ~ ~ Xy
=jwq3dx+[v7(ﬁ—ﬁr)]r +ﬂx[ﬁ(a—u—aﬁj} +1 |:N ﬂ}
X; I X

que pode ser escrito na forma:

ZKu +z Uy =f,,comi=1,...,n,

onde:

’dx comi=1,...,n,

Xr
Cijch‘[NjNidx ,comi=1,...,n,

14
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(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)



fi= J.qudx+[w(u i) ] +/1{

Matricialmente, pode-se escrever:

Ku+Cu=f
onde:
K11 Klnn C11
K=| : ol C=l o
Kn Knnn Cn

ou dip du "
———L A|N,—
(ax ox ﬂr " x{ ! dx} (23D

q %

(2.32)

Sendo K a matriz de condutividade, C a matriz de capacidade térmica e f o vetor dos termos

independentes.

Cabe ressaltar algumas observagdes a respeito das matrizes K e C (RIBEIRO, 2003):

e S3o matrizes simétricas:

X

dN ! dN
—/'i J~dN di= 1A dN.

dx

dx

—Ldx=K

Jji

Xy Xy
C;=cp[ NNdx=cp[N,Ndx=C,

e Sdo matrizes esparsas:

Nao estando o n6 i conectado ao nd j, isto €, se ndo pertencem ao mesmo elemento,

os suportes das fungdes de interpolacdo possuem, para este caso, intersecdo vazia e o0s

coeficientes K;e C;; serdo nulos, conforme pode ser visto na Figura 3.

15



=z
=

1
1
1
1
1
1
I
1
1
1
1
PY
A4

[

]
Figura 3 — Fung¢des de interpolagio de nds ndo conectados

* Os coeficientes K;;e C; podem ser determinados efetuando-se a integral apenas no

elemento que conecta os nods i e j, conforme a Figura 4.

~
~.

Figura 4 — Func¢des de interpolacio de nds conectados

dn, dN
dx dx

NdN
;dx lj

L,
K, =2, j
0
C, = cpT NN ;dx = cp]z NN ;dx
0

Xi

e Os coeficientes da diagonal principal sdo positivos e diferentes de zero:

K, zj( jdx>o

—cp.[ dx>0

X

16



e Os coeficientes da diagonal principal podem ser calculados efetuando-se a integral
somente nos elementos conectados pelo correspondente nd, conforme a Figura 5, onde o n6 i

conecta os elementos m € n:

)

Xigl

U—cpj dx cpj dx+cp_[

Xi-1 X

i-1 i i+1 i-1 [ i+1

Figura 5 — Fung¢do de interpolagcdo do né i

2.2.2. Calculo das matrizes locais

Para resolver a equagdo € necessdrio calcular os coeficientes das matrizes K e C e os
termos independentes através de integracdo, em nivel de elemento, no interior do dominio e
no seu contorno. Tal integracdo pode ser efetuada diretamente no dominio real do problema,
porém em problemas priticos muitas vezes uma geometria complexa deve ser modelada,
onde, por exemplo, os elementos sdo distorcidos. Por isso, utiliza-se elementos

isoparamétricos, mostrados na Figura 6, nos quais a geometria ¢ mapeada em um sistema
17



local de coordenadas naturais, utilizando as mesmas fungdes de interpolacao da aproximacao.

Estando a solu¢@o aproximada e suas derivadas em fun¢do destas coordenadas, as integrais

podem ser efetuadas facilmente de forma analitica ou numérica.

* » x > ¢
1 L 2 f: -1 f:+l
Figura 6 — Mapeamento linear isoparamétrico
e Funcgdes de interpolagdo lineares:
1 1
N==(1-&  N,=—(1+&) (2.33)
2 2
an, __1 v, _1
dé 2 dé 2
¢ Geometria:
x(&)=Nx, +N x; (2.34)
Substituindo (2.33) em (2.34):
X xj
X(§)=3(1—§)+?(1+§) (2.35)

ﬂ_xj—xi )
dé 2 2

portanto,
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dx="cq¢ (2.36)

dN, dN,dé dN, 2
dx d& dx d& I,

dN; _dN, d§ _dN, 2
dx« d& de  dE I,

Cilculo dos coeficientes K i da matriz local K°do elemento e:

L edN, 2 dN 21
Kl.jz/lxz J.—’——’——edf ,comi=1,...,n,
Jj=1 4

le 1 df df e —1 e
Logo:
1
[ )
K=4|"° °
x _l l (2.37)
le le

Cilculo dos coeficientes C; da matriz C*do elemento e:
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nll

1
!
C,=cp I(INjNiEedfj,comiz1,...,nn
-1

[ t1 1 I ) l
Cy =cp5€Ig(l—é)g(l—é)d&cpg_jl(l—f) dg=cp

-1

I ¢1 1 I l
Co=Cy=cp= | SU=-(+ddg=cpe [a-&a+&ag =cpé

Lk 1 L | L
Cumep [0 O (e =cp [Urbyal =

le le
C'=cp 31 l6 (2.38)

e

6 3

As matrizes locais sdo utilizadas na montagem das matrizes globais (ZIENKIEWICZ

e TAYLOR, 2000) para a formacao do sistema de equagdes (2.32)

Conhecendo-se as condi¢des de contorno e fonte do problema, o mesmo pode entdao

ser resolvido.
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3 - ELEMENTO INFINITO

Existem na literatura diversos tipos de contornos transmissores desenvolvidos para
serem acoplados a problemas de dominio infinito, como por exemplo, problemas de difusio,
percolacdo e propagacdo de ondas. ZHAO er al. (1993a) apresentaram um modelo de

elemento infinito com caracteristicas relevantes, que serd abordado em detalhe neste capitulo.

3.1. O elemento infinito

Um elemento infinito para problemas transientes de transferéncia de calor € construido
a partir da escolha adequada de uma fun¢do de forma para o mesmo, que, neste caso, € uma
fungdo de transferéncia de calor.

Partindo do pressuposto de que a forma geral da fung@o de transferéncia de calor de
um elemento infinito pode ser derivada de alguma solu¢cdo fundamental, um problema de
transferéncia de calor transiente em um meio semi-infinito 1D € utilizado a fim de se obter a
solucdo fundamental relacionada.

A equacdo que governa o problema 1D de condugdo e conveccdo de calor, onde ha

fluxo de fluido na dire¢do positiva do eixo x, é:

ou o’u ou
— =1 ——cpV — 3.1

onde ¢ e p sdo o calor especifico e a densidade do meio, respectivamente, A, € a
condutividade térmica do meio na direcdo x, V, € a velocidade do fluxo de fluido na dire¢ao

x e u é a temperatura relativa do meio.
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A equacgdo (3.1) trata da transferéncia de calor em fluidos, visto que a parcela
referente a conveccao tem relevancia no processo de transferéncia de calor. Contudo, se o
problema analisado for de transferéncia de calor em sélidos, o efeito da convec¢do pode ser
desprezado e, assim, o termo que inclui a velocidade € eliminado da equagao.

A solugdo da equagdo (3.1), para uma temperatura inicial do tipo Delta de Dirac na
origem do sistema global, pode ser expressa por:

—Cp(x—Vxl)z
C Y]
P

unt)= 47A t

(3.2)

Na Figura 7, onde estd representado o elemento infinito em questdo, o n6 1 tem
coordenada global x =x,e coordenada local £=0.J4d o n6 2, definido apenas para expressar
a relacdo entre a direc@o positiva do eixo x e a dire¢do positiva do eixo ¢, tem coordenada
global x=2x, e coordenada local £=1. A temperatura relativa do né 1, para um dado

instante de tempo 7, pode ser expressa como:

p —cp(q-Vit)’
u(x, 1) = Fﬁre 4a (3.3)
1 2
EO—>X I O+—>§ ° Q
Ax

Figura 7 — Elemento infinito transiente

A temperatura relativa em qualquer ponto dentro do elemento infinito, fazendo
x = x, + Axem coordenadas globais, pode ser escrita como:

—cpl A +Ax(2x, -2V, 1)]

u(x, +Ax,1) = u(x,,t)e 4 (3.4)
22




Nota-se que &=Ax para o elemento infinito 1D e com isso, a funcdo de

transferéncia de calor pode ser expressa por:

—cplE?+2£(x -V, )]

F (& n=e (3.5)
Assim sendo, no interior do elemento infinito, o campo de temperatura relativa pode
Ser escrito como:
u(&,t)=uF, (&,t)=uN, (3.6)
onde u; € a temperatura relativa nodal do elemento infinito, u € a temperatura relativa dentro
do elemento e N; é a fun¢do de forma do elemento infinito que, para problemas 1D, é
idéntica a func¢do de transferéncia de calor do mesmo.
Nas figuras 8 a 13, estd representada a distribuicdo da fun¢do de transferéncia de
calor do elemento infinito para diversos casos, onde se assume que ndo hé fluxo de fluido,

de modo que V. = 0, e denomina-se k=4 /cp. Observa-se que nio apenas o calor

especifico, a densidade e a condutividade térmica do meio, tém considerdvel influéncia na
funcdo de transferéncia de calor do elemento, mas também o instante de tempo na andlise. A
consideragdo do efeito da varidvel tempo € responsdvel por formar as caracteristicas do

presente elemento infinito.
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et = 20 dias

=== t =50 dias

= == t =100 dias
= . =t =200 dias
= ot =500 dias

100 150
€(m)

Figura 8 - Distribuicao da fungdo de transferéncia de calor do elemento para x;, =30 m e

x=1m’/dia

et = 20 dias

=== t=50dias
= = t=100 dias
= . «t=200dias
==« t =500 dias

100 150
§(m)

Figura 9 - Distribui¢ao da fungio de transferéncia de calor do elemento para x, =40 m e

x=1m?/dia
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et = 20 dias

=== t=50dias

== == t =100 dias
= . =t=200 dias
=« t =500 dias

100 150
€(m)

Figura 10 - Distribuicio da fun¢do de transferéncia de calor do elemento para x, =30 m e

k=2 m*/dia

et = 20 dias

=== t=50dias

= = t =100 dias
= « =t=200dias
== ot =500 dias

100 150
§(m)

Figura 11 - Distribuicdo da fungdo de transferéncia de calor do elemento para x, =40 m e

k=2 m?/dia
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—t = 20 dias

=== t=50dias
= == t =100 dias
= « =t=200 dias

‘\ —— - t=500 dias

100 150
€(m)

Figura 12 - Distribui¢do da funcdo de transferéncia de calor do elemento para x;, =30 m e

x=3m’/dia

e t = 20 dias

=== t =50 dias

== == t =100 dias
= . =t=200dias
=== ot =500 dias

. ~ .
~ —
. = : — . ]
100 150
§€(m)

Figura 13 - Distribui¢ao da funcao de transferéncia de calor do elemento para x, =40 m e

k=3 m?/dia
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Através do método dos elementos finitos, a equacdo (3.1) pode ser discretizada e as
matrizes de propriedade para ambos os elementos, finitos e infinitos, podem ser obtidas.
Para os elementos finitos, serdo obtidas conforme visto no capitulo anterior. J4 as matrizes

de propriedades para o elemento infinito 1D podem ser obtidas como se segue:

ON, oN,
K, =2 j (a—xl a—xljds (3.7)
H, = (VXNI% s (3.8)
. ox
C, =cp j (N,N,)ds (3.9)

onde K;;, H;; e C;; sd@o as matrizes de propriedade do elemento infinito, denominadas,
respectivamente, matriz de condu¢do, matriz de conveccao e matriz de capacidade térmica; e
s € o comprimento do elemento.

Tais matrizes se degeneram em numeros reais, uma vez que apenas o né 1 e a fungdo
de transferéncia de calor do elemento sdo usadas para descrever o campo de temperatura
relativa no interior do elemento infinito.

As equacoes (3.7) a (3.9) sdo resolvidas por meio da seguinte relacdo de mapeamento

entre os sistemas de coordenadas global e local:

x=(1-Ex +&x, =x, +(x,—x)& (3.10)
Portanto:
ds =dx=(x,—x,)d¢ (3.11)

ON, _ON, 9§ __ 1 0N,
ox d& ox  x,—x, 9¢

(3.12)
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Substituindo as equagdes (3.10) a (3.12) nas equagdes (3.7) a (3.9), as matrizes de

propriedades do elemento infinito podem ser reescritas como:

AR
K, <A [N 1j JE (3.13)
! '([( dg 9¢ )x,—x,

H, = ( 1a§jﬂ’§ (3.14)

Cy =cp[(N,N)(x, - x)d& (3.15)

Nota-se que para o elemento infinito transiente 1D apresentado, as equacdes (3.13) a

(3.15) podem ser calculadas analiticamente e os resultados sdo:

K. = |Ph e £+ke*“—£erf(k) (3.16)
H 8¢ 2 2

__ 1y (3.17)

C, =+2cpAte" {g—ge f(k)} (3.18)

onde:

| cp
k=(x, -V 1) |- 3.19
(x,=V.,0) 21 (3.19)

e Kg1, Her e Cgr sdo, respectivamente, os valores numéricos das matrizes de condutividade,

de conveccao e de capacidade térmica do elemento infinito.
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3.2. Implementacao computacional para o problema 1D

7z BN

Nesta secdo € apresentado o desenvolvimento que serve de base a implementacao
computacional do problema de transferéncia de calor 1D num meio sélido (V, =0) semi-

infinito. Tal implementacdo € feita considerando o elemento infinito analisado anteriormente
acoplado ao n¢ final da malha 1D utilizada na discretizacao pelo MEF. Conforme visto no
capitulo anterior, o problema da transferéncia de calor, em sua forma matricial semi-discreta
é:
Ku+Cu=f (3.20)
Como o elemento infinito é acoplado ao ultimo né da malha de discretizacdo e as
matrizes de propriedade do mesmo se degeneram em nimeros reais, sua consideracao € feita
simplesmente somando-se esses valores numéricos aos respectivos coeficientes das matrizes
do MEF, correspondentes a posi¢ao do no final da malha.

A matriz de condutividade global passa a ser:

_Ku K, 0 ]
K, K, Ky

K= Ky, K
i 0 K, +K; |

e a matriz de capacidade térmica global fica:

_Cn G, 0
G, C, Gy
C= G, Cy
0 C,,+Cy |
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A principal mudanga nas matrizes acima € que as mesmas passam a ser dependentes

do tempo, ja que K, e C,, possuem essa caracteristica.

3.2.1. Discretizacao temporal

Sendo a equacdo (3.20) um sistema de equagOes diferenciais ordindrias, qualquer

técnica de diferengas finitas para aproximar a velocidade em termos do deslocamento pode

ser usada.

Admitindo uma varia¢do linear para u, em cada ponto x;, entre f, e t, +Af e uma

aproximacao por diferencgas progressivas, tem-se:

u(x,,t, +6At) = Bu(x,,t. + At) + (1-)u(x,,t,)

i(x;,,t, + 6Ar) :Ai(u(xi,ti + A1) —u(x,1,))
t

Considerando a varidvel u, a cada passo de tempo, na forma vetorial:

u(x,,1,)

u(x,,1,)

u(x;,t;)

u(x,,t,)

e substituindo (3.21) e (3.22) em (3.20), chega-se a:

(eK +iCj Ay = [LC—(I—Q)K} ‘ut(1-6)f+60""f
At At
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Segundo WROBEL (1989), os valores mais comumente adotados para 8 saol/2, 2/3

e 1. Utilizando @ = %, chega-se a:

Lk e)vuc| Lot s Lo 325
2 At At 2 2

que pode ser escrito na forma:

K™*u="R (3.26)

onde:

L (1 1

K=|-K+—C (3.27)
2 At

R=| Lc-1k "‘u+l(”f+"‘+A’f) (3.28)
At 2 2

3.3. Analise do exemplo 1D proposto por ZHAO et al. (1993a)

O algoritmo para o elemento infinito em questdo foi devidamente implementado e o
exemplo para o caso 1D, proposto em (ZHAO e VALLIAPPAN, 1993a), foi analisado. Os
resultados obtidos para este exemplo foram compativeis e muitas vezes até melhores do que
os apresentados por ZHAO et al. (1993a).

O exemplo em questdo trata da andlise de um problema de transferéncia de calor 1D
em um meio sélido semi-infinito constituido de argila. Como mostrado na Figura 14,
supondo que exista uma diferenca de temperatura unitdria em x = 0, o calor se propagard a
partir da fonte até o infinito devido a condugdo. O sistema discretizado é modelado por cinco

elementos finitos e um elemento infinito.
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Figura 14 — Modelo discretizado para o problema de transferéncia de calor 1D

Os seguintes pardmetros da argila sdo usados nesta andlise: ¢ =0,22 kcal/kg°C ,
p=L8 t/m’ e A, =25,92 kcal/m dia°C . Assume-se, também, que nédo ha fluxo de fluido no

meio, por isso, V. =0. A temperatura relativa em x=0 é u, =1°C e o comprimento do

dominio modelado por elementos finitos é de 40 m. O intervalo de tempo escolhido na
andlise é Ar =300 dias. A fim de julgar a eficiéncia do elemento infinito, o problema foi
abordado com as seguintes condigdes:

1) x, =40 m sem o elemento infinito e contorno fixo, ou seja, u =0 emx, ;

e ) . du
2) x, =40 m sem o elemento infinito e contorno livre, ou seja, E =0emuy, ;

3) x, =40 m com o elemento infinito acoplado ao final da malha de elementos finitos.

Os resultados sdo comparados a seguir.

3.3.1. Resultados obtidos

Os gréficos a seguir mostram a distribuicdo da temperatura relativa versus o tempo,

para o problema de transferéncia de calor em questao.
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Temperatura relativa (°C)

Temperatura relativa (°C)

0,8

0,6

0,4

0,2

T T T T 1

3000 6000 9000 12000 15000

Tempo (dias)

—o— Elemento infinito —4— Contorno livre —<— Contorno fixo

Resposta Analitica

Figura 15 — Temperatura relativa em x =10 m para x, =40 m

3000 6000 9000 12000 15000

—o—Elemento Infinito —A— Contorno Livre —%— Contorno Fixo

Tempo (dias)

Resposta Analitica

Figura 16 — Temperatura relativa em x =20 m para x, =40 m
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Figura 17 — Temperatura relativa em x =30 m para x, =40 m
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Figura 18 — Temperatura relativa em x =40 m para x, =40 m
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Analisando tais graficos nota-se que existe uma boa comparagdo da solugdo analitica
(CARSLAW e JAEGER, 1959) com a solu¢do numérica obtida acoplando a malha de
elementos finitos, o elemento infinito de ZHAO et al. (1993a). J4 com o uso dos contornos
artificiais, fixo e livre, a precisdo dos resultados numéricos se torna ruim. Isto se deve as
reflexdes espuirias que ocorrem no contorno artificial, j4 que o campo de temperatura relativa
refletido se propaga a partir deste contorno para o interior do dominio discretizado.

No caso do contorno livre, a onda de calor € refletida com a mesma fase. J4 para o
contorno fixo, a mesma é refletida com fase invertida. Sendo assim, geralmente, a
temperatura do sistema € consideravelmente superestimada quando € usado contorno
artificial livre e subestimada quando se usa contorno artificial fixo. Ou seja, em ambos os
casos, tanto para o contorno artificial fixo quanto para o livre, o dominio a ser discretizado
por elementos finitos deve ser grande o suficiente para evitar reflexdes espurias no contorno
truncado artificialmente. Caso contrdrio, o campo de temperatura relativa refletido interfere
nos resultados numéricos.

Embora um pequeno erro exista entre a solu¢do analitica e a solu¢do numérica
utilizando o elemento infinito de ZHAO et al. (1993a), este erro diminui com o passar do

tempo. Este fendmeno pode ser observado nas figuras 19 a 21. Na Figura 19 estd

representada a temperatura relativa em x =30 m para um intervalo de tempo bem maior

(t=5x10° dias ), onde fica claro o comportamento convergente da resposta. J4 nas figuras
20 e 21, estd mostrada a diferenca absoluta entre a resposta obtida e a analitica, devido ao
uso de diferentes contornos, para um intervalo de tempo ¢ =150.000 dias .

Conclui-se que o emprego do presente elemento € uma maneira eficiente de modelar

o dominio infinito para o problema de transferéncia de calor analisado, j4 que o campo de
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temperatura relativa refletido pode ser bastante diminuido, comparado com o uso dos

contornos artificiais, livre ou fixo.
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Figura 19 — Temperatura relativa em x =30 m para um intervalo de tempo ¢ =5x10° dias
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37



4 - TESTES REALIZADOS

Visando analisar o possivel emprego do elemento infinito em questdo em outros
tipos de problemas de transmissdo de calor por difusdo, sdo feitos aqui alguns testes para
casos com diferentes condi¢des de contorno.

No exemplo do capitulo anterior, a condi¢@o de contorno do problema € uma diferenca
de temperatura unitdria na origem do sistema, o que exige um fluxo de calor positivo e
decrescente com o tempo até a estabilizagdo da temperatura no interior do dominio. Uma
maneira mais adequada de testar o elemento infinito € em um problema onde a injecdo de

calor no meio é varidvel, ora positiva, ora negativa, como por exemplo, para um fluxo

senoidal.

4.1. O problema com um fluxo de calor senoidal como condi¢ao

de contorno

Seja o problema de transferéncia de calor abaixo:

ou o’u
—=K— 4.1
ot ox’ @D
onde K= A ¢ a difusividade térmica, com as seguintes condi¢des de contorno:

cp
u(x)=0em¢=0 4.2)
du
Z(t):sen(a)t—é‘) emx=0 4.3)
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A resposta analitica para o problema 1D de transferéncia de calor por difusdo com
um fluxo senoidal na extremidade esquerda do dominio € dada por (CARSLAW e JAEGER,

1959):

— 1 K —X\/% T \/T 2K oo ) o
u—/l—x\/;e sen(a)t+€—z—x AK “azd (Ku’sene — axcose ) cos (wx)e ™ d u

(4.4)

Conhecendo, entdo, a resposta analitica do problema, foram realizados diversos

testes. Tais testes consideraram a variacdo da discretizacdo da malha de elementos finitos
mediante o aumento ou a diminui¢do da quantidade e do tamanho dos elementos e, ainda, a

variacdo do passo de tempo da discretizagdo temporal (At).

4.2. Simulacoes executadas

Considerando o mesmo problema do capitulo anterior, ou seja, andlise da

transferéncia de calor em um meio sélido semi-infinito constituido de argila, com os

parametros ¢ =0,22 kcal/kg’C , p=L8 t/m’ e A, =25,92 kcal/m dia®’C e adotando

w=0,001s"ee=0 para todos os casos, foram realizados trés testes.

Para cada caso rodado, foram considerados dois passos de tempo, Ar =30 dias e
At =300 dias , sendo que para o primeiro caso, mesmo com uma diferenca pequena, a
resposta se aproximou mais da resposta analitica. Sendo assim, serdo considerados aqui os
testes realizados com Af =30 dias. Todos os testes foram realizados abordando as tré€s

condicdes abaixo:

1) Sem o elemento infinito e contorno fixo, ou seja, u =0 em x; ;
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e . . du
2) Sem o elemento infinito e contorno livre, ou seja, d_ =0emx, ;

X
3) Com o elemento infinito acoplado ao final da malha de elementos finitos.
Como esperado, considerando os contornos artificiais fixo e livre, a resposta obtida
apresentou erros considerdveis, piorando com o passar do tempo. Sendo assim, sdao

mostradas apenas para o Teste 1.

Teste 1: Utilizando a mesma discretizacdo espacial do exemplo 1D apresentado em
(ZHAO e VALLIAPPAN, 1993a), ou seja, L=40m e n,=5, tem-se 0s seguintes

resultados:

5000

Temperatura (°C)

Tempo (dias)

= == Elemento Infinito Contorno Livre ® @ e e Contorno Fixo === Resposta Analitica

Figura 22 — Temperatura em x =10 m para o fluxo senoidal

Para um intervalo de tempo dez vezes maior, considerando apenas o elemento

infinito, visto que os contornos artificiais ndo apresentam bons resultados, tem-se:
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i
VR U

Tempo (dias)

= === Elemento Infinito Resposta Analitica

Figura 23 — Temperatura em x =10 m para o fluxo senoidal e um intervalo de tempo de
t =150.000 dias

Temperatura (°C)
=

Tempo (dias)

=== Elemento Infinito === - Contorno Livre ® e e e Contorno Fixo === Resposta Analitica

Figura 24 — Temperatura em x =20 m para o fluxo senoidal
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Figura 25 — Temperatura em x =20 m para o fluxo senoidal e um intervalo de tempo de
t =150.000 dias
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Figura 26 — Temperatura em x =30 m para o fluxo senoidal
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Figura 27 — Temperatura em x =30 m para o fluxo senoidal e um intervalo de tempo de
t =150.000 dias
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Figura 28 — Temperatura em x =40 m para o fluxo senoidal
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Figura 29 — Temperatura em x =40 m para o fluxo senoidal e um intervalo de tempo de

t =150.000 dias

N

Percebe-se, analisando os gréficos acima, que a resposta piora a medida que se

aproxima da extremidade final do dominio, onde se encontra o elemento infinito, € que neste

ponto a resposta se afasta totalmente da analitica. Isso pode ser explicado pela caracteristica

da funcdo de forma do elemento infinito em questdo. Por se tratar de uma funcdo que

apresenta um decaimento exponencial, a mesma sé agrega a temperatura na extremidade

final da malha (n6 inicial do elemento infinito) um decaimento para o interior do elemento

infinito com este aspecto. Ou seja, a variacdo de temperatura no interior do elemento infinito

ndo se comporta conforme a variacdo de temperatura no restante do dominio.

A resposta para o elemento infinito em x =10 m apresenta um resultado razodvel,

porque este ponto do dominio se encontra bastante afastado da extremidade onde estd o

elemento infinito, ou seja, o efeito que a mudanca na configuragdo da distribuicdo de
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temperatura a partir do elemento infinito provoca no restante do dominio nao influencia

numa escala aprecidvel a temperaturaem x =10 m.

Teste 2: Discretizando mais a malha de elementos finitos, isto é, utilizando agora,
para L =40 m, 40 elementos igualmente espacados, os resultados se mostram melhores.
Junto aos graficos da resposta, sdo mostrados também os gréficos de erro, nos quais pode-se

ver que estes ainda sdo relevantes.
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Figura 30 — Temperatura em x =10 m para o fluxo senoidal e um intervalo de tempo de
t =150.000 dias
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Figura 31 - Erro percentual relativo entre a resposta obtida com o uso do elemento infinito e
a resposta analitica em x =10 m (calculado nos médximos da resposta analitica)
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Figura 32 — Temperatura em x =20 m para o fluxo senoidal e um intervalo de tempo de
t =150.000 dias
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Figura 33 - Erro percentual relativo entre a resposta obtida com o uso do elemento infinito e
a resposta analitica em x =20 m (calculado nos maximos da resposta analitica)
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Figura 34 — Temperatura em x =30 m para o fluxo senoidal e um intervalo de tempo de
t =150.000 dias
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Figura 35 - Erro percentual relativo entre a resposta obtida com o uso do elemento infinito e
a resposta analitica em x =30 m (calculado nos maximos da resposta analitica)
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Figura 36 — Temperatura em x =40 m para o fluxo senoidal e um intervalo de tempo de
t =150.000 dias
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Figura 37 - Erro percentual relativo entre a resposta obtida com o uso do elemento infinito e
a resposta analitica em x =40 m (calculado nos minimos da resposta analitica)
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A fim de facilitar a visualizacdo dos graficos de erros mostrados anteriormente, sao
considerados nos mesmos apenas os erros relativos em pontos particulares ao longo do
tempo. Especificamente, sdo tomados para x=10m, x=20 m e x=30 m erros relativos
nos pontos de mdximo da resposta analitica, onde observam-se as maiores diferencas entre a
mesma e a resposta obtida utilizando o elemento infinito. Seguindo o mesmo critério para
x =40 m, tais erros sdo tomados nos pontos de minimo da resposta analitica.

Como no exemplo anterior, novamente € possivel observar o quanto a resposta se
afasta da analitica a medida que se aproxima do elemento infinito, o que se confirma pelos
graficos de erro. Percebe-se, ainda, que a amplitude do erro aumenta com o aumento de x, ou

seja, quanto mais proximo do elemento infinito, maior o erro.

Teste 3: Comparacao da resposta para um mesmo ponto x do dominio, discretizado
com elementos finitos espagados de metro em metro, com o elemento infinito em diferentes
posi¢des ao longo do mesmo. Os gréificos sdo apresentados para um intervalo de tempo

especifico, de modo a facilitar a visualiza¢do do comportamento de cada resposta.
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Figura 38 — Temperatura em x =10 m para o fluxo senoidal e o elemento infinito em
diferentes posi¢cdes

Temperatura (°C)

Tempo (dias)

=== Elemento Infinito em x=20m == - Elemento Infinito em x=40m

e o o o Elemento Infinito em x=100m

Resposta Analitica

Figura 39 — Temperatura em x =15 mpara o fluxo senoidal e o elemento infinito em
diferentes posi¢oes
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Figura 40 — Temperatura em x =20 m para o fluxo senoidal e o elemento infinito em
diferentes posicdes
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Figura 41 — Temperatura em x =70 m para o fluxo senoidal e o elemento infinito em
x=100 m
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Neste exemplo pode-se notar o quanto a posi¢do do elemento infinito influencia os
resultados. Percebe-se novamente que, para um ponto qualquer do dominio, quanto mais
este estiver afastado do elemento infinito, melhor serd sua resposta. Com o elemento infinito
em x=100 m, as respostas em x=10m, x=15m e x=20 m praticamente coincidem
com a analitica e em x =70 m ainda € bastante proxima a mesma. Isto se deve ao fato, que a
partir de um certo ponto do dominio, a distribuicdo de temperatura passa a ter uma forma
quase exponencial e aproximadamente constante no tempo, como pode ser visto na Figura
42, onde é mostrada a resposta analitica do problema ao longo do dominio. Ou seja, o
comportamento passa a ser similar ao da fun¢ao de forma do elemento infinito. Sendo assim,
esta passa a representar melhor a distribui¢do real de temperatura do problema e a resposta

obtida passa a se aproximar mais da analitica.

12

O\

Temperatura (°C)

Posi¢do dentro do dominio (m)

et = 2490 dias ====1 = 5010 dias t =90000 dias

t =125010 dias ===t = 140010 dias

Figura 42 — Distribui¢do de temperatura ao longo do dominio para o fluxo senoidal
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5 - CONCLUSAO E CONSIDERACOES FINAIS

Conforme observado, o elemento infinito 1D proposto por ZHAO et al. (1993a)
apresenta bons resultados para problemas da transferéncia de calor com comportamento
suave, conforme visto no exemplo analisado onde foi considerada uma diferenca de
temperatura unitdria na origem do sistema. Este exemplo ilustra que o elemento pode ser
utilizado em diversos casos praticos, por vezes encontrados nos campos da engenharia.
Porém, este elemento ndo apresentou a mesma resposta satisfatoria para o problema do fluxo
senoidal estudado. Isto porque, para que se possa considerar corretamente, num dado
instante de tempo, a temperatura em qualquer ponto no interior do elemento infinito, é
necessdrio conhecer e levar em conta todo o histérico de variacdo de temperatura em sua
extremidade.

Em (ZHAO e VALLIAPPAN, 1993a), a funcdo de forma adotada para o elemento
infinito foi:

—cplE+2E(x=V,1)]

Fh, (g,t) —e 44,1

que € apenas uma fun¢do de transferéncia adimensional, por isso funciona somente como um
multiplicador, dando a temperatura relativa no interior do elemento infinito apenas em
relacdo a temperatura relativa nodal do mesmo no tempo atual. Conforme ja mencionado,
sendo esta fun¢do de forma uma fungdo que apresenta um decaimento exponencial, a mesma
s6 agrega a temperatura na extremidade final da malha (né inicial do elemento infinito) um
decaimento para o interior do elemento infinito com este aspecto. No entanto, quando a
temperatura na extremidade do elemento infinito sofre uma variacio arbitrdria no tempo,

como ocorre no exemplo do fluxo senoidal prescrito, a distribui¢do real de temperatura
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relativa no interior deste ndo obedece mais a distribuigdo prevista por F, (£,7). Sendo assim,

a variacdo de temperatura no interior do elemento infinito ndo representa adequadamente a
solucdo do problema, j4 que o histérico de temperaturas no né do elemento infinito
influencia a distribuicdo em seu interior.

O efeito das consideracdes acima pode ser observado nos resultados dos testes
realizados, mostrados no capitulo 4. A ma representacdo da distribui¢cdo de temperaturas no
interior do elemento infinito influencia de modo significativo a resposta do problema, sendo
esta influéncia tanto maior quanto mais proximo a este elemento.

Apesar de o elemento infinito dissipar energia para fora do dominio computacional
em quantidade adequada, conforme observado no exemplo de (ZHAO e VALLIAPPAN,
1993a), o faz de forma incorreta, gerando respostas inadequadas em sua vizinhanca. Ja os
pontos mais afastados desta regido, em problemas difusivos com baixa condutividade
térmica (caso analisado), ndo sdo afetados significativamente, visto que a perturbacdo gerada
pelo elemento infinito, antes que se propague, € dissipada localmente.

A fim de corrigir este problema, € necessario, portanto, adotar uma outra fun¢do de
forma para o elemento infinito, que considere todo o historico da temperatura em sua
extremidade.

Como sugestdo para trabalhos futuros, indica-se o emprego de uma funcio de forma
baseada em superposi¢cdes de respostas a fungdes do tipo Heaviside. Neste caso, a
temperatura relativa na extremidade do elemento infinito, n6é 1 na Figura 43, € considerada
como sendo a superposicdo de viarias funcOes Heaviside, cada uma com diferentes

amplitudes e deslocamentos no tempo, de modo a representar com boa aproximagao
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temporal a curva de variacdo desta temperatura. A Figura 44 ilustra uma situacdo na qual os
deslocamentos no tempo foram adotados como Af =0,1s.

2

1
E°—>X Q 0+—>§ ® Qp
DEAN

A

Figura 43 — Elemento infinito
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Figura 44 — Temperatura na extremidade do elemento tomada como sendo a superposicao de
fun¢des Heaviside.

A resposta individual do sistema a fun¢do Heaviside (CARSLAW e JAEGER, 1959)

¢ dada por:
Hen = 1_%".0)/(2 ﬂ;/(c-p))e*fzdf = erfc[x/(Z At/(cp) )J

A distribuicao total de temperatura relativa no interior do elemento infinito, para o tempo

t = NAt, serd a soma de cada resposta individual:

N-1
T, (x,0) =Y {T,(nA)—T,[(n—1)At]}H[x — x,,1 —nAt]
n=0
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Adotando-se as expressdes acima no desenvolvimento de um novo elemento infinito,
ou seja, com uma nova funcdo de forma, espera-se resultados melhores para um problema

como aquele com um fluxo senoidal como condi¢do de contorno.
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APENDICE A - Deducio da equaciio da difusiio

Neste apéndice sdo deduzidas as equagdes diferenciais que regem o problema da

transferéncia de calor. Para isso, considera-se o corpo sélido tridimensional em equilibrio,

de dominio €2, representando na Figura 45. Neste caso, assume-se como pressuposto que as

particulas materiais do corpo estdo em repouso, ou seja, ndo existe convecgdo e, ainda,

nenhuma mudancga de fase ou no calor latente do material ocorre. Assumindo que 0 mesmo

obedece as Leis de Fourier para a condugdo de calor:

y
ur
X
z
qr
Figura 45 - Corpo submetido a transferéncia de calor

ou Ju ou

=1 —; =A —; =1 —
©ehe DTAY TR,

(A.1)

onde g, g, € g, sdo os fluxos de calor conduzidos por unidade de drea, u € a temperatura do

corpo e A,,A e A sdo as condutividades térmicas correspondentes aos €ixos principais x, y
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e z. Pode-se chegar a equacdo diferencial que governa o problema transiente de difusdo
mediante o equilibrio de fluxo no dominio infinitesimal representado pelo elemento

infinitesimal de lados dx, dy e dz da figura a seguir.

y

%)

qﬁﬁ dy

X dy

e

o

5 d

qg.dx — > — (%ﬁ%jd}c

e

9q
+—=|dz
(qz o q,dy
Figura 46 — Fluxo de calor através do elemento infinitesimal

Para que haja conservacdo de calor € necessdrio o equilibrio de fluxo em cada
subdominio de Q. Ou seja, a diferenca entre os fluxos que entram e os que saem do

elemento infinitesimal, somada a quantidade de calor gerado no mesmo e a parcela referente
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ao fluxo de calor liberado na unidade de tempo devido a mudanca de temperatura, devem se

anular.

dq,
dydz(qx + aaqx dx—qxj+dxdz(qy +%dy—qyj+dxdy[qZ +%dz—qzj+
x

Y dz (A.2)
+qpdxdydz — pcaa—b;dxdydz =0
dq, , 94, dq., ~_ Ou_, (A3)
ox dy 0oz T=F ot |

Onde p € densidade, ¢ € o calor especifico do material e gg € quantidade de calor gerado por

unidade de volume na unidade de tempo.

Levando (A.1) em (A.3), tem-se:

0 ou 0 ou 0 Jou ou
LA PRl P P P ) PP Ad
ax( *axj+ay( y 8yj+az( Zazj”’B " (A
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Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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