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Resumo

Neste trabalho estudamos equagoes que regem escoamentos laminares em meios
porosos granulares (ndo consolidados) sujeitos a um campo de forgas externas.
Numa primeira parte apresentamos os significados fisicos e alguma interpretacao
dos diversos elementos da equacao e uma deducao, em linhas gerais, desta.
Numa segunda parte, conhecendo-se a porosidade do sistema, utilizamos o método
de Faedo-Galerkin em espacos de Sobolev para obter resultados de existéncia de

solugoes fracas.
Palavras-Chaves: equacoes de Navier-Stokes; formulacao variacional; espacos de

Sobolev; meio poroso.
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Abstract

In this work we study equations that describe laminar flow through a rigid
isotropic granular (non consolidated) porous medium subjected to a external force
field.

Firstly we present the meaning of the many phisical terms of the equation and
some interpretation, also a general deduction of this equation is presented.
Secondly, knowing the system porosity and using Faedo-Galerkin method we

obtain results of existence of weak solutions in Sobolev spaces.

Keywords: equations of Navier-Stokes, varying form, Sobolev space, porous me-
dia.



Notacao

Abaixo estao relacionadas algumas das notagoes utilizadas nesta dissertacao.
1. R™, Espago Euclidiano com norma |jz|| = /> ., 2? , e x = (21,22, ..., Tp)
2., um aberto do R"
3. Q, o fecho de Q
4. 012, a fronteira de 2
n
5. A= Z;—;? , 0 operador Laplaciano
i=1
6. V= (i 2 i) = grad , o operador gradiente
: dz1 Ozz) """ Dy ’
7. C%(Q), conjunto das fungoes f : @ — R , k—vezes continuamente dife-
renciaveis em )
8. CF () conjunto das fungdes k vezes continuamente diferencidveis em € com
suporte compacto, isto é, é o conjunto dos campos escalares ¢ € C*(Q) que se

anulam fora de um subconjunto compacto de 2.
9. C*(Q) = ﬂC’k (92), fungoes infinitamente diferencidveis em €2
k=0

10. Cg° (£2) conjunto das fungoes em C* (€2) com suporte compacto, isto ¢é, é o
conjunto dos campos escalares 1 infinitamente diferencidveis definidos em €2 que se
anulam fora de um subconjunto compacto de 2.

11. D(2) ou D (ﬁ), espaco das funcoes C™ em €2 ou respectivamente em € com
divergente nulo

12. D* = (%‘flaa(?él—zl...ax?ﬂ ,onde a = (ag,ay,...,a,) ¢ um multi-indice de ordem
o] = a1 +ag+ ...+ @, com a; €N

13. wu; denota a derivada, no tempo, de u

14. L? () denota o espaco de todas classes de equivaléncia das fungoes men-

suraveis (imagem em R ) cuja p-ésima poténcia do valor absoluto sao integraveis ou
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essencialmente limitadas, para a medida de Lebesgue dx = dz; . ..dx, com a norma

1
il = ([ noPar) L ser <o

ou
[ull ooy = supess |u(z)| =nf{K >0:|u(z)] < K g¢.s.em Q} , quando p = oc.
z€Q

Normalmente denotaremos [|ul| 2y = [lul| pois esta é a norma mais usada no
texto. ( Conforme [1], paginas 22-24). Para fungoes u com valores vetoriais dizemos
que u € (L? ()" quando cada componente de u for uma func¢ao de L? (Q) .

15. (u,v) , produto interno.

16. Sendo A espaco Banach, A’ seu dual, e ¢ € A, indica-se os valores de ¢
num ponto v € A por ¢ (v) = (¢, v)a, 4 , onde (-,-) 4. 4 ¢ uma forma bilinear que
descreve o que se chama de produto de dualidade em A’ x A

17. O espaco de Sobolev de ordem m, p é definido como
u:Q—R:ue LP(Q) tais que g, = D*u € LP () com

WP (Q) = /Q uD = (—1)" /Q 9o, Vo € C5° ()

onde o] <meN, 1<p<oo

Para cada u € WP (Q) define-se a norma

P p

T / S peufdr | = S 1Dl

|| <m la|<m

Quando p = 2, escrevemos H™ (Q) = W™2(Q). Esem =1 e p = 2, tem-se
W () = H(Q) e

3
[ull ) = o] 1wl p2@) + Z

i=1

2

ou
axi

L2(Q)

e em particular, W9 (Q) = L? (Q), conforme [1] pdginas 44-45.
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18. W™ () é o fecho de C§° () em W™P (), ou seja Wy"" (Q2) é um comple-
tamento na norma de W™ (), do espaco de todas fungdes C§° (€2) , com suporte
compacto em ©Q . E quando p = 2, W (Q) = HJ"(Q) , ou em outras pala-
vras, HJ" () é formado tomando-se a uniao de C§° (€2) com todos os limites das

seqiiéncias de Cauchy de C§° (2) quer estes limites estejam ou ndo em C§° () .

19. V = {u e (HY(Q): div u= o}

20.H:{ue(L2(Q))d Cdivu=0 e u-ﬁ‘mEO}

21. A — B denota que o espaco funcional A estd continuamente imerso no

espaco funcional B

22. A <> B denota que o espaco funcional A estd compactamente imerso no
espaco funcional B.

23. C% () = {u € C7(Q) : D*u é limitada em Q para |a| < j € N}, ( cfe [1],
pagina 95).

24. L(E,F) designa o espaco linear de todas transformagoes lineares entre os
espacos lineares F e F' .

25. L (FE, F) designa o espago linear normado de todas transformacoes lineares

limitadas entre os espacos lineares normados F e F' .
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Introducao

As equagoes de fluido em meios porosos podem ser interpretadas como uma
complexificacdo das equagoes de Navier-Stokes onde a porosidade faz o papel de
uma perturbacao nos fluxos incompressiveis. Abordaremos alguns resultados sobre
existéncia e unicidade de solugao para um sistema de equacoes diferenciais parciais
deduzido no artigo de Prieus Du Plessis e Masliyah [15] que modela o fluxo de um

fluido viscoso e incompressivel num meio poroso do tipo granular (nao consolidado).

O estudo destas equagoes relaciona-se com a ocorréncia na natureza de depdsitos
de petréleo que podem eventualmente se encontrar em regioes com um material
poroso do tipo granular (nao consolidado) e de que vérios filtros utilizados em labo-

ratorios e processos industriais sao baseados em materiais porosos deste tipo.

As equagodes a serem estudadas sao as seguintes:

puy + pu -V (%) — pAu+nVp+pF (n)u=png em Qr,
forma divu=0 em Qr (1)
vetorial | o (z,0) = uo(x) , Vo € Q,

u(xz,t)=0 , Vt € (0,T) ,Vx € 0.

ou
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( i
; d o«
J — uAut F - %
patﬂ);u o, g (n)u' = png’,
para i=1,...,d.
forma 4o
_ 2
escalar Ox; 0 em@r ?
i=1

u' (z,0) = uh(z) , Vo €Q,

u' (z,t) =0 , Vte€ (0,T) , Vx € 00.

\

Aqui, sao utilizadas as seguintes notacoes:

e o cilindro Qr = 2 x (0,T) onde Q C RY com d = 2 ou 3, é um dominio
limitado; €2 representa a regiao granular ocupada pelo fluido onde fisicamente

se d4 o escoamento. Denota-se 0f) a fronteira de €.

o u(z,t)= (ul, e ,ud) € R% (d = 2,3 ), denota a velocidade do fluido em um
ponto x = (1, xa,...,xq) € Q, t € [0,T].

e p(z,t) é apressao hidrostatica no ponto x e instante ¢. Por razoes de unicidade,

suporemos que em cada instante de tempo a pressao tem média integral nula,

isto 6, /p (x,t)dx =0,Vt € [0,T]
Q

e ;1 > 0 é uma constante correspondendo a viscosidade do fluido.

e p > (0 ¢é a densidade do fluido, a qual, sem perda de generalidade no caso de
fluidos homogéneos, ao longo de todo este trabalho vamos supor constante e

igual a um.

e n(z,t) € R, éaporosidade do meio poroso granular, isto é, em termos intuiti-
vos é o volume de espaco vazio dividido pelo volume total de uma porcao de 2
na vizinhancga de x. A porosidade assume valores entre zero e um, podendo ter

valores distintos em diferentes pontos do espaco e instantes do tempo. Quando



a porosidade se torna nula, o meio material é puramente sélido e pode assim
ser excluido da regiao de escoamento; quando a porosidade é igual a um em
uma certa subregiao de €2, é porque de fato nesta regiao nao ha material poroso
e sim uma cavidade que permite livre circulacao do fluido. Portanto, podemos

sempre supor 0 < n (x,t) < 1.

e [ representa uma forca de atrito, decorrente da presenca do meio poroso
granular, cuja porosidade é z. Suporemos que F' satisfaz lirr%F (z) =0e
zZ—

lin%F (2) = 0030 que é consistente fisicamente.
VA

e g(x,t) ¢ um campo de forgas externas, o qual é suposto conhecido.

Nas equacgoes acima, em coordenadas cartesianas, temos os operadores

d
Au=(Au',..,Aut) e (u-Vu) =) o
j=1

“woon

( conforme [38], pagina 09). No termo (u - Vu)' o ponto representa o
operador convecgao. O sistema acima (1) é deduzido das equacoes cldssicas
de Navier-Stokes, fazendo-se médias integrais em volumes pequenos, onde as
variaveis u e p sao médias macroscopicas da velocidade e pressao reais das

particulas do fluido. Para maiores detalhes, veja a referéncia [15].

Queremos ressaltar que estas equacoes sao diferentes daquelas que modelam es-
coamentos em meios porosos consolidados, equagoes estas que sao usualmente co-
nhecidas como as equagdes dos meios porosos (“porous media equation”). Estas
ultimas estao associadas a meios porosos consolidados, nos quais a velocidade e a
pressao sao acopladas por uma rela¢do chamada Lei de Darcy (ou suas variantes).

Neste trabalho, estaremos interessados em discutir a existéncia de solugoes do
sistema (1) quando a porosidade do meio granular é conhecida a priori, isto é,
n = n(z,t) é uma fun¢do dada com certas propriedades (veja Teorema 3.4 na pagina
84).

Finalmente, queremos destacar que, como é usual em trabalhos envolvendo esti-
mativas em equacoes diferenciais parciais, também neste trabalho C' denotara uma
constante positiva genérica dependendo somente de €2 e dos dados do problema e que

podera mudar de passo a passo. Somente nos casos em que for necessario distinguir

X1



certas constantes ou tornar mais claro a argumentacao é que utilizaremos outras

letras para denotar constantes.
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Capitulo 1

Preliminares Gerais

Neste capitulo apresenta-se alguns resultados basicos e definigoes utilizados,

geralmente, no estudo de equagoes diferenciais parciais, bem como alguns lemas

importantes para obtermos resultados de existéncia de solugoes fracas.

Lema 1.1 Se a,b € R entao

a? b
b< —+ —
=5ty
Lema 1.2 Sea,b e R, € >0 entao
b2
b <ea®+—
a.b<ea +4€
Lema 1.3 Sejam1<p,q<oo,%+%:1.Sea,b>0€ntdo
P
p q

(1.1)

(1.2)

(1.3)

As demonstracoes dos lemas anteriores podem ser encontradas em [9] e [16].

Observacgao 1.4 Supondo o > 0, com as mesmas hipdteses do lema anterior vale

a desigualdade

a? b?
— 4 a?—
par q

ab <

1

(1.4)



De fato, basta aplicar a desigualdade (1.3) para u,v > 0 e depois fazer u = % e

v = ab.

Defini¢ao 1.5 (de suporte de uma fungdo). O suporte de uma fungao escalar
f definida no espago métrico M, denotado por supp(f) , é o fecho do conjunto
{reM; f(z)#0} . Assim, se f for uma funcdo real com dominio 2 C R”, o
suporte de f é o menor conjunto fechado Ky C Q2 tal que f (x) =0,Vx ¢ K; . Em
outras palavras, o fecho do complementar dos zeros da funcao f é o seu "suporte”,

isto é,

Ky = supp(f) = ({z € @ f(z) #0}) = f~1 ({0})

(Conforme [1], pagina 2; e/ou [17], pagina 147).

Definigao 1.6 Diz-se que um aberto limitado Q C R? | ( d = 2,3), é bem regular,
quando sua fronteira I" for uma variedade indefinidamente diferencidvel de dimensao
d—1, estando 2 localmente de um mesmo lado de I'. ( Ver detalhes em [37], pagina
81).

Observacgao 1.7 Referiremos ao subconjunto do espaco das funcoes C'*° com su-
porte compacto em 2 , denotando-o por C§° (€2), isto é, o conjunto Cg° (2) C C* (Q2)
tem como elementos os campos escalares ¥ infinitamente diferenciaveis que junto
com suas derivadas de todas as ordens, assumem valores nao-nulos apenas em algum

conjunto compacto K C €.

Observacao 1.8 Cy(M) denota a colecao de todas f € C'(M) com suporte supp(f)
compacto.

No espaco euclidiano R", escrevemos
e =(1,0,...,0), ea=1(0,1,...,0),..., e, =(0,...,0,1)
para denotar os vetores da base canonica, e
r=(x1,...,Tn), Y= Y1, Yn) € 2=1(21,...,2n)

indicarao os pontos do espaco.



O operador diferencial

0 :
, (1<i<n)
(91:1-
serd escrito como D;, e se @ = (ay,...,q,) ¢ um multi-indice ( onde os ajs sao

inteiros nao negativos ), D® serd definido como o operador diferenciac¢ao

olel

D*=D . Do =—%
! " oxy ...0x,

, onde o] =a; + ...+ a,.

Para uma fungao escalar f definida em €2 ;| indica-se com

o\ o\ o\ o9 0

Df = — —_— = ., —
/ (8351) <8xn> /., onde (81’]-) 0z 0z
—_———

Qj vezes

com (j=1,...,n)

quando existirem as derivadas parciais explicitadas ( e na ordem indicada) em cada

ponto de €. Assim como por exemplo quando a = (1,0, 1) tem-se

D(l’o’l)f _ 0 ! 0 0 0 ! f . 82f
-\ oxy 0xs 0xs  Oxq013

Caso |o| =0 entao Df = f,isto é, D* é a identidade.
Para inteiros m > 0, C™ (Q2) designara a colegao de todas as fungdes f € C'(2) tais

que D*f € C(Q) para qualquer multi-indice o com |a| < m.

Definicao 1.9 Um espaco vetorial ( = linear) normado é um par (E,|-]|) , onde

E ¢ um espago vetorial sobre um corpo K e ||-|| ¢ uma norma em E.

Definicao 1.10 Sejam X e Y espacos lineares normados e 7' : X — Y uma trans-
formagao linear (ndo distinguiremos entre os simbolos de norma em X e em Y).
Diz-se que T' é uma transformacao linear limitada se existir alguma constante posi-

tiva k tal que, para todo ponto x € X,
T[] < K |||

Neste caso T € L (X,Y) onde L (X,Y) é um subespago de L (X,Y).



Definicao 1.11 Seja E um espaco vetorial normado sobre um corpo K .
(i) Dizemos que um funcional linear 7' : E' — R é continuo se satisfaz

lim 7T (z,) =T (z) quando lim |z, —z| =0

n—oo

(ii) A colegao de todos funcionais lineares T' : E' — R continuos é chamada de espago
dual topoldgico de E que sera denotado por E'. O espaco dual algébrico de E contém
o dual topolégico E'. Como estamos principalmente interessados em anglise, daqui
para frente os termos espaco dual referir-se-a4 ao dual topoldgico.

(iii) O dual topolégico de E se denota por E" e sera denominado de bidual de E.

Lema 1.12 Sejam X e Y espagos normados e T : X — Y wuma transformacao

linear. T € uma transformacao linear limitada se e somente se T for continua.

Para a demonstragao, veja [5] , paginas 183 e 238.

Definigao 1.13 (de espago dual). Seja X um espago normado sobre o corpo K .
O conjunto B (X, K) é chamado de espaco dual de X e serd denotado por X . X
é também chamado de espaco adjunto ou espaco conjugado de X. Os elementos de

’ ~ . . . . . .
X sdo chamados de funcionais lineares limitados definidos em X.

Observagao 1.14 Para transformacoes lineares a limitacao equivale a continui-
dade, via Lema (1.12).

Lema 1.15 Sejam X, Xy subespagos normados de um espago de Banach X , com
X, C Xy . Entio X, C X, .

Demonstracgao. Ora X, = {f:X,—K; f linear e continuo} e
X, = {g: Xy — K ; g linear e continuo}, dai quando se toma g € X, tem-se que
g : Xo — K | linear e continuo, mas como X; C X, também obtém-se que
glx, + X1 — K, linear e continuo, ou seja gly, € X, . Consequentemente vale

dizer que X, C X, .



Observacao 1.16 Dizemos que uma propriedade P vale ” quase sempre” (denotando-
se isto abreviadamente por ¢.s.) se o tinico subconjunto onde P nao vale tem medida

de Lebesgue nula.

Definigao 1.17 (de fungao caracteristica). A funcdo caracteristica X de um con-
junto E C () é definida por

Xp (2) 1,sex el
€Tr) =
v 0,sex ¢ FE

Definicao 1.18 Uma funcao f :  C R* — R é dita mensuravel se pode ser
representada quase sempre como um limite de uma seqiiéncia {¢, } de fungoes escada

que convergem quase sempre em Q.

Definicao 1.19 Um conjunto E limitado, £ C €2, é mensuravel quando sua fungao

caracteristica X for mensurdvel. A medida de E , denotada por u (FE), é definida

por u(FE) = /QXE (r)dz .

Definicao 1.20 Uma fun¢ao mensuravel f : Q@ C R" — R, é dita ser integravel a

Lebesgue sobre um conjunto mensuravel 2 em R" se

[l @lde < o

Observagao 1.21 Sejam B um espaco de Banach com norma denotada por ||.||5 ,
A um conjunto mensuravel em R"™ e f uma funcao arbitraria definida quase sempre
de A em B. Dizemos que f é uma funcao mensuravel integréavel sobre A se e somente

se ||f ()|l ¢ integravel ( a Lebesgue) em A , pois

\ [ < [,

Definicao 1.22 (de espacos L (2)).

LP(Q) = {u: QCR" — R; umensurdvel e |u|’ € L' (Q)}, para 1 < p < oo;

bt



L) ={u:QCR" —R;INe€R,, m({zeQ:|u(z)>A})=0}

sao espacos de Banach, respectivamente com as normas

\wmﬁzLAwwwmr

paral <p<oo e
[ull poo ) = sup ess lu ()] =inf{A>0;, m({z e QCR": |u(x)] >A}) =0}

quando p = oo.

Em particular, para p = 2, tem-se que L? (2) é um espaco de Hilbert com produto

escalar (u,v) = Qu () .v(x)dx.

Definigao 1.23 Sejam —oc0 < a < b < oo. Dizemos que LP (a,b, B) é o espago
vetorial (das classes de equivaléncia) das fungoes f mensurdveis definidas sobre |a, b|
com imagem em B tais que || f(.)||z € L? (a,b). O espago L” (a,b, B) é um espaco

de Banach relacionado com a norma

b :
- {/Hﬂm@ﬁ} s 1<p< oo
; L7 (a,b, B)|| = @

supess [ (DIl e p=o
t€la,b|

Analogamente, se f € L? (¢,d, B) para todos ¢,d com a < ¢ < d < b, entdo escreve-

se f € L} (a,b;B), e, no caso, p = 1, dizemos que f ¢ localmente integrével.

(Conforme [1], pagina 179).

Definicao 1.24 Uma aplicagao f : X — Y de espacos métricos é chamada de ho-
meomorfismo, e os espacos X e Y sdo homeomorfos, se (1°) f é bijetiva, (2°) f é

continua, e (3°) a aplicagao inversa f~! é continua.



Definicao 1.25 Uma aplicagao f : X — Y que transforma cada conjunto aberto
A C X num subconjunto aberto f(A) C Y chama-se uma aplicagdo aberta. Dali,
uma aplicagdo continua aberta bijetiva é um homeomorfismo. (Conforme [44],

pégina 193).

Definicao 1.26 (Imersao Continua). Dizemos que o espago normado X estd imerso
continuamente no espaco normado Y, e indica-se esta imersao por X — Y, contanto

que

(1) X é um subespago vetorial de Y ;

(7i) o operador identidade I definido de X em Y por Iz = x, Vo € X é continuo.

Note que, como I é um operador linear limitado, a condigao (#7) significa que Vo € X
tem-se
lzlly < M-l

para uma certa constante M > 0. Em outras palavras, a imersao (ou inje¢io) de X

em Y é continua quando:

(i) X C Y , ouseja, X é um subespago vetorial de Y ;
(¢7') M > 0 tal que ||z|ly, < M. ||z||y ,Vr e X .

(Conforme [1], pagina 09).

Observagao 1.27 Em certas circunstancias a exigéncia (i) da Defini¢ao 1.26 pode
ser enfraquecida de modo aceitar como ”imersao”certas transformagoes lineares

canodnicas de X em Y . ( Veja [1], pagina 09).

Defini¢ao 1.28 (i) Um subconjunto A de um espago métrico completo M é cha-
mado de pré-compacto (ou relativamente compacto) se seu fecho é compacto, ou
seja, se qualquer seqiiéncia de pontos em A contém uma subseqiiéncia de Cauchy
convergente em M.

(ii) Sejam X e Y espagos normados, e f um operador de X em Y. Diz-se que f
é um operador compacto se f (A) for pré-compacto em Y quando A é limitado em

X , ou seja, para cada seqiiéncia limitada {u},., C X a seqiiéncia {f (uy)}re, €
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pré-compacta em Y .
(iii) Sejam X e Y espacos de Banach. Diz-se que um operador T € L(X,Y) é

compacto se T'(Bg) é relativamente compacto na topologia forte, onde

Bp ={r € X;|jz|| <1}

(Conforme [33], pagina 244; [1], pagina 09; [31], pagina 233; e [9], pagina 89).

Defini¢ao 1.29 (Imersao Compacta) Sejam X e Y espagos de Banach, X C Y .
Diz-se que X é imerso compactamente em Y, se o operador imersao I : X —Y ¢é
compacto, e denota-se isto por X < Y, ou seja, quando a imagem dos limitados de
X, pelo operador I, sao conjuntos relativamente compactos de Y, isto é, conjuntos
cujos fechos sao compactos em Y, ou ainda, quando seqiiéncias limitadas em X sao
levadas por I em seqiiéncias da sua imagem que possuem subseqiiéncias convergen-
tes em Y.

(Conforme [1], pagina 09; ou [16], pagina 239).

Observacao 1.30 Chamamos de espaco pré-hilbertiano um espaco com produto

interno. (Conforme [23], pagina 26).

Defini¢ao 1.31 (de conjunto denso). Um subconjunto S de um espago normado
X é denso em X se, e s6 se, cada x € X ¢ limite de uma seqiiéncia de elementos
de S . (Conforme [1], pdgina 04).

Notagao 1.32 Quando

u:Q CR*— R™

T (up (), ..., Uy (7))

costuma-se, por exemplo, dizer que u € L? (2) subentendo-se que
we (L2 ()" =L*(Q) x - x L*(Q)

isto ¢, que u; () € L*(Q), © = 1,...,m. Além disso, neste caso, ¢ consagrado o



(ab)uso de linguagem dizer que

N[

Jull ey = g [/Zuuz Doy d ]

Logo, como é usual no estudo de equagoes associadas as equagoes de Navier-Stokes,
simplifica-se a notacao de modo que nem sempre distinguiremos notacionalmente
funcoes escalares de fungoes a valores vetoriais a menos que seja preciso para evitar

confusao; em geral a situacao estara clara dependendo do contexto.

Proposicao 1.33 (Desigualdade de Hélder). Sejam u € LP (Q) e v € L1(Q2) onde
QCR", com1<pqg<oo e%—l—% = 1. Entio uwv € L' (Q) e vale a seguinte
desigualdade:

1
[l e < ( / ru<x>\de) - ( / |v<x>\qczx) — Nl oy ol oy = Il - [l

Demonstragao. Veja [9] , pagina 56.

Teorema 1.34 Sejam u(x) e v (x) funcoes reais integrdveis a Lebesque em € C R™.
Entao

a) /Q[Ozu(:v) + pu(x)] de = a/gu(:v)d:v + ﬂ/ﬂv(l‘)dz , para constantes a, 3 € R
w(z)dz < /Q o(x)da

c) se u(x) € limitada inferior e superiormente pelos nimeros m e M, entdo

b) se u(x) < v (x) para quase todo x € S, entao /
Q

mu (2) < /u(az)dm < Mp(Q) , onde p € a medida de Lebesque;

/Qu(:v)dx §/Q|u(:v)|dx

Demonstragao. Ver [36], paginas: 47,49,62 e 79; ou [44], paginas 80-81.

d) |u| também € integrdvel, e



Teorema 1.35 (da convergéncia dominada de Lebesgue).Seja uy, us, ..., uy, ... uma
seqiiéncia de fung¢oes mensurdveis e suponha que ug(x) < v(z) gq.s. para cada k
onde v é uma fungao integravel. Suponha que u(x) = limy_ o ug(x) ¢.s. entdo u é

integrdavel e

/u(x)dx = lim [ ug(x)
Q k—oo Jo
Demonstragao. Ver [36], pagina 69; ou [44], paginas 81-82.

Observacao 1.36 O método de Riesz para definir a integral de Lebesgue é equiva-

lente ao método original de Lebesgue, conforme [36], paginas 86-94.

Proposicao 1.37 (Relacao entre os espagos LP's). Se () < 0o el < q<p< o0,
entdo LP (?) C L1(Q) e existe uma constante C > 0 tal que |[ulloq) < C'llull s
para toda w € LP ().

Demonstragao. Veja [12], paginas 197-198.

Observagao 1.38 (Desigualdade de Cauchy-Buniakovsky-Schwarz). Em qualquer

espaco H com produto interno, o produto interno e a norma satisfazem
[(w, )| < ull lo], Vu,v € H

Para o espago L? (), a desigualdade de Cauchy-Buniakovsky-Schwarz toma a forma

/qudx < (/Q|u(:v)|2dx)%-(/Q|v(x)|2dx)é

Esta expressao é obtida considerando-se a desigualdade mais forte (a desigualdade
de Hoélder(1.33), parap=2=¢q )

/Q\uv\dxg (/Q|u<x)12d;c>é-(/wa)ﬁdx);
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e o Teorema (1.34, item d), a saber:

/ uvdx
Q

< / |luv| dx
Q

(Conforme [12] , pagina 212).

Definicao 1.39 Sejam X e Y espacos de Hilbert tais que
i) XcCY

(ii) existe uma constante C' > 0 tal que
lally < Clizlly . VaeX

isto é, a associacao I : X — Y é continua, ( por isto pode-se dizer que X esta
imerso continuamente em Y'); e se além disso,

(iii) se X também for denso em Y, X estd imerso densamente em Y. A corres-
pondéncia x = Iz dos elementos de X em Y ¢é referida como uma injecao densa e
continua de X em Y. (Cfe [42], pagina 100).

Notagao 1.40 Dado um espaco vetorial normado X e o seu dual X' = £ (X,K),

(onde K pode ser R ou C), define-se produto de dualidade como o funcional bilinear
/ def
XXXg(f7v>—>f('U):<f7U>X'7X€K

pois pela definicao de adi¢ao de fungoes o produto de dualidade é linear em relacao a
primeira variavel, e considerando-se a linearidade dos funcionais f também é linear
com relacao a segunda variavel, ou seja é linear em relacao a cada uma das variaveis
separadamente e tem imagem em K com a propriedade segundo a qual para cada
escalar fixo em K, e uma vez fixado um dos argumentos no produto de dualidade
resultard numa forma linear em relacao ao outro argumento, e vice-versa. O simbolo
(-,-) pode ser encarado como uma aplicacdo bilinear de X' x X em K . (Cfe [41],

pagina 189).

Proposicao 1.41 Sejam V e H espacos de Hilbert tais que V — H densamente .

Entido H — V' densamente.

Demonstragao. Veja [4], paginas 48-49.
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Teorema 1.42 (Representacio de Riesz-Frechet). Seja X um espaco de Hilbert e
f X — R um funcional linear continuo, ou seja f € X', entio existe um tdnico

elemento y € X tal que
(frz)=(y,x) , VeeX

onde (-,-) € o produto escalar em X . Além disso se verifica ||y|lx = || fll x

Demonstragao. Veja [9], pagina 81.
|

Observacao 1.43 (i) Sejam E um espaco normado e o dual topolégico de E', ou

seja o bidual E”. Considere-se a transformacao

J:E—E"

v— I, : E - R
le B — L) :=1{)

Repare que I, é um funcional linear, e como vale dizer que
1L, (D] = |to] < ([l [[v]l
dai decorre a continuidade de I, . Além disso,
Hollgr < lvllg , YoekE

A aplicacdo J é uma isometria entre £ e um subespaco de E”, usualmente de-
nominada de identifica¢io (injegdo) candnica, pois sendo uma aplicagdo sobre um
subespaco de E”, e como muitas vezes J (E) é identificado com E , (a menos de
uma isometria), e neste caso £ é considerado como um subespaco de E" por um
abuso de linguagem, visto que J é de fato uma R—transformagao linear injetora tal
que

E~J(E)CE,

12



(conforme [11], pagina 293).

(ii) Em particular quando existe um outro espaco A de Banach tal que E' = A entdo
E C E// _ Al.

(iii) Quando o operador J é sobrejetor, os espagos E e E" séo reflexivos. (Conforme
[9], pdginas 39 e 43; ou [43], paginas 213-214; ou [39], pdgina 92).

Observagao 1.44 Identifica-se (> (Q))/ ~ [2(Q) , (conforme [1], pagina 39; ou
[9], pdginas 61 e 81-82).

Observacao 1.45 Se f é um funcional linear continuo com dominio num espaco de

Hilbert X, usa-se a seguinte notacao para seu valor num ponto v € X :

f)=(fv)y x » feX eveX (1.5)

Como f é um operador limitado em X, pode-se usar a definicao de norma de ope-

. / !/, .
rador para definir norma dos elementos em X . De fato, como X é munido com a

norma
ve X
v#0
sempre se tem
[(Fo)xr, x| < Il Dol (1.7)

Segundo o Teorema de Representacao de Riesz-Frechet, (Teorema 1.42), para qual-

quer f € X', existe um tnico vy € X tal que

<faU>X', x=(vpv)x , YweEX (1.8)

onde (-, )y é o produto interno em X. Estabelecendo-se de outro modo, existe uma
correspondéncia injetora e sobrejetora dos elementos de X com os elementos de

/ . . A .
X . Se introduzir-se um operador K para descrever esta correspondéncia, pode-se
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escrever

f = KUf (19)
Além disso, também pelo Teorema 1.42, tem-se que ||vs||, = ||f]ly, ou seja K ¢é
uma isometria de X em X '; assim K preserva distancia: [[v; — vyl = |f — gl 5

Dizemos que K ¢ a isometria canonica de X sobre X'. Das relaces (1.8) e (1.9)
tem-se que
(vf,v)y = (Kvp,v) , YoeX (1.10)

3 ’ ’ . . / .
Como também é possivel encontrar um funcional linear Kv € X associado a v,
/ 7’ ’ . .
o espaco dual X também é um espaco com produto interno relativo ao produto

interno
(fag)X’ = (K_lf7 K_lg)X ) vf?.g € X/ (111)

analogamente, a norma

1 llxr =/ (F: Flx (1.12)

¢é exatamente a norma de operador definida na Equagao 1.6. Para ver isto, repare

que fazendo-se f = Kv em 1.6, para um elemento v fixado,

{(fiv)  (Kv,u)  (wo)x \/(va)X — \/(K—lf,K_lf)X = [|fllx

ol olle ol

Agora, como qualquer espaco de Hilbert é reflexivo, temos que

(X/) =X (1.13)

. . . , /
visto que cada elemento v € X gera um funcional linear continuo em E' . Conse-

quentemente em correspondéncia com

ol = s 5 (114
feX X
F#0

E natural identificar-se X com seu dual X "- daf identifica-se K com a aplicacio
identidade. Ou seja, o produto interno (w,v), em X deve ser identificado com a

forma bilinear (f,v) em X' x X. Neste caso o espaco X é chamado de espaco pivo,
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denominacao justificavel pois de sua escolha dependera a possibilidade de estender

o produto interno de modo tnico. (Cfe [42], pagina 101).

Teorema 1.46 Sejam X eY espacos de Hilbert tais que X estd densamente imerso
em Y e denotemos por X' e Y os duais respectivos de X eY. Entao existe uma
aplicacao linear continua 1T de Y em X' tal que II'Y" € denso em X' ; ou seja Y’

7z . !
estd densamente imerso em X .

Demonstracao. Ver [42], paginas 100-101.

Observacao 1.47 Uma aplicacao importante do Teorema 1.46 ¢é quando se iden-

tifica H com seu dual H': isto é, quando se escolhe H como espaco pivé,

/

H=H

E, no caso de admitirmos que V' é um subespaco densamente imerso de H , entao
V C H e tanto V quanto H sdo ( ou podem ser identificados como) subespagos

densamente imersos em H', dai teremos
VcH>H cV (1.15)
Além disso, se R, é um funcional definido diretamente por
R, (w) = (w,v) , Ywe H

isto sugere a descri¢ao da correspondéncia introduzida pelo operador R : H — H'
tal que Rv = R, e dai (Rv,w) = (w,v) descrevendo o produto de dualidade de
H' x H. E como H foi escolhido como pivo, H'identifica-se como um subespaco
de V' e o produto de dualidade de V' x V é identificado com a tnica extensio de
(Ry,w)p y pois assim (R,,w)ys , onde v € V é um elemento fixado, coincide
com (R,,w) sempre que R, € H e w € V. ( Ver [42], pagina 101; [41], pdgina 557;
[4], pagina 49; [9], pagina 82).
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Proposicao 1.48 (Desigualdade de Lyapunov para interpolagdo). Sejam 1 < p <

g<red< <1 com
1A 1=2A

qg D r
Se fe LP(Q)NL" () entao também f € LI(Q) e

1 Loy < 1F N 2oy - 1 iy

obtém-se que + + + = 1.

Demonstragao. Escolhendo-se p; = /\% epy = ﬁ ot

Como

HfHLq(Q) = /Q ‘f (3;)“1 dr = /Q ’f (x)’q+>\qf>\q dr — /Q ‘f (m)‘(l—A)q ) ‘f (m)‘u,)\)q du

e dai, aplicando-se a desigualdade de Holder (1.33) para

u ()] = |f (@) e |v(@)] =|f ()|

tem-se que

ferasz ([ preor”ae) - (f o)
freras< (fis@re dx);l ([rrwpe dx)
/|f W dx < [</ If (2 Ipd:):) rq [(/ o) dx) ](1 Ng

11y < IR - LIS

e agora, extraindo-se a raiz ¢ — ésima resulta

ou seja

1 >\
1F 1| gy < I1F ey - 115
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Proposicao 1.49 ( 2* Desigualdade de interpolag¢io). Sejam 1 < p < g < r ,
1<a<f<y<o00,e0<A<1 com

-=—-+ 1.16

q p r ( )
‘ 1A 1—2

— =24 _ 1.17

B a (L17)
Se

feL(a,b LP(2)NL*(a,b, L™ (Q))
entao
feLP(a,b, L ()

e vale

A (1-))
HfHLﬁ(a,b,Lq(Q)) < ||f||L“/(a,b,LP(Q)) : ||f||La(a,b,L’°(Q))

Demonstragao. Ora,
feL®(a,b, LP(Q)NL (a,b, L™ (Q))

significa que
fila, b — LP () e f:]a,b[— L"(Q)

de modo que é vélido dizer
f@ligap € LX) NL(Q) , com | ()l 1o )nrr) € L (a,b) N LY (a,b)

repare que f (t), junto com a condigao (1.16) satisfaz as hip6teses da proposi¢ao

anterior (1.48) de cuja aplicagdo pode-se concluir

1 Ol oy < IF O ney - IF OIEE) (1.18)

Tomando-se a poténcia ” 3 > 0” em ambos os membros da inequacao (1.18), e desde

que a funcao poténcia é nao—decrescente, pode-se escrever:

A 1-M\)3
1F O < IF @120 - 1 OIS
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a seguir integrando-se em relagao a variavel ¢ no intervalo |a, b[ vem:

b b (1-3)
S Ol de < [ 17 O -1 O d

agora, destacando-se que podemos aplicar a desigualdade de Holder (proposi¢ao

1.33) no segundo membro da desigualdade acima, com pil + piQ = 1, teremos algo do

/\u |dt<(/ (1) |p1dt)p11-(/b|v(t)|p2dt)p12

assim tomando-se |u (t)| = Hf(t)||2f(m e lv(t) = |If(t )HU na desigualdade
[ 15 Oy it <

1 1
\ P1 p1 b 1— /\ P2
e[ ar) " ([ i @] )
ou seja

[0t ([ 1ronme)” - ([ogy=a)” o

observe que para definirmos p; e py pode-se estabelecer que 0 < A < 1, tal que

tipo

acima obtém-se

ABp1 =~
(1.20)
(1=A)Bp2 =«
e
1 _ A8
pt Y
(1.21)
1 _ (1=
p2 (e}
pois
1 1 A 1—-A
o1, 1 2, 0-X8_p, 8
p1 P2 g o SRR Y
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o que equivale a relacao da hipdtese

Agora, substituindo-se as relagoes (1.20) e (1.21) adequadamente em (1.19), vem:

a-ng

b b 28 =
/ ||f<t>||§q(mdts( / ||f(t)||2p(g)dt> (/ 17O dt)

ou

[t ()| (o) ]

extraindo-se a raiz f—ésima em ambos os membros da inequagao acima, (lembrando-

se que a fungao raiz  — ésima é nao-decrescente), segue-se que

([ 1 @l dze)é < [( [ 15 Ol dt)T, K [0l dt);] ‘

ou seja

1 oo oy < 117 apzr@yy - 1S o)

Observacao 1.50 No caso de p,r,a ou 7 ser igual a co, para aplicacao das pro-

posigoes anteriores (1.48) e (1.49) adota-se a convengao usual, ou seja, faz-se = = 0.

Defini¢ao 1.51 ( de derivada parcial fraca (ou distribuicional)). Sejam w (z,t) ,

g (z,t) € LP(Q2) onde 2 C R™. Dizemos que g, ¢ a j-ésima derivada parcial fraca de

u quando
0y o .
u—dr = — g]gpdx‘v’goec Q) ,(j=1,...,n)
o 0z;
Ou de modo mais geral, se « = (ay,...,q,) é um multi-indice ( onde os als sdo

inteiros nao negativos ), diz-se que g é a a — ésima derivada parcial fraca de u
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escrevendo-se D* u = g desde que

/uDagodx = (=1)l /ggpdm Vo e CF° (Q)
Q 0

Se nao existir uma funcao tal como g , entao u nao possui uma o — ésima derivada

parcial no sentido fraco. (Conforme [16], paginas 242-243).

Definicao 1.52 (de espago de Sobolev). O espago das fungoes em LP (§2) cujas
derivadas fracas de ordem menor ou igual a m também pertencem a LP (€2) , onde
m €N, com 1 < p < oo, é o que se chama de um espago de Sobolev, denotado por

WmP (). Usando a notacao de multi-indice para « , denota-se estes espagos por
WmP(Q) ={u: D% € LP(Q);Va tal que |a| < m}

os quais sao espacos de Banach , com a norma definida por

=

lllyomoiey = | 32 1Dl

laj<m

para cadau € W™P(Q) ;sel <p<oo,e

[ullymee oy = sup ess|[ Dl o q
0<al<m

para p = 00.

Notagao 1.53 Em particular W% (Q) = LP (©2). Quando p = 2 ,
W™2(Q) = H™ ()

¢ um espaco de Hilbert com o produto escalar

((u, U))Hm(g) = Z (D%, D*v)

|| <m

(Conforme [1], paginas 44-45; e [46], pagina 04).
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Proposicao 1.54 (Desigualdade de Poincaré-Friedrichs). Seja Q0 um aberto limi-
tado do R™. Se v € H} (Q), entdo

vl (2@ < Ca VUl 12y
onde Cq é uma constante que so depende de §2.

Demonstragao. Veja [37], pagina 91.

Observacao 1.55 O fecho do espago das fungoes C§° (2) em WP (Q) serd deno-
tado por Wi™" (©2). Quando p = 2 escreve-se H" () , e se m = 1 obtém-se o espago

de dimensao infinita H} (). Em H; () podemos utilizar a norma

1
2 2
L2(Q))

e desta forma, teremos que ||-|| Hi(Q) © |||/ r1.() S0 equivalentes devido & desigualdade

ou
axi

d
el sy = (Z

=1

de Poincaré-Friedrichs.

Ora, como (em particular, nesta dissertacao estaremos usando) as normas

2

3
ou
[ull g1 0y = HU||2L2Q +
) ) ; 0zi|l e
e
3 2
ou
U = = [|[Vzu
Il = 3| 2| ;| .y = Vet
repare que se u € H} (), temos
2
||uHH1(Q) -
3 1l ou II?
2 2 2
ol + 3| =l + IVl
i=1 tINL2 ()
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e como pela desigualdade de Poincaré (Proposigao 1.54), vale dizer que
2 2
[ull 2y < IVaullizq)

vem
1

1+ ¢?

2 2 2
”VﬂcU’HLQ(Q) < ||u||H1(Q) < (1 + 62) ||vccu||L2(Q)

ou seja

1
Ve ull 20y < Nl ) < V14 ullgeo

onde a constante ¢ depende apenas de €2 . (Conforme [37], pdgina 92).

Observagao 1.56 Dadod € N, Q C R? | (d = 2, 3), é um conjunto aberto limitado,
com a propriedade de 0N ser suficientemente regular (neste caso, lipschitziana),

consideraremos os seguintes espacos funcionais:
VY= {u = (... uf) € (O ()" divu = o}

V= {u: (ul,...,ud) € (Hol (Q))d cdive = O}

ondecadaui:Q—>R,(i:1,...,d)edivu:%—i—...%—%.Oespag:odualde‘/
1 T4

denota-se por V.

H:{u:(ul,...,ud) c (L2(Q))d:divu50 e u-ﬁ’agEO}

H* = {u: (ul,...,ud) € (L2 (Q))d :u = Vp para algum p € H' (Q)}

Aqui, H* denota o ortogonal de H no sentido de (L2 (Q2))” : nas expressdes acima,
divu =0 e Vp sao entendidas no sentido de distribuicoes; w - N| = 0 denota o
trago normal de u sobre 02 (conforme notacao usada em [46], nasagé,ginas 13-16),
onde w - J_\f‘ ¢ a derivada de v na direcao do vetor unitario normal N externo a

o0
012 calculada nos pontos da fronteira 0S2.

Definicao 1.57 Dados 1 < p < oo, T > 0 e um espaco de Banach B, com norma
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denotada por ||.|| 5, define-se

1manm:{wmjpwiéﬂm@%ﬁ<m}

Definigao 1.58 (Convergéncia em espacos de Banach). Dado B um espago de

Banach, X € B e (X,,) C B uma seqiiéncia, dizemos que:

(1) X, converge para X se X, converge para X na norma de B

( ou converge fortemente) quando n — oo ;

(i1) X, converge fraco para X se Vf € B’ tem-se f (X,,) — f(X)

quando n — oo , cuja notagao é X,, — X ;

(731) X, converge fraco™ para X se e s6 se para um outro espago de Banach A ,
e tal que o seu dual A" = B, tivermos que Va € A, {(a, X,,) — (a, X)

quando n — oo , cuja notagao é X, - X

ou equivalentemente

sendo A um espaco de Banach e o seu dual A" = B
X, —~XseeséseVae A, X, (a) — X(a)

n—oo

(Conforme [31] , paginas 99 e 106 ; ou [5], paginas 44, 231 e 248).

Definicao 1.59 Um "setor conico” I' em R™ é a intersecgao de uma bola com um

cone a partir do seu centro:
F={y| y=x+t(; 0<t<p; (€0}

onde o é um subconjunto relativamente aberto da esfera unitaria em R"”. Chamamos
x de vértice e p de raio de I'. O angulo sélido w de ' é a "drea”( medida (n —
1)—dimensional) de o. Um conjunto aberto €2 C R"™ tem a propriedade do cone ( ou
satisfaz 4 condigao do cone) se existirem numeros positivos p,w tais que qualquer
x € § é vértice de um setor conico I' C €2 de raio p e angulo solido w, isto é, quando
qualquer que seja o ponto = € € tomado como vértice de um cone I',(x) com raio
fixo p, se pode orientar este cone I',(z) de modo que todos seu pontos estejam em

Q.
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Teorema 1.60 (Imersdo de Sobolev). Sejam 2 C R™, satisfazendo a propriedade

do cone, onde j,m sao inteiros nao negativos e p € R, 1 < p < oo. Entdo:

1. Se mp < n com p < ¢ < 2 entao WP (Q) — W1 (Q) e, portanto,

n—mp

WItmP (Q) s L1(Q)

2. Se mp = n entao WITm? (Q) — W4 (Q) com p < q < oo e, portanto,
WItmP (Q) < LY(Q) com p < q < 0.

Porém, se p = 1 entao m = n, e neste caso a imersao anterior vale até ¢ = oo
e mais ainda

Witml(Q) — C4(Q).

3. Se mp > n entao
WItme (Q) — €4 (Q).

Demonstracao. Veja [1], pagina 97.

|
Definicao 1.61 Se1 <p<n
* np
Pt =
n—p
é o conjugado de Sobolev de p.
Observacgao 1.62 Note que # = % — % , se p* > p.

Definigao 1.63 (Constante de imers@o). Uma imersao da forma
WmP(Q) — X

onde X ¢é um espaco de Banach de fungoes definidas sobre €2 | é valida para um
conjunto ) que possui a propriedade do cone, s6 quando existe uma constante de

imersao associada a W™P () — X, isto é, pode-se escolher uma constante K tal
que a desigualdade

Jullx < K. ||u||Wm7P(Q)
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¢ satisfeita para todos elementos u € WP (Q), e a escolha de K depende apenas
de €2 , da dimensao n e dos diversos parametros do cone C que sao invariantes sob

movimentos rigidos de C. (Conforme [1], pagina 97).

Observagao 1.64 (i) Repare quando Q C R™, com n < 3, e como H} () ¢ o fecho
de Cg° (Q) em H' (), ou seja,

H (Q) ¢ HY(Q) = W™ (Q)

onde m =1, p=2. Resulta da aplicagao do teorema (1.60) que H} (2) — L ()

pois
3-2
n—mp 3—1-2

(ii) Em geral, se Q C R? | d = 2,3 é um conjunto aberto e regular, conforme [46]

das paginas 159 a 161, tem-se:

1°) d=2= H}(Q) — L1(Q) , para 1<q< oo, istoé, parau € H}(Q)
tem-se [l ey < C- IVl

2°) d=3= H}(Q)— L°(Q) , isto é, para u € H} (), tem-se [ull o) < C- IVl
3°) se Q C R? for limitado entao H} ()N L4 (Q) = H} (Q) parad=2,3

visto que L® () C L? () pela proposigao (1.37).

Teorema 1.65 (Rellich-Kondrachov) Suponhamos que Q@ C R™ ,aberto, limitado e

de classe C'. Entao,

1. se p <n , tem-se que

WP (Q) < L1(Q) Vg € [1,p"]

3=

onde L =1
P p
2. se p=n, tem-se que

WP (Q) < L1(Q),Vq € [1, +00]
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3. se p > n , tem-se que
W (Q) < C (Q).

Demonstragao. Veja [9], pagina 169.
|

O seguinte resultado de compacidade é o bem conhecido Lema de Aubin-Lions

(referéncias: [46] , pagina 271; ou [34], pagina 57).

Lema 1.66 Sejam X, X, e Xy trés espagos de Banach tais que Xg C X C Xj,
com imersoes continuas, X; reflexivo para 1 = 0,1 e a imersao Xg — X compacta.
Sejam T > 0 um numero real fizo, e a, oy dois numeros reais tais que a; > 1, para

1 =0,1. Entao o espago

d
A= {U € Lo (O,T,Xo),vl = d_;) € L™ (O,T,Xl)}

equipado com a norma

loll, = HUHLao(o,T,XO) + ||U,||La1(0,T,X1)

a qual o torna um espago de Banach, estd imerso compactamente em L% (0,7, X) .

Demonstragao. Veja [46], paginas 271-273.
|

Definicao 1.67 Sejam X e Y dois espagos normados e tais que existe um operador
linear injetor L aplicando X em L (X) C Y | neste caso diz-se que L é um isomor-
fismo de X com imagem em Y. Se L for injetor e sobrejetor os dois espagos sao ditos

isomorficos. (Cfe [5], pagina 5).

Observacao 1.68 Sejam X e Y dois espacos normados e tais que existe um opera-
dor linear injetor L aplicando X sobre Y , com a propriedade || L (z)||,, = ||z|| y para
todo z € X, entao L é chamado de um isomorfismo isométrico entre X e Y, e X e
Y sao ditos isometricamente isomorfos, o que é denotado por X =2 Y. Tais espagos
muitas vezes sao identificados pois tém estruturas idénticas e diferem apenas pela

natureza de seus elementos. ( Cfe [1], pdgina 04).
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Passemos agora a recordar certos resultados que sao importantes na teoria classica
das equagoes de Navier-Stokes, e que também nos serao fundamentais. Inicialmente

temos o seguinte resultado classico de De Rham:

Proposicao 1.69 Seja Q C RY, (d = 2,3 ), um aberto e f = {fi, fa, ..., fa}, com
fie D' (Q),i=1,...,d. Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que f = Vp para

alguma p em D' (Q), € que
(fiv) =0, Yo e C® ()

com divv =0, onde D' () € o conjunto das distribui¢ées definidas em ).

Demonstragao. Ver proposi¢ao 1.1 em [46], pdgina 14.

Além disso, vale a seguinte:

Proposigao 1.70 Seja Q C RY, (d = 2,3), um aberto limitado com fronteira Lips-
chitz.

1. Se uma distribuigao p tem todas suas primeiras derivadas D’p em L%(f), entao
p € L*(Q) e vale
||p||L2(Q)/R <C ||VP||L2(Q) :

2. Se uma distribuigao p tem todas suas primeiras derivadas D'p em H (),
entao p € L*(Q) e vale

121l 220)r < CIVDI g-10) -

Em ambos os casos, se {2 é um aberto qualquer, entao p € L2 ().

Notagao 1.71 Relativa a proposi¢ao (1.70) tem-se que :

L*(Q)/R = {pGLQ(Q):/

Q

p(z)dr = 0}
Demonstragao. (da proposi¢ao 1.70) Ver proposigao 1.2 em [46], paginas 14-15.
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Observagao 1.72 Denota-se por Wi™* () ao fecho de C§° (2) no espago W57 (Q)
(s > 0). Para s < 0 define-se

W (@) = [y (Q)}/ , % +]§ _1

Note que os espagos W*P (2) com s < 0 sao duais dos espagos que tém C§° (€2) como
subconjuntos densos, dai eles sao espacos de distribui¢oes sobre ). Em particular

pode-se dizer que
(Hy' () = (W2 (Q) =W (Q)=H'(Q)
( Conforme [1], pagina 206).

Observacao 1.73 O item 2 da Proposi¢ao (1.70) implica que o operador gradiente
V é um isomorfimo de L?(©)/R em sua imagem Im (V) C (H~!(Q2))" . De fato, o

operador
V:LAQ)/R—Im(V)C (H(Q)"
pr+—— Vp
é injetivo, pois
p1# p2= Vp1 # Vpy

senao teriamos
Vp1 = Vps < V (p1 — p2) =0 < pp,pa € mesma classe de L2(Q)/]R

Lembrando-se que como 2 é limitado tem-se
12(0)/R = {pe 2@, [ p)de = o},
Q

isto é, este conjunto é isomérfico ao subespaco AL de L%(Q) ortogonal ao conjunto

A das funcgoes constantes, pois para ¢ € R, tem-se que

(c,p):/Qc.p(x)dx:c/gp(x)dx:()
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onde
At = {peL*Q): (f,p)=0,Vf e A}

Além disso, se considerarmos que
Y (a, 8) € R,V (ap1 + Bp2) = aVp1 + 3V,

vale dizer que V também é linear. Logo, até aqui temos que V é uma bijecao linear
com relacdo a sua prépria imagem Im (V) , e por isso, sabe-se que existe a aplicagao

inversa V~! dada por
V1 V(LAQ)/R)Cc HYQ) — L*(Q)/R
f=V7(f)=p

e de acordo com o item 2 da proposicao (1.70) acima, para p € L*(Q)/R com
Vp=f e H Q) tem-se que

HpHLQ(Q)/R <c HVPHH—l(Q)

ou seja
V-1 (f)HLQ(Q)/R <c ”fHH*l(Q)

conclui-se que V! é um operador limitado, e consequentemente pelo lema (1.12)
também é continuo. Assim, pelo corolario 11.6 da pégina 19 de [9], temos que a

aplicacao V também ¢ continua, e dai
V é um isomorfismo de L*(Q2) /R em V (L*(Q)/R) € H'(Q)

isto ¢, na imagem da aplicagao V em H (), conforme defini¢ao (1.67) acima.
Afirmacao 1. L*(©2)/R é um conjunto fechado.

Repare que se tomarmos qualquer seqiiéncia (p,) em L%*(Q2)/R tal que p, LQ_((>2 : g
teremos que

(Pn,c) =0 , YeeR
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mas como
0= lim (pn, ¢ " <limpn,c> =(g,c) , VceRege L*(Q)/R

onde (¥) se refere a continuidade do produto interno pela aplicagao do lema 3.2-2
da pégina 138 de [29]. Logo L*(2)/R é um conjunto fechado.
Além disso, consideremos a

Afirmacao 2:
h, € Im (V) ,h, = he€ H'(Q) = hecIm(V)
De fato, suponhamos que
ho =V (pn) ,pn € L*(Q)/R

Ora h,, é de Cauchy em H~! () , segue-se que (p,) é de Cauchy em L?(Q)/R, pelo
item 2 da proposigao (1.70), daf existe f € L*(Q2)/ R tal que p, — f. Mas como o

operador V é continuo tem-se que
h, =V (p,) = h=Vf

consequentemente h € Im (L?(2)/R). Portanto, a imagem deste operador linear V

é fechada.

Lema 1.74 Sejam m € N e
v:QCR"” —-R™

um campo vetorial e

p:QCR™ =R

um campo escalar de classe C* (Q), k > 1, entdo vale dizer que
div (pv) = pdive +v - Vp

Demonstracao. Ver [35], pagina 232.
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Proposicao 1.75 ( Teorema de Gauss-Green ou da Divergéncia em espagos de So-
bolev). Sejam P,Q, R fungioes de H' () num dominio reqular Q C R?® que se situa

do mesmo lado de sua fronteira 0S2. Entao

oP 0Q OR B
/Q($+6—y+§)dV—/é)Q[PN$+QNy+RNZ]dS

onde N ¢ o vetor normal esterior a 9Q e N =(Nz, Ny, N,). E se

F(p)=(P(2,y,2),Q (v,y,2), R(z,y,2)), p=(r,9,2) €Q

podemos escrever o resultado acima na forma vetorial

/divfdvz/ ?-WdS:/ F . ds
Q o0 o0

Demonstragao. Ver [28], paginas 101-103.

Proposigao 1.76 (Identidades de Green em espacos de Sobolev). Seja Q C R4
, (d = 2,3 ), um dominio regular onde vale o Teorema da Divergéncia e sejam

o, € H*(Q) , onde a_?_\f ¢ a derwada direcional na diregao da normal unitdria

—)
externa N | entao valem as sequintes identidades :

/(¢A<p+w V) dr = wa—ﬁdsm (1.22)
Q oo ON

( € deduzida quando aplicado ao campo vetorial F = V1) ); e

0o 81/1)
/Qw p—pAyY)dx /m (waN s (1.23)

( € deduzida quando aplicado aos campos vetoriais F = oV e G =1¢YV).

Demonstracao. Ver [28], pagina 103.
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Observacao 1.77 A proposicao 1.76 anterior vale para funcoes vetoriais da seguinte

forma: sejam

80:“017"'7%0”) e¢:(¢17"‘7¢n>7n€N

entao

/v¢-v¢dx=—/¢-A¢dx+ v 9243,
Q Q o0 ON

onde o ponto ”-"denota o produto interno canonico em R" e convencionando-se as

notacoes

VY Vo= Vi Vo

=1

A@'@b:ZA%'%’

=1

repare que para cada componente ¢ tem-se

/ Vi Veide = = / Vi Dpidr + | i a—ﬁde
. @ o  ON

dai somando-se em 1

i ar = — i Apid i ——=dS;
/Q;V@/J V;dx /Q;w @ ZB—l-/(?Q;Q/J N

obtém-se

)
/w-vgpdz:—/w-agpdwr o 22ds,
0 0 Q0 ON

Observacgao 1.78 Para definir um operador adjunto 7" de T considera-se inicial-
mente um operador linear e limitado 7" : X — Y, onde X e Y sao espacos normados.
A seguir, toma-se qualquer funcional linear limitado g definido em Y | isto é, g estd
definido para qualquer y € Y. Fazendo-se y = Tx obtém-se um funcional definido

em X, digamos f tal que
f(x)=9g(Tz) ,com ze€X (1.24)

Note que f € linear, pois g e T sao lineares. Além disso, f é limitado visto que pela
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definicao de norma de uma aplicacao linear continua tem-se

[f @) = g (T)| < gl T[]l < gl - NTII- ||

Dai, tomando-se o supremo sobre todos os z € X , com |z|| < 1, obtemos a

desigualdade
LA < {lglf - [177] (1.25)

o que mostra que f € X', onde X' é o espaco dual de X conforme definicio em
(1.13). Por hipétese, g € Y. Logo, para a varidvel g € Y, a férmula (1.24) define
um operador de Y em X', o qual é chamado de operador adjunto de 7' e é denotado
por T*. Conseqiientemente tem-se que
xLy
. (1.26)
X/ <T_ Y/

Repare que T* é um operador definido em Y, enquanto que o operador T, dado

originalmente, foi definido em X. (Cfe [29], paginas 231-232 ). Isto motiva a seguinte

Definigao 1.79 (Operador Adjunto). Seja T': X — Y um operador linear e limi-
tado, onde X e Y sao espacos normados. Entdao o operador adjunto 7% : Y — X'
de T' é definido por

f@)=(T"g)(2) =g(Tz) ., (feX)e(geY)

onde X' e Y’ sdo os espacos duais de X e Y, respectivamente. (Cfe [29], pagina
232).

Proposicao 1.80 (Norma do operador Adjunto). O operador adjunto T* da de-
fini¢ao (1.79) € linear e limitado, e

17| = (17l

Demonstragao. Veja [29], pdginas 232-234.
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Definicao 1.81 Seja T': E — E um operador linear limitado, onde E é um espaco

de Hilbert. Diz-se que T é auto-adjunto se T* =T , isto é,
(Tu,v) = (u, Tv) , Yu,ve E
(Conforme [9], pagina 96 ).

Definigao 1.82 (de espago separavel). Diz-se que um espago métrico E é separdvel

se existe um subconjunto D C E enumeravel e denso.

Proposicao 1.83 Seja E um espaco métrico separdvel e seja F' um subespago fe-

chado de E . Entao F também € separdvel.

Demonstragao. (i) Caso F' seja enumerdvel, isto €, equipotente a algum sub-
conjunto de N* | e como por hipotese vale dizer que qualquer ponto x € F ¢é limite

de uma seqiiéncia de pontos (x,), oy de F , entdo

x, T, € F = U {zn},en=F

Tn—TEF

ou seja o proprio conjunto I € denso em si mesmo, seque-se que F € separdvel.
(ii) Caso F seja ndo enumerdvel tem-se que F # () <= Ju € F . Considere
(Un),eny Uma seqiiéncia enumerdvel e densa em £, que possui uma subseqiiéncia

Up, — U, Visto que uw € F C E. Seja (ry,),,cy Uma seqgiiéncia de nimeros reais

k

positivos com 7, — 0.
Afirmagao 01. 3(m,n) € N x N tal que

B (un;rm) ard 7é 0.
De fato, se o contrario fosse verdade, entao teriamos
V(m,n) ENXN= B (up;r,) NF =10 (1.27)

Ora, como u,, — u, tem-se que Vm € N*,3ky € N tal que

1
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e além disso

1 1
uGB(u;—) §B<unk;—>
3m m

B(unk;i)ﬂF%@
m

o que contradiz (1.27), quando se toma n = ny e r, = % . Assim, a afirmacao 01 é

logo

verdadeira. Repare que X = {u,}, .y ¢ um subconjunto enumerdvel e denso de E,

dai J = X x N é enumerdvel. Para cada par (u,;m) € J tal que

FNB (unk,i) £,
m

usando-se a afirmacao 01, pode-se escolher um elemento de FFN B (un; #) Estes
elementos assim selecionados formam um subconjunto Y enumeravel de F' .
Afirmagao 02. Y ¢é denso em F' .
Seja u € F''. Dado € > 0, escolhem-se m € N tal que m > (%) e um elemento
U, € X tal que

Jum, =l < =
Ora, como

uEB(unk;i>ﬂF7ﬁ®
m

podemos dizer pela afirmagao 01 que F'N B (un; %) contém um elemento a,,,,, € Y
. Logo,

2
Hunk — Qmsmy, H < Hunk - u” + ”u — Qmyny, H < E <€

Como e foi escolhido arbitrario, isto mostra que Y é denso em F' . Logo, a afirmagcao
02 é verdadeira. Portanto, obtemos que Y é um subconjunto enumeravel e denso

em F' | o que significa ( por definigdo) que F' é separdvel.

Proposicao 1.84 L7 (Q) é separdvel para 1 < p < oo .

Demonstragao. Veja [9], pagina 62.
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Observacgao 1.85 L? () é separdvel decorre da proposi¢ao anterior quando p = 2.

Proposicao 1.86 W™? (Q) € separdvel para 1 < p < oo .

Demonstragao. Veja [1], pagina 47.

Observagao 1.87 Quando m = 1lep =2, W™ (Q) = H' (Q) é separavel como

decorréncia da proposicao anterior. O fecho de C§° (2) em

H'(Q) = {u : D € (L? (Q))d :Va tal que [of < 1} -

_ {u Vo € C5° (Q),3ga € (L (Q))d, tal que /ﬂuD"‘qb = (=) /an¢ }

é denotado por Wy (Q) ou por H} (). Como H{ (Q) € H'(Q) , e sendo H' (Q)
separdvel conclui-se que pela proposigao (1.83 ) que H{ (£2) também é separavel.

Além disso, repare que sendo
V={ueH;(Q):divu=0} C Hj(Q),
segue-se pelo mesmo argumento que V' é separavel.

Teorema 1.88 (da base). Seja {e,: o € A} um sistema ortonormal de um espago
E pré-hilbertiano, onde A é um conjunto de indices. Sao equivalentes as proprieda-

des enumeradas a sequir:

1. Para todo x € E.temos v = 5 Tala, [isto €a familia (xaeq), e 0 € sOmdvel

acA
tem por soma x).

2. Para quaisquer xz,y € E, temos (z|y) = Zxay_a (identidade de Parseval).
acA

3. Para todo = € E,temos que ||z||> = Z \zo|*  (igualdade de Bessel).
acA
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4. O conjunto das combinacgoes lineares finitas dos eq, € A € denso em E, isto

¢, dados x € E e € > 0,existe uma combinacao Z)\aea linear finita tal que
acl

< €.

T — Z)\aea

aeF

5. Todo funcional linear continuo f : . — C que € nulo sobre todos os e, € A,

é identicamente nulo.

Demonstragao. (do teorema da base). Veja [23] , pagina 39.

Defini¢ao 1.89 (de base de um espago vetorial). Um conjunto linearmente inde-
pendentes de vetores com a propriedade de que qualquer vetor pode ser expresso
como combinagao linear de algum subconjunto é chamado de base para o espaco

vetorial. ( Veja [5], pdgina 4 ; e/ou [11], pagina 268).

Definigao 1.90 (de base hilbertiana). Se um sistema {e, : o € A} ortonormal sa-
tisfaz as propriedades equivalentes de 1) a 5) do teorema (1.88), dizemos que ele é
um sistema ortonormal completo ou uma base hilbertiana ( ou, simplesmente base

— ndo confundir com “base algébrica”!), de E. ( Veja [23] , pdginas 38-39 ).

Observacao 1.91 Assim em outras palavras, dizemos que uma base hilbertiana
é qualquer sucessao (e;) de elementos de E tais que: (e;,e;) = §;; = (delta de
Kronecker) e o espago vetorial gerado pelos (e;) seja denso em F . Logo, qualquer

x € F pode ser escrito como
e.9] o0
r= Z (z,e,) e, com |z|* = Z (z, en)|”
n=1 n=1

e ser denso em F significa que existe uma seqiiéncia de elementos do subespaco

gerado por {e, : @ € A} que converge para x .

Observacao 1.92 Uma base algébrica em um espacgo vetorial V' é um conjunto de
vetores B ={ b; : i € I } ,(onde I um conjunto de indices), linearmente independen-

tes tais que span (B) =V e tais que qualquer vetor u € V' pode ser escrito de modo
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inico como uma combinagao linear finita de elementos de B. (Veja [9], pagina 86;
ou [11], pagina 256).

Observagao 1.93 Note que uma combinagao linear é sempre uma soma finita,
o que significa que mesmo quando existe um numero infinito de vetores na base,
nunca poderemos expressar um vetor como soma infinita _ a questao é que as somas
infinitas nao tém significado a nao ser que se introduza a nocao de “limite de uma
seqiiéncia de vetores”. ( Repare que, em virtude da definicao de combinagcao linear,
na definicdo de base algébrica nao é permitido trabalhar-se com somas infinitas).
(Veja [5], pagina 04; ou [11], paginas 255-256 e 268).

Teorema 1.94 Sejam A um espaco de Hilbert separdvel e T : A — A um operador
linear compacto e autoadjunto, entao A admite uma base hilbertiana formada por

autovetores de T'.

Demonstragao. Veja [9], pagina 97.

Observagao 1.95 Denotaremos por P a projecao ortogonal de L? (2) em H.

Lema 1.96 O operador
~PA:VNH*(Q)— H

define em V. C H um operador simétrico, definido positivo, com operador inverso
(=PA)Y ' H — H compacto.

Demonstragao. Veja [2], pagina 08.
|

Proposigao 1.97 O operador —P/A  possui uma sequéncia de autovalores A\; > 0
;A< A <L A — 00 e as correspondentes autofungoes (e;);cy formam um

conjunto ortonormal completo em H .

Demonstragao. Veja [2], pagina 12.
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Proposicao 1.98 A seqiiéncia das funcgoes (\@) forma um conjunto ortonormal

completo em V', e para cada f € V' a sequéncia (P;f) converge para f em V.

Demonstragao. Veja [2], pagina 14.

Observagao 1.99 Considerando-se
V= {u e (H Q)" divu= 0} c (H ()"

e pela aplicagdo da proposicao (1.83), juntamente com a observagao (1.91) pode-se
tomar (v;),.y C V' como uma base de V' e com a qual se pode construir o subespaco
m-dimensional V,,, = [v1,...,v,] C V, onde v; (i =1,...,m) sdo as m's primeiras
fungoes da base de V. Se além disso (v;),.y C V' for uma base constituida pelos
autovetores do operador —P/A\, (veja proposi¢ao (1.98)), entdo também serd a base
espectral que é hilbertiana, ortonormal tanto em V' quanto em L? () com a devida

adaptagao tendo em vista as proposi¢oes anteriores (1.97) e (1.98). Observe que

(0.0]
dado v = Zaiv,- , com «; € R, o operador definido por
i=1

P, : (HL (Q)" = V,, C (H} ()"

v— P, (v) = Z%‘Uz‘
i=1
¢é autoadjunto. De fato,
Vu,v € (H, (Q))d, U= Zﬁivi ,e v= Z%Uz‘ , com (a3 3;) € R?
i=1 i=1

tem-se que

(u; P (v)) = <Zﬁivi§ Zaivi> = Zaiﬁi = <Zﬁwi; Zaivi> = (P (u);v)

Observagao 1.100 Para estudar a existéncia de solu¢ao do problema (1) via método

de Faedo-Galerkin, iremos considerar um problema variacional associado e a partir
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deste, considera-se um problema aproximado ambientado num espaco m—dimensional,

onde construir-se-ao as solugoes aproximadas
m
U (2,8) =D Cim () i (1)
i=1

do problema (1) , pertencentes ao subespago
(U1, U] =V, CV

onde (v;),cy € V¢ a base espectral hilbertiana ortonormal tanto em V' quanto
em L?(Q) constituida pelos autovetores do operador —PA referido na proposigao
(1.97). Obtém-se os coeficientes ¢; ,, (f) pela utilizagdo de um teorema de existéncia
de solucao para um sistema de equacoes diferenciais ordindarias, e com isto entao
a existéncia de "solugoes aproximadas” u,, ; a seguir considerar-se-a a passagem
ao limite na dimensao m. Como veremos esta passagem ao limite ocorre no caso
nao-linear, por isso precisaremos de algumas propriedades de convergéncia forte de

sequéncia e estas serao obtidas pelos métodos de compacidade.

Observagao 1.101 (Forma Trilinear b). Na formulagao variacional (3.6, pagina
75) do problema dado em (1, pdgina ix), onde u € V', e com v, w € H} (), aparece

a seguinte forma trilinear dada por:
L ovi
b(u,v,w) = / u' —w!dx (1.28)
ngz—:l Oz;

(conforme [46], paginas 161-162,), para a qual apresentaremos algumas propriedades

uteis para estabelecer um teorema de existéncia de solucgao.

Lema 1.102 . Sejam d = 2,3 ¢ Q C R? qualquer conjunto aberto, limitado e
reqular, e sejam uw € V., v € H} () . Entdo, b(u,v,v) = 0. Além disso, para
uw €V, eparav,w e Hj (Q), tem-se que

b(u,v,w) = —b(u,w,v).
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Demonstragao. Seguiremos os passos da demonstracao do Lema 1.1 da pagina
163 da referéncia [46]. Para mostrar que b (u, v,v) = 0, basta verificar esta igualdade
para v € V, (pois Hj () é o fecho de C§° () em

Wt (Q) = H' (Q),
ou seja, o fecho das fungoes que estao em C§° (§2) e que possuem divergente nulo), e
veCF(Q)

Ora, usando-se (1.28) tem-se

(u, v, ) /Zu zﬂd:c_/z 0% (1.29)

7]7

e quando tomamos

i-ésima posigao

e se aplicarmos o teorema da divergéncia (1.75),

/divfﬁdm :/ W - ndS,
0 o0

paracada j =1,...,3 ter-se-a

i(vj)Q i
E - 8x dx = [ u's5mn dS, =0 (1.30)
i oN

».]_

pois no segundo membro da equagao (1.30) tem-se que u’ e v/ anulam-se na fronteira

08Q2. Por outro lado, no primeiro membro da equagao (1.30), usando a regra da

41



derivada de um produto pode-se escrever

ﬁ
Py N ) PR AT

ou seja
o) i
/ui-—dm: —1/M . (vj)gdx
Q ox; 2 )q Ox;
para cada j = 1,...,3. Agora, somando-se em 7 e j , vem:

3 0 <(vj)2) 3 .
. 2 1 0 (u') N\ 2
5 fe——2d :——g — (V)" d 1.31
< /Qu gu 2“/93% (v) de (131)
1,5=1 i,5=1

a troca de ordem em (1.31) entre os simbolos Y e [ é possivel, pois trata-se de

uma soma finita, dai o primeiro membro de (1.31) pode ser escrito como

3 ) ; ()
;/Quwdm/ﬂ ;U# dz (1.32)

Logo, considerando-se as equagoes (1.30) , (1.31) e (1.32), pode-se reescrever a

equagao (1.29) também como

b(u,v,v) = —%/QZ (UJ)Q Zaa(;{)dx (1.33)

ou seja,
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pois u € V. Portanto,
b(u,v,v) =0 (1.34)

Além disso, considerando a linearidade de b, tem-se que

0

b(u,v+w,v+w)=>b(u,v,v+w)+b(u,w,v+w)
=b(u,v,v) +b(u,v,w)+b(u,w,v) + b (u, w,w)
0=>b(u,v,v)+b(u,v,w)+b(u,w,v)+b(uw w)

e tendo em vista (1.34), mutatis mutantes, tem-se que b (u,v,v) = 0 = b (u, w,w),
conseqiientemente

b(u,v,w) = —b(u,w,v) (1.35)

Lema 1.103 Seja Q C RY, d = 2,3 um conjunto aberto, limitado e reqular. Sejam

U (2,1) = ch,m () v; ()

J=1

tal que (v;),cy CV , onde os coeficientes ¢, (t) , (j = 1,...,m) sao fungoes reais

do tipo Cjpm [0, [ = R, e
n:Qr=02x(0,T)—=R
¢ uma funcao satisfazendo
0<ng<n(z,t)<1,V(xt)€Qr

com

Vn e L?(0,T,L>(Q)).

Entao,



Demonstragao. Basta verificar que u,, e “* satisfazem as hip6teses do Lema

1.102 anterior. Vamos mostrar que
U € (HY ()1 (1.36)

Ora, se

onde (v;),cy C V, logo

A prova de
e (H ()" (1.37)

segue do fato que
um € (HY ()" N L2 ()

e como n =mn(z,t) com 0 <ny<n <1 tem-se que

m ||? 1 ;
Q n no Jo -
E além disto, vale a afirmacao:

se n =n(z,t), n€C' (Q) eu, € (Hy (Q))d entao V (u?m) e (L? (Q))d

Ora, se

n n

v (“—’“) e (X Q) eV (“—m> € 12 (Q)

e considerando que

o (Um)_ (0 (tm). 0 (Un) O (un
n/) \oxy\n ) dza\n ) 0xs\ n

i 8u2"n — gt on i
o [u, _ 0w mow; l@um B iuz on
n n? n dr; n? "Oox;

onde
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para j = 1,2, 3, segue que

v up,\ _ 1 (Ouy, Ouy, Ouj, on On 0n
n ) n\oxr 0Oxy Oxs axl amg 013

- V() -2

n m n?

notando-se que

u’ 2 1 ) 1 2
/ \Y <—m) dr = / —V (uy,) — u,—Vn|| dx
Q n Qlln n
1 1 ?
< 2/ —V (ul,)|| dx+ 2/ Uy, —5-Vn|| do <
Qlln Q n

1 2 1 4 2
<2 —. ||V (& d 2 ——. |jut .V dr <
— /Q(no)2 || (um)H T+ /Q(no)4 Hum nH T =

1l dx—l— /|um\ dx/|Vn| da

€ como

2 @- 2 Z.
Y O e+ gt Iy 17 ) <

tem-se que

\Y (%) € L*(Q)

v (“—m> e (22 ()°

n

para j = 1,2, 3 ou seja

por conseguinte
e (W (@) = (H' ()"

Agora, repare que a porosidade n (z,t) do meio poroso granular satisfaz
0<ng<n(zt)<1,V(xt)€qQr
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€ como
m

U (2,8) = ) Cim () v; (2)

=1

onde (v;),cy C V é tal que

m

Vi (2)]o0 = 0= wp (2,1)]5g = Zci,m (t)-0=0

=1

logo
O | P
n(z,t) [5q n(z,1)]5q
portanto
U,

e (Hy ()4, vt € [0,T]

Consequentemente isto mostra que u = u,, € V, e v = = € (H; (Q))d, 0 que

permite chegar ao resultado desejado aplicando-se o Lema 1.102 anterior.

Observacgoes.

(i) Cg° (£2) é o conjunto das fungdes em C'* (£2) com suporte compacto, isto é,

Cy (Q) ={feC™(Q);3K; C Q tal que Ky = supp(f) }

(ii) Considerando-se que (H!'(2),d) é um espago métrico nao vazio, o fecho do
conjunto C§° (2) € H () em H' () é o conjunto X = H} (Q) das fungoes
de M = H' () que sao “aderentes” a X = C§° (), isto é,

fEH(Q) CH (Q) <= Ve>0, B(f;e)NC(Q) #0.

(iii) Seja (M, d) um espago métrico nao vazio. O fecho de um conjunto X C M em

M é o conjunto X dos pontos de M que sao aderentes a X , isto é,
a€X CM<«=Ve>0,B(a;e)NX #0

46



(iv) X = W™ (Q) é o fecho de X = C°(Q) em M = W™P (). Em particular,
WP (Q) = HJ* (Q) quando p = 2.

Teorema 1.104 .(Carathéodory). Seja f definida numa vizinhanga
R={(z,t) eR"Y [z —¢| <o, |t —7| < B}

de um ponto fizo (£,7) € R (d = 2,3 ), com a e 3 mimeros reais positivos.
Suponha que f é mensurdvel em t para cada x fizado, continua em x para cada t
fixado. Se existir uma fun¢ao m integrdvel a Lebesque no intervalo |t — 7| < [ tal

que
[f (@) <m(t),(z,t) € R

Entao existe uma solugao ¢ da equagao dada por
' = f(x,1)

a menos de um conjunto de medida nula em algum intervalolt — 7| < B, <§ > 0) ,
satisfazendo ¢ (1) =& .
Demonstragao. Ver [13], pagina 43, teorema 1.1 do capitulo 2.

Lema 1.105 (Gronwall). Seja f (t) uma func¢ao absolutamente continua, nio ne-

gativa em [0,T],que satisfaz, para quase todo t, a sequinte desigualdade diferencial

’

f@)y<o).f{t)+¢ (@)

onde ¢ (t) e 1 (t) sdo fungoes integraveis, nao negativas em [0,T]. Entao:

s <o ([s6as) [ro+ [veal

para todo 0 <t <T. E, em particular, se

entao f (t) =0, ¥Vt € [0,T].
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Demonstracao. Veja [16], paginas 556-557.
|

Uma generalizacao do resultado acima é o seguinte lema, onde uma versao pode

ser encontrada em [21], na péagina 656.

Lema 1.106 (Gronwall_3) Sejam ® (t),V (t), e f(t) funcdes reais suaves ndo ne-
gativas, definidas para todo t € [0,T] onde T > 0. Suponhamos que M > 0, e

que

{ () + V() <g(®(@),t)+ f(t), parate|0,T] (1.38)

d(0) =9,
com
g:[0,M] x[0,T] = R
(&1 — g(&1)

¢ uma fung¢ao continua e nao negativa satisfazendo

9(6,t) =g (&, )| SC @) -6 =& e g(0,t) =0 (1.39)

onde C (t) € uma fungao ndo negativa satisfazendo

/OTC(t)dt<oo.

Entao vale

B (1) < F(t) = {exp < /0 ‘o drﬂ - {cp (0) + /0 s ds} (1.40)

para t € [0, T]. Além disso também, se g for nao decrescente na primeira varidvel,

entao
/ U(s)ds < F (1) (1.41)

onde

F(t):<1>0+/0 G (F (s),5) + f ()] ds (1.42)
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Demonstragao. Como ¥ é uma funcao nao negativa, da primeira equacao de
(1.38) vem:
(1) <g(@(t), 1)+ f(t) (1.43)

Considerando-se que o conjunto supp(®) é mensuravel pois é um conjunto fechado

( conforme [44], pdgina 59, teorema 12), observe que para r, s € supp(®) tem-se que

iz (e ([ 550)) -

@' () exp <_ / E(i(—()))d) ()L [exp (_ /:ﬁ(cfb <<7;>),7~> d)}

mas Ccomo
a ~ [Ca@m.n _ _ [aem.n _ [aem.n
(o (= g2 ) ) = (- [ sy & (- [ s

(004 ([T,

&l

onde

ou seja
i (g _[Taewn g\ = (@ (s)— 5(D _ [Taeon
| @ (s)exp C r (®°(s) =G (D (s),5)) exp . 0 4
(1.44)
a inequacao (1.43) permite dizer que
'(s) =g (P(s),s) < [ (s) (1.45)

assim considerando-se (1.45), a partir de (1.44) obtemos a seguinte inequagao
d G(P(r),r) /s§(¢> (r),r)
— | — | ————=d < — | ————=d 1.4
ds( (S)GXp( /0 oy 7)) =T ) ey ) (40
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que ao se integrar de 0 até t , vem:
t/\
® (t) exp (—/ %dr) - (0) <
0
t s
< / (f (s) exp (—/ —9(2((’;))”") dr)) ds
0 0

s/otf (s) ds

B (1) exp <—/0t%(:))’r)dr) < 3(0) +/0tf(s) ds

0 que equivale a

B (1) < exp ( /O t%dr) (cp (0) + /0 e ds) (1.47)

Lembrando-se que conforme hipdtese (1.39) tem-se que g = g (&, t) é uma fungao

ou seja

lipschitziana na variavel ¢ para t fixado, assim considerando-se &; > 0 e fazendo-se

& =0, teremos

0601 ¢ o

porém sendo g nao negativa , isto equivale dizer

/g\(flv t)
&

< C(t) (1.48)
Substituindo-se (1.48) em (1.47) para majorar, tem-se que

B (1) < F(t) = exp < /0 tC’(r)dr) - (cp (0) + /0 ) ds) (1.49)

donde
@ () < exp (IC0s0ry) (€O + 1 lLr0r) (1.50)

para t € supp(®). Repare que para t ¢ supp(®P), isto é, quando t é tal que ¢ (¢) =0

a inequacao (1.50) também vale. E além disso, se g for ndo-decrescente na primeira
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variavel, visto que por (1.49 ) tem-se que

e observando-se (1.38) e

)+ () <g(®(@),

(1) < F(t)=g(2(t),1)

t)+f (@)

<g(F(t),t)

(1.51) pode-se escrever

<G, )+ (1)

e ao integrar-se a desigualdade dada em (1.52) tem-se

K@@@+AE@@§
gfﬂﬁ%@%+/v@m§/

e como P (t)

além disso também

tem-se

vt e [0,T]

@@_@@+AEU@</

, onde
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e U (t) sd@o nao-negativas, e valendo a hipdtese (1.51) vem:

ds—l—/f

(1.51)

(1.52)

(1.53)

(1.54)



Capitulo 2

Equacoes de Fluido Aplicadas em

Meios Porosos

2.1 Introducao

Neste capitulo introduz-se alguns topicos padroes da mecanica dos fluidos. Os
fenomenos relacionados as particulas refletem-se nas propriedades observaveis e
mensuraveis da matéria gracas ao emaranhamento que ocorre entre os niveis mi-
CroscoOpPicos € macroscopicos.

Interessa-nos discutir a existéncia de solucoes do sistema

(
puy + pu -V (%) — pAu+nVp+ uF (n)u = png em Qr,

divu=0 em Qrp 2.1)

u(x,0) =up(xz) , Yo e Q,

u(x,t)=0 , Vt € (0,T) ,Vx € o0N.

\

na situacao na qual a porosidade do meio granular é conhecida a priori, assim iremos
apenas fazer um esbogo das idéias fisicas subjacentes para obter o modelo descrito
em (2.1).

Por meio poroso entenderemos como sendo um material consistindo de uma
matriz sélida com vazios interconectados. A matriz sélida pode ser rigida ou sofrer

pequenas deformagdes. A interconexao dos vazios ( poros) permite o fluxo de um
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ou mais fluidos através do material. Na situa¢ao mais simples (com uma unica fase
fluida) os vazios estao saturados sé por um fluido. No fluxo de duas fases, um liquido

e um gas compartilham o mesmo espaco vazio.

Num meio poroso natural a distribuicao dos poros em relacao a forma e ao tama-
nho ¢ irregular. Exemplos de meios naturais sao praias de areia, arenitos, calcérios,
pao de centeio, madeiras, e o pulmdo humano. Na escala dos poros ( isto é, na
escala microscépica) as quantidades de escoamento ( velocidade, pressao, etc) sao
evidentemente irregulares. Mas em experimentos tipicos, as quantidades de inte-
resse sao medidas através de areas que atravessam muitos poros, e tais quantidades
(macroscopicas) espacialmente avaliadas variam de uma maneira regular em relagao

a0 espaco e ao tempo, dai serem acessiveis para o tratamento teorico.

A abordagem sera feita segundo a hip6tese do meio continuo fisico, assim o meio
poroso real multifasico é substituido por um meio continuo ficticio: uma substancia
sem estrutura, no qual a qualquer ponto pode-se associar varidveis cinematicas,
dinamicas e parametros que sao fungoes continuas das coordenadas espaciais do
ponto e do tempo. Na mecanica do continuo supoe-se que se pode associar uma
particula de matéria a cada ponto da regiao do espago ocupada pelo corpo, e associar
quantidades de campo tais como densidade, velocidade, e etc, a estas particulas.
Justifica-se este procedimento porque estende até certo grau as teorias da mecanica
estatistica dos gases, liquidos e sdlidos, mas principalmente por depender do seu
sucesso em descrever e prever o comportamento mecanico do material como um
todo. (Cfe [45], pagina 02).

Tratar de escoamento através de uma estrutura porosa é essencialmente uma
questao de distancia — a distancia entre processo solucionador do problema e a es-
trutura real do escoamento. Quando a distancia é pequena, o observador apenas vé
um ou dois canais, ou uma ou duas cavidades abertas ou fechadas. Neste caso é
possivel usar a mecanica dos fluidos convencional para descrever o que ocorre num
ponto qualquer do espaco ocupado pelo fluido ou pelo sélido. Quando a distancia
¢ grande tal que existem muitos canais e cavidades no campo de visao da solugao
do problema, as complexidades dos caminhos do escoamento fogem da abordagem
convencional. Neste limite, as medidas globais e médias volumétricas (por exem-
plo, permeabilidade, condutividade, etc.) sao tteis para descrever o escoamento

e simplificar sua descricao. Como os engenheiros tentam modelar os meios poro-
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sos na escala decrescente dos poros, o problema tende a ficar entre os extremos
considerados acima. Nesta faixa intermedidria, o desafio nao é apenas descrever
rigorosamente a estrutura dos poros mas também otimizar os elementos de esco-
amento que os compoem. As estruturas de escoamento resultantes sao os meios
porosos projetados.

A maneira usual para deduzir as leis que governam as varidveis macroscopicas
é comecar com as equacoes padroes obedecidas pelos fluidos e obter as equagoes
macroscopicas avaliando-se estas varidveis através de médias sobre os volumes e
areas contidos nos muitos caminhos formados pelos poros. H&a dois modos de se
calcular a média: o estatistico e o espacial. Na abordagem espacial a varidvel
macroscépica define-se como uma média adequada sobre um volume elementar re-
presentativo (VER) suficientemente grande. Esta operagao produz o valor daquela
variavel no centréide do VER. Admite-se que o resultado independe do tamanho do
VER. A escala do comprimento do VER é muito maior do que a escala dos poros,
mas consideravelmente menor do que a escala de comprimento aplicada ao dominio
do escoamento macroscépico. Na abordagem estatistica a média é tomada sobre um
conjunto de possiveis estruturas porosas que sejam macroscopicamente equivalen-
tes. Uma dificuldade que surge é que normalmente a informacao estatistica sobre o
conjunto tem que ser baseada num inico exemplo, e isto sé é possivel se admitirmos
que ha homogeneidade estatistica.

Se estivermos interessados apenas em deduzir as relacoes existentes entre as quan-
tidades médias espaciais, e nao em suas flutuacoes, os resultados obtidos usando-se
qualquer uma dessas abordagens serao os mesmos. Logo, nesta situagao, pode-se
bem usar a abordagem mais simples, a saber, a baseada sobre os VER.

As varidveis e parametros do continuo ficticio, avaliados sobre um VER, permi-
tem descrever o fluxo, e outros fenomenos dentro de um dominio do meio poroso,
através de equacoes diferenciais parciais. Tais equacoes descrevem o que acontece
em cada ponto no espago fisico e a cada instante fisico de tempo.(Cfe [6], paginas
24-25).

Observacao 2.1 Numa camada porosa, um canal ou tubo com paredes rigidas im-
permeaveis geralmente tem um aumento da porosidade a medida que se proxima das
paredes, porque as particulas solidas sao incapazes de se acomodar eficientemente

como em qualquer outro lugar diferente por causa da presenca das paredes. Experi-
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mentos mostram que a porosidade é uma funcao oscilante amortecida da distancia
as paredes, variando de um valor proximo da unidade na parede para um valor
maior que zero no interior do nucleo distante cinco diametros das paredes. Como
conseqiiéncia a velocidade do escoamento paralelo a parede cresce & medida que
se aproxima da parede, atingindo um valor maximo antes da parede para entao se

reduzir a zero ( para satisfazer a condigdo de nao deslizamento).

2.2 Conceitos Basicos

2.2.1 Sobre a Descricao do Movimento do Fluido

Dado um sistema retangular de coordenadas cartesianas com origem O e uma
base de vetores ¢€;, todos movimentos serao movimentos relativos a este sistema fixo
de referéncia, a menos que se estabeleca diferente. O tempo ¢ medido a partir do
tempo de referéncia fixado ¢t = 0. Supoe-se que em ¢t = 0 uma regiao fixada do
espaco 2y C R3, que pode ser finita ou infinita em extensao, é ocupada por matéria
continuamente distribuida; isto ¢, supoe-se que cada ponto X = (X!, X2 X3) € Q
¢ ocupado por uma particula de matéria. O material dentro de €}y forma um corpo
que é denotado por B. Assim, em outras palavras, diz-se que o vetor-posicao X,
relativo a O, é um rétulo de um ponto tipico de Q. Entdo as componentes X* de
X, no sistema de coordenadas escolhido, sao as coordenadas da posicao ocupada
por uma particula de B em ¢t = 0. Cada ponto da regiao €}y corresponde a uma
particula do corpo B , e B é o conjunto de todas estas particulas. O conjunto das
posigoes das particulas de B num dado tempo ¢ especifico é o que se chama de uma
configuracao de B. A configuracao de B no tempo de referéncia t = 0, é o que se
chama de configuracao de referéncia, enquanto que sua configuragao no tempo t é a
sua configuracao atual em t.

O conjunto de coordenadas (X', X2, X3) ou, o vetor posicao X, referido a eixos
cartesianos fixos, de um ponto de {2y determina univocamente uma particula do
corpo B e o préprio ponto X pode ser considerado como um rétulo pelo qual a
particula pode ser identificada a qualquer instante de tempo. Frequentemente nos
referiremos a esta particula como sendo a particula X. Ao se escolher €); , nao

se esta restringindo-se apenas a esta configuracao ocupada pelo corpo no seu atual

95



movimento, embora muitas vezes seja conveniente tomar €2; para ser a configuracao
ocupada pelo corpo em algum instante que se toma como a origem da escala dos
tempos. As coordenadas X* servem como rétulos dos parametros identificadores das
particulas de B a qualquer tempo; dai, uma particula especifica mantera sempre os
mesmos valores de X* por todo o movimento. Por outro lado as coordenadas z°
identificam pontos do espaco que em geral serao ocupados por particulas distintas

em diferentes tempos.

Definigao 2.2 Seja uma por¢ao de fluido (liquido ou gés) que, no instante ¢ = 0,
ocupa uma regiao do espaco €2y C R3. Abstratamente uma configuracao de re-
feréncia é o fecho de um conjunto aberto Qy C R3 com fronteira secionalmente
regular. Uma configuracao de €y é uma aplicacio ¢ : Qy — R? que é suficien-
temente regular, preserva a orientacao, e ¢ invertivel. Os pontos denotados por
X = (X' X?% X3) € Qy sao chamados de pontos materiais, enquanto que os pontos

em R? denotados por z = (2!, 22, 23) € R3 sdo chamados de pontos espaciais. Diz-se
que z = ¢ (X).

Observacao 2.3 Supoe-se que o material que ocupa a regiao €2y em t = 0 move-se
de tal modo que num tempo subsequente ¢ ocupara uma nova regiao €2, do espaco
R3, e que o material estard também continuamente distribuido em ;. Isto é o que
chama de um movimento do corpo B, representado por uma familia de configuracoes
dependente do tempo, descrita como x = ¢ (X, t). Este é um aspecto essencial da
mecanica dos fluidos, onde se supoe que se pode identificar particulas individuais do
corpo B, isto é, admite-se que se pode identificar um ponto de €; (denotado aqui por
x) pelo seu vetor-posigao x, que esta ocupado pela particula que estava em X € €
no instante inicial ¢ = 0. Dai o movimento de B pode ser descrito especificando
a dependéncia das posicoes = das particulas de B no tempo ¢ em relagao as suas

posicoes X € 2y no tempo t =0, isto é, por equacoes da forma
r=¢(X,t) ,VX€Q e com z e (2.2)
para todo X € €, com z € £, . Além disso, admite-se que as funcoes
o' (X, X7, X% 1)
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sao diferencidveis em relacao a X', X2 X3 | e a t tantas vezes quantas forem ne-
cessdrias. As vezes considera-se apenas duas configuragoes do corpo B, uma confi-
guracao inicial e uma configuracao final. Em particular, a aplicagao da configuragao
inicial para a final é chamada de uma deformacao do corpo B. Admite-se que o
jacobiano

J =det (0¢'/0X7) | i,j=1,2,3 (2.3)

existe em cada ponto de £, , e que
J >0 (2:4)

O significado fisico destas hipdteses é que o material do corpo nao pode autopenetrar-
se, e que o material que ocupa um volume finito nao nulo em €); nao pode ser
comprimido para se reduzir a um ponto ou expandido para um volume infinito
durante o movimento. A hipétese ( 2.4 ) implica que ( 2.2 ) tem inversa tnica que
fornece a posicao inicial da particula ou as coordenadas materiais da particula que

agora estd numa posicao x qualquer e no instante de tempo ¢, isto é,

X =¢" (2,1) (2.5)

A posicao de uma particula tipica P, no instante atual ¢, é dada por suas co-
ordenadas cartesianas (zh, %, %), mas, conforme exposto acima, P continua ser
identificada também pelas coordenadas (X3, X3, X3) que indicavam sua posi¢ao em
Qo . As coordenadas (X}, X%, X3) sao conhecidas como coordenadas materiais (ou
lagrangeanas), pois conjuntos distintos destas coordenadas referem-se a particulas
materiais distintas. As coordenadas (zh, 1%, z%) sao conhecidas como coordenadas
espaciais (ou eulerianas), desde que conjuntos distintos destas indicam pontos dis-
tintos do espago. Os valores de z fornecidos pela equagao (2.2) para um valor de X
fixado sao aqueles pontos do espaco que a particula ocupou durante o movimento.
Reciprocamente, os valores de fornecidos pela equagao (2.5) para um valor de z fi-
xado identificam quais as particulas que estao passando através do ponto x durante

0 movimento.

Suponha-se que alguma quantidade ¢ varia ao longo de cada ponto de um corpo

B, no espaco e a cada instante de tempo. Dali, pode-se dizer que a quantidade ¢q ¢
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uma funcao ou de t e de suas coordenadas materiais X* ou de t e de suas coordenadas
espaciais z¢. Logo

q=V(X,t) =1 (z,t) (2.6)

Se X' e t sao consideradas como varidveis independentes entao (a fungao) ¥ é
dita ser uma descricao material desta quantidade ¢ ; e se 2 e t sdo usadas entao
(a fungdo) 1 correspondente é dita ser uma descrigdo espacial de ¢. Cada uma
destas descri¢oes pode ser facilmente transformada noutra usando-se (2.2)ou (2.5).
A descrigao material ¥ (X,¢) tem uma correspondente descri¢do espacial ¢ (z,1)

relacionada por
U (o7 (z,t),t) =0 (a,t) (2.7)

ou

(o (X,1),t) =W (X,1) (2.8)

pois usando-se as equagoes (2.5) e (2.6) vem

V(o7 (), 1) = (X, 1) = (2,1)
e analogamente com as equagoes (2.2) e (2.6) tem-se

w(¢(X7t)>t) Ziﬂ(ﬂ%t) :\D(X’t>

Observagao 2.4 Quando para cada a € ) tem-se uma curva t — ¢ (a,t) que
descreve a trajetéria da particula que ocupa a posicao a no instante ¢ = 0, isto é
o que se chama de descricao lagrangeana do movimento. E, assim se pode dar a

velocidade do ponto material X que ocupa a posicao x no instante ¢, definida por
V(X,1) = (0/0t) 6 (X, 1) (2.9)
e associd-la com um vetor que se emana a partir do ponto z = ¢ (X, t).

Observagao 2.5 Quando a velocidade é vista como uma funcao de (z,t), denotada
por v (z,t) , é chamada de velocidade espacial. Isto é o que se chama de descrigao

culeriana do movimento.

Observagao 2.6 A velocidade de uma particula que se registra para cada ponto de
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um corpo B, ao longo do espaco e a cada instante de tempo pode ser uma funcao
ou de t e de suas coordenadas materiais X* ou também de t e de suas coordenadas
espaciais z'. Portanto, a velocidade de uma particula especifica ao ser avaliada
num mesmo instante de tempo t seja pela descricao material V', seja pela descri¢ao

euleriana v do movimento, satisfaz
V(X,t)=v(z,t) ,onde x=¢(X,t) (2.10)
Se ¢ tem componentes ¢1, ¢2, € ¢3 , isto é, quando

(b(X?t) = (¢1 (X7 t)7¢2 <X7t)7¢3 <X7t))
V(‘X’t) = (Vl (th)J/Q(X’t)vVE’)(th))

entao V = (V1, V5, V3) , onde
Vi = 0¢; /0t

para (i = 1,2,3). Note que a relacdo

v(p(a,t),t)= %qﬁ(a,t) ,a € (2.11)

¢ imediata, pois pelas defini¢coes acima tem-se que
v(¢(a,t),t) =V (a,t) = (9/0t) ¢ (a,1)

Observacao 2.7 (Aceleracao e Derivadas Materiais). A aceleragdo material de um

movimento ¢ (X, t) é definida por

90 oV

AX 1) = S5 (X, 1) = S

(X, 1) (2.12)

e como V (X,t) =v(z,t) =v (o (X,t),t), onde x = ¢ (X,t) , entdo pela regra da

cadeia vem

v (6 (X, 1), ) 6, v (6 (X, 1) 1)
Zl aqu o K+ ot

J
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‘= 00, ot
3
B ov ov (z,1)
a Zaxj AL
7=1
logo
oV v & v
X = 22 . il
o () = = (w,1) + ;v] (2.1) 5o (@)
(2.13)
ov
= a + v -V, v,
isto é,

8‘/; . avi a’l}i

ot ot Y on,

Dai, de modo geral, se @ (X, t) é uma quantidade material funcao de (X, t) e ¢ (z,t) é
a mesma quantidade material sé que agora expressa como uma funcao de (z,t) ,
entao a regra da cadeia fornece o que se chama de derivada material, a saber

0Q  Jq ., 0Q;  0Ogi dq;
5 —at—i-v Vq , istoé % ot —l—vj.axj

(2.14)

onde o operador V ¢ definido relativo as coordenadas espaciais x; isto é

o o0 0
V= (8_171’6_33278_.’133)’

indicado no termo v - Vq representa um operador cujos argumentos sao

W

e 0 ponto
ve Vg . A segunda forma apresentada em (2.14) acima, é a da notacao indicial. O
segundo membro da equagao em (2.14) é o que se chama de derivada material de ¢
e é denotada por Dq/Dt para indicar a taxa de variagdo de ¢ quando se segue uma
dada particula. Assim

Dq/Dt = g

é a derivada de ¢ com respeito a t, mantendo-se X fixo, enquanto que dq/0t é a

derivada de ¢ em relacao a t mantendo-se z fixo, ou seja a derivada material leva
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em conta que o fluido move-se e que as posicoes das particulas do fluido variam com
o tempo. Em particular, a aceleragao é dada por
. Dv 8‘/
V= — = — .
Dt ot
Além disso, é da equacao (2.14) que também se motiva a notagdo para o operador

de conveccao
3

i 9q;
[v-Vg'=[(v-V)q ZU] D, (2.15)

usada na dedugao da equagao de Navier-Stokes dada em (2.23), e andloga a citada

em (3), (conforme [3], paginas de 1 a 6).

2.2.2 Particularidades da notacao

Observacao 2.8 (Comentério 1 sobre a notacao). A aplicacao do operador V no
termo w quando w’ :  C R® — R, se faz por analogia ao que se faz quando se

considera cada componente w’ na expressao

w= (v, v, w Zw]e]

onde {€},_, 5 5 ¢ a base canonica do R?, pois se operarmos formalmente sem( ou an-
tes de) dar significado " vetorial” aos termos Vuw’ | entao pela linearidade do operador

V tem-se

3
Vw =V (v', v’ w’) = (Zuﬂe]> = Zijgj = (Vw', Vu*, Vu®)  (2.16)
j=1

Observagao 2.9 (Comentério 2 sobre a notagdao). O produto interno em L? (Q),

dado por (Vw;, Vws) onde cada componente

J . 3 _ 1,2 .3y __ . 1~ 2~ 3~ .
wy : QCR*—R de wq—(wq,wq,wq)—wqel—I—wqeg—i—wqeg , g=1,2
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com {€;},_, 54 sendo a base canoénica do R?, serd considerado tal que

q’

3 3
_ 1,2 3\ _ i~ | _ o 1 2 3
Vw, =V (wq,w wq) =V g wye; | = E Vwie; = (qu,qu,qu)
Jj=1 Jj=1

assim
3 . . 3 . .
(Vur, Vus) = 3 / (Val, Vad)dr | =3 (Vud, Vui) (2.17)

7=1 Q 7j=1

onde no tltimo termo acima ( , ) indica o produto interno em L?(2).

Observacao 2.10 (Comentéario 3 sobre a notagao). A aplicagao do operador wy -V

no termo wj - Vwy se faz considerando cada componente de

(2 3N 1 245 35 _
Wy = (wq,wq,wq) =w,e1 +wyes +wyes , ¢=1,2

onde {€x},_, , 5 ¢ a base candnica do R®. Ao aplicarmos este operador formalmente
(isto é, visando-se prioritariamente & forma sem importar-se com o significado do

seu contetdo) nota-se que usando-se (2.16) tem-se

Vuw, = V (w, 0§, w]) = V (w)e: + wie; + wies)

_ 1 2 3
= (Vwy, Vw3, Vuwj)
que ¢é s6 uma notacao conveniente para Vws, pois quer-se entender a principio que
(Vwi, Vw?, Vws) ¢ R, Além disso, o operador de convecgao wy - Vwy também nao

é um ”produto interno” de w; € R3 pelo operador Vws, pois conforme (2.15) temos

que
3 .
) . Ow’
2
(wy - Vwy)' = E w{.—a
‘r .
=1 !
enquanto que se inadvertidamente o estivéssemos tratando tal como um produto
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interno em R3, resultaria:

A= ((wlawlauﬁ) (Vw2,Vw2,Vw2))

(w! .Vl + w2 Vw2 + w? Vuwd)'

ou seja
3
J J
g wy.Vwy
j=1

prosseguindo formalmente

i
1 ows 811)2 2 8w2
) w1.<axle ~|— 62"‘8;5 63>+w1 < €1+3$262+8$363 +

3 [ Owd ~ Qi ~ Ow3 ~
+wy. ( e1 + Da €2 + 52 D2 23

%
~ 1 Ow% 2 8w2 8w2 1 Owl 2 Ow? 3 ows
€1. <w1 ox1 +w wy- Ox1 +U)1 Ox1 +€2 wy . Dxo >t w wy - Ozo +w1'8x2 +

~ 1 Bw% 9 sz 3 ng
+e3. (wl.axs twign T W5,

3 ) 3 ) 3 _
. j . J : J
_ E:Ja%/\ E:J_aw - E:Jasz
= wi.g. | €1t Wi G, | €2t w3, | €3
Jj=1 =

=1

™

segue-se que

3

a= (2 (s

k=1 \j=1

Q)

3 .

_ Z j Ows
j=1

onde agora (-, -) representa o produto interno em R3. Portanto,

23: 8w2

(w1 . ng)’

2.2.3 Sobre a Formulagao em Volume de Controle

As leis bésicas que se aplicam em mecanica dos fluidos podem ser formuladas

em termos de sistemas ( infinitesimais ou finitos), onde a massa ¢ fixa, ou em termos

63



de volumes de controle , onde a regiao é que é fixada. No primeiro caso, as equagoes
resultantes sao equagoes diferenciais; no ultimo, podemos chama-las equagoes glo-
bais, pois governam o comportamento macroscopico do escoamento. O método do
sistema focaliza a atencao sobre uma quantidade identificavel de massa. Os limi-
tes do sistema separam-no do meio exterior, podendo ser fixos ou moveis, porém a
massa nao os atravessa. Nos estudos bésicos da mecanica faz-se uso extensivo do
corpo livre ( isto é, do método do sistema).

O método do volume de controle baseia-se na descrigao euleriana onde as pro-
priedades de um escoamento qualquer num certo ponto no espaco sao dadas em
funcao do tempo, dai as propriedades de um campo de escoamento serao descritas
como funcoes de coordenadas espaciais e do tempo. Isto é uma conseqiiéncia da
suposicao de que os fluidos podem ser tratados como meios continuos.

Como o sistema pode sofrer distor¢ao e deformacgao, continuas na maioria das
vezes é extremamente dificil identificar e acompanhar uma mesma massa de fluido
durante todo tempo (o que é uma necessidade na aplicacao da formulacgao do sis-
tema).

Na maioria das vezes é o efeito do fluido, como um todo, sobre certo objeto
ou estrutura que importa mais do que o movimento de uma dada massa de fluido.
Assim é mais conveniente aplicar as leis basicas a um volume fixo no espaco, isto é,

utilizar uma andlise de volume de controle.

Definicao 2.11 Volume de controle é um volume arbitrario no espaco através do
qual o fluido escoa. O contorno geométrico do volume de controle é chamado de
superficie de controle. A superficie de controle pode ser real ou imagindria, estar

€111 Tepouso ou em movimento.

A relacao entre a formulacdo (em termos de taxa de variagao ) para qualquer pro-
priedade extensiva do sistema e a formulagao de volume de controle da propriedade
intensiva correspondente (propriedade extensiva por unidade de massa) se baseia
em tratar o fluxo de massa usando um processo limite envolvendo um sistema e um
volume de controle que coincidem num certo instante de tempo. Assim as quanti-
dades de fluxo nas regides de sobreposi¢ao e nas regioes que cercam o volume de
controle sao formuladas de modo aproximado, e o processo limite é aplicado para

obter resultados exatos. A equacao final relaciona a taxa de variacao da propriedade
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extensiva arbitraria para um sistema com as variagoes, em relacao ao tempo, dessa
propriedade associada com o volume de controle. (Ver [18] paginas 95-103).

O critério universal para selecionar um volume de controle para um meio poroso
tem que se basear nas caracteristicas mensuraveis de qualquer meio poroso e que
detemine para qualquer meio poroso dado, um intervalo de avaliacao dos volumes
dentro do qual estas caracteristicas permanecam mais ou menos constantes. Assim,
no presente modelo, escolheu-se definir o volume de controle elementar V} através
do conceito da porosidade, que se considerou a propriedade basica da matriz porosa.
(Cfe [6], paginas 19-20).

Definicao 2.12 Um Volume Elementar Representativo (VER) ¢ definido como um
volume de controle elementar Vj, que é pequeno o suficiente para ser considerado
como um volume elementar, no calculo, mas suficientemente grande para ser esta-
tisticamente representativo do meio poroso, contendo tanto material fluido quanto

solido em proporcoes médias localmente exatas.

Fisicamente num VER o caminho médio percorrido pelas moléculas do fluido en-
tre duas colisoes sucessivas é no minimo da ordem de grandeza das proprias moléculas
deste fluido.

Se n é a fragao de vazios ( = porosidade), o volume de vazios V,, é dado por
Vi =nl (2.18)

Para um meio isotrépico a “porosidade superficial” ( i. é. a fracdo da soma
das areas vazias pela area total de uma seccao transversal tipica onde ocorre o
escoamento) usualmente é igual a porosidade volumétrica do meio poroso, deste
modo fica assegurada a interconexao do espaco dos vazios, ou seja: dois pontos
quaisquer dentro do espago de poros efetivo podem ser conectados por uma curva
inteiramente contida nele. (Cfe [6], pagina 22; e [7]).

A média integral de uma propriedade ¢ extensiva (isto é, volumetricamente adi-
tiva) do fluido dentro de VER, ¢ definida como

1

(9) = Vil pdV (2.19)

A média integral intrinseca associada a esta propriedade ¢ do fluido é a média
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volumétrica (¢),, relacionada apenas com a fase do fluido contido no VER, isto é,

(O)n = % (2.20)
pois se
<¢>E%/vfdve%:%
entao
0) =7 | oav=n (Vi / fdv) —n- (¢

ou seja o fluido em VER ocupa um volume exatamente igual a V,.
Em qualquer ponto dentro de V,, , o desvio de ¢ a partir da média integral

intrinseca (¢),, é definido por

=0~ (o)n (2.21)

2.3 Consideracoes sobre o Modelo e as Hipdteses

Fisicas

Como todo modelo matematico este também é uma simplificagao do problema
real da acao fisica e dos corpos envolvidos visando manipulacao matematica ou
numérica, mas que geralmente ainda mostra uma boa correlacao dos resultados

obtidos com o que acontece na realidade.

2.3.1 Hipdteses Simplificadoras Adotadas

HS1) O meio poroso é idealizado como continuo: infinitamente divisivel com
distribuicao continua de matéria. As propriedades do fluido sao medidas através de
quantidades extensivas que sao fungoes suficientemente regulares pois os efeitos ma-
croscopicos (ou seja, possiveis de perceber e medir) representam as médias das agoes
de muitas moléculas e atomos, em vez de um conglomerado de corpos mintsculos e
discretos. (Isto decorre da impossibilidade de se descrever exatamente a geometria
das superficies solidas que limitam internamente o dominio de escoamento dentro

do meio poroso).
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HS2) O material poroso é rigido, estaciondrio, e localmente isotrépico em relag¢ao
as médias das propriedades geométricas. A microestrutura do meio poroso é gra-
nular, formada por um agregado nao consolidado de particulas separadas, distinta
do esponjoso ( que é consolidado). A porosidade definida em termos de um VER é
uma funcao continua da posicao e tempo.

HS3) O fluido que atravessa o meio poroso estd sujeito as seguintes restrigoes:
R1: Consiste de uma tunica fase com propriedades fisicas constantes;

R2: Escoamento laminar sem divisao local do tipo de escoamento (dentro dos po-
ros.), e s6 tem influéncia de forgas de corpo devido a gravidade.
R3: A condicado de nado-deslizamento se aplica a todas interfaces fluido-sélido (o

fluido se agarra as paredes dos graos).

2.3.2 Hipodteses Fisicas

HF1) Conservacao de massa em V, :
Vg=0 (2.22)
HF2) Transporte de momento localmente dentro de V, :

0 9,
pazw—p(v-V)v:pg—Vp—l—,uVQUpav—Fp(v-V)v:pg—Vp+uV2fU (2.23)

(que é a equacao de Navier-Stokes), onde

Viu = Au = (Aul, ..., Au?)

(u-Vu)' = Zuj

Jj=1

ou’
@xj

Geralmente normaliza-se esta equagao adotando-se p = 1.

2.3.3 Propriedades das Médias Integrais

O seguinte conjunto de regras pode ser estabelecido para as médias volumétricas

(cfe [14]), com ¢ denotando uma entidade poliddica de ordem minima ou superior.
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( Essencialmente decorrem das propriedades da integral).

2. (014 ¢2) = (¢1) + (¢2) ;
3. {ag) = ap) , a = constante;
4. <¢1¢2>n = <¢1>n<¢2>n+ <a @>7L7

5. (Vo) = V(o) + & [ vods;

Sts

6. (Vo) =nV(d)n + v / vgdS;

S

7 <v.¢>:v'<¢>+vig/ v6dS:

St

8. Se o integrando numa integral de superficie contém a velocidade como um

fator explicito, a integral sobre a interface fluido-sélido estacionaria é nula.
Exemplo 2.13 Vamos mostrar a regra 4. Repare que

1
(i) = v g ¢;dxr = k; = constante , 1 =1,2 (2.24)

como ¢ = ¢ — (@), entdo

1

(pr¢pa)n = v/, (D1 = (D1)n) (P2 — (P2)n) dx
=%h/@@—mn@—@mm+mﬁwMMx

ou ainda

<E%%={%vﬁd@@@ww}—%m{%vfﬂwm}+

1

—(¢2)n {Vn [ o dm} + (1) (o) {Vi/ldx}
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e como por definicao temos que

(@rom)n =3 | 61 (2) 02 (1)
= [ )
() = - /V ()

Vn:/ ldz.

segue-se que

<M>n = (0102)n — (D1)n(D2)n — (P2)n(D1)n + (D1)n(P2)n

portanto

(P102)n = (D1)n{P2)n + (D102)n

Observagao 2.14 A vazao especifica ¢ ( também chamada de velocidade de filtra-
gem) é uma varidvel comumente utilizada para designar a vazao através de um meio
poroso e sera utilizada aqui como uma variavel na avaliacao das equagoes calculadas

via média integral. Sua relagao com as velocidades médias é dada por
q = (v) =nv), (2.25)

A porosidade volumétrica (isto é, a porosidade) de um meio poroso num ponto é igual
ao valor médio da porosidade areal direcional naquele ponto. Da mesma forma que a
porosidade volumétrica independe da dire¢ao, a porosidade areal também independe

da diregao. (conforme [6],Bear, J. -“Dynamics of Fluids in Porous Media” paginas

22, e 121 )

Observacao 2.15 Para simplificar a notacao as médias integrais intrinsecas da ve-
locidade e da pressao , a saber (v), e (p), serdao denotadas respectivamente por v,

€ Pn -
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2.3.4 Linhas Gerais da Deducao das Equacoes

As equagoes cléassicas de Navier-Stokes aqui tém suas varidveis consideradas
em média, para ressaltar que elas sao calculadas via médias integrais em volumes
pequenos ( a integracao num certo sentido, é um processo de média generalizado),
para obtermos as equacoes que descrevem o escoamento de fluidos em meios porosos.

Definimos:

1
o(ot) = = / vdV (2.26)
VoJv,
onde V,, é um volume de controle centrado em z no instante de tempo ¢. Um pro-
cedimento semelhante através de médias integrais volumétricas usando-se a relagao

(2.25) e a equagao de Navier-Stokes (2.23) toma a forma seguinte

poia+p(q-V) (L) +nVp, —npg — pVq+
) (2.27)
+pV - (U 0)n) — 3¢ (=pv+pv-Vou)dS =0
Sfe
A equacao acima ainda precisa ser transformada de modo que seja de uso pratico.

Temos

e o termo pV - (n(v U),) serd desprezado, sendo importante apenas nos casos de
grandes gradientes das velocidades médias em meios porosos. Uma possivel
explicacao é que nestes casos, as particulas finas de um meio nao consolidado
poderiam ser removidas de suas posicoes deixando uma cavidade no local,
e eventualmente ao serem arrastadas causariam o colapso do meio poroso,

fenomeno conhecido como erosao interna (piping).

e a quantidade v ¢é a diferenca vetorial entre a velocidade real v num ponto no
interior de V,, e a velocidade avaliada como média integral sobre V,, dentro do

VER (Volume Elementar Representativo) em torno do ponto;

e A avaliacao do termo

1

— (=p v+ pv-Vo)dS
VoJs;,

¢é sujeita a uma descricao dos gradientes da velocidade real nas superficies
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porosas. Esta, por sua vez, assegura uma descricao bastante precisa da micro-

estrutura porosa; apés algumas modelagens pode ser escrito como pF' (n) q.

e A quantidade p é a diferenca entre a pressao em um ponto dentro do volume
vazio e a pressao avaliada via média integral sobre V,, ao longo do VER em
torno desse ponto. O termo envolvendo p é considerado, juntamente com o
termo devido ao atrito, como parte de uma integral de superficie. Isso permite
a avaliacao dos efeitos de atrito nas seccoes transversais dos poros, numa fase

posterior da analise.

e v ¢ o vetor normal que aponta para dentro da superficie;

Assim considerando-se que

PV - (n{T T)y) = 0 (2.28)

1

—uF (n)q=— (—pv+pv-Vo)dS (2.29)
VoJs,,

a equagao de Navier-Stokes (2.27) toma a forma
9 q
p§q+p(q-v)<ﬁ>+an—/mg—qu+uF(n)q:0 (2.30)
Observagao 2.16 As equagoes acima modelam escoamentos diferentes das que nor-
malmente sao chamadas de “equacoes de meio porosos”. Estas tltimas sao associa-

das a fluxos em meios porosos consolidados, nos quais a velocidade e a pressao estao

relacionadas (geralmente pela lei de Darcy, ou uma de suas variantes).
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Capitulo 3

Existéncia de Solucoes Fracas

3.1 Introducao

A partir da equacao (2.30), adotaremos a notagdo u = ¢, para propor o problema
com um nome de variavel mais usual na literatura em EDP’s, e assim obtemos nosso

conjunto de equagoes a resolver

(

u
pus + p(u-V) (E> — pAu~+nVp+ pF (n)u=png em Qr

divu=0 em Qpr=Qx(0,T) (3.1)

u(x,0) =uy(z) , Voel,

u(z,t)=0 , Vte€ (0,T) , Vo € 0.

\

onde os operadores div,V e A referem-se apenas as variaveis espaciais.

Em geral, uma das idéias bésicas da Analise é decompor funcoes arbitrarias em
termos de outras mais simples, com objetivo de encontrar propriedades daquelas
funcoes a partir das ”componentes” que as representem. Com um objetivo andlogo,
estabeleceremos a existéncia de uma solucao fraca usando o método das solugoes
aproximadas de Faedo-Galerkin. A idéia é (sempre que possivel) buscar num espago
de Sobolev adequado uma formulacao variacional equivalente ao problema diferencial
- continuo para o qual se quer uma solucao u , e desta forma obter uma segunda

caracterizagao de u que se constroi pela sua atuacao como argumento de termos da
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forma f (u) em produtos escalares definidos pela integral de Lebesgue

f (), ) =/Qf<u> ol

sobre uma classe de funcoes ¢ acessorias suaves, onde f ¢é uma aplicacao que carac-
teriza a EDP tendo como dominio e imagem espagos adequados de funcoes. Em
outras palavras, u sera descrita por uma colecao de médias ponderadas onde as
fungdes peso ¢ () pertencem a um certo conjunto D (£) . Como uma aplicagao
G que associa a qualquer elemento ¢ de um espaco linear V' um ntimero escalar
G () do corpo E é chamado de funcional sobre V' | e desde que seja possivel dotar
D (F) facilmente de uma estrutura de espago linear entdo esta segunda caracte-
rizacao permitira idealmente descrever u como um funcional linear sobre o espaco
D (FE) das fungodes acessérias ¢ (x) . Evidentemente, se a representagao funcional de
u fizer sentido, as fungdes ¢ (x) precisam ser escolhidas adequadamente para ter pro-
priedades desejaveis. E para isto, examina-se um problema andlogo definido num
espaco de dimensao finita k£ € N, tal que existe uma solugao u; para o mesmo, de
modo que a solugao uy seja uma aproximagao ( num sentido a especificar) da solugao
do problema diferencial. Em seguida, descobrir estimativas capazes de limitar wuy
independentemente de k, estendendo-a a todo intervalo [0, T[. E finalmente, que se
possa mostrar a existéncia de uma subseqiiencia de {uy},.y que converge ( num
sentido especifico) para a solugao u de (3.1), verificando as condigoes iniciais e de
contorno ou na pior das hipdteses, uma solucao da formulagao variacional. Apds
obtermos a formulagao variacional, por simplicidade, ainda dividiremos a demons-
tracao da existéncia de solugoes nas etapas:

1- Construgao de solugoes aproximadas em subespagos de dimensao finita;

2- Estimativas a priori (para mostrar que a familia {u,,} das solugdes aproximadas
¢ limitada em V' independente de m, seguindo-se a existéncia de uma subseqiiéncia
{tp, } fracamente convergente);

3- Passagem ao limite nas solugbes aproximadas (e mostrar que o limite fraco é uma
solugao do problema);

4- Condicao inicial.
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3.2 Formulacao Variacional Geral do Problema

A primeira etapa serd passar da descrigdo do problema (3.1), chamada for-
mulacao classica para uma outra formulagao, dita fraca ou variacional geral , ou
também aproximacao abstrata de Galerkin (3.27). A idéia geral desta teoria de
existéncia de solucoes de uma EDP de interesse em u, é tentar reescrever a EDP
usando uma funcao teste ¢, de tal forma que quaisquer que sejam as derivadas em
u que se apresentem na equagao, elas acabem sendo "transferidas” via integragao
por partes, para . Nesta nova descri¢cao poderemos buscar solu¢cao menos exigente
quanto a regularidade, pois ao se encontrar a solucao da equacao integral, que fre-
quentemente nao precisa ser necessariamente tao diferenciavel quanto na formulagao
classica, também obter-se-a as chamadas solucoes fracas da EDP original. Assim a
tarefa de encontrar a solucao deve se tornar um pouco mais facil, pois estaremos
procurando-a num espago mais amplo que C' (0,7, C? (2)), isto é, em L* (0,7, V),
com a vantagem de que todas fungoes possiveis de estar em C1 (0, T, C? (Q2)), também

pertencerao ao espaco L? (0,7,V) , onde
V= {u(-,t) € (Hy (Q))d cdiv u=0 }
Assim, saber em que sentido vale a igualdade
put +p(u-V) (%) — pAu+nVp+ pF (n)u = png

em Q7 equivale a dar a definicao da solucao u da equacao em questao. Repare que
do significado fisico de div u = 0 representar a taxa de expansao por unidade de
volume do fluido tem-se que nao estd havendo expansao nem compressao em ) ,

isto é, os volumes sao preservados em (7. Das condigoes

u(x,0) =up(z) , Yo e Q,
u(z,t)=0 , Vte€ (0,T) ,Vx € 00.

e como nao ha perda de massa para o exterior de () através da fronteira 0€) pois o

fluxo esta confinado a €2 a solugao u também deve ser elemento de
H= {ue (LQ(Q))d o divu=0 e u-ﬁ‘mz()}
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Além disso, as escolhas de p , n , e g também ajudam estabelecer o espago onde seréd
encontrada a solu¢ao u do problema (3.1). Considera-se aqui o caso em que p =1,

dal a primeira equagao de (3.1) toma a forma seguinte:
u
uH—u-V(E)—,uAu—i—nV(p)—i—uF(n)u:ng (3.2)

Lembrando-se das convengoes de notagao (3), a pressao p pode ser eliminada do
mesmo modo como se faz nas equagoes de Navier-Stokes, que para tanto usa-se
o produto interno de L? () por uma fungdo v € V que opera com todos termos

da equagao (3.2), ( previamente dividida por n ), ou seja, partindo-se da equagao

seguinte
U u u Au
[(—t>+— V(—)} —,u——l—Vp%—EF(n)u:g (3.3)
n n n n n
e observando-se que % (%) = % = % — Z—ZI tem-se que:
v d ju un’
B - 3.4
n dt (n) + n2 (34)

segue-se que ao substituir-se (3.4 ) em (3.3) vem:

{(%(QL)_I_U”/)_}_E.V(%)]—M%—f—Vp—f—,uF(n)%:g (3.5)

n n? n
e a seguir fazendo-se a aplicacao do produto interno em L? (Q) dos termos da equagio

acima por uma fungao
veV = {U: (Ul,,,,,vd) € (H&(Q))d: div UEO}

o (£ (5).0) + (0) + (29 (2)) o) +
= (158, 0) + (Vp,0) + (WF (n) 5,v) = (g,v)

Agora como p =constante, repare que

. (u%,v) ——u <Au, %) (3.7)
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Afirmacao 01.Quando u e v sao fungoes escalares vale dizer:

"y <Au, %) = Kvu -V (%)) (Vu %)} (3.8)

Demonstracao. (da afirmagao 01). Enfatiza-se que estamos considerando que

as fungoes u e v sao fungoes reais. Note que por hipétese temos
Vg =0ene0,1]

Assim,
Y =— :> Plga =0

Logo, se tomarmos ¢ = u e ¢ = » como argumentos na identidade de Green (1.22,

pégina 31), teremos

/QKn)A“*V( )VU]dw—/Q%S—;ds — 0
LG adar= [ [ () v 59

e usando-se a relagao (3.7), que é valida também caso u e v sejam fungoes escalares,

ou seja

tem-se que

e pela comutatividade do produto interno segue-se que

—/EAudx:
Qn
- ()= () - (80) - [ Bt

daif considerando-se (3.9) vem

/ 2 de = / v (%) Vu dx (3.10)

76



Agora sendo u e v fungoes reais, note que

v (3) — —w - —vn _ Ve v (3.11)

n n n?

Além disso, como
1
V. (—) __Vn (3.12)
n

daf substituindo (3.11) em (3.10), segue-se que

/—vdx—

:/v vudx_/(——v—)Vudx
/—Vud:c—l— ( )Vudw

e depois considerando (3.12) teremos

/ AU g = [ Y ude + /Q (v (%)) - Vudz (3.13)
—/Q - V dm+/ﬂ(vV) (%) - Vudz (3.14)

onde nas equagoes acima v (V ( )) ou (vV) ( ) representam um produto de escalar

».»

por vetor, e a operacao indicada com ”-"é a operacdo produto interno em R? |

como [ = constante, tem-se

—M/Q%Audxzu/ﬂ(vw (%) -Vuda:—i—,u/ﬂv:}) V(w)dr  (3.15)

ou ainda equivalentemente usando-se a notacao de produto interno em L? (Q)

—u <Au, %) — —p (v, %) _y K(uv) (%) ,Vu) n (%,w)] (3.16)

onde se destaca que o operador de conveccao v - V (%) neste caso se reduziu ao
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produto da funcao escalar v pelo vetor V (%) Portanto, a afirmacao 01 é valida.
|

Afirmagao 02. Quando u e v sao fungoes vetoriais vale dizer:

—u (Au, %) —u [b (v (%) ‘u v) v (w, %)] (3.17)

onde b é a forma trilinear

definida conforme a observacao (1.101, pdgina 40).
Demonstragao. (da afirmacao 02). Sejam u = (u',u? u?) e v = (v}, 0% v3)
com

Wi Qr — R0 QCR? - R,

onde i = 1,2,3 . Considerando-se a notagdo dada pela equagdo (3, pagina xi) a
saber Au = (Aul, Au?, Au?), e também a comutatividade do produto interno em
L? () tem-se

(v, Au) = / (vl,UQ,v3) . (Aul, Au?, Au3) dx
s ’
= Z/vjAujdx = Z/ (Auj) vdz,
=179 j=17¢
(v, Au) = (Au,v) (3.18)

dai, teremos
<2,Au> = (v,&>
n n

Repare que se u e v forem funcoes reais, entao pela afirmacao 01 também pode-se

(s D) (v () ()] e

dai, lembrando-se que como w/, e v/ sao campos escalares, podemos aplicar esta

escrever:
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equagao acima (3.19) para os casos quando U = u/, e ¥ = v/, isto ¢,

/qu—da:— (Z/V— V! dx+2/<’ujv ( ))Vuj dx) (3.20)

Observamos que

3 j ' 3 j 4
S [ Y g =3 (V_“,w) =3 (V_”,w)
n o\ n R3 n L2(Q)

=19
j , j ,
(V_ﬁW) . (V_v,w)
n R3 n L2()

indicam os produtos internos em R3 e em L? () respectivamente. Assim, pela

onde

equagao (2.17, pagina 62) tem-se

Z/— V! dr = (@ w) (3.21)

Agora, examinando-se o segundo somatdrio de (3.20) tem-se :

3 oy £ (5 7

=S (@) (), V) gy = (09 (2), V)
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ou de outra maneira, também tem-se que

> /Q (WV,) (1) Vade = (v-V (1), Va)

_ /Q @'V, (1) Valde + - + / (017, (L) Vads

Q

d d
8(l) 1 8(l) d
- E 12An) Ou_ E dZ\n) Ou”
_/ v Oxy, &del'—l- + v Oz, axkda:
0 k=1 Q k=1

d d
-3 [yl
j=1 =1 o
d
= Z/a(i)aﬂqﬂdm
Oxy, Oxyp
k=17
d
=3 [(V () e
k=17

onde se tem finalmente uma expressao que se pode relacionar com a forma trilinear

apresentada na observagao (1.101), o que permite escrever

i/ﬁ (v'V2) (%) Vulds = (v (%) Vu, v) = (v (%) ,u,v) (3.23)

Agora conforme as convengoes de notagao listadas na equacao (3), usando-se
(3.21) e (3.23) tem-se que

ou seja

portanto a afirmacao 02 é verdadeira.
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Afirmacao 03. (Vp,v) =0, com v € V e p(z) escalar.

Demonstragao. (da afirmacao 03). De fato, conforme a notagao usada em
pv = (pv', pv?, pv’)
e considerando-se o lema (1.74) temos que
div, (pv) = pdiv, v + vV,p

Integrando-se sobre 2 em ambos os membros da equacao acima teremos

/div (pv) dzx = /pdivvd:c~|—/UVpdx = /vada: (3.24)
Q Q Q Q

porque div, v = 0 se v € V. Por outro lado, o primeiro membro da equagao (3.24)

acima, pelo teorema de Gauss (1.75) pode ser reescrito como

/ div (pv) dz = Mdsm = / pv-ndS, =0 (3.25)
Q oo 0N i9)

pois por hipdtese,

U|8QEO<=>Uj|aQEO,j:1,2,3

e a tultima integral na equagao (3.25) se anula. Consequentemente, considerando-se
(3.24) e (3.25) obtemos

/vada: =0=(v,Vp)
Q
que ¢é o resultado desejado.
|

Assim considerando-se a validade das afirmagoes 02 e 03 podemos reescrever a

equagao (3.6) na seguinte forma vetorial

(& (2) o)+ (2 0) + ((@9) (5)) v) + 0 (52 Va) +



ou ainda na seguinte forma escalar
d ut n'ut . u 8(%) .
— —' ) d 2 d — ——2='d
dtQ(nU> x+/9(n2 v) x+]z::/ﬂn oz, v'dx+
1 ot d 3( ) ou’
d jZ\n) Z% g (3.26)
—HLZ/ <n 0z 8:@) :1:+,u;/v Ox; Ox; r

+ /Q (MF (n) %v) de = (g',v')

Desta forma chegamos a formulagao fraca geral para o problema (3.1), a qual cor-

responde a resolver:

I()etermlnar SL (z, E ) tal q)ue
+ (G-9) ()
s o))

)
+M< =(g,v) , YveV em D' (
u (0)

(3.27)

L —U()GH.

onde as fungoes g = g (x,t) , n(x,t) e ug proveem dos dados, e para que facam
sentido busca-se uma solu¢do do problema (3.1) com g € L?(0,7,V’),n(z,t) e
ug € H sejam coerentes com os dados, e para isto devemos encontrar u satisfazendo
we L*(0,T,V).

Observacgao 3.1 Para obter esta formulacao fraca inicialmente considerou-se que
g (t) € (L*(Q))", linear e continua, mas depois pode-se generalizar mais colocando-

se a hipétese de que g (t) € V' | i. e
g 2
2 !
9O O.TV) & [l dt < o0

pois: V C L?() e pelo lema (1.15) temos que V' O (L?(Q))" daf segue-se pelo
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Teorema de representacao Riesz-Fréchet que

/

Vo (22 @)") = (@) o v
daf neste contexto o produto interno (g (t),v) significa uma aplicacao do funcional

g e ((L2@)") <V

no elemento v € V, procedimento representado no diagrama abaixo, ( onde (-,-)y v

foi definido na Observagao (1.40, pagina 11),

gt): VCcL?*(Q) —R

vi= (g (1) (v) = (g (t),v)y v = (9 (1), 0) 20

onde se realiza a submersio de (L% (Q))? em V', (conforme [9] , Nota 1 das péginas
81-82). Repare que aqui v é a varidvel enquanto que t estéd fixo. O funcional g(t)

desempenha o mesmo papel de um funcional linear T4 em V' dado por

Ty:V—->R

x— (Ta, x>V’,V )

Observacao 3.2 g = g(z,t) é um campo de forgas externas cuja imagem estd em
R?, (d = 2, 3), definido por

9; (1) : Q=R [ 2= (g;(1) () = g;(2,1), j=1,....d.

Logo g; (t) € V', onde g; () denota uma funcio real que sera aplicada em z € Q

para um valor fixado de ¢.

Observacao 3.3 Para que as expressoes dos outros termos da equagao (3.27) te-
nham sentido exigiu-se que v € L?(0,T,V) , pois todas as demais integrais en-
volvidas precisam ser finitas. Dizer que "Vvo € V' em D’ (0,7T)” na equagao (3.27)
significa que estamos buscando uma solugao u(z, t) vélida no sentido de distribuigao.
Repare que "se uma solucao é classica , ela também pode ser encarada como sendo

uma solugao no sentido fraco”, assim tomando-se v € V' em D’ (0,T) estamos en-
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carando as fungdes no sentido mais geral ( isto é, no sentido fraco) de distribuicao
no tempo, pois as derivadas cldssicas constituem-se um caso particular de derivadas

fracas. (Conforme [25], pdg.19).

O resultado principal é o seguinte teorema que fornece condigoes para existéncia

de solugoes para o problema (3.27).

Teorema 3.4 (Ezisténcia). Seja @ C RY, (d = 2,3), um aberto limitado com
fronteira regular, ug € H , g € L*(0,T,V"). Sejan : Qr = Q2 x (0,T) — R uma

funcao satisfazendo:

0<ng<n(z,t)<1 Y(z,t) €Qr

n' e L? (O,T,L% (Q))

n’ € L' (0, T, L= ()

Vn e L*(0,T,L> (Q)) N L*>(0,T, L3 ()

(3.28)

Ou entdo as duas ultimas condicoes podem ser substituidas por:

n' € L™ <0,T, L3 (Q ) com norma pequena.
(€) peg (3.20)

Vn € L*(0,T, L3 () com norma pequena.
Seja F': (0,1) — R uma funcao satisfazendo:
0< F(n(x,t) <Fy<oo V(r,t)€Qr (3.30)

Entio existe pelo menos uma func¢io u € L*(0,T,V) N L>(0,T,H) satisfazendo
(3.27).

Observacao 3.5 Em dimensao dois, as condi¢oes em n’ e Vn podem ser subs-

tituidas por:

n' € L*(0,T,L* (Q)) para algum p > 1.
n' € L'(0,T,L>(Q))
Vn € L?(0,T,L> () N L*>(0,T, L? () para algum p > 2
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Ou entao as duas ultimas podem ser substituidas por:

n' € L*(0,T,L?(f2)) para algum p > 1, com norma pequena.
Vn e L*>®(0,T,L7 () para algum p > 2, com norma pequena.

Observagao 3.6 A condigao n’ € L? <O,T, L2 (Q)) em (3.28) garante que a for-
mulagao variacional (3.27) faz sentido, isto é, que a segunda parcela é finita. Aqui,
na verdade, bastaria n’ € L2 . (O,T, L3 (Q)) , (cfe Defini¢ao 1.23). Esta condigao
também garante que u(t) — uy em V' quando t — 0. A pequenez dos dados acima
depende somente de ng e da constante de viscosidade p do fluido, pequenez esta

que sera precisada no decorrer da demonstragao.

Para demonstrarmos o Teorema (3.4) acima, tem-se que exibir uma solugao fraca
para o problema. Primeiramente mostraremos apdés uma definicao adequada, a

existéncia de uma soluc¢do aproximada do problema (3.27) em dimensao finita.

3.3 Problema Aproximado - Solugao Local

Nesta etapa define-se o problema num espaco de dimensao finita conveniente
que chamaremos de Problema Aproximado (PA), e dai mostra-se que esse PA possui
solucdo u,, local (no sentido de que coincide com u(x) neste espago de dimensao fi-
nita conveniente). A existéncia desta solu¢ao aproximada esta associada a resolugao
de um sistema de equacoes diferenciais ordinarias combinado com as condic¢oes ini-
ciais e de contorno, solucao assegurada por aplicacao do Teorema de Carathéodory
(Teorema 1.104). Os espacos de Sobolev H™ (£2) sao espacos de Hilbert separaveis,
isto é, H™ (2) possui um subconjunto denso e enumeravel de modo que qualquer
elemento de H™ (§2) pode ser aproximado por uma seqiiéncia de elementos deste

subconjunto. Como

V= {u e (HE ()" div u= 0} c (HE ()"
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entdo pela Proposigao (1.83), juntamente com a Observagao 1.91 pode-se tomar

(vi);en €V como uma base de V' e construir-se o subespaco m-dimensional
Vin =[v1,...,0m| CV
onde v; (j =1,...,m) s@o as m's primeiras fungdes da base de V.

Para que o problema variacional apresentado em 3.27 faca sentido procurar-se-a

solugoes aproximadas da forma
U, (2,1) = Zci,m (t)vi (x) ,com (x,t) € Qr (3.31)
i=1

e onde (v;),cy C V ¢ a base espectral (hilbertiana, ortonormal tanto em V' quanto
em L% (Q)), isto é, uma base constituida pelos autovetores do operador —P/A (veja
Proposicao 1.98). Além disso, veremos que os coeficientes ¢;,, (t) , (i =1,...,m)
serao fungoes reais (obtidas pela utilizacdo de um teorema de existéncia de solugao
para um sistema de equagoes diferenciais ordinérias), e definidas em algum intervalo
[0, 7| , satisfazendo condigoes iniciais adequadas. Agora, como a primeira equagao
do problema 3.27 é linear em v, sera satisfeita para toda v € V,, quando for satis-
feita para cada v; (j =1,...,m), assim também deve ocorrer com a aproximagcao
U, (2,t). Substituindo-se a expressao 3.31 no lugar de u e v por v; nas equacoes de
3.27 encontra-se a formulagao fraca para o problema (3.27) modelada em cada V,, ,

com o seguinte aspecto:

[ Achar u,, (x,t) tal que
Um n U U U
(i (%) vg) + (5 05) + (((T'V) (7» ,vj) +
1 (TELV (1) ) 1 (0 9) (£) 2V (1)) + (3.32)
+ (F(n)“T’”,vj) =(g,v;) , Yv; €V, em D' (0,7) , j=1,...,m
\ Um (0> = Uo,m S H.

onde ug,, — up em H quando m — oo . Note que u,, é a projecao de ug € H sobre

o subespaco V,,, onde ug,, € V,, . Isto significa mostrar que existe uma funcao
U 2 QX [0, 7] — Vi
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para algum 7, > 0 , que satisfaz ao problema variacional aproximado (3.32), que é

o problema (3.27) traduzido para o subespago m—dimensional V.

Observagao 3.7 (1) Repare que u(z,0) = up(x),Vr € Q e como

§ sz l

é natural propor que
U (0) =ty (2,0) = Ugm () = U (2,)],_y = Zcm v; (z) (3.33)

onde as funcoes ¢;,, (t) , (1 = 1,...,m), sdo do tipo ¢;pm : [0,7[ C [0,T] = R e
tais que a funcéo wg ,, definida em (3.33) satisfaca as condigoes iniciais do problema
variacional aproximado (3.32), assim para a i — ésima componente de g, tem-se

que ¢, (0) = ¢ € R e além disso de modo que se possa obter

hch,m v () =uo (x) € H

Note que u,, (x,t) ndo satisfaz aos dados iniciais de (3.27), pois u,, estd definida
num espago de dimensao finita V,,.

(2) De modo mais geral, podemos escolher v, € V;,, C H tal que

lim wo,, = ug em H

m—00

(conforme [46], pagina 283).

A idéia do método é construir aproximagoes ., (z,t), via fungdes coordenadas
vj (z) com (j =1,...,m), para a solucao u (z,t). Cada uma destas aproximacoes
U, (7,t) € uma combinagdo linear das v}s e representa a solugao incégnita projetada

num subespago m-dimensional V,,, = [vy,...,v,] C V.
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Observacao 3.8 Repare que se encararmos a equagao (3.5) a saber

K% (%)+%)+%-V<%)}—u%+vp+uF(n)%=9 (3.34)

em forma de operador tal como
Lu(x,t)—g=0

as solugoes aproximadas u,, (z,t) terao um erro residual Lu,, (z,t) — g nao neces-
sariamente nulo a menos que a solucao verdadeira u ocorra de pertencer ao espaco
Vi (para algum valor particular de m ), e se assim fosse, as suas componentes em
Vin deveriam se anular: o que significaria que a equagao original (3.34) é valida no

subespago V,,, C V.

No sentido de obtermos uma solugao aproximada de Galerkin em V;,, adaptaremos
o procedimento indicado em [46] (péaginas 283 a 284). Substituindo-se (3.31) na

primeira equagao de (3.32) vem

(% (ﬁZczm (t) v; (x)) ,V; (ZE)) + <Z_;chm (t) v (x),v; (x))

VR
A=
,33
(]

Cim (£)v; (ZE)) ,V; (x)) = (g,vj(x)) , para j=1,...,m
(3.35)
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e a seguir destacando-se cada um dos termos obtidos, tem-se

A - <_ (()Zm (1) <x>> 0, <x>)

=1
Ag = ( n(i t)Zsz@) Vs (x)) -V (n(it)chm(t) Uk (x)) ,V; (x))
=1 k=1
Ay =p vr(z?;:(f)))’v <n(i,t)zci=m (t) vy (JE)))
i=1

. ’ ’ . ~ .
note que aqui estamos representando por ¢, ,,, e n as derivadas em relagao a ¢, assim

obtém-se
m

Al + A2 = ZC;’m (t) QG 4 (t) , Ppara j = ]_, e, (336)

i=1
onde

ai,j(t)—<#,vj(x)) . comij=1,....,m (3.37)
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A seguir considerando o termo indicado como Aj na equagao (3.35), vem

=1 . k=1
- ((ZCZ m (t) :E:(nmt))) : (ZCkm (1) VZ’(“OEZ))) ,v; (z >
=1 k=1
logo -
Az = Zcz’,m (t) yikj (&) com (t) , para j=1,...,m (3.38)
ik=1

onde ¢; , € ¢k sao fungoes reais de t e

ot () = (25 T 2 (o)) (3:39)

n(z,t)  n(x,t)

Agora

Ay + As + Ag =

) (S, 9 (@) ) +

=Y ein @ | + (0 @) V) (55) .V (5
(@) v @)

chamando-se

<Vq§7(1iff))) vV <n(ﬂlc,t) Ui <x>>> +
Bt = | + (@5 @) V) (5) Y (g @) ) + (3.40)
F(n)

() .
+ ( <n(m,t)

m

A4 + A5 + A6 = ZCLm (t) 6z,j<t) , Ppara ] = ]_, oL, (341)

=1

tem-se

Considerando agora o ultimo termo destacado na equagao (3.35), temos

A7 =(g,v;(x)) =6;(t) , para j=1,....m (3.42)
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Conseqiientemente a partir das consideragoes feitas na Observagao (3.7) e junto
com as equagoes (3.36), (3.38), (3.41), e (3.42) pode-se reescrever abreviadamente a

equagao (3.35) e obter-se o sistema nao linear de equagoes diferenciais ordinarias

Z m () + Bij(£)-Cim +Zcm iy () -Crgm ()| = 05 (1)
: Wt € 10, 7] C [0,T]

¢jm(0)=Cm , vpara j=1,....m
(3.43)
Vejamos os resultados auxiliares importantes antes de prosseguir na busca de uma

solucao aproximada de Galerkin em V/,,.

Lema 3.9 Seja a matriz A = («;; (t)) , onde o, (t) € dado conforme a equagdo
(3.37). A é inversivel.

Demonstragao. (do lema 3.9). De fato, a matriz A é nao singular pois para
NMER, (i=1,...,m) se

— | : (3.44)

isto equivale a dizer

(vl() Um( )))\1 _|_<”T”T(x)’vm(x)> Am : 0

usando as propriedades do produto escalar em L? (), vem:

()\ wul@ o, (:v)) + ...+ ()\m.”’”f),vl (93)) =0

<)\ ”l(x). vm(x)> +<)\m”T(x),vm(x)> : 0
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ou seja

n

()\1.”1(96) S W 1CO R (m)) =0

n

Mas como {vy, ..., v, } é uma base de V,, C L* (Q2)NV, entdo o primeiro argumento

dos produtos escalares indicados acima, a saber

<)\1.U1—(x)+---+)\m.%—($),vi(a:)) =0,i=1,....,m
n

n
¢é ortogonal em relacao a todos os vetores v; com ¢ variando ¢ = 1, ..., m assim neste
caso () ()
vy (x U (T —
Mi——+ -+ A ——— =0
n n

Além disso, como 0 < ng < n(z,t) <1 tem-se que
- =
Ao () 4+ 4 Ao () =n.0 = O

Conseqiientemente Ay = --- = \,,, = 0 visto que {vy,...,v,,} é um conjunto L.I.,

portanto a matriz A é invertivel, (cfe [22], pagina 29).

Observagao 3.10 A matriz A = (o;; (t)) , onde «; ; (t) é dado conforme a equacao

(3.37), sendo nao singular assim o é também sua transposta pois

T

L= (1) = (A4a™)" = (A )" 4T,

e além disso (AT)_1 =AY

Sem perda de generalidade no intuito de simplificar a notacao, ilustremos o
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problema (3.43) quando m = 2. Assim, partindo-se de

2

Z QG j (t) ( ) + 6@] -Ci, 2 "’ Zcz 2 % kj Ck,2 (t) = 5j (t)

=1

Cin (0) = Cig ; para j = 1,2

(3.45)

quando j =1, e m = 2 sao fixados, tem-se para cada parcela do primeiro membro

da equacao acima

Z i (1) .cio (B)] = ang (8) ¢y o () + 2 (t) oy (1)

—( o o C/1,2 (t)
e e (28)
> 1Bii(t).cia ()] = Bua (1) .crz (£) + Paa (1) caz (1)

(0 20)(25)

Z [Zsz(t) Vi (1) Cra (t)] =

= feia (8) yina () cra () + cia (£) Yia (t) con (1))

= [01’2 (t) V1,11 (t) -C1,2 (t) + C1,2 (t) V1,21 (t) -C2.2 (t)] +

+ca2 (t) Y211 (8) .c12 (t) + 22 (t) 2,21 (T) .c22 (1))
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ou seja

=c12(t) - [y (t) .cra (t) + y20 () c22 (B)] +

+caa (1) - [r21,1 () -c12 (t) + 72,21 (F) a2 ()]

ou ainda
Z [ Cio (1) ik (1) Cro (t)] =
Y1 (1) cr2 () + 7121 (F) .co2 (t)
== ( CLQ (t) 0272 (t) )
Yo, (t) cra (t) + v2.2.1 () c22 ()
logo

2

2

=1

B Y1 (t) Y121 (F) c1a (t)
- ( a2 (i) () ) ( Y11 (1) Y221 (1) ) ( ca2 (1) )

considerando-se as expressoes matriciais em (3.46), (3.47) e (3.48), a equagao (3.45)

[ Cio () i1 (1) -Cr2 (t)] —

(3.48)

para j = 1 pode ser escrita como

< aq (t) g (t) > < 22 22 > + ( Bii(t) Baa(t) ) ( Zz Eg ) i

Y1 () vz (1) ca(t) |
+< c12(t) 22 (1) ) < o1 () Yon1 (8) ) ( 02 (1) ) =01
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Analogamente, para 7 = 2 e m = 2 fixados encontra-se

Y2 () Y22 () c12 (1)
+ ( C1,2 (t) C22 (t) ) = 52
Y212 () Y222 Co2 (1)
Agora, adotando-se a notacao matricial para os termos envolvidos nas equacoes de
(3.45) vem:

(ATY® = (k — ésima linha de AT) = ( arg () o (t) ) (3.51)
(B")"™ = (k — ésima linha de BT) = ( Buk () Bo (1) ) (3.52)
(3.53)

o k@) 2w (t) _ [ (1)
M= ( o (1) 2o (1) ) R ( 2 1) ) 354
(3.55)

TN C,1,2 (t)
= ( 0/2,2 (t) )

dai repare que cada uma das equagoes (3.49), e (3.50) representa as linhas da seguinte

equacao matricial
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ou seja o problema apresentado em (3.45) tem sua representacao matricial dada por

. (3.56)
N AR
(Y (1)) Ma (8)Y (2) 02
Considerando-se o Lema (3.9, pagina 91) e a Observacao (3.10, pagina 92), pode-se

multiplicar pela matriz (AT)f1 todos os termos da equagao (3.56) e isolando-se o

termo Y (t) obtém-se a equacdo seguinte:

N (@) MY ()
- (@) < T >+ (3.57)

L(t) = (-[A®)] ) (3.58)

e substituindo (3.58) na equagao (3.57) obtemos

Y'(t) =C(t). Y(t) + L(). ( ¥ ) + G(1) (3.59)

uma forma matricial de EDQO’s equivalente a representacao para o sistema nao linear
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de equagbes diferenciais dado em (3.45, pdgina 93), que é uma forma normal do tipo

Y'(t) = f(Y(t),1) (3.60)
onde .
FV) = C). Y + L), ( ;%: 81{ ) e (3.61)
Mas como

ug (z,t) = c12 (t) 01 (x) + cap (t) 02 (2)

e para t € [0, 73] C [0,T] tem-se que
U9 (ZE, 0) = Cl,g (0) U1 (ZL‘) + 02,2 (O) Vo (ZL’) = ’5172.1)1 (l‘) + ’5272.1)2 (l‘)

isto significa que

Y1),y = Y(0) = ( 2 (0) ) _ ( G ) e (3.62)

2.2 (0) Ca

isto ¢, para i = 1,2 temos que ¢; 5 (0) sdo as componentes da solugdo aproximada
ug (x,t) relativa a base {vy (x),vs (x)} do espago Vo, Conseqiientemente as equagoes
(3.60) e (3.62) constituem o PVI abaixo

(3.63)

Note que como M (t) e My (t) sdo integraveis a Lebesgue em L' (0,7") daf a fungao
M (t) em
YTM (1) Y| = max {|Y"M; (1) Y

YTM, (8) Y]}

Y

também ¢ integrdvel a Lebesgue em L' (0,T).

Por outro lado, a fungao f (Y, t) dada em (3.61) esta definida em qualquer vizinhanga
R={(Y,) eR*: |Y —¢|<a, |t —7]< 5}

de um ponto fixo (£,7) € R3. Além disso satisfaz as condigoes:
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(i) f(Y,t) é uma fungdo mesurdvel na varidvel ¢ para cada Y fixado, pois os termos

das matrizes

C(t), L(t), My (t), M5 (t) ,e G(t)

sdo integrdveis a Lebesgue em L' (0, T);
(ii) f (Y,t) é continua em Y para cada valor fixado de ¢ devido ao formato de f em
(3.61);

(iii) existe uma fungao
h(t)=|C@)]- (a+ €+ 1) + 2 (a + [[€] + 1) [L(B)] . [M ()] + |G ()]
integravel a Lebesgue no intervalo |t — 7| < ( tal que
lf (Y, t)] <h(t) para (Y,t)E€R
considerando que
IV =& <a= Y[ <a+ |l <a+]Ef+1

observe que

uown:cwjf+uw<ymﬁwy>+aw

YTM, (1) Y
YTM, (t)Y
SCW)YW+MQ<Ymgwy>_qu
Ou seja,
YTM, (t)Y
vl <lom].| v |+ L. '( ML Y ) 160
e agora tomando-se
Y'M @)Y | =max {|Y"M () Y|, |Y "My (1) Y|}
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pode-se escrever

FEIICOl| Y|+ 2@l [YIM @ Y]+ G

<le@l.| v |+ 2 L@ YT M @1+ (G
donde se segue que

SO ICOL| Y |+ 2 Y P L@ M (1) + 6]
< 1CW]-(a+ l1El+1) +2. (@ + gl + 1)° L@ |M @] + 1G]

Note que como as condigoes (i), (ii) e (iii) acima sdo as da hipdtese do Teorema
de Carathédory ( Teorema 1.104, pégina 47), entdao é assegurado que existe uma
solucdo ¢ da equacdo Y'(t) = f (Y (t),t) a menos de um conjunto de medida nula
em algum intervalo |t — 7] < 3, (3 > 0) satisfazendo a ¢ (1) = £.
c12(t)
o2 (1)

de EDO’s oriundo do problema (3.43) quando m = 2 , ao concluirmos que existe a
solugao do PVI (3.63).

Deste modo é possivel estabelecer este resultado para cada m, isto é, a partir do

Portanto acabamos de mostrar que existe uma solugao para o sistema

sistema nao linear de equagoes diferenciais (3.43) poder-se-4 obter um PVI andlogo
ao encontrado em (3.63), com uma solu¢do maximal definida em algum intervalo
[0,t,]. Se t,, < T, entao |uy, (t)| deve tender para +o0o 4 medida que t — t,, : as
estimativas a priori mostrarao que isto nao ocorre e por conseguinte t,, = T .(Cfe
[46], pagina 284).

Assim a primeira equagao de (3.32) é uma soma algébrica de produtos escalares
em L?(Q), da qual se origina um sistema com m equagoes diferenciais ordinarias
nao-lineares para as fungoes ¢;,,: uma para cada j = 1,...,m , admitindo pelo

menos uma solugao definida no intervalo [0,77].
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3.4 Estimativas a priori

Nesta etapa estabeleceremos algumas estimativas sobre u,, (chamadas estima-
tivas "a priori” sobre u ) para mostrar que a sequéncia das aproximagoes {u,,}
pertence a bolas fixadas (isto é, independentes de m) em certos espagos norma-
dos, e de modo que a partir destas estimativas se possa efetuar a ”passagem ao
limite”. Também com estas estimativas podemos tomar a solucao u,, que esta defi-
nida, em principio, num intervalo [0, 7,,,] € prolonga-la no intervalo [0, 7], e a seguir
na proxima etapa, finalmente considerar-se-4 a passagem ao limite na dimensao m,
para estender o resultado para dimensao infinita.

Recorde-se que para o problema variacional apresentado em (3.27) estamos procu-

rando solugoes aproximadas da forma

U, (2,t) = Zciym (t) - v ()

=1

onde (v;);cy C V € a base espectral ( hilbertiana, ortonormal tanto em V' quanto em
L*(Q)), isto é, uma base constituida pelos autovetores do operador —PA . (Veja

proposicao (1.98), pagina 39). Considerando-se o subespag¢o m-dimensional
Vin = [v1,..., 0] CV,

onde

v, (i=1,...,m)
sao as m’s primeiras funcoes da base de V, e fazendo-se
v =1,

para cada

ijVm,
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recorde-se que a formulagao fraca (3.32) modelada em V,,, tem o seguinte aspecto

( Achar u,, (x,t) tal que

(i () o () + (0 )+ (8 92) (2) ) s () +

) + (3.64)

3=

b (Vi (), S 4 (9, () (0 () - 74

T+ (F (n) 22,0, () = {g.v5()) . Vo, (2) € Vi em D'(0,T)

n

L U, (0) = ugm € H.
mas se multiplicarmos a primeira equacao do sistema (3.64) por
Cj»m = Cj’m (t) ?

e usarmos as propriedades de produto interno em L? () pode-se escrever
U,

(i (%) ciom (8) 03) + (582, Cjom (8) vj) + ((("Tm Vo) (7)) , Cjm (1) Uj) +

+u (Vw (um) , M) + u (vz’ (um) ) (Cj}m (t) vy - Vfﬁ) (%)) +

n

n?

11 (F (n) 22, ¢5m (8) v5) = (g, Cjom (1) v5)
(3.65)

e agora fazendo-se a soma sobre j , variando j = 1,...,m teremos:

(i (5) stm 1)) + (28w (2, 0) + (22 92) (52)) s (220)) +

1 (Vo () T2 ) 1 (V) ( (2,) - 02 (2)) +

n

+p (F (n) 22wy, (2,8)) = (g, (2, 1))

n

(3.66)
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Afirmacgao 01.

1d

2 dt

Upy,
NZD

Demonstragao. Ora

2 d (u 1/
= (a <7) ,um> + 3 (ﬁum,um) (3.67)

% (w (1), w (1) = (w' (), w (b)) + (w(t),w () = 2w (t),w(t)) (3.68)

dai
1d

2dt

QS

Repare que poderiamos ter derivado direto a partir da ultima expressao do enca-

deamento de igualdades acima, mas usa-se a propriedade de existéncia de inversos
multiplicativos antes de derivar para melhor compararmos com o 1° e 2° termos do

lado esquerdo da equacao 3.66, assim

sl -G R-Ge a3
((a6) e )

o e L o :«%(Wm))\/ﬁ\/—%)%(?mjﬁﬁ)

T - () ) 2 ()

Logo, a partir de equagao (3.67) temos

(G () ) =23
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e substituindo esta equagao (3.69) na equagao (3.66), vem:

Um

A (9 (). )

ou seja ,
4 v | (g—;um,um) +2 <<(“T’" V) <u7m)> ,um> +
211 (V (1), 222 ) 20 ( (), (- 9) () + (3.70)
+2u (F (n) %2, upm ) = (g, Um)
note que o terceiro termo do primeiro membro da equagao (3.70), é tal que
2(((Grv) (5)) o) =
=2 (5 9) () i =2 [ (%) (%)) Aot
—2b (um, “7’” “7’”) —0 (3.71)

pelo lema (1.103) e, considerando que o quarto termo da esquerda da equagao (3.70)

pode ser escrito como

2 (V () (“’“>) =25 [ ¥ (1) ) g — V%m) V%%

n Q

2

V (tm)

— | T4 (372

L2(Q)
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além disso, o sexto termo da esquerda da equagao (3.70) pode ser escrito como

2u (F (n) uf,um> =

_ 2,1/91? (n) %numdx - 2@/9\/}772”)%\/1?2”) Uz

2
F
=2u H\/ (n)um (3.73)
" L2(Q)
assim substituindo as equagoes (3.71) , (3.72) e (3.73) em (3.70), vem:
2 2 2
4|z 20| ey +2MH\/ || =
12(9) @
(3.74)

=92 <g, um> — (%um,um) — 21 (vz (um) ) (um : vl) (%))

3.4.1 Majoragoes para (g, un)y 'y

Repare que, por hipdtese ( ver observagao 3.1, na pagina 82), tem-se que
ge L*(0,T, V)= g(t) e V',vt €[0,T],
isto é,
g(t):V—-R
v (g (), V)
dai como ¢ (t) é um funcional linear limitado tem-se que:

[{g (@), um)yry | < Mgy - [umlly = Ng@)lly [[Vimll 2 (3.75)
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agora, usando-se o lema (1.2), vem:

|<g,um>va| <

2
< Mg Ol - I Vttmll 2y < all Vil 72 L ||9( )y

2

V (tm)
vn

1 2
o e PR o R4 PG

L2(Q2)
como /n < 1, teremos:

2

V (tm)

N Lo @76

o) 44

(g, um)yrvl < g @)l - [Vl p20) < @

daf usando esta majoracao dada pela inequagao (3.76), obtemos a partir da equagao

(3.74) a seguinte inequagao

i um + 2 H u'm + 2 < 2a H V(um) 2 +
dt || v/n H L2 2 \/ N L2(Q) (3 77)
2 n
30 9 Ol = [, wm) + 20 (V (), (- V) (3))]
e majorando-se a partir do segundo membro da inequagao (3.77), vem
2 2
4 L 9 H Ve (Um) 2 ||/ 22y, HM
wlive R L"’ ) . Lm) v e (3.78)

3¢ 19 O + | Grtoms wn) |+ 202 [(V () (- V) (7))

Observacgao 3.11 Enfatizemos que, como ¢ usual em trabalhos envolvendo esti-
mativas em equacoes diferenciais parciais, também aqui usar-se-a a letra C' para
denotar uma constante positiva genérica dependendo somente de () e dos dados do
problema, que inclusive poderd mudar de passo a passo. Somente nos casos em que

for necessario distinguir certas constantes ou tornar mais claro a argumentacao ¢
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que utilizaremos outras letras para denotar constantes.

Com objetivo de usar desigualdades do tipo de Gronwall (lemas (1.105) e (1.106))
temos que majorar as duas ultimas parcelas da inequacao acima (3.78). Isto pode

ser feito de duas maneiras distintas.

3.4.2 Majoracoes para (g—;um,um)

(I) Suponhamos que n/(z,t) € L' (0, T, L> (Q)), isto é,

T
A|wmwm@ﬁ<w

e considerando-se fixo t € [0,77], tem-se que

(2, )] < 7' )| Lo ()

dai neste caso tem-se

<%Um um) _ /Q %um (2,1) i (2, 4) da

/Hn(,t Iy fum (@ )P Hn’(-,t)l\mo(m/

m U, (2, 1) ’
n( n(z,t) no

n(z,1) |,

dx

ou seja

U (,1) 2 3.79
n(z,t) ‘ (3.79)

(relacionar-se-4 com a condicao de integrabilidade associada com desi-

n/ 1 ,
(st tn) < IOl

gualdade de Gronwall).
(IT) E se supormos que n/(z,t) € L™ <O,T, L2 (Q)) , isto é,

sup |[|n'(-,¢ < 00

3
t€[0,7] >HL2(Q)
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e quando se fixa t € [0, 7], tem-se n/(-,t) € L2 (Q), assim

/ /
(%um,um) = /% |t (2, 1) |20 dz <
Q

n(w,t))
1 u,, |
< = o |2 dz
L) Q \/ﬁ Rd

como n' (z,t) < |n’ (z,t)| , entdo usando a desigualdade de Holder vem:

n/
_QU'ma U, S
n

2x3 2
Um

vn

U

N

1 ;3 5
< — 'z ) . /
o Q Q

S
—_— / .
dl‘) - no ||n( ’t)HL%(Q)

L8(Q)

2
Um

vn

<
L5(Q)

!/
n < 1,
(n—“m“m) < oo Wl 0723 @)

2 ||”,||L 3 . ||Um||i6(9)
n2 OO(O,T,L?(Q))

Agora, vale lembrar que de acordo com a defini¢ao (1.63, pagina 24) e a observagao

(1.64, item (ii), subitem 2) tem-se que

[l o) < Co- IV (m)ll 12
portanto

1, 2
n_(Q) ||n ||L°°(0,T,L%(Q)) . ||Um||L6(Q)

ct

!/
S n_g ||n ||L°"(O,T,L%(Q)

) NVt

e por outro lado

Vi,

Vi,
el = |77 <

NG

consequentemente
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Vum

n' C? Vi,
(ﬁu’nmum) <= || ||Loo(OTL§ H (380)

(associar-se-a4 ao emprego de norma pequena).

<cH

3.4.3 Majoracoes para (um -V (%) ,V (um))

Note que este é um dos fatores do ultimo termo no segundo membro da inequagao
(3.78, pagina 105), e como V (%) = V(n) vale dizer que

(um v (%) v (um)> _ (V ()t Vn<3>)

(I) Supondo-se que Vn € L* (0,T, L*(12)), e indicando-se como n’ = 4% tem-se que

17" ()| oo 0.7,8 2)) = SUP 53%”” ()l sy < 00

Agora considerando-se fixo t € [0,7] , e como

Uy, + V (l) __tm V() € L*(Q), Vu,, € L*(Q)

n n?

obtém-se a inequacao seguinte ao usar a desigualdade de Holder

[(n -V (5) 5V ()| =

(3.81)
= |~ (V. =52) | < [Vt - [ 25
L2(9)

e como 0 < ny < n < 1 segue-se de (3.81)
\% ! \Y < ||V ! \Y 2
w9 ()5 ) )| N0y o T, (382

mas considerando-se que
-V (), =
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_ (/Q\um.wn)@d dx)é . (/Q(’um’Rd | ’V(n)wdx); .

= [[[umlga - [V (7)]gall

L2(Q)
pois
[t - V ()| =
= [ (et 2 )] < e VR

assim da inequacao (3.82) obtemos:
[tV (2) ¥ )| < IVl gy - (2~ Nl 190kl )
a seguir usando o lema (1.2, pagina 1), pode-se escrever

(s

mas 1 < -= < —= , daf da inequagao (3.83) obtém-se a seguinte
Vi,

(19 (5) 7 )| <o |2

Agora ao aplicarmos a desigualdade de Holder no segundo termo do membro a

1

2 2

< alVunl + = ltmla - [Vnlgalfag, (383)
0

2
< a.

1 2
+ g Ml - [Vnlgallieg) - (3.84)
L2(Q) 0

direita da inequagao dada em (3.84) vem:

(o (2) )

2

Vi,
NLD

_|_
12(9)
1 v 7
+ 1 (/ |Vn|* d:v) . (/ || da:)
4a.n0 Q Q

Esta escolha das poténcias p e ¢ depende dos espacos de fungoes onde vamos estudar

<a. (3.85)

a solucao da EDP em questao, e tem haver com o grau de regularidade adequada

que se pode obter ao usarmos as imersoes de Sobolev.
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Determinacgao das poténcias p e ¢

Pela proposigao (1.37), temos que
se p () < oo entao LP(Q2) C Lp/(Q), para p > p’

dai
L*@Q)c---cLbQ)c---cL*Q)cL*Q) cL" Q) (3.86)

Considerando-se que

[umV (W“i%ﬂ) -
:{[/ﬂ umV(n)deF}2/QumV(n)2dx

e usando-se a desigualdade de Cauchy-Bunyakovski-Schwarz (1.38) no integrando,

e em seguida a de Holder (1.33, pag. 9) tem-se que
[umV (@“i%m =
- / 4V (n)|2 dz < / 2 |V () dar <
Q Q
1 1
< | [ oty as]" | [ (v @) ar
Q Q

2
[umV (n)[[12 () <

dai
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1

< | [ Guyas] " | [ 05 ey o)
< {{/ﬂumZderlp}Q.{{/QV(n)zqu};q}2

2 2
< ||um||L2p(Q) AV (n)||L2q(Q)

|—

logo
[umV (0) [l 12(q) < [tmll 20 - IV (R) ]| 200

Na majoracao do segundo térmo da direita da inequacao (3.84) tem-se

IV (1) w720y < NV ()| 72n(g - 200 (3.87)

que precisam ser comparados com os térmos da esquerda da inequagao (3.78). Assim,

usando o item 1 do teorema (1.60) temos:

que é o expoente das poténcias das funcoes mensuraveis

Um

un
da esquerda da inequagao (3.80)

presente no membro

e p=2= | consideradas no termo em ,
L2(92)

e n=dim(R?) =3

numero de derivadas relacionado com

V(um)
Jn

e jym € Z, ,taisque (j +m) = | o gradiente presente no térmo ‘ @)

na inequagcao (3.80)

(j,m) = (1,0)
assim (j+m) =1« ou ,
<j7m>:(071)
e sendo (3).(2)
np )
< g < SI< g << — 7
p_q_n—mp _q_3—m.(2)
tem-se: 6
caso1:(jym)=(1,0)=2<¢g< ———— =2

3—1.(0)
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dai W2 (Q) — W2 (Q), (ndo ha vantagem nesta imersao trivial).

Caso2(j,m):(071>:>2§qgg%<2):6

logo
W2 (Q) — W (Q) = L1(Q)

para 2 < ¢ < 6 , e obtendo-se imersoes continuas W2 () — L7(Q) , conforme
defini¢ao (1.26). Além disso, como 99 é suficientemente regular (de classe C'), Q
satisfaz & condigao do cone (1.59, pdgina 23), dai dada uma funcao u € W2 (Q),

existe uma constante de imersao C' associada a W12 (Q) — L7 () tal que
HuHLq(Q) <C ||u||W1,2(Q) (3.88)
Porém, como ainda se tem que

{ ueWhH2(Q) = H'(Q) , conforme (Notagao 1.53)

U|aQ =0

entao vale dizer que u € Hj (Q) € H' () . Como as normas em H} () e em H' (Q)

sao equivalentes, conforme observacao (1.55). Segue-se:
||“||Lq(gz) < Cs ||VU||L2(Q) ,para2 < g <6 (3.89)
Assim, se fizermos u = u,, na inequagao (3.89), teremos:
||um||LQ(Q) < Cgs ||vum||L2(Q) ,para 2<¢q¢<6 (3-90)

e como vale (3.86 ) conclui-se que o méximo grau de integrabilidade possivel para
Uy, serd quando u,, € L®(2). Agora, ao retornarmos & inequacao (3.87), exigir-se-4
que o valor de 2¢ seja igual a 6, pois s6 assim conseguiremos o menor valor para p,
e obter-se ainda uma imersao de Sobolev, adequada para u,,. Logo, da inequacgao

(3.87), por comparagao tem-se que o valor de ¢ serd ¢ = 3, pois:

2 2 2 2 2
IV () 22y < IV vy - N Fangy = IV ) angey] [l 5|
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€ como

1 1 1 2 3
- t+t-=leo-+-=l-=-p=—2
P q p p 3 2
resulta
2 2 2
|V (n) um||L2(Q) <[V (n)”L3(9) : ||um||L6(Q) (3.91)
ou

1

2 172
3 6
(/ |V(n)|3d:n> ] : [(/ |um|6d$) ]
Q Q
Agora substituindo-se (3.91) na inequacao (3.84), vem:
e ()
n

a seguir, usando-se a inequagcao (3.90) para outra vez majorar-se na inequagao acima
(3.92), vem

IV (1)t 220 <

? 1
4ang

Vi,

Vn

< a. IV (0 (o) ey [0y (3-92)

L2(Q)

U, 2 2
(0¥ () F)| < [ S]]+ B ORIV (0 Oy IV ()
2
U, 2 V(um
za ‘ v L3(Q) + amg O IV (0 () sy H% ' \/ﬁ‘ L*(©)

e como /n < 1, teremos:

2

2
[(unV (1), V)| < 0|22 L CRIV (0.0 0) s ||

L2(Q) dang 2 Q)
ou ainda, em outras palavras
1 V () ||?
<umV (—) ,Vum) <a + (3.93)
n Vi |lpz
C3 2 V (um) ?
+ IV ()l ——

(associar-se-4 ao emprego de norma pequena).
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(IT) Suponhamos que Vn € L*(0,T,L>°())) , isto ¢, para cada t € [0,T], tem-se

T
Vn (-, t) € L>®(Q) e /0 |Vn(-,t)|ioo(ﬂ) dt < oo

IO ERCES T

Vn ',t oo
V (n) v < IVn (Ol (Q)/\V(um)um\dx
Q

2 2
n ng

E como

<),

usando a desigualdade de Holder , vem:

(o (2) )

Vn ()| 3 3
s Q Q
ou seja

<umV (%)vum) < ( [ dx) '[an('ig)“mm < [ rummxﬂ

e usando o lema (1.2, pagina 1), vem:

V (um)

m

Vn ()|
< IV ( 2)||L (Q)/‘V(um)um|d$§
0 0

n

NI

|(unV (1), Vuy)| <a H.V(Um) . \/ﬁ‘ ’ + L <”Vn("t)|L°°(Q)>2 Up \/ﬁ‘ i
m n/’ mJj| — N L2() 4a g vn L2(Q)
e como /n < 1, teremos:
1 vV m 2 vn ('7 t) |2 oo m 2
(umv (—) ,Vum> <a H (1) + | ‘f (@ | L (3.94)
n \/ﬁ L2(Q) da - L \/ﬁ L2(Q)

(relacionar-se-4 com a condicao de integrabilidade associada com a desi-
gualdade de Gronwall).
Agora no sentido de majorarmos convenientemente os tltimos termos da inequacao

(3.78, pagina 105), primeiramente utilizamos (3.80, pagina 108) e (3.93, pagina 113).
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Assim dada a inequacao

2 2 2 2
¢ || v ¥ (im) Fn) ¥ (i)
||+ 20 |||, 2 H,/—um <2a %] |+
" PPV llae) TV e (3.95)
2 n'!
Fag 19 Ol + [ (B, wn) | + 20| (V (), (- V) ()]
vem:
d || uw|I? v( mw. |
- —”;L +2/LHT 0 Um <
Vum
< 2| %52+ &y O+ S 1t [ 2|+
V(um) || 2 V(um) ||?
2y (|| 2| + o CR I ()5 - || T2
dai
d (|lu 2
@i||vn|| T
12 ! 2 v(um) 2
(20— a—ap) = L n ||LW(O,T,Lg(m) e CHIV () ooy | | 252 | +
2
e Ve OIS
(3.96)

Logo, se impormos

ct H 2 2
— In HLOO(OTLQ(Q)) - MCS IV (")||Lo<>(0,T,L3(Q)) >0

K=2(p—a—ap) -
(3.97)

e para isso fazemos

C? L
2 . _ _1 / o~ 2 200 ) ]
(w—a—ap)> 2 In ||Loo (O’T,L%(Q)) + 2and Cs IV (n)llz (0,7,L3()) (3.98)
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de modo que se tome a > 0 e tal que

p—a—ap>0 ep>all+p) sa< L (3.99)

T+mu
e por isso, neste caso as normas de Vn e n’ devem ser pequenas o suficiente para
que a inequagao (3.98) seja valida (aqui estd a justificativa da condi¢ao de pequenez

exigida na hipé6tese do teorema (3.4, pagina 84)). Dai deveremos ter

d || um 2 V (u /
% ﬁ +K.' ( +2 H <—Hg()HV (3.100)
LQ(Q)
isto é,
A 2+KHV(um) <Ly (3.101)
dt || v/n RV LQ(Q)—zag v '

e integrando-se de 0 até t com ¢t < T, vem

' V(um) ||? ! 2
d [|u 1
2| — dt < 5 )5 dt
/odt vl FO _2a/0 lg (DI
ou seja
2
ol i iy s s [a @l
mas

2

L eoeas L[ [ aoia] b - L
2a J, Iy @ =5, 0 gl = 90 M2 (0ry)

2

<C

entao

2 1

2 Uy, (0)
dt < % HgHLZ(o,T,V/) +

vn

m

L2()
Consequentemente obtemos:

“—\/"% € L™ (0,7, L2 () e
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ou seja
U, € L2 (0,T,V)NL®(0,T, H) (3.102)

uniformemente num conjunto limitado, isto é, sem depender de m.
De forma semelhante, se usarmos (3.79, pagina 106) e (3.94, pagina 114) em (3.78,
pégina 105), obteremos:

2 2 2
d ||u V(um) F(n)
i || Vr +2/~LH—n +2NH\/ T Um <
Vil 2@
: (3.103)
V () 1 2 1 1" || um(mt) .
<2a |[Tg]| L d g O+ 0 Dll gy - | 22|+
u IVn(,6)]17 00
9 H Y (um) P Lo || up
+2pa Vi |l 2 2a.nd "l L2
ou seja
d || um (2u — 2a — 2ua) ’—( ZM"\/F(" <
L2(Q)
(3.104)
) 2
< 1 " 2,+ T O e +H\|Vn('»t)||LOO(Q) ' U (,t)
=5, g ( )Hv 0 [EACEIIF () 2a.nd V@) @)
Escolhendo-se a > 0 tal que K =2 (pu —a — pa) > 0, isto é,
1
— >a>0 3.105
T h (3.105)
dai obtemos:
d || || V(um) || i, ||
R T B
(3.106)
2
2 V(817 U (2,
< RO + (& - 10Ol + ) |2t

Descartando-se o terceiro termo no primeiro membro da inequagao (3.106) acima, e
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fazendo-se

1 1 W
C= — —, 3.107
max{Qa no’ 2a né} ( )
vem: ) ,
2|+ & |2 < o lg @I+
2 (3.108)
1 # V(D)7 00 (o U (z,1)
$C - (5 )y + ML) | 2k

Com a finalidade de aplicar o Lema (1.106, pagina 48) e examinando-se a inequagao
(3.108), note que

( ) ) 2
Um _ Um, o Um (-,0 _
(1) = V_EH 208 (=4 | %) o 20lo=| L]l =2
U () — K |2 |
ool
Q Vil )
Ft)=Cllg @)l
2
~ HVn(~,t)H200 Um (2,
(@)t =C. (— 1/ Co )l gy + ““) - [ e ]
\
(3.109)
e considerando que
2
(i) ¢= “’"((x’% € L*(0,T) = 3IM > 0, tal que £ € [0, M]
g [Vn( )7 00
(i) ~(t) =C. (n%, 172/, )| oo () + “ﬁaangjﬂ)
Neste caso observe-se que g (® (t),t) é da forma
g(®(t),t) =~(t)- @ (1) (3.110)

onde 7 (t) é uma fungao integrével, e nao negativa em [0, 7], e além disso

9(&,t) =~ (1) €
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é lipschitziana (e ndo-decrescente) na varidvel € para ¢ fixado, e com
9(0,t) = 0.
Dai, desprezando-se o termo W (¢) na inequacao (1.38, pagina 48) tem-se
(1) <~(t) -2 (t)+ f (1) (3.111)

e deste modo & satisfaz em particular a hipétese do Lema (1.105, pagina 47), e

consequientemente pela aplicacao deste mesmo lema pode-se concluir

O (t) < exp (/ty (s) ds) [(I) (0) + /tf (s) ds] para todo 0<t<T (3.112)
E também, em particular, se
O () <~(t)-®(t) e ®(0)=0 (3.113)

logo
O(t)=0, Vte[0,T] (3.114)

Por conseguinte vale

O(t) < F(t, B) = F(t) = [exp </Ot”y (r) dr)] : {@ (0) + /Otf (s) ds} s
3.115

para t € [0,77] .

E, além disso considerando que g é nao decrescente na primeira variavel conforme
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salientado em (3.109), entdo também tem-se que

/t U(s)ds < F (t) (3.116)
onde F (£, ®p) = By + /0 G(F (s),5) + f ()] ds

= dg + /Ot [v(s) F(s)+ f(s)]ds (3.117)

Repare que sendo

F(t) = {exp (/Oty (r) dr)} : {@ (0) +/0tf (s) ds}

entao

| , 7 (t) 7 (0) .0 8@ 2000 g <I>0+/f ) ds
| A e

Fo=ew([10a) {0 Jow+ [roa]+ 1w} 20

pois v, ® (0), f sdo nado negativas, logo F(t) também é nao-decrescente em ¢, ( isto

também pode ser verificado na expressao (3.115). Dai

| STOSF@, vl (3.118)
L=< n1(,7t) < \/2—0 (3.119)
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tem-se que

F(t)>

‘ /'“’” X dx>/|\um 2, 0)|)? do (3.120)

ou seja
t)z/]um (z,1)) dz (3.121)
Q

e como F ([0,7]) é compacto obtém-se que

% e 1= (0,T, L*(Q) (3.122)

e ainda pela inequagao (3.121) também se pode dizer que / [t (2, 1)|* dz < o0,
Q
portanto
Uy € L (0,7, L*(Q2)) (3.123)

Agora sendo K > 0, pois assim foi exigido em (3.105), vem:

:K/dez K/Q|V(um)]2da:

2

oo - &[Tl

L*(Q)

tem-se que

t)ZL!V(um)l2d$=!\v(um)\|2 (3.124)

dai, integrando-se esta inequagao acima (3.124) em relac¢do ao tempo t € [0, T, vem:

K [/ ds} / IV (o (-, ))11” ds (3.125)

e usando-se (3.116) a saber, fo s)ds < F (t), e o fato de F ([0,T]) ser compacto

acarreta F (t (t) < 00, assim obtemos:

te[0,7
lep [ 04] 2 10

Uy, € L*(0,T,V) (3.126)

1 ~
— F (¢
OO>K(

ou seja
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e além disso

t
| ®
0

e considerando-se (3.126) também se pode dizer que u,, € L*(0,T,V). Daqui ob-

2
Vg, (-, )

n('?‘S)

ds < F (1)

Vu
<o —2 e 20T, L?(Q 3.127
wom <P F T € (0,7,L*(Q)) (3.127)

temos a existéncia de uma subseqiiéncia, ( que sem perda de generalidade, serd
denotada por u,, ) que converge fraco em L*(0,7,V) e considerando-se (3.121) e
(3.122) também converge fraco* em L>(0,T, L*(Q)).

Para facilitar o estudo da convergéncia, definiremos agora os seguintes operadores

de modo andlogo ao procedimento encontrado em ( [46], pagina 162 ) a saber:

e dados u,v € H} (Q) temos a forma linear continua

B(u,v):V —-R
w <B (U, U) 7w>V'V =b (U,U, ’lU) (3 128)
onde b (u,v,w) ¢ a forma trilinear da observagao (1.101) '

em particular, neste contexto denota-se B (u) = B (u, u)

e dado u € H} (Q) tem-se

Ay (u):V—=R

v (A1 (1), 0)yry = (VSJ)?V (u)) (3.129)

e dado u € H} (Q2) tem-se

Ay (u):V—-R

v Ay )y hyy =i (0- V) (1), V@) O

e dado u € H} (Q) tem-se

Az (u): V—-R

v (Az (u),v) = p (F (n) %, v) (8.131)
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dado u € H} () tem-se

A(u): V=R

(3.132)
vi— (A (u), v)yry = (A1 (), v) + (A2 (u) ,v) + (A3 (uv) ,v)

Note que (-,-); 1, denota o produto de dualidade (-,-)y y , isto ¢, um funcional
bilinear definido no produto cartesiano V' x V., (cfe [42], pagina 97; ou [41], pagina
189), e jd mencionado na Observagao (3.1, pagina 3.1).

Para passar o limite na forma trilinear precisamos como nas equagoes classicas de
Navier-Stokes, de uma convergéncia forte em L?(0,7T, L*(f2)). Conseguiremos isto

utilizando-se o Lema de Aubin-Lions(1.66). Para isto precisamos mostrar a seguinte

Afirmacao
. € Ls <0,T, V’) (3.133)

Demonstragao. De fato, a formulagao variacional obtida em (3.32, na pagina

86) para cada V,, , a saber:

G () 0)+ () + (- 9) (7)) o)+ (529 () +

+u ((v-V) (), V (un) + 1 (F (n) 22,0) = (g,v), Yv eV,

n

pode ser reescrita da seguinte forma também

(& () o) = tgh = (o) = (- 9) (52)) o) = (529 o) +

mas

i(u_m> B u,m-n—um-n/ B % B n_/
at\n )"~ n? I A 2 m Y



logo

(v V) (7)), V() = (F(n) 52,0), Vo€V

Assim usando a nomenclatura dada para os operadores definidos em (3.129), (3.130),
(3.131), (3.132) e (3.128), teremos

(AU, v) = p (@, \Y4 (um)>

(At v) = p ((v- V) (3), V (um))
(Agtp, v) = p (F (n) =, v) (3.135)

(A, v) = (Ajty,, v) + (Agtiy, ) + (Astiy,, v)

B =9 () )

logo a equagao (3.134) toma o aspecto seguinte

<“7mv> = (9= Aup = B(22) v) |, Ve, (3.136)

n
Isto é, a partir de (3.136), tem-se que

/
Ym _ o _ Ay, — B (“—’”) =T emV (3.137)

n n

onde 7" é uma aplicagao do tipo T : V,,, C V — R. Para definirmos a equagao acima

em V' utilizamos a proje¢ao ortogonal P, : Hj — V;, da seguinte forma:
ul
(—m,v) = (T,P,v) , Yve H)(Q) (3.138)
n

Observando que se v € H} (Q) entao nv € H} (), pois usando-se a equacao (3.138),
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tem-se:

/

(uh,, v) = (ul,, 22) = ("ﬁ,nv) = (T, P, (nv)) = (nP:T,v) (3.139)

m) n

onde P} é o operador adjunto de P,, . Assim, utilizando-se também o fato de P,

ser operador auto-adjunto, conforme Observacao 1.99 ;| tem-se que

=Py (9= Ay — B (")) em B (@) = (1} () (3.140)
n
Para mostrar que u/, € L3 (0,7,V'), vamos examinar as diversas parcelas da
equagao (3.140) acima. Primeiramente observemos que como V C H} (Q) , tem-
se pelo Lema 1.15 que H~'(Q) c V.

Ora, nP,,g € L?(0,T,V") pois como ng < n < 1 entao

(nBng, v)yny = (g P (00)) s < lglly 15 (0) |y < lglly [lvlly,

Aqui utilizamos o fato de que ||P,v||;, < ||v]|,, . Empregaremos a forma alternativa
|A|| = sup ||Az|| para calcular [|A||, (cfe [5] , paginas 184-185).

ll=]I<1
Vamos mostrar que

nP,, Au,, € L* (0,T,V")

De fato, Aju,, € L?(0,T,V") onde

(At V)yry = p (

note que

(NP A1tm, V), = (A1, Py 0) 0,

e além disso

[nPovlly < |[Bnvlly < llvlly = Vol 2
V (nPv)|* 1 s 1 2 _ 1 2
——| < S5 [Vl < 5[V (Ba)|" < = [V (v)]
n no nO nO
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por isto, examinaremos a acao de Aju,, sobre os elementos v € V. Assim

|Avtnlly = sup [(Ayn, ) = sup (T2, (un))

llvlly, <1 llvlly, <1

< L&sup (Vo,Vuy) < B sup [[Vol| - [V, ||
llvlly, <1 o]l <1

logo
[Avtm |y < 56 11Vl

— ng

elevando ao quadrado

2
1Al < b [Vt

integrando no tempo
T 2 2 T 2
Jo NAvumlly, dt < 55 [ IV tmll7sq) dt
extraindo-se a raiz quadrada

[Avtml| 2.1y S C VUl 2.1, p20)) < 00

tendo em vista (3.126, na pagina 121), e portanto concluimos que
Alum € L2 (O, T, V/)

Note que Asu,, € L?(0,T,V") onde

e G D)

Ora, sendo

||A2um||V’ = Sup |(A2um,v>v,vl
flv]I<1

tem-se

S Agum]|2 dt < Cy [T sup [((0- V) (1), V (un))[* dt

[Vol|<1
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assim

2
dt

/OTHAwmII@, dt < Cy /OT o /Q(v (tm)) <(U.v) (%))dx
<o [ an [l |en ()

0 D) =1GHI (e e

da:} dt

considerando-se que

< |Vnlga

sz

1 1 1
09 ()] = () (90 ok < o Pl 9

0

tem-se

dai

2

T ) Cl T
[ el < S [ sup | [ 9 @]l [Vl o]
0 g Jo Q

[Voll<1

aplicando Holder no espacocom p =2, ¢ =6, r=3 | (% + =+ % = 1), vem

=

T
/rmeaﬁé
0

[ (e ) (o )} (o )

<

o§w| Q

ou seja

T T
C
2 1 2 2
/0 HAzumedtSn/o sup ||V (um)lIz2gqy - [0l ze() - 1V 70y dt
0

Vo] <1

agora tendo em vista a Observacao (1.64, item i: na pagina 25) e a Proposigao (1.37,
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na péagina 10), pode-se tomar uma constante k£ > 0 de modo que
||U||L6(Q) <k HVUHL2(Q) <k
a penultima inequacgao fica com o seguinte aspecto

T T
2 . 2 2
| Mzl e < 2 (19 (e 190

C1k
ng

fazendo-se C' = e aplicando-se Holder no tempo segue-se

T T
2 2 2
A\Mwwwﬁscwwmmwﬂ@yﬁuvmmw@ﬁ

2 2
HA2umHL2(o,T,Vf) <C- HVTlHLoo(o,T,LS(Q)) [V (um)HL2(o,T,L2(Q)) <00

pois isto é assegurado por (3.28, da pagina 84) e (3.102, na péagina 117). Portanto
vale dizer que
Agu,, € L*(0,T, V).

Além disso, repare que

Asu,, € L*(0,T,V")

ot = (22

(mum v)

onde

pois:
2
dt

T ) T
| 1aselar <o [T s
0 0 lolly = Vo)<t

T 2
< C/ sup [(% /umv dx )] dt
0 [|Vul<1 °Ja
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ou seja

T 2
/ HA;:,umH%,,dth(%) / sup {(/ |t v dx)} dt
0 0 0 [Vul<1
T 2
<y / sup {(/ [t - |v] dm)] dt
0 [[Vol<t Q

aplicando Holder no espaco

1 192
T 3 3
/ | At |3 dt < O - fo sup [(/ |t | d:v) : (/ |v]? dx) ] dt
Vo<1 Q Q
< C’l-/ sup (/ |t | dx) : (/ |v)? da:> dt
0 [IVull<t 0

e usando-se Poincaré-Friedrichs

T T
2 2
An&%mwsaﬁ sup i3 10130

Vol|<

T
2 2
§O2’/ sup <||Vum||L2(Q) ||VU||L2(Q)> dt
0

IVol[<1
logo
Jo IAswnl3rdt < Co- [ (Jo IV (wn)[* der) dt
< C [TV (um)|* dt < oc.
Assim

Au,, € L*(0,T,V")

Vamos mostrar que

TG =) et o)

De fato, consideremos os seguintes argumentos.
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(1°) Em vista da condigao 1.37 do Lema (1.103, pagina 43), a saber

e para t € |0, 7] tem-se

ou seja

s e L (0.7, (H3 ()) (3.141)

Repare que citando uma conseqiiéncia das imersoes de Sobolev, a saber o segundo

subitem do item (ii) da Observacao (1.64, pagina 25) tem-se que para
n<3= Hy(Q) — L°(Q)
e combinado com a Definicao 1.63 existe uma constante C' tal que
||U||L6(Q) <C ||U||H3(Q) (3.142)

Assim, aplicando-se a inequagao (3.142) quando u = (“Tm) (-, t) tem-se que

1) e ()

“7’” e L* (0, T, L° (©)) (3.143)

2 2

< C?

LS(Q)

Hg (2)

logo

Além disso, de (3.141) e desde que

”UHH&(Q) = HVUHLZ(Q)

vale escrever
T 2
um
0 n

dt

L2(Q)

T
R M CO I
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e pela desigualdade de Poincaré-Friedrichs (Proposi¢ao 1.54, pagina 21) segue-se

v (5) e L2 (0,717 (@)

(2°) A partir da relagdo dada em (3.122), a saber

u u
—= c L™ (0,T,L*(Q)) & su — < 00
vn ( @) OSth{ Vn L2(Q)}

Dai, como
um

Jn

L2(Q)

|

<|va- 3]
L2(Q) n

L2(Q)
segue-se que

e L (0,1, L(2)

(3°) Ora, das relagoes (3.145) e (3.143) tem-se que

S e 12 (0,7, L2 (Q)) N L* (0, T, L° ()

n

Assim, repare que estamos diante do caso

para aplica¢ao da Proposigao (1.49, pagina 16), donde se pode escrever que

Um e 18(0,T, L7 (Q))
n

(3.144)

(3.145)

se satisfeitas forem as condicoes da hipdtese desta Proposicao 1.49, e para0 < A <1

tem-se que

q p r q 2 6 6

e
1 A 1—A 1 A 1—A 1 1—A
By a g oo 2 B 2




logo

%?ep%<QﬂLﬁsz,mmogA<1 (3.146)
Note que sendo
1) = gy = 0 ) = o <0
(§
B = o5 = 0 ) = o >0

q(\) e B(X) s@o fungoes mondtonas para todo A € [0, 1] assumindo todos os valores

intermediarios respectivamente nos intervalos [2, 6] e [2, +o0] .

Mostremos agora que a forma linear continua

“_mv<“_m> :B<u—m> € L5 (0,T,V')

n n n
Ora,
15 -V (52) [l < sup [V (52) o)y
olly <1
< sup [(5V (52) )|
olly, <1
e como
||'lU : vw”Rd - H (wlg_;lia e awdaa_;l;> ‘ R S ||(w17 s 7wd)||]Rd ’ ||Vw||Rd
pode-se escrever
o9 )l < 500 192 17 () ey Dol 147
vy, <

onde é + % + % =1 e de modo que se tenha
[0l 0y < ClIVOl L) = Cllvlly <C-1=C
escolhe-se « =3, 3 =2e~y=6. No sentido de usar-se o resultado apresentado em

132



(3.146) devemos achar A tal que

logo ﬁ . =4 . Assim,

Um 4 3
" e L*(0,T, L% ()

A partir de (3.147) e das escolhas feitas acima para a, 3 e v obtém-se a inequagao
abaixo
o o)

<O-fl% IV (52 2o

Iy oy

Agora elevando-se ambos os membros da inequacao anterior a poténcia % e a seguir

integrando-se para t € [0, T[, vem:

[l v el <o [ g IV ()l

aplicando-se Holder no tempo na inequacao acima, vem

T 4 T £ % T iq %
P v ) dt < ) e - dt IV () 12
0 0 0

com % + % =1, e escolhendo-se ¢ = % e p = 3 obtém-se

/OTH“T”-V(T’” Sdt<C- U [E -tr[/OTHV(“Tm)”iQ(Q)dt}

wlro

ou seja
ERLC I
n /L3 orv)
4 ~
<C- | HL4 o, ey |1V ()220 mp200y = € < 0
portanto
p(tm) =ty (t) e i 0,1,V (3.148)
n n n
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Desta forma, acabamos de mostrar a afirmacao (3.133, da péagina 123).

Retornando-se a equacao 3.140 , a saber

u, =nP, (g — Au,, — B (u_m>)

n
dai
lur, |y = ‘an (g — Au,, — B (u_m>)
n v’
e como n < 1 pode-se escrever
)
n v’
mas considerando-se que
P,:H}(Q) —V,CV CH} Q)
v — P, (v)
vem
/ Um
[ty < Jg = Aup — B (22) ‘
n /v
e pela desigualdade generalizada, temos:
u
! / < / A m / ‘B (—m>
|um|V — |g|V +| U |V + n v’

elevando-se a poténcia (%) obtemos

il < € (I + Munll 48 (%))

E, agora, integrando-se de 0 a T" , vem:

T 4
T
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ol

T, T 4 T U
< 3/ m3/ _m
_Cl(/o |g|th+/0 | Au |th+/0 )B(n>
T T T U
gc-</ |g|2v,dt+/ |Aum|%//dt+/ ‘B(-’"
0 0 0 n

ou seja

<\

3

dt)§K<oo

ol

N—

V/

T 4
/ [y, dt < K < 00
0

Desta forma, independente de m obtemos uma bola com raio K finito no espaco
L3 (0,7,V') | tal que
w, € Bg C Li(0,T,V) (3.149)

Agora, com os resultados obtidos nas expressoes (3.149) acima e (3.102, pdgina 117),

a saber
Um € L? (0,7, V)N L>®(0,T, H)
w, € L3 (0,T,V)

verificaremos se os espacos Xog =V , X = H e X; = V' satisfazem as hip6teses do

Lema de Aubin-Lions (Lema 1.66, pagina 26) antes de aplicd-lo. Note que
V, H e V' sio espacos de Banach (3.150)

pois sao espagos normados completos. A seguir consideremos as seguintes afirmacoes:

Afirmacao
V—H<V (3.151)

Demonstracao. (da afirmacao 3.151). Repare que
(i) Desde que
vV c (H ()" c (H' ()" < (L*()°

tem-se que
V= {u e (H Q) N (L2 ()" div u= 0} cH

pois
1 d >
ueV C (Hy(Q) #ubﬂzo;»u-zv)m:o.

Logo V' é um subespaco de H, devido a definigdo de H dada na Observagao (1.56,
pégina 22).
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(ii) Tomando-se um elemento arbitrério u € V', tem-se que

1
9 2
ol = ( [ 190l ) < o0

Agora, pela desigualdade de Poincaré-Friedrichs (Proposicao 1.54), e pelas normas

usadas em Hj (Q) e em V vale dizer que

HUHL2(Q) <Cq- Hvqum(Q) =Co- HUHH(}(Q) = Cq - [[ully,

ol = [ Bl o) =l

lullr < Ca - lully

E, como

obtém-se que

(iii) Afirmacao
Ve H (3.152)

De fato, isto é conseqiiéncia dos itens (i) e (ii) anteriores junto com a Defini¢ao
(1.26, pagina 7).

(iv) Através do Teorema de Representacao de Riesz-Frechet (Teorema 1.42, pagina
12), pode-se identificar H e H " (ou seja fazendo de H o espago pivo, veja Observacao

1.47, pagina 15), isto é, existe um isomorfismo isométrico

R:H— H
v— R,: H— R

w»—>/v-w

[l = [Re (W)l = [ Rollpr - Wl = 0l = 1Rl
~——

=1

onde

(v) Repare que H' < V' decorre da Proposicao (1.41, pagina 11), assim pode-se
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. . ~ , ’ /
considerar a aplicacao continua S : H — V' onde

H'é subespaco de V'
M > 0, ||f||V’ < M- “fHH’ ,Vf € H/

(vi) Como H = H «— V' | é valido estabelecer-se a transformacio continua T :
H — V' obtida através de uma composicao de funcdes continuas , ou seja fazendo-
seT=S0oR.

(vii) Desta forma tendo em vista os itens (iv), (v) e (vi) acima, e apesar de que H
néo é algebricamente um subespaco de V', mas respaldando-se na Observacao (1.27,
pégina 7) pode-se ”enxergar”

!/

H—YV

como uma ’imersao”’ continua.

Portanto os itens (iii) e (vii) permitem concluir a afirmacao 3.151, ou seja

Ves HV

Afirmacao
Ve V' sio reflerivos (3.153)

Demonstragao. (da afirmacao 3.153). De fato, sendo V' e V' espacos de Banach
onde as normas definem-se através dos respectivos produtos internos, V e V' sao
espagos de Hilbert. E como conseqiiéncia do Teorema de Representacao de Riesz
( Teorema 1.42) todo espago de Hilbert é reflexivo. (Veja [5], paginas 212-214; ou
[31], pdgina 78).

Afirmacao

VS H (3.154)

Demonstragao. (da afirmacdo 3.154). Para mostrar isto apresentaremos os

seguintes itens:
(i)
H) (Q) — H'(Q) (3.155)
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Ora

2 2
Julfino = [ Jo@Pda+ Y [
Q —Ja

;

2
2@ o= [ @P ot 19l

ox;

" 2
2 _ 2 2 u
g = 1Vl = [ 19l de = [ 3 o (@) d
=1

g—;(x)rd:c:g/ﬂ

Além disso pela desigualdade de Poincaré-Friedrichs (1.54, pagina 21) existe uma

\

constante 59 > 0 tal que

~ \ 2 ~ \2
[P s < (Go) [ 190l e = (Ga)" -l

( repare que H} (Q) = W, (Q) é equipado da norma herdada de W2 (Q) , segundo

a Observacao 1.55, pagina 21). A partir de dos resultados acima pode-se escrever
2 ~ \?2 2
lulraey < | (o) +1] < lullis e

N2
fazendo-se Cq = (CQ> + 1, obtém-se
||u||H1(Q) < Cq- ||u||H&(Q) , com Cqo >0

e como Hj (Q) C H'(Q) também, concluimos pela Definigao (1.26, pagina 7), que
H} () estéd imerso continuamente em H' ().

(i) H3 (9) < 12 ()

De fato, pelo Teorema de Rellich-Kondrachov ( Teorema 1.65 , pdg. 25) temos que

c n-p
WHhP(Q) < L7(Q 1<q¢g< ——
@S0 1<es
e como neste caso k=1, p=2en = 3 tem-se que 1f‘,§p = 173('1()2_)(2) = 6 , segue-se
que
WP (Q) = L9(Q) , 1<q<6 (%)

138



Note quesen=d=2ecom k=1, p=2,isto é, p =n entao pelo Teorema 1.65

terfamos

H (Q) = W2 (Q) <5 LI(Q),Vq € [1, +00]

Agora considerando-se o resultado obtido no item (i) anterior, e tomando-se ¢ = 2
em (%) vem
H} (Q) — H' (Q) = W' (Q) S L*(Q)

onde H} () , H' (Q) , e L? () sao espagos de Banach tais que podemos definir os

operadores T continuo e S compacto tais que

T S

Hy(Q) — H'(Q) e H'(Q) = L*Q)

e usar a Proposigao VI.3 ( [9], pagina 90) para concluir que o operador composto

S oT ¢ compacto, e portanto

H (Q) S L*(Q) (3.156)

(i) V <5 L2 (Q)
Repare que V é subespaco de HE (Q) = (HL ()", e como as normas em V e HE ()
sao iguais tem-se que

V — H} ()
Agora considerando o resultado obtido no item (ii) anterior, vem:
V — H; (Q) < L*(Q)

dai, de acordo com a Proposicao VI.3 ( [9], pagina 90; ou [31], paginas 233-234)
pode-se concluir que
VS L) (3.157)

(iv) VS H
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Repare que

H:{ue(L2(Q))d D divu=0 e u-ﬁ]mEO}C(LZ(Q))d

V= {u e (HY(Q): div u= o} c (HY Q) < (HY ()" © (L2 ()"
Como conseqiiéncia de (3.157) no item (iii) anterior, tem-se que

Dada (z,),cy uma seqiiéncia limitada qualquer em V' C (L? ()

entdo existe uma subseqiiéncia (2, ),y convergente em L* ()

Ora, levando-se em conta que V' — H | conforme resultado obtido no item (iii) da

demonstracao da Afirmacao 3.151, vem:
Tp, €V =1z, €H , Vn,eN

em virtude de que V' C H como subespaco de H, além de utilizar-se da mesma
norma herdada de L? (Q) . Conseqiientemente (2, ),y converge em H pois este
também é Banach, ou seja o limite de (z,, ),y também pertence a H. Assim obti-
Vemos que

"(2y),en € uma seqiiéncia limitada qualquer em V, tal que existe (), oy Sub-
seqiiéncia (7, ), oy convergente em H”

portanto pela Definigdo (1.29, pagina 8) significa que

V<SS H

Agora, que ja estd verificado a validade das Afirmagoes 3.150, 3.151, 3.153 e

3.154, e sendo 1" > 0 um numero real fixo, bem como considerando-se que os dois

nimeros reais oy = 2, a; = % sao tais que a; > 1 para ¢ = 0,1 temos que se

cumprem as hipdteses do Lema de Aubin-Lions (Lema 1.66, pagina 26), donde se
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pode concluir pelo mesmo que o espaco

4
3

A:{weLQ(O,T,V) : ‘;—w L (OTV)}

é equipado com a norma

dw
el = el xoryy + |

L3(0,T,V")

que o torna um espaco de Banach, e que também esta imerso compactamente em
L?(0, T, H). Ou seja, agora pode-se dizer que dada uma seqiiéncia (u,,) C A limi-

tada implica que é possivel obter-se uma subseqiiéncia de (u,,), denotada por
(um,) C L*(0,T, H),

fortemente convergente (ou seja compactamente imersa) em L? (0,7, L? (92)), isto &,

—u  forte em L? (0,7, H) (3.158)

Umy,

3.5 Passagem ao Limite

Para passar o limite em m na formulagao variacional, multiplicamos (3.32) por

uma funcao ¢ € C*([0,T]) com ¢ (T) = 0 e integramos em ¢:

£
3|3
~—
£
~
ASE
—~
~
N~—
oY
~

| ) o [ ) o @+ [ (22 (
[ (V () 0 V (2)) @) dt 4+ p [ (V (wn), V (v5) L) ¢ (2) dt

(B ) & (1) dt = [ (9,0 6 (1) di, Yo € Vi
(3.159)

Integrando por partes o primeiro termo do lado esquerdo da equacgao 3.159, obtemos:

/OT% <u7m,w> ¢ (t)dt = <u7m,vi> ¢ (1) :Z - /OT (%n,vz) &' (t)dt
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- (e )em-(hern) o0 [ (o o) o

€ Ccomo Uy, (+,0) = ug,, (cfe Observagao 3.7, pagina 87), segue-se que

[ e aoma=-(tmiRu)oo- [ (Do 00
(3.160)

substituindo-se a expressao do segundo membro da equacao 3.160 no lugar do pri-

meiro termo do lado esquerdo da equacao 3.159 vem:

n

s

_fo (te, ¢f %)dt_(%7¢(0)vi>+/oT(um V(f) ¢(t)vi)dt+
*

(Y () 0 -V (2 o (0)) dt+ [y (Y (wn) , 6 (1) V (03) 1) dt+

(St ¢ (8)v;) dt+ [ ( U, @ (t ) = [T (g, 0 (W) v)dt Vv, € Vi,
(3.161)

Agora, das limitacoes em (3.102, pagina 117), obtemos a subseqiiéncia (tm,);cx
que converge fracamente no espaco de Hilbert L?(0,7,V) e converge fraco® no
espago de Banach L™ (0,7, H). E pelo lema de Aubin-Lions em (ver 3.158, pagina
141), obtemos que u,,, — u em L* (0, T, H). Assim a passagem do limite nos termos
lineares ¢ fécil e justificada pelas convergéncias: wug, — ugem L*(Q), u,, — u
fraco em L? (0,T,V) e u,, — u forte em L? (0,7, L* (Q)). A convergéncia do termo
nao linear (isto é, o terceiro no lado esquerdo da equagao 3.161) é justificada pelo

seguinte lema:

Lema 3.12 Se u,, converge fraco paraw em L* (0, T, V) e fortemente em L* (0, T, H)

entdo para qualquer fungdo vetorial v com componentes em CH(Qr) temos:

e [ (o () ot 1= [ (2T (o)

142



Demonstragao. Repare que pelo Lema (1.102, pagina 40)

]m:/OT (%-V(%),qﬁ(t}v)dt:—/j (59 (), 000 ") at

n n

:—i/OTgb(t)/Q(%n)i%(vj) (%”)jdxdt

ij=1
analogamente
I= /OT (% v (%) ,¢(t)v> dt = —/OT (% Y (v), (1) %) dt
> r uy O u
[0 [ 2, ()
Assim

3

|Im _[’ = Z_ foT¢(t) Qg;i
=S e { (=), (), - ()]

Considerando-se parte da hip6tese 3.28 (do Teorema 3.4, pagina 84 ) assegura que

O<no<n(z,t)<1l , V(xt) €qQr (3.162)
e visto que v € C'(Qr) implica ‘%‘ < ¢; < ¢, segue-se da aplicagao do item
”d”do Teorema 1.34 (ver pagina 9) e depois da desigualdade de Hélder no espago,
(Proposicao 1.33, pagina 9) vem:

o 4 [, - 0] + |
T80 [, dzdt

< EZ?,J':I foT ‘¢ (t) {fQ [(“m)z (=) + (u); (um — u)’] dm} dt‘

¢ 3
|]m - ]| < ( Zz‘,j:1

n0)2
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ou seja

_|_

[t — U)¢||L2(Q)

RO S [ e

1,j=1 +H<U)J

L2(2)

e como ||(w), < [lwll 2y tem-se

120

T
(I — I| < E/o 9 (1)] [H“m”rﬂ(m N — U||L2(Q) + ||“||L2(Q) N — u||L2(Q)] dt

Agora aplicando-se a desigualdade de Holder no tempo

1 1
b ,
L = 11 < (S 16 O emlFaggy - dt) " (Jo Nam = wlfey - dt) " +
3 (T
2 (Ji 16 )] Nl w)Q(g|wm—wm;“U-ﬁ)

[N

considerando-se que u,, — u forte em L* (0,7, L*(Q)) e que ¢ € C*([0,T]) temos

que
1
(16 () Nl 2oy - )" < by < o0
1
(16 ()] N2y - ) < s < o0
€ Como
T , 1
(/0 = llzzq) - dt) = llum = ull 207,220
segue-se

[ = 1] < (€ ky+ - ko) llum = ull oo rre@y == 0

m—00

T
Portanto I,, — I , ou seja / (42 .V (%2), ¢ (t)v) dt converge para
0

T
/ (L-V (%),¢(t)v)dt quando m — oo .
0

Observagao 3.13 Vamos mostrar abaixo as convergéncias de cada uma das demais

parcelas do lado esquerdo da equacao (3.161).

144



/OT (F= 0 ) dt — 0 (%0 ()0 a

TV TV
= I =1

pois considerando-se a expressao em 3.162 tem-se

I, —I| = ‘/ (Bt f (£) v, dt‘

/ Jo (u ' (t) v d;z:dt’

aplicando-se o item ”d” do Teorema (1.34, pagina 9), vem

u—ﬂ<—/‘/mm & (1)) - o] dudt

e pela desigualdade de Holder no espago

T
|m—us%A|wﬁwm@wwmm@wwy@ﬁ

mas Co1mo

¢ € CH[0,T]) = 1" (t)],coy < ks < 00 (3.163)

e a fungao vetorial v tem componentes em C(Q7) , vale dizer

|Ui|L2 < k4 =3 |:1 + Sup ’UZ|L2 Q):| (3164)

1<i<

dai

_nD

T
0

T
|1, —I| < j;—k4/0 |t — 2y - 1l

T

a desigualdade de Hélder (Proposicao 1.33) no tempo onde a func¢ao constante igual

aplicando-se em
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a 1 é um dos argumentos, vem:

|Im_[|§

T 2
ks-k ks.
< jrﬁ ) Hum - “HLz(o,T,Lz(Q)) ) (/O 12 dt) = Z_? ’ Hum - U||L2(0,T,L2(Q)) ) \/T
€ COomo k;
3.k
=l — UHL2(0,T,L2(9)) VT — 0

no m—00

tem-se que |I,,, —I| — 0, pois 7' > 0 é um nimero real fixo. Portanto
m—0o0

T

/OT (u—m,¢' (t) vi) a— | (g,gb' (t) vi) dt

n m—00 n

~~ v~
=1Im =

~

Ora, considerando-se 3.162 tem-se

|%—ﬂ=K%ﬁ—ﬁﬁ¢@w>=MX%%?»¢@%wM
Ua—ﬂéiéwm—w$wmﬂﬁmdx

Lembrando-se que a fungao vetorial v tem componentes em C'(Qr), vale afirmar o

que estabeleceu em 3.164, assim

um—fyg%f”./mo,m—uoyydx
Q

1
2

T
ka-|6(0
|Im—[|§%o()-|uo7m—uo‘p(m~(/O 12~dt> ,onde 0 < T < o0

ap6s aplicar a desigualdade de Holder no espaco, e tendo em vista o item 2 da

Observagao (3.7, pagina 87), temos que

Ly — 1] < MO
no ’

— 0
m—00

~ Ul
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portanto segue-se que

(2001) = (s o)

T / T /
(iii)/o (%um,Qﬁ(t)vi) dt — i <%u,¢(t)vi) dt

T =
Ora, segundo a expressao 3.102, da pagina 117, temos que u,, é limitada no espaco
de Banach L* (0,7, H), dal pelo item (iii) da Definigdo (1.58, pagina 23) tem-se

ue u,, converge fraco-estr rau, 1 5 Uy, — U eI )
e converge fraco-estrela para u , isto é, —wuem L>* (0,7, H
*

Repare que H = H , e
(20,7, H)] =L (o, T, H’) = [ (0,T, H)
assim a convergéncia fraco-estrela acima significa que VF € L' (0, T, H) devemos ter:

F (u,) — F (u) quando m — oo, (em R)

mas pelo Teorema de Representacdo de Riesz-Fréchet (Teorema 1.42; pagina 12),

tem-se que

Flun) = [P0t (Ot = [ (F 0 (0) -

(-1
// (2,8) - up (2, 1)) - dadt

logo, na integral I,, = / (n2 U, @ (1) l) dt , devemos considerar
0

Foy @0 00 )
| n (e, 0)P

Afirmacao. F € L'(0,T, H)
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De fato,

[ iFCoa= [ (/

e agora comon’ € L' (0, T, L= (2)) que é uma das hipSteses do Teorema (3.4, pagina

n'(z,t) - ¢ (t) - vi (x)
[ (z, )"

Q-dx>2.dt (%)

84), tem-se que
2 2
[0 (2, )] < [0 ()] oo () = 0 (@, ) < 0" (- 8)[ e (Fek)

Lembrando-se de 3.162 , e usando-se (k%) na relacdo (%) acima vem:

/OT!F(-,t)\H-dtg /\ t)] oo (/|¢ v ()] .dx)é.dt

Além disso como

6 € CH0,T]) = [6 (D], | < @1 < o0 (3.165)

vale dizer que

T T , %
/ [FC )l dt < o [ I (1)l g (/ jvi ()] -da:) dt
0 T 0 Q

< (ncol)z ; n’ ('7t)|L°°(Q) : |Ui|L2(Q) ~dt

ou seja

T T
/ |F (7t)|H dt S (no)z ‘Ui|L2(Q) . / ]n/ (7t)|L°°(Q) : dt < 00
0 0

logo, é verdade a afirmagao. Portanto, tem-se que

T / T /
/0 (%um,gzﬁ(t)vi) dtm:;o i (%u,(b(t)vz) dt



Ora

|Im_I‘:

/oT (# (tn — ), ¢ (1) Uz’) dt‘

/OT/QM (tm —u) - P () v - d:tdt'

n

aplicando-se o item ”d” do Teorema (1.34, pagina 9) vem

e [

mas por hipétese do Teorema (3.4, pagina 84), tem-se que

Nwm = ull 1o (O] - [Jvil] - dadt

0<n, <n(z,t)<1l , Y(z,t)e€Qr
e a fungao F': (0,1) — R satisfaz
0< F(n(x,t) <Fy<oo , Y(z,t) € Qr
logo
T
=218 [ [ =l 00 ] - dade
* Jo Ja
e apos aplicar a desigualdade de Holder no espago

F, [T
[ — 1| < - /0 [tm = ullp2q) + 10 (8) - vill f2(q) - dt

por outro lado lembrando-se que a fungao vetorial v tem componentes em C'(Qr),
ainda vale afirmar a expressao (3.164, pagina 145), e além disso como também (3.165,

148) vale, tem-se que

T
mmfngﬂ%ﬁ~/|wm—mmmy1dt
0

agora, usando-se a desigualdade de Holder no tempo na integral acima, e conside-
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rando que 7' > 0 é um real fixo, vem

[T = 11 < 2525l = ull oo oy - VT =20

m—0o0

Portanto,
/OT <@um, o (t) vi) dt —_ /OT (#uﬁ(t) vi> dt
(v) /OT (V (), 6 (1) V (vi) ) dt — OT (V (u),¢(t)V (v;) L) dt

Por definicao

Uy, — u  fraco em L?(0,T,V) se somente se

Felr?(0,T,V)] = F(un) — F(u)

m—00

Sejam
F:L*(0,T,V) —R
w /0 (V (), 6 (8)V (1) 1) dt
‘ 1
F(2,t) =V (v (2)) - o (t) - W)

Dai, consideremos a seguintes afirmacoes:
Afirmagao 01. F € L?(0,T, L*(Q))
Ora, considerando-se as expressoes em (3.162, pagina 143) e em (3.165, pagina 148)

tem-se que
1 2 c?
F 23 = i 23 : 2. < . i 23
F (@ s = Vo @)l 16 O - [ | < 1V @ @I

dai integrando-se a desigualdade acima no espaco, segue-se

/ F (2, 0) 2 de < & - / IV (0, (2)) P de
Q 0 Q
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ou seja

2
2 c 2
[F (- )72y < n_% [Vuil12q)

agora integrando-se a desigualdade acima em relacao a variavel t € [0, 7] , vem

Y

T T
2 c? 2 c 2
/0 [E (D)2 dE < 3 - VUil 2 q) /O dt = 35 - |Vuilpaq) - T < 00

(=] %]

portanto F' € L*(0,T, L*(R)), e é verdadeira a Afirmacao 01.
Afirmacdo 02. F € [L2(0,T,V)]
De fato, como F € L*(0,T,L? () pela Afirmacao 01, segue-se que

1

- !

/OT (Vw007

)dt‘ < oo ,Yw € L*(0,T,V)

ou seja F € [L%(0,T, V)]/. Conseqiientemente pela definicdo de convergéncia fraca

obtém-se o resultado

/OT (v (um), @ (1) V (v;) 1) dt —s OT (V (u), ¢ () V (v;) l) dt

n m—00 n

T T

(vi) / (V (1) 0V (2) 6 (1) dt — / (V ()00~ ¥ (1) 6 (1)) dt

Aqui gambém utiliza-se convergeéncia fraca eom L?(0,T,V) para obter este resultado.
Repare que o espago de Hilbert L? (0,7,V) também é um espago de Banach. E
segundo o item (ii) da Definigao (1.58, pagina 23), tem-se que

U, — u  fraco em L?(0,T,V) se e somente se

VEFel[L20,T,V)] = F(tm) — F(u)

m—00

Sejam
F:L*(0,T,V) —R
T
wo (V(w),v;-V(£) o (t))dt

0
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note que V (1) e R%, ¢ (t) € R, e v; € R

F(x,t) :vi-V(—)qb(t) c R¢

Dai, consideremos a seguintes afirmacoes:

Afirmagao 01. F € L*(0,T, L* (Q))
1
v -V (ﬁ) ¢ (t)

De fato,
1y (-1 L on 2 on
UZ-V(E) = (n2> (viaml,...,viaxd)
on

5o | < [Vn|ga tem-se que

|F (2,1)[ga =

lembrando-se que

e além disso

2 — 2 2
F (e, ) = | () (o1 ot )| 1o (1
2
< 4190 (2, 1) B sl

apés usar as expressoes dadas em (3.162) e em (3.165). Agora, fazendo-se =& = C,
0

e a seguir integrando-se no espaco a inequacao acima vem

JIF @ s <€ [ 1900 fulisda
Q Q
e tendo em vista a hipdtese 3.28 do Teorema (3.4, pagina 84), tem-se que

Vn e L?(0,T,L> () &
T

(Vt S [O,T[ =t+— Vn (.7t) e L™ (Q) o /O ||Vn ('7””%00(9) dt < OO) (3166)

segue-se que

/Q IF (2,8) o d < C [V ()| / 0s (@) d < CR [V (1) ooien
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onde usou-se a inequagcao (3.164, pdgina 145), assim
2 2
1F () 120y < CREIVR (1)1 ()

agora, integrando-se no tempo
g 2 g 2
1P Gy it < O [ 190 (0l
ou
2 2
IF N 2 0m 200 < CELINVAN L2000 1o ) < 0

conseqiientemente F' € L? (0,7, L*(Q)) , e portanto a Afirmacao 01 é verdadeira.
Afirmacdo 02. F € [L?(0,T,V)]
De fato, como F € L*(0,T,L?(€2)) decorre da Afirmagao 01, segue-se que

/OT (V (w), (UrV (%)) <Z>(t)> dt‘ < o0 Vwe L2(0,T,V)

Felr’o,1,v)]

o -

ou seja

Conseqilientemente pela definicao de convergéncia fraca obtém-se o resultado

/OT <v (U 01+ V (%) ¢(t)) it — OT (v (1), v (%) 6 (1) vi) dt

Desta forma, considerando-se a aplicagao do Lema (3.12, pagina 142), combinada

com os argumentos apresentados acima na Observagao 3.13 quando se passa ao limite
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para m — oo na equagao (3.161, pagina 142) obtém-se:

T

(

-V (%), 0 (t)v;) dt+

_/OT (%, ¢' () ;) dt — <%,¢(O)vi> +/

0

3

+M/OT (V(u),vi-V(%)gb(t))dHu/oT (V (u), 6 (1) ¥ (v) ) di+
+/0T (T’Z—;u,qﬁ(t)vi)dt%—u/oT <%")u,¢(t)vi> dt =

T
:/ (9,0 ) vi)dt Vv €V,
0

(3.167)

Como (v;) é denso em V| pode-se trocar v; por qualquer v € V, e assim vemos

também que u satisfaz:

3=

-V (%), ¢ (t)v) dt+

_/OT (%’Qy(t)v)dt— (%,gb(O)v) +/0T(

+/0T(g_;u,¢(t)v)dt+u/0T (%u,do(t)v)dt:

:/OT(g,¢(t)v>dt , YveVv

(3.168)

Em particular, sendo ¢ € C§° (]0,T]), (e com isto ¢ (0) = 0), neste caso a segunda

parcela do lado esquerdo da equacao (3.168) acima anula-se pois

154



de modo que a equagdo (3.168) fica com o aspecto seguinte

—/0 (g,¢/(t)v)dt+/0 (£-V (%), ¢ (t)v)dt+

+M/OT(V(U>,v(%

+/OT(3_;U,¢(t)v)dt+u/oT(¥u, (t)v)dt

ou seja

onc

)¢(t)v)dt+u/0 (V(u),0 )V (v) 1) dt+

,¢’(t)v>dt+/0T (Z—/

SU, ¢ (t) v

o

+u/0 (V(u),¢(t)V(v)L)di+

/0T<g,¢(t)v)dt , YveV

) dt+

L) ¢ (1)) dt+

+u/OT(@W(t)v)dt:/OT<g,¢(t)v>dt , YoeV

Mas repare que

T
/O 4 (L o(t)v)dt = (ZEZ;Q,QS(I;)U) _

enquanto que por outro lado também vale dizer que

[+

| aGemna= [ @@ o [ Go-gom)a

logo combinando as equagoes (3.170) e (3.171) acima obtém-se

155

(3.169)

(3.170)

(3.171)

(3.172)



conseqlientemente a primeira parcela do lado esquerdo da equacao (3.169) destacada

em (*) acima, pode reescrever-se como
T T /
/ (5 (&), 0 (t)v)dt +/ (Zu, 6 (t) v) di+
0 0

+/0 (2.V (2),6(0)v) dt+,u/0 (V (u),0-V (1) 6 (1)) di+
(3.173)

:/OT(g,¢(t)v>dt eV

o que significa que u satisfaz ao sistema (3.27, pagina 82), no sentido de distribui¢oes

em t.

3.6 Condicao Inicial

Falta mostrar que u satisfaz u (0) = wg. Para isto multiplicamos a primeira
equagao da formulacao fraca dada em (3.27, pdgina 82), por ¢ € C'([0,T]) com
¢ (T) = 0 e integramos em t obtendo:

_/OT (%7¢/(t)v)dt— (%,gﬁ(O)v)—k

+/0 (2.V (2),6(0)v) dt+u/0 (V (u),0-V (1) 6 (1)) di+
(3.174)

+u/0 (V(u),gb(t)V(v)%)dtJr/O (Zu, ¢ () v;) dt+

+M/OT(@u,gb(t)v)dt:/0T<g,¢(t)v>dt L YueVv
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Comparando a equagao (3.168, pagina 154) com a equagao (3.174) acima, vemos

que:
(49,0-0(0)) = (5.0-6(0)) ., VoeV

ou seja

(u(O) —up

) ,v-¢(0)) =0 YveV

ou equivalententemente

(“(Sj(g)“o - 6(0) ,v) —0 YoeV

e como V é denso em H entao

L5 9 (0)=0 em H

Escolhendo-se ¢ tal que ¢ (0) = 1 obtém-se que

u(0) =up em H

Finaliza-se aqui, a aplicagao do método de Faedo-Galerkin pelo qual se obteve a
existéncia de uma solugao do problema apresentado sob a forma de formulacao fraca
geral (3.27, pagina 82), relacionado ao problema original (3.1, pagina 72), conforme

Observagao (3.3, pagina 83).

3.7 Recuperacao da Pressao

A pressao é recuperada de forma semelhante aquela feita para a equacao de
Navier-Stokes classica (veja por exemplo [46], pagina 307). Utilizando-se a notagao

definida em (3.135, pagina 124), sejam:

U(t):/otggggds ;G(t):/otg(s)ds; oc(t):/otAu(s)ds ;5(15):/;3 (249 ds

Se u é solugao de



entdo U,G,ae € C([0,T],V’). Integrando (3.175) em relagao a t, vem

t t ‘ .
/%(%)dS:/g(wS)ds—/AU(-,s)ds—/B<g§;;§§)ds

ou seja

assim obtemos:

Agora aplicando v € V' temos:
(F(t),v) =0, YweV

Utilizando-se a seguir a Proposi¢ao (1.69, pagina 27), obtemos que existe uma dis-
tribuicao P tal que :
F(t)=VP(t)

Note que F(t) € V' € H™'(Q) entdo de acordo com o item 2 da Proposicio
(1.70,.pdgina 27), tem-se que P € L?* ().
Logo se

JP(t)e L*(Q) ;Vt€[0,T] com VP (t)=F(t)

isto significa que:

U o)+ (1) + VP (1) =G () (3.176)

n

Como o operador V é um isomorfismo de L?(Q)/R em H~' (), (veja Observagao
1.73, pagina 28), entao:
vpPeC(0,T],H ()

Afirmacao

PeC(0,T],L%(Q) (3.177)
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De fato, conforme o item 2 da Proposicao (1.70, pagina 27),

tem-se que

dado t € [0,T],VP € H ' (Q) = P(-,t) € L*(Q)

e além disso ||P ('7t)||L2(Q)/]R <c- ||VP<'7t)||H—1(Q) (*)

Mas como

vPeC(0,T],H ' (Q)

equivale a dizer

to € [0,T] , Ve > 0,3 > 0 tal que Vt com

0<[t—to| <= |VP(t)—=VP(to)llg-1q) <c-e
pela linearidade do operador V. Dal, a equivaléncia acima pode ser reescrita como

to € [0,T] , Ve > 0,36 > 0 tal que Vt com

0 < |t —to] <6= ||V (P(t) = P(to))l gy < e

Agora, utilizando (%) acima, vem:

e[V P e

L2(Q)/ H-1(Q)

onde P (-,t) = P (-,t) — P (-,t) , e a seguir usando a linearidade de V vem
1P ()= P (o)l e S e ||V P (), =

H=1(Q)

159



como as normas ||| 2ok € [|*[lf2(q) 580 as mesmas, conseqiientemente obtemos

Ve > 0,30 > 0 tal que Vt com

0 < [t —to] < 6= ||P(t) = P (to)ll 20 < €

ou seja

PeC(0,T],L%Q))

Portanto, é valida a Afirmacao.

Isto nos permite diferenciar (3.176) no sentido de distribuigoes e obter:
i (3) +Au+B(3) + V=g
Escrevendo % = p obtemos:

V() - uSt Vb= g

n

3

!/
n

(OR
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Capitulo 4
Conclusao

O objetivo deste trabalho foi o de aplicar o método de Faedo-Galerkin em
espacos de Sobolev para provar a existéncia de solucoes fracas para as equacoes de
Navier-Stokes adaptadas em meios porosos semelhantes as solucoes existentes para
as equagoes classicas de Navier-Stokes.

A principal dificuldade foi manipular a perturbacao introduzida pela porosi-
dade, bem como detalhar a aplicacao do teorema de existéncia e unicidade de Ca-
rathéodory para provar a existéncia de solugoes fracas em dimensao finita.

Sugere-se para trabalhos futuros obter resultados de unicidade e regularidade.
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