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Resumo da Tese apresentada &8 COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios

para a obtencao do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

MODELAGEM SISMICA ANISOTROPICA ATRAVES DO METODO DAS
DIFERENCAS FINITAS UTILIZANDO SISTEMAS DE EQUACOES EM
SEGUNDA ORDEM

Leandro Di Bartolo

Outubro/2010

Orientadores: Webe Joao Mansur

Cleberson Dors

Programa: Engenharia Civil

Neste trabalho, sdo desenvolvidas formulagdes numéricas generalizadas para a
resolucao do problema de propagacao de ondas sismicas via o método das diferencas
finitas com malhas intercaladas. Sao abordadas duas familias de esquemas numé-
ricos denominados de esquemas de campo Unico, baseado em equagoes de segunda
ordem, de acordo com a malha utilizada: malha intercalada tradicional (VIRIEUX]
1986) ou malha rotacionada SAENGER et al| (2000). Destaca-se que a primeira
familia é adequada para a propagacao de ondas em meios elasticos com anisotropia
até ortotrépica (incluindo os sub-casos isotrépico e acustico), enquanto a segunda é
adequada para meios com anisotropia geral. E desenvolvido um método geral para
discretizacao de equagoes de campo tinico em malhas intercaladas, demonstrando-se,
entao, que tais esquemas resultantes apresentam a mesma precisao e estabilidade
numérica dos esquemas classicos correspondentes, mas com a vantagem de deman-
darem menos memoéria. Em relagdo ao custo computacional, os diversos esquemas
apresentam caracteristicas variadas, alguns se mostrando mais vantajosos outros me-
nos. Foram discutidas questoes referentes a aplicagao da fonte sismica nos diferentes
esquemas implementados. Enfatiza-se que a aplicacao errada da fonte pode levar a
problemas na propagacao da onda. Ao final, sdo apresentados diversos exemplos de-
monstrando a aplicagao dos esquemas desenvolvidos e discutindo suas caracteristicas

em comparagao com esquemas da literatura.
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In this research, general numerical formulations are developed for solving the
problem of seismic wave propagation via the staggered finite difference method. Are
outlined two families of numerical schemes called single-field (SF) schemes based
on second order equations, according to the staggered grid adopted: standard stag-
gered grid (VIRIEUX] |1986) and rotated staggered grid SAENGER et al.| (2000).
It is noteworthy that the first family is suitable for elastic media up to orthotropic
anisotropy (including the isotropic and acoustic sub-cases), while the second is for
general anisotropy. It is developed a general method for discretization of SF equa-
tions using staggered grid, being proved that such schemes results have the same
accuracy and stability of corresponding classic numerical schemes, but with the ad-
vantage of less memory demanding. Regarding the computational cost, the different
schemes have various characteristics, some more some less advantageous. Issues
were raised concerning the application of seismic source in the various schemes
implemented. It is emphasized that the misapplication of the source can lead to
problems in wave propagation. Finally, several examples are presented demonstrat-
ing the application of the developed schemes and their characteristics are discussed

in comparison with schemes presented in the literature.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo introdutoério, serda apresentada, em primeiro lugar, uma contextuali-
zacao da modelagem sismica dentro do escopo do método sismico como um todo.
Na se¢ao [1.2] serd introduzido o tema da modelagem sismica especificamente. Na
secao [1.3] apresenta-se uma revisao bibliografica sobre o tema. Na seqiiéncia, os

objetivos e, por fim, a estrutura da tese.

1.1 Contextualizacao do trabalho

Os primeiros campos de petroleo explorados comercialmente datam de meados do
século XIX, estando associados a condi¢oes geoldgicas favoraveis, como posi¢ao pro-
xima a superficie e geologia simples. Mesmo com o inicio da utilizagao de técnicas
baseadas em sismica, as descobertas continuaram sendo possiveis, na grande maioria
dos casos, somente quando existiam condigoes geoldgicas favoraveis, uma vez que
os instrumentos disponiveis a época, tanto no que se refere a aquisicao quanto ao
processamento e obtencao de imagens que eram ainda rudimentares. Contudo, as
primeiras descobertas baseadas em sismica abriram caminho para o continuo de-
senvolvimento e aplicacao do método sismico em larga escala, resultando em um
imenso sucesso e forjando tanto o desenvolvimento tecnoldgico estrito senso quando
o de algoritmos de processamento e migracao ao longo das décadas.

Com o desenvolvimento continuo da sismica de exploragao, campos associados
a formagoes geoldgicas cada vez mais complexas passaram a ser encontrados, rati-
ficando a posicao do método sismico como principal ferramenta de exploracao de
hidrocarbonetos. As recentes descobertas de grandes volumes de 6leo na regiao do
pré-sal nas bacias brasileiras demonstram o alto grau de refinamento das técnicas
da sismica de exploracao na atualidade, uma vez que as reservas encontram-se em
regioes de geologia complexa que podem chegar a uma profundidade de 8 km (2km
de lamina de dgua mais 6 km de rochas), incluindo uma camada de sal altamente

reflexiva que pode chegar a 2 km de espessura. Com isto, a sensibilidade dos mé-



todos deve ser muito alta, uma vez que pouca energia chega as profundidades dos
reservatérios encontrados, implicando em um retorno e registro em superficie muito
mais suscetiveis ao ruido.

Dentro deste contexto, a utilizacdo de técnicas de sismica, aplicadas a explora-
¢ao de hidrocarbonetos, tém como principal objetivo a producao de imagens o mais
fidedignas possiveis dos refletores presentes na regiao alvo, como também a aferigcao
de outras informacoes relevantes sobre a litologia associada, onde a finalidade tltima
¢ encontrar formacgoes geologicas favoraveis ao acimulo de hidrocarbonetos. Outras
finalidades importantes sao a avaliacdo dos reservatorios ja encontrados para que
possam ser melhor explorados os recursos e a definicdo dos melhores locais para a
perfuracao de novos pogos. As técnicas empregadas em exploragao de hidrocarbo-
netos utilizando-se sismica sao designadas pelo nome de método sismico.

Enfatiza-se entretanto que, dado os grandes desafios exploratérios, outros méto-
dos geofisicos sao atualmente utilizados pela industria do petréleo, como por exem-
plo os métodos eletromagnéticos — como o método magnetotelirico, que utiliza o
campo eletromagnético terrestre para obter informagoes associadas as propriedades
eletromagnéticas das rochas, e o CSEM ( Controlled Source Electromagnetic Method)
(CONSTABLE e SRNKA| 2007) que, diferentemente do anterior, utiliza uma fonte
controlada de ondas eletromagnéticas — e os métodos gravimétricos (BARBOSA
et al., (1997; ZHDANOV, 2002). Tais métodos tém sido utilizados conjuntamente
com o método sismico para fornecer informagoes adicionais, em situagdes onde, por
exemplo, o método sismico é pouco sensivel.

Em relagao ao método sismico, classicamente pode-se dizer que ele consiste
em trés etapas principais, nomeadamente, aquisicao, processamento e interpreta-
cao (YILMAZ| 2001ab). Na primeira, realizam-se in situ experimentos sismicos
cujo objetivo é fazer propagar ondas sismicas na regiao de interesse, captando, em
seguida, as ondas refletidas provenientes do meio. Na etapa de processamento,
realizam-se procedimentos com o intuito de extrair as informagoes geoldgicas conti-
das nos dados coletados, gerando imagens da conformacao geoldgica existente. Por
fim, na terceira etapa, se interpretam estas informagoes, em conjunto com todas as
informacgoes geoldgicas e petrofisicas aferidas, visando identificar possiveis reservas
de hidrocarbonetos em subsuperficie.

Em termos mais especificos, no processo de aquisi¢ao sismica, uma fonte de ondas
sismicas é aplicada (usualmente préxima a superficie da Terra ou do mar), de forma
que a onda se propaga para o interior da area de interesse, ou seja, simula-se um
sismo artificial. Quando encontra descontinuidades — isto é, regioes em que ha
mudancas abruptas das propriedades fisicas das rochas sedimentares que compoem
a regiao —, a onda gerada pela fonte é refletida (proporcionalmente ao contraste

de impedancia acustica existente) e se dirige em dire¢ao a superficie, onde pode ser



registrada e posteriormente processada.

Sabe-se que as ondas registradas na superficie contém informagoes preciosas sobre
a geologia em subsuperficie. Neste sentido, o conjunto de dados como um todo
contém informagoes sobre as reflexdes, refragoes e difragoes dos diversos modos
de onda e de conversdes destes modos de onda ao se propagarem na regiao de
interesse. Mesmo em aquisi¢oes maritimas, onde sdo medidas as respostas apenas
da componente compressional das ondas, ha informagoes sobre as diversas conversoes
ocorridas em subsuperficie. Toda estas informagoes podem ser divididas em duas
componentes, sendo a primeira relativa aos tempos de transito e a segunda relativa
as amplitudes das ondas sismicas. Os tempos de transito sao utilizados para extrair
informagbes chamadas de cinematicas (no jargao geofisico), ou seja, informagoes
relativas a posicao dos refletores, as quais sao influenciadas apenas pelo perfil de
velocidades. Ja as amplitudes podem ser utilizadas para obter informagoes de outra
natureza (dindmicas), relacionadas com os coeficientes de reflexao entre as camadas
rochosas e conseqlientemente com diversas propriedades do meio.

Um exemplo da importancia das amplitudes aparece nas analises chamadas de
Amplitude Versus Offset (AVO) e Amplitude Versus Angulo (AVA), que sdo utiliza-
das como indicativo direto da presenca de hidrocarbonetos. Além destas analises,
muitas outras informacoes petrofisicas podem ser obtidas a partir das amplitudes ob-
servadas, como por exemplo a porosidade e a saturagao de liquidos nos poros. Desta
forma, fica evidenciada a importancia de uma boa representacao da amplitude e dos
tempos de transito nos algoritmos de processamento.

Em relacao ao registro sismico, apds a geragao artificial do sismo pela fonte sis-
mica, o mesmo ¢é feito por arranjos de equipamentos semelhantes a microfones, co-
nhecidos como geofones (medido em terra) ou hidrofones (medido na dgua), dispostos
na superficie do local de aferigdo. Os geofones podem coletar dados multicompo-
nentes enquanto os hidrofones coletam apenas informagao da variacao da pressao na
agua. Ao conjunto de dados obtidos da-se o nome de sismogramas, sendo os sismo-
gramas associados a cada tiro denominados sismogramas de tiro comum (common
shot gathers). Tais registros contém informagoes da variagdo da pressao (no caso
da 4dgua) ao longo do tempo para cada hidrofone que, por sua vez, sdo arranjados
a diferentes distancias da fonte (offset). Enfatiza-se ainda que, em uma aquisi¢ao
tipica, a fonte é detonada diversas vezes, varrendo, desta forma, imensas areas e
coletando grandes volumes de dados, muitos dos quais redundantes. A geometria
de disposicao das fontes e dos receptores influencia diretamente a qualidade final
da imagem que podera ser obtida. Outro aspecto fundamental no método sismico
é a redundancia de informacoes, que possibilitara, no final das contas, aumentar a
razao sinal/ruido.

Na segunda etapa, apos a aquisi¢do, os dados sismicos sao processados digi-



talmente com o objetivo final de se gerar uma imagem da regidao de interesse.
Nesta etapa, primeiro é realizado um procedimento inicial conhecido como pre-
processamento, onde o sinal sismico digital gravado ¢ tratado com o intuito de re-
mover sinais nao desejados e aumentar a razao sinal/ruido. Ao final desta etapa, sdo
realizados procedimentos objetivando fazer uma imagem dos refletores, colapsando
as reflexdes, refragoes e difracdes presentes nos sismogramas para suas corretas po-
si¢coes em profundidade (ou mesmo em tempo). Por razoes histéricas, tal processo
¢ chamado de migracao sismica.

O termo migracgao esta associado com as antigas técnicas geométricas, baseadas
em graficos, que buscavam migrar as posi¢des dos eventos observados nos sismo-
gramas para suas corretas posi¢oes em profundidade ou em tempo. Tais métodos
de migracao manual foram utilizados durante grande parte da primeira metade do
sec. XX, sendo baseados em principios geométricos simples validos apenas para
configuragoes geométricas simples, de forma que sua utilidade era restrita a casos
de configuragoes geoldgicas simplificadas, como aquelas nao por acaso associadas as
descobertas da época.

Na verdade, a migracao predetermina a maior parte do processamento. Imple-
mentada desde os anos de 1920 como um método grafico, a migragao esteve baseada
em principios cinematicos de colapso das difracoes e, em ultima instancia, na mi-
gracao Kirchhoff. (GARDNER]| (1985) apresenta boa parte desta histéria, através
dos diversos artigos que descrevem esta migracado mecanica, oposta a digital rea-
lizada hoje em dia. Como o desenvolvimento do empilhamento utilizando ponto
médio (CMP) (MAYNE, 1962) e a aplicagao de técnicas de processamento digital
a dados sismicos na década de 1960, em especial o colapso das difragoes realizado
digitalmente (SCHNEIDER)] 1971)), as novas técnicas digitais de migracao basea-
das na equagao da onda (no caso em solugdes integrais da mesma) passaram a ter
supremacia (GRAY et al., 2001)).

Segundo | GRAY et al.| (2001), no que se refere aos desenvolvimentos dos métodos
digitais baseados em computadores, uma grande contribuicao foi dada pelos traba-
lhos realizados por Jon Claerbout e seus estudantes. Foi desenvolvido um método de
migracao baseado na solucao de diferencas finitas de uma aproximacao da equagao
da onda (CLAERBOUT e DOHERTY] 1972). J& a migracao Kirchhoff (SCHNEI-
DER, [1978)) e a migragdo baseada em freqiiéncia e niimero de onda (GAZDAG]|
1978; [STOLT] 1978) foram desenvolvidas pouco depois. Todos estes métodos foram
propostos como migragao em tempo e entdao, com a necessidade de maior acuracia
na presenca de variagao lateral de velocidades, foram redesenhados como métodos
de migracao em profundidade em poucos anos. No mesmo periodo, a migracao re-
versa no tempo foi desenvolvida (BAYSAL et al,[1983; MCMECHAN] |1983; WHIT-

MORE] [1983)), técnica esta baseada ndo em uma aproximacao da equacao da onda,



mas sim na equacao completa. Nos ultimos 20 anos tém sido propostas extensoes
destes métodos para meios tridimensionais e para migracao pré-empilhamento.

A migracao Kirchhoff, um dos primeiros métodos utilizados para a migracao de
dados sismicos, baseado em solucoes integrais do problema de propagacao de ondas,
é ainda hoje muito utilizada. Pode-se dizer que este tipo de migracao é responsavel
pela maioria das descobertas de hidrocarbonetos feitas até hoje. A principal razao
para o seu imenso sucesso é a grande eficiéncia computacional da técnica, sendo
rapida o suficiente para a migracao do grande volume de dados existente em uma
aquisicao tipica, fornecendo resultados aceitaveis para diversos casos de interesse.
Entretanto, sabe-se hoje que este tipo de migragao nao ¢ adequado quando existe ele-
vada complexidade geoldgica, embora engenhosas extensoes da migracao Kirchhoff
tenham sido e continuem sendo propostas e utilizadas. Assim, em paralelo, diversos
métodos de migracao tém sido estudados e até aplicados nos problemas da industria.

Neste sentido, em virtude de uma conjuncao de fatores — principalmente o
desenvolvimento de computadores mais rapidos (clusters) e com maior capacidade
de armazenamento, além dos crescentes desafios exploratérios —, sdo cada vez mais
estudados e utilizados em migracao sismica os métodos baseados na equacao da
onda, em contraposicao a migracao Kirchhoff que é baseada em solugoes integrais da
mesma. Estes métodos sao conhecidos genericamente por wave equation migration
methods (WEM), cuja tradugao é algo como “métodos de migraciao baseados na
equacao da onda”. Nestes métodos, os algoritmos de modelagem e de migragao sao
utilizados em conjunto, apresentando exatamente as mesmas caracteristicas. Com
isto, os métodos de modelagem utilizando a equagao da onda ganham destaque.

Muitos métodos de migracao diferentes sao designados por WEM. O que eles tém
em comum ¢é o fato de resolverem alguma aproximagao da equacgao diferencial da
onda (ou mesmo a equacao completa), através da propagagao direta do campo, di-
ferentemente do método de migracao Kirchhoff, que é baseado em solugoes integrais
desta equacao, nas quais o campo de onda nao é propagado. Os WEM podem diferir
quanto ao dominio utilizado (tempo ou freqiiéncia), quanto ao tipo de equacao da
onda utilizada (actstica ou eldstica) e quanto & aproximagao utilizada para resolver
numericamente a equacao da onda, como por exemplo a aproximacao one-way que
considera apenas o campo de onda descendente. Para uma revisao tedrica conceitual

dos WEM ver |[SAVA e HILLJ (2009)).

1.2 Modelagem sismica

Os métodos de modelagem de ondas sismicas e migracao podem ser considerados
dois dos mais importantes tipos de simula¢des numéricas para a geofisica aplicada.

Pelas suas caracteristicas, este dois tipos de simulacoes apresentam um desenvol-



vimento em paralelo na literatura especializada, ou seja, o desenvolvimento de um
é acompanhado pelo desenvolvimento do outro. A grosso modo, tais assuntos sao
operagoes inversas. A modelagem sismica busca descrever o fendmeno de propaga-
¢ao de ondas desde a fonte, passando pelas camadas do meio geofisico, até retornar
aos receptores. Ja a migracao busca desfazer o efeito desta propagagdo, dos recep-
tores em direcao ao interior do modelo, colapsando as difragoes para os seus locais
corretos em subsuperficie, gerando, assim, uma mapa dos refletores. Portanto, a
relacao historica entre os desenvolvimentos em modelagem e migracao sismica pode
ser perfeitamente compreendida, uma vez que a principio pode-se pensar que so-
mente se inverte a direcao temporal da modelagem sismica para realizar a migragao,
aplicando-se adicionalmente uma condi¢ao de imagem. Isto é especialmente valido
para o caso dos métodos de migragao baseados na equacao da onda (WEM).

Outro tema relacionado com a modelagem, atualmente em voga, é a inversao de
dados sismicos, ou simplesmente inversao sismica. A mesma é utilizada para extrair
diversas informagoes petrofisicas dos dados. A principio, para fazer a inversao, é ne-
cessario resolver o problema direto (modelagem da propagagao de ondas) de forma
acurada e eficiente (TAKEUCHI e GELLER, [2000) e, quanto melhor se resolve o
problema direto, mais realisticos serao os resultados de inversao aplicados a da-
dos reais e maior a quantidade de informacoes petrofisicas que podem ser aferidas.
Entretanto, como é bom conhecido da literatura de problemas inversos (ASTER
et al. [2005)) existem problemas de condicionamento que dificultam a resolugao do
problema inverso, o que torna, na pratica, o problema mais complexo.

A modelagem tem um papel importante em diversas etapas do método sismico,
além do imageamento das estruturas, em especial na (i) avaliacao das possibilidades,
limitagoes e armadilhas do método sismico, (ii) otimizagao dos parametros de aqui-
si¢ao e (iii) fornecimento de dados sismicos de entrada para avaliagdo de programas
de processamento sismico (BERKHOUT] |1985). Por exemplo, estudos de ilumina-
¢ao sismica sao utilizados para melhor planejar a geometria de aquisi¢cao para uma
dada informacgao que se deseja priorizar (ALVES et all, 2009).

Ha diferentes teorias fisicas — como, por exemplo, a teoria actstica, elastica,
visco-elastica e poro-elastica — que descrevem a propagacao de ondas sismicas,
cada uma com diferentes graus de refinamento e simplificagoes inerentes. Com
isto, diferentes equagoes matematicas necessitarao ser resolvidas, de acordo com a
teoria considerada. Outras possibilidades sao resolver equacoes aproximadas utili-
zando, por exemplo, o tragado de raio (CERVENY, 2001) ou a equagao one-way
que propaga as ondas apenas em uma dire¢do. Logicamente, quanto mais refinada
for a teoria fisica considerada, melhor sera descrita a propagacdo da onda e mais
complexas serdo as equacoes que regem o fendmeno, além de em geral serem mais

dispendiosas computacionalmante.



E importante enfatizar entretanto que a obtencdo de solugdes por meio de equa-
¢Oes aproximadas apresenta problemas nas solugoes quando o meio possui alta com-
plexidade. Por exemplo, o tracado de raio que a principio ¢ uma excelente alternativa
para obtencao de solugoes da propagacao de ondas sismicas, por ser computacio-
nalmente eficiente, apresenta problemas com instabilidade de raios e raios que se
cruzam, de forma que as solugoes computacionais tornam-se mais dispendiosas. A
solucao numérica da equacao one-way, por sua vez, também apresenta problemas em
regioes onde a onda inverte a diregao antes de atingir um determinado refletor (tur-
ning waves). Com isto, a solugdo das equagoes completas que regem a propagagao
de ondas ganham destaque como um método eficaz em qualquer situagao geoldgica.

Em relacao a utilizacao das equagoes completas da onda, a abordagem através
da teoria elastica, ao invés da equacao acustica, é capaz de modelar corretamente
os diferentes modos de onda existentes em um sismograma real. Dentro do escopo
desta teoria, pode-se ainda considerar meios anisotrépicos, bastando incorporar rela-
¢oOes constitutivas adequadas nas equagoes de propagacao. Neste sentido, como dito
anteriormente, quanto mais refinado é o modelo fisico matemaético utilizado para a
propagacao da onda, mais realisticos serao os resultados. Com isto, mais informa-
¢oes podem ser obtidas, pensando-se nao somente em migragdo, mas também em
inversao de dados sismicos. E claro que o problema de inversio estd longe de ser
simples, pois quanto maior o nimero de parametros envolvidos, via de regra, mais
mal condicionado sera o problema inverso. Por outro lado, quanto mais complexo o
modelo matematico, maior custo computacional sera necessario para a resolugao do
problema direto e maior ainda serda o custo com os problemas inversos e migragoes
associados. Neste trabalho, sera considerada apenas a propagacao de ondas elasti-
cas em meios anisotropicos gerais, sendo a teoria acustica englobada como um caso
particular.

No que se refere a anisotropia, desde o século XIX, é bem conhecido o fato de que
as rochas se comportam como meios anisotréopicos como chama a atengao |RUDZKI
(1897), ou seja, que suas propriedades eldsticas variam com a dire¢ao. Em um
trabalho do mesmo autor (RUDZKI, [1912)), ainda no inicio do século XX, discute-se
a propagacao de ondas elasticas em meios TI, ou seja, transversamente isotrépico
na geofisica. Mas, somente nos tultimos 30 anos a anisotropia tem apresentado
um impacto significativo na area de exploracao de hidrocarbonetos, principalmente
devido a evolucao computacional, o que permitiu a utilizacdo de algoritmos mais
refinados que corrigem falhas em abordagens isotropicas (HELBIG e THOMSEN]|
2005)).

Rudzki previa que uma diversidade de rochas poderia ser de natureza anisotro-
pica, o que foi provado experimentalmente somente anos depois. Hoje sabe-se que

diversas classes de anisotropia sao encontradas na natureza, nomeadamente, mono-



clinica, ortotrdpica (ou ortorrémbica), tetragonal, trigonal, ctibica e T1 (BOS et al.,
2004). Portanto, é de fundamental importéancia considerar a existéncia de anisotro-
pia, para que os campos de onda sejam corretamente representados e, em tultima
instancia, para o correto posicionamento dos refletores.

Em relagao a resolucao das equagoes que descrevem a propagacao de ondas sismi-
cas, além da abordagem numérica que ¢ amplamente utilizada na area, a principio ha
também outras duas possibilidades. A abordagem mais imediata é a resolucao direta
(analitica) das equagbes que governam a propagacao de ondas. Entretanto, mesmo
considerando-se as equagoes aproximadas, a resolucao analitica destas equagoes nao
é possivel na maioria dos casos de interesse pratico, dada a complexidade dos meios
geoldgicos de interesse. A outra possibilidade é a abordagem experimental. Entre-
tanto, tal abordagem se mostra dispendiosa e menos vantajosa que a abordagem
computacional que sera o foco deste trabalho. Com isto, os métodos numéricos para
solugao aproximada das equacoes de propagacao de ondas sismicas sao alternativas
imprescindiveis dentro do escopo da sismica de exploracao de hidrocarbonetos.

A aplicacdo de métodos numéricos a problemas de propagacao de ondas sismi-
cas remonta a cerca de 40 anos (KELLY e MARFURT] [1980). Como mencionada
anteriormente, a complexidade estrutural dos meios encontrados em problemas de
sismica de exploragao faz com que seja imprescindivel a utilizacao destes métodos
para a obtencao de solugoes aproximadas, que hoje sao largamente empregadas, em
diversas etapas do método sismico, como por exemplo na migracao.

Neste sentido, diferentes métodos numéricos sao utilizados, como por exemplo o
Método das Diferengas Finitas (MDF), o Método dos Elementos Finitos (MEF), o
Método do Elemento Espectral (MEE), o Método de Galerkin Descontinuo (MGD),
além do Método dos Elementos de Contorno (MEC). Em relagao ao MEC (BREB-
BIA et al.l 1984; MANSUR, 1983)), hé restrigdes a sua aplicagdo pois, mesmo suas
solugoes sendo a principio mais precisas que as dos demais métodos, tal método é
custoso computacionalmente e, principalmente, ha dificuldade de obtencao das so-
lugdes fundamentais (fungoes de Green) do problema para meios ndo-homogéneos.
Abordagens interessantes sobre o tema consideram aproximagdes numéricas explici-
tas e implicitas da fungao de Green, respectivamente, ExGA e ImGA (DORS|, 2007;
SOARES e MANSUR;, 2005)).

Os MDF e o MEF, por outro lado, se mostram mais adequados a problemas de
sismica, sendo aplicados ha muitas décadas para a propagacao de ondas, enquanto
o MEE ¢ utilizado deste o inicio da década de 1990 (KOMATITSCH e TROMP|
1999; KOMATITSCH e VILOTTEL 1998; KOMATITSCH et all 2001; SERIANI e
PRIOLO/ [1994)). Para uma revisao abrangente dos métodos espectrais ver o artigo
de (CHALJUB et al| (2007). O MGD foi aplicado ainda mais recentemente, em
especial nos trabalhos de DE LA PUENTE et al| (2007); DE LA PUENTE et al.



(2008); DUMBSER. e KASER (2006); DUMBSER . et al| (2007); [KASER e DUMB-
SER| (2006); KASER et al. (2007, 2008). Para maiores detalhes ver, por exemplo,
MOCZO et al|(2010). Cabe ressaltar, por fim, que de todos os métodos citados, o
MDF é um dos mais utilizados para problemas de propagacao de ondas que envolvem
um grande nimero de nds na malha discreta, como € o caso da sismica. Isto se deve
a sua grande eficiéncia computacional, podendo ser obtidos algoritmos explicitos, e
a facilidade de implementacao.

O escopo deste trabalho é o desenvolvimento de métodos numéricos para a propa-
gacao de ondas elasticas no dominio do tempo em meios heterogéneos e anisotropicos
gerais, que apresentem bons resultados em locais onde haja acoplamento com meios
acusticos, utilizando-se o Método das Diferencas Finitas com a Técnica de Malhas
Intercaladas (MDFT). Neste sentido, o objetivo do trabalho, como discutido adiante,

é o desenvolvimento de formulagdes generalizadas utilizando MDFI.

1.3 Revisao bibliografica

Como visto, os métodos numéricos sao introduzidos para resolugao de problemas
complexos que nao possuem solucao analitica, como ¢ o caso da propagacao de
ondas em meios complexos. O método das diferengas finitas (MDF) ¢é utilizado ha
muitas décadas em engenharia para resolucao de diferentes tipos de problemas, em
especial para problemas de propagacao de ondas. Na geofisica aplicada, o MDF ¢é
um dos métodos numéricos mais utilizados, entre outros motivos pela eficiéncia dos
algoritmos, uma vez que é possivel obter formulacoes explicitas que nao necessitam
de resolucao de sistemas algébricos ou inversao de matrizes, sendo o método mais
utilizado quando se trata de problemas que envolvem malhas com grande niimero de
nos. Entretanto, outros métodos numéricos sao igualmente tema de pesquisa para
modelagem de ondas. Para uma visao geral do tema em geofisica, vide CARCIONE
et al|(2002).

Os métodos numéricos em geral sdo cada vez mais utilizados em diversas areas,
nao somente em engenharia — onde sao largamente utilizados ha décadas — e em
geofisica, mas também em fisica por exemplo, onde os métodos analiticos historica-
mente sao os preferidos por serem mais apropriados a interpretacao dos fenémenos.
De modo geral, as contribuic¢oes realizadas no que se refere ao tema de métodos
numéricos nao se restringe a geofisica, podendo ser adaptadas a diversos problemas
de diferentes areas, como por exemplo fisica tedrica. De todo modo, dos métodos
numeéricos utilizados, sem davida, o MDF ¢ um dos métodos mais popularmente em-
pregados, nao somente pela eficiéncia mencionada acima, mas também pela maior
facilidade de implementacao computacional e maior simplicidade do método que por

outro lado nao deixa de fornecer boas respostas em diversos problemas (como é o



caso especifico da propagacao de ondas).

Nesta secao, sera empreendida uma revisao geral dos artigos mais influentes na
area de modelagem numérica da equagao da onda eléstica (e actstica) através do
método das diferencas finitas no dominio do tempo. Para maiores detalhes, reporta-
se aos diversos trabalhos de revisao existentes sobre o tema, como por exemplo
MOCZO et al.| (2007) e LEVANDER] (1989).

Como mencionado anteriormente, remonta cerca de 40 anos o uso do Método
das Diferengas finitas (MDF) em problemas de propagacao de ondas por sismo-
logistas, tendo sido a pesquisadora A. S. Alterman uma das mais proeminentes
nestes tempos inaugurais. Artigos representativos deste trabalho sao ALTERMAN
e KORNFELD| (1968)), ALTERMAN e ROTENBERG] (1969), ALTERMAN e LO-
EWENTHAL|(1970), OTTAVIANTI (1971), onde foram tratados principalmente pro-
blemas de propagacao de ondas em meios homogéneos e isotropicos.

A necessidade de formulagdes numéricas capazes de ligar com os dominios he-
terogéneos complexos freqiientemente encontrados nos problemas de modelagem de
interesse em geofisica aplicada, cedo levou a utilizacdo de esquemas heterogéneos,
onde as propriedades heterogéneas do meio sao fornecidas ponto a ponto e o esquema
aproxima implicitamente as condi¢ées de contorno entre as interfaces. E atribuido a
BOORE| (1972) a introdugao de esquemas heterogéneos. Tal esquema foi estendido
em KELLY et al.| (1976). Enfatiza-se que tal extensao é ainda hoje muito utilizada
para modelagem de meios elasticos em regides on-shore, uma vez que em regioes
off-shore, ou seja, com presenca de agua, tal esquema nao apresenta bons resulta-
dos. Na verdade, materiais com parametro de Poison maiores que v = 0,25 nao
sao modelados de forma acurada ou estavel (LEVANDER] 1988; MARFURT), |1984)
pelo esquema proposto em KELLY et al.|(1976). Como sera visto neste trabalho, tal
esquema numérico apresenta ainda outros problemas no que se refere a aplicagao da
fonte. Outros esquemas que utilizam o MDF apresentam o mesmo problema para
modelar regides de acoplamento acustico-elasticas (STEPHEN] 1988)).

MADARIAGA| (1976) foi o primeiro a desenvolver um esquema baseado em ma-
lha intercalada que utiliza um sistema de equacoes de primeira ordem que contorna
o problema para materiais com elevada razao de Poisson (como a dgua). Na verdade,
a utilizagdo de malhas intercaladas foi introduzida em |YEE (1966) para a resolucao
de problemas de eletrodindmica classica. Atualmente, é muito popular o esquema
de |[VIRIEUX]| (1984, |1986) que também lanca mao de malha intercalada, bem como
sua extensdo para quarta ordem no espago (LEVANDER] [1989), para a resolugao
do problema de propagacao de ondas sismicas. A grande vantagem destes esquemas
de malha intercalada, amplamente propalada pela literatura especializada, é que,
diferente dos esquemas baseados na equagao de segunda ordem da onda de deslo-

camento, tais esquemas sao capazes de modelar regides de interface entre agua e
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rochas, funcionando em materiais com quaisquer parametros de Poison. Uma des-
vantagem é que tais esquemas necessitam, em duas dimensoes, do armazenamento
de trés campos de tensoes e dois campos de velocidades, ou seja, 25 % a mais que
os quarto campos de velocidade (dois para cada instante de tempo) do esquema de
Kelly baseado na equacao de segunda ordem para a velocidade das particulas do
meio. Em trés dimensoes a situacao ¢ ainda pior, sendo necessario 50 % a mais de
memoria.

Os trabalhos de Yee, Madariaga e Virieux se enquadram todos no que sera de-
nominado aqui de Método das Diferengas Finitas Intercalado (MDFI). Na verdade,
a utilizacao do MDFI remonta a década de 1960, tendo tal técnica sido utilizada em
dindmica de fluidos, como por exemplo em HARLOW e WELCH] (1965)). Sobre este
assunto, um artigo de grande influéncia é o artigo de YEE (1966), que utiliza uma
malha intercalada para resolucao das equagoes de Maxwell no dominio do tempo,
inaugurando a area dos métodos no dominio do tempo (FDTM) para resolugao de
problemas eletromagnéticos (TAFLOVE e HAGNESS, 2000). Em geofisica, os tra-
balhos de Virieux (VIRIEUX] 1984} |1986) propoem um método para resolugao do
problema da propagacdo de ondas elasticas em meios isotropicos baseando-se no
método de Yee.

Desde entao, extensoes do método de Virieux foram propostas. Entre os mais im-
portantes, ainda na década de 80, destacam-se os trabalhos de LEVANDER] (1988)),
que elevou a ordem do método de Virieux para quarta ordem de aproximagao no
espago, e LUO e SCHUSTER] (1990)), que prop6s um algoritmo que reduz a quan-
tidade de memoria necessaria para implementar o método de Virieux, pois calcula
os campos de tensao e velocidade em conjunto, sem a necessidade de armazenar
as tensoes. Na década seguinte, FARIA e STOFFA| (1994) aplicaram o esquema
proposto originalmente por Virieux para o caso de anisotropia com simetria vertical
transversa (VTI) em duas dimensoes também. SAENGER et al.| (2000) propuseram
uma nova malha intercalada para a resolucao de problemas de propagacao de ondas
elasticas em meios anisotropicos gerais, ou seja, com qualquer grau de anisotropia.

A utilizagao de malhas intercaladas como o proposto por Virieux para formulacao
de esquemas de diferencas finitas apresenta uma limitacao inerente para tratar meios
anisotropicos gerais, relativa ao posicionamento dos campos de velocidade e tensao e
das propriedades elasticas (tensor de elasticidade). Com isto, é necessario interpolar
os campos de propagacao para a utilizagdo do método em meios com anisotropia
maior que ortotrépica. MAGNIER et al.| (1994)) propuseram um esquema baseado
em uma “malha parcialmente intercalada” para lidar com meios com qualquer grau
de anisotropia, onde é discutido o problema de acoplamento entre a malha e a
malha intercalada quando da definicdo das mesmas. Conforme o autor menciona, o

problema de desacoplamento da malha nao aparece na formulagao proposta, além
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de ser aplicavel a qualquer grau de anisotropia, sem necessidade de interpolacao.

De acordo com MOCZO et al.| (2010), ANDREWS| (1973)) e DAY]| (1982)) inde-
pendentemente aplicaram originalmente a idéia de uma “malha parcialmente inter-
calada” para modelar a propagacao de onda em rupturas de falhas. Posteriormente
JIANFENG] (1997) aplicou a mesma idéia, e mais recentemente um esquema do tipo
foi proposto por Saenger e seus colaboradores (por exemplo em [SAENGER et al.
(2000) e SAENGER e BOHLEN] (2004)) para tratar materiais com qualquer grau
de anisotropia.

GELLER e TAKEUCHI (1998) e TAKEUCHI e GELLER] (2000) propuseram
novos esquemas que aumentam a precisao dos métodos, por exemplo por meio do
cancelamento do erro espacial com o erro temporal da aproximacao de diferencas
finitas, resultando em um esquema mais rapido para um determinado nivel de acura-
cia em comparagao com os esquemas tradicionais. [YANG et al.| (2003)) propuseram
um método baseado em expansao em série de Taylor da aproximacao por interpo-
lagao, chegando a um resultado com erro entre 1/60 e 1/100 em relagdo ao método
de diferenca finita convencional.

Além disso, diversos esquemas de diferencas finitas que utilizam médias de pro-
priedades tém sido propostos com o objetivo de melhorar as propriedades de estabi-
lidade dos esquemas e/ou a representacao de amplitudes em descontinuidades, como
por exemplo em [MOCZO et al. (2002); ZAHRADNIK e PRIOLO (1995). [HALL e
WANG] (2009) propoem um esquema de quarta ordem no espaco e segunda ordem no
tempo baseado na equagao da onda de velocidades, utilizando propriedades integra-
das (seguindo idéia do artigo de TIKHONOV e SAMARSKII| (1962)) em uma malha
simples, no qual as velocidades sao consideradas no mesmo ponto. Entretanto, as-
sim como o esquema de KELLY et al.| (1976), tal esquema apresenta problemas em
meios actsticos (ou com pardmetro de Poison maior que v = 0,25).

Outra linha de pesquisa relativa a modelagem sao os métodos de ordem superior
no tempo. E conhecida a existéncia de problema de instabilidade numérica para
elevar a ordem de aproximacdo no tempo para os operadores de diferencas finitas
em geral. Por exemplo, o artigo de ANNE et al| (2000) mostra que a equagao
acustica da onda ¢ incondicionalmente instavel para aproximagoes de ordem maior
que segunda no tempo. O mesmo problema se verifica para a equacao elastica da
onda. Desta forma, uma alternativa para elevar a ordem temporal e a0 mesmo tempo
manter o nimero de instantes de tempo necessarios para o calculo, sdo os esquemas
conhecidos como Lax-Wendroff (LAX e WENDROFF| [1964). Em geofisica, tal
esquema foi aplicado originalmente por SHUBIN e BELL (1987)) na equagao actustica
tradicional da onda (que desconsidera o gradiente da densidade). Diversos outros
trabalhos existentes na literatura aplicam esquemas tipo Lax-Wendroff a propagacao

de ondas. Por exemplo, [CHEN (2007, |2009) mostra que tal esquema apresenta-se
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vantajoso na aplicagdo em problemas de curto tempo (como em geofisica aplicada)
em comparacao com esquemas tipo Nystrom. No trabalho de [COHEN e JOLY
(1990), o esquema de Lax-Wendroff foi estendido para a aplicacido na equacao da

onda actstica para meios heterogéneos em geral.

1.4 Objetivos do trabalho

Dentro do contexto apresentado, o enfoque deste trabalho é desenvolver uma genera-
lizagdo do método das diferengas finitas com malhas intercaladas para a propagagao
de ondas sismicas em meios complexos gerais, ou seja, meios heterogéneos e aniso-
tropicos com qualquer grau de anisotropia. Tal estudo envolve de forma natural a
propagacao em meios elasticos isotropicos e em meios actisticos como casos particu-
lares. Como sera utilizado o MDF com a técnica de malhas intercaladas (MDFI),
os esquemas desenvolvidos deverao ser capazes de modelar a propagacao de ondas
sismicas em meios com acoplamento actustico-elastico, assim como os esquemas clas-
sicos que utilizam malhas intercaladas (SAENGER et al., [2000; VIRIEUX, [1986) e
servirao de base para as formulagoes generalizadas.

Como visto anteriormente, todos os esquemas de diferencas finitas conhecidos ba-
seados em campo Unico, ou seja, os esquemas que buscam discretizar a equagao da
onda em termos de deslocamentos (ou velocidades), como por exemplo o esquema de
Kelly baseado em deslocamentos (KELLY et al}1976)), falham ao modelar regices de
acoplamento entre meios elasticos e meios acisticos e mesmo em regioes com razao
de Poisson elevadas. Neste sentido, na literatura, utiliza-se as equagoes elastodina-
micas escritas em termos de dois campos (tensoes e velocidades), discretizando-as
utilizando malhas intercaladas, como é o caso do esquema bem conhecido de Viri-
eux. Entretanto, uma desvantagem deste esquema é o maior dispéndio de memoria,
uma vez que necessita-se armazenar maior numero de componentes referentes aos
dois campos de propagacao utilizados.

A proposta principal deste trabalho é desenvolver formulacoes generalizadas,
utilizando o método das diferencas finitas com malhas intercaladas, aplicadas a pro-
pagacao de ondas sismicas baseadas em equacgoes que utilizam somente um campo de
propagacao (deslocamento, velocidade ou tensao). O objetivo é que tais esquemas
sejam capazes de modelar corretamente a propagacao de ondas em meios aniso-
tropicos e com acoplamento actstico-elastico, ou seja, as situagdes mais comuns
encontradas nos principais alvos exploratorios atuais para busca de hidrocarbonetos
nas bacias brasileiras.

As novas formula¢ées numeéricas desenvolvidas sdo denominadas de formulacoes
de campo unico, sendo construidas de forma que as propriedades de estabilidade

e dispersao numérica sejam iguais as dos esquemas classicos de Virieux-Levander
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(VIRIEUX] [1986) e de Saenger (SAENGER et all 2000), porém discretizando a
equacao da onda de segunda ordem utilizando as respectivas malhas de diferencas
finitas. Em outras palavras, para o caso elastico isotropico, por exemplo, o presente
trabalho objetiva obter um esquema semelhante ao esquema de Kelly, mas estavel
em regides de acoplamento dgua-rochas.

Os esquemas generalizados aqui desenvolvidos podem ser vistos como duas fa-
milias de esquemas generalizados, cada qual baseado em uma formulacao classica
distinta, nomeadamente, na malha intercalada tradicional de Virieux (VIRIEUX|
1986) e na malha rotacionada (SAENGER et al. 2000). A primeira delas é ade-
quada a meios anisotrépicos, com grau de anisotropia até ortotrépica, e a segunda
pode ser aplicada para meios com anisotropia geral. Ressalta-se que, uma vez que os
esquemas de campo unico sao construidos de forma a modelar corretamente meios
acusticos, outro objetivo ¢ estudar esquemas puramente actsticos, que serao vistos
simplesmente como casos particulares do elastico. Assim, dada sua importancia
pratica, serao considerados esquemas acusticos de campo tnico generalizados, que
apresentam-se como uma alternativa por exemplo ao esquema de Cohen (COHEN
e JOLY|, [1990).

Outros desenvolvimentos foram realizados neste trabalho, com o objetivo de elu-
cidar questoes relativas a propagacao de ondas. Neste sentido, foi realizado um
estudo da equivaléncia da aplicacdo da fonte sismica nos diferentes esquemas, in-
cluindo os da literatura, de forma a produzir o mesmo resultado numérico entre os
diferentes esquemas. Além disso, foram implementados esquemas de quarta ordem
no tempo utilizando a formulacao de Lax-Wendroff, em especial na malha interca-

lada tradicional no caso acustico.

1.5 Estrutura do trabalho

O texto esta dividido em seis capitulos: no capitulo[2] é apresentada a teoria elastica
da propagacao de ondas em meios anisotrépicos gerais. E dada énfase na obtencio
das equacoes diferenciais que servirao de base para os esquemas numéricos imple-
mentados, ou seja, os sistemas de equagoes diferenciais de primeira ordem em termos
de dois campos (como, por exemplo, o sistema em tensoes e velocidades), e as equa-
goes de segunda ordem envolvendo um campo de propagagao tnico (deslocamentos,
velocidades ou tensoes).

No capitulo 3] introduz-se o Método das Diferengas Finitas com Malha Interca-
lada (MDFT), sendo feita uma revisao de diferentes configuragdes de malhas interca-
ladas, objetivando-se mostrar sua relagao com as equagoes que se deseja discretizar.
Sao obtidos os operadores de diferencas finitas simples, utilizados nos esquemas in-

tercalados cléassicos, e os operadores de diferencas finitas para derivadas segundas
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nas malhas intercaladas, que serao utilizados para o desenvolvimento dos esquemas
generalizados propostos. No mesmos capitulo, sao apresentados também os esque-
mas classicos na malha intercalada padrao (VIRIEUX| [1986) — utilizados para
modelar a propagagdo de ondas em meios com anisotropia ortotrépica (ou com si-
metria maior que ortotrépica, incluindo meios elésticos e actsticos) — e na malha
intercalada rotacionada, para quaisquer tipos de anisotropia.

No capitulo |4, apresenta-se os esquemas generalizados desenvolvidos, baseados
nas equagoes de campo unico, sendo implementadas as formulagoes que efetivamente
apresentam menor dispéndio de armazenamento. Neste sentido, sao apresentadas
as expressoes dos esquemas efetivamente implementados, ou seja, as formulagdes de
campo unico em deslocamentos e velocidades para esquemas elasticos e formulagao
em pressdo para o caso acustico. E demonstrada a equivaléncia entre os esquemas
de campo tnico desenvolvidos e os de campo duplo correspondentes. Formulacoes
de quarta ordem no tempo sao consideradas por meio de esquemas de Lax-Wendroff
aplicados as formula¢des na malha intercalada. Aborda-se, entao, questoes referentes
a aplicacao da fonte sismica e condi¢des de contorno. Apresenta-se os resultados
de analises de estabilidade para os esquemas propostos. Ao final discute-se o custo
computacional e a quantidade de memoria necessaria para cada esquema, bem como
algumas questoes referentes a comparacao dos resultados de esquemas que utilizam
diferentes malhas.

No capitulo [f, apresentam-se exemplos e aplicagoes utilizando os diversos esque-
mas numéricos propostos. Serda demonstrada a equivaléncia das respostas numéricas
entre os esquemas propostos e os esquemas classicos na malha intercalada, bem
como serao realizadas comparagoes destas formulagoes com aquelas da literatura,
discutindo-se vantagens e desvantagens.

Por fim, no capitulo 6, sdo apresentadas as conclusées, bem como os trabalhos
futuros, sendo deixados para os apéndices questoes menos diretamente relacionadas

com o tema principal desta tese, conforme a lista abaixo:
e Apéndice A: Teoria da Propagacao de Ondas acusticas

e Apéndice B: Defini¢oes Basicas e Tensor de Elasticidade

Apéndice C: Método das Diferengas Finitas (MDF)

Apéndice D: Formulagoes Numéricas da Literatura

Apéndice E: Expressoes de Campo Unico em Quarta Ordem no Espaco
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Capitulo 2

Teoria Geral da Propagacao de

Ondas Elasticas

Neste capitulo, é apresentada a teoria referente ao fendémeno de propagacao de ondas
em meios elasticos gerais (heterogéneos e anisotropicos), necessaria para a compreen-
sao das formulagoes numéricas propostas, desenvolvidas nos demais capitulos. Sao
abordados apenas os tépicos principais necessarios para a obtencao das equagoes
da elastodinamica, sendo apresentadas principalmente as equagoes que efetivamente
serao utilizadas nas modelagens numéricas. Sao deixadas para os apéndices algumas
demonstragoes e conceitos relacionados. Enfatiza-se que a abordagem dada neste
capitulo parte do caso geral, isto é, das equagoes validas para meios heterogéneos e
anisotropicos gerais em trés dimensoes, simplificando as mesmas sucessivamente de
modo a gerar os casos particulares que serao implementados (em duas dimensoes)
de anisotropia ortotrépica (VTI em duas dimensoes) e, por fim, o caso isotrépico e
acustico.

Neste sentido, é importante notar que a propagacao de ondas actsticas — como ¢é
o caso por exemplo do som ao se propagar em meios fluidos (e.g. ar e 4gua) — pode
ser enquadrada como um caso particular da propagacao de ondas elasticas compres-
sionais em meios materiais (ndo ha ondas S, nem ondas convertidas). Isto porque
a propagacao acustica corresponde a fendmenos ondulatérios cuja perturbagao se
propaga por meio da vibragdo das particulas do meio no sentido longitudinal (sen-
tido da prépria propagagao), tal qual ocorre com as ondas elasticas compressionais.
Adicionalmente, sabe-se que somente ondas compressionais podem se propagar em
fluidos, sendo as ondas de natureza cisalhante incapazes de se propagar nestes em
virtude dos mesmos nao oferecem resisténcia ao cisalhamento. Uma imagem que
demonstra este fato é que, ao verter-se um copo d’agua, a dgua escorre, ou seja as
camadas de agua “escorregam” umas sobre as outras sem resisténcia, diferente de
um material solido que se mantém coeso devido a resisténcia que as camadas deste

meio tem de “escorregarem” umas sobre as outras. Desta forma, as equagoes que
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regem a propagacao de ondas actisticas podem ser vistas como um caso particular da
propagacao de ondas elasticas em meios isotrépicos onde o moédulo de cisalhamento
¢ nulo.

E evidente que a simulacdo da propagacio de ondas actsticas em meios geofisicos
¢ uma simplificagao, uma vez que as camadas de rochas destes meios nao sao meios
fluidos e, portanto, ndo sdo meios acusticos. Ao contrario, elas oferecem resisténcia
ao cisalhamento e, assim, ondas transversais sao geradas e podem se propagar em
conjunto com as ondas compressionais, de forma que as rochas sao, na verdade,
melhor descritas como sendo meios elasticos. O modelo mais simples de propagagao
de ondas elasticas considera a existéncia de isotropia, isto €, que as propriedades
elasticas do meio independem da dire¢ao em que sdo medidas e, por conseguinte, a
velocidade independe da dire¢ao. Nestes meios, as ondas longitudinais e cisalhantes
sao, respectivamente, paralelas e perpendiculares a direcao de propagacao, sendo
denominadas de ondas P e ondas S, respectivamente.

Entretanto, embora durante muito tempo a propagacao de ondas sismicas tenha
sido tratada quase que exclusivamente lancando-se mao da hipétese de isotropia,
sabe-se atualmente que a negligéncia da anisotropia em modelos geofisicos pode
causar distor¢oes consideraveis na propagacao de ondas, ocasionando interpreta-
¢oOes incorretas de fenomenos fisicos e conduzindo, por conseqiiéncia, a erros em
processos de migracao e inversao de dados sismicos por exemplo, influenciando no
posicionamento dos refletores, etapas estas fundamentais no processo de detecgao
de hidrocarbonetos. Neste sentido, é interessante observar que, ja no inicio do séc.
XX, Rudzki, um importante pesquisador na érea de anisotropia escreveu (HELBIG
e THOMSEN] 2005)):

Since in seismology, there exists the deplorable habit to regard aniso-

tropic materials as isotropic, E]

alertando para a importancia de avaliar a influéncia da desconsideragdo da aniso-
tropia na sismologia. Sao inlimeras as razoes pelas quais as rochas se comportam
como materiais anisotropicos (HELBIG] [1994)) e, na pratica, a anisotropia das ro-
chas ¢é observada ha muito tempo, seja em dados de levantamentos sismicos, seja
em medidas diretas de laboratério. Para uma visao geral do progresso da area em
geofisica de exploragao, sugere-se o artigo de HELBIG e THOMSEN] (2005).
Diferentemente de meios isotropicos, onde observa-se a propagacao de dois mo-
dos distintos de onda, as chamadas ondas P e S, respectivamente, com movimento
das particulas na direcao do movimento e perpendicular ao movimento, no caso da
propagacao de ondas em meios elasticos anisotrépicos, os modos de onda apresen-

tam comportamento complexo, se acoplando mesmo em meios homogéneos. Parti-

'Em sismologia, h4 um habito deplorével de considerar materiais anisotrépicos como isotrépicos.
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cularmente, no caso da isotropia vertical transversa (VTI), surgem dois modos de
onda, denominados de onda quase-P e quase-S, que nao mais perturbam as par-
ticulas do meio nas direcoes paralela e perpendicular a direcao de propagagao da
onda. Ressalta-se ainda que a velocidade de fase e a velocidade de grupo no caso
anisotropico tornam-se diferentes. Modelos simplificados podem ser adotados, nos
quais a anisotropia ¢ tratada por meios de equagoes “pseudo-actusticas” aproximadas
(ALKHALIFAH] 2000; HESTHOLM], 2009), aproximando apenas as ondas P (ou
melhor quase-P no caso VTI), de modo a desacoplar estas ondas. Porém no presente
trabalho somente as formulagoes completas serao abordadas. Para uma discussao
completa sobre anisotropia, indica-s a seguinte bibliografia especializada: [HELBIG
(1994)), [TSVANKIN] (2001)), SLAWINSKI] (2003), entre outros.

Além da presenca de anisotropia nos meios geofisicos, existem ainda modelos
mais complicados e mais realistas que levam em conta a viscosidade e a porosidade
das rochas em meios anisotrépicos (CARCIONE, 2007, (COUSSI, [2004). Em tais
formulagbes aparecem novos modos de onda (como por exemplo as chamadas ondas
P lentas), demonstrando que, quanto mais efeitos fisicos sao considerados na teoria
ondulatoéria, maior a complexidade dos resultados (por exemplos, os sismogramas)
gerados. Porém tais modelos nao serao abordados neste trabalho.

A seguir, serdo obtidas as equagdes que governam a propagacao de ondas em
meios elasticos heterogéneos e anisotropicos com qualquer grau de anisotropia. Al-
gumas definicbes basicas importantes, necessarias a teoria da elastodinamica, sao
deixadas para o apéndice [B] Existem muitos livros de referéncia sobre o assunto
de propagacao de ondas em sismica, onde maiores detalhes podem ser encontra-
dos, citando-se em especial WAPENAAR ¢ BERKHOUT] (1989), GRAFE| (1991)),
ACHENBACH) (1973)), AKI e RICHARDS| (2002) e WU et al.| (2006), além dos ja

citados anteriormente.

2.1 A equacao geral da onda elastica

Nesta secao, as equacoes que descrevem a propagacao de ondas em meios elasticas
gerais sao obtidas como conseqiiéncia da aplicacao das leis da fisica, sendo as formas
lineares das mesmas obtidas considerando-se pequenas perturbacoes em torno dos
valores médios de equilibrio. As equac¢bes matematicas bésicas obtidas sao, entao,
transformadas em diversas formulagoes matematicas distintas, cada qual escrita em
termos das diferentes componentes dos campos de propagacao da onda, ou seja, as

componentes dos campos de deslocamento, velocidade e tensao.
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2.1.1 Conservacao da quantidade movimento

Considere uma regiao do espago contendo um material qualquer, cuja densidade ¢é
dada por p(7,t). Seja a velocidade de deslocamento das particulas dada por ¥(7t)
dependente da posicao 7 e do tempo t. Considere, entdo, uma porcao deste material

de volume V' encerrado por uma superficie S, cuja normal é dada por 7, conforme
a Fig. (WAPENAAR e BERKHOUT] [1989).

Figura 2.1: Regiao do espago contendo o material de interesse.

A lei da conservacao da quantidade de movimento estabelece que a mudanca da
quantidade de movimento das particulas neste volume é igual ao fluxo de quantidade
de movimento entrando na superficie, adicionado da resultante das forgas que atuam

nas particulas em V' (Segunda Lei de Newton generalizada), ou seja

8 TS — TAVIR _‘/
g /V pudV = — }é(pv)v.ndS + F(V), (2.1)

sendo a forga resultante que atua no volume V' dada por
F(V) = j{ 7,dS + / fav, (2.2)
5 v

onde f é a densidade (volumétrica) de forca externa que atua no volume V e 7, &
a tensdo que atua em cada ponto da superficie S (que depende da orientagao da
superficie, conforme mostra o apéndice [B] secao [B.1.2] podendo ser obtida por meio
do tensor de tensoes para uma diregdo qualquer). A primeira parcela da Eq.
se refere as forcas de contato que atuam na superficie da regiao considerada devido
ao restante do meio (na regiao interna, pela Terceira Lei de Newton, estas forgas
se anulam); a segunda parcela se refere as forgas externas aplicadas em cada ponto
do volume (forgas de volume). Repare que a tnica diferenga da Eq. para a
expressao correspondente ao caso acustico (ver Eq. e Eq. no apéndice
E[), ou seja, no caso do material ser um fluido, é que aqui estd sendo utilizada

uma tensao geral 7, que inclui tensoes de cisalhamento (7 se refere a orientagao da
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superficie S), enquanto no caso acustico a tensao é sempre normal, sendo dada por
—ph (de acordo com o Principio de Pascal).

Aplicando na Eq. (2.1) o teorema de Gauss, dado pela Eq. (A.2) do apéndice
segue que
[A] segue q

/ a(;) av =~ [ [7¥9.(o9) + (pr¥)ilav + E(V) (2.3)

onde

F(vV)=— /V O,7dV + /V fav, (2.4)

onde V ¢é o operador vetorial dado pelas seguintes componentes cartesianas V =

(0x,0,0;). Como o volume V' é um volume arbitrario, chega-se a

9(pv)
ot

+0V.(p0) + (pt.N)T — 0,7 = f. (2.5)

Esta equagao vetorial expressa a conservagao do momento linear (ou quantidade de
movimento), sendo conhecida como equagao nao linear de movimento para meios
elasticos. Considerando-se um sistema de coordenadas cartesianas, e utilizando a

notacao indicial (convengao de soma sob indices repetidos), pode-se escrever a Eq.

Ccomo
d(pvi)
ot

onde 7;; sdo as componentes do tensor de tensdes. Como no caso acustico (ver

+v;0;(pv;) + pv;0v; — 0T = fi, (2.6)

apéndice @), para as aplicagoes em geofisica, o interesse se restringe ao regime
linear, e portanto a Eq. (2.6 sera simplificada. Inicialmente, repare que apenas o
primeiro e o quarto termos do primeiro membro contribuem por serem de primeira
ordem e, logicamente, a fonte f;. No processo de linearizacao considera-se ainda a

decomposigao
p=po+ Ap, (2.7)

onde Ap é a mudanca da densidade no meio devida a passagem da onda e py é

densidade de equilibrio, de forma que
Ap < po. (2.8)

Assim, chega-se facilmente a versao linear da equacao de movimento em coordenadas

cartesianas dadas por

v _
P ot

onde p é agora a densidade de equilibrio do meio (pp).

07ij = fis (2.9)
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2.1.2 Relagoes constitutivas

Para a descricao completa dos movimentos em um meio eléstico, é necessario ainda
levar em conta as chamadas relagoes constitutivas do meio, isto é, como se rela-
cionam os tensores de segunda ordem de tensoes 7(7,t) e de deformagoes e(7t).
De forma geral, sabe-se que eles sao mutuamente dependentes, o que é expresso

matematicamente por

x(1,e) =0, (2.10)

onde x é, em geral, uma fun¢ao nao-linear envolvendo os tensores. Novamente,
enfatiza-se que neste trabalho o interesse se concentra apenas no regime linear.
Neste caso, a forma mais geral da relacao tensao-deformagao é descrita por (ver
Apéndice

Tij(F,t) = cijkl(f)ekl(F,t), (211)

que é a Lei de Hooke generalizada. As 81 (3 x 3 x 3 x 3) componentes ¢;;; do tensor
de elasticidade na verdade se reduzem a 21 componentes independentes, devido a
existéncia de simetrias fisicas, conforme descrito no Apéndice [B] Estas componentes
caracterizam completamente o meio elastico (no regime linear).

Na presenga de uma distribui¢ao de fontes de deformagoes h(7,t) externa, a Eq.
(2.11) deve ser modificada para

75 (Tt) — cijia(T)e(Tt) = —gi;(Tt), (2.12)

com
9ij(Tt) = cigia(F)hua (1), (2.13)

onde hy(7,t) representa as componentes do tensor h(r,t). Claramente g;;(r,t) re-
presenta a distribuicdo de tensdes (dependente do tensor de elasticidade do meio)
associada a fonte de deformacgoes. Substituindo a Eq. na expressao acima,
chega-se a

Tij — ;Cz‘jkl (Oug + Opwy) = —gij. (2.14)

Usando a propriedade de simetria ¢;ji = ¢;ji, obtém-se
Tz’j - cijklaluk == _gij- (215)

Por fim, considerando a velocidade v das particulas v = 0,u, chega-se a relagao

tensao-velocidade linearizada
O Tij — CijriOvy, = —04Gij- (2.16)
Tal equacao é equivalente a equagao da continuidade linearizada para o caso acustico,
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dada no apéndice [A] pela Eq. (A.25)), e junto com a equagao de movimento dada

pela Eq. (2.9) descrevem completamente os movimentos em um meio elastico geral.

2.2 Representacoes da equacao geral da onda

elastica

Na secao 2.1 foram obtidas as equagoes que descrevem a propagacao da onda elastica
em meios gerais (heterogéneos e anisotrépicos), escritas na forma de um sistema
de equacoes em termos da velocidade de deslocamento das particulas e da tensao.
Como se trata de um fendémeno ondulatorio de transmissao de energia mecanica com
velocidade finita, tal sistema de equagdes é hiperbdlico.

Nesta se¢ao, a partir do referido sistema de equagoes, serao desenvolvidas diferen-
tes formas de representagao matematica do mesmo fenomeno ondulatorio, utilizando
um ou dois dos diferentes campos de propagacao da onda, ou seja, velocidades, des-
locamentos e tensoes. As representacoes que lancam mao de dois campos — como,
por exemplo, o sistema em termos de velocidades e tensoes originalmente deduzido
— sao escritas por sistemas hiperbdlicos de equagoes diferenciais acopladas, sendo
designadas neste trabalho como representacoes de campo duplo. Ja as equagoes
que utilizam apenas um campo sao escritas como conjuntos de equacoes da onda
de segunda ordem (também de tipo hiperbdlica) na respectiva variavel, para cada
componente, sendo designadas aqui de representagoes de campo tnico. A conhe-
cida equacao de Navier, para as componentes do deslocamento, enquadra-se neste
segundo tipo. Enfatiza-se que todas as equagodes que serao obtidas sao validas para

meios gerais heterogéneos e anisotrépicos.

2.2.1 Equacoes de campo duplo
Sistema em velocidades e tensoes

A primeira forma de representacao do fenémeno ondulatorio é por meio dos campos
de velocidades v; de deslocamento das particulas do meio e do campo de tensoes 7;;.

Esta representacao é dada diretamente pelas equacoes deduzidas anteriormente, ou

seja, Eq. (2.9) e Eq. (2.16]) apresentadas novamente aqui como segue:

patvi_ajTij = fi (2-17)
O Tij — CijuOvy = —0,94, (2.18)

onde a fonte é dada, conforme Eq. (2.13]), por

9i(T) = cijia(F)hia (1), (2.19)
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sendo f; a densidade de forca externa aplicada, p a densidade de massa e ¢;ji 0
tensor de elasticidade.
Sistema em deslocamentos e tensoes

A forma mais imediata de reescrever o sistema de equagoes dado pelas Eq. (2.17)) e
Eq. (2.18) é valendo-se da rela¢ao v; = dyu; (onde u; sdo as componentes do campo

de deslocamentos), o que resulta em

pdiu; — iy = f; (2.20)
Tij_cijklaluk =  —Gij, (2-21)

onde g;; é dado pela mesma expressao que antes, ou seja, pela Eq. (2.19).

2.2.2 Equagdes de campo tnico (equagoes de 2a. ordem)

Equacao da onda de deslocamentos

Substituindo diretamente a Eq. (2.21) na Eq. (2.20)), obtém-se

pOfu; — Oj(cijmOug) = s, (2.22)
onde as componentes da fonte s} sao dadas por
si = fi — 094, (2.23)

sendo g;; dado pela Eq. (2.19).

Equacao da onda de velocidades

Derivando a Eq. (2.17) em relagao ao tempo e a Eq. (2.18]) em relacdo a x;, obtém-se

Pafvi—ajamj = atfi (2-24)
3j3t7ij—3j(cijklalvk) = _atajgij: (2-25)

Somando entao as equagoes acima, chega-se a
,08152111 - 8j (cijklﬁlvk) = 6tsf. (226)

Repare que a Eq. (2.26)) da onda de velocidades tem exatamente a mesma forma da
Eq. (2.22) da onda de deslocamentos, sendo a tnica diferenca relativa a fonte, uma
vez que a fonte no segundo caso é dada pela derivada temporal da fonte no primeiro

caso.
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Equacao da onda de tensoes

Para obter a equacao da onda de tensoes, divide-se a Eq. (2.17) por p ou, equi-
valentemente, multiplica-se a mesma por b (b = 1/p), derivando-se em seguida em

relacdo a z; e multiplicando por fim (contragao em k e ) por ¢;jz. Assim, obtém-se

Ow; — b0;T;; = bf;
0,0v; — 0y(b0;1;5) = 0i(bfi)
0,0 — O (b0nTkn) = Oy(bf)
Cijki010 U — CijriO1(b0nTien) = cijin0i(bf). (2.27)

Por outro lado, derivando a Eq. em relagao ao tempo, obtém-se
31527'2'3' — Ciyj0 0y = —Qggij. (2.28)
Somando entao a Eq. com a Eq. , resulta em
8373-]- — Cij101 (000 Thn) = CijrOi (b)) — afgij, (2.29)
onde utilizando-se a definicao dada pela Eq. , chega-se finalmente a
82527'@» — Cijr101 (00 Thn) = —CijkiSiy, (2.30)

onde

S;;l = a?hkl — 8l(bfk) (231)

Mais uma vez, chama-se a atencao para o fato de que todas as variantes ma-
tematicas vistas acima da equagao geral da onda elastica sao formas matematicas
equivalentes para descrever o mesmo fenomeno através de diferentes campos de onda

(tensoes, velocidades e/ou deslocamentos).

2.3 Equacgoes para o caso bidimensional

Neste trabalho, serao implementadas modelagens envolvendo modelos bidimensio-
nais, uma vez que a generalizacao para o caso tridimensional nao apresenta maiores
dificuldades. A principal causa de serem realizadas apenas modelagens em duas
dimensoes ¢ manter o custo computacional o mais baixo possivel para agilizar as
modelagens e demais testes a serem realizados no capitulo |l Portanto, as equagoes
serao expandidas para os indices i = 1, referente a coordenada = (relacionada ao

off-set), e para j = 3 (referente a profundidade z do meio) como é usual na geofisica.
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2.3.1 Notacao de Voigt

Conforme discutido com mais detalhes no apéndice B pode-se representar o tensor
de elasticidade ¢;j,; de quarta ordem por uma matriz, como se fosse um tensor de
segunda ordem, utilizando-se a chamada notacao de Voigt. Em duas dimensoes,
considerando-se as coordenadas x e z usuais da geofisica e recorrendo-se a tal no-

tagdo, o tensor de elasticidade passa a ser representado através da seguinte matriz

Ci1 C13 C15
Com=| c13 ¢33 ¢35 |, (2-32)
€15 €35 Cs5
onde os indices 1,3 e 5 sao associados, respectivamente, aos termos normais na di-
recio x, z e cisalhantes zz. B importante notar que a matriz dada pela Eq.
possui apenas 6 elementos independentes (pois a matriz é simétrica). Ressalta-se
que, no caso geral de trés dimensoes espaciais, C,,,, possui 21 constantes indepen-
dentes (ver apéndice [B]).

Recorrendo-se a notacao de Voigt, as equagdes para uma dada simetria do tensor
de elasticidade (apéndice |B|) podem ser obtidas de forma visual através de produto
de matrizes, bastando considerar a forma especifica da matriz de elasticidade no
caso considerado. Por exemplo, para o caso de anisotropia geral (2D) dada pelo
tensor de elasticidade representado pela Eq. , a relacao tensao-deslocamento,
dada pela Eq. (2.21)), pode ser vista como a seguinte equagdo matricial

T11 C11 €13 Cis Opty fac:v
733 = C13 (€33 Css 0.u, - fzz ) (2'33)
713 C15 (€35 Cs5 axuz + azux fwz

sendo a fonte dada por

f x 11 13 Ci15 az Dy
f z = C13 (€33 Cszs 0.h ) (2-34)
faz C15 C35 Cs5 Ophy + 0zhy

com h; representando as distribui¢oes de deslocamento aplicadas nos respectivos ei-
xos coordenados, de forma que as linhas do vetor a direita representam as componen-
tes do tensor de deformacao aplicado, denominado h;; daqui por diante. Enfatiza-se
que, deliberadamente, optou-se por utilizar uma notagao mais intuitiva colocando-se
as derivadas com indices dados pelas letras = e z, referente as coordenadas espaciais
onde a derivada é tomada respectivamente associados aos indices 1 e 3, tanto quando
para as componentes dos campos vetoriais. Outra detalhe na notagao utilizada é que

se utiliza a mesma letra ¢ mintiscula para os elementos do tensor de elasticidade Cj;
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na notacao de Voigt que aquela utilizada no caso da notagao tensorial tradicional,

Ou seja, Cjjki-

2.3.2 Anisotropia geral
Equacoes de campo duplo: sistema em velocidades e tensoes

As equagdes de movimento, em termos de velocidades e tensoes, escritas indicial-
mente pela Eq. (2.17)), ndo dependem explicitamente das propriedades constitutivas
do meio, ou seja de c;;x, sendo escritas, portanto, sempre da mesma forma inde-
pendentemente do grau de anisotropia considerado. Ja as demais equacoes, escritas
de forma sintética por meio da Eq. (2.18)), devem ser obtidas utilizando-se o tensor
de elasticidade dado pela Eq. , como exemplificado no tépico anterior. Desta

forma, as seguintes equacoes sao obtidas de forma imediata:

POy — OuTog — 0:Tor = fa (2.35)
PO, — 0pTp. — 0.T.. = [ (2.36)
i Tox — €110205 — €130:0; — C15(020z + 0202) = —0iGaw (2.37)
Tz — 130305 — €330:0; — C35(0p0; + 0o02) = —0igss (2.38)
OiTyz — €150,V — C35050, — C55(0,0; + 0.0;) = —0iYas, (2.39)

onde, como antes, os termos do tensor de elasticidade estao escritos na notagao de
Voigt.

Com isto, a fonte geral de tensao passa a ser

Grax = Cllhxz + Cl3hzz + 015(hxz + hzm) (240)
922 = CIShJ}Z‘ + C33hzz + CBS(hxz + hza:) (241)
Gzz = Cl5hxx + CSShzz + CSB(hxz + hzz) (242)

Destaca-se que, conforme serd discutido na sec¢ao [2.5.1] a fonte que simula ondas
sismicas neste trabalho, no contexto da geofisica, ser4a um caso particular da fonte

geral de tensoes dada acima.
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Equacoes de campo duplo: sistema em deslocamentos e tensoes

De forma semelhante, para as equagdes em deslocamentos e tensoes em duas dimen-

soes chega-se facilmente a

pOfUG — OuToe — 0:Tor = [a (2.43)
PO, = O0pTe — 0.7 = [ (2.44)
Tow — C110z Uy — C130:U, — C15(0ptly + Ootly) = —Guu (2.45)
Toz — C130,Up — C330:U, — C35(0pu, + Oouy) = —ga. (2.46)
Tez — C150pUy — C350,U; — C55(0puz + O2Uy) = —Gaz. (2.47)

Equacoes de campo tnico: equagoes da onda em deslocamentos

Para obter as equacoes de campo tnico em duas dimensoes, serdao expandidas direta-
mente as expressoes indiciais dada pela Eq. (2.22). Expandindo a equagao da onda
de deslocamentos para meios anisotropicos gerais em duas dimensoes, obtém-se para

cada uma das coordenadas (i = 1,3 para z e z)

pafuz' — [0:(ci1110,uy) + 0x(€i1130:uy) + Oz (Ci1310.u,) + Oz(Ci1330,u)
+0,(€ig110,Uz) + 0:(Ciz130,Uy) + 05 (Cisz10,u:) + 05 (ciz330,u)] = s (2.48)

Explicitamente, chega-se as seguintes equacoes

pOFuy — [0z (c111105us) + Ou(c11130:us) + On(c113105u2) + O (cr1330:u.)
+0,(c13110:uz) + 0.(c131305us) + 05 (c13310,u) + 05 (c13330,u.)] = sy (2.49)
pOfu. — [02(c311100Us) + On(C31130:u0) + Op(c313100u2) + Oy (C31330: 1)
+0. (33110, Ue) + 0. (C33130:Us) + 0. (C33310, 1) + Oz (c33330.u,)] = 57 (2.50)

Usando agora a notagao de Voigt para representar os termos do tensor de elasticidade

e reordenando, obtém-se finalmente

(.5}

( ) + Oxle1s(0pu. + Ouy)]
. ( ) + 0. [ess(Opus + Oouy)| = pO2u, + 8% (2.51)

1 (€350,u) + Ox[cs5(0pu, + O0suy)]
) + O.[cs5(0pu, + Ooug)] = pdiu, + 8%, (2.52)

8:1: 0118 Uy T 0138 Uy

QO

( )
-+ 3Z(cl50 UI) Cs 58 U +
896(0158 U:L«)

( )

+ az Cl3azu:r

Q

+
+
|
N

o)

z (033 azuz +
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De forma semelhante, as componentes da fonte s} sao dadas por

sy = fo — [0u(C11haz) + Ou(Cr3hsz) + On(Ci5haz) ( )
+0,(c15has) + 0x(cashsz) + 02 (Cs5ha2 )] ( )
st = f. — [0z(c15h0z) + Ou(cashsz) + Ou(cs5has) (2.55)
+0,(c13hes) + 02 (cashsy) + 0.(cs35hsz)]. ( )

E importante observar que a fonte descrita acima corresponde a uma fonte geral
para o caso anisotropico geral. Na secao serd discutida a aplicacao da fonte

com mais detalhes.

Equacoes de campo tnico: equagoes da onda em velocidades

Como foi visto, as equagoes da onda de velocidades apresentam a mesma forma das
equagoes da onda de deslocamentos, vista no topico anterior. Portanto, as equagoes

sdo as mesmas (exceto pela fonte), sendo dadas por

0:(c110,0;) + 02(€130,v,) + Ox[c15(0pv, + 0,v,)]

4+ 0.(c150,vz) + 0-(c350.v,) + O.[cs5(0pv. + 0v,)] = pO2v, + Oys™ (2.57)
0x(c150,05) + 02(c350,v,) + Ox[cs5(0pv, + 0,v,)]

4+ 0.(c130,z) + 02(c330.v,) + 0.[c35(0pv, + 0v,)] = pOPv, + OpsY, (2.58)

onde a fonte é dada pelas mesmas expressoes que o caso da onda de deslocamentos,

com a diferenga de que é tomada a derivada temporal das distribui¢oes dadas por
hij (§ fz

Equacgoes de campo tnico: equagoes da onda em tensoes

Expandindo a equagao geral da onda de tensoes, dada pelas Eq. (2.30)), em duas

dimensoes, obtém-se

81527-ij - [Cijllax(baxTxx) + Cijllax(bazTarz) + Cij1382(bax7-zx) + Cij138z(b8z7-:cz)
+Cij318x(bax7_zx) + Cij3lax<baz7—zz) + Cij33az(bax7_zx) + Cij338z<b8z7—zz)] = _3/;<259)

Como antes, esta equacgao indicial se desdobra em 3 equacgoes, uma para cada com-
ponente do tensor de tensoes em duas dimensoes, ou seja, Ty, T,» € To,. Escrevendo

explicitamente cada uma destas equacoes, utilizando a notacao de Voigt, obtém-se
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as seguintes equagoes

O Taw = 1104 (002 Taa) + €1102(b0:T22) + 1502 (b0 Taa) + €150, (00 Ta2)
4150, (00, T2z) + €1505(00.7..) + €130, (00, T2z) + €130, (b0, 7..) + s (2.60)
b0xTuz) + €150, (b0.7s2) + €550-(00,Toa) + €550, (b0 Tx2)
+5500 (005 Tog) + 5505 (00.72) + 3505 (00:Toe) + €350: (00.72) + 57, (2.61)
aETzz = €130, (00, Tyz) + €1305(00,74) + 3505 (004 Tis) + €350, (b0, T42)
) ( ( ) ( )

( )
( )
atQTwz - 0158513( )
( )
( )
—1—035&]0(1)8957'21 + C35ax baszz) + 0338Z baxsz -+ 03382 baZTZZ -+ S”z—z (262)
onde a fonte é dada por

s't; = Cijrasi = Ciju (0 hi — 0y(bfi)), (2.63)

ou, usando a notacao de voigt,

sT= CupSp (2.64)
— Cn1<a152hxx - aa:<bfz>) + Cn3(at2hzz - az(bfz>>
+Cns {07y, — [0:(bF.) + 0.(bf)]} (2.65)

que explicitamente resulta em

S/;x - Cll(afh;tz - aas<bfx)) + 013(8152hzz - az(bfz))

+e15{ 0 hoe — [0:(bf2) + 0:(bf)]} (2.66)
$he = C15(0hoe — O(bf2)) + €35(07 hee — 8.(bS2))

+c55{02hye. — [0, (bf.) + 0.(bf,)]} (2.67)
§7. = 13(0hee — 0u(bf)) + c33(07 D — D2(bf2))

+C35{ 0 he — [00(bF) + 0:(bf2)]} (2.68)

2.3.3 Caso ortotropico

Para obter as equagoes para o caso ortotropico em duas dimensf)esEL expande-se as
equagoes do caso geral anisotrépico (segao[2.2) para i = 1 (referente a coordenada z)
e i = 3 (referente a coordenada z) e substitui-se os termos do tensor de elasticidade

do caso ortotrépico em duas dimensdes, dado por (ver Apéndice

cin ez 0
Cnm - C13 Cs3 0 y (269)
0 0 Cr5

20 caso ortotrépico é equivalente ao caso VTI considerando-se meios bidimensionais.
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ou seja, basta substituir ¢;5 = ¢35 = 0 nas equagoes para o caso de anisotropia geral
vistas na secao [2.3.2

Equacgoes de campo duplo: sistema em velocidades e tensoes

No caso ortotrépico, obtém-se as seguintes equagoes

patvx - amer - azT:Bz — fx (27())
,Oatvz - a:chz - aszz = fz (271)
atha: - (Cllaxva: + 013827}2) = _8159;(;”) (272)
athz - (Cl3axva: + C?;i’)az'vz) = _815922”) (273)
atT:cz - 055(6,2’01 + axvz) = _atgg;rt)> (274)
onde a fonte de tensao é dada por
gg,)vrt) = Cllhxx + cl?)hzz (275)
9" = c13he, + csshes (2.76)
99 = o5 (hygs 4 haz). (2.77)

Equacgoes de campo duplo: sistema em deslocamentos e tensoes

De forma semelhante para as equagoes em deslocamentos e tensoes em duas dimen-

soes chega-se a

POy — OoTow — 0:Toz = fa (2.78)
pOu; — OyTyz — 0.7 = [ (2.79)
Tew — (C1102Us + C130.u,) = —gii”) (2.80)
oz — (C1302U, + c330,u.) = —g,ﬁ‘ft) (2.81)
Tue — C5(0xUg + Opu,) = —Q;Sf;”)a (2.82)

onde as fontes s@o dadas pelas Eq. (2.75)-Eq. (2.77).

Equagoes de campo tnico: equagoes da onda de deslocamentos

As equagdes de campo unico para as componentes da onda de deslocamentos no

caso ortotropico sao dadas por

PO, — [0p(c110.us) + O0p(c130.u.) + 0, (cs50,u,) + 0.(cs50,u,)] = s (ort) (2.83)
pOFu, — [0, (550, ) + O0x (550, ) + 0. (13051, ) + 02 (c330,u,)] = s“ (ort) (2.84)
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sendo as componentes da fonte dadas por

3; (ort) - fr - (arcllhxx + arcl?)hzz + azc55hwz + az055hxz) (285>
S,Z (ort) - fz - (azc55hxz + axc55hz;t + 62013hx;t + azCBBhZZ)' (286)

Novamente chama-se a atencao para o fato de que a fonte descrita acima é geral para
o caso ortotropico, sendo a fonte utilizada nas modelagens deste trabalho melhor
descrita na secao [2.5.1]

Equacoes de campo tnico: equagoes da onda de velocidades

Como as equagoes da onda de velocidades tem a mesma forma das equagdes de

deslocamentos, obtém-se diretamente

POV, — [04(c110,02) + 04(c130:v.) + 0. (c550.v4) + 0. (c550,v,)] = Oys™ (ort) (2.87)
p@fvz — [02(c550,02) + On(C550,0,) + 0.(c130,0,) + 0.(c330,v,)] = Oys2 (O’"t), (2.88)

com a fonte dada pelas mesmas expressoes que antes, dadas pelas Eq. (2.85)-(2.85]),
com a diferenca de que é tomada a derivada temporal das distribui¢cdes dadas por
hi; e f; nas mesmas.
Equacgoes de campo tnico: equagoes da onda de tensoes
Para as equacoes da onda de tensoes obtém-se

O Tuw — [€1100(b0y Ty + b0.Ty2) + 130, (b0, Toy + 00.7..)] = —5'7 (ort) (2.89)

027, — [e1305 (b0 Tun) + b0,Tss) + 3305 b0y T + b0,7.2)] = —s' 71 (2.90)
2Ts — C55[0- (b0 Ty + b0:Ts) + Oy (b0yTog + b0.7..)] = =570 (2.91)

onde a fonte é dada por

ST = 11 (Phay — 02 (bf2)) + c13(0Ph.. — 0.(bF.)) (2.92)
ST = 15(Phae — Op(bfa)) + cs3(02h.. — D.(bF.)) (2.93)
ST = o102y, — 0.(bfy) + OPhay — Op(bf.)]. (2.94)

2.3.4 Caso isotroépico

é aqui, foram apresentadas as equacoes bidimensionais para o caso de anisotropia
At , fi tad bid d t

geral e para o caso com anisotropia ortotropica. Agora sera visto o caso mais simples
de todos, que se caracteriza por apresentar a velocidade de propagacao da onda

independe da direcao de propagacao da mesma, isto €, serdo considerados os meios
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isotropicos. Neste caso, como discutido no apéndice [B] o tensor de elasticidade é
dado pelo tensor isotropico simétrico, sendo sua expressao na notagao de Voigt dada

(em duas dimensdes) por

A+ 2u A 0
Com = A A+2u 0 |. (2.95)
0 0 W

Repare que o nimero de constantes independentes deste tensor se reduz a dois. As

equagoes em duas dimensoes para o caso isotropico podem ser obtidas fazendo-se

Cii,Cs3 — A+ 2u (2.96)
Ci3 — A (297)
Cs5 — M (2.98)

nas equagoes para o caso ortotropico vistas anteriormente.

Equacgoes de campo duplo: sistema em deslocamentos e tensoes

De forma direta, obtém-se

pafux - axT:m: - aszz == fgc (299)

patQuz - axT:rz - aszz - fz (2100)

Tex — (A4 20)0ptty — AOJu, = —Gua (2.101)

Tor — (A 4+ 20)0u, — ANOptly = —Gu (2.102)

Ter — W0pU, + Ouy] = —Gus, (2.103)

com a fonte dada por

Jow = (A4 20)hgy + A, (2.104)

Gze = (A+2u)haz + Mgy (2.105)

Goz = Pz + heg). (2.106)
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Equacoes de campo duplo: sistema em velocidades e tensoes

De forma semelhante, o sistema em termos de velocidades e tensoes é dado por

patvx - aa:T:m: - aszz = fx
patvz - awaz - aszz - fz

atTa:x - (/\ + QM)aacv:v - )\azvz = _atgzm:
athz - ()‘ + QM)azvz - )\axva: = _at.axac
8157—:02 - H’[axvz + azvx] = _atgxz

Equagoes de campo tnico: equagoes da onda de deslocamentos

A onda de deslocamentos no caso isotrépico é dada por

POy — DA+ 240)Dyty + A0)] — Ouu(Oetiy + D)) = 5
pOu, — O0.[(\ + 2p)0.u. + AOpuy)] — Ou[ut(Opu, + O.u,)] = 5.,

sendo a fonte dada por
fz - ng] fz - ocgwc - azgzz

Equacoes de campo tnico: equagoes da onda de velocidades

De forma semelhante, as equacoes da onda de velocidade sao dadas por

p@fvx — Op [N+ 20) 00, + NO,0,)] — O, [11(0,0, + Opv,)] = 045,

p@fvz — 0[N+ 21)0,v, + A0pv, )| — Op[p(Opv, + D,v,)] = 04S,.

Equacoes de campo tinico: equagoes da onda de tensoes
Para as equacoes da onda de tensoes obtém-se
O Tae — [N 4 210) 0 (03 Ty + b0, Ty) + N0, (003 Ty + 10, T,.)] = —5'

8,527962 — plo, (b@ Tez + 00,Ty) + Oy (b@ T -+ 0O TZZ)] S—

xz)?

onde a fonte é dada por

()\ + 2“)[82 TT (bfx)] + )‘[82 zz (bfz)]
= )‘[82 xx — (bfx)] ()‘ + 2#) [82 zz T (bfz)]
5 zz A[atthz - z(bfx) + at2 zr x(bfz)]
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2.4 Representacoes para a equacao geral da onda

acustica

O apéndice[A]mostra a dedugao completa das equagoes da acistica. Nesta segdo serd
mostrado que cada uma das equagoes vistas para a propagacao de ondas elasticas tem
uma equagao correspondente no caso acustico. Enfatiza-se, entretanto, que no caso
acustico ndo existe anisotropia, de forma que esta equivaléncia deve ser vista como
uma simplificagdo do caso elastico isotropico para o caso acustico. Por exemplo,
tem-se as seguintes simplificacoes das equagoes elasticas para meios isotrépicos no

caso acustico:

powv; — 0;Ty; = fi < pow; + Oip = f; (2.123)
atTij — Aéijak’l]k — /L[aj’l)i + aﬂ)]’] = —&«gij — 3tp + Haﬂ}i = /ﬁlat’iv, (2124)

existindo correspondéncia para todas as demais equacoes, conforme discutido a se-
guir.

Primeiro deve-se ter em conta que o médulo de cisalhamento é nulo no caso
acustico, uma vez que nao hé resisténcia ao cisalhamento nestes meios. Além disso,
o tensor de elasticidade se simplifica para apenas uma grandeza independente, o

médulo de compressao adiabética £ (médulo de Bulk), definido no apéndice [A] Eq.
(A.28). Com isto, pode-se escrever

Cijkl = 0ijOLK. (2.125)

Assim, a matriz de elasticidade pode ser vista como um caso particular da relagao
para meios elasticos isotrépicos dada pela Eq. (2.95) com mdédulo de cisalhamento

nulo, podendo ser escrita na notagao simplificada de Voigt como (ver apéndice

: (2.126)

o O O O o O
o O O o o O
o O O o o O

S O O x & X
S O O & X
S O O x & X

onde o médulo de compressao adiabatica (Bulk) é identificado como o primeiro
pardametro de Lamé (A = k). Além disso, como nao ha cisalhamento, a tensao
cisalhante é nula, bem como as tensdes normais sao equivalentes ao negativo da

pressao acustica (pela forma que foram definidas), o que pode ser escrito, como
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Tabela 2.1: Relacao das Eq. elasticas com as Eq. acusticas.

Equagao Formulacao Elastica Formulacao Acustica
contin. u Tij — Cijklﬁluk = _Cijklhkl — P+ Ii&iui = IiiV
contin. v OeTij — CijtiOvg = —CijriOthiy — Oip + KOv; = KOy
movim. u pOiu; — 0;Ti; = f; — pOiu; + Oip = fi
movim. v PO — 0;1ij = f; — pOw; + 0ip = f;
onda P aETij — cijklal(banmn) = —CijkiSkl  — a?p — /@81- (b&p) = —KS
onda u pOu; — 0;(cijruOiuy) = s¥ —  pdtu; — 0; (kOju;) = s¥
onda v pdv; — 0;(CijriOyvg) = Opst —  pdtv; — 0;(kOjvj) = s
fonte s Skl — atQhkl - 8l(bfk) — S = 831‘/ - 81(bf2)
fonte s* st = fi — 0,0 — st = f; — 0i(kiy)
visto na Eq. (B.16), sinteticamente como

Substituindo estas simplificacbes em cada uma das equagdes para o caso elastico
isotropico chega-se facilmente as equagoes correspondentes para o caso acustico,
desde que se utilize uma fonte de tensao normal equivalente a definida no caso
acustico (apéndice , dada por

i = Cijkthi = 03Ky, (2.128)

que corresponde a “injecao” de tensoes normais dadas por iy, descritas no caso
acustico como sendo uma injecdo de massa. A correspondéncia entre as equagoes
elasticas e acusticas é mostrada na Tab. 2.1l

Enfatiza-se que todas as equagdes apresentadas na referida tabela foram escritas
no sistema de coordenadas cartesianas e em notagao indicial (usando notagao de
Einstein). No apéndice [A] sdo deduzidas as equagdes da actstica com maiores
detalhes. A partir das equagoes obtidas no referido apéndice, pode-se chegar as
equacgoes da acustica apresentadas na tabela, bastando transforma-las do formato
vetorial para o formato indicial (em coordenadas cartesianas) e multiplicando-se,
quando for o caso, por menos 1 e/ou por propriedades, além de utilizar-se a rela¢ao
? = k/p quando necessério. Enfatiza-se que as equagdes actsticas escritas em
notacao indicial, usando coordenadas cartesianas, sao validas apenas neste sistema
de coordenadas, enquanto que as equagoes escritas na forma vetorial (apéndice Al
sao validas em qualquer sistema de coordenadas. Para obter as equagoes em outros
sistemas de coordenadas, basta substituir-se as corretas expressoes dos operadores

diferenciais para cada sistema de coordenadas em questao nas expressoes vetoriais,

como mostra, por exemplo, o livro-texto de BORISENKO e TARAPOV/ (1979).
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2.5 Termo fonte, condicoes de contorno e condi-
coes iniciais

Nesta secao, sao discutidos os demais topicos importantes para que as equagoes de
propagacao de ondas apresentadas anteriormente representem um problema fisico
completo com solugao matematica univoca. Para tal, é necessario a especificagao
da fonte de geracao da pertubacgao sismica, além das condig¢oes de contorno e das

condigoes iniciais, como seréd discutido nos proximos tépicos.

2.5.1 Fonte sismica

Nesta secao, serao feitas importantes consideragoes em relagao a fonte sismica. Como
sera necessario comparar resultados provenientes de diferentes formulagoes numéri-
cas, é¢ importante tomar algumas precaugoes em relagao a aplicacao da fonte. Como
foi visto na se¢ao anterior, a fonte da equacao da onda actstica possui uma forma
distinta daquela do sistema de primeira ordem em pressao e velocidade (equagao de
campo duplo). Com isto, se se deseja o mesmo efeito fisico — que significa ser gerada
a mesma onda — deve-se aplicar a fonte de forma adequada, como sera tratado nesta
secdo. As consideragoes que serao feitas sao referentes apenas as expressoes anali-
ticas, sendo deixadas questoes relativas a discretizagdo das mesmas para o capitulo
[], junto com a descri¢do dos esquemas numéricos implementados.

Primeiro, enfatiza-se que, via de regra, neste trabalho sera considerado apenas o
caso mais comum de fonte sismica, ou seja, uma fonte como as utilizadas em levan-
tamentos maritimos convencionais. De maneira geral, uma fonte sismica é qualquer
aparato utilizado para gerar ondas sismicas que irao se propagar através do meio que
se deseja estudar. Exemplos de possiveis fontes sismicas para levantamentos terres-
tres sao: detonacao de dinamites enterradas e queda de pesos na superficie da Terra.
No formalismo desenvolvido neste trabalho uma fonte geral é caracterizada pela dis-
tribuicao f de densidade de forca (forgas de volumes) e pela distribuigao de tensoes
gi; aplicada (correspondente a aplicagdo de uma distribuicao de deslocamentos h;;).

No caso dos levantamentos maritimos, a fonte é um equipamento especialmente
construido, chamado de airgun — uma espécie de canhao de ar comprimido —, cons-
truido para injetar massa a partir de uma regiao espacialmente pequena, freqiiente-
mente considerada pontual ou uma distribuicdo de pontos para o caso de arranjos
de airguns. Esta injecao de ar ocorre ao longo de um curto intervalo de tempo,
tipicamente da ordem de um décimo de segundo, e gera uma frente de onda esfé-
rica que se propaga pela dgua até atingir as primeiras camadas de rocha no fundo
oceanico, por onde continua a se propagar e, eventualmente, ao atingir regioes com

forte variagao das propriedades fisicas (contrastes de impedancia), sofre as reflexoes
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que serdo registradas nos hidrofones. E claro que a onda gerada por um airgun é de
tipo P, isto é, puramente longitudinal, uma vez que é gerada em um meio fluido (a
dgua). Logicamente, isto nao significa que inexistam ondas S na modelagem elés-
tica, uma vez que ha conversao da onda P gerada pela fonte para onda S ao atingir
as primeiras camadas rochosas em subsuperficie.

Ao longo deste trabalho, seja no caso acustico ou no caso elastico, sera utilizada
uma fonte pontual. No caso actstico (apéndice a fonte tedrica foi representada
pela distribuicao iy,. Como discutido anteriormente, tal parametro ¢é utilizado para
descrever o efeito da injecao de massa gerada pelo airgun. Em termos mais precisos
(ver apéndice, 1y € uma distribuicao espago-temporal que descreve a densidade de
matéria injetada por densidade de matéria do meio (no caso dgua). A expressao que
sera utilizada é uma generaliza¢ao de uma fonte do tipo pulso de Ricker, nomeada
assim em homenagem aos trabalhos pioneiros de Ricker no estudo das assinaturas de
fontes sismicas em meados do século passado. Alguns destes trabalhos sdo RICKER
(1940, [1945] 1953)). Neste sentido, tradicionalmente utiliza-se uma fonte pontual
em geofisica para o caso da equacao da onda acustica — ver por exemplo [CUNHA
(1997) e BULCAOQ]| (2004) — dada pela seguinte expressao

F(t) = {27? (7 futq)® — 1} exp {—W(?chtd)ﬂ : (2.129)

onde f. é um parametro relacionado com a freqiiéncia de corte f.,.4 € tq é 0 tempo
defasado, utilizado para deslocar o inicio da aplicacao da fonte, para que o maximo
(ou minimo, no caso) da fungao seja deslocado de zero para um tempo ¢, positivo de
forma que a expressao seja praticamente zero no inicio da andlise (em ¢t = 0) e cresga
suavemente (sem descontinuidade), conforme mostra a Fig. . As expressoes para

os parametros acima sao dadas por

fcorte

Je NG (2.130)
te = t—tg (2.131)
to = ;ﬁ (2.132)

Como a Eq. (2.129)), que representa a derivada segunda da fun¢ao de Gauss (como
sera detalhado na seqiiéncia), vai a zero apenas no infinito, utiliza-se tal expressao

truncada no tempo, ou seja, na pratica, utiliza-se a seguinte expressao para fonte:

F(t)

[2% (7rfctd)2 — 1] exp [—W(chtd)z] para 0 <t <ty (2.133)
F(t)=0

para ¢ > ty, (2.134)
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onde

vm (2.135)

ty = 2ty = -
corte

No presente trabalho, para o caso actstico, generaliza-se esta fonte tradicional
da geofisica considerando-se um parametro 7y tal que a fonte da equacao da onda
actistica (dada por d%iy, conforme dado no apéndice Al ou na Tab. fique igual
a Eq. (2.129). Para tal, deve-se utilizar uma injecao de massa que siga uma distri-
bui¢do do tipo gaussiana (Fig. [2.2(a)), ou seja, um parmetro iy cuja expressao é
dada por

iv(Tt) = TETAD exp [—W(chtd) } T —Zy), (2.136)
onde §(Z—2Z) é a distribuicao conhecida como delta de Dirac, sendo #y a coordenada
de aplicacao da fonte, e A a amplitude da mesma. Além disso, deve-se considerar a

densidade de forgas externas ( f nas expressoes vistas anteriormente) nula, ou seja,
;= 0. (2.137)

Com isto todos os termos fonte nas equagoes da actstica (ver Tab. , ou seja,
aqueles relativos aos temos nao homogéneos das equacgoes diferenciais, podem ser
obtidos a partir das derivadas primeira e segunda de 7y, que por sua vez podem ser

calculadas sem dificuldades, resultando em

B Mtyexp [~(nfta)?] o7 - 7) 2.138)
5.
aa;v =A [271 (7chtd)2 — 1} exp {—W(?chtd)?} 6(Z — @y). (2.139)

Na Figura [2.2] sdo mostrados os gréficos do pardmetro de inje¢ao de massa iy e
de sua derivada primeira para A = 1. Repare que este parametro é adimensional,
por representar um volume de injecao de massa por volume do meio. Entrentando,
a distribuicao iy (ou suas derivadas) aparece sempre nas equagdes multiplicada
pela constante de compressao adiabatica (médulo de Bulk), que possui dimensao
de pressao, sendo, por esta razao, denominada neste trabalho como uma “fonte de
pressao”. Enfatiza-se que, através das Eq. e Eq. , pode-se calcular
todas as fontes nas diferentes expressoes vistas anteriormente para a propagacao da
onda actstica (dadas na Tab. . Por exemplo, a fonte s de pressao acustica é

dada por

. Py = (12 %1y
s(@t) = BT - V. (pf> =5
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Figura 2.2: Graficos do parametro adimensional 7y, de volume de massa injetada
por volume do meio (fungdo de Gauss) (a) e sua derivada primeira (b).

O que fornece a seguinte expressao para a fonte
s(@t) = A |27 (nfeta)® — 1] exp |—m(m futa)?] (2 — 7)), (2.140)

ou seja, considerando-se uma amplitude unitaria A = 1, esta equivale a fonte dada
pela Eq. , como tinha que ser. Na Fig. ﬂ-(a), ¢ mostrado o grafico desta
fonte (lembrando que ela deve ser ainda multiplicada pela constante de compressao
adiabatica k do meio). A transformada de Fourier desta expressao é dada por

()= 21

_ f2

eXp | —5 | > (2.141)
[Wf?]

o que fornece o contetdo de freqiiéncias associado a fonte. Com isto, é possivel ver

uma propriedade importantissima da fonte, qual seja, o fato da mesma ser de banda

limitada, sendo feoe a méxima freqiiéncia presente (Fig. [2.3t(b)).

0.6 : : : : : 0.025

0.02 |

0.015

0.01

0.005

0 0.02 0.04 0.06 0.08 01 012 0 10 20 30 40 50 60 70
tempo ®

(a) Grafico de fonte sismica s. (b) Espectro de frequéncias da fonte sismica.

Figura 2.3: Graficos da fonte pontual para a equacdo da onda acustica utilizando
uma freqiiéncia de corte f.,e = 60Hz e de sua transformada de Fourier.
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O fato da fonte ser de banda limitada é interessante pois as camadas rochosas
por onde a onda se propaga funcionam como um filtro de altas freqiiéncias, dissi-
pando energia nesta faixa. Além disso, para representar o sinal da fonte em termos
discretos, como sera visto na parte que trata dos esquemas numéricos, existe uma
freqiiéncia limite que pode ser representada dependendo do tempo de amostragem
t4 utilizado na gravacao do registro sismico (teorema da amostragem, se¢ao .

No caso das formulagoes elasticas, serao utilizadas fontes de tensao analogas a
definida para o caso acistico. Para tal, a fonte serd aplicada sempre em uma camada
acustica, por exemplo a dgua (como em levantamentos off-shore). Isto ird viabilizar
a comparacao direta entre as diferentes formulagoes acuisticas e elasticas, além de
simplificar substancialmente a aplicagao da fonte. Assim, a mesma fonte acustica

seré utilizada no caso eléstico.

2.5.2 Condicoes de contorno e condigoes iniciais

Como ¢é bem conhecido da teoria de equagoes diferenciais parciais, para que um
sistema de equacgoes diferenciais parciais apresente uma solugao tinica em um deter-
minado dominio é necessario considerar-se as condigoes de contorno e as condi¢oes
iniciais do problema. Tal problema matemaético é conhecido com o nome de problema
de valor inicial e de valor de contorno. A seguir serdao consideradas tais condigoes
para o caso de propagacao de ondas.

Em relacao as condicoes iniciais, nos problemas simulados neste trabalho
necessita-se apenas de condigOes triviais. Desta forma, as condigoes iniciais ade-

quadas sao de campos iniciais nulos, bem como de derivada temporal nula, ou seja,

@(Zt=0)=0 (2.142)
oa,.,
5 @t=0=0. (2.143)

Como foi visto no tépico anterior, enfatiza-se que ¢é utilizada uma fonte explosiva
geradora da perturbagao sismica com uma dependéncia temporal suave que inicia
de um valor nulo, de forma que ela atende as condigoes iniciais dadas acima.

Em relacao as condi¢des de contorno, classicamente dois tipos de condigoes de
contorno sao utilizadas, nomeadamente as condigoes essenciais (de Dirichlet), com
valor do campo prescrito, e as condi¢oes naturais (de Neumann), como valor da

derivada do campo prescrita, ou seja,

(%) =u em I, (2.144)
a_) —
%(f) —¢ emTI, (2.145)



onde 4 e  sdo os valores dos campos de velocidade (ou deslocamento) e de sua deri-
vada em relagao a ni (vetor perpendicular ao contorno) prescritos, respectivamente,
nos contornos I';, e I';. No caso das tensoes (ou pressao actistica) as expressoes sao
as mesmas. Entretanto, no contexto da propagacao de ondas, aplicar tais condi¢oes
nos bordos do dominio numérico considerado faria com que toda a onda incidente
sobre eles fosse refletida com a mesma fase ou com a fase invertida dependendo de
qual condigao se utiliza. Neste sentido, para o bordo superior utiliza-se a condicao
essencial com campos prescritos, pois este bordo representa a superficie da terra ou
da agua nas simulacoes presentes neste trabalho, sendo nos demais bordos necessario
recorrer-se as chamadas condigoes de contorno nao-reflexivas.

A necessidade de utilizacao de condig¢oes de contorno nao-reflexivas ocorre porque
os problemas que se deseja modelar sao na verdade problemas de dominios semi-
infinitos (ou infinitos). Assim, necessita-se considerar tais condigdes, pois o dominio
precisa ser truncado numericamente. Este ponto serd melhor discutido na sec¢ao 4.6,
do capitulo que trata das formulagoes numéricas. Conceitualmente, tais condigoes
sao representadas pela chamada equacgao one-way da onda, considerando a mesma,
em um determinado contorno, na direcdo em que a onda sai do modelo, ou seja,

tomando-se o sinal positivo ou negativo da seguinte equacao

1
1,10

— =+ - = 2.14
dr ~ cOt ( 6)
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Capitulo 3

Operadores de Diferencas Finitas

para Malhas Intercaladas

Até aqui foram tratadas apenas questoes tedricas relativas as descrigoes matemaético-
analiticas para a propagacao de ondas elasticas e actsticas. Neste capitulo, sera dado
inicio a parte numérica deste trabalho, ou seja, serao tratados os conceitos impor-
tantes para a resolugao das equagodes vistas, sendo utilizado o método das diferencas
finitas com malhas intercaladas (staggered grids), chamado de MDFI. Serao apre-
sentados os conceitos fundamentais do MDFI, sendo tais conceitos importantes para
os desenvolvimentos do préximo capitulo, onde serao apresentados os esquemas nu-
méricos propostos e desenvolvidos neste trabalho. Para uma revisdao do MDF com
malha simples, vide apéndice [C]

Na secao [3.1], obtém-se os operadores classicos de diferencas finitas na malha
intercalada, operadores estes utilizados nos esquemas classicos (SAENGER et al.|
2000; VIRIEUX, |1986)). Na secao seguinte, discute-se as diferentes configuragoes
de malhas intercaladas propostas na literatura, mostrando em especial sua relacao
com as equagoes que se deseja discretizar. Na secao |3.3 apresenta-se os esquemas
classicos propostos na literatura. Na sequiéncia, discute-se um conceito importante,
referente a relagao existente entre os operadores na malha intercalada e os opera-
dores na malha simples. Tal conceito é utilizado para obtencao dos operadores de
diferengas finitas mais gerais na segao [3.5] operadores estes que serdo utilizados nos

esquemas apresentados no capitulo [4]

3.1 Operadores classicos para malha intercalada

Nesta secao, faz-se uma breve revisao dos operadores de diferencas finitas classicos
utilizados para as formulagoes de diferencas finitas com malhas intercaladas da li-

teratura. O apéndice [C] apresenta uma introdugao ao método das diferengas finitas
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(MDF) com malhas simples, ou seja, nao intercaladas. Aqui sera aplicado o mesmo
método discutido no referido apéndice para o caso especifico de malhas intercala-
das. A Fig. mostra um exemplo de malha intercalada espacialmente nas duas
dire¢oes, com um campo considerado na malha original (pontos pretos) e o outro na

malha intermediaria (pontos brancos). Vé-se que a malha intercalada é, na verdade,

1 2 3
1@ . L : ® X
indice |
OO0
20 * o
............ O-erieeee O O AZ
3@ @ @
o e Qe o
zZ
indice | AX

Figura 3.1: Malha intercalada em x e z. Os subindice 7 e j inteiros correspondem
a coordenada dos nés da malha normal (pontos pretos cheios) e as coordenadas
fracionérias (circulos), & malha intermediaria. Os espagamentos sdo mostrados.

uma malha dual, composta por pontos da malha de diferengas finitas original e por
pontos de uma malha intermediaria.

Nas malhas intercaladas, os pontos da malha original sao utilizados para aproxi-
mar derivadas consideradas em pontos da malha intermediaria. De forma reciproca,
as aproximagoes das derivadas em pontos da malha original sdo aproximadas utili-
zando pontos da malha intermediaria. Em outras palavras, os operadores de diferen-
cas finitas levam pontos da malha original para a malha intermediaria e vice versa.
Na verdade, como serda visto adiante, os operadores de diferencas finitas levam, de
forma geral, pontos de uma malha para as duas malhas. Neste sentido, como sera
visto, existe uma estreita relacado entre os operadores para malhas intercaladas e
os operadores para malhas simples. Por exemplo, pode-se chegar as discretizacoes
de derivadas segundas por meio das expressoes de derivada primeira aplicadas duas
vezes em pontos da malha intercalada.

Utilizando esquemas de diferencas finitas com malhas intercaladas, as equagoes
que se deseja discretizar sao equilibradas em pontos diferentes, sendo as variaveis de
interesse (os campos e as propriedades) definidas em locais apropriados (na malha
original ou na malha intermediéria) para obtencao de aproximagoes de diferengas

centrais nos pontos onde cada equagao é equilibrada. Em virtude disto diferentes
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configuragoes de malhas intercaladas sao utilizadas para resolugao de diferentes siste-
mas de equagoes diferenciais. Na Fig. sao mostradas duas possibilidades simples
de intercalar a malha (diferentes da apresentada na Fig. [3.1), onde se intercala as

malhas apenas em uma das direg¢oes coordenadas. Tais malhas serao utilizadas para

1 2 3 1 2 3
1@ O L O @ Oo— X . 1@ L X .
indice | indice |
@) —e
2@ Q @ O—e O 2@ ® S
Az @] O O AZ
3¢—O0O e O e O 3e ® l
- (l) o
AX
zZ . z .
indice | indice | 4aX

Figura 3.2: Malha intercalada em uma diregdo, seguindo padrao da Fig. [3.1]

obter os operadores intercalados mais simples em cada uma das diregoes espaciais,
usando expansoes em série de Taylor (conforme o procedimento discutido no apén-
dice . Enfatiza-se que estes operadores basicos serao utilizados para obter todos
os demais operadores de diferencas finitas utilizados neste trabalho, por meio de
aplicagao sucessiva, como explicado na secao |3.4

Para obter as aproximagoes de diferencas finitas na malha intercalada, considere
um ponto x; discreto da mesma, onde se deseja aproximar as derivadas de um
campo genérico f. Para tal, escreve-se as expansoes da funcao f em diferentes
pontos = z; + Az, onde [ = 1/2+n com n € Z (inteiro), em torno de z; (onde z;

sao os pontos discretos da malha e Az é o espacamento da malha), para [ = +1/2

(ver Eq. (C.2)) do apéndice |C)), ou seja,

Az dfz AIZ d2f1 ACL’& ddfz AZLA d4fz A[E5 d5f1
= f g Drd BNES|
e =Fit e T el T Balde T wdide | oade T G
Az df; Ax? d*f; B Az 3 f; Azt df; B Ax® d° f; n (3.2)
210dx  22.20dx?2  23.3Vdx3 244\ dxt 2550 ded 0

Jicipp = fi —

Repare que, no caso de malha simples, foram utilizadas expressdes do mesmo tipo,
considerando-se [ € Z, como desenvolvido no apéndice [C]
Para obter as expressoes de diferengas finitas para as derivadas em segunda e

quarta ordensﬂ de aproximacao, na malha intercalada, manipula-se algebricamente

1Subentenda-se daqui por diante que n-ésima ordem na varidvel z significa que o erro de trunca-
mento da série de Taylor da aproximacao via DF seja da ordem da n-ésima poténcia do equivalente
espacamento da malha, isto é, Az™.
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tais equacgoes isolando o termo de interesse, como apresentado a seguir.
Subtraindo-se a Eq. (8.1)) da Eq. (3.2) (como feito no apéndice [C]), obtém-se

Ax dfz ACL’?’ d3fZ AZE5 d5fz

fivry2 = ficapp = I da + 5231 dad T 9051 das (3.3)
Isolando a derivada primeira, obtém-se
dii _ fixry2 = fic1pe B Az d3f;, Azt df; B .4

dzx Azx 223 dx3 245! dab

que fornece a expressao para a derivada primeira na malha intercalada em segunda
ordem, isto é, com erro de truncamento da ordem Az?. Repare que esta expressao
é equivalente & expressdo obtida para a malha padrao (ver Eq. do apéndice
, possuindo o mesmo stencil de dois pontos, uma vez que ambas representam a
mesma aproximacgao, porém para malhas com espagamentos distintos (Az e Ax/2).

E importante mencionar que a expressao obtida acima para a derivada primeira
da fungdo f, na malha intercalada, é uma aproximagao de diferencas centrais calcu-
lada no ponto x; da malha padrao. Portanto, a aplicacao de operadores como este
leva um ponto da malha original a pontos da malha intermediaria. Logicamente
a reciproca é igualmente verdadeira. Mais adiante, serd visto que o operador de
diferencas finitas para derivada segunda na malha padrao pode ser entendido como
o operador acima, aplicado duas vezes sucessivamente na malha intercalada.

Para obter a expressao da derivada primeira em quarta ordem, realiza-se o mesmo
procedimento para f;+3/2, manipulando-se as expansoes obtidas para chegar a ex-
pressao

dfi  fivzp = ficap AP Bfi  2TA' & f;

— —-... 3.5
dz 3Az 223! da3 245! dx® ' (3.5)

Para cancelar termo em Az? multiplica-se a Eq. (3.4) por 9 e subtrai-se o resultado
da Eq. (3.5), o que fornece a conhecida expressao

difi _ 9 fi+1/2 - fi—l/? _ } fi+3/2 - fi—3/2 _ 18Az* dBfi _ (3.6)
dr 8 Az 8 3AT 245! da® '
ou, equivalentemente,
dfi  —Ff + 27f; —27fic10+ fie
dfi _ —firsy fiv1/2 fic1y2 + fizs)2 Lo, (37)

dx 24h
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3.2 Configuracoes de malhas intercaladas

Como foi mencionado na se¢ao anterior, os pontos nos quais as variaveis sao definidas
de forma discreta sao de suma importancia para a formulagao de esquemas de dife-
rencas finitas com malha intercalada. Dito de outra forma, a configuracao da malha
intercalada precisa ser considerada de forma cuidadosa para a abordagem de um
determinado problema envolvendo equagoes ou sistemas de equagoes diferenciais.

Tradicionalmente, as malhas intercaladas tém sido utilizadas para resolucao de
sistemas de equagoes hiperbélicas de primeira ordem. Tais sistemas envolvem a con-
sideragao de dois campos, como por exemplo o campo de pressoes e de velocidades.
Entretanto, pode-se pensar em esquemas com malhas intercaladas mais gerais, como
os que serao propostos no capitulo [4, aplicaveis a outros tipos de equagoes.

Nesta secao, serao apresentadas algumas malhas intercaladas propostas na lite-
ratura, com o objetivo de tornar clara a relacdo entre a configuracao da malha e as
equacgoes que se deseja aproximar. Como neste trabalho todas as modelagens serao
implementadas para meios bidimensionais, todas as malhas serao apresentadas nas
duas dimensoes usuais da geofisica, ou seja, x para a coordenada horizontal e z
para a profundidade, com excecao da malha de Yee que sera apresentada em trés
dimensbes conforme o artigo original (YEE| 1966). Destaca-se, entretanto, que a
extensao para trés dimensoes nao apresenta maiores dificuldades, podendo ser feita
de forma simples através da extensao da malha na direcao y e lancando-se mao dos

mesmos operadores utilizados nas demais direcoes.

3.2.1 Conceito de malha intercalada

A malha proposta no trabalho classico de Yee (YEE,|1966) é uma das primeiras ma-
lhas intercaladas que se tem noticia utilizadas na literatura. Tal malha foi proposta
originalmente para a resolugao aproximada de equagoes diferenciais da eletrodina-
mica utilizando o método das diferencas finitas. Nesta secao, tal malha sera defi-
nida, sendo mostrada a relacdo da mesma com as equacoes do problema abordado,
ou seja, da eletrodinamica. Enfatiza-se que tal malha nao sera utilizada nas formu-
lagoes deste trabalho, sendo apresentada aqui apenas para mostrar em detalhes as
idéias por tras da utilizacao de malhas intercaladas através do trabalho original que
deu origem aos trabalhos de Virieux (VIRIEUX| [1984, 1986)) aplicados ao problema
de propagacao de ondas sismicas.

As equacgOes que regem o problema eletromagnético, cuja formulacao de Yee
busca resolver, sao as equagoes de Maxwell. No problema abordado, as componen-

tes cartesianas dos campos elétrico e magnético obedecem ao seguinte sistema de
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equagoes diferenciais de primeira ordem

0B, OE, OE,

T ot oy 02 (38)

5 = 8; o (3.10)

D, ot ot _, a1

a;zy:ai””—aa%—@ (3.12)

oD, Oty Om. _, 12

acrescidas das relagoes constitutivas, validas para meios lineares,

B=uH (3.14)

D =¢kE, (3.15)

onde 1 e € sao escalares que caracterizam as propriedades eletromagnéticas do meio
(conhecidas como susceptibilidade magnética p e permissividade elétrica €), conside-
rado isotrépico. Tais relagoes ligam valores dos campos magnético H e elétrico E aos
campos de indugao magnética B e de deslocamento elétrico D. Logicamente, no caso
de materiais anisotrépicos, as relagoes constitutivas tornam-se relagoes tensoriais.
Considere a Fig. onde é mostrada a malha intercalada de diferencas finitas

definida por Yee para a solucao do sistema de equagoes dado acima. A idéia funda-

(i+1, j+1, k+1)

M,
(i, j, k+1) = /\ /4 /\
X AT
"""Tﬁﬁ) T, k)
7 Ey
(.1, k) = #1,1,)

X

Figura 3.3: Malha intercalada proposta por Yee.

mental na formulacao numérica utilizada pelo autor é definir a malha intercalada de

forma adequada para a utilizacdo de aproximacoes de diferencas finitas centradas.
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Neste sentido, considere a primeira equacio, que relaciona B, com as derivadas es-
paciais 0,F, e 0,F,. Para discretizar a parte espacial, a equagao ¢ considerada no
ponto i + 1,j + 1/2,k + 1/2 onde se define H, (e também B,), ou seja, considere a
face direita do cubo da Fig. mostrada na Fig. Repare por exemplo que a

E (i+1j+1/2,k+1)
W
~

L H (i+1,j+1/2,k+1/2)
E,(i+1,j,k+1/2) )\ 0) I\ Ei+1,j+1,k+1/2)

zZ
~,
/
T_, E,(i+1,j+1/2,K)
, B

Figura 3.4: Face do cubo de Yee.

derivada 0, E, pode ser aproximada por diferengas centrais utilizando-se os pontos
a direita e a esquerda de H,, através das aproximagoes de segunda ordem para as
derivadas primeiras deduzida na segao A outra derivada da primeira equacao
— ou seja, 0,F, — é calculada utilizando-se pontos acima e abaixo de H,, centrado
neste ponto, através da mesma aproximacao de diferencas finitas. Pode-se verificar,
utilizando-se as demais faces do cubo de Yee, que o posicionamento dos campos
na malha é adequado nao somente para a discretizagao da primeira equagdo como
também para as demais equagoes.

Em relacao a discretizacao temporal, um fato importante é que a malha é inter-
calada também no tempo, sendo as derivadas temporais aproximadas por diferencas
centrais. As trés primeiras equagoes sao consideradas no tempo nAt e as trés ul-
timas, nos tempos nAt/2 da malha intercalada. Com isto, obtém-se um esquema
explicito onde os campos sao calculados de forma intercalada no tempo, sendo ob-
tidos o campo magnético no tempo posterior t = (n + 1/2)At por meio do campo
elétrico no tempo intercalado anterior ¢ = nAt, bem como do proprio campo mag-
nético no tempo anterior t = (n — 1/2)At. Por sua vez, o campo elétrico no tempo
t = nAt é obtido através do campo magnético no tempo ¢t = (n — 1/2)At e também
do campo elétrico no tempo t = (n — 1)At. Em virtude deste salto no tempo, onde
os campos sao calculados um a partir do outro em tempos intercalados, é comum
referenciar este tipo de método de avanco no tempo como leap-frog.

Para exemplificar a discretizacao acima descrita, considere o equilibrio da pri-
meira equagao no ponto da malha com coordenadas cartesianas (z,y,z) = (iAz,[j +

1/2]Ay,[k + 1/2]Az) e no tempo t = nAt. Escrevendo as derivadas desta equagao
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utilizando expressoes de diferencas finitas centrais de segunda ordem, obtém-se

n+1/2 n—1/2
(2)i.j+1/2k4+1/2 " (@)ij+1/2k+1/2
At
E&)i,j-ﬁ-l,k—&-l/z B E&)i,j,k+1/2 _ E@)i,j+1/2,k+1 B E&)i,j-&-l/z,k (3.16)
Ay Az ' '

De maneira analoga para a quarta equagao, a expressao discreta é obtida
considerando-se a mesma no ponto da malha com coordenadas cartesianas (x,y,z) =
([i + 1/2)Az,jAy,kAz) e no tempo t = (n — 1/2)At, o que resulta em

n n—1
D(x)i-l—l/?,j,k - B(a:)i+1/2,j,k _
At
Hn—1/2 Hn—1/2 Hn—1/2 Hn—1/2

(2)i+1/2,5+1/2k — 21 (2)i+1/2,5-1/2,k  “T(y)i+1/2,5,k+1/2
Ay Az

i+1/2,5,k—1/2

Tais expressoes discretas mostram, conforme foi discutido acima, que os campos sao

calculados de forma intercalada um a partir do outro.

3.2.2 Malha intercalada padrao

Como mencionado anteriormente, o método proposto por Yee foi aplicado original-
mente por Virieux (VIRIEUX], [1984] [1986) para a resolugao das equagoes da propa-

gacao de ondas elasticas em meios isotropicos. A idéia é basicamente a mesma, ou

seja, intercalar as componentes do campo de velocidade e de tensdo para permitir
discretizar as Eq. (2.107))-(2.111)) através de operadores de diferencas centrais. Para

tal, é definida a malha mostrada na Fig. [3.5 para um meio bidimensional. A apre-

N 1
k+1 X
X, LM / ICJIJ']';J() ;" .{f_’f”}j(} f\’ | 1‘.-"!_7
I N A VAN ‘j r. L O 3
k+172 velocidades (v v) = (U, V) z I l l 1 l L
/ s FAY AN FA =) O O o
k | tensdes (1,110 = (X, T, M) — Y- Y y O o 0 N ==
A A AL AL —e O o —¢
\ — Y- SRS O o, O
k-1/2] /
]
Yoy = -
x
- @®us H e A X Zream L YoM

Figura 3.5: Malha intercalada de Virieux.
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sentacao da malha em duas dimensoes é adequada a uma melhor visualiza¢gdo do
intercalamento da mesma também em relagao ao tempo. Além disso, as modelagens
feitas no presente trabalho foram todas em duas dimensoes, embora a extensao da
malha para trés dimensoes nao apresente maiores dificuldades. Existem inclusive
diversos trabalhos que realizam modelagens utilizando-se a malha de Virieux para
meios tridimensionais, como por exemplo GRAVES (1996)).

Como pode ser visto na Fig. os campos de velocidade e tensao sao calculados
intercaladamente em intervalos de At/2. Desta forma, o esquema de segunda ordem
no espaco e no tempo é obtido utilizando-se as aproximacgoes de segunda ordem
para as derivadas primeiras deduzida na seg¢ao [3.1] conforme apresentado no artigo
de VIRIEUX]| (1986)). Destaca-se que os esquemas mais utilizados atualmente neste
contexto de malhas intercaladas para modelagem geofisica utilizam aproximagoes
de quarta ordem no espago (LEVANDER)] [1988) e que ordens ainda mais elevadas
podem ser utilizadas sem problemas. As expressoes discretas destes esquemas, tanto
em segunda ordem como em quarta ordem, podem ser encontradas no apéndice [D]
Na sec¢ao |3.3.1 é apresentada a extensao do esquema de Virieux para o caso de
anisotropia ortotrépica, onde é empregada a mesma malha definida originalmente
por Virieux para problemas em meios isotropicos (FARIA e STOFFA| |1994).

3.2.3 Malha intercalada rotacionada

Como foi dito acima, a malha de Virieux foi utilizada originalmente para discretizar
as equagoes da elastodinamica em meios isotrépicos. Na verdade, a malha é igual-
mente adequada para casos com anisotropia ortotrépica ou inferior. Por exemplo,
no trabalho de FARIA e STOFFA|(1994) é aplicada a malha de Virieux para aniso-
tropia do tipo VTTI (isotropia vertical transversa) em duas dimensoes. Para graus de
anisotropia mais elevados, esta malha nao é adequada, devido a existéncia de termos
adicionais nas equagoes gerais em duas dimensoes (ver segao , para os quais
nao ¢é possivel escrever aproximagoes de derivadas centrais, havendo a necessidade
de interpolagdo dos campos para tal. Para tais casos, SAENGER et al.| (2000) pro-
puseram uma nova configuracao de malha intercalada, adequada a qualquer grau de
anisotropia, denominada pelos autores como malha intercalada rotacionada (rotated
staggered grid), com uma configuracao tal qual ilustrada na Fig. [3.6]

Nesta nova malha intercalada proposta, todas as componentes de tensao, bem
como as propriedades elasticas, sao calculadas nos mesmos pontos da malha original
(no tempo kAt) enquanto todas as componentes da velocidade sao calculadas em
pontos da malha intermedidria (no tempo (k + 1/2)At), como mostra a Fig. [3.6]
Utilizando esta nova malha intercalada, as derivadas sao consideradas, entao, na

direcdo diagonal da malha (indicadas por e Z na Fig. [3.6), sendo as derivadas
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@ pressao, rigidez
B velocidade, densidade

Figura 3.6: Malha intercalada rotacionada.

em relagdo a x e a z reescritas como combinagoes de tais derivadas. Para isto,
basta considerar a transformacao entre os sistemas rotacionado (nao ortogonal) e

o nao rotacionado, conforme a Fig. As transformacoed’ entre os sistemas de

.

\ A

Figura 3.7: Transformagao de coordenadas na malha rotacionada
coordenadas mostrados na referida figura sao dadas por

()0 "

2As transformacoes que constam no artigo original de [SAENGER et al.| (2000) sio vélidas
apenas para o caso de uma malha quadrada (Az = Az).
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onde Ar? = Ax? + Az2.

Conseqlientemente, a transformacao inversa é dada poxﬁ

z 1 Ar Az
E)e) e

de forma que as derivadas nas coordenadas = e z passam a ser escritas por meio das

Sl

e

seguintes expressoes em fun¢ao das derivadas nas diregoes rotacionadas

D, | 1 Axr Ax D; 3.0)
D, AT —Az Az D: | (3.

No esquema com malha rotacionada, sao utilizadas as expressoes aproximadas
basicas vistas na secao |3.1| para as coordenadas rotacionadas e, entao, as aproxi-
macoes nas direcbes x e z originais sao obtidas por meio da Eq. . Para
compreender melhor esta idéia, imagine, por exemplo, que se queira aproximar as
derivadas do ponto (i + 1/2,5 + 1/2) na Fig. utilizando o operador de segunda
ordem dado pela Eq. . Desta forma, basta substituir o referido operador na

Eq. (3.20), o que resulta em

D, 1 Az Ax Jiv1g — fign
i ; = — ’ ’ . 3.21
( D, ) Forian = 5y ( —Az Az ) ( firrger — fig &2
De forma semelhante para as aproximacgoes em quarta ordem, basta utilizar as

seguintes expressoes para as derivadas nas diregoes rotacionadas

D; 1 Y (fisrg — fige1) — 55 (firajm1 — ficrj42)
fiv1/241/2 = ~— 8 7 7 24 7 " . (3.22)
( D: ) ’ Ar % (firrjm1 — fig) — i (fito 42 — fim1-1

A vantagem desta nova configuragao de malha é a eliminacao da necessidade de
interpolacao tanto dos campos de tensao e velocidade como das propriedades elasti-
cas, o que seria necessario aplicando a malha de Virieux no caso de anisotropia mais
geral que ortotropica. Exemplos da utilizacdo desta malha podem ser encontrados
em BANSAL e SEN]| (2008), que aplicam a mesma para a resolu¢ao de problemas

com anisotropia geral em 3 dimensoes.

3Repare que a transformacio de coordenadas ndo é ortogonal (a inversa nio é a transposta),
pois o sistema ortonormal é transformado em um sistema nao ortogonal.
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3.3 Formulacoes classicas para equacoes de

campo duplo

Nesta secao, serdo revistas as expressoes discretas para formulagoes classicas de
campo duplo (SAENGER et al, [2000; |[VIRIEUX| 1986), referentes a discretizagao
do sistema de equagoes de primeira ordem para as componentes do campo de tensao
e de velocidade utilizando a malha intercalada tradicional (SSG, do inglés Standard
Staggered Grid) e a rotacionada (RSG, do inglés Rotated Staggered Grid), apresen-
tadas na segao Tais formulagoes correspondem, respectivamente, aos casos de
anisotropia ortotropica e geral.

Uma revisao sobre os principais esquemas numéricos classicos de diferencas finitas
é dado no apéndice[D] esquemas estes que serdo utilizados como meio de comparagao
com os esquemas de campo Unico propostos no préximo capitulo, comparagao esta

realizada no capitulo de exemplos (capitulo [5]).

3.3.1 Caso ortotrépico (ortorrémbico)

A extensdo do esquema classico de VIRIEUX| (1986) e LEVANDER] (1988)) para
0 caso com isotropia transversa vertical (VTI), também denominada de simetria
hexagonal, é imediata, tendo sido apresentada no trabalho de [FARIA e STOFFA
(1994) para o caso bidimensional. Em tal trabalho, as seguintes equagoes de campo

duplo, validas para meios VTI sao discretizadas:

pOU = 8,X +0.T (3.23)
p0V = 0,T+0.Z (3.24)
X = A0, U+ BO,V (3.25)
87 = BO,U+ DOV (3.26)
OT = F(O,U+9,V), (3.27)

onde as velocidades sdo dadas por (v,,v,) = (U,V), as tensoes, por (Tum,TozTez) =
(X,Z,T) e os parametros do tensor de elasticidade, por ¢;; = A, ¢13 = B, ¢33 = D,
css = F. Sao utilizadas, entao, as aproximagoes classicas de diferencas finitas,

vistas na segao para aproximar as derivadas. O resultado, como apresentado
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em [FARIA ¢ STOFFA (1994) ¢

U = U (X X T T )
1 A
Vﬁg%ﬁ% - ‘/zi;J-i—l b1 1i+3 ht (Tllimm T’Z+; T Zk 3+l Z”:‘zﬁ)
A 1 1
X’k:;vj - sz"'z J + AH‘é’jht (Ui:—lz a UZITJ_F;)
+ Bz’+§,jAht <V;lj-z%j+é - Vf;i—;)
A 1 1
28, = Zhy, Dy (Vi V) (3:28)
+ Bz‘+§,jAht (Uz]i:rl% - U:ﬁ)
A 1 1
Tk;;lQ - T,y+ + Fu+ ht (U:;rél - Uz'lf;ré>
+ FAlAtOﬁ“. v ).
its p \Vitdgtd i—5.0+3

Para obter as expressoes em quarta ordem no espaco, como feito originalmente
no trabalho de LEVANDER] (1988]) para meios isotrépicos, se utiliza o operador de

diferencas centrais na malha intercalada em quarta ordem dado por

dfi _ 9 Jivrp = fice\ 1 [ fivs2 — Jicspe
dex 8 Az 8 3Ax

_ —fixsy2 + 27 fiy12 — 27 fic1j2 + fizs)2
24h '

(3.29)

Um fato importante é que a matriz de elasticidade para os casos isotrépico, VTI
e ortotropico apresenta elementos nao nulos nas mesmas posicoes, de forma que as
equagoes possuem a mesma forma. Com isto, a SSG (Virieux) pode ser aplicada de
forma direta para estes casos, bem como para os subcasos (ver apéndice , onde
se inclui o caso actustico. Para todos estes casos, a malha intercalada de Virieux
¢ adequada, ou seja, para anisotropia até ortotrépica. Por exemplo, o esquema
para meios isotropico podem ser visto como um sub-caso do esquema apresentado,

bastando fazer-se

AD — A+2u (3.30)
B — A (3.31)
F — (3.32)

Para os demais subcasos, ver apéndice B] Para todos estes casos, sdo utilizados
os mesmos operadores de diferencas finitas para o caso VTI, bem como a mesma

malha intercalada (vista anteriormente na Fig. [3.5). Enfatiza-se ainda que, em duas
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dimensoes, o caso ortotropico e o caso VT coincidem. Para implementagoes em trés
dimensoes, logicamente o caso ortotrépico é mais geral que o VTI. Entretanto, a
mesma malha e os mesmos operadores podem ser utilizados, sem muita dificuldade,

para implementacao do caso ortotropico tridimensional.

3.3.2 Caso geral (anisotropia qualquer)

Para casos mais gerais que o ortotrépico, é necessario utilizar uma nova malha inter-
calada, originalmente proposta por SAENGER et al.| (2000), conforme apresentado
na segao Assim, as equagoes em tensoes e velocidades para o caso geral que

deseja-se discretizar sao dadas por

po,U = 0, X +0.T ( )
po,V = 8,T+0.Z (3.34)
9,X = A8,U+ BO.V +C(d,V +0.U) (3.35)
07 = B, U+ Do,V + E(0,V+09,U) (3.36)
oT = Co,U+ EJ,V + F(0,V+0,U), (3.37)

tendo sido utilizada a mesma notacao que a para o caso ortotropico, sendo C' e E
os termos adicionais do tensor de elasticidade referentes, respectivamente, a ci5 e

c35. As equacgoes discretizadas, aplicando os operadores rotacionados como visto na
segao [3.2.3] sdo dadas por

kt3 k3 At k k
Ui—i—%,j-i—% - Ui+%,j+% T bi+%,j+% h (DIXi+§,j+§ - Dsz‘+§,j+§)
k3 _ ks At k k
Vierior = Vit bi+%vj+%f ( Dol s + DZZi+%,j+%>
At k+i k+1
k1 yk
i,j — Xl,] + ? |:AZ,]DCCUZ7J 2 + B%]Dz‘/;] 2
1 1
+ Ciy (Dzvif“]“ + DU ) (3.38)
At k+l k+l
k+1 k
ZJ = Z;+ 5 [Bm-Din,j *+D;;D.V,;; *
1 1
RN CATEY XS
ok Seop gty g Dyt
i, = 1i;+ h iV = 4 LDV

Y

1 1
+ Fy (Dzvif“j? + DU )

onde os operadores D, e D, sdo dados (ver se¢ao |3.2.3)) pela combinagao linear dos

operadores de derivada na malha rotacionada, em segunda ou em quarta ordem,
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dada matricialmente por

D,\ 1 Ar Az D; 3.39
D, AP Az Az D; |’ (3:39)

como os operadores rotacionados dados, em segunda ordem, por

D; 1 fiv1j — fijs
fit1/2,54+1/2 = —— ’ ’ ) (3.40)
( D ) [T A fivr g1 — fij

ou, em quarta ordem, por

Dy L (5 (firng = figer) = 53 (firzjr = fimrgio)
fivipgipe = 5 ? N 2 7 K . (3.41)
( D ) ’ Ar % (firrger — fig) — i (fito 42 — fim1-1

3.4 Relacao generalizada para obtencao dos ope-

radores de derivada segunda

Nesta secao, sera apresentada uma importante relacdo generalizada para obtencgao
dos operadores que servirao de base para os esquemas de diferengas finitas de campo
unico propostos neste trabalho. Todos os operadores utilizados nos esquemas de dife-
rencas finitas com malhas intercaladas que se tem noticia, em especial nos esquemas
propostos por VIRIEUX] (1986) e SAENGER et al.| (2000) — denominados neste
trabalho de operadores classicos —, sdo para aproximar derivadas de primeira or-
dem (segao . Tais operadores sao aplicados a equagoes de campo duplo, ou seja,
sistemas de equagoes diferenciais de primeira ordem.

Neste sentido, para discretizar as equagoes de campo 1nico, deve-se pensar em
operadores mais gerais que os classicos, uma vez que as equagoes de campo duplo
sao de segunda ordem. Sera mostrado, entao, como obter tais operadores, de forma
que os esquemas numéricos de campo 1nico resultantes na malha intercalada sejam
equivalentes aos esquemas classicos correspondentes, para cada familia de operadores
desenvolvida na segdo [3.5] Como seréd visto, para isto, deve-se aplicar duas vezes
sucessivamente os operadores classicos na malha intercalada correspondente.

Considere, entao, um sistema de equagoes hiperbdlico de primeira ordem (equa-
¢oes de campo duplo) que rege um problema de propagacao de ondas. Considere
também uma malha intercalada utilizada para sua resolucao, como por exemplo a
malha intercalada padrao ou a malha rotacionada. Sejam, G’En) operadores classicos
de derivada primeira de diferencgas centrais com ordem n de aproximacao, na dire-
¢ao x;, utilizados para discretizar as equacoes citadas na malha considerada. Por

fim, considere uma equagao de campo unico (escrita para um campo de propagagao
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qualquer) que descreva o mesmo fenémeno ondulatério (como visto na segao .
Postula-se, entao, que é possivel obter esquemas baseados na equacao de campo
unico considerada, cuja solu¢do numérica seja a mesma solucao encontrada pelo
esquema de campo duplo considerado. Para isto, os operadores generalizados de de-
rivadas de segunda ordem, necessarios para discretizar a referida equacao de campo
unico, devem ser obtidos utilizando-se a relagao generalizada dada por

of (, of

Ox; ( oz,

) G (hGY f). (3.42)

Ou seja, para obter operadores de derivada segunda que tenham o mesmo efeito dos
operadores classicos na malha intercalada considerada, mas que podem ser aplica-
dos a equagodes de campo unico, deve-se aplicar o operador considerado duas vezes

sucessivamente. Esquematicamente, pode-se escrever

Of _qame . OF [, OF _ amgam
W = MGYS m( ax) G (WG ). (3.43)

3.5 Obtencao dos operadores de derivada segunda

generalizados nas malhas intercaladas

Nesta secao, sdo obtidos explicitamente os operadores de diferencas finitas genera-
lizados que serao utilizados nas formulagdes deste trabalho (apresentadas no capi-
tulo , baseadas em equagoes de campo tnico discretizadas em malhas intercaladas.
Basicamente, sao obtidos operadores generalizados, envolvendo derivadas segundas
temporais e espaciais, para discretizar cada termo das equagdes de campo tunico,

por exemplo, as equagoes em velocidades para anisotropia ototrépica:

p@fvx = &c(cn&bvx) + ('336(013@1)2) + 82(6558Z'UI> + 62(05563;UZ> (344)
PO, = 0p(cs550.0,) + 04 (C550,02) + 0-(c130,v4) + 0 (c330,0.). (3.45)

Como pode ser visto nas equagodes acima, as derivadas temporais sdo as mais
simples, uma vez que se apresentam como derivadas de segunda ordem simples. Ja
as derivadas espaciais apresentam a propriedade (elastica) entre cada uma das deri-
vadas. Para obtencao destes operadores, lanca-se mao da idéia que foi discutida na
segao [3.4] Os operadores generalizados sdo obtidos por meio da aplicagao sucessiva
dos operadores classicos que aproximam derivadas primeiras, ou seja, aplica-se a
relagao generalizada dada pela Eq. . Na seqiiéncia, sao obtidos os operado-
res generalizados nas malhas intercaladas padrao da geofisica (VIRIEUX] 1986) e
rotacionada (SAENGER et al., 2000)), iniciando-se pelo operador temporal que é o
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mesmo nos dois casos, uma vez que se utiliza o mesmo operador temporal classico

nos dois casos.

3.5.1 Operador temporal

Como dito anteriormente, a derivada temporal é o caso mais simples de todos,
uma vez que os termos temporais que aparecem nas equacoes de campo nico sao
derivadas segundas simples. O operador temporal utilizado, tanto no caso da malha
intercalada tradicional ou rotacionada, é dado em segunda ordem de aproximagao
por

fk+1/2 _ k=172

o o 3.46
At Y ( )

N rk
Difiy =

que ¢ utilizado para discretizar as derivadas simples que aparecem nas equagoes de
campo duplo, do tipo df/0t.
Para obter o operador temporal generalizado, utilizado nas equagdes de campo

unico, aplica-se este operador duas vezes sucessivamente, utilizando-se a relagao

dada pela Eq. (3.42]), obtendo-se

k+1/2 fk 1/2

Dgt =Y 3.47
tgzd At ( )
onde
k+1/2 k—1/2
oAk Jig = Jig
i = thi,j = At (3.48)
Logo

(f’““ Ik fE=rit
N At ) - ( A )
Dy (Diff;) = X . (3.49)

Repare que este operador é igual ao operador de diferencas finitas de derivada de
segunda ordem para malha simple, ou seja, o tempo ¢é desintercalado nos esquemas
de campo tinico com malha intercalada.

No caso de quarta ordem, o operador classico é dado por

fk+1/2 fk 1/2 1fk+3/2 fk 3/2
S At 8 3At ’

Dift, = (3.50)

sendo o operador generalizado, da mesma forma, obtido por aplicagdo sucessiva
dele. Entretanto, assim como no caso dos esquemas classicos de campo duplo, tais

operadores lavam a esquemas incondicionalmente instaveis.
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3.5.2 Operadores espaciais na malha intercalada padrao

Os operadores generalizados na malha intercalada de Virieux sdo obtidos a partir
da aplicacao sucessiva do operador de derivada primeira, dado pela Eq. , para
segunda ordem, ou pela Eq. , para quarta ordem de aproximacao. Assim, de
acordo com o caso em questao, aplica-se os operadores de derivada primeira D, ou

D, da forma adequada, como mostrado na seqiiéncia.

Derivadas cruzadas

Primeiro, serd considerada a derivada cruzada simples da seguinte forma

= o (21

= — 3.51
Ox0z Oz \ 0z (3.51)
Para obter a aproximacao de diferencas finitas em segunda ordem no ponto i, 7,
referente a coordenada espacial (z,z) = (iAx,jAz), aplica-se duas vezes os operado-
res de segunda ordem na malha intercalada, dados pela Eq. (3.4), correspondentes

a cada uma das derivadas, ou seja,

a2fz‘j Gi+1/2,5 — 9i-1/2,5
Drdz De(D-fis) = Dagi = Az
sendo
Gii=D.fi: = Jij12 — fi,jfl/Q.
17.] z 17.7 AZ
Portanto,
@Zf‘ ) fiv1/2,j4172— fix1/2,5-1/2 o ficiy2,4172—fic1/2,5-1/2
1,] ~ AZ AZ
0x0z Ax
1

Q

7AxAZ(fi+1/2,j+1/2 — fiv1y2-172 — fic12 54172 + fic1/2,5-1/2)-(3.52)

Para obter a aproximacao de quarta ordem, procede-se da mesma forma,

utilizando-se agora os operadores dados pela Eq. (3.6)), ou seja,

O fij 9 (Git1/25 — Gi-1/2, L (Giv325 — Gi-3/2,5
C N DAD.f ) = D,g; ; = - (223 9 ,g>_<z+/,] 1/7]>‘
G2z~ DalDafis) = Degis = g ( Az 8 3Az
sendo
9 ( fijri2 — fij-1/2 L[ fijese — Jij—3)2
74:DZ2:7 i »J _ 5 s
9i,j i 3 ( As 3 SA-
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O que resulta em

O?fii 1 979 1
910~ ~ ArA- {8 [8 (fi+1/2,j+1/2 - fi+1/2,j71/2) Y (fi+1/2,j+3/2 - fi+1/2,j73/2)
- 2 (fifl/Z,j+1/2 - fi71/2,j71/2> + 214 (fifl/Q,jJr?)/Z - fi1/2,j3/2)]
214 {z (fi+3/2,j+1/2 - fi+3/2,j71/2> - 214 (fi+3/2,j+3/2 - fi+3/2,j73/2) (3.53)
- Z (fi73/2,j+1/2 - fi73/2,j71/2> + 214 (fifS/Q,j+3/2 - fi3/2,j3/2)]}

Observa-se que tal expressao aproxima a derivada cruzada por 16 pontos em torno

de 7,7 na malha intercalada. Mais adiante, serdao mostradas figuras ilustrativas.

Derivadas contendo propriedades

Outro tipo de derivada que sera necessario aproximar sao as derivadas que envolvem
propriedades do meio, descrita pela fungdo h(z,z). Novamente, serd obtido o ope-
rador através da aplicagao sucessiva de operadores de derivada primeira na malha

intercalada. Como antes, faz-se

0 of Gi+1/2,5 — Gi—1/2,5
(’9:1:( 8:16)”. (hig Dafig) i Ax ( )

onde

fiv1/25 — Jim1/2,
9i ~ higDafig = iy m2 (3.55)

Portanto, obtém-se a seguinte aproximacao de segunda ordem

. (3.56)

2 hg ~ hiv12,5(fiv15 — fij) — hi—1/2,j(fz‘,j — fi—15)
ox ox i Ax?

Repare que a aproximacao acima depende de valores da funcao h calculada em pon-
tos da malha intercalada, enquanto que a funcao f somente é considerada em pontos
da malha simples original. Portanto, a aplicacao sucessiva dos operadores na malha
intercalada leva, em geral, a aproximacoes que dependem de pontos tanto na malha
original quanto na malha intercalada. Na verdade, como apenas as propriedades sao
consideradas na malha intermediaria, esta aproximagao pode ser considerada uma
aproximacao na malha normal, sendo que as propriedades precisam ser calculadas
por meio de expressoes especiais ou simplesmente utilizando-se uma interpolagao
linear. Na Fig. [3.8 mostra-se esquematicamente os pontos utilizados para este

operador (dado pelos pontos brancos).
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Similarmente, em quarta ordem obtém-se

8f ~ Dog.—? <9¢+1/2,j - 91'1/2,]') 1 (givsgag — fo-324
830 3:10 , w93 =g Ax 8 3Az

onde

Gij = hi’jT:EJ ~ hi,jDa:fi,j — hi,j {8 ( +1/2JA$ /2, g +3/2,5 3/2,j '

3Az

Ou de forma explicita chega-se a

af ~ 9 h ) 9 fl“’LJ fl,] _i f2+2,j fz 1,5
6’x 8:6 8 /2 8 Ax? 24 Ax?
o9 (fu g L (S — ey
=1/20 g Az? 24 Ax?
1 9 (fiveg = firng\ _ 1 (fosg— fiy
24 <h1+3/2,j [8 ( N 24 A2 3 57

. h ] [9 <fi—1,j - fi—2,j> <f’L,] fz )])
8IS Ax? 24 Az? '

Esta aproximagao utiliza 7 pontos na malha (valores do campo f) e mais 4 pontos

na malha intercalada (valores da propriedade h), como mostra a Fig. 3.8

(a)

i-3 i-2 i-1 i i+]1 i+2 i+3
—e—m—e—un— —1+——T—C—m—e—m—e—p
i-52 i-32 -1/2 T i+12  +32  i+52
® campo
W propriedade

(b) _ _ b _ _
i-2 i-1 i i+] i+2 i+3
. . . . \) D (J D ':-\
52 32 i-12 0 i+2 132 52 i+

Figura 3.8: Stencil do operador geral de derivada segunda contendo propriedade,
aplicada no ponto indicado (a) da malha simples original ou (b) da malha inter-
mediaria. Os pontos brancos sdo utilizados na aproximacdo de segunda ordem,
enquanto todos os pontos sao utilizados na de quarta ordem.

Derivadas cruzadas com propriedades

O caso mais geral de operador que sera utilizado neste trabalho é uma mistura dos

dois tipos vistos acima, ou seja, envolve derivadas cruzadas e contém um produto

M ( ZJZC ) (3.58)
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Como antes, a aproximagao em segunda ordem, obtida aplicando-se duas vezes

o operador de derivada primeira de segunda ordem, é dada por

0 of Gi+1/2.5 — Gi—1/2,5
— | h—=— ~ D,(h;iD,fi;) =Dyg;; = : = 3.59
or ( az>ij (hi;D. fi;) Gi,j Az ( )

o que conduz a seguinte aproximagao

ox 0z AxAz

hi—12.5(fi1/2,54+172 — fim1/2,-1/2)
- : : : 3.60
AxAz ’ ( )

2 <h(9f> ~ hi+1/27j(fi+1/2,j+1/2 - fi+1/2,j—1/2)
i,J

conforme ilustrado pelos pontos brancos presentes na Fig. [3.9

-2
® ® ® [

-1
® O QO [
i {1 — {1 L

-2 i-1 LJ -1 -2 x

® O O [

j+1
® ® o o

+2

® campo
Yz m propriedade

Figura 3.9: Pontos utilizados para aproximacao da derivada cruzada contendo
propriedade aplicada no ponto indicado ¢,7 da malha: apenas os quadrados e circulos
brancos sao utilizados em segunda ordem, enquanto todos os pontos sao utilizados
para aproximar em quarta ordem.
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Da mesma forma, em quarta ordem obtém-se a aproximacao

9 (,9f ~ n |9 (e — fappoye
Oz \ 0z, g\ g AzAz

1 (fi+1/2,j+3/2 - fi+1/2,j—3/2>]

24 AxAz
I 9 [ fici25+172 — fic1/2,-1/2
Sz g AxzAz
L [ ficij2j43/2 — fic1/2,j-3)2
- : : 3.61
24 < AxAz ( )
1 oo 9 [ fixsjzg+1/2 — firsja-1/2
94 \ /I 8 AxAz
1 fits/2,5+3/2 — fi+s/2,j-3/2
24 AxAz
3 9 [ fimsj2g41/2 — fims2-1/2
I AzAz

1 fizs/24s/2 — fimsja-3/2
24 AzAz ’

que utiliza 16 pontos na malha intercalada (valores do campo f) e mais 4 pontos

com valores de propriedade como ilustrado na Fig.

3.5.3 Operadores espaciais na malha rotacionada
Derivadas cruzadas

Como no caso da malha intercalada de Virieux, primeiro sera considerada a derivada

cruzada simples, ou seja

2f 0 <8f>

0x0z - ozr \ 9z

o (3.62)

Para obter a aproximacao de diferengas finitas em segunda ordem na malha rota-
cionada, aplica-se duas vezes os operadores para derivada primeira de segunda ordem
de aproximacao para a malha rotacionada, dados pela Eq. (3.21)), e correspondentes

a cada uma das derivadas, ou seja,

o (0f -
% <82>i7j ~ Da:(szz,]) — ngi,j -
Az

- Ar2 [(9i+1/2,j—1/2 - gi—1/2,j+1/2> + (gi+1/2,j+1/2 - gi—l/Q,j—1/2>} (3.63)
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sendo

gij = D.fij=
= AA:Q [— (gi+1/2,j—1/2 - gi—1/2,j+1/2) + (9¢+1/2,j+1/2 - gi—1/2,j—1/2)} .(3.64)

Portanto,

{[= (fivrjor = fig) + (fivry — fig—1)]
—[=(fij = ficrge1) + (fijer — ficr )] +

(= (firrg = fijer) + (firr o1 — fij)] (3.65)
— [=(figo1 = fimrj) + (fij = fima -]}

2 87f N AxAz
Oox \ 0z i At

Observa-se que esta aproximagao utiliza 9 pontos (stencil) na malha.

Para a aproximacao de diferengas finitas em quarta ordem na malha rotacionada,
aplica-se duas vezes os operadores de derivada primeira de quarta ordem de aproxi-
macao correspondentes a cada uma das derivadas, obtendo-se, de forma analoga, a

seguinte expressao

o (0f
ox (8,2)”. (D-fij) 9i.
Az 9 1
= TTQ [8 (gi+1/2,j71/2 - gi71/2,j+1/2) - ﬂ (gi+3/2,j73/2 - 91‘73/2,j+3/2)
9 1
+§ (9i+1/2,j+1/2 — 9%1/2,;'71/2) o1 (gi+3/2,j+3/2 — gi3/2,j3/2>] , (3.66)
sendo
gij = szzgj =
Az 9 1
= A2 {_8 (fi+1/2,j71/2 - fi71/2,j+1/2> + 21 (fi+3/2,j73/2 - fi73/2,j+3/2>
9 1
+§ (fi+1/2,j+1/2 - fifl/Q,jfl/2> ~ o (fi+3/2,j+3/2 - fi3/2,j3/2)} . (3.67)
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Portanto, substituindo uma expressao na outra, obtém-se explicitamente

9 (of AzAz 1
ox (82) N {8 [ (fz‘+1,j71 - f”) + o (fi+27j72 _ fz'f1,j+1)

9
8
9 1

8 (fz+1] fij—1) — BV (fiv2 41 — fic15-2)
9

g (fu fifl,jJrl) - ﬂ (fz‘+1,j—1 - fif2,j+2)

9 1

3 (fijo1 — fic1y) + 21 (fir1,j42 — fi2j-1)

1 9 1
51178 (fitoj—2 — fir15-1) + 21 (firsj—3 — fij)
9 1
+§ (firzg—1 = firr-2) — ﬂ (firsg — fij—3)
9
g (fz 1,5+1 — fz 2]+2> 4 (fi,j - fi—3,j+3)
9 1
3 (fic1j42 — fioj+1) + 21 (fijts — fizs;) (3.68)
9 9 1
Rl (fir1g = fige) + 21 (fir2j-1 = fim142)
9 1
g(fz-i-l]-i-l fz]) (fz+2]+2_fz 1,5— 1)
9 1
§ (fijo1— fi1y) — 21 (fis1,—2 — fi2j+1)
9 1
—3 (fij — fi—1j—1) + 21 (firrj41 — fi2j-2)
1 9 1
~5q | g Virzger = firngea) + o (fivay = figes)

9 1

+3 (firogve — firrgr) — 24 (firsj+s — fij)
9

§ (fic1jo2 — fim2j1) — ﬂ (fij—3 — fi-34)

- (fi71,j71 — ficaj_2) + 214 (fij— fiB,jB)] } )

Derivadas contendo propriedades

Sera visto agora a aproximacao para derivadas na malha rotacionada que envolvem

o produto de propriedades do meio com derivadas da funcao, ou seja,

0f
5 (15) ~ Do (3.69

onde
9ij = hijDe(fij) (3.70)

Utilizando-se as aproximagoes dadas pelas Eq. (3.21]), obtém-se, em segunda
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ordem, as seguintes expressoes

Az

D.(gi;) = A2 [(91’+1/2,j—1/2 - 91’—1/2,3’4—1/2) + (gi+1/2,j+1/2 - 91—1/2,]'—1/2)} , (3.71)

onde

i = hijDa(fi;)
Ax

= hi,jm [(fi+1/2,j—1/2 - fi—1/2,j+1/2> + (fi+1/2,j+1/2 - fi—1/2,j—1/2)} (3.72)

Obtém-se, por fim, a seguinte expressao

9 Az?
Ox < 8£> ~ A {hi+1/2»j*1/2 [(fix1j-1 — fig) + (fixry — fij-1)]

—hi—1y2gviy2 [(fij — ficrjen) + (fij — ficag)] +
hivas241)2 [(fivrs — figm) + (fisr g — fi)] (3.73)
hi—1joj-1y2 [(fij—1 — fic1g) + (fig — ficri-1)]} -

Esta aproximagao utiliza 9 pontos na malha (valores do campo f) e mais 4 pontos
na malha intercalada (valores da propriedade h).

Para obter a aproximacao de diferencas finitas em quarta ordem na malha rota-
cionada, aplica-se duas vezes os operadores de quarta ordem correspondentes a cada

uma das derivadas, o que resulta em

af
81' < 891:) D:c(thfz,]) - ngi,j -

= Agi 9i+1/2,5-1/2 — Gi—-1/2,54+1/2) — 214 9i+3/2,j-3/2 — Gi— 3/2g+3/2)
Ar
9 1
3 (9i+1/27j+1/2 - 9i—l/2,j—1/2> Y (9i+3/2,j+3/2 - gi—3/2,j—3/2)] , (3.74)

sendo

Gij = thfi,j =
Azx 9 1
= —Arz hi,j {8 (fi+1/2,j—1/2 - fi—l/z,j+1/2> - ﬂ (fi+3/2,j—3/2 - fz‘—3/2,j+3/2)

9 1
+§ (fz‘+1/2,j+1/2 - fi—l/z,j—l/z) Y (fi+3/2,j+3/2 - fi—3/2,j—3/2)} . (3.75)
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Substituindo a Eq. na Eq. [3.74], obtém-se

o [ Of Az? (9
m(%) ~ sl

~
4,7

9

9
24

9 1
—hi_1/2,j41/2 <8 (fij — ficrje1) — Byl (firrj-1 — ficoj42)

9 1
+ 3 (fij+1 — fimrg) — 21 (fit1j42 — fi—2,j—1))]
1 9 1
~5q |irsrzi-s (8 (firaj—2 = firrj-1) — 2 (fivsj—s — fig)
9 1
+3 (fir2j-1 — fig1,j-2) — 2 (firsj — fi,j—s))

9 1
_hi—1/27j+1/2 (8 (fi—l,j+1 - fi—2,j+2) - ﬂ (fi,j - fz'—3,j+3)

9 1
+ 3 (fic1j+2 — fic2j+1) — BV (fij+s — fi—3,j>>]

9 9 1
+3 | Parzaye (8 (firrg = figer) = 57 (firzgor = fimrjie)
9 1
+§ (fz‘—f—l,j—l—l - fw) Y (fi+2,j+2 - fi—l,j—l))
9 1
—hi—1/2,j-1/2 (8 (fij—1— fim1j) — o (fit1j—2 — fi—2j+1)
9 1
+ 3 (fij— fi1-1) — o1 (fix1541 — fi—2,j—2>>]
1 9 1
_ﬂ {hi+3/2,j+3/2 (8 (fi+2,j+1 - fz‘+1,j+2) - ﬂ (fz‘+3,j - fi,j+3)
9 1
+3 (firo a2 — firrjr1) — 21 (firsjes — fi,j)>

9 1
—hi—zjpj-s32 | 5 (ficrj—2 — ficaj1) — 57 (fij—s — fizj)
8 24

+ Z (ficrjo1 — fi2j2) — 214 (fii = fi_g’j_3)>] } '

Derivadas cruzadas contendo propriedades

+§ (firry — fij—1) — 1 (fi2,j+1 — fil,j2)>

1
i+1/2,5—1/2 (8 (fiJrl,jfl - fz]) - ﬁ (fz‘+2,j—2 - fifl,jﬂ)

(3.76)

O caso mais geral de operador que sera utilizado neste trabalho é aquele que envolve

derivadas cruzadas e contém propriedades, ou seja,

0 af
% (haz>m. ~ Dx(gi,j),

onde

9ij = hiiD:(fi;)-
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A aproximacao em segunda ordem é dada por

(fx (hgicl] ~ AAxTAj {hi+1/2,j—1/2 [— (fisrj—1 — fig) + (firrg — fij—1)]

—hi1p211p2 (= (fig = ficrger) + (fijon — ficag)] +
hivizg+1/2 [= (firg = figer) + (firr g — fig)] (3.79)

—hicjzjo1y2 [= (fijo1 = ficrg) + (fij — ficr-0)]}-

Em quarta ordem, obtém-se a aproximagao
0 af AxAz (9 9 1

— | h—=— ~ — ,hi - —_ i 1 — fis _ i o — fiq4

o ( 32‘)” A {8 +1/2,5-1/2 ( g (fixrj-1 — fig) + o (fivoj—2 — fi—1j41)
9 1

+§ (firry — fig—1) — BVl (firo 41 — fi—l,j—Q))

9 1
—hi—1/2,j41/2 <_8 (fij = ficrjer) + v (firrj-1 — fimajt2)

9 1
+ 3 (fijo1 — fic1y) — 21 (fiv1j+2 — fz‘—2,j—1>>
1 9 1
~51 hiy32.5-3/2 <_8 (firoj—2 — firrj-1) + o (firsj—3 — [fij)
9 1
+§ (firoj-1 — fiyrj—2) — Y (firsj — fi,j—3))
9 1
—hi—1/2,541/2 (-8 (ficijr1 — fic2j42) + 21 (fij — fi—sj+3)
9 1
42 (ngea = fioagrs) = 5 ivs = fis)) | (3.0)
9 9 1
+3 [hi+l/2,j+1/2 <_8 (fir1y — fige) + o1 (firzj—1 = ficrj42)

9 1
+§ (fivr,j41 — fij) — 21 (firo 42 — fi—l,j—1)>

9 1
—hi—1/2,j-1/2 <— (fij—1 = ficrg) + 57 (firrj—2 = fimz441)
8 24
9 1
+ 3 (fij — fim1-1) — o1 (fir1 41 — fi—2,j—2>)]
1 9 1
_ﬂ {hi+3/2,j+3/2 <_8 (fi+2,j+1 - fi+1,j+2) + 24 (fi+37j - fi7j+3)
9 1
+§ (fir2j42 — fir1j+1) — o1 (firs s — fi,j))
9 1
—hi_3/2j-3/2 <_8 (fic1j-2 — fimoj-1) + o1 (fij—s — fi—s;)
9 1
+ 3 (fic1j-1 — fimoj—2) — o1 (fi; — fi—3,j—3)>] } .

Como mencionado anteriormente, o conjunto de operadores de diferencas finitas
generalizados obtidos serd utilizado para as formulagoes numéricas apresentadas no

capitulo . E importante chamar a atencdo para o fato de que, uma vez que os
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esquemas de campo tunico utilizam a mesma malha do esquema de campo duplo
correspondente, a discretizagao das equagoes de campo unico deve ser feita nos pon-
tos corretos, ou seja, nos mesmos pontos que o esquema classico correspondente. As
aproximacoes generalizadas na a malha de Virieux, dadas, em segunda ordem, pelas

Eq. B3.52, Eq. 3.56] e Eq. [3.60] e, em quarta ordem, pelas Eq. Eq. e Eq.

3.61] formam a base para os esquemas de campo tnico na malha de Virieux, validos

para anisotropia até ortotropica. Enfatiza-se que os casos isotropico e actistico sao
vistos como casos especiais, sendo discretizados na mesma malha. Ja as aproxima-
¢ao generalizadas na malha rotacionada, dadas, em segunda ordem, pelas Eq. [3.65]

Eq. 3.73|e Eq. [3.79] e, em quarta ordem, pelas pelas Eq. [3.68 Eq. |3.76| e Eq. [3.80],
formam a base para os esquemas de campo Unico na malha rotacionada, validos

para qualquer grau de anisotropia. Entretanto, como os operadores rotacionados
possuem maior nimero de termos, sendo desta forma mais custoso computacional-
mente, se adotara a estratégia de utilizar o esquema na malha rotacionada apenas

para o caso de anisotropia maior que ortotropica.
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Capitulo 4

Formulacoes Numéricas
Generalizadas para Malhas

Intercaladas

Neste capitulo sao apresentadas as principais contribuicoes desta tese, ou seja, os
esquemas numéricos desenvolvidos e implementados neste trabalho para a propaga-
¢ao de ondas elasticas em meios gerais utilizando o Método das Diferencas Finitas
com malha intercalada (MDFI). Para tal sdo utilizados os operadores generalizados
obtidos na secao do capitulo anterior. Os meios de propagacao considerados
podem apresentar qualquer grau de heterogeneidades e anisotrépia, como discutido
no capitulo [2] ressaltando-se que o caso isotrépico e o caso actstico sao englobados
nos esquemas como subcasos apenas modificando-se o tensor de elasticidade.

Os esquemas propostos constituem-se em uma generalizacao da idéia de utiliza-
¢ao da malha intercalada para discretizar as equagoes de campo 1nico, ou seja, as
equacgoes hiperbodlicas de segunda ordem escritas para um tnico campo de propa-
gacao, apresentadas no capitulo 2 explicitamente para meios bidimensionais, tanto
para meios acusticos, isotrépicos, quanto para meios anisotrépicos (ortotrépico ou
anisotrépicos gerais). Tais esquemas sao designados como SG-SF (Staggered Grid
Single Field Formulations, ou seja, Formulacoes de Campo Unico com Malhas In-
tercaladas).

Neste sentido, duas familias distintas de algoritmos sao apresentadas, uma base-
ada em discretizagoes na malha intercalada padrao, designada por SSG-SF (Standard
Staggered Grid Single Field Formulations, ou seja, Formulacdes de Campo Unico
com Malha Intercalada Padrao), e outra baseada na malha intercalada rotacionada,
designada por RSG-SF (Rotated Staggered Grid Single Field Formulations, ou seja,
Formulacoes de Campo Unico com Malha Intercalada Rotacionada). A primeira
familia utiliza a malha proposta em |[VIRIEUX| (1984, [1986)) e a segunda a malha
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proposta em SAENGER et al|(2000). Enfatiza-se que em cada familia de esquemas
propostos — seja para meios eldsticos (isotrépicos ou anisotrépicos) ou actsticos,
em velocidades ou em tensdes (pressdo) — utiliza-se as mesmas aproximagoes de
diferencas finitas correspondentes para cada malha para aproximar as derivadas
presentes nas equagoes, aproximagoes estas obtidas na secao do capitulo ante-
rior. Observa-se, entretanto, que, dos esquemas possiveis, apenas os que apresentem
vantagem de economia de armazenamento foram implementados e, além disso, que
a malha intercalada tradicional (SSG) nao é adequada para meios com anisotropia
maior de ortotropica. Neste caso, utiliza-se a malha rotacionada (RSG).

Como sera visto, os SG-SF apresentam vantagens e desvantagens em relacao
aos esquemas de campo duplo originais (apresentados na segao , designados por
SG-DF (Staggered Grid Double Field Formulations, ou seja, Formulagoes de Campo
Duplo com Malhas Intercaladas). A caracteristica mais importante é que os SG-
SF, diferente dos esquemas de campo Unico com malhas simples encontrados na
literatura, baseados nas equagoes da onda de deslocamentos (KELLY et al., [1976)),
apresentam resposta numeérica satisfatoria para materiais com quaisquer razoes de
Poison (incluindo meios actsticos, como a agua). Na verdade, como sera visto,
os SG-SF desenvolvidos no presente trabalho apresentam as mesmas caracteristicas
numéricas que os esquemas SG-DF correspondentes, encontrados na literatura.

Na se¢ao [4.1] sdo apresentados os esquemas de campo dnico para a equagao em
termos de velocidades. Sao apresentados separadamente os SSG-SF e os RSG-SF,
respectivamente, esquemas para anisotropia até ortotrépica (VTI no caso de duas
dimensdes) e para anisotropia geral. Na segao , discute os esquemas de campo
unico para o campo de tensoes. Enfatiza-se que sao apresentados apenas os es-
quemas efetivamente implementados, sendo tais esquemas aqueles que apresentam
vantagens em termos de armazenamento de memoria, que, como sera visto, sao os
esquemas de campo tnico em deslocamentos (ou velocidades) para o caso elstico e
os esquemas de campo tinico em pressdo para o caso actstico. E claro que o método
proposto ¢ geral, sendo essencialmente o mesmo para a discretizacao de quaisquer
das equagbes de campo tnico apresentadas no capitulo[2] Menciona-se ainda que al-
guns casos particulares sao discutidos em conjunto com a apresentacao dos referidos
esquemas de campo unico, sendo feita uma comparagao com os esquemas propostos
na literatura (apresentados no apéndice @[) Na segao seguinte, se¢ao 4.3 mostra-se a
equivaléncia entre os esquemas de campo tnico propostos e os respectivos esquemas
de campo duplo provenientes da literatura (segao [3.3]).

Na segao [4.4] é aplicado um método para elevar a ordem das aproximagoes
temporais para o caso de malhas intercaladas, resultando em esquemas que quarta
ordem no espago e no tempo (4E-4T) validos para meios anisotrépicos. Na seqiiéncia,

discuti-se também diversos aspectos importantes, mas muitas vezes ignorados, no
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que diz respeito a implementacao dos esquemas numéricos, como a aplicacao da
fonte (segao [.5)). Na secao [4.6] considera-se as condigées de contorno e, na segéo
.9 questoes referentes & comparagao de esquemas em diferentes malhas. Na se¢ao
4.7, sao discutidas as propriedades de estabilidade dos esquemas implementados.
Na secao sao discutidos aspectos da eficiéncia computacional dos esquemas
implementados, como o custo computacional e a memoria utilizada.

E importante enfatizar que, tanto as formulagoes tradicionais (se¢ao quanto
as formulagoes originalmente propostas neste trabalho, sao discretizadas com as mes-
mas malhas intercaladas. Assim, os esquemas para anisotropia até ortotropica sao
discretizados utilizando-se a malha de Virieux enquanto os esquemas para o caso
geral, utilizando-se a malha rotacionada. Como foi mencionado anteriormente, a
anisotropia ortotrépica recai em anisotropia VTT no caso de duas dimensoes. Entre-
tanto, os esquemas serao designados como ortotropicos para enfatizar que o mesmo
esquema pode ser estendido para o caso tridimensional, sendo validas as mesmas
consideracoes. Enfatiza-se, ainda, que os demais operadores implementados neste
trabalho, provenientes da literatura, sdo apresentados no apéndice D] sendo utiliza-

dos para comparacao com os esquemas desenvolvidos e demais discussoes.

4.1 Formulagées para deslocamentos (velocida-
des)

Nesta secao, inicia-se a discussdo dos esquemas de campo tnico propostos neste
trabalho, ou seja, dos esquemas numéricos que discretizam equacgoes da onda escritas
em uma Unica variavel utilizando malhas intercaladas (SG-SF). Como foi visto no
capitulo 2 a equagdo da onda de deslocamentos e a equagao da onda de velocidades
tem exatamente a mesma forma (para qualquer grau de anisotropia), com excegao
da fonte, que no caso da equacao em velocidade é dada pela derivada temporal da
fonte de deslocamento. Portanto, o esquema numérico que sera desenvolvido para
tratar tais equacgoes sera idéntico, diferindo apenas na aplica¢ao da fonte sismica em
cada caso.

Ressalta-se que de os esquemas numeéricos de diferencas finitas que se tem no-
ticia para discretizar a equacdo da onda de velocidades no caso isotrépico, o de
maior destaque foi proposto por KELLY et al.| (1976), como mostrado no apéndice
D] Entretanto este esquema utiliza uma malha simples, diferente do que é proposto
neste trabalho. Como é bem conhecido, o esquema de Kelly apresenta instabilidade
numérica em situagoes onde o parametro de Poison é maior que cerca de v = 0,25,
como por exemplo a dgua (ver apéndice [B]). Logicamente, a extensdo do esquema

de kelly para anisotropia até ortotrépica (extensao esta que é bem direta, bastando
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trocar os parametros de Lamé pelos elementos correspondentes do tensor de elastici-
dade) apresenta o mesmo problema de estabilidade. Ja os esquemas propostos neste
trabalho sao estaveis nestas situacoes, apresentando as mesmas caracteristicas de
estabilidade dos correspondentes esquemas de campo duplo que utilizam malha in-
tercalada (como os esquemas de Virieux e de Levander ou os de malha rotacionada),
como sera visto adiante.

Na seqiiéncia, serao apresentados os esquemas propostos neste trabalho para o
caso de anisotropia ortotrépica, onde utiliza-se a malha de Virieux para discretizagao
e, posteriormente, o esquema para o caso de anisotropia geral, onde se utiliza a malha
rotacionada. Enfatiza-se que a razao de utilizar a malha de Virieux no primeiro caso

e a malha rotacionada no segundo foi discutida no capitulo anterior.

4.1.1 Caso ortotrépico (ortorr6mbico)

A equagao da onda de deslocamentos (velocidades) para o caso ortotrépico é dada

por

pO2U = 0,(A0,U) + 0,(BO.V) + 0,(FO,U) + 0.(Fd,V) (4.1)
pdV = 0,(FO,U) + 0,(F3,V) + 0.(Bo,U) + 0.(Dd.V), (4.2)

onde U e V representam as componentes z e z da velocidade (ou do deslocamento)
e, como antes, os coeficientes A, B, ... sdo as componente do tensor de elasticidade.

Estas equacgoes sao discretizadas utilizando-se a malha intercalada de Virieux
(VIRIEUX] 1986). Para tanto, a Eq. ¢é considerada nos pontos representados
por circulos vermelhos (pontos vermelhos) e a Eq. é considerada no ponto verde
(quadrado), conforme ilustrado pela figura (pégina [49). As equagdes discretas
sdo entao obtidas aproximando-se as derivadas espaciais (conforme apresentado na
secao pelas expressoes de segunda ou quarta ordem, enquanto as derivadas
temporais sdo aproximadas pela expressao simples de segunda ordem (dadas na segao

3.1). Desta forma, considerando-se, por exemplo, segunda ordem de aproximacao
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no espaco, as equagoes discretas serao dadas por

(3

1 1 k3 At? k-1 k-1
Ui,j - QUm‘ P+ U =bij— [AH;,J‘ <U‘+1,2j — Ui 2)

ij
#Fy (Vi —Viha) R (Vi vy e
1 _1 _3 At? 1 _1
Vﬁg%ﬂg - 2‘/;1-1%%;% T V;i;ﬂ% - bi+éd’+§hz i1+ <U£rl%j+1 - Uiﬁ—l%j)
_Fi,ﬂé (Ui]fj_Jél - Ufﬁ)
pRATeREs! (Vzi_;ﬁ; N ‘/zl—c&-_;]-i-;) —Fijes (‘/’Llj‘_éé]""% N Vzli_;H;)
tDi1 (V@-i_;%ﬂg B V:;%H;) ~Divy; (Vii_;%ﬂé B Vifjé)
+ Bi—&-%,j-i—l (Ui’fi—l,;j—&-l - Uilfj—&-;l) - Bi-i—%,j <Uz‘]:1%j - Ufjé)] : (4'4)

E importante lembrar que os casos especiais de esquemas isotrépico e actistico sio
obtidos utilizando-se os elementos do tensor de elasticidade correspondentes (ver
apéndice . Para obter as equacgoes em quarta ordem de aproximagao no espago,
utilizam-se as expressoes em quarta ordem para as derivadas espaciais (dadas na

secao [3.5]), sendo apresentadas as expressoes resultantes no apéndice

4.1.2 Caso anisotropico geral

Para o caso de anisotropia maior que ortotrépica, como foi visto no capitulo anterior,
¢ necessario utilizar a malha rotacionada. Desta forma, a equacao da onda para o

caso geral, que ¢ dada por

pO2U = 0,(A0,U) + 0,(BO,V) + 0,[C(0,V + 0.U)]

+0,(CO,U) + 0.(ED.V) + 0.[F(0,V + 8.U)] (4.5)
pO2V = 8,(COU) + 0y(ED.V) + 0,[F(9,V + 0.U)]
+0.(B,U) + 9.(DO.V) + 0,[E(9,V + d.U)], (4.6)

é discretizada utilizando-se as derivadas rotacionadas, como apresentado na se¢ao

3.1}, nos pontos corretos da malha.
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As expressoes discretas em segunda ordem sao dadas, para a componente x, por

) (4.7)

|
-
-
7
(NI
|
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~——
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10 (DU + DPU)
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e, para a componente z, por

TEi 111 & z ~14-1 p 3
+Fy1, (DEV 4+ DOV) = F 0 (DPV + DEV)
+Fp1 a1 (DPV 4 DOV) — F oy (DY 4+ DY)
+Fy1 (-DPU+ DYU) = Fyy o (-DPU + DU
+Fy1 01 (=DPU + DPU) — F oy o (-DPU + DPU
—By1, 0 (DU + DU + By (DPU + DPU)
+By1 1 (DPU + DPU) = B,y ;1 (DU + DU)
~Di1 ;o (-DPV+DOV) + Dy (-DPV + DPV)
+Dii1 541 (=DPV + DPV) = Dy iy (-DPV + DOV
~Bya ;0 (DPV 4+ DOV) 4+ By (DPV 4+ DY)
+EBiy1 500 (DPV+DPIV) — B,y ;1 (DPV + DOV
~EByay1 (-DPU+ DOU) + Fy 0 (-DPU + DPU)
+ By (-DPU 4+ DPU) - B,y o (-DPU + DU
onde
Dé«l)U =Uit1-1 — Ui, Dél)U =Uit1; — Uij
DPU =Usj — Uiy o DU = Uy ji1 — Vs
DIV = U1y =Usjia, DU = Uiy — Uy
DU = Uijoy — Uiy DU = Uiy — Uiy jo
€

DYV = Vim0 — Vi
DEV = Vi = Vierjn
DYV = Vi, — Vijn
Dgl)v = Vi,j—l - Vi—l,j
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4.2 Formulacoes para tensoes

Assim como feito para a equagao da onda de velocidades, pode-se obter discretizagoes
para a equacao da onda de tensoes. A desvantagem imediata é que, em duas di-
mensoes, ao invés de 2 campos (velocidade em cada uma das diregoes) utiliza-se trés
campos (as duas componentes normais de tensao mais a componente cisalhante). No
caso tridimensional, a situagao torna-se ainda pior (3 velocidades contra 6 tensoes),
fazendo com que tais esquemas sejam, a principio, mais onerosos computacional-
mente. Entretanto, no caso actstico, pode-se obter significativa vantagem com um
esquema deste tipo, uma vez que existe somente uma componente de tensao (iden-
tificada como a pressdo actstica), independente do problema considerado ser bi ou
tridimensional.

Assim, diferente dos esquemas de campo tnico em deslocamentos (ou velocida-
des), primeiro serd apresentado o caso acustico para a formulagdo de campo unico
em tensdo, dada a especial utilidade da mesma. Os casos elasticos anisotrépicos sao
apresentados na seqiiéncia, mas sem explicitar as equagoes (o que pode ser feito sem
nenhuma dificuldade utilizando a metodologia proposta neste trabalho). Ressalta-se
que tais esquemas nao foram implementados em virtude da desvantagem descrita
acima. Mais uma vez, as equagoes sao discretizadas utilizando a malha de Viri-
eux, no caso com anisotropia até ortotrépica ou caso actstico, e utilizando a malha

rotacionada, no caso com anisotropia geral.

4.2.1 Caso acustico

Conforme dado na segao [2.4] a equacao da onda de tensoes se reduz a seguinte

expressao no caso acustico em duas dimensoes

0? 0 (10 0 (10
o =5 Gor) 2 Gt 1
onde p é a pressao actstica e kK é a médulo de compressao adiabética (médulo de
Bulk).
Para discretizar a Eq. , de forma similar ao que foi feito para o caso da onda
de velocidades, utiliza-se a malha de Virieux. Portanto, os operadores de diferencas
finitas utilizados sao os operadores de derivadas contendo propriedades, dados pela

Eq. em segunda ordem e pela em quarta ordem (secdo [3.5). Em segunda
ordem, obtém-se a seguinte expressoes discreta

At?
k+1 Pk Pkfl k k
Py —=2P+ Py = ﬁ’% [bz‘+§,j(l i1 — L

) = b1 ;(Py = PLyy)

L1 .
275’]

+ bt (P = PE) = b, 1 (P = Py (418)

17]
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onde b é o inverso da densidade, h é o espagamento da malha (Az = Az = h) e At

é o intervalo de tempo. A expressao em quarta ordem no espacgo é dada por

At? 9
k+1 k k—1
P = 2P + P = — ki { (bz‘+§,g

=RE 2 (Phay - PY) -

8

~ bty [Z (P = Pray) - 214 (Phag Pik“)])
(b, [ (R - ) - 24(13;:3] PL)]
~bi-g {2 (Phag = Phay) - 24 (Pk - 3’J)D (19
b2 (e[S (Rea = P — o (Rl P )]
)

— b1 {Z (Pfj - Pfjﬂ) - 214 (PITJJrl Pqu) )
- 214 (bi,j+§ Z(Bkgm leil ]) 214 (Plj]+3 sz] }
— bij1 {Z (Ploa = Plis) - 214 (Pl - Pi’fj—s))])}

E importante mencionar que o esquema de segunda ordem apresentado acima,
dado pela Eq. [£.18] coincide com o esquema apresentado no artigo de COHEN ¢
JOLY| (1990) (ver este esquema no apéndice @ Ja o esquema de quarta ordem, dado
pela Eq. .19] é inteiramente diferente do esquema desenvolvido no referido trabalho,
pois este forga a utilizagdo de um menor nimero de pontos (ver (apéndice @),
razao pela qual é freqiientemente designado por esquema compacto. Ja o esquema
proposto no presente trabalho é uma generalizacao natural do esquema de segunda
ordem, dado pela Eq. Acrescenta-se que o esquema de COHEN e JOLY] (1990))
apresenta estabilidade numérica inferior ao esquema proposto neste trabalho. Em
virtude disto, os autores daquele trabalho necessitam lancar mao de um parametro A
para suavizar o inverso da densidade do meio com o intuito de estabilizar o esquema.

Outra observagao importante em relagdo ao trabalho apresentado em (COHEN
e JOLY| (1990) é que em tal artigo é aplicada a extensdo para quarta ordem da
aproximagao temporal de diferengas finitas da equagao da onda actstica geral (para
velocidade e densidade varidveis) utilizando-se a formula¢ao de Lax-Wendroff. Tal
extensao é independente da aproximagao espacial discutida acima, de forma que a
mesma idéia pode ser aplicadas também no esquema proposto acima. Para maiores
detalhes sobre a aplicacao do esquema de Lax-Wendroff em geofisica, apresenta-se
uma revisao no apéndice [F] sendo apresentada na segao a aplicacao da mesma

idéia para a malha intercalada.
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4.2.2 Caso ortotrépico (ortorré6mbico)

No caso de anisotropia ortotrépica, as equacoes da onda de tensdes em duas dimen-

soes sao dadas por

02X = A0, (b0, X) + A0, (b0.T) + BO.(b0,T) + BA.(b0.Z) (4.20)
0} 7 = BO,(b0,X) + BO,(b3.T) + DO, (b0, T) + DI.(b3.Z) (4.21)
0T = FO,(b0,X) + FO,(b0.T) + E0.(b0,T) + E0.(b0.7), (4.22)
onde A, B, ... sao os elementos do tensor de elasticidade, como antes, e as compo-

nentes da tensao sao dadas por (7,4,7..,7%.) = (X, Z,T).
Como ja mencionado, as equagdes acima podem ser facilmente discretizadas
utilizando-se os mesmos operadores que antes, dados na segio [3.5] tanto em segunda

quanto em quarta ordem no espaco, considerando-se a malha de Virieux.

4.2.3 Caso geral (anisotropia qualquer)

Ja para anisotropia geral, o sistema de equacoes a ser discretizado é dado por

O'X = A0,(b0,X) + AD,(b0,T) + CO.(b0,X) + CO,(b0.T)

+C0,(b0,T) + COL(bD.Z) + BO.(b0,T) + BI.(b0.Z) (4.23)
0?7 = B0, (b0, X) + B0, (b0.T) + EJ.(b0,X) + EO.(b3.T)

+E0,(b9,T) + E0,(b0,Z) + DO, (b9, T) + DI, (b0, 7Z) (4.24)
O'T = C0,(b0,X) + CO,(b0.T) + FO, (b0, X) + FO,(b0,T)

+F0,(b0,T) + FO,(b0.Z) + E0,(b0,T) + EJ,(b.Z), (4.25)

sendo as derivadas espaciais discretizadas utilizando os operadores na malha rotaci-

onada, desenvolvidos na secao [3.5]

4.3 Equivaléncia entre esquemas de campo dnico

e campo duplo

Nesta se¢ao, sera mostrado que os esquemas de campo tnico desenvolvidos nas se¢oes
anteriores, utilizando as aproximagoes propostas, sdo numericamente equivalentes
aos esquemas de campo duplo correspondentes. Para simplificar a deducao, sera
demonstrada a equivaléncia para o caso mais simples, qual seja, o caso ortotrépico
com discretizacao de segunda ordem no espago uma vez que a generalizagdo é ime-

diata. Para tal, considere as equagoes de campo duplo discretizadas em segunda
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ordem, dadas por

U = Ul e (X, - XEy T - TH )
‘/Zi—;iJr% - ‘/zi;jJrl T b2+ J+5 Aht (Tzlj-lyj-&-f T’fj—l— T Zk 3.0+l sz—l-QJ)

sz:%lg - Xk it Az+;,jAht (Uﬁ% - U:ﬁ)
" B”%JAht (Vi Vi)

sz:%lj = sz+2,g + Dz+§,jAht (Ki—’;ﬁr2 Vfé%) (4.26)
+ Bi+§,jAht <Uz]zr+1% - Ui]f;r;>

Jlkﬁ% - T7]+1 + I ij+3 Aht (U:JJ'SEI - Ufj;)
* Fiﬂ*%Aht (V;Tﬁﬁ; - Vifﬂ;) |

Para demonstrar que estas equagoes sao equivalentes as discretizagoes em campo
unico, por exemplo em velocidades, basta substitui-se as trés dltimas equagoes nas
duas primeiras, objetivando-se eliminar as variaveis de tensao e obter-se apenas

equagoes em termos das componentes da velocidade. Fazendo-se a substituigao,

obtém-se
kt3 k=3 At (ko k-1 k-1
Ui,j — U’L,j +b1737 X74+2,] _X’L—* +T,j+1 T,]—*
At? k-1 f— f— k-1
2 2 2
bi,j B2 AZ’F%V (UZ-H,J Um > Ai—l,] (Uw UZ—173>
By, (V2 v ) =B, (ViR v 127
FBiys Virguny = Virgyoy) — Bty (Viegiy —Viegsn ) (427)
k-1 k-1 k-1 -1
2 2 2 2
+Fm+$ (UMH Ui ) Fm—% (Uw - Uw—l)
Fon (V2 —vie ) —r, (Vi v
1 - - 1 -
Tl Vit ~ Vicdgrd ) ~ M- iy — Vit
kt3 k=3 At (g k—1 k—1
Vet = Virgies Todsnt 3 T —Tign + Z+2, 1T JiL
AtQ k—1 k—1 k—1 k—L
2 2 2 2
it 7 h2 Fiijvs (UHLJ'H - Ui+1,j> —Fijes (Umﬂ — Uiy )
kt3 k+1
+Fz’+1,j+% <Vi+§,j+2 Vz+2,g+ Fi7j+% Vz’+§,j+2 Vz", +3 (4.28)

k-1 k-1 k-1
2 . Y A 2 . 2
+Di+%vj+1 <Vi+§,j+2 Vl+2,y+ > DH—%,J (Vz’+§,j+§ Vi+%,j—%

k-1 k-1 k-1 k-1
2 2 2 2
+ BH— J+1 (Ui-i-l,j-i-l - Ui,j+1> - Bi-i—%,j <Ui+1,j - Ui,j )] )

onde os termos ja foram agrupados de forma conveniente.

Como constata-se as Eq. e Eq. [4.28] ainda existem termos de tensoes nao
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eliminados. Para eliminéd-los, basta reescrever as duas primeiras equagodes de Eq.

(4.26)) para o tempo k — 1, ou seja,

At k—1 k—2
b; ; (Xz+2,j X iy JrTJ+2 Tmé> Ui, Ui j
At k—1 k—3
k—1 k-1 k=1 _ k-1 ) _ 5 2
bZ+2»J+z h <Tz+1,y+ Tz}j+% + Z+2, j+1 Zz+2,y> Uz‘+§,j+% Uz‘+é,j+§’

e substitui-las nas Eq. (4.27) e Eq. (4.2§), obtendo-se finalmente as seguintes
expressoes

2
ket -1 At k-1 k-1
Uiy ? =203 + Uy =bijoy |Airs (Ui — Uiy
k—1 k—1
2 2
—Ai1 (Ui,j - Uz’Lj)
k-1 k-1 k-1 k-1
B 1. (V. 2 =V B, .. (V. 2 =V 2
Thids Viedint ~ Virdi-d i35\ Viedg+d T Vicla-d
k-1 k— k-1 k-1
2 _ 2 2
+FLJ-F% (Um-H Ui > Fz}j—% (Um Uija
ke b e
FFy (Virgges —Viegiey) — Fums Vaglos —Vierun)| 429
2
kt3 k— At k-1 k1
Vi+%u‘+é 2V+Q7J+1 + Vz+2u+ =bit1 41 ® Firges (Uirtlrn — Ui
k—1 k—1
2 2
L1 (Ui,jﬂ — Uiy )
kg ks K+l ktd
RRATERE: <Vz’+§,j+§ V;%,H% Fogrs Virsges = Vit
k—1 k—1 k—1
2 _ _ ) ) 2 o 2
tDitm (Vz'+§,j+ V;+2,;+ > Diyy, (Vz’+§,j+; V;+;,j—;)
k—1 k—L1 k—1 k—1
2 2 2 2
+ Bir1in (Ui+1,j+1 - Ui,j+l> —Biy 1 (UiJrl,j — Ui, : (4.30)

As equacgoes obtidas sdo exatamente as mesmas equacoes obtidas anteriormente
para o esquema de campo unico para a onda de velocidades em segunda ordem de
aproximacao. Isto mostra que as duas formulagdes sdo numericamente equivalentes.

De forma semelhante, pode-se demonstrar o mesmo para o esquema de quarta or-
dem no espacgo. Equivaléncia semelhante pode ser também mostrada para o esquema
de campo unico que utiliza onda de tensoes. Para isto, inversamente, substitui-se as
duas primeiras equagoes, dadas nas Eq. , nas trés ultimas. Para os esquemas
de malha rotacionada (anisotropia geral), pode-se mostrar também a mesma equi-
valéncia. Em relagdo a equivaléncia entre as fontes, na segao ¢é discutido em
detalhes a equivaléncia da fonte entre os esquemas de campo duplo e os esquemas
de campo tinico correspondente.

Como conclusao deste tépico, chama-se a atencao para o fato de que qualquer

esquema de malha intercalada baseado em um sistema de equagoes hiperbdlico de
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primeira ordem pode ser formulado em termos de um esquema baseado na equagao
da onda de segunda ordem utilizando-se o método de obtencao dos operadores gerais
utilizado na se¢ao [3.5] Um exemplo ¢é o esquema de Yee para problemas eletromag-
néticos, que originalmente é escrito para o sistema de equagoes de primeira ordem,

mas pode ser formulado para a equagao de segunda ordem correspondente.

4.4 Esquemas de ordem superior no tempo

Como descrito por exemplo por ANNE et al.| (2000), as formulacoes de diferengas
finitas para a equacao da onda em quarta ordem no tempo apresentam problema de
instabilidade numérica. Assim, para elevar a ordem de aproximacgdo no tempo para
os operadores de diferencas finitas deve-se recorrer a esquemas especiais, tanto para a
equagao acustica da onda como para a equacao elastica. Uma alternativa para elevar
a ordem temporal das aproximagcoes ¢é através da utilizagao de esquemas conhecidos
pelo nome de seus autores (LAX e WENDROFF, [1964]). A idéia nestes esquemas é
contornar a instabilidade da aproximacgao da derivada temporal trocando os termos
de ordem elevada da expansao em série de Taylor do operador temporal por uma
expressao em termos de derivada espacial, utilizando-se a prépria equagao da onda.
Como resultado, obtém-se um esquema de quarta ordem no tempo, mas calcula o
campo no instante de tempo futuro utilizando-se apenas os campos em dois instantes
de tempo anteriores (e ndo quatro, como seria o caso de um esquema comum de
quarta ordem no tempo, se tal esquema fosse estavel). Como serd mostrado, tal
esquema pode ser aplicado com sucesso na malha intercalada. Para uma revisao dos
esquemas tipo Lax-Wendroff utilizados em geofisica, sao apresentados os esquemas
implementados para malha simples no apéndice [E]

Nesta sec¢ao, sera apresentada a extensao da idéia original para os esquemas com
malha intercaladas. Por uma questao de simplicidade, serao obtidas aproximagoes
de quarta ordem no tempo, iniciado o procedimento pelo problema actstico, para, na
seqiiéncia, abordar-se o problema elastico anisotropico geral. Entretanto, seguindo
o mesmo procedimento, é possivel obter ordens mais elevadas de aproximacao tem-

poral.

4.4.1 Formulacao acustica

E importante mencionar que o esquema aqui desenvolvido foi encontrado recente-
mente pelo autor deste trabalho, apresentado no artigo de GUSTAFSSON e WAH-
LUND|(2005)), artigo onde ha inclusive uma analise da estabilidade numérica baseada
em métodos energéticos. Entretanto, ndo foram encontrados artigos com a extensao

elastica deste esquema nem para meios isotrépicos nem para meios anisotrépicos,
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extensao esta deduzida na sec¢ao seguinte. Ha entretanto, um trabalho de congresso
que trata do tema apenas no caso isotrépico em (CRASE (1990).

Considere o problema actstico, escrito pelas seguintes equagoes

10p =
—— = 4.31
Kat—l—Vv 0 (4.31)
v =
— = 0. 4.32
pat—l—Vp 0 (4.32)

A discretizacao destas equagoes em segunda ordem no tempo e segunda ou quarta
ordem no espaco ¢ dada no apéndice@ (seg&o, sendo utilizada malha intercalada
de Virieux. Para elevar a ordem da aproximacao temporal, da mesma forma que
é feito no caso dos esquemas de malha simples (ver apéndice , considera-se a
expansao em série de Taylor até quarta ordem do operador de derivada primeira

temporal, de modo a obter-se

ap k+1/27pk+1_pk Atg agp k+1/2 A
(&s) v el e +O(A). (4.33)

Por outro lado, derivando a Eq. (4.31]) no tempo e utilizando a Eq. (4.32)), obtém-se

o ) . -9 = [Vp
52 a(—liv.v) = —rV.— =kV. () )

Derivando novamente este resultado, segue que

Pp 0| = (Vp - [1= (Op

Utilizando por fim a Eq. (4.31), obtém-se

° L1, -

Substituindo na Eq. (4.33]), chega-se finalmente a

ap k+1/2 pk+1 . pk kA2 - 1o . k+1/2 ,
°L = = i Ath. 4.
(&) v pv(va) + O(AtY) (4.35)

Procedendo-se de forma analoga pode ser feito para obter o termo em ¥, tem-se

o k 1—)»k+1/2 . 17k71/2 AtZ . . 1 - k .

que
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Com isto, as equagoes modificadas sao escritas como

o = EAP -
o = VI V. lpv (rV. v)] (4.37)
ov 1= AP = (1=

onde os termos de correcao T e Ty, responsaveis pelo acréscimo da ordem temporal,

sao dados por

/{At2 - - -

T=" V. [ V (kV. v)] (4.39)
JAN A I >

T, = 24pV [/{V. (pr)] . (4.40)

E importante mencionar que as equacdes modificadas devem ser discretizadas em
segunda ordem para a derivada temporal, em quarta para o operador espacial origi-
nal e apenas em segunda ordem para o termo de corre¢do, para obter um esquema
de quarta ordem no espago e no tempo. A razao pela qual somente é necessario
discretizar os temos de correcao em segunda ordem se deve ao fato destes termos
possuirem a grandeza At? multiplicada. As discretizacoes dos termos de correcao
sao deduzidas no apéndice , para o caso 2D implementado.

As expressoes deduzidas acima sao validas quando nao ha fontes. No caso da
existéncia de fonte de injecao de matéria por exemplo, como é o caso da aquisi¢oes
maritimas usando airgum, a Eq. deve ser reescrita como
PPy

1 8p B

de forma que as equagdes modificadas sao alteradas para

0 =
8%‘? = kNG —T, +TF (4.42)
ov 1o
— = ——Vp-To+ T/, 4.43
ot P p 2+ 1y ( )

sendo os termos de corre¢ao adicionais em virtude da fonte dados por

= O*F
OF
F f— J—
T, = AV < 9 ) (4.45)

sendo aplicados, evidentemente, apenas durante o intervalo de tempo em que a fonte

é diferente de zero e nas posi¢oes com fontes prescritas.
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4.4.2 Formulagao elastica geral

O mesmo método seré aplicado agora para o caso elastico geral, dado pelas Eq. (2.17))
e Eq. (2.18)

p@tvi—ﬁjTij =0 (446)
8t7'ij—cijk18wk = 0. (447)

Primeiro, considere a seguinte expansao em série de Taylor dada por

k+1 _ _k

Ti; T At
Ot = S = SR o(art). (4.48)

Derivando a Eq. (4.47)) e utilizando a Eq. (4.46|), chega-se a
1

OF1ij = 04(0ymij) = Os(CijOivr) = CijnO0ivy = CijuiO) [pamTkm] : (4.49)

Derivando novamente o resultado, obtém-se finalmente a seguinte equagao
3 1 1
at Tij = Cijklal ;amatTkm = Cijklal ;am (Ckmpnan’Up) ) (4-50)

onde foi mais uma vez utilizada a Eq. (4.47). Substituindo-se a expressao obtida
na expansao em série de Taylor, chega-se a equagao modificada correspondente.

Realizando calculos semelhantes para a outra equacdo, encontra-se o seguinte

sistema de equagoes modificadas

At? 1
atTij - Cijklalvk - ﬂcijklal Eam (Ckmpnanvp) =0 (4-51)
At? 1
patvi — ajTij — ﬂaj [Cijklal (pakap>] = 0 (452)

Tais equacoes sao validas para o caso geral de meios anisotropicos e heterogéneos
e, como antes, correspondem a um esquema de diferencas finitas de quarta ordem
no espago e no tempo, uma vez que se discretizem as derivadas espaciais em quarta
ordem e as temporais em segunda ordem. Assim, os termos tradicionais sao discre-
tizados utilizando os esquemas vistos anteriormente, havendo necessidade de discre-
tizar apenas os termos adicionais, chamados de termos de corre¢ao. Para discretizar
os termos de correcao basta utilizar aproximagoes de segunda ordem, pois 0 mesmo
argumento dado no caso actstico permanece véalido. No Apéndice [F]sao deduzidas as
expressoes 2D para a discretizagao destes termos no caso isotrépico. A dedugao para
0 caso anisotropico, embora trabalhosa, nao apresenta maiores dificuldades. Além

disso, como no caso acustico, a inclusao da fonte leva a novos termos de correcao.
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4.5 Aplicacao da fonte sismica

Nesta secao, serao discutidas questoes acerca da fonte sismica, no que se refere a
discretizacao. No primeiro tépico, serda abordado o tema da taxa de amostragem
temporal e o Teorema da Amostragem. No segundo topico, aborda-se como discre-
tizar a expressao da fonte sismica nos esquemas numéricos de campo inico para que
o efeito seja idéntico ao efeito da aplicagdo da fonte no esquema de campo duplo

correspondente.

4.5.1 Amostragem da fonte

Quando se trabalha com modelos discretos para representar o continuo, existem
certas condicoes que a fonte sismica deve satisfazer para que a mesma seja uma
boa representacao do sinal original. Neste sentido, o Teorema da Amostragem for-
nece um importante resultado. Para amostrar uma fungao com intervalo de tempo
de amostragem t,, apenas serd possivel representar a funcao corretamente até a
freqiiéncia fjp; maxima (YILMAZ, 2001a)), também conhecida como freqiiéncia de

Nyquist, dada por

_ 1
s

Assim, para representar uma fonte sismica de freqiéncia de corte dada, por exemplo,

Y (4.53)

por feorte = 125Hz, o intervalo de tempo méaximo de amostragem que devera ser

utilizado é
1 1

_ s 4.54
20fy 250 (4.54)

ta

4.5.2 Expressoes discretas

Considerando-se uma fonte sismica com um determinado efeito fisico, a aplicacao
da fonte sismica no esquema numeérico deve ser feita de forma criteriosa para que
se obtenha o efeito fisico desejado. Dois aspectos principais devem ser observados,
quais sejam (a) a expressao da fonte na equagao diferencial considerada (termo nao
homogéneo) e (b) a discretizagao desta expressao.

Em relagao ao tépico (a), a questdo foi discutida em detalhes na secao m
Por exemplo, considere um problema actistico em que se injeta massa ¢y dada pela
funcao gaussiana, com densidade de forga externa f nula. Na equacao da onda de
pressao, o termo fonte aparece como a derivada segunda de iy em relagdo ao tempo
multiplicado pela constante de compressao adiabatica. J& no sistema de primeira
ordem em pressao e velocidade, o termo fonte aparece como a derivada primeira de
1y em relagdo ao tempo também multiplicada pela constante de compressao adia-

batica k. Portanto, para ter o mesmo efeito fisico de injecao de massa, a principio,
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é necessario considerar a expressao dada pela derivada segunda da gaussiana, no
primeiro caso, e pela derivada primeira no segundo caso. Sao apresentadas todas as
expressoes “analiticas” da fonte para cada uma das equacgoes diferenciais tratadas
neste trabalho, na Tab. (pagina do capitulo [2| de teoria.

Em relagdo ao topico (b), ou seja de discretizacdo da expressao da fonte, o
problema pode ser dividido em dois novamente. A primeira parte é relativa a dis-
cretizacdo da fonte quando ha derivadas espaciais do termo fonte no esquema de
campo tnico (como ocorre na onda de velocidade) e a segunda é referente as discre-
tizagOes das derivadas temporais. De forma geral, a discretizacao da fonte ira diferir
de acordo com a equacao diferencial discretizada e de acordo com o esquema nu-
mérico adotado. Na verdade, para que um esquema de campo duplo e um esquema
de campo tUnico sejam inteiramente equivalentes é necessario utilizar a mesma ex-
pressao analitica para a fonte nos dois esquemas e, em caso de derivadas extras,
espaciais ou temporais, toma-las numericamente na malha considerada utilizando
os operadores adequados.

Para tornar claro este ponto, considere o mesmo exemplo mencionado no inicio

desta secao. A equacao diferencial da onda de velocidades neste caso é dada por

PU - (o (oU ov\]\ _ ,0(kdhiv)
PV (o[ (oU av\]\ _ Okdyiv)

onde b é o inverso da densidade. Para que a fonte tenha exatamente o mesmo efeito
da fonte de campo duplo do esquema correspondente (dado no apéndice @ ,
o esquema de campo unico em segunda ordem de aproximacao deve ser discretizado,
levando em conta o termo fonte, na malha intercalada da forma usual, resultado em

_3 At? _1 _1
UkJr2 - 2U U = b [’fzur;,j (Ui’:-l?j - Uy 2)

,J »J h2

vk—l Vk—l v _1 vk_;
+K, 1 e -V 2 — K, 1 2=V 2
7,—‘,-57] l+%7]+% Z+%7]_% 1_5’] _%7]"_% 7’_%7]_%

2 1 1
—b--At (Kis 81 — Ky_1 ;061 s
W t V1+1 -0y 1)
2
ket g At k-1 k1
Vietins ~ 2‘/;+2,a+§ + Vz+2,y+ = birtiri g Rz |t Vietges = Vinaa

k—L1 k—1
— K . 2 — 2
Ritd <Vz‘+§,j+; Vﬂ;n—;)
k

1 1 1 1
1 k-1 k-1 k-1
2 2 2 2
TRl (Ui+1,j+1 - Ui,j+1) — Ritl; (Ui+1,j —U;; >

At? O k—1 Y 1
T (“i+%,j+1 tlvitljrn — Fitd tlvl+2,J)

—bij
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onde atz'vﬁ ; ¢ a fungao dada pela derivada da gaussiana amostradada no tempo k
aplicada no ponto 4,7 da malha. Repare que o termo fonte no esquema de campo
duplo correspondente é dado também por ;i (sendo utilizada uma amostragem da
derivada primeira da gaussiana analitica), de forma que, na expressao acima, deve-se
utilizar a mesma expressao analitica. Observa-se ainda que as equagoes acima sao um
caso particular do esquema apresentado nas Eq. e Eq. , com os elementos
do tensor de elasticidade dados por A = B =D =k e F = ¢55 = 0, ou seja, no caso
acustico. A fonte foi discretizada com o operador simples de derivada primeira de
segunda ordem (dado segdo , tendo sido discretizada no ponto correto tanto em
espago, como no tempo. Pelas expressoes discretas mostradas acima, vé-se que a
fonte necessita ser considerada nos pontos intercalados i +1/2,j (ou seja, nos pontos
referentes a p da malha intercalada), e que sua area de influéncia nao se restringe
a um unico ponto, mesmo no caso de fonte pontual. Assim, a fonte, aplicada no
ponto ip + 1/2,jr, tem influéncia no ponto imediatamente a direita em ip + 1,jp €
a esquerda em ip,jr, na componente x da velocidade, e imediatamente abaixo em
ir+1/2,jp+1/2 e acima ip + 1/2,jr — 1/2, na componente z da velocidade, como
mostra a Fig. . No caso de aproximagcao de quarta ordem, é necessario utilizar
mais quatro pontos, como mostra a Fig. , como pode ser facilmente verificado

discretizando a fonte com o operador de quarta ordem.

T

(a) Segunda ordem. (b) Quarta ordem.

Figura 4.1: Pontos sob a influéncia da fonte para o esquema actistico em pressao na
malha de Virieux, sendo os circulos relativos a U e os quadrados relativos a V. A
posicao de aplicacao da fonte é dada pelos xis.

Em relacao ao esquema de campo tunico para a equacao da onda de pressao,
deve-se tomar a mesma precaucao. Na equacao diferencial da onda de pressao, o
termo fonte aparece como 0%iy. Entretanto, para que os efeitos da aplicacdo da
fonte sejam iguais, ao invés de utilizar a expressao analitica desta derivada segunda,
deve-se utilizar a mesma expressao analitica utilizada no esquema de campo duplo
(Oyiy) e deriva-la mais uma vez através do operador de diferenga central no tempo.

Como isto, pode-se mostrar que o efeito da fonte é o mesmo.
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4.6 Condicoes de contorno e amortecimento

Em aplicacoes geofisicas, o meio considerado ¢, na maioria das vezes, semi-infinito,
ou seja, a onda gerada pela fonte encontra uma regiao praticamente ilimitada (por
toda a Terra) para se propagar estando restrita somente pela superficie da Terra. Por
outro lado, quando se utiliza um método numérico de de discretizagao de dominio
para modelar tal fendmeno, ha a necessidade de considerar apenas um dominio
finito. Assim, em uma modelagem sismica computacional, considera-se a regiao de
interesse, truncando-se o dominio fisico real, de forma que é necessario utilizar-se
condigoes de contorno especiais (e, diga-se de passagem, artificiais) com o intuito
de simular o meio infinito. Ou seja, ao utilizar estas condicoes artificiais, deseja-se
que a onda incidente passe através das bordas sem gerar reflexdo. Como se sabe,
a aplicacao de condigoes de contorno naturais ou essenciais leva a reflexdes bem
acentuadas (toda a energia é refletida). Outra condi¢ao de contorno que necessita
ser utilizada é a condi¢do de contorno para a superficie, como seréa discutido.

As condigoes especiais para simular os meios infinitos sdo chamadas de condig¢oes
de contorno nao reflexivas (CCNR) ou condigoes de contorno absorsoras. Além
das CCNR, outro recurso utilizado sdo as chamadas camadas de amortecimento,
que serao apresentadas no proximo topico. Uma CCNR ideal seria uma na qual
nao houvesse nenhuma reflexao nas bordas artificiais do modelo computacional, tal
qual ocorre no problemas idealizado. Entretanto, esta é uma area de pesquisa em
aberto, nao existindo, até o momento, uma condi¢ao de contorno que satisfaga 100
% a exigéncia de reflexdo zero. Mas, algumas solu¢oes tém sido propostas com o
intuito de minimizar a reflexao através das bordas ficticias. Em relagao a condigao
de contorno aplicada na superficie, sera utilizada sempre a condicdo de contorno
essencial (de Dirichlet), ou seja, com pressao prescrita, dada por p = 0, no caso
acustico, e tensao 7;; = 0, no caso elastico.

No presente trabalho, é utilizada uma CCNR proposta por REYNOLDS) (1978)),
baseada na equagao one-way da onda acustica. Assim, se aplica uma decomposi¢ao

da equacao da onda unidimensional nas bordas, isto é,
d*>p 10% d 10 d 10
[ =2 p=0 4.57
dx? ¢ Ot? ar e ot) \de cot )P T (457)

onde o primeiro termo da decomposicao representa a onda se propagando para a
direita e a segunda parte, a onda se propagando para a esquerda. O Método con-
siste, entao, em utilizar como condi¢ao de contorno apenas a parcela de propagagao

associada a onda que sai do modelo. Neste sentido, na borda esquerda do modelo
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considera-se a seguinte condicao de contorno

@_18}7

priaieve (4.58)
referente a propagacao da onda da direita para a esquerda. Com isto, o coeficientes
de reflexdo vai a zero nesta borda, como discutido no referido artigo (no caso de
incidéncia normal). A expressao acima pode ser discretizada usando diferenga cen-
tral e considerando-se pontos ficticios a esquerda do modelo. Outra possibilidade ¢é
utilizar, como foi feito neste trabalho, uma expressao em diferenga progressiva, isto
é, considerando os préprios pontos i do contorno um ponto i + 1 a direita. Assim,
a expressao utilizada para esta borda foi

— ok k k
Pij =PijTCx, (pm,j - pi,j) : (4.59)

Expressoes semelhantes podem ser deduzidas para as demais bordas. Na Fig. 4.2(a)|
¢ exemplificado o efeito da aplicacao da CCNR de Reynolds para uma modela-
gem acustica. No caso elastico isotropico, pode-se extender a idéia de Reynolds
aplicando-se expressoes semelhantes para as componentes normais da tensoes elas-
tica, sendo o resultado satisfatério. Ja para o caso anisotropico geral, a extensao
nao é nada trivial, uma vez que a velocidade varia com a dire¢ao do raio.

Como foi mencionado, outras estratégias utilizadas para atenuar as reflexoes in-
desejadas nas bordas do modelo constituem-se em aplicacao de camadas de absorcao
como é o caso das camadas de amortecimento propostas em (CERJAN et al.| (1985)),
que, pode-se dizer, constituem-se no método mais simples de aplicacao de camadas
absorsoras. Outro métodos muito popular é denominado Perfectly Matched Layers
(PML), proposto originalmente em BERENGER| (1994)) para problemas de eletro-
dindmica. Muitos trabalhos tém sido propostos nesta linha de PML, fazendo desta
area uma das mais ativas da atualidade. No presente trabalho, quando possivel,
foram utilizadas camadas de amortecimento propostas em |CERJAN et al.| (1985).
Esta zona de amortecimento é criada nos pontos préximos a borda do modelo. Em
tais pontos o campo é multiplicado por um fator de decaimento exponencial ponto a
ponto, o que reduz gradativamente a amplitude da onda ao se aproximar da borda
do modelo, onde, por fim, ¢ aplicada a CCNR de Reynolds. Na Fig. abaixo, é
apresentada uma modelagem actstica para um meio de trés camadas homogéneas,
onde se mostra o efeito combinado da aplicagao de camadas de amortecimento com
a CCNR (Fig. em comparagao com a aplicagao isolada da CCNR (Fig.
4.2(b)|). Pode-se ver, que as reflexdes nas bordas nao sao mais visiveis, uma vez que
apresentam amplitude consideravelmente menor que as demais amplitudes presentes,

demonstrando a eficiéncia do método.
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Figura 4.2: Modelagem actustica mostrando efeito da aplicacao da CCNR e camadas
de amortecimento aplicadas nas bordas (menos na superficie). Aplica-se em (a) as
CCNR de Reynolds e em (b) as camadas de amortecimento mais CCNR de Reynolds.

Infelizmente a aplicagao de camadas de amortecimento de Cerjan, ou mesmo a
utilizagao de PML, pode levar a solugoes que apresentem instabilidades
et all [2003). No artigo citado, a autora mostra as condi¢des para estabilidade no
caso ortotropico. Enfatiza-se que o tema de condi¢oes de contorno nao reflexivas e
camadas de absor¢ao nao é o foco deste trabalho, de forma que reporta-se a vasta
bibliografia existente para maiores aprofundamentos e solugoes mais efetivas para o
caso anisotrépico, como por exemplo em APPELO e KREISS| (2006).

4.7 Estabilidade e dispersao numeéricas

4.7.1 Estabilidade numérica

Neste topico, serd tratado o tema da estabilidade e dispersao numérica dos esque-
mas propostos. Anélises completas deste tipo no caso de esquemas heterogéneos e
anisotropicos constituem-se em um problema em aberto que foge ao escopo deste
trabalho. Desta forma, a estabilidade numérica dos esquemas apresentada aqui sera,
conforme a maior parte da literatura sobre o tema, utilizando apenas resultados de
estabilidade provenientes da teoria de estabilidade de von Neumann (VONNEU-
MANN e RICHTMYER| [1950). Sabe-se que a teoria de von Neumann nao é valida

para meios heterogéneos e anisotropicos em geral, mas os resultados provenientes

dela constituem-se em um ponto de partida valioso, utilizado por diversos autores.
Como foi mostrado na segao .3 os esquemas de campo tnico sdo equivalentes

aos esquemas de campo duplo correspondentes. Desta forma, tais esquemas pos-
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suem as mesmas propriedades de estabilidade e dispersao numérica. Primeiro, sera
discutida a estabilidade apenas para os esquemas de segunda ordem de aproximagao
no tempo, sendo deixada para depois algumas consideracoes sobre os esquemas de
quarta ordem.

A andlise de von Neumann (para um meio infinito e homogéneo) para o caso
isotropico fornece os seguintes resultados de estabilidade para a malha intercalada

padrao de Virieux com aproximagao de segunda ordem no espago (VIRIEUX] |1986)

At 1

< 4:60
Cp = \/§7 ( )
em meios bidimensionais, (§
C .
P h — \/37

em meios tridimensionais, onde cp é a velocidade de propagacao da onda P. Para
aproximagao de quarta ordem no espago (LEVANDER; [1988), tem—seE],

At < 1 1 6 1 (4.62)
cp— < ——————— = —— .
"h T 2(9/8+1/24)  T4/2
em meios bidimensionais, e
At 1 1 6 1
(4.63)

TS VA1) TV

em meios tridimensionais. De forma geral, o critério de estabilidade de esquemas
que utilizam a malha de Virieux, em qualquer (2n)-ésima ordem de aproximagao
espacial, pode ser escrito como (SAENGER et al., [2000)

CPAht < (ﬁid) _1, (4.64)

onde N ¢ a dimensao do espago e d; sao os coeficientes da aproximagao espacial de
diferengas finitas, que no caso do operador de Levander sdo d; = 9/8 e dy = 1/24,
como mostra a Eq. (3.6)).

Como comparacao com os esquemas propostos, baseados na malha de Virieux
e na malha rotacionada, apresenta-se a seguir o resultado de estabilidade para o
esquema de Kelly (KELLY et al), [1976)). Tal esquema (apéndice @ discretiza a
equacao da onda de deslocamentos utilizando uma malha simples, possuindo o se-

guinte critério de estabilidade

At 1
4.65
h ( )

< 7,
Vb4 %

'h4 um erro tipografico na expressdo do artigo original, Eq. (7)
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onde cg ¢é a velocidade de propagacao da onda S. Repare que tal critério é menos
restritivo que o critério para a malha de Virieux, uma vez que cg < cp. Entre-
tanto, como sera visto no capitulo o[ de exemplos, tal esquema apresenta problemas
na aplicagdo da fonte pontual explosiva, gerando uma onda S numérica nao fisica
para todos os materiais. Além disso, no esquema de Kelly a relacao de dispersao
é altamente dependente da razao de Poisson, de forma que suas respostas se tor-
nam muito ruins para quando este parametro de aproxima de v = 0,5, tornando o
esquema muito mais restritivo que aqueles que utilizam a malha de Virieux. Por
exemplo, em meios actsticos (como a dgua), que possuem mddulo de cisalhamento
p = 0, o pardmetro de Poison é v = 0,5 (ver apéndice , de forma que o es-
quema apresenta uma resposta fortemente dispersiva (como mostrado no capitulo
de exemplos).

Agora sera visto o caso da malha rotacionada, a segunda malha utilizada neste
trabalho. A andlise de von Neumann neste caso leva ao seguinte resultado (SAEN-
GER et al., 2000])

N
CPAht < <Z di) ; (4.66)
i=1

valido para meios bi- ou tri-dimensionais.

E importante observar que, para meios heterogéneos e nao infinitos, a anélise de
von Neumann nao ¢ mais valida. Nesta caso a analise de estabilidade torna-se muito
complexa, uma vez que passam a existir diversos modos de onda (como por exemplo
ondas de Rayleigh). No trabalho de HANEY] (2007)), é proposta a generalizacao da
analise de von Neumann para meios heterogéneos aplicada ao caso acustico. Estas
analises fogem ao escopo deste trabalho e, para maiores informagoes, deve-se recorrer
diretamente a literatura especializada. Embora nem sempre seja verdade, é razoavel
considerar-se que valem os critérios de estabilidade dados acima, considerando-se
ponto a ponto as propriedades do modelo. Neste sentido, definem-se os problemas
dos coeficientes congelados (do inglés frozen coefficient problems) como aqueles em
que as propriedades do modelo sao consideradas constantes e iguais a cada um dos
valores das propriedades presentes no modelo em questao. Assim, se cada problema
de coeficiente congelado é estavel, o problema de coeficientes variaveis é também
estavel (STRIKWERDA| 2004). Portanto, basta verificar o critério de estabilidade
para a velocidade de onda P da camada com maior velocidade para garantir a
estabilidade em todo o modelo.

Para os casos de modelagens com anisotropia, como chamou a atencao (CRASE
(1990), nao sao encontradas analises de estabilidade na literatura. Um excecao é o
trabalho de VERES (2010)), onde é empreendida uma andlise de estabilidade tipo
von Neumann para o esquema ortotrépico na malha de Virieux. Entretanto, é co-

mum empregar-se os critérios de estabilidade dados acima, considerando-se a maior
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velocidade presente no modelo, como é feito por exemplo no trabalho de FARIA
e STOFFA| (1994). Assim, por exemplo, no caso de meios com isotropia vertical
transversa (VTI), geralmente as maiores velocidades se verificam na dire¢ao hori-
zontal, de forma que deve-se utilizar no critério de estabilidade a velocidade da onda
quase-P na dire¢ao horizontal da camada de maior velocidade. Para esquemas de
ordens superiores que utilizam a malha de Virieux, CRASE (1990), em um trabalho
de congresso, realiza uma analise de estabilidade tipo von Neumann. |GUSTAFS-
SON e WAHLUND) (2005) realiza uma andlise de estabilidade baseada no método
energético para o caso acustico. Estas analises nao serao reproduzidas aqui, devendo

ser buscadas diretamente nas fontes.

4.7.2 dispersao numérica

Em relagdo as propriedades de dispersao numérica (apéndice dos esquemas es-
quemas propostos, cabem apenas algumas observacoes rapidas. O interesse aqui
nao ¢é investigar o assunto em profundidade, mas apenas estabelecer critérios sim-
ples para que os resultados das modelagens numéricas sejam acurados, seguindo a
mesma idéia discutida no apéndice [C] (se¢do [C.4)).

Dada a igualdade dos esquemas de campo unico e de campo duplo em cada
uma das malha utilizadas neste trabalho, é evidente que as relagoes de dispersao
destes esquemas serao as mesmas. Tais relagoes nao serao escritas explicitamente
aqui, pois se esta interessado apenas em saber por exemplo qual o nimero de pontos
suficiente para evitar o problema de dispersao numérica nos esquemas propostos.
Neste sentido, é importante ressaltar apenas que os esquemas na malha rotacionada
apresentam relagao de dispersao rotacionada na direcao diagonal das células da
malha e amplificada de um fator y/n, onde n é a dimensao do espaco (SAENGER!
et al., |2000). Com isto, as dire¢oes de méaxima dispers@o numérica se encontram
rotacionadas também. Claro que isto se deve ao fato das discretizagoes serem feitas
na dire¢ao diagonal na malha intercalada rotacionada, sendo esta dire¢ao /n maior
que o espacamento da malha. Para solucionar a maior dispersividade dos esquemas
rotacionados, obtendo-se assim, solugoes com o mesmo grau de dispersao numérica
que os esquemas na malha de Virieux, deve-se reduzir, portanto, o espacamento da

malha por um fator \/n.

4.8 Armazenamento e custo computacionais

E importante comparar o custo computacional e quantidade de memoéria necessa-
ria para a implementacao de cada esquema proposto para, assim, melhor avaliar

a viabilidade de sua utilizacao em uma determinada situagao pratica. Entretanto,
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uma avaliagao completa do tempo de processamento de cada formulagao, envolvendo
questoes de otimizacdo computacional, foge ao escopo deste trabalho. O que sera
feito nesta secao é comparar o nimero de operacoes de ponto flutuante e endere-
camentos indiretos em cada um dos esquemas implementados, englobando todos os
esquemas da Tab. [£.1] como foram programados nas rotinas desenvolvidas.

Enfatiza-se que nenhuma otimizacgao das formulagoes é feita, nos resultados apre-
sentados na Tab [4.1] tendo sido contadas as operagoes diretamente nas rotinas dos
operadores. Neste sentido, é importante mencionar que devido a heterogeneidade
da programacao dos diferentes operadores, nem sempre os resultado apresentados
refletem com exatiddao o custo de cada operador. Por exemplo, um simples reagru-
pamento e reutilizacdo de termos ja faz com que o nimero de operacoes e acessos
indiretos se reduzam, tornando os esquemas mais rapidos. Entretanto, enfatiza-se
que tal trabalho nao foi realizado de forma homogénea nas rotinas desenvolvidas
neste trabalho.

Como exemplo de um trabalho simples que pode ser utilizado para melhorar o
desempenho dos operadores implementados, considere o esquema tradicional para

equagao acustica da onda (apéndice @, escrito como

k+1 k k—1 2 k k k k
pzj— = 2pz’,j —Pi; * 6Ci,j {16(1%'—1,]' + Pit1j T Dij1 +pz‘,j+1)

—6017% - p§+2,j - pf—z,j - pi‘ij+2 - pﬁj—Q] (4.67)
onde ¢ é dado por
At?
0= 4.
12h2 (4.68)

e c? é o quadrado da velocidade do meio, sendo ambos calculados fora do loop uma

tnica vez. Conta-se, entdao, o nimero de operagoes de soma (ou subtragio), produto
(ou divisao) e o nimero total de operagoes (floating point operation ou flops), além
do niimero de vezes que um vetor é acessado na meméria (enderegamento indireto
- EI). Em relagao ao EI, chama-se a atengao para o fato de que este nimero deve
ser verificado baseado no stencil do esquema e nao no nimero de vezes em que
cada ponto do stencil aparece nas equagoes discretas, uma vez que pode-se definir
variaveis locais para cada ponto nas primeiras linhas do loop. Além disso, contas que
sao realizadas mais de uma vez podem igualmente ser definidas no inicio, otimizando

assim o nimero de operacoes realizadas.
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Tabela 4.1: Esquemas implementados e ntimero de operagoes requeridas no caso bidimensional (2D). Np é o ntimero de produtos, Ns é o
numero de somas, flops é o nimero total de operagoes de ponto flutuante; a quantidade de memoéria utilizada por nimero de pontos da
malha ¢é separada na memoria M C' utilizada para os campos de onda, M P para as propriedades do meio e M'T" para a quantidade total;
e EI é o nimero de enderecamentos indiretos necessarios.

Esquema ordem Np Ns Ntot MC MP MT EI
2E2T 4 6 10 2 1 3 9

Onda acustica classica 42T 7 10 15 2 1 3 12
4E4AT 13 24 35 2 1 3 16

Onda actstica het. suav. (Cohen) 4E2T 38 45 83 2 2 4 50
2E2T 6 8 14 3 2 5 17

Campo duplo actstico 4E2T 11 16 26 3 2 5) 25

4EAT 98 98 196 3 2 5 100

Esquema de Kelly 2E2T 46 50 96 4 3 7 72
L 22T 17 27 41 5 5 10 44

Campo duplo elastico VIR AE2T 39 45 34 5 5 10 64
Campo duplo elastico ROT 2E2T 16 34 50 5) 7 12 43
Campo tnico acustico 2E2T 114 25 2 2 4 20
4E2T 35 42 77 2 2 4 62

(p constante) 4E2T 11 14 25 2 1 3 16
Campo tnico elastico VIR 2E2T 52 28 80 4 5) 9 70

Campo tnico elastico ROT 2E2T 64 94 158 4 7 11 102




Por exemplo, considere o esquema de Virieux para o caso ortotropico escrito de

forma direta

Uf;‘r% - Ufj_% + vaAh (sz+ — X+ T _Tfj—%)
1 A
Vilf%%ﬂ% - ‘/ZiQTJ+1+bZ+2’J+2 ht (Tz]ilﬁ— T’fg+ +sz+2,]+1 sz+2,y)
Xt = Xy Ay, (08 - )
2 )
A 1
25, = 2yt D (Ve Vi)
* Bz’+§,jAht (Uk:l% - Ukﬁ)
jlkﬁ% - T7J+1 + F7]+ Aht (U:JJ'SEI - Ufj%)
R (VR L)

Escrito desta forma, serao contados o nimero de operacoes e de enderecamentos
indiretos utilizados. Para cada equacgao em velocidade, sao utilizadas 4 somas e 2
produtos, além de 7 enderegamentos indiretos (EI), totalizando 8 somas, 4 produtos
e 14 EI nas duas primeiras equagoes. Para cada uma das equagoes em tensoes,
obtém-se 4 somas, 4 produtos e 8 EI, totalizando 12 somas, 12 produtos e 24 EI
para as 3 ultimas equacoes. Portanto o total para as 5 equagoes é de 20 somas,
16 produtos e 38 EI. Por outro lado, a meméria requerida para este esquema, uma
vez que necessita-se armazenar os campos apenas em um instante de tempo para a
marcha no tempo, é de 5 campos (2 velocidades e 3 tensoes) e mais 5 propriedades
(4 delas referentes ao tensor de elasticidade e 1 referente a densidade), totalizando
em 10 o nimero de campos e propriedades necessarias. Isto significa uma memoria
requerida de 10N (onde N é o ntmero de pontos da malha vezes 4 bytes, para
precisao simples, ou vezes 8, para precisao dupla).

Reescrevendo entao as equagoes discretas dadas acima, segundo os critérios de

reagrupamento e otimizagao discutidos, tem-se

1
vo = U

k+3
Vo = Vi1
DU = UM -0

1 1

DV = VP -Vir
o = Tfj+é
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U:;‘L% = Ufj_% + i JAh (sz+ J Xk 3 + 10— Tk %)
‘/ilj-g%j-f'é - Vj—:;# 1541 Aht (Tzlil,J+ —T0+ 2, +gd+ T Zlkﬂd)
szjély - Xik+%7j + Aht (A”%JDU + BH%’J'DV)
T = Ty R (O U0 vo V).

Contando-se as operacoes, obtém-se um total de 18 somas, 14 produtos e 32 EI.
Assim, os resultados para todos os esquemas implementados neste trabalho, escritos
com simplificagoes como as mostradas para o exemplo acima, sao mostrados na Tab.

A1l

Da mesma forma, o esquema de campo Unico correspondente, dado por

2
k+} k-2 Al k-1 k—1
UL 2Ul U =bijoy [Airs (Vin — Uiy
k—1 k-1
2
—A; 1 (Uu - Uz’Lj)
k—L k—1 k—1
B.,i.|V 2 - B, Vo2 -V
g Viedges ~ =303 T3

k—1 _1 k—1 k—1
2 _ 2 _ 2 _ 2
. <Vi+é’j+é v > Fis (VH;J- Vi )}

1 1 1
J T3 =503
2
k+1 k-1 k-3 At k-1 k—1
‘/i—l—%,j—i-; a 2‘/i+%,j+% T ‘/z'-i-%,j-f—% - bi+%,j+% B2 Fi+1,j+§ Uit = Uigr))

k—1 k—L1
2 2
_F,J+ (Ui,jﬂ o Ui,j )

k-1 k—1 k—1 k—1
2 2 _ 2
+Fi+1’ﬂ'+% <Vi+§,a+§ v §J+§) FWJF% <V+2, +3 V*%]‘F%
k—1 k—1 _1 k—1
2 2 2 . 2
tDi1 <V+§,j+§ V +15+ §> Divy; (VH;,H; Vz+§,15)
k—1 k-1 k-2
. 2 2
+ Biti (Uz-i-l J+1 U,g+1> Bii1j <Ui+1] Ui ] ;

pode ser escrito da seguinte forma

BlzBH%J ; F1:Fi7j+%
k—2 _ k—1 _ k—1 ) k—1
Ul = Uzg ) U2="U: g+ U3 = UH—Lj ) Ud = Ui,j-i—l
g1 1 E—1 _1
VI=Vihos V2=V s V3=V VA=V
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k+d k-3 At? K1
ULyt =201+ U = by Ay, (U3 - U1 = Ay (U1 - U5
+BL(V1-V2)—B,_, (V3 V4)
FFLUA-UL+V1=V3) = F, Ly (U1- U5+ v2 - va)]
ket 1 k-3 At? k-1
VA VIV L by S [P (V2034 Vi, - 1)
_1
~FL(U4-UL+V1-V3)+ Dy (vﬁéfj+g - v1> ~ Dy, (V1-V2)
+ Byy1 4 (U2 = U4) = BL(U3 = U1)].

Desta forma, tal esquema apresenta o numero total de 34 somas, 18 produtos e 38
EI Isto significa 30 % a mais de operagoes que o esquema de campo duplo corres-
pondente e 20 % a mais de enderecamentos indiretos. Entretanto, uma vantagem
do esquema de campo tnico é que a memoria requerida para o armazenamento dos
campos de propagacao se reduz. Para tal esquema, pode-se verificar que é neces-
sario armazenar 1 campo a menos, ou seja, 4 campos de velocidade (2 para cada
componente), uma vez que tal esquema necessita armazenar 2 instantes de tempo

para a marcha. Em trés dimensoes esta diferencas aumenta ainda mais.

4.9 Aspectos importantes para a comparacao en-

tre os esquemas

Neste trabalho, para comparar os diferentes esquemas numéricos, foram tomadas al-
gumas precaucoes importantes. Tanto nos esquemas com malha intercalada quanto
nos esquemas com malha simples, além da correta aplicagao da fonte actustica (como
descrito na se¢ao[L.5)), é necessario utilizar a mesma malha com as propriedades defi-
nidas na mesma posi¢ao, bem como os campos que se deseja comparar considerados
na mesma posicao, conforme discutido nos proximos paragrafos.

Como foi visto, os esquemas de campo unico fornecem a mesma resposta que
os esquemas de campo duplo correspondentes. Mas para que a resposta seja igual,
de fato, é necessario considerar-se a mesma malha de propriedades, bem como as
mesmas médias de propriedades quando estas forem necessarias. Isto porque, em
diferencas finitas, os modelos de entrada sao dados geralmente em pontos de uma
malha simples. Para resolver, por exemplo, um problema isotrépico numericamente
utilizando a malha de Virieux, escolhendo calcular as tensoes normais nos pontos da
malha (7,j) (onde o modelo de entrada é dado, ou seja, os parametros de Lamé e a
densidade de massa), é necessario interpolar o pardmetro y nos pontos intermedidrios
(1+1/2,j+1/2), bem como a densidade p nos pontos (i+1/2,5) e (i,j+1/2). Assim,

ao comparar o esquema de campo unico com o esquema de campo duplo de Virieux,
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é necessario utilizar as mesmas médias para que os resultados coincidam.

Por outro lado, ao comparar esquemas que utilizam malhas diferentes, como é o
caso da malha rotacionada e da malha de Virieux, os proprios campos sao calculados
em posigoes diferentes. Assim, escolhendo os pontos (i,7) da malha como locais onde
sao calculadas as tensoes na malha rotacionada, as componentes das velocidades sao
calculadas em (i 4+ 1/2,j + 1/2), ou seja, em pontos diferentes dos que se utiliza na
malha de Virieux. Portanto, para uma comparacao direta dos campos de velocidades
entre um esquema nao é possivel diretamente. Entretanto, pode-se interpolar os
campos (depois de propagados) na posigdo de interesse de forma a possibilitar a

comparacao.
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Capitulo 5
Exemplos e Aplicacoes

Neste capitulo, sao apresentados diversos exemplos e aplicagoes utilizando-se as
formulac¢oes numéricas desenvolvidas e implementadas neste trabalho, sejam as pro-
postas, sejam as conhecidas da literatura. O primeiro e mais importante objetivo
destas modelagens é comparar os esquemas de campo unico propostos, tanto na
malha de Virieux como na malha rotacionada, com os esquemas de campo duplo
classicos equivalentes. Como foi visto, tais esquemas devem fornecer a mesma res-
posta nas modelagens em geral, como serd mostrado nos exemplos, em especial da
seqao (modelo de camadas) e na segao (modelo Marmousi 2).

Assim, o principal objetivo deste capitulo é a comparacao direta entre os esque-
mas de campo tnico e os de campo duplo correspondentes e nao a avaliagdo completa
do comportamento numérico das diferentes formulagoes, trabalho este que pode
ser encontrado na literatura especializada no caso dos esquemas de campo duplo.
Neste sentido, os esquemas de campo tnico incorporam as caracteristicas numéricas
dos esquemas de campo duplo correspondentes nas mais diversas situacoes, dada a
equivaléncia numérica entre eles, como ficara claro com os exemplos apresentados.
Ressalta-se ainda que as formulacoes propostas serdao comparadas também com as
formulacoes implementadas provenientes da literatura, para os diversos casos, bem
como com as formulagoes de quarta ordem no tempo implementadas.

Antes dos exemplos propriamente ditos, na proxima sec¢ao faz-se um sumario de
todos os esquemas implementados neste trabalho. Nas demais segoes, sao apresenta-
dos os exemplos e aplicagoes geofisicas. Especificamente, na se¢ao modela-se a
propagacao da onda em diferentes materiais homogéneos para verificar a assinatura
da fonte explosiva, objetivando-se demonstrar a equivaléncia entre os diferentes es-
quemas, desde que tais fontes sejam aplicadas corretamente, como descrito na se¢ao
[4.5] Na secao 5.3 serdo comparadas as formulagoes de campo tinico com as formu-
lagoes de campo duplo correspondentes, para o caso de um modelo heterogéneo de
camadas horizontais. Na se¢ao seguinte, serao avaliados os resultados provenientes

do modelo complexo Marmousi 2.
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5.1 Sumario dos esquemas implementados

Para facilitar a referéncia ao longo do capitulo e ao mesmo tempo dar uma visao geral
das formulagoes desenvolvidas, na Tab. sao mostrados os diferentes esquemas
numéricos implementados neste trabalho. Em tal compilacao sao dadas a descrigao
das diferentes formulacoes, as diferentes ordens de aproximacao espacial e temporal
implementadas, bem como abreviaturas utilizadas para referéncia rapida a cada

esquema ao longo deste capitulo (por exemplo nas legendas das figuras).

Tabela 5.1: Sumaério dos esquemas implementados. A ordem de aproximacao é dada
no formato nEmT, onde n e m sao as ordens de aproximacao de diferencas finitas,
respectivamente, para o espaco e o tempo. Os cddigos apresentados serao utilizados
para referenciar cada esquema ao longo deste capitulo.

n \ Formulagao \ ordem \ codigo
s . 2E2T AT-2E2T
1 Eq. daudond.jl agustlca tradicional AFOT ATAEOT
(densidade constante) AEAT AT-AEAT
9 Eq. da onda actstica com suavizagao 4E2T AC-4E2T
(para densidade variavel, segundo Cohen) 4E4AT AC-4E4AT
3 Eq. da onda elastica em velocidade 9ROT EK.9E2T
(segundo Kelly)
Eq. da onda elastica em velocidade
4 com anisotropia VTT (extensao de Kelly) 2E21 FOR-2E2T
2E2T ACD-2E2T
5 Eq. de campo duplo actstica 4E2T ACD-4E2T
4FAT ACD-4EAT
6 Eq. de campo duplo elastico isotrépico 2E2T ECD-2E2T
(malha de Virieux) AE2T ECD-4E2T
7 Eq. de campo duplo elastico com anisotropia 2E2T EOCD-2E2T
ortotrépica (malha de Virieux) AE2T EOCD-4E2T
3 Eq. de campo duplo elastico com anisotropia 2E2T EGCD-2E2T
geral (malha rotacionada) AE2T EGCD-4E2T
9 Eq. de campo tnico actstico 2E21 ACU-2E2T
4F2T ACU-4E2T
. T L. 2E2T ECU-2E2T
10 Eq. de campo tnico elastico isotrépico AFOT ECU-AE2T
1 Eq. de Camp? I%HiCO elastico com anisotropia 9ROT EOCU-2E2T
ortotrépica (malha de Virieux)
12 Eq. de campo tnico eléustico. com anisotropia 9ROT ECCU-2E2T
geral (malha rotacionada)

Destaca-se que, das formulagoes implementadas, as quatro tltimas sdo propostas
originais deste trabalho, sendo as formulagoes de 1 a 8 provenientes da literatura.
Destes ultimos, faz-se uma observacao em relagdo ao esquema de ntmero 4, pois o

mesmo é uma extensao direta do esquema original de Kelly (apresentada no apén-
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dice @[) para o caso de anisotropia ortotrépica (VTI, em 2D), que, como foi visto, é
imediata — bastando-se substituir as componentes do tensor de elasticidade isotro-
pico pelas componentes mais gerais do tensor de elasticidade ortotrépico (a forma
das equagdes isotrépica e ortotrépica é a mesma). Tanto quanto tem noticia o au-
tor deste trabalho, ndo héa artigos publicados com esta extensao, o que a tornaria
inédita.

As demais formulagoes (9-12) sdo esquemas originalmente desenvolvidos, deno-
minados de esquemas de campo Unico. Deve-se fazer uma ressalva ao esquema de
campo unico isotropico. Tal esquema é equivalente ao esquema proposto em |[LUO
e SCHUSTER]| (1990), denominado de Parsimonious, embora desenvolvido por um
método geral e diferente do citado artigo. Em tal artigo, é feita uma substituicao
direta das variaveis de tensao nas equacgoes envolvendo tensoes e deslocamentos, de
forma a eliminar a necessidade de armazenamento da tensdo no esquema proposto.
Na pratica, portanto, leva ao mesmo resultado obtido aqui no caso do esquema de
campo unico em deslocamentos para o caso isotrépico. Outra diferenca importante
é que nao é feita nenhuma consideracao a respeito da aplicagao da fonte (que serd
discutida aqui na segao , nem os autores citados mencionam a equivaléncia entre
o esquema em deslocamento e o esquema em velocidade.

Neste sentido, a forma como o esquema de campo tnico para o caso isotropico é
apresentado no presente trabalho, diferente do artigo de LUO e SCHUSTER] (1990)),
torna claro que o mesmo é similar ao esquema de Kelly (KELLY et al., [1976)), di-
ferindo deste em virtude de ser discretizado completamente na malha intercalado,
seguindo o método descrito na ultima segdo do capitulo [3] Assim, embora o es-
quema de Kelly aproxime as mesmas equagoes (equagao da onda de deslocamentos),
as componentes deste deslocamento sao discretizadas na mesma posi¢ao do espago
no referido esquema, sendo, em conseqiiéncia, as aproximacoes de diferencas finitas
utilizadas para as derivadas espaciais tomadas em uma malha simples, no caso de
derivadas do tipo dz(f0zU), e em uma malha intercalado, no caso de derivadas
cruzadas, como pode ser visto, respectivamente, na Eq. [D.29 e Eq. [D.30] apresen-
tadas no apéndice [D] No mais, como visto, o esquema de campo tnico fornece boas
respostas para meios com quaisquer razoes de Poisson, assim como o Parsimonious,
diferente do esquemas de Kelly citado, que gera respostas ruins como sera mostrado
na préxima secao.

Todos os esquemas de campo tnico elasticos aqui propostos discretizam a equa-
¢ao da onda (de segunda ordem) de deslocamentos (ou de velocidades) na malha
intercalada, com o método visto em detalhes nos capitulos anteriores. No caso de
anisotropia até ortotrépica (incluindo o caso isotrépico), as equagoes sao discretiza-
das utilizando-se a malha de Virieux, enquanto que, no caso de anisotropia geral, sdo

discretizadas na malha rotacionada. Ressalta-se mais uma vez que uma vantagem
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dos esquemas de campo tunico implementados é que eles apresentam estabilidade
para meios com qualquer razdo de Poison (o que inclui 4gua), possuindo proprieda-
des de estabilidade e dispersao numérica idénticas a das formulagoes de campo duplo
correspondentes, sendo a quantidade de meméria requerida menor (equivalente ao
esquema de Kelly). Em rela¢ao ao custo computacional, embora a principio ele seja
maior que o dos esquemas intercalados para o sistema de primeira ordem (de campo
duplo), uma programacao cuidadosa pode diminuir tais custos, aproximando-os do
custo dos esquemas de campo duplo.

Ja o esquema de campo Unico acustico discretiza a equacao da onda de segunda
ordem em pressao, valida para densidade variavel. A razado de se utilizar a pres-
sao e nao as velocidade é por economia de memoria, uma vez que ha apenas uma
componente de pressao (pois é escalar), enquanto que ha duas (caso 2D) ou trés com-
ponente (caso 3D) no caso de velocidades ou deslocamentos. Entretanto, o método
utilizado para a obtencao do esquema é exatamente o mesmo do que foi utilizado
para o caso elastico. Como o caso actustico pode ser visto como um caso especial do
caso isotrépico (ver apéndice , foi empregada a malha de Virieux, bem como os
mesmos operadores de derivadas de segunda ordem gerais nesta malha. Chama-se
a atencao para o fato de que o esquema de campo 1inico acustico resultante envolve
apenas a consideracao do campo de pressao na malha simples, sendo apenas as
propriedades consideradas em pontos da malha intermediaria. E importante menci-
onar ainda que, no artigo de COHEN e JOLY| (1990), ha uma expressao equivalente
ao esquema proposta no presente trabalho para o caso de segunda ordem de apro-
ximagao no espago (e no tempo). Ja o esquema de quarta ordem no espago da
referido artigo é inteiramente diferente do proposto aqui, de forma que o esquema
aqui proposto pode ser visto como uma alternativa, sendo por sua vez mais elegante,
econdmico e preciso que o do referido artigo, pois nao necessita de suavizacao nem

de estabilizacao.

5.2 Avaliacao da equivaléncia da assinatura da

fonte

O objetivo principal destes exemplos ¢é verificar a aplicacdo da fonte sismica nos
diferentes esquemas implementados, em especial nos esquemas de campo tinico pro-
postos em comparagao com os de campo duplo correspondentes, comparando-se
ainda com os demais esquemas implementados, provenientes da literatura. Como
discutido ao longo do trabalho, a fonte é aplicada visando produzir o mesmo efeito
fisico nos diferentes esquemas. Assim, espera-se que os esquemas de campo Unico e

os de campo duplo correspondentes apresentem exatamente a mesma resposta, dada
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a igualdade entre eles (conforme discutido na segao .

Para verificar a assinatura da fonte em diferentes meios, sao realizadas mode-
lagens com diferentes tipos de meios homogéneos, sendo os parametros numéricos
utilizados nas modelagens dados na Tab. [5.2] que obedecem aos critérios de estabili-

dade e nao-dispersao numérica. A apresentacao dos resultados é dividida, de acordo

Tabela 5.2: Parametros utilizados nas modelagens.

nome valor significado / unidade

At 2,5 incremento temporal (x10~%s) na marcha

h 5 espagamento da malha (em m), onde h = Az = Az

fe 60 freqiéncia de corte (em Hz) da fonte sismica

Nz 601 numero de pontos da malha na dire¢ao x

Nz 601 numero de pontos da malha na direcao z
Niotar 4000 numero total de passos de tempo, sendo o tempo total t = 1s
1w f 301 posigao da fonte na dire¢ao = (dada em pontos da malha)
jzf 301 posicao da fonte na dire¢ao z (dada em pontos da malha)

com a aproximagao fisica utilizada na formulacao numérica, ou seja, em formulagoes
acusticas, elasticas isotrépicas e anisotropicas. Os resultados sao apresentados de
forma ilustrativa através de instantaneos (snapshots) dos campos de propagacao e
também na forma de graficos destes campos ao longo do tempo em posicoes fixas do
meio (tragos do sismograma). A apresentacao através destes tltimos é enfatizada,
uma vez que ela favorece a comparacao detalhada da assinatura da fonte, enquanto
os instantaneos apenas ilustram as grandes feigoes do campo de onda, ndo sendo
adequadas para uma comparacao das pequenas diferencas na precisao. As unidades

utilizadas nos graficos sao as do sistema internacional (SI), dadas na Tab. [5.3]

Tabela 5.3: Unidades utilizadas nos gréficos.

grandeza unidade descricao
tempo t tempo dado em segundos
pressao Pa variacao da pressao no meio devida a passagem da onda
deslocamento m deslocamento das particulas do meio
velocidade m s ! velocidade de deslocamento das particulas do meio
amplitude uma das 3 unidades anteriores, de acordo com o caso

5.2.1 Formulagoes actusticas

As primeiras modelagens realizadas para a verificacao da fonte sismica nos esquemas

acusticos sao realizadas na agua, ou seja, considera-se as seguintes propriedades do
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meio:

Cp=1500m s *
p = 1000 kg m >,

E importante lembrar que a formulacio de campo tdnico para o caso actstico
¢ baseada na equacao geral da onda (para densidade varidvel) para o campo de
pressdao e nao em termos de deslocamento (ou velocidade), como implementado
no caso elastico. Da mesma forma, as formulacoes baseadas na equacao da onda
com densidade constante (actustica tradicional) também sao baseadas no campo de
pressao. Assim, todas as comparacoes realizadas neste topico sao referentes a este
campo, inclusive quando as mesmas sao comparadas com as formulagdes de campo
duplo (que fornecem como saida tanto o campo de pressao como de velocidade).

Para ilustrar a propagacao da onda acustica, na Fig. 5.1} sdo mostrados os
instantaneos (snapshots) do campo de pressao para as modelagens, utilizando-se a
malha intercalada de Virieux, com os esquemas de campo duplo (Fig. e
de campo unico (Fig. em segunda ordem de aproximagdo no espaco e no

tempo. Para os demais operadores acusticos os instantaneos sao visualmente iguais

(a) Modelagem utilizando ACD-4E2T. (b) Modelagem utilizando ACU-4E2T.

Figura 5.1: Instantaneos em t = 0,5 s da modelagens actusticas utilizando-se esquema
de campo tnico e de campo duplo.

e, portanto, torna-se irrelevante apresenta-los.

A seguir serao comparadas as assinaturas para todos os esquema acusticos im-
plementados. Para tal os graficos da variagdo do campo de pressao acustica ao
longo do tempo (tragos de sismograma) para diferentes modelagens numéricas sao
comparados. Na Fig. [5.2] apresenta-se a variagdo da pressdo para o ponto de
(1,5) = (341,301) da malha — referente a posi¢ao (x,z) = (1700,1500)m —, para as
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Figura 5.2: Comparacao do campo de pressao actstica ao longo do tempo para os
diversos esquemas de segunda ordem no né (i,7) = (341,301).
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formulacoes de segunda ordem. Como se vé claramente nos graficos, todos os esque-
mas de segunda ordem fornecem a mesma resposta numérica, o que era esperado
uma vez que os esquemas de campo unico e de campo duplo sao equivalente e o
esquemas classico (baseado na equagao actustica da onda para densidade constante)
também recai na mesma expressao discreta no caso de um meio com densidade
constante. Pode-se ver que, mesmo ampliando a escala (Fig. [5.2(b)]), os valores
da pressao nos pontos discretos sao iguais para todos os esquemas. Em especial,
as respostas coincidem no caso do esquema de campo Unico em comparagao com
o o esquema de campo duplo correspondente, como deveria ser. Lembrando que o

esquema de Cohen de segunda ordem coincide com o esquema de campo tnico.
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(a) Comparagao entre os campos de pressao.
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; CDA-4E2T —a—
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474 g N .
o)) ¢ g
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= / -‘
= / i \
-'é 47 + é .
§: 168 ¢ ‘ $ 3 i
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(b) Detalhe.

Figura 5.3: Comparacao do campo de pressao aciistica ao longo do tempo para os
diversos esquemas de quarta ordem no né (i,5) = (341,301).
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Na fig. sao apresentados os resultados para as formulagoes de quarta ordem
no espago (mantendo a segunda ordem no tempo), em comparagao com a resposta
do esquema de segunda ordem. Os resultados dos esquemas de quarta ordem sao
todos muito préximos, podendo-se observar apenas pequenas variacoes na resposta
do esquema classico (densidade constante). Estas variagoes se devem a diferenga
no nimero de pontos utilizados na referia formulagdao, uma vez que este nimero é
inferior ao utilizado na formulacdo de campo tnico. E importante sublinhar que o
esquema de campo Unico fornece o mesmo resultado do esquema de campo duplo
correspondente, como deveria ser.

A seguir, na Fig. [5.4] sdo mostrados os resultados dos esquemas de quarta or-

dem no tempo, em comparacao com os esquemas de segunda ordem no tempo. Na
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Figura 5.4: Comparacao dos campo de pressao acustica ao longo do tempo para os
esquemas de quarta ordem no tempo no né (i,5) = (341,301).
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referida figura, sao considerados os esquemas de Cohen com suavizagao (COHEN e
JOLY, [1990) e os esquemas de campo duplo, tanto quanto o esquema que utiliza a
formulagao acustica padrao. Em virtude do grande custo computacional das formu-
lagoes de quarta ordem no tempo, neste trabalho tais esquemas foram considerados
e implementados apenas na formulagao de campo duplo. Pode-se ver, na ampliagao
dada na Fig. uma pequena diferenca quando se inclui o termo de correcao,
elevando-se para quarta ordem no tempo os esquemas, tanto o de Cohen como o de
campo duplo. Uma observacao importante é que o resultado do esquema de Cohen
¢ idéntico ao do esquema tradicional no caso de segunda ordem no tempo (e quarta
ordem no espago), de forma que as curvas estao sobrepostas na Fig. . Isto era

esperado porque tais esquemas sao equivalentes no caso de densidade constante.

5.2.2 Formulacgoes elasticas isotrdpicas

As primeiras modelagens apresentadas neste exemplo objetivam mostrar os proble-
mas que os esquemas baseados na formulacao de Kelly encontram para modelar
meios com razao de Poison maior que cerca de v = 0,25. Para tal, foram roda-
das modelagens utilizando o operador de Kelly e o de campo tnico para a agua
(v = 0,5) e para carvao (v = 0,37), com propriedades dadas por cp = 2200m s~
cs = 1000m s~! e p = 1300kg m—* (JAEGER et al., [2007), como mostrado na Fig.
5.5 através dos instantaneos dos campos de velocidade vertical. Acima (Fig. [5.5(a))
e Fig. , onde sao mostrados os resultados da modelagem com o operador de
Kelly, vé-se defeitos numéricos na parte interior da frente de onda verdadeira, tanto
para a dgua (a esquerda) quanto para o carvao (& direita). Tais defeitos constituem-
se em modos de onda espurios, como forte dispersao numérica associada, criados
pela formulacao numérica, provavelmente devido a anisotropia numérica. Abaixo
(Fig. e Fig. [5.5(d)]), sao mostradas as modelagens com o operador de campo
unico proposto, que resultam na correta propagacgao da onda, sem os modos de onda
espurios presentes na modelagem utilizado-se o esquema de Kelly.

Na Fig. [5.6, sao mostrados graficos com a variacao do campo de velocidade para
o carvao ao longo do tempo, onde sao comparados os esquemas de campo Unico e de
campo duplo com o esquema de Kelly, primeiro na posi¢ao abaixo da fonte (onde o
modo espurio tem amplitude minima). Pode-se ver, na Fig. , o modo de onda
espurio, com uma amplitude muito baixa, aproximadamente entre o tempo de 0,5 e
0,55 s. Enfatiza-se, entretanto, que nas demais direc¢oes a influéncia do modo espirio
na resposta é sempre maior (como serd visto na seqiiéncia). Na ampliagdo dada pela
Fig. p.6(b)] vé se que a amplitude minima, referente a onda P, ¢ idéntica nos
esquemas de campo unico e de campo duplo, enquanto que é ligeiramente diferente

no caso do esquema de Kelly.
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(a) Agua modelada com esquema de Kelly.
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(b) Carvao modelado com esquema de Kelly.
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(d) Carvdo modelado com esquema de
campo Unico.

Figura 5.5: Instantaneos (t = 0,5s) de v, comparando o operador de Kelly com o
operador de campo tnico acistico para dgua e carvao (na mesma escala).
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(b) Detalhe da amplitude minima.

Figura 5.6: Comparacao dos campo de velocidade vertical para o carvao ao longo

do tempo no né (7,j) = (301,441), correspondente ao ponto (z,z) = (1500,2200)m,
para os diferentes esquemas isotrépicos.
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Na Fig. .7, mostra-se a variagdo do campo de velocidade vertical para uma

direcao onde o resultado ¢é o pior. O ponto da malha considerado é dado por ¢ = 201
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Figura 5.7: Comparacao dos campo de velocidade vertical ao longo do tempo no né
(1,5) = (201,401) (correspondente ao ponto (z,z) = (1000,2000)m) para os diferentes
esquemas isotrépicos.

e j = 401 (correspondente a diregao diagonal inferior esquerda), onde o modo espurio
tem influéncia méaxima para a modelagem do carvao. Neste sentido, como pode-se
ver nos instantaneos mostrados anteriormente (Fig. , ocorre a pior situacao
nas diregoes diagonais superior direita e inferior esquerda, ou seja, onde o modo
de onda espurio apresenta maior amplitude e maior dispersao associada. Em tais
direcoes se vé a total degradacao da resposta pelo modo espurio de onda, como
se vé na Fig. [5.7(a)), mesmo a resposta associada a onda P sendo proxima da

resposta do esquema de campo tnico, como por ser visto na Fig. [5.7(b)l E claro
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que isto inviabiliza completamente a utilizacdo do esquema de Kelly para diversos
materiais, a principio, como relatado na literatura, que possuam v > 0,25, em
especial na presenca de dgua. O esquema de campo tnico, por outro lado apresenta
uma solugao satisfatéria independentemente da razao de Poisson do meio modelado,
sendo adequada inclusive em regioes de acoplamento adgua-rocha, como sera visto
na se¢ao [5.3] da mesma forma que o esquema de campo duplo equivalente.

E importante chamar a atencdo para o fato de que a fonte foi aplicada, conforme
discutido na se¢ao em dois pontos em cada direcao, para todas as modelagens
mostradas acima, tanto para o esquema de campo tinico quanto para o esquema de
Kelly (em segunda ordem no espaco). A aplicagao em apenas um ponto em cada uma
das diregoes, gera problemas nas respostas de ambos os esquemas (vide Fig. .

O material utilizado nas modelagens da figura apresenta um parametro de Poison

200 300 400

| —

N

(a) ECU: Fonte aplicada em 1 ponto (b) ECU: Fonte aplicada em 2 ponto.

Q 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 0
0

(¢) EK: Fonte aplicada em 1 ponto. (d) EK: Fonte aplicada em 2 ponto

Figura 5.8: Instantaneos (¢t = 0,5s) comparando a aplicagdo da fonte no esquema de
Kelly em comparagao com o esquema de campo unico.
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tipico (v = 0,22), com as seguintes propriedades cp = 3000m s™!, c¢g = 1795m s~!
e p = 2440kg m3. A escalada de cor do par de figuras da direita (Fig.
é a mesma, tanto quanto do par da esquerda (Fig. [5.8(a){5.8(c)|), sendo que
o maximo e o minimo da escala das figuras da esquerda é 10 vezes maior que os da
direita.

Analisando as figuras, vé-se que, ao aplicar a fonte em apenas um ponto em cada
direcdo, é gerado um modo de onda mais lento com altissima amplitude (cerca de 10
vezes maior que a onda P), que aparece ao centro (Fig. [5.8(a)}5.8(c)). Outro ponto
importante é que a assinatura da onda P (wavelet) ndo possui a forma correta (igual
a gerada com o esquema de campo duplo). Além do problema verificado para ambos
os esquemas quando se aplica a fonte erroneamente, em apenas um ponto em cada
direcao, verifica-se que, no caso do esquema de Kelly, ha ainda um modo de onda
residual mais lento que continua existindo mesmo aplicando-se a fonte corretamente.
Tal modo de onda é similar ao observado no caso da modelagem do carvao discutida
acima. Entretanto, este modo estard sempre presente mesmo em materiais com
parametro de Poison bem menores que v = 0,35, o que significa que a formulagao de
Kelly apresenta problemas mesmo nesta situacao. Neste caso, entretanto, é provavel
que tal modo de onda espurio esteja associado a aplicagao da fonte, que foi feita
utilizando-se a dedugao obtida para o esquema de campo tnico (segao .

Na figura a seguir (Fig. mostra-se um grafico comparativo entre a formulagao
de campo unico e a formulacdo de campo duplo quando o incremento temporal

encontra-se bem préximo ao limine de estabilidade, ou seja, At = 2,2 x 1073s. Pode-
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Figura 5.9: Campo de velocidade horizontal no ponto (x,z)=(321,301) com At =
2,2 x 1073 préximo do limite de estabilidade.
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se ver que as respostas entre o esquema de campo tnico e o esquema de campo duplo,
como antes, sao idénticas. Isto demonstra a equivaléncia entre os esquemas mesmo
em situagoes numéricas limite. Na Fig. [5.10, mostra-se um grafico comparativo
ampliado entre a formula¢do de campo tnico e a formulagao de campo duplo para

diferentes incrementos temporais. Pode-se ver a convergéncia da resposta.

2e-005 . : . -
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0 X% ECU-2E2T (At=2,5x10"") ~ %

-1e-005

-2e-005

Amplitude
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0.12 0.125 0.13 0.135 0.14 0.145

fempo

Figura 5.10: Campo de velocidade horizontal no ponto (x,z)=(321,301) com dife-
rentes valores de At.

No préximo tépico, mostram-se resultados para as formulacoes elasticas aniso-
trépicas, onde had um acoplamento entre as ondas P e S (na verdade quase-P e

quase-S).

5.2.3 Formulacgoes elasticas anisotropicas

Neste topico, serao apresentadas as modelagens utilizando-se os esquemas elasticos
anisotropicos. Em importante observar-se que, no caso de anisotropia, como men-
cionada anteriormente, ha um acoplamento fisico entre os diversos modos de onda.
Por exemplo, no caso de anisotropia VTI, os modos de onda quase-P e quase-SV
sao acoplados, de forma que, ao aplicar a fonte explosiva, sao geradas, além das cha-
madas ondas quase- P, as ondas quase-SV. Com isto, mesmo em meios homogéneos,
ao aplicar a fonte, sao criados varios modos de onda, diferente do caso actstico e do
caso elastico isotropico analisados acima.

Nos primeiros exemplos apresentados aqui, serao utilizados meios com anisotro-
pia VTI, com propriedades apresentadas na Tab. do apéndice [B]. Os esquemas

utilizados para modelar a propagacao da onda nestes meios sao os esquemas de
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campo unico e de campo duplo, tanto utilizando-se a malha de Virieux, como a
malha rotacionada. Como serd visto, cada grau de anisotropia gera assinaturas
muito diferentes, exemplificando o quanto a anisotropia possui grande influéncia
nas respostas.

Na primeira figura, a Fig. sao mostradas ilustrativamente as assinaturas da
fonte, através dos instantaneos da componente vertical do campo de velocidade, no
tempo t = 0,3s, para diversos tipos de folhelho anisotrépico (Tab. , utilizando-se

\N—

(a) Folhelho anisotrépico. (b) Folhelho com dleo.

100 200 300 400 GO0 100 200 200 400

N

(¢) Folhelho anisotrépico-LS. (d) Folhelho argiloso.

Figura 5.11: Instantaneos (¢t = 0,3s) mostrando a assinatura da fonte para diversos
materiais tipos de folhelho dados na Tab. (a) folhelho anisotrépico (21) com
e = 0,103 e 6 = —0,073, (b) folhelho com 6leo (8) com e = 0,200 e 6 = 0,000, (c)
folhelho anisotrépico-LS (20) com € = 0,169 ¢ § = —0,123 e (d) folhelho argiloso (5)
com € = 0,334 e § = 0,818.

a formulacao de campo tnico na malha de Virieux. Nas Fig. [5.12] sdo apresentadas
outras assinaturas de fonte para materiais com anisotropia moderada e forte, dados

na Tab. [B.2l O tempo de modelagem utilizado é o mesmo, ou seja, t = 0,3s, com

excecao das Fig. |5.12(b)| e Fig. onde se utiliza t = 0,2s (para que nao seja
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atingida a borda do modelo). Enfatiza-se que nestas modelagens estao presentes
materiais com propriedades bem diversificadas, com parametros de Poison entre

v = —0,088 (cristal de quartzo) e v = 0,395 (material gipso intemperizado).

(a) Siltito laminado. (b) Cristal.

100 200 300 400

P

200 300

N

(c) Folhelho anisotrépico-LS. (d) Gipso intemperizado.

Figura 5.12: Instanténcos (¢t = 0,3s) mostrando a assinatura da fonte para diferentes
materiais anisotrépicos (dados na Tab. [B.2)): (a) Siltito laminado (6) com e = 0,091
e 0 = 0,688, (b) Cristal (10) com ¢ = 1,120 e 6 = —1,230, (c) Cristal de quartzo
(11) com € = —0,096 e § = 0,169 e (d) Gipso intemperizado (23) com € = 1,161 e
d=—1,075.

Em todos os exemplos apresentados acima, é interessante observar a influéncia
dos coeficientes de Thomsen na frente de onda quase-P. O coeficiente € regula a
diferenca entre a velocidade de propagacao da onda quase-P na direcao vertical e
horizontal. Quando € > 0, a velocidade é maior na direcdo horizontal do que na
diregdo vertical, alongando a frente de onda na direcdo horizontal. Inversamente,
se € < 0, a frente de onda é retraida na diregao vertical. Ja o pardmetro J regula

a inclinacao da frente de onda P nas proximidades da direcao vertical. Quando
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0 > 0, a frente de onda avanca nas proximidades do eixo z em relacdo ao que
ocorreria no caso isotropico e, inversamente, recua se § < 0. As figuras apresentadas
acima demonstram tais comportamentos da frente de onda quase-P. Em relagao
a feicdo das ondas quase-S, internas as ondas quase-P, menciona-se apenas que
a mesma pode ser obtida analiticamente resolvendo-se as equagdes de Crhistofel
para diferentes diregoes. Tal assunto nao serd abordado, podendo ser encontrado
na bibliografia sugerida anteriormente. Menciona-se apenas que o resultado das
modelagens apresentadas é fidedigno, como se sabe para o esquema de Virieux.
Como antes, na seqiiéncia, compara-se as diferentes formulagoes por meio de
graficos. Primeiro, na Fig. [5.13] compara-se o esquema de campo duplo na malha

de Virieux com o esquema de campo unico correspondente. O material utilizado
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Figura 5.13: Comparacao das componentes verticais dos campos de velocidades no
no (z,z) = (251,351) para modelagens com os esquemas de campo tinico e de campo
duplo.

¢ o siltito laminado (Tab. [B.2). Como se vé na Fig. [5.13(a)| e em especial nas
ampliagoes mostradas nas Fig. [5.13(b)[ e Fig. |5.13(c)} os resultados sao idénticos,
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como esperado.
Ja a extensao do esquema de Kelly para meios VTI fornece uma resposta di-
ferente da resposta dos esquemas na malha de Virieux, como é mostrado na Fig.

A onda quase-P gerada é muito semelhantes nos dois casos, enquanto a onda
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(a) Siltito laminado. (b) Folhelho argiloso.

Figura 5.14: Comparacao dos campos de velocidades (v,) para os esquemas de
campo tnico e de Kelly no n6 (z,z) = (251,351) .

quase-S apresenta uma diferenca bem grande, tanto em amplitude como em fase,
possuindo inclusive formatos de onda (wavelets) diferentes, devido a dispersao nu-
mérica. Neste sentido, o esquema de Kelly apresenta caracteristicas piores no que
se refere a dispersdo numérica, como mostrado na Fig. [5.15 através de instantdneos
das componentes verticais dos campos de velocidades para dois materiais diferentes.

O primeiro, o siltito laminado, apresenta razao de Poisson de v = 0,245, no limiar

(a) Siltito laminado. (b) Folhelho argiloso.

Figura 5.15: Instantaneos mostrando a propagagao com o esquema de Kelly.

do valor de v = 0,25 onde ha relatos de problemas na literatura (VIRIEUX| [1986),

enquanto que o Folhelho argiloso possui v = 0,312. Nos dois casos, pode-se ver que

a onda quase-S apresenta dispersao numérica. As modelagens com o operador de
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campo unico proposto, por outro lado, ndo apresentam tal problema, representando
bem tanto as ondas P quanto as ondas S (na verdade quase-P e quase-S), como
pode ser visto nos instantaneos apresentados anteriormente, respectivamente, nas
Fig, e Fig. F11(d)

Um fato importante é que o esquema de Kelly melhora seu resultado quando se
diminui o espacamento da malha, uma vez que é um esquema convergente. Entre-
tanto, isto além de tornar mais caro o esquema por aumentar o nimero de pontos
da malha, faz com que o incremento temporal também tenha que ser reduzido para
manter a estabilidade numérica do esquema, tornando o esquema ainda mais caro.
Na Fig. [5.16] mostra-se a convergéncia do esquema de Kelly para proximo da res-
posta do esquema de campo duplo proposto, o que prova a melhor precisao do
esquema proposto em comparacao com o esquema de Kelly. Menciona-se ainda que
mesmo no caso de materiais com razao de Poisson bem abaixo de v = 0,25, como é
o caso por exemplo do arenito imaturo que tem v = 0,173 (conforme a Tab. , o}
esquema de campo Unico apresenta uma resposta mais acurada. Convém ressaltar
ainda que o esquema de campo unico e de campo duplo fornecem sempre a mesma
resposta para todos os materiais estudados, como exemplificado através do resultado

da modelagem do siltito laminado (Fig. [5.13)).
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(a) Siltito laminado.

Figura 5.16: Comparacao dos campos de velocidades (v,) para os esquemas de
campo unico e de Kelly no né (z,z) = (251,351), reduzindo-se o espagamento da
malha e o incremento temporal, como mostra a legenda.

Resta ainda comparar os esquemas na malha rotacionada. Uma obervacao im-
portante é que tais esquemas apresentam um problema nao descrito no artigo original
(SAENGER et al., [2000) — nem em SAENGER e BOHLEN (2004) do mesmo au-
tor — em relacao a aplicagao da fonte sismica explosiva, conforme chama a atencao

por exemplo os autores HUSTEDT et al| (2004). O problema é que, ao aplicar
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uma fonte pontual, ocorre uma excitacao errada de metade dos pontos da malha,

como mostrado na Fig. [5.17, onde se modela o Siltito laminado. Neste sentido, o

[}

(a) Modelagem na malha rotacionada. (b) Detalhe mostrando o defeito.

Figura 5.17: Instantaneos (¢ = 0,3s) mostrando defeito na aplicacdo da fonte na
malha rotacionada para o siltito laminado, por exemplo.

esquema de campo Unico apresenta o mesmo problema. Este problema é resolvido,
entretanto, aplicando-se uma distribuigao espacial de fontes (OPERTO et al., 2002).

Na seqiiéncia, compara-se as respostas geradas com o esquema de campo Unico

e de campo duplo correspondente, através de graficos ao longo do tempo em um
ponto fixo do meio. Na Fig. [5.18 mostra-se o comportamento da componente v,

no ponto (z,z) = (301,461). Vé-se na figura, em especial no detalhe dado na Fig.
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Figura 5.18: Comparagao da componente v, no ponto (z,z) = (301,461) para os
esquemas na malha rotacionada, junto com a resposta do esquema na malha de
Virieux, utilizando-se o siltito laminado.

5.18(b), que os esquemas de campo tnico e de campo duplo na malha rotacionada
apresentam a mesma resposta, resposta esta ligeiramente diferente da resposta na
malha intercalada padrao (de Virieux). Esta diferenca pode ser explicada pelas

diferentes propriedades de dispersao e estabilidade verificadas na malha rotacionada.
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As formulagoes na malha rotacionada sao capazes de modelar regides com qual-
quer grau de anisotropia, em especial meios TTI, ou seja, tilted transverse isotropic

(isotropia transversa com eixo de simetria qualquer). Na Fig. |5.19] mostra-se ins-

(a) Cristal. (b) Gipso intemperizado.

Figura 5.19: Instantaneos mostrando a assinatura da fonte para materiais com fortte
anisotropia dados na Tab. (a) Cristal (10) com e = 1,120 e § = —1,230, (b)
Gipso intemperizado (23) com € = 1,161 e § = —1,075.

tantaneos da modelagem de dois dos meios mostrados anteriormente na Fig. [5.12]
mas diferindo destes pela rotagdo do tensor de elasticidade em 45 graus. Repare que,
com a rotagao, as componentes do tensor de elasticidade se modificam de acordo com
a Eq. [B.1§] (do apéndice [B]), de forma que mesmo as componentes que antes eram
nulas (no caso VTTI) sao transformadas para valores diferentes de zero. Nenhum dos
demais esquemas implementados neste trabalho é capaz de modelar um meio como
este, de forma que apenas serao comparados os esquemas de campo Unico com o
esquema de campo duplo, ambos na malha rotacionada.

Na Fig. [5.20] sao mostradas comparativamente as respostas geradas com os
esquemas de campo Unico e de campo duplo na malha rotacionada, como antes,
através de graficos da componente vertical do campo de velocidade ao longo do
tempo, para o material gipso intemperizado no ponto (z,z) = (351,251) da malha.
Pode-se ver que as respostas do esquema de campo unico e do esquema de campo
duplo sao idénticas. Portanto, assim como o esquema de campo tunico na malha
de Virieux, o esquema de campo Unico na malha rotacionada apresenta as mesmas
propriedades de dispersao e estabilidade numérica que o esquema de campo duplo
correspondente. Cabe ressaltar que as propriedades de dispersao numérica e estabi-
lidade sao sao iguais entre os esquemas na malha rotacionada e na malha de Virieux,

com visto na segao [£.7]
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Figura 5.20: Comparacao do campo v, utilizando o esquema de campo tnico e o de
campo duplo na malha rotacionada para o Gipso intemperizado.

5.3 Avaliacao dos operadores para modelo de ca-
madas

Nesta se¢ao, sdo apresentados os resultados das diversas formulagoes implementa-
das aplicadas a modelagens de um meio simples com camadas planas e horizontais.
O principal objetivo deste exemplo é mostrar comparativamente a aplicagdo dos
operadores implementados em meios heterogéneos, comparando em especial as res-
postas geradas com os esquemas de campo tnico com as geradas pelos esquemas de
campo duplo correspondente. Adicionalmente, os esquemas da literatura também
sao comparados com 0s esquemas pPropostos.

Utiliza-se um modelo de camadas em virtude de este ser um pouco mais realis-
tas e, ainda que simplificado, constitui-se em uma situagdo geologica de interesse.
Assim, tal modelo é utilizado como transicao ao modelo complexo Marmousi apre-
sentados no préximo exemplo. A vantagem de utilizar modelo de poucas camadas
¢ a maior simplicidade dos sismogramas gerados e maior facilidade de se isolar as
ondas associadas a diferentes reflexdes, como por exemplo reflexdo das ondas P (ou
quase-P no caso VTI) diretas, ondas convertidas e as diversas multiplas.

O modelo utilizado representa uma regiao em mar (offshore) com 3 camadas
de rochas, além da camada de dgua. A profundidade total do modelo é de 1km,
sendo 0,5km a altura da lamina d’agua, e a largura total do modelo de 4km, com as
propriedades das camadas e posi¢ao dos refletores conforme mostra a Fig. onde
a direita e abaixo sao dados valores em quilometros e a esquerda e acima, em pontos
da malha de diferengas finitas. Repare que em algumas camadas foram incluidas
anisotropia tipo VTI, através de pardmetros de Thomsen § e € (apéndice . Os
parametros numéricos utilizados nas modelagens, como espacamento da malha e

incremento temporal, sio dados na Tab. [5.4]
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pontos da malha

1 201 401 601 801 1001 1201 1401 1601
1 | I : I | | : I : 1 I | : : | 0 km
(3) receptores(z=5) m agua
1014 (801,105) fo)r}te (2000,260) km p=1000 kg m? L 0.25km
cr=1500 ms™!
201 0,5km

p=1800 kg m® cp=2200 ms™  c5=900 ms™'  £=3=0

p=2340 kg m® cp=2745 ms"' cs=1508 ms™' ¢=0,103 &=-0,073
301 0,75 km

p=2500 kg m® cp=3368 ms™' c5=1829 ms' £=0,110 5=-0,127

| : | : : | | : : | 1 km
1,5 km 2 km 2,5 km 3 km 3,5 km 4 Km

401 !

0,5Ikm 1 klm
Figura 5.21: Modelos de camadas utilizado. Sao dadas as propriedades das camadas,
as posicoes das interfaces em quilometros e em pontos da malha, bem como as
posicoes da fonte e dos receptores.

Tabela 5.4: Parametros utilizados nas modelagens de camadas planas, especificando-
se o simbolo, o valor utilizado e uma breve explicagao, com as unidades dadas entre
parénteses.

nome valor significado (unidade)

At 2,5 incremento temporal (x10~%s) na marcha do tempo

h 2,5  espagamento da malha (m) nas duas dire¢oes (h = Ax = Az)

fe 60 freqiiéncia de corte (em Hz) da fonte sismica

Nz 1601 numero de pontos da malha na diregao x

Nz 401 numero de pontos da malha na direcao z
Niotw 7400 nimero total de passos de tempo (tempo total ¢y = 1,85s)
i f 801 posicao da fonte na dire¢ao = (dada em pontos da malha)
jzf 105 posicao da fonte na dire¢ao z (dada em pontos da malha)
jobs 3 profundidade dos receptores (em pontos da malha)

Na seqiiéncia, os diferentes esquemas foram comparados. As modelagens foram
divididas em modelagens utilizando-se operadores actusticos, elasticos isotropicos e
elasticos inisotropicos. Chama-se a atenc¢ao para o fato de que nao serao considera-
das as multiplas de superficie, uma vez que sao utilizados contornos nao reflexivos
em todas as bordas. Ao final faz-se uma comparacao entre as formulagoes aciis-
ticas, elasticas isotropicas e anisotrépicas entre si, com o objetivo de exemplificar
a crescente complexidade dos simosgramas quando se melhora progressivamente a
descricao fisica do fendmeno ondulatoério e mostrar as diferencas nas amplitudes das
reflexdes quando se simplifica a descrigao fisica do fendmeno ondulatério. A se-
guir, sera iniciada apresentagao com os resultados das modelagens utilizando-se os

operadores acusticos.

5.3.1 Formulacoes acusticas

Neste topico sao apresentados os resultado das modelagens com os esquemas acusti-

cos, onde apenas as ondas compressionais sao propagadas. Com isto, os sismogramas
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gerados sdo mais simples, pois registram apenas os eventos associados as ondas P di-
retas, suas reflexoes e multiplas, desconsiderando completamente ondas convertidas.
Lembrando que nao sao consideradas multiplas de superficie.

Os resultados sao mostrados principalmente por meio de tragos isolados do sismo-
grama (medidos na linha de receptores), uma vez que, como antes, os instantaneos
(snapshots) entre as diferentes formulagoes acuisticas sdo praticamente indistingui-
veis. Assim, somente para ilustrar a feicado das frentes de onda ao se propagar pelo

modelo de camadas, na Fig. [5.22) mostra-se os instantdneos da modelagem com

300 1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600

(a) tempo ¢ = 0,2s segundos.

100 200 300 400 500 [} 700 800 300 1000 1100 1200 1300 1400 1800 1600

(b) tempo t = 0,7s.

800 300 1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600

(c) tempo t = 1,0s.

500 EO0 700 200 300 1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600

!

(d) tempo t = 1,3s.

Figura 5.22: Instantaneos do campo de pressao gerados com o esquema de campo
unico mostrando a propagacao da onda actstica.

o operador de campo Unico acustico. Esta figura é interessante pois nela pode-se
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distinguir somente as frentes de onda P, ondas estas que estardo presentes também
no caso de propagacao com operadores elastico. Tais ondas carregam grande parte
da energia, sendo utilizadas com freqiiéncia isoladamente para a migracao acustica.

Na seqiiéncia, Fig. [5.23, mostra-se o trago do sismograma com coordenada ho-
rizontal dada por z = 3,5km (afastamento de 1,5km), onde sao comparados os
resultados das diferentes respostas das modelagens com os operadores actisticos de

segunda ordem. Pode-se ver nas figuras, em especial nos diferentes detalhes mos-
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Figura 5.23: Comparacao dos tragos dos sismogramas de afastamento de z = 1,5km
para os diferentes esquemas acusticos de segunda ordem.

trados, que os esquemas de campo tnico e de campo duplo apresentam a mesma
resposta. Em relagdo a formulacao baseada na equagao classica da onda acustica
(p constante), é interessante observar que as amplitudes registradas, associadas as
reflexoes nas interfaces, apresentam valores menores. Claro que isto se deve a di-
minui¢ao dos contrastes de impedancia acustica quando os gradientes de densidade
sao levados em conta. Observa-se ainda que, como os graficos acima sao referentes
aos esquemas de segunda ordem, a discretizagdo do termo espacial da formulagao
de campo tnico coincide com a discretizacao do esquema de Cohen (como discutido
na se¢ao [4.2.1).

Na seqiiéncia, sao apresentados os mesmo graficos para os esquemas acusticos de

quarta ordem no espago, na Fig. [5.24] Como antes, pode-se ver que as reflexdes dos
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Figura 5.24: Comparacao dos tragos dos sismogramas de afastamento de z = 1,5km
para os diferentes esquemas acusticos de quarta ordem.

esquemas que consideram a variacao da densidade sao mais intensas e a resposta do
esquema de campo tnico é a mesma que a do esquema de campo duplo. Uma ober-
vagao importante é que o esquema de quarta ordem no tempo fornece uma resposta
muito proxima daquela fornecida pelo esquema de segunda ordem correspondente.
Soma-se a isto fato do esquema de quarta ordem ser muito mais caro, em virtude
da inclusao dos extensos termos de corregao (apresentados no apéndice [F)). Em vir-
tude desta observacao, os esquemas de quarta ordem no tempo nao chegaram a ser
implementados para o caso elastico. Por fim, enfatiza-se que o mesmo comporta-
mento descrito nas figuras acima foi observado para todos os tragos do sismograma.
Portanto, conclui-se que os esquemas de campo tinico e de campo duplo actstico for-
necem a mesma resposta. Ao final, no tépico serao mostrados os sismogramas,

comparando as respostas actsticas, elasticas isotropicas e anisotropicas.

5.3.2 Formulacgoes elasticas isotréopicas

Para exemplificar a maior complexidade das respostas considerando-se formulagoes
elasticas, apresenta-se, como feito no caso acustico, os instantaneos do campo de
propagacao da onda, por exemplo o campo de velocidade na diregao vertical, na

Fig. 5.25, Pode-se ver a grande quantidade de modos de onda que surgem quando
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quando se considera a formulagao elastica. Neste sentido, quando a onda acustica
(onda P) chega a primeira camada de rocha, hé conversdo de parte da energia em
onda S. Da mesma forma, sempre que refratar ou refletir nas interfaces do meio
rochoso, parte da energia de cada modo novamente se convertera em outro modo.
Todas estes modos de onda refletem nas interfaces e retornam a superficie, sendo

que as ondas S vao se converter totalmente em onda P ao retornarem para a agua.

100 200 300 400 GO0 BOO oo 800 300 1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600

—
N

(a) tempo ¢t = 0,3s segundos.

200 300 400 500 BOO oo 800 00 1000 1100 1200 1300 1400 1500

(b) tempo t = 0,7s.

200 300 400 500 [} 700 800 300 1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600

(c) tempo t = 1,0s.

100 200 300 400 GO0 [08) 00 800 300 1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600

(d) tempo t = 1,3s.

Figura 5.25: Instantaneos do campo de velocidade vertical mostrando a propagacao
da onda elastica isotropica.

Nas préximas figuras, sao mostrados, como antes, tragos do sismograma de forma
a comparar as diferentes respostas dos operadores elasticos isotropicos. Na Fig.

sao mostrados os resultados para os operadores eldsticos isotropicos de segunda
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ordem, para dois diferentes afastamentos da fonte. Vé-se que os esquemas de campo
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Figura 5.26: Comparacao dos campo de velocidade vertical para os esquemas iso-
trépicos de campo tnico e de campo duplo.

unico e de campo duplo apresentam a mesma resposta, para ambos os trago — nas
posicdes em x = 2km e em x = 4km, que possuem, respectivamente o afastamento

nulo e afastamento de 2 km em relagao a fonte.

5.3.3 Formulacgoes elasticas anisotropicas

Neste tépico, sao apresentados os resultados das formulagoes numéricas para a pro-
pagacao de ondas elasticas em meios anisotropicas no modelo de camadas. A fonte
¢ detonada na agua, deforma que apenas uma onda P é gerada e, ao atingir a pri-
meira interface, parte da onda P se converte em onda S. Ao chegar na segunda
interface, tanto a onda P quanto a onda S sdo convertidas em ondas quase-P e
quase-S, uma vez que a terceira camada possui anisotropia VTI, sendo tais modos
novamente convertidos ao atingir a ultima interface. Os instantaneos referentes a
componente vertical da velocidade sdo mostrados na Fig. [5.21] para o operador de

campo Unico na malha intercalada padrao.
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Figura 5.27: Instantaneos do campo de velocidade vertical mostrando a propagacgao
da onda elastica anisotrépica.
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Repare que, como todos os esquemas, seja os esquemas de campo duplo ou de
campo unico que utilizam a malha intercalada padrao ou a rotacionada, sao validos
para anisotropia até VTI (caso 2D), os pardmetros de Thomsen sdo considerados
nas modelagens deste topico. Com isto, as respostas sao diferentes da apresentadas
no topico anterior, sendo visiveis estas diferengas principalmente em afastamentos
(offsets) mais elevados, uma vez que em regides proximas a fonte, a onda se propaga
em uma direcao préoxima da vertical, caso em que a velocidade de propagacao é mais
proxima da velocidade na dire¢ao vertical (utilizada nas formulagoes isotropicas).
Assim, quanto maior o afastamento da fonte, maior a diferenca entre a velocidade
na direcao de propagacgao em relagdo a diregdo vertical, fazendo com que os tempos
de transito se distanciem daqueles verificados na modelagem isotrépica. Isto reflete
diretamente nos sismogramas, como seré visto na segao [5.3.4]

Na Fig. [5.28] sdo mostrados de forma comparativa os resultados provenientes das
modelagens utilizando-se os operadores na malha intercalada padrao (Virieux), atra-
vés de tracos do sismograma com diferentes afastamentos — na posicao de 0,75km
e 1,25km o que significa um afastamento da fonte de, respectivamente, 1,25km e

0,75km. Como se vé, os resultados sdo coincidentes para o caso dos esquemas nu-
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Figura 5.28: Comparacao dos campo de velocidade vertical para os esquemas

(¢) Trago em x = 1,25km.

(d) Detalhe do trago em = = 1,25km.

sotropicos de campo tnico e de campo duplo para malha rotacionada.

méricos de campo Unico em comparagao com os esquemas de campo duplo.
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detalhes, dados pelas Fig. [5.28(b)| e Fig. [5.28(d), onde amplia-se a escala dos re-

feridos tragos, também nao ha distin¢cdo dos resultados, mostrando a equivaléncia
das modelagens utilizando-se os referidos esquemas também no caso deste meio de
camadas.

Na Fig. [5.29, s@o mostrados de forma comparativa os resultados provenientes
das modelagens utilizando-se os operadores na malha intercalada rotacionada. Sao
mostrados dois tragos diferentes do sismograma, com diferentes afastamentos, — na
posicao de 3km e 3,5km, respectivamente, com afastamento da fonte de 1km e 1,5km.

Pode-se ver que ambos os tracos apresentam resultados equivalentes para as mode-
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Figura 5.29: Comparacao dos campo de velocidade vertical para os esquemas ani-
sotropicos de campo tnico e de campo duplo para malha rotacionada.

lagens de campo tnico de campo duplo na malha rotacionada, mesmo ampliando-se

a escala, como mostram as Fig. [5.29(b)|e Fig. [5.29(d)} Portanto, como no caso da

malha de Virieux, os esquemas na malha rotacionada se equivalem.

5.3.4 Comparacao de esquemas elasticos e acusticos e sis-

mogramas

Nesta secao, sao apresentados os sismogramas completos obtidos nas modelagens

realizadas acima, utilizando-se as diferentes formulagbes numéricas. O objetivo é

133



exemplificar a diferenca nas respostas utilizando a teoria acistica, elastica isototro-
pica e anisotropica, através das respostas dos esquemas de campo tinico propostos.

Primeiro, na Fig. [5.30, apresenta-se o sismograma gerado com a formulagao
acustica em comparacao com a formulacao elastica isotropica, lado a lado para faci-

litar a comparacgao entre os mesmo. Como mencionado anteriormente, o sismograma
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G000

BOO0

7000 7000

(a) Sismograma actstico. (b) Sismograma eldstico isotrépico.

Figura 5.30: Comparacao entre os simogramas acustico e elastico isotropico para o
modelo de camadas.

elastico apresenta uma complexidade muito maior que o acustico, o que pode ser
visto claramente na figura. E claro que as reflexdes associadas as reflexdes das on-
das P diretas (nao convertidas), bem como as miltiplas associadas a tais eventos,
encontram-se na mesma posicao nos dois casos, sendo os eventos a mais no sismo-
grama elastico advindos das diversas conversoes de ondas.

Neste sentido, na Fig. a primeira curva se refere & onda direta, a se-
gunda, terceira e quarta hipérbole se referem, respectivamente, ao primeiro, segundo
e terceiro refletores. Os demais eventos presentes na figura citada estao associados
a multiplas. Na fig. vé-se as reflexdes associadas as ondas P diretas nas
mesmas posi¢oes. O evento entre o segundo e o terceiro refletores é associado a re-

flexdo da onda S criada na primeira interface, refletida na segunda e convertida em
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onda P ao retornar para a agua (onda PS-SP). Os demais eventos no referido sismo-
grama, (ue nao sao eventos em comum com o sismograma acustico, sao referentes
a diferentes ondas convertidas (ver Fig. , bem como as multiplas associadas as
diversas multiplas.

Na fig. mostra-se o sismograma para o caso anisotrépico (Fig. [5.31(b))
em comparagao com o caso isotépico (Fig. . Lembrando que foram utili-

(a) Isotrépico (malha de Virieux). (b) Anisotrépico (malha de Virieux).

Figura 5.31: Comparagdo entre os simogramas gerados com operador elastico iso-
trépico e anisotropico na malha de Virieux.

zados os esquemas de campo Unico na malha intercalada padrao. Pode-se ver que
as curvas referentes ao segundo e terceiro refletores apresentam-se ligeiramente des-
locadas em relagao as posi¢oes do sismograma isotrépico. Ja os eventos relativos
as ondas convertidas, bem como as miltiplas, apresentam um deslocamento maior.
E interessante notar que os sismogramas utilizando-se as formulagoes isotrépica e
anisotropica s@o muito semelhantes entre si, embora apresentem diferencas conside-

raveis para afastamentos elevados.
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5.4 Aplicacao para o modelo Marmousi 2

Nesta secao, os resultados serao testados para o caso de modelo de velocidades bem
realistas, como é o caso do modelo conhecido como Marmousi 2 (MARTIN| [2004;
MARTIN et al., 2006). Tal modelo (Fig. ¢ uma extensao elastica do modelo
Marmousi original, apresentando as mesmas fei¢des geologicas do modelo original,

sendo estendido lateralmente e incluida uma camada de dgua. Nao é considerada

lUIOO ."J‘UO 3000 400 SOFIZ EOPU 7000 8000 90: 0 10?0' LlO‘OU l;‘?UO 13000

(a) Velocidade cp

jOPO 20?6 3000 40?0 50?‘, BO0O 70?0 BOo 3000 100‘00 11000 12000 130‘0(‘
1 I 1 1

500

10004
/ 2,102

(b) Velocidade cg.

({ 1v‘w 2000 3(7‘(70 4000 EOFU BO00 70‘00 8000 50‘00 10?0: Ll\‘JOU 12?0(‘
| i

100

2000

(¢c) Densidade p.

Figura 5.32: Modelo Marmousi 2: distribuicao velocidades e densidade, dados res-
pectivamente em km s~ e g ecm ™3, sendo que o ponto indica o decimal.

nenhuma anisotropia neste modelo, sendo ele composto por tanto de trés modelos:
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um de velocidades de onda P, um de velocidades de onda S e um de densidades. As
variacao das velocidades de onda P e S desde modelo, bem como das densidades,

ao longo do modelo, sdo mostradas na Fig. [5.32]

Os pardmetros numéricos utilizados nas modelagens sao dados na Tab. [5.5]

Tabela 5.5: Parametros utilizados nas modelagens utilizando o modelo Marmousi 2

nome  valor significado / unidade

At 1,0 incremento temporal (x10~%s) na marcha

h 1 espagamento da malha (em m), onde h = Az = Az

fe 60 freqiiéncia de corte (em Hz) da fonte sismica

Nz 13601 nimero de pontos da malha na direcao x

Nz 2801 nimero de pontos da malha na direcao z
Niotar  16.000 numero total de passos de tempo, sendo o tempo total ¢ = 1,6s
1w f 6801 posicao da fonte na dire¢do = (dada em pontos da malha)

jzf 265 posigao da fonte na dire¢ao z (dada em pontos da malha)
jobs 261  profundidade de leitura do sismograma (dada em pontos da malha)

Na Fig. [5.33] sdo comparadas as respostas do esquema de campo tnico com

o esquema de campo duplo na malha intercalada tradicional (de Virieux). Acima,
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Figura 5.33: Tracos do sismograma para os esquemas na malha padrao.

¢ mostrado o trago de posicio * = 6km, o que corresponde a um afastamento

da fonte (offset) de 800m e, abaixo, é mostrado o traco de posigdo = = 5,5km, o
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que corresponde a um afastamento da fonte de 1300m. Como em todas as situagoes
mostradas nos exemplos anteriores, a resposta do esquema de campo tnico proposto
é equivalente a do esquema de campo duplo classico na malha de Virieux.

Na sequéncia, Fig. [5.34] sao mostrados os resultados para os esquemas na ma-

lha intercalada rotacionada. Como a figura anterior, acima, é mostrado o traco
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Figura 5.34: Tracos do sismograma para os esquemas na malha rodada.

com afastamento da fonte de 800m e, abaixo, o trago com afastamento da fonte de
1300m. Os resultados da formulacao de campo tinico proposta sdo equivalentes aos
do esquema de campo duplo classico na malha rotacionada. Uma obervagao deve
ser feita no que se refere a aplicagdo da fonte na malha rotacionada. A equivaléncia
da fonte entre o esquema de campo tnico e o esquema de campo duplo foi feita,

como se pode ver nos resultados mostrados na figura.
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Capitulo 6
Conclusoes

Neste trabalho, foram desenvolvidas formulagoes numéricas generalizadas, baseadas
no método das diferencas finitas com malhas intercaladas, aplicadas a problemas
de propagagao de ondas sismicas em meios gerais (anisotrépicos, ortotropicos, VTI,
acusticos, etc) envolvendo geologias complexas, em especial para acoplamento entre
meios elasticos e acusticos. Todas as formulagoes desenvolvidas se baseiam na dis-
cretizagao de equagoes de segunda ordem para um tinico campo de propagacao, refe-
renciadas pela abreviagao SG-SF (Staggered Grid Single Field Formulations), dentro
do escopo da teoria da elasticidade linear. Para o desenvolvimento das formulagoes,
foi utilizado um método geral para a obtencao de operadores generalizados em ma-
lhas intercaladas classicas, sendo construidos de forma a incorporar as caracteristicas
espectrais (estabilidade, convergéncia, etc) dos métodos classicos correspondentes,
mas apresentando algumas vantagens do ponto de vista computacional.

Os esquemas desenvolvidos podem ser divididos em duas familias distintas de al-
goritmos, baseadas na utilizagdo de malhas intercaladas classicas da geofisica, sendo
a primeira delas aquela associada a malha padrao (SSG) (VIRIEUX] [1986) e a se-
gunda aquela associada a malha rotacionada (RSG) (SAENGER et al., [2000). Por
esta razao tais familias de algoritmos sao designadas, respectivamente, por SSG-SF
e RSG-SF, combinando as siglas apresentadas acima. A familia SSG-SF é adequada
para o caso envolvendo anisotropias até ortotrépica — incluindo os subcasos como
VTI, isotrépico e actustico — e a RSG-SF é adequada a problemas com qualquer
grau de anisotropia, como por exemplo o caso TTI, também de grande interesse
em sismica, especialmente em regioes fraturadas. Enfatiza-se que todos os esque-
mas numéricos propostos sao desenvolvidos utilizando-se essencialmente o mesmo
método, que consiste na aplicagdo dos operadores utilizados nos trabalhos classicos
(para malha intercalada) duas vezes sucessivamente para obtengdo dos operadores
generalizados.

Ressalta-se que, diferente dos esquemas cléssicos citados, baseados em sistemas

de primeira ordem, as formulagdes numéricas propostas aqui sao baseadas nas equi-
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valentes equagoes diferenciais de segunda ordem que regem o fenémeno ondulatério.
Com isto torna-se possivel formular diferentes esquemas envolvendo campos de pro-
pagacao distintos, ou seja, pode-se discretizar a equagao da onda de deslocamento,
a equacao da onda de velocidade ou a equagao da onda de tensao, todas equacoes
de segunda ordem. Pode-se também considerar diferentes graus de anisotropia em
cada familia, gerando, por exemplo, esquemas elasticos isotrépicos e aciisticos que
podem ser vistos como sub-familias dos esquemas propostos. A seguir, é feito um
resumo dos assuntos abordados e resultados obtidos ao longo do trabalho.

No capitulo [2] foram deduzidas as equagoes diferenciais que regem o fendmeno
ondulatério em meios anisotrépicos gerais, particularizando os casos de anisotropia
ortotrdpica, isotrépico e acustico, tratados neste trabalho. Foram escritas as dife-
rentes formulagoes matematicas do fendmeno, em especial os sistemas de primeira
ordem escritos utilizando-se dois campos de propagacgao (equagdes de campo du-
plo) e as equagoes de segunda ordem escritas para um tnico campo de propagacao
(equagoes de campo 1inico).

No capitulo [3] foram discutidas questoes relativas a obtencao dos operadores
em malhas intercaladas, iniciando-se por uma revisao de diferentes configuracoes de
malhas intercaladas, onde é mostrada sua relagao com as equagoes que se deseja dis-
cretizar. Sao obtidos os operadores classicos utilizados nas formulacoes de Virieux
e Saenger, que por sua vez sao também discutidas. A partir de principios simples,
os operadores de diferencas finitas em malhas intercaladas sao generalizados, sendo
obtidos operadores para derivadas de segunda ordem em cada uma da malhas in-
tercaladas utilizadas. Tais operadores sdo a base das formulagoes de campo tnico
propostas, apresentadas no capitulo [4, Destaca-se que as formulagoes de diferencas
finitas com malha intercalada propostas na literatura, diferentes das propostas neste
trabalho, sdo todas baseadas nas equagoes de campo duplo.

No capitulo [4, foram entéo apresentados os esquemas originalmente desenvolvi-
dos e efetivamente implementados neste trabalho, tendo sido demonstrada a equiva-
léncia numeérica entre os esquemas de campo Unico e os esquemas de campo du-
plo classicos. Foram abordados também esquemas de quarta ordem no tempo,
utilizando-se a formulacao de Lax-Wendroff, sendo deduzidas as equagoes modi-
ficadas gerais para o caso eldstico anisotrépico. E importante ressaltar que, neste
trabalho, implementa-se a quarta ordem no tempo apenas para o caso acustico, em-
bora tenham sido obtidas também as expressoes dos termos de corre¢cao para o caso
elastico isotrdpico (no apéndice . A razao pela qual nao foram implementadas as
formulagoes de quarta ordem no tempo para o caso elastico se deve ao alto custo
computacional das mesmas, além das pequenas diferencas nas respostas verificadas
para o caso acustico implementado.

No capitulo [f], foram apresentados diversos exemplos numéricos comparando os
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esquemas desenvolvidos com os propostos na literatura. Foi demonstrado na pratica
que, de fato, os esquemas de campo tUnico apresentam os mesmos resultados dos
esquemas de campo duplo correspondentes. Foram avaliados ainda, nos referidos
exemplos, diversas questoes discutidas ao longo do trabalho, como por exemplo a
equivaléncia da aplicagdo da fonte entre esquemas distintos, bem como as respostas
dos esquemas em regioes de acoplamento elastico-actistico para meios anistotrépicos.

Assim, as principais contribui¢oes deste trabalho sao os novos algoritmos pro-
postos e implementados, bem como o método proposto para obtencao de esquemas
generalizados em malhas intercaladas. As duas familias de esquemas propostos, ci-
tadas anteriormente, englobam diversas sub-familias de esquemas numéricos, cada
uma delas vélida para diferentes meios geofisicos (ortotrépico, isotropico, eléstico,
etc). Enfatiza-se que as sub-familias mais gerais englobam naturalmente as sub-
familias para meios mais simples. Cada sub-familia pode ser formulada utilizados-se
diferentes campos de propagacao (deslocamento, velocidade e tensao), sendo os re-
sultados equivalentes aos dos esquemas de campo duplo correspondente. Entretanto,
algumas destas possibilidades nao apresentam vantagem numérica alguma a princi-
pio. Por exemplo, de forma geral, as sub-familias para meios elasticos formuladas
em deslocamento (ou tensao) necessitam de menos memoria computacional que as
formulacoes de campo duplo correspondentes. No caso actstico, as sub-familias em
pressao, por sua vez, apresentam vantagem em termos de armazenamento. A seguir

lista-se os esquemas mais vantajosos:
1. Familia de campo tnico na malha intercalada classica (SSG-SF).
Esquema actsticos (p constante) para pressao.
Esquema actstico (p variavel) para pressao.
Esquema eléstico isotrépico em deslocamento (velocidade).

Esquema eléstico ortotropico em deslocamento (velocidade).

2. Familia de campo tnico na malha rotacionada (RSG-SF).

Esquema eléstico anisotrépico geral em deslocamento (velocidade).

Em relacao a utilizagdo da memoria, os esquemas classicos para o caso elastico
— seja o de Virieux ou o de Saenger — tém um dispéndio de memoria de 5N (N
¢ o numero total de pontos da malha) em duas dimensoes (considerando apenas
os campos de propagacao), referentes a duas componentes de velocidade e trés de
tensao, e 9N em trés dimensoes, referentes a trés componentes de velocidade e seis de
tensao. Para resolver o mesmo problema utilizando-se um esquema de campo tinico
baseado em tensao, o dispéndio de memoéria seria de 6N em duas dimensoes e 12N em

trés dimensoes — pois é necessario armazenar os campos em dois instantes de tempo
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para o calculo do campo futuro —, ou seja, tal esquema necessita, respectivamente,
20 % e 33 % a mais de memdria, nao sendo portanto vantajoso computacionalmente.
Por outro lado, o esquema de campo tinico formulado para as equagdes em termos de
deslocamento (ou velocidade) necessita de 4N e 6N de memoria, respectivamente,
em duas dimensoes e trés dimensoes, o que significa uma utilizacao de apenas 80 % e
67% da memoria utilizada nos esquemas de campo duplo cldssicos, o que representa
uma vantagem em relacao a estes.

Em relacao ao caso actstico, a vantagens em termos de gasto de meméria com-
putacional é ainda maior que a para o caso elastico, desde que utilizado o campo
de pressao. Isto se deve ao fato do campo de tensoes se reduzir, no caso acustico,
a apenas uma componente, ou seja, a pressao acustica. Desta forma, o esquema
de campo tnico baseado na equagao para pressao tem um dispéndio de 2N de me-
moéria (onde N é o ntmero de pontos da malha), tanto em duas quanto em trés
dimensoes. Desta forma, em relagao ao esquema classico de campo duplo acustico,
o esquema de campo Unico proposto utiliza apenas 67 % da memoria daquele, no
caso de duas dimensoes, e 50 %, no caso de trés dimensoes. Verifica-se ainda que o
esquema acustico para densidade constante apresenta uma eficiéncia computacional
elevada, sendo bem mais rapido que o esquema de campo duplo classico, possuindo
ainda praticamente o mesmo ntimero de operagdes que o esquema tradicional (ba-
seado na equagao acustica da onda para densidade constante) e a mesma precisao
da malha intercalada actstica. Portanto, tais operadores sao indicados para aplica-
¢oes voltadas para a cinematica de ondas P, como por exemplo a migracao RTM
acustica. Ja o esquema para densidade variavel apresenta-se como alternativa, por
exemplo, ao esquema de Cohen (COHEN e JOLY], [1990) quando se deseja levar em
conta a influéncia de p nas amplitudes. Enfatiza-se que o esquema de campo tnico
apresenta-se vantajoso em relacao ao esquema de Cohen, uma vez que apresenta
menor custo computacional, maior precisdo numérica e maior estabilidade, sem ne-
cessidade de suavizacao da densidade para estabilizacdo do esquema (como ocorre
no caso do esquema de Cohen).

Enfatiza-se que ambos os esquemas actsticos desenvolvidos, por envolverem ape-
nas o campo de pressao, apresentam-se sem intercalamento neste campo. No caso de
densidade variavel, a densidade é considerada em pontos intermediarios da malha.
Ja o esquema para densidade constante utiliza a velocidade em pontos da malha
simples. Outra caracteristica do esquema de campo tnico acistico é que, por exem-
plo em quarta ordem, o ntimero de pontos utilizado é maior do que o esquema de
Cohen: 15 pontos contra 11 pontos do esquema de Cohen. Com isto, o esquema
de Cohen recai no esquema actstico classico no caso em que o meio apresenta den-
sidade constante, enquanto os esquemas de campo tnico propostos apresentam a

precisao do esquema de campo duplo classico que é maior do que aquela. Assim,
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outra conclusao importante, que fica especialmente evidenciada no caso acustico, é
que o stencil da malha de intercalada é maior que o da malha simples, sendo este
fato o responsavel pela maior precisao dos esquemas de malha intercala e nao, como
citado em alguns trabalhos da literatura, a consideracao de espagamento da malha
reduzidos pela metade.

Em relagao especificamente a familia RSG-SF, conclui-se que em virtude de serem
mais caros que os esquemas equivalentes na malha padrao, além de apresentarem
maior dispers@o numérica, tais esquemas sao indicados a principio somente para
modelar meios como anisotropia maior de ortotrépica (como TTI), situagao onde a
malha de Virieux nao é adequada. Entretanto, como mencionado em SAENGER
e BOHLEN (2004)); SAENGER et al|(2000), a malha rotacionada apresenta maior
estabilidade para modelar situagoes extremas de heterogeneidades, como por exem-
plo em trincas de densidade muito pequena. Com isto, pode-se modelar também
uma superficie livre naturalmente introduzindo-se por exemplo uma camada de ar
acima da agua. Como desvantagem, cita-se os cuidados especiais necessarios para
a aplicagdo da fonte explosiva, que deve ser aplicada em uma regiao espacial, cui-
dados estes necessarios devido a problemas de acoplamento na malha rotacionada
(HUSTEDT et al.l 2004).

Em comparacao com os esquemas da literatura formulados para uma tinica varia-
vel, é importante citar que o caso elastico isotropico apresentado aqui como um caso
particular — pertencente a familia de campo tnico na malha de Virieux (SSG-SF)
— & equivalente ao proposto em LUO e SCHUSTER| (1990)), embora seja apre-
sentado de forma bem mais geral do que no referido trabalho. Por outro lado, o
esquema para anisotropia ortotrépica da mesma familia é uma formulacao mais ge-
ral, constituindo-se em uma proposta original deste trabalho. O mesmo ¢é aplicavel
ao campo de deslocamento ou ao campo de velocidade apenas modificando-se a
fonte. Tal esquema modela corretamente regides com razao de Poisson arbitraria,
incluindo regides contendo agua. Por outro lado, os esquemas baseados na equagao
da onda para deslocamento, por exemplo o esquema de Kelly (KELLY et al.l |{1976),
apresentam sérios problemas neste caso, gerando respostas inaceitaveis com alta dis-
persao associada a artefatos numéricos. Nos exemplos deste trabalho, observou-se
ainda que, mesmo em situagoes nao tao adversas em termos de razoes de Poisson, o
esquema de Kelly apresenta problemas em relagdo a artefatos provenientes da apli-
cacao da fonte, que possuem dispersao numeérica associada. Tais artefatos, parecem
ser devidos a anisotropia numérica e encontram-se presentes mesmo em materiais
com pequena razao de Poisson. Por outro lado, a extensao ortotropica do esquema
de Kelly (desenvolvida e implementada neste trabalho), nao apresenta o artefato
numérico citado. Mas verifica-se, entretanto, que tal esquema apresenta maior dis-

persao numérica associada a onda quase-S, de forma que para gerar uma resposta

143



com a mesma precisao do esquema de campo Unico, é necessario reduzir o espaga-
mento da malha. Com isto, mesmo com o critério de estabilidade menos restritivo, a
extensao ortotrépica do esquema de Kelly acaba sendo mais cara, além de necessitar
de mais memoéria, para um determinada nivel de precisao exigido, em comparagao
com o esquema de campo unico. Enfatiza-se que o esquema de campo tnico é com-
pletamente livre de artefatos devidos a aplicacao da fonte, o que, em conjunto com
a boa representacao da onda em regioes de acoplamento elastico-actsticas, faz deste
esquema melhor que a extensao de Kelly.

Uma conclusao geral importante é que todos os esquemas de campo tnico desen-
volvidos, apresentam os mesmos resultados dos esquemas classicos correspondentes,
com as mesmas caracteristicas de precisao e estabilidade. Portanto, eles apresentam
resultados acurados mesmo em situagoes de acoplamento elastico-actustico, diferente
dos esquemas baseados em deslocamentos que sdo encontrados na literatura (es-
quema de Kelly, por exemplo).

Como conclusao final deste trabalho, cita-se a importancia do desenvolvimento de
esquemas de campo unico alternativos aos populares esquemas de malha intercalada
existentes na literatura, uma vez que tais esquemas podem apresentar vantagens
em termos de meméria e/ou custo computacional, como discutido. E importante
mencionar que os métodos apresentados para obtencao dos esquemas de campo
unico sao gerais e podem ser aplicados a outros problemas envolvendo equagoes
hiperbdlicas, como por exemplo na formulagdo de Yee para o eletromagnetismo
ou problemas de dinamica de fluidos. Outra contribuicao deste trabalho se refere
ao entendimento da forma como a fonte sismica deve ser aplicada aos diferentes
esquemas, resultado este importante para a utilizacao dos esquemas aqui propostos,
tanto quanto os esquemas da literatura, como por exemplo o esquema de Kelly.

Como dito a principal vantagem das formulagoes de campo tinico propostas em
relacao as formulacoes classicas intercaladas é o menor dispéndio de memoéria compu-
tacional, fornecendo respostas que apresentam as mesmas caracteristicas numéricas
de precisao, estabilidade e dispersao das formulagoes classicas correspondentes. Por-
tanto, os esquemas de campo unico podem acomodar modelos bem maiores que os
de esquemas tradicionais, fornecendo respostas tao boas quanto estes. Uma desvan-
tagem é que os esquemas de campo Unico apresentam expressoes mais complicadas,
sendo mais dificil de programar e possuindo em geral um custo computacional maior.
Entretanto, com uma programacao cuidadosa pode-se reduzir substancialmente este
custo. Enfatiza-se que o caso actustico para densidade constante apresenta vantagens
tanto em memoria quanto em custo computacional.

Pretende-se dar prosseguimento as pesquisas empreendidas neste trabalho, prin-

cipalmente no que se refere aos seguintes temas de interesse:

1. Implementacao tridimensional dos algoritmos;
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Implementacgao de quarta ordem no tempo para os esquemas elasticos;
Estudos adicionais sobre a aplicacao da fonte sismica na malha rotacionada;

Desenvolvimento e implementacao do esquema de campo tinico para a formu-

lacao de Yee para o eletromagnetismo;

Estudos adicionais e implementacao de condi¢oes de contorno nao reflexivas e

camadas de amortecimento estaveis em meios anisotrépicos;

Estudo de novas possibilidades de configuragoes de malhas intercaladas, alter-

nativas a malha rotacionada, para abordar o problema elastico anisotrépico;

Estudos adicionais e implementacao de algoritmos de migracao RTM
utilizando-se as formulagoes numéricas anisotropicas para avaliar os resultados

e possiveis vantagens e desvantagens.
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Apéndice A

Teoria da Propagacao de Ondas

acusticas

Neste apéndice serao deduzidas as equagoes da propagacao de ondas em meios aciis-
ticos, isto ¢, em fluidos ideais, onde nao haja viscosidade, seguindo procedimento
similar ao realizado para o caso eldstico geral, visto na segao [2.1, Embora, como foi
dito anteriormente, o caso acustico possa ser visto como um caso particular do elas-
tico, alguns aspectos tedricos ficam mais evidentes diretamente desta dedugdao. A
exigéncia de nao haver viscosidade ficarda mais clara nas dedugoes e esté relacionada
com o fato de que os efeitos de atrito entre as camadas do fluido serao desprezados.
Dito de outra forma, serao considerados fluidos sem resisténcia ao cisalhamento.
Logicamente, esta ¢ uma excelente aproximacgao no caso de gases ou liquidos como
a agua. Além disso, o processo de linearizagao se torna mais visivel e a constante
de elasticidade do meio aparece como um moédulo de compressao adiabatica.

Na primeira secao deste apéndice, serao obtidas as equacoes basicas que gover-
nam o comportamento ondulatério nestes meios, sendo tais equagoes linearizadas
em seguida. Por fim, obtém-se as diferentes formula¢des matematicas para a descri-
¢ao do fendmeno nas diversas variaveis de campo envolvidas, como deslocamentos,

velocidades e pressoes.

A.1 Equacao geral da onda acustica

Para desenvolver uma teoria que descreva o movimento das particulas quando uma
onda acustica se propaga no meio sob consideragao, serao evocados o principio fun-
damental da conservagao da massa e a segunda lei de Newton. Para tal, se considera
um fluido em movimento, cuja densidade é dada por p, no qual as particulas se des-
locam com uma velocidade ¥ dependente da posicao e do tempo. Considere, entao,

uma porg¢ao deste fluido de volume V' encerrado por uma superficie S, cuja normal
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¢ dada por 7, conforme a Fig. (WAPENAAR e BERKHOUT, [1989)).

Figura A.1: Regiao do espago contendo um fluido em movimento.

A.1.1 Conservacao da massa

A lei da conservagao da massa estabelece que, em um dado volume V' delimitado por
uma superficie S, a taxa de variacao temporal de massa é igual ao fluxo de massa
entrando através da superficie S adicionado a taxa de inje¢ao de massa (fonte de

massa), isto é,

875/ pdV = — fp ads + 2 /zde (A1)

onde 1i,,(7,t) representa a distribuicdo da fonte em termos de uma densidade volu-
métrica de inje¢do de massa, v representa a velocidade da particula e p a densidade

de matéria. Aplicando o teorema da divergéncia de Gauss, dado por

]{ d.ndS = / V.adv, (A.2)
S \%

lembrando que o operador nabla é dado pelas seguintes componentes cartesianas

V = (0,,0,,0,), e considerando o volume invariante no tempo, chega-se a seguinte

/apdv_ /v P dv+/ im gy (A.3)

ou, uma vez que esta equacgao ¢é valida para um volume V' qualquer,

expressao:

8,0 - Ot
% 9 (o) = O, (A4)

Esta equacao é conhecida como equagao da continuidade nao-linear.
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A.1.2 Conservagao da quantidade de movimento

Como na se¢ao anterior, seja um volume V' encerrado por uma superficie S. A lei
da conservacao da quantidade de movimento estabelece que a mudanca da quanti-
dade de movimento das particulas neste volume é igual ao fluxo de quantidade de
movimento entrando na superficie adicionado da resultante das forgas que atuam

nas particulas em V (lei de Newton generalizada), ou seja

9 — _ N2 A nl}
5% /v pvdV = — fg(pv)v.ndS + F/(V), (A.5)

onde
F(V)=— fs pidS + /V Fav. (A.6)

—

Na expressao acima, p(7,t) denota a pressao e f(7,t) é a densidade volumétrica
de forca externa. E importante chamar a atencdo para o fato de que forcas de
cisalhamento (devido a viscosidade) estao sendo desconsideradas, o que implica em

assumir um fHuido ideal.

Aplicando o teorema de Gauss, dado pela Eq. (A.2), segue que

/ agf) av =~ [ [7¥9.(o0) + (pr¥)ilav + E(V), (A7)
onde
F(v)=— /V VpdV + /V Fav. (A8)
ou seja
8%’? +0V.(p0) + (pt.N) T+ Vp = [, (A.9)

onde ﬁp ¢é o gradiente de p. Esta equagao é conhecida como equagao do movimento

nao-linear.

A.1.3 Relagoes constitutivas

A pressao p, a densidade volumétrica de massa p e a temperatura 1" de um fluido sao
mutuamente dependentes. Este fato é descrito matematicamente por uma equagao

de estado, cuja forma geral pode ser expressa por

x(p,p,T) =0, (A.10)

onde x é uma fung¢do nao-linear de p, pe T.
Como o foco deste desenvolvimento é a propagacao de ondas, serd assumido que
os processos ocorrem de forma adiabética (sem troca de calor), uma vez que se

sabe da fisica basica que durante a propagacao de ondas os processos de compres-
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sao e expansao ocorrem tao rapidamente que as trocas de calor sdo negligenciaveis
(NUSSENZWEIG/ 1996). Com esta simplificacdo, a equagao de estado se torna

pp~ & = constante, (A.11)

onde

K =Cp/Cy, (A.12)

sendo C'p e C'y os calores especificos, respectivamente, a pressao constante e a volume
constante.
Agora, definindo expressoes praticas para descrever a pressao e a densidade do

fluido no formalismo apresentado, ou seja fazendo

p(rt) = po(F) + Ap(rt) (A.13)
p('f’;t) = pO(F)—*—Ap(F?t)? (A'14>

onde o subindice zero representa os valores estaticos e A representa as variagoes

em torno destes valores para as variaveis p e p, causadas pela passagem da onda
acustica. Substituindo na Eq. (A.11)) como segue

pp " = (po+Ap)(po+ Ap)™" = popy (A.15)
Ap Ap\H
= o (1 + ) paK (1 + ) = POPSK (A.16)
Po Lo

e dividindo ambos os membros por popy ™, tem-se que
A Ap\ "
(1 + p) (1 + p) ~1 (A.17)
Po Po

o que, por fim, fornece o resultado

A Ap\”
p—<1+p> ~1; ~v=1/K (A.18)
Po Po

ou, expandindo em série de Taylor o binémio (onde Ap/py < 1):

o e oo 0 (S 000 ()L g
Po Do 2 Po 6 Do

A.2 Linearizacao das equacoes gerais

Supondo agora que o fluido esta em estado estatico, de tal forma que a velocidade @/

das particulas é devida somente a perturbacao causada pelo campo actistico da onda,
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pode-se, para uma vasta gama de aplica¢oes, assumir as seguintes aproximacoes

A

yppy < 1 (A.20)
0

A

yppy < 1 (A.21)
0

Com elas pode-se linearizar as equagoes basicas obtidas anteriormente, conforme

apresentado a seguir.

A.2.1 Equacao da continuidade

Substituindo a decomposigao dada pela Eq. (A.14)) na Eq. (A.4)), obtém-se

Opo+Ap] = i
W + V.[(po + Ap)T] = 2. (A.22)

Uma vez que py ¢ independente do tempo mas varia no espaco, desenvolvendo a

derivada do produto no segundo termo e, por fim, dividindo o resultado por py,

obtém-se L oA A . Lo
P P\ - — T
———— 4+ |1+ — | VUI+ —0V(pg+ Ap) = ——. A.23
po Ot ( Po) Po (po 2 po Ot ( )
Pela Eq. (A.20)), obtém-se
10Ap = 1._- 1= 1 9i,,
———— +VaUo+ —0V + —U.V(Ap) = ———. A.24
00 ot o (Po) o ( p) 00 ot ( )

Desconsiderando o terceiro e o quarto termos do primeiro membro (termos de ordem
superior), obtém-se a equagao da continuidade linear
1 0i,,  Oiy

Vi=——2=2" A2
po Ot VO po Ot ot’ (4.25)

onde iy (7,t) representa uma fonte actstica mais realista dada pela densidade volu-

métrica do volume injetado no meio (como por exemplo um airgun).

A.2.2 Equacgao de movimento

Procedendo de forma andloga para a Eq. (A.9) de movimento nao linear, obtém-se

a equivalente equacao linearizada:

v - .
po'gy +V(2p) = . (4.26)

onde se considera que a variagdo da pressao estatica é muito menor do que a variagao

da pressdo actstica causada pela dssagem da onda, isto ¢, |Vpo| < |[V(Ap)], além
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de serem desconsiderados termos de ordem superior.

A.2.3 Equacao de estado

Da expansao em série da equagao adiabética de estado, dada pela Eq. (A.19),

obtém-se diretamente a expressao linearizada para a equacgao de estado

A 1
P T Ap=-Ap (A.27)
Po Po K

onde foi introduzido o médulo de compressao adiabatica

w(F) = 2

0
, A28
> (A.28)

lembrando que v = 1/K = Cy/Cp, de forma que k(r) é dependente do peso da
coluna de material acima do ponto 7 (pressao hidrostética), bem como das proprie-

dades térmicas do meio.

A.2.4 Equacgoes finais linearizadas

Utilizando a Eq. (A.27) (equagao de estado) para eliminar Ap na Eq. (A.25) da
continuidade, e simplificando a notagdao com as seguintes substitui¢oes

Ap(rt) — p(rit) (A.29)
pO(F7t) - p(ﬁt)» (A30)

obtém-se o seguinte sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem para des-

crever a propagacao da onda acustica:

1 9p(iY)
ot

OB - ,
o 20D | Gpiiny =

+VOFEL) = —o (A.31)

~—>

k(T

L), (A.32)

Com estas equacoes, o campo de onda acustica linear é completamente represen-
tado através das variaveis p(7,t) e ¥(7,t), enquanto o fluido (ou o sélido no qual se
estd utilizando a aproximagao acustica para a propagacao de onda) é totalmente

representado por p(7) e k(7). A fonte é dada pelos termos do segundo membro.
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A.3 Representacoes da equacao geral da onda

acustica

Acima, foram deduzidas através de principios fisicos gerais as equagoes que descre-
vem a propagac¢ao de ondas actsticas em um meio heterogéneo geral. Entretanto,
como se trata de um fendomeno ondulatorio, existem outras variaveis que se alteram
quando da passagem da onda e que, portanto, podem ser utilizadas para a descri-
¢ao do fenémeno, tanto quanto a pressao e a velocidade. Além disso, em lugar de
sistemas de equagoes hiperbdlicos de primeira ordem, pode-se usar as correspon-
dentes equagoes hiperbélicas de segunda ordem conhecidas como equagoes da onda.
Nesta secao sao apresentadas diversas formas matematicas de descricao do mesmo

fendmeno ondulatério.

A.3.1 Equacoes em termos da pressao e das velocidade

O primeiro conjunto de equagdes que descrevem a propagacao de ondas actsticas

a ser apresentado é o sistema dado pelas Eq. (A.33) e Eq. (A.34), deduzidos

diretamente dos principios fisicos de conservagao do momento linear e conservagao

da massa, isto é,

19p diy

ov > 5
- f A.34
P TP =S (A.34)

A.3.2 Equacoes em termos da pressao e dos deslocamentos

A partir das Eq. (A.33) e Eq. (A.34)), como ¢ = 0@/0t, chega-se facilmente &

1 -
27 - .
p@ +Vp = f. (A36)

A.3.3 Equacao da onda de pressoes

Tomando a derivada temporal da Eq. (A.33); dividindo por p(7) e tomando o
divergente da Eq. (A.34), obtém-se
10*% = 00 0?1y
—— +V.— = A.37
rorr Vot T e (4.37)

v ¢ (;vp> _ (1 f). (A.33)

ot
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Subtraindo a segunda equacao na primeira e multiplicando o resultado por p, chega-

se a
- (1= 10%p
V. |-Vp| ———5 = —
(p p) K Ot? %
ou equivalentemente
- (1= 1 0%p

onde s representa a fonte e ¢ representa a velocidade de propagacao da onda actstica

no meio, dados pelas expressoes

82iv =3 1 K
S= 55 - V. (f) e c=,/—. (A.40)

Equacao classica da acustica

Reescrevendo a Eq. (A.39)) da onda utilizando a identidade 6( fﬁg) =V f.ﬁg +
fV3g, obtém-se

- (1) = 1 0%p
2 — - — —
Vp + pV (p)jp 2 012 ps.

Logo, derivando o inverso da densidade, obtém-se

1 9 le =
L ~Vp.Vp = —ps. (A.41)

ou ainda, definindo a flutuabilidade (em inglés buoyancy) b = 1/p, pode-se escrever

2, L0
c2 Ot?

As equagbes acima sao formas equivalentes de escrever a equacao geral da onda

+ pVb.Vp = —ps. (A.42)

pois expressam exatamente o mesmo que a Eq. . A partir destas equagoes, vé-
se que, em regioes onde o gradiente de p é nulo (ou desprezivel), é valida a seguinte
equacao classica freqiientemente usada na geofisica
2
’p — 012(;25]; = —ps, (A.43)
sendo a fonte e a velocidade dadas pelas Eq. (A.40).
Dos desenvolvimentos desta secao, vé-se que a equacao geral da onda pode ser
escrita como a Eq. , chamada neste trabalho de equacdo classica da onda
por ser a classicamente utilizada em geofisica, acrescida de um termo de produto

de gradientes. Em regioes onde o gradiente de densidade nao seja desprezivel, a

164



equagao classica nao é uma boa aproximacao. Um caso tipico onde isto ocorre mais
facilmente é no fundo do mar, quando a onda passa da agua para as primeiras
camadas de sedimentos. Neste caso, embora, a principio, a dire¢ao de propagagao
e os tempos de transito sejam bem descritos pela equacdo (parcela cinemética), o
mesmo nao se verifica com a amplitude (parcela dindmica). Na verdade, em meios
complexos, onde inimeras reflexdes ocorrem em diversas diregoes, nao esta claro a
priori se a equacao classica da onda ¢é capaz de gerar, por exemplo, sismogramas
sintéticos fidedignos, uma vez que reflexdes vindas de diferentes regides podem se
somar ou se cancelar, o que alteraria nao s6 a amplitude mas a propria feicdo dos

eventos no sismograma.

A.3.4 Equacgao da onda de velocidades

Multiplicando a Eq. (A.33) por x, tomando o seu gradiente e, adicionalmente,
tomando a derivada temporal da Eq. (A.39)), obtém-se

OVp =, = = iy

T +V(kV.D) = V <I€0t> (A.44)
9% OVp of
pw + 7825 = a <A45)

Subtraindo a primeira equacao da segunda e dividindo o resultado por «, resulta em

1=, = 1 0%v 1ds,
— D) — ——— = ———. A4
KV(/@'V v) c? Ot? Kk dt (A-46)

onde a fonte é dada pela derivada de

—

So=f—V (kiy). (A.47)

Repare que esta equacao é bem diferente da equacao da onda de pressoes, uma vez
que o gradiente do divergente presente na Eq. possui termos de derivadas
cruzadas em duas ou trés dimensoes, sendo diferente do divergente do gradiente.
Portanto, é importante salientar que, de maneira nenhuma, pode-se utilizar uma
equacao da forma da Eq. para descrever a propagacao dos deslocamentos,

mesmo trocando as propriedades.

A.3.5 Equacao da onda de deslocamentos

A equagao da onda pode ser escrita também em termos do deslocamento @ das

particulas do meio. A partir da equagao da onda de velocidades dada pela Eq.
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(A.46), como ¥ = 0u/0t, chega-se a

> . 1 0%u 1.,

x| =

Repare que, derivando a Eq. (A.48]), obtém-se a Eq. da onda de velocidades.
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Apéndice B

Definicoes Basicas e Tensor de
Elasticidade

B.1 Definicoes basicas

Nesta secao, sao apresentados os conceitos basicos de tensor de tensoes e de de-
formacgoes, indispensaveis para a compreensao dos demais topicos tratados neste

capitulo.

B.1.1 Tensor de deformacao

Classicamente, pode-se descrever as deformagoes (em inglés strain) de um parale-
lepipedo infinitesimal em termos de deformacgoes normais e cisalhantes. De forma

geral as deformacoes sao dadas por
1
¢ij = eji = 5 (Ojui + Oiy) (B.1)

onde a notacdo 0; deve ser entendida como a derivada em relagdo a coordenada
espacial z;, sendo 1 =z, x93 =y e x3 = z e 4 = u(r) é o vetor deslocamento, com
componentes cartesianas u; = (uy,Uy,u;).

Assim, as deformacoes normais sao dadas por

8ui
€ — s B.2
oz, (B.2)
ou explicitamente, para o caso tridimensional, por
Oy Ou, du,
Cop = , Cyy = = € €y, = . B.3
ox W gy 0z (B.3)
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Ja as deformagoes cisalhantes, no caso tridimensional, sdo escritas como

1 (0u, Ou,

€r0 = €zz = § (ax + (92: > ) (B4>
1 (0u, Ouy

Cyr = Cay = 5 <8:)§ + 8y ) e (B5)
1 (Ou, Ou,

Czy = Cyz = 2 ( dy + 82) . (B.6)

B.1.2 Tensor de tensao

O estado de tensao (stress) de um meio eldstico é especificado uma vez conhecida a
forca atuante em um elemento de area ds arbitrario passando através de um ponto
P arbitrario do meio. Considere, entao, um elemento de area ds (com versor normal
a esta superficie dado por 7) passando por um ponto P qualquer do meio, sendo
T 0 vetor que especifica a posi¢ao deste ponto (em relagao a origem do sistema de

coordenadas), conforme mostra a Fig. Assim, a forca que atua em ds é igual

x ';n:T [?: 7/'\1}

X

Figura B.1: Forca de superficie atuando em um elemento de area.

a T,ds, onde a tensao T, = T,(7,n) é uma fun¢ao do vetor posicao 7 e da direcao 7.
Como serd mostrado a seguir, a funcao 7, (7,7) pode ser definida, para uma dire¢ao
arbitraria, a partir de um tensor de segunda ordem chamado de tensor de tensoes,
que dependera somente de 7 (sendo independente de 7).

Para isto, constréi-se um tretraedro no ponto P com suas arestas na dire¢ao dos
eixos do sistema de coordenadas ortogonal (ver Fig. , de modo que dsq, ds, e
dss representem as areas das faces perpendiculares, respectivamente, aos eixos x1,
o e x3, e ds, a area da face inclinada com normal dada por . Em conseqiiéncia,
T_1ds1, T_odss, T_3dss e T,ds, correspondem as forcas exercidas pelo resto do meio,

respectivamente, nas areas dsi, dss, ds3 e ds,. O sinal de menos significa que as
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Cy

Figura B.2: Tensoes que atuam em um tetraedro infinitesimal.

referidas tensoes sao aplicada no lado de fora do tetraedro, cujas normais exteriores
apontam na dire¢ao oposta aos eixos coordenados. Pela Terceira Lei de Newton, a
soma das forcas Tydsy, Todss, T3dsz, que atuam nas faces internas do tetraedro, com

suas respectivas reacoes se anulam, o que resulta em
mn+71=0, m+72=0, 3+73=0. (B.7)

Agora, considere a aceleragao @ do centro de massa do tetraedro, e a forca externa
f por unidade de massa agindo no volume. Evocando a Segunda Lei de Newton para

o movimento do centro de massa do tetraedro, tem-se

adm = fdm+T,ds, + 7 1ds) + 7_ods) + T _3ds (B.8)
= fdm + Tyds, — Tidsy — Tds — Tydsn, (B.9)

onde dm é a massa do tetraedro. Considerando o limite quando os vértices do

tetraedro que definem o plano da face inclinada tendem ao ponto P, obtém—seﬂ
Fndsn = Fldsl + ’/_"2d81 + ’ngSl = ﬁdsi, (BlO)

uma vez que no limite infinitesimal os termos contendo dm sao proporcionais ao
volume e, portanto, de ordem superior se comparados aos termos contendo elementos

de area. Com isto, uma vez que
ds; = ds, cos(f,x;) = ds,, (B.11)

tem-se que a tensao em um elemento de area com normal n é dada por

—

T = TiN;. (B.12)

ldaqui por diante sera utilizada a convencdo de soma sob indices repetidos (convengdo de
Einstein), isto é, os indices repetidos devem ser somados.
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Projetando 7, nos eixos do sistema de coordenadas, obtém-se
Tnk = TikMi, (B.13)

onde 7, (i,k = 1,2,3) refere-se a um conjunto de nove componentes. Destas com-

ponentes, trés sao normais (i = k) e seis, tangenciais (i # k), como mostrado na

Fig. B.3] Como pode ser demonstrado, vide BORISENKO e TARAPOV] (1979),

/

A

X

Figura B.3: Componentes do tensor de tensoes.

as quantidades 7;, se transformam como um tensor, sendo as componentes carte-
sianas do chamado tensor de tensoes. Tal tensor é independente da orientacao da
area dada pela normal 7, onde a tensao atua, podendo, entretanto, ser utilizado
para determinar 7,, para 7 arbitrario. Desta forma, o tensor de tensoes especifica
completamente o estado de tensao em qualquer ponto do meio elastico, podendo ser

expresso em coordenadas cartesianas por

Tex Toy Tz

Tyy Tyz | >

(B.14)

Tex Tzy Tzz

onde 7;; representa a tensao que atua sobre a face ¢ de um cubo infinitesimal na
direcao j. Note que os elementos da diagonal representam as tensoes normais e os
elementos cruzados representam as tensoes cisalhantes.

Um fato de suma importancia é que das 9 componentes do tensor de tensoes
apenas 6 sao independentes uma vez que as tensoes internas nao podem gerar um
torque em um elemento de volume qualquer, implicando na simetria do tensor 7.

Isto é facilmente demonstrado estabelecendo-se o equilibrio dos momentos no cubo
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da Fig. [B.3], o que conduz a

T21 = T12
T31 = T13 (B.15)
T23 = T32.

E interessante notar que no caso limite de um fluido ideal (onde nao pode haver

tensoes cisalhantes), o tensor de tensoes se simplifica para

—-p 0 O
T = 0O —p O , (B.16)
0 0 —p

onde foi utilizado o Principio de Pascal que estabelece que a pressao p em um fluido

ideal independe da direcao, ou seja
P= —Toxa = —Tyy = T2z, (Bl?)

sendo o sinal negativo advindo da diferenca de defini¢oes de tensao (dilatagao) e

pressao (compressao).

B.2 Tensor de Elasticidade

No contexto da teoria da elasticidade, o tensor de elasticidade é um objeto mate-
matico suficiente para caracterizar as propriedades elasticas de um meio. O que
define o carater tensorial de uma grandeza é a forma como esta se transforma sob
mudanca no sistema de coordenadas. O tensor de elasticidade é um tensor de quarta
ordem, de forma que suas componentes se transformam sob mudanga do sistema de
coordenadas de acordo com a seguinte lei (BORISENKO e TARAPOV/ [1979)

/
Cijkl = QirmOGn Ok pOl qCmnpq;s (B18)

onde ¢}z € Cmnpq 530 as componentes do tensor de elasticidade no novo e no antigo
sistema de coordenadas K’ e K, respectivamente, e oy, é o cosseno do angulo entre
0 i-ésimo eixo de K’ e o m-ésimo eixo de K (similarmente para os demais a’s).
Repare que esta lei de transformagao é uma generalizacdo da transformacao das
componentes de um vetor (que, na verdade, é um tensor de primeira ordem). Para
maiores detalhes matematicos sobre tensores e demonstracoes do carater tensorial
dos objetos da teoria da elasticidade, é sugerido o livro texto citado acima.

Mais interessantes que as provas matematicas, é compreender intuitivamente o
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que esta por tras da idéia de materiais elasticos, compreendendo, assim, a razao
pela qual a teoria da elasticidade tem uma aplicabilidade muito grande. Uma forma
de compreender isto ¢ tendo em conta que a maioria dos sélidos, liquidos e gases
se comportam, dentro de certos limites, de forma elastica, ou seja, como uma mola
ideal (obedecem a Lei de Hook). Assim, pode-se pensar num material qualquer
como composto de infinitas molas, sendo as constantes das molas ponto a ponto
as grandezas que caracterizam a elasticidade do meio. Microscopicamente, estas
molas se originam da forca entre os d&tomos ou moléculas constituintes do material.
Por exemplo, como é bem conhecido, a interacao entre atomos neutros ou moléculas
pode ser descrita fenomenologicamente com boa precisao pelo potencial de Lennard-
Jones (ver Fig. , sendo este potencial responsavel por manter os &tomos em suas
posic¢oes de equilibrio. Assim, quando aplica-se uma for¢a em um determinado dtomo
ou molécula o potencial de Lennard-Jones tende a reestabeler o equilibrio por meio

da aplicacao de uma forca contraria equivalente a uma mola.

100 T T T r
IE 50 B .
o
Q
: |
S O
L \
R 1
S ]
3 S0t real (medido) 1
> Lennard-Jones -.........
= ‘ pardabola ————
¥ _100 } . . . . ]
3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0

Figura B.4: Potencial de Lennard-Jones para um gés. E mostrado o potencial real
em comparagao com o potencial de Lennard-jones ajustado ao caso.

No contexto da teoria da elasticidade, falando ainda microscopicamente, o po-
tencial de Lennard-Jones pode ser aproximado por uma funcdo quadratica para
pequenos deslocamentos da posigao de equilibrio dos dtomos (ver Fig. , ou seja,
no potencial minimo onde a derivada é nula. Assim, o deslocamento da posicao de
equilibrio torna-se proporcional a magnitude da tensao aplicada. Neste sentido, é
dito que se esta no regime linear. Logicamente se as tensoes envolvidas excederem
um valor limite (fazendo com que os deslocamentos em torno da posi¢ao de equilibrio
se tornem maiores que um determinado valor critico), comportamentos nao lineares

vao surgir, em analogia ao que ocorre quando se puxa uma mola além do seu limine
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de elasticidade (o que pode ocasionar uma deformagao permanente na mesma). No
caso macroscopico, verifica-se experimentalmente que diversos materiais se compor-
tam da mesma forma, ou seja, apresentam comportamento linear quando aplicadas
tensoes até um determinado valor (que depende do material).

Assim, no regime linear, a forma mais geral da relacao entre tensao 7 e defor-
macao e ¢ conhecida como a Lei de Hook generalizada, sendo dada pela seguinte
expressao tensorial

Tij = CijklCkl, (B.19)

onde 4, j, k, [, que variam de 1 a 3 (no caso tridimensional), se referem aos eixos car-
tesianos do sistema de coordenadas. Ressaltando-se que é adotada aqui a convengao
de soma implicita sob indices repetidos (convencao de Einstein).

A principio, a quantidade de componentes do tensor de elasticidade c;p €
3 x 3 x3x3 =8l Entretanto, este tensor apresenta diversas simetrias que re-
duzem substancialmente as componentes independentes do mesmo. Primeiro, as

componentes deste tensor possuem a seguinte simetria

Cijkl = Cjikl, (B-QO)
uma vez que 7;; = Tj;. Além disso,

Cijkl = Cijlk, (B-21)

uma vez que ey = ey,. Por fim, assumindo que as deformacoes ocorrem de forma
adiabatica (a mesma justificativa fisica dada para o caso actistico no apéndice @
permanece valida), pode-se demonstrar que (AKI e RICHARDS, [2002)

Cijkl = Cklij- (B.22)

As simetrias descritas acima, reduzem o nimero de coeficientes independentes do
tensor de elasticidade para 21. Existem diversos tipos de simetria que reduzem
ainda mais o numero de coeficientes independentes do tensor de elasticidade, sendo
o caso mais simples aquele em que as propriedades elasticas independem da diregao,
isto é, no caso isotropico. Na verdade, o caso acustico pode ser visto como o caso
mais simples de elasticidade. Uma bela e clara exposicdo que avalia apenas as
simetrias existentes no meio fisico para obter as diferentes configura¢oes do tensor
de elasticidade é encontrada em BOS et al.| (2004)).

A seguir, serao apresentadas as formas do tensor de elasticidade para alguns
casos de interesse no presente trabalho. Antes, porém, sera introduzida a notagao

de Voigt, por meio da qual os quatro indices do tensor de elasticidade sao reescritos
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para apenas 2 indices, permitindo a representacao matricial do mesmo.

B.2.1 Notacao de Voigt

Em virtude das simetrias existentes nas tensoes, deformagcoes e no tensor de elastici-
dade, é possivel reescrever estes objetos com uma notagao compacta, de forma que a
visualizacao deles se torne mais simples. Isto porque, sendo o tensor de elasticidade
um tensor de quarta ordem, sua representagao matricial nao é possivel a principio,
de forma que neste caso apenas se pode trabalhar com suas componentes.
O tensor de tensoes, por ser um tensor de segunda ordem, pode ser representado
matricialmente por
1 T2 T13
T=1 Ti2 T2 To3 |, (B.23)

T13 T23 733

onde r =1,y = 2, 2 = 3, como antes, e Tog = T32, T13 = T31, T12 = To1, totalizando 6
componentes independentes. Assim, uma forma de representar o tensor de tensoes,
permitindo com isto que o tensor de elasticidade seja representado por uma matriz,

¢é escrevé-lo como um vetor, da seguinte forma

T11 1
T22 T2
733 T3
T = = . (B.24)
T23 T4
T13 T5
T12 T6

Repare que, para tornar possivel a representagao utilizando um vetor, os dois indices

i,j do tensor foram transformados num indice n Unico, através da seguinte relagao

que define a chamada notacao de Voigt.
Utilizando a mesma notagao — tendo em conta as simetrias nos indices originais

17kl vistas acima —, pode-se escrever o tensor de elasticidade de quarta ordem,
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como

€11 C12 Ci13 Ci14 Ci15 Cip
Ci2 C22 C23 Coq4 C25 C26
C13 C23 (€33 C34 C35 C36
Chm = : (B.26)

Clgy C24 C34 C44 C45 C46

Ci5 Cz5 C35 C45 Cs5 Csp

Cie6 C26 C36 Ca6 Cs6 Cg6

cujos elementos correspondem a

C1111  C1122 C1133 C1123 C1113 Ci1112
C1122 C2222 (2233 C2223 C2213 C2212
c C1133 C2233 (3333 (3323 (3313 (3312 (B 27)
ikl = .
C1123 (2223 C3323 (2323 (2313 (2312

C1113 C2213 C3313 C2313 C1313 C1312

C1112 C2212 C3312 C2312 Ci1312 C1212

na notacao original. Repare que as simetrias nos indices originais do tensor de
tensdes implicam que os novos indices (na notagao de Voigt) sdo simétricos. A
notacao de Voigt é muito 1til pois simplifica a representacao e evidencia as simetrias
fisicas presentes no problema. Portanto, a matriz 6 x 6 escrita na notagao de Voigt

é simétrica, possuindo 21 propriedades independentes.

B.2.2 Caso geral

Como visto, o tensor de elasticidade geral pode ser escrito, utilizando-se a notagao
de Voigt, como

€11 G2 G113 Ci4 G5 Cig
Ci2 Co2 C23 Coq4 C25 C26
c, = C13 C23 (33 C34 C35 C36 . (B.28)
Ci4 C24 C34 C44 C45 C4p

Ci5 Co5 C35 C45 Cs5 Cs6

Cie C26 C36 C46 Cs56 Ce6
Entretanto, das 21 constantes independentes presentes na Eq. para o caso ani-
sotropico geral, algumas podem se anular ou serem interdependentes, dependendo
das simetrias da estrutura cristalina, ou mesmo de outros efeitos praticos como é
o caso de heterogeneidades bem menores que a escala do comprimento de onda em
questao que podem ocorrer no caso de rochas sedimentares. Um exemplo disto ¢é a
deposicao de sedimentos em camadas com diferentes profundidades, portanto orien-
tadas em uma dire¢ao privilegiada, originando a simetria com isotropia transversa

vertical, na qual o tensor de elasticidade é invariante por rotagoes em torno do eixo
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vertical. De forma mais geral, meios que apresentam simetrias fisicas por qualquer
razao, possuindo desta forma invariancia do tensor de elasticidade sob alguma trans-
formacao de coordenadas, terao o nimero independente de componentes do tensor

de tensoes reduzido.

B.2.3 Simetria ortotrépica (ortorrémbica)

O primeiro caso descrito caracteriza-se, no que se refere a estrutura cristalina, por
possuir os 3 eixos mutuamente perpendiculares, com diferentes comprimentos. De
forma geral, meios que apresentam simetria ortotrépica (por exemplo em regices
fraturadas de reservatérios), o niimero de coeficientes nao nulos do tensor de elasti-
cidade ¢ 9, sendo todos estes elementos independentes um do outro. Neste caso, o

tensor de elasticidade é da forma

ci1 c2 c3 0

Cig €2 Co3 0

c13 23 ¢33 0
0 0 0 cy
0 0 0 0 ecx5
0O 0 0 0 0 cg

(B.29)

o O O O
o O O o O

Parametros geofisicos (de Tsvanki)

Assim como serd mostrado para o caso isotropico, é possivel também reescrever os
termos do tensor de elasticidade utilizando-se parametros mais diretamente envol-
vidos com a geofisica para o caso ortotrépico, como as velocidade de propagacao
de alguns modos de onda. Neste sentido, ¢ conhecida a generalizacdo dos parame-
tros propostos no artigo de THOMSEN) (1986) (ver simetria hexagonal, VTI, na
se¢éo [B.2.0)), feita no artigo de TSVANKIN] (1997)). Como no caso bidimensional a
simetria ortotrépica recai na simetria VTI, somente serdao apresentados os parame-
tros de Thomsen na referida se¢do. Reporta-se ao artigo citado para obtencao das

expressoes para o caso ortotrépico ou ao livro de [TSVANKIN| (2001)).

B.2.4 Sub-casos do caso ortotrépico

Alguns casos especiais de anisotropia podem ser vistos como casos particulares do
caso ortotrépico, englobando todas as simetrias que apresentam os mesmos ele-
mentos que a Eq. nao nulos ou menos, mas podendo ter vinculos entre os
elementos nao nulos. Por exemplo, faz parte destes subcasos o caso VTI em que
existe simetria de rotagao em torno do eixo z (denominado de hexagonal ou VTI),

isto é, quando as propriedades elasticas (dadas pelo tensor de elasticidade) nao se
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Tabela B.1: Sub-casos do caso ortotrépico.

Nome No. de vinculos vinculos coef. independ.
Ci1 = C22
Tetragonal 3 Caq = Cs5 6
C13 = C23
Ci1 = C22
Hexagonal (VTI) 4 C44 = Cos 5
C13 = C23
Ce6 = %(011 — C12)
C11 = C22
Co2 = C33
Ctibico 6 ca4 = C55 3
Cs5 = Ce6
Ci2 = C13
C13 = Ca3
C11 = C22
Co2 = C33
C44 = C55
ISOtI‘()piCO 7 Cr5 — Cgg 2
Ci2 = (13
C13 = Ca3
€11 = C12 + Cy4
C11 = C22
Co2 = C33
C44 = C55
Acustico 8 €55 = €66 1
Ci2 = (13
C13 = C23
C11 = C12
Cqq4 = 0

modificam em todos os pontos do modelo quando a dire¢ao ¢é variada por uma rota-
¢ao qualquer em torno de z. Nesta situagao, o tensor de tensoes apresenta 4 vinculos
(conforme Tab. , de forma que o tensor de elasticidade apresenta apenas cinco
quantidades independentes, isto é, somente trés a mais que no caso isotrépico.

Todos os subcasos do caso ortotropico, cuja matriz de elasticidade é dada pela
Eq. [B.29 s@o apresentados na Tab. [B.I] sendo no total 6 casos. Sdo apresenta-
dos o nimero de simetrias presentes em cada caso, bem como os vinculos entre os
elementos e o nimero de elementos independentes. Todos os sistemas mostrados
apresentam equacoes de propagacdo da mesma forma, ou mais simples, de forma
que os esquemas numéricos desenvolvidos para o caso ortotropico neste trabalho se
aplicam a todos subcasos.

Nas proximas secao deste apéndice, sao apresentados os sub-casos do caso orto-

trépicos, mostrando explicitamente a forma da matriz de elasticidade (em notagao de
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Voigt), descrevendo algumas caracteristicas principais, bem como alguns conceitos

importantes utilizados ao longo deste trabalho.

B.2.5 Simetria tetragonal

No caso de simetria tetragonal, como no caso ortotropico os eixos cristalograficos sao
mutuamente perpendiculares, mas o tamanho de dois eixos cristalograficos é igual

(a = b), sendo o tensor de elasticidade referente a este caso dado por

¢ ¢z ¢z 0

ci2 cnn s 0

ci3 a3 ¢z 0
0 0 0 cu
0 0 0 0 cu
0 0 0 0 0 -cg

(B.30)

o O O O
o O O o O

B.2.6 Simetria hexagonal (VTI)

Em geofisica, esta simetria é conhecida como isotrépia transversa vertical (VTI).
Ocorre freqiientemente em geofisica, uma vez que a deposicao de sedimentos é feita
por camadas de propriedades semelhantes. Tal fato evidencia uma importante carac-
teristica da anisotropia, qual seja, o fato dela exprimir nao somente uma variacao de
propriedades em virtude das configuragao cristalina de solidos, mas também, como
neste caso, em virtude de heterogeneidades associadas a uma determinada dire¢ao

preferencial. O tensor de elasticidade associado é da forma

ci1 c2 ¢z 0
ci2 e s 0
ci3 c13 cz3 0
0 0 0 cy
0 0 0 0 cu
0 0 0 0 0 2i(cn—a2)

(B.31)

o O o o
o O O o O

Parametros de Thomsen

E possivel reescrever os termos do tensor de elasticidade utilizando-se pardmetros
mais diretamente envolvidos com a geofisica para o caso VTI, como foi feito no artigo
de THOMSEN]| (1986). A idéia basica foi, ao invés de utiliza-se os elementos do
tensor de elasticidades, adotar como parametros as duas velocidades de propagacao

das ondas quase-P e quase-S na direcao vertical e mais 3 parametros adimensionais
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(parametros de thomsen) que caracterizam o grau de anisotropia, definidos como

C33
Cp = —
p
Cs5
Cs = —
\/ p
C11 — €33
= - B.32
¢ 2033 ( )
_ Ce6 — Cs5
2655
1
o [2(013 - 055)2 - (033 - 055)(011 + ¢33 — 2655)]-

=52
2c35

O significado fisico destes parametros pode ser encontrado por exemplo em [ TSVAN-
KIN] (1996)) ou no livro TSVANKIN| (2001). Com estas defini¢oes pode-se escrever,

de forma direta, as componentes do tensor de elasticidade como

€33 = pc?;

Cs5 = PCy (B.33)
c11 = peb(2e + 1)

ces = pca(2y +1).

Repare que a componente ¢;3 nao pode ser especificada univocamente, pois é neces-

sario conhecer o sinal da soma c¢13 — ¢55. Neste sentido, a partir da tltima defini¢ao
dada nas Eq. (B.32), pode-se escrever

(Clg — C55)2 = 5025 + 0,5(033 — C55)(C11 + C33 — 2055), <B34)

de forma que, de acordo com o sinal da subtracao mencionada, deve-se tomar a raiz
positiva ou negativa para a resolucao da equagao acima em c;3. A grande maioria dos
casos de interesse em geofisica apresenta ci3 > ¢55 (0 sal é uma excegao), implicando

em se tomar o sinal positivo, ou seja,

C13 = Cs5 + \/(56%3 + 0,5(033 — C55>(CH + C33 — 2655>. <B35)

Uma lista de diversos materiais com isotropia vertical transversa (VTI), que serao
utilizados nas modelagens deste trabalho, é dada na Tab. [B.2] Tal lista foi retirada
de THOMSEN| (1986), tendo sido os pardmetros das seis tltimas colunas calculados

a partir das defini¢coes dadas acima.
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Tabela B.2: Propriedades elasticas de rochas com simetria VTI.

Id Rocha cp Cg p € ) v R, v C11 C13 C33  Csp
ms kgm™3 adimensional x10¥kgm s
1 Arenito (Taylor) 3368 1829 | 2500 0,110 —-0,127 0,255 1,841 0,291 | 346 2,73 284 0,84
2 Folhelho 4529 2703 | 2520 0,034 0,250 0,046 1,676 0,223 | 5,52 6,12 5,17 1,84
3 Arenito Imaturo 4476 2814 | 2500 0,097 0,051 0,051 1,591 0,173 | 598 543 5,01 1,98
4 Calcareo Siltico 4972 2899 | 2630 0,056 —0,041 0,067 1,715 0,242 | 7,23 6,48 6,50 2,21
5  Folhelho argiloso 3928 2055 | 2590 0,334 0,818 0,575 1911 0,312 | 6,67 6,13 4,00 1,09
6  Siltito Laminado 4449 2585 | 2570 0,091 0,688 0,046 1,721 0,245 6,01 726 5,09 1,72
7  Arenito Calcarenoso 5460 3219 | 2690 0,000 —-0,345 —0,007 1,696 0,234 | 8,02 506 8,02 2,79
8  Folhelho com oleo 4231 2539 | 2370 0,200 0,000 0,145 1,666 0,219 | 594 464 424 1,53
9  Cinza Vulcanica 4846 1856 | 2330 0,200 —0,003 0,105 2,611 0,414 | 766 598 547 0,80
10 Cristal 4420 2091 | 2790 1,120 —1,230 2,280 2,114 0,356 | 17,66 3,90 545 1,22
11 Cristal de Quartzo 6096 4481 | 2650 | —0,096 0,169 -0,159 1,360 —0,088 | 7,96 11,03 9,85 5,32
12 Calcita 5334 3353 | 2710 0,369 0,127 0,169 1,591 0,173 | 13,40 9,57 7,71 3,05
13 Biotita 4054 1341 | 3050 1,222 —1,437 6,120 3,023 0,439 | 17,26 3,89 5,01 0,55
14 Apatita 6340 4389 | 3218 0,097 0,257 0,079 1,445 0,040 | 15,44 16,04 12,93 6,20
15 Gelo 3627 1676 | 1064 | —0,038 —0,100 0,031 2,164 0,364 | 1,29 1,28 1,40 0,30
16 Composto Aluminio-Lucita 2868 1350 | 1860 0,970 —0,890 1,300 2,124 0,358 | 4,50 1,39 1,53 0,34
17  Arenito-Folhelho 3009 1654 | 2340 0,013 —0,010 0,035 1,819 0,284 | 2,17 2,12 2,12 0,64
18 Folhelho Anisotrépico-SS 3009 1654 | 2340 0,059 —0,042 0,163 1,819 0,284 | 237 212 2,12 0,64
19 Calcareo-Folhelho 3306 1819 | 2440 0,134 —0,094 0,156 1,817 0,283 | 3,38 2,67 2,67 0,81
20 Folhelho Anisotropico-LS 3306 1819 | 2440 0,169 —0,123 0,271 1,817 0,283 | 3,57 2,66 2,67 0,81
21 Folhelho Anisotropico 2745 1508 | 2340 0,103 —0,073 0,345 1,820 0,284 | 2,13 1,76 1,76 0,53
22 Gas-Arenito-agua-Arenito 1409 780 2030 0,022 —0,002 0,004 1,806 0,279 | 0,42 041 040 0,12
23 Material de Gipso intemperizado | 1911 795 2350 1,161 —1,075 2,781 2,404 0,395 2,85 0,80 0,86 0,15




B.2.7 Simetria cubica

O sistema ctibico apresenta 12 quantidades nao nulas no tensor de elasticidade (como
todos os sub-casos da simetria ortotrépica), mas apenas 3 quantidades independen-

tes, sendo da forma

i1 c2 ¢z 0

2 c1 ¢z 0

2 ci2 c1 0
0 0 0 cu
0 0 0 0 cu
0O 0 0 0 0 cyu

(B.36)

o O o O
o O O o O

B.2.8 Simetria isotrépica

O caso mais simples de meio sdlido é aquele no qual as propriedades independem
da diregao, ou seja, as velocidades de propagacao da onda nao dependem da dire¢ao
de propagacao. Neste caso, o tensor de elasticidade é obtido langando-se mao do
conceito de tensor isotropico, no qual as componentes sao iguais em qualquer sistema
de coordenadas. Excluindo o tensor nulo (trivial) o tinico tensor isotrépico de quarta
ordem é dado pela forma geral (PUJOL, 2003))

Entretanto, este tensor é mais geral do que o tensor de elasticidade procurado, uma
vez que nao possui todas as simetrias nos indices discutidas no inicio deste apéndice.
O tensor que possui todas as simetrias exigidas ¢ um caso particular do tensor acima,
dado por

Cijki(T) = MN7)6i500 + p(7) (6ik651 + 00k, (B.38)

onde A e p (médulo de cisalhamento) sdo conhecidos como pardmetros de Lamé.

Em notacao de Voigt, o tensor de elasticidade é escrito em func¢ao destes parametros

Ccomo
A2 A A 000
A A+260 A 0 0 0
A A A2 0 0 0
Clon = e (B.39)
0 0 0 00
0 0 0 pu 0
0 0 00 u
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Parametros fisicos

Acima, o tensor de elasticidade foi escrito em fungao dos pardmetros de Lamé. En-
tretanto, outros parametros possuem importancia pratica e, por esta razao, serao
discutidos aqui de forma breve. Por exemplo, os parametros de Lamé se relacio-
nam com o médulo de compressao adiabatica do caso actistico visto anteriormente

(apéndice [A]) através da seguinte relacéo
., o2
k() = A7) + 3 (7). (B.40)

Na verdade, existem diversos outros parametros que podem ser escritos como combi-
nacoes dos parametros de Lamé. De forma geral, pode-se representar as propriedades
elasticas de um material isotrépico por quaisquer pares destes parametros, conforme
mostra a Tab. [B.3] Para uma discussao sobre os significados fisicos destes novos
parametros, deve-se recorrer aos diversos livros textos disponiveis sobre o assunto.
Uma expressao importante, adicional as apresentadas na referida tabela, é a

relacdo entre a razao das velocidades de onda P e de onda S em funcao da razao de

cp [(A+2p 1/2_<2—2y>1/2 (B.41)
cs ] A\l -2v ' '

Repare que, no caso acustico, o médulo de cisalhamento é nulo, ou seja u = 0, de

Poisson, dada por

forma que
A 1

V= = —. B.42

20 +p) 2 (B42)
Neste caso a razao das velocidades vai a infinito, o que esta em total acordo com o
fato de nao se propagarem ondas transversais nos meios acusticos, ou seja cg = 0.

Outra relagao 1til é a relacdo inversa da Eq. [B.41] dada por

R%/2 -1
=<z - B.43
onde R, ¢ a razao entre as velocidades, dada por
R.= L. (B.44)
cs

E importante observar que a razao de Poisson varia, geralmente, entre zero e 0,5
para a maioria dos materiais. Entretanto, alguns materiais podem apresentar valores
maiores que 0,5 ou mesmo negativos. Tipicamente, as rochas apresentam valores de
R. = /3, o que fornece uma razao de Poisson de v = 0,25 (como pode ser facilmente

verificado), embora possam existir situagoes onde v > 0,35 em subsuperficie (ver

Tab. [B.2).
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Tabela B.3: Relagao entre as propriedades elasticas de meios isotréopicos. Cada par de propriedades pode ser escrito em termos de outros
pares de propriedades, onde A (primeiro pardmetro de Lamé) e u (mddulo de cisalhamento) sao os parametros de Lamé, FE é o médulo de
Young, x é o médulo de Bulk (médulo de compressao adiabética), v é a razdo de Poisson e M é o médulo de onda P.

R ) N oYY 2 R 107 N () R () N (3 A 1T
2 E v 2u(ltv E 1
k= A ;\" ?M 3(3;£E) . B R N i 31/1 ) 3?1721/) 3(1—2v) N A{M_ 4?“
342 K(Kk— K v)(1—2v —
B= e e e AR 91 4 ) - 3r(1 — 2v) ulat)
— (F—2p) 2 2uv Ev 3k 3k(3k—E)
A= B H3M—Eu B K= B 5 1) (1—20) T+v o M —2p
_ - o 3(k—A) - A(1-2v) E 3k(1-2v) 3xE B
K= 2 2% 2(1+v) 2(1+v) 9n—F
y = A E _q A 3k—2p B B -~ 3k—F M—2u
2(Ap) 2(;jL _E) 3k—A 2(354—41) A1) 2(1—) B(1—) 3(11) . (36H+E) 2M—2p
M= A+ 2'“ NS,uu—E 3k =2\ R+ ?M v /1—21/ (14v)(1—2v) 14v 9x—F B




Velocidades de propagacao

Ao invés de escrever os parametros do tensor de elasticidade em termos dos para-
metros de Lamé, em geral é mais adequado escrevé-los em termos dos parametros
mais diretamente envolvidos nos estudos geofisicos, como as velocidades tipicas de
propagacao das ondas P e S e a densidade do meio. Sabe-se que as velocidades de
propagacao das ondas P e S sao dadas, em funcao dos parametros de Lamé e da
densidade p, por

YD)
¢ = 422 (B.45)

_ P
cs = \/;, (B.46)

de forma que o tensor de elasticidade pode ser escrito em termos das velocidades de

propagacao e da densidade como

c -2 =22 0 0 0
cf, — 2c2 012) cf, —2¢2 0 0 0
C =) -2 -2 c 0 0 0 (B.47)
0 0 0 & 0 0
0 0 0 0 & 0
0 0 0 0 0 &

Caso acustico

O caso actstico pode ser visto como o caso mais simples de todos, valido para quando
nao ha resisténcia ao cisalhamento. Na verdade, este é o caso de meios fluidos,
embora a aproximagado acustica seja freqilentemente utilizada na area de sismica
quando se deseja verificar apenas o comportamento das ondas P. No caso acustico,
o tensor de elasticidade se simplifica para uma tnica quantidade independente (pode-
se pensar que seja a constante da mola, na analogia feita no inicio do apéndice),

sendo representado na notagao de Voigt pela seguinte matriz

, (B.48)

o O O O o O
o O O o o O

o O O o o O

S O O x & X
S O O x X
S O O x & X
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onde xk é o médulo de compressao adiabéatica (ou médulo de Bulk). Enfatiza-se que

0 caso acustico é também isotrépico.

B.2.9 Meios bidimensionais

Acima, foram discutidas as simetrias do tensor de elasticidade no caso tridimensi-
onal geral. Como as simulacoes realizadas neste trabalho se referem a meios com
apenas duas dimensoes (coordenadas x e z usuais da geofisica), algumas simplifica-
¢oes devem ser consideradas um vez que nao ha componentes fora do plano x — z,
ou seja, nao sao considerados os indices 2, 4 e 6, associados a componente normal
e as componentes cisalhantes de y na notagao de Voigt. Desta forma, o tensor de

elasticidade mais geral neste caso é dado por

C11 C13 Cis
Crm = C13 (€33 Cszs . <B~49)

Ci5 C35 Css

Assim, das 21 constantes independentes, apenas 6 necessitam ser consideradas neste
caso. Assim, por exemplo, o caso ortotropico em duas dimensoes recai na seguinte

forma da matriz de elasticidade

ci1 ¢z 0
Cnm = €13 (33 0 ) <B50)
0 0 Cs5

que na verdade representa uma simetria hexagonal, mas conhecida como simetria
VTI, por caracterizar uma projecao no plano da simetria original. Neste sentido, a
simetria ortotrépica completa sé é verificada no caso tridimensional. Enfatiza-se que
a utilizagao do termo ortotropico neste trabalho é feita para enfatiza que os esquemas
implementados em 2D (sendo, portanto, a rigor VTI) podem ser estendidos para o
caso o ortotropico de forma imediata, utilizando os mesmos principios e a mesma

malha intercalada.

185



Apéndice C

Método das Diferencas Finitas
(MDF)

Neste apéndice serdao discutidas as idéias basicas do MDF. Para maior aprofunda-
mento do tema, reporta-se a vasta bibliografia especializada sobre o tema, em espe-
cial aos excelentes livros texto de STRIKWERDA| (2004), RYABEN’KII e TSYN-
KOV (2007) e LEVEQUE (2007), ou mesmo aos livros gerais de métodos numéricos
de HAIRER et al|(1992), HAIRER e WANNER] (2002), MYSOVSKIH| (1969)), [ISA-
ACSON e KELLER] (1994) e BATHE] (1996)).

O MDF pode ser utilizado para obter solu¢oes numéricas de uma vasta gama de
equagoes diferenciais, sendo seu principio basico o de que a equacao diferencial que
se deseja aproximar pode ser numericamente equilibrada em cada ponto discreto
do modelo. Assim, o dominio ¢ discretizado através de uma malha regularmente
espacada em cada uma das dimensoes do problema, sendo as fungoes e propriedades
de interesse consideradas apenas nestes pontos discretos. A Fig. mostra uma
malha utilizada no MDF.

A partir da definicdo da malha, sao obtidas expressoes aproximadas para as de-
rivadas da funcao considerada nos pontos discretos, por meio de diferencas finitas.
Existem diferentes ordens de aproximacao para tais expressoes, dependendo do nu-
mero de pontos que se utiliza para aproximar as derivadas. Abaixo, é discutido
um pouco mais sobre estas aproximacoes, sendo apresentado um método geral para
obtencao dos operadores de diferencas finitas.

Considere f(z) uma funcdo continua, bem como suas derivadas. Pode-se ex-
pandir estd funcao em série de Taylor em torno do ponto xzy, através da seguinte
expressao

fy =3 L EIE oy (1)

| n
n=0 nl dx r=x0

Repare que, embora se esteja usando a letra x para a variavel independente, pode-se

considerar o mesmo raciocinio tanto para as variaveis espaciais como para a variavel
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Figura C.1: Malha de Diferencas Finitas. Cada coordenada do eixo x e z é asso-
ciada, respectivamente, a um subindice 7 e j correspondente a coordenada dos nos,
representados por pontos pretos na figura. Os espacamentos Az e Az s@o mostrados.

temporal.
Para obter os operadores de diferencas finitas, expande-se o valor da funcao em
diferentes pontos x = z; + [Ax, onde | € Z (malha padrao), em torno de z; (onde

x; sdo os pontos discretos da malha e Az é o espagamento da malha), isto é,

= 1 d"f(z)
—nl dx"

fizi = f(x; £ 1Ax) = (£lAx)". (C.2)

r=x,
Soma-se, entao, as diferentes expressoes obtidas a fim de cancelar os termos até a
ordem de interesse da derivada em questao. Como sera visto, quanto maior a ordem
de aproximacao, mais pontos precisam ser considerados. A seguir, serdao obtidos
os operadores de diferencas finitas em segunda e quarta ordengl| de aproximacio
em Ax, expressoes estas que serao utilizadas diretamente no desenvolvimento dos
esquemas numéricos utilizados neste trabalho.
Assim, considere as seguintes expansoes (I = £1 na Eq. (C.2))):

Az df; Ax?2d%f; A2 dPf;  Axtdif; AP AP
1! dz 2! dx? 3! da? 4! dxt 5! dx®
Az df; A2 d%f; A3 df;  Axtdif, A DS,

ETH - — A4
DWae T 2 a2~ 3 dd T Al a5 de T (O

fipn=fi+ +... (C3)

fifl = fz -

In-ésima ordem na varidvel x significa que o erro de truncamento da série de Taylor da apro-

ximagao via DF seja da ordem da n-ésima poténcia do equivalente espagamento da malha, isto é,
Ax™,
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onde daqui para a frente df;/dx deve ser entendido como a derivada de f em relagao

a r calculada no ponto =z = x;.

C.1 Derivada primeira

Para obter a expressao em segunda ordem de aproximagao para a derivada primeira

de f, subtrai-se a Eq. (C.3]) da Eq. (C.4]), obtendo-se

QAx@ N 2023 A3 f; N 202° d° f; n

Jirr = Jisr = 1! dx 3l dax3 5! dab (C.5)
Isolando a derivada primeira, chega-se a
CLfi _ fir1— fima B Az* &’ f; _ Azt df; — (C.6)

dx 2Az 3! dz3 5 dzb

que fornece a aproximagao para a referida deriva em segunda ordem, isto é, com
erro de truncamento da ordem Az?.

Para obter aproximacoes de ordens superiores, é necessario considerar mais pon-
tos discretos para o calculo da derivada. Por exemplo, em quarta ordem considera-se,
além dos pontos x;41, 0s pontos x;4o e realiza-se o mesmo procedimento, ou seja,
considera-se a Eq. ((C.2) nos pontos [ = £2 e subtrai-se uma equagao da outra,
isolando a derivada. Com isto obtém-se

df; . five — fiz2 4Az? d3fi 16Az* d5fi

dx ANz 3 dx3 5l dxd (C.7)

que inclusive pode ser obtida diretamente da Eq. (C.6) tomando os pontos i £ 2
(e logicamente fazendo-se a troca Az — 2Ax). Para obter o operador com erro

em Ax?*, é necessario cancelar o termo em Axz? na expressio acima. Isto é obtido

multiplicando a Eq. (C.6]) por 4 e subtraindo da Eq. (C.7)), de onde obtém-se

dfi . 4 ( fix1 — fina 1 fivo — fioo ANzt d° f;
de 3 ( 2Ax 3  4Ax + 5! dx® (C.8)
ou, de maneira compacta,
dfi _ —fira +8fi1 —8fin + fio +O(ALY). (C.9)

dx 12Az

C.2 Derivada segunda

Isolando diferentes termos da expansao em série de Taylor, pode-se obter, de forma

semelhante, expressoes para derivadas de ordem superior. Por exemplo, somando
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as Eq. (C.3) e Eq. (C.4)) e isolando a derivada segunda, obtém-se

Cfi fiyr—2fi+ fisn 20827 dMf;
dz? Ax? 4l dgt T (C.10)

que é a aproximacao de segunda ordem para tal derivada. A aproximacgao de quarta
ordem é obtida pelo mesmo processo visto para o caso da derivada primeira, resul-

tando em

Pfi  Afin—2fitfin 1fia—2fi+ fio
(2 —_ 7 (2 1 _ = 7 (2 (2 A 4 '11
dz? 3 Ax? 3 4Ax? +0(A) (C.11)

ou, de forma compacta,

Ofi  —fia +16fi1 —30fi +16fi11 — firo n

i A O(Azxh). (C.12)

C.3 Operadores de diferencas como interpolacoes

Nesta se¢ao, serao discutidos os operadores de diferencas finitas a partir de outra
Otica, conceitualmente muito interssante. A idéia basica serd obter os operadores
com base no polindmio interpolador de Lagrange L(x), isto é, uma expressao ana-
litica que ajusta uma curva de grau n passando por uma série de n + 1 pontos
discretos.

Considere, por exemplo, um campo p(x) ao longo de k + 1 pontos do dominio
discreto em questao, definidos por (pg,zo), (p1,21) ... (Pr,xx). O operador de dife-
rencgas aqui desenvolvido aproxima a fun¢ao p através do polinémio interpolador de

Lagrange L(z), cuja conhecida expressao é dada por:

p(z) ~ L(x) = Zp,-li(x), (C.13)

=0
onde i
r—XI;
Lz)= [ — (C.14)
7=0j#i Ui T L

é a base cuja combinacgao linear gera o polinémio. Como foi dito, L(z) é um polino-
mio de grau k que passa pelos pontos (po,zo), (p1,21) - - - (Dr,Tk)-

Desenvolvendo a expressao do polindomio de Lagrange de diferentes ordens e
tomando suas derivadas é possivel obter diferentes ordens de aproximacao dos ope-
radores de diferengas, conforme procedimento realizado a seguir. Enfatiza-se que tal

abordagem ¢ instrutiva do ponto de vista conceitual.
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C.3.1 Aproximagao de quarta ordem

Para esta aproximacao sao considerados cinco pontos, isto é, (po,xo), (p1,21) - ..
(p4,x4), sendo, portanto, k = 4. Abaixo, estd escrito cada um dos vetores [;’s de

base, com os quais se obtém o polinomio de lagrange via combinagao linear:

k
T — Z;
_ J
=05 Vi T
T—21 T—X9g T—T3 T — Iy
ly, = (C.15)
To— T1Xg — T2y — T3Ty — X4
T—Xy T—Tyg T —T3 T — Ty
L, = (C.16)
Ty —Tpx1 — T —T3T1 — X4
T—Xy T—X] T —T3 T — Ty
l, = (C.17)
Tog —TopXo — T1 X2 —T3Ty — X4
T—2y T—X] T — Ty T — Ty
Iy = (C.18)
T3 —Topx3 —T1TL3 — TaT3 — X4
r—Tyg T— X1 T — T2 T — T3
ly = (C.19)

Ty —TopXy —T1 T4 — T2Tq4 — X3

Agora, aproxima-se p(z) pelo polindémio interpolador de Lagrange, isto é,

= pili(x) = polo + p1ly + pals + psls + pala. (C.20)

Tomando a derivada n-ésima da Eq. (C.20]), chega-se a

0”p($) N 6”l0 o ll o lQ 8“13 8"l4
Dan POggn TP g TP TP T PG L

(C.21)

Portanto, a partir das seguintes expressoes

Ol 1

%:m[($—$2)<x—$3)(x—$4)+(3§'—$1)<3§'—$3)(l'—$4)+
(x —x1)(r —22)(x —24) + (z — 1) (2 — 22)(x — 23)]  (C.22)
9%y 1
w:mmﬁ““)( —24) + (T — 22)(x — 24) + (. — 22) (2 — 23) +
(x —x3)(x —24) + (. — 1) (2 — 24) + (. — 21) (2 — 23) +
(x —xo)(x —x4) + (x —21)(x —24) + (x — 21) (. — 22) + (C.23)
(x — @) (x — x3) + (x — 1) (x — 3) + (x — 21) (T — x2)],

pode-se obter os operadores de derivada primeira e de derivada segunda,
considerando-se, por exemplo, o instante de tempo z = x3 (avangado em um
Az em relagao a diferenga central), ou seja, fazendo-se as seguintes substituigoes

r—x1 — 201 x — 19 — Ax; v — 23 — 0; © — 14 — —At e calculando-se os demais
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termos pelas expressoes. Assim, obtém-se os seguintes operadores:

0 1

£ = m(pl + 6p2 — 18p3 + 10p4 + 3ps) (C.24)
9*p 1
952 = Taage\ P42+ 6ps — 20ps + 11ps). (C.25)

Repare que utilizando z = z5 (diferenca central), obtém-se a conhecida férmula de
diferenca central. Portanto, conceitualmente, chega-se a importante interpretacao de
que que os operadores de diferencas finitas com aproximagao de ordem n-ésima sao
dados pelas derivadas do polindmio interpolador de Lagrange de ordem n. Assim,
tais aproximagoes pressupoe aproximar-se a funcao p(z) original (solu¢ao da equagao
diferencial original) por uma interpolacao de grau n ao longo de n + 1 pontos da

malha de diferencas finitas.

C.4 Propriedades das equacoes de diferencas

Como foi visto, o MDF permite resolver equagoes diferenciais (ED) ordinarias ou
parciais, através da substituicao de tais equagoes (exatas) por equagoes de diferengas
finitas (EDF) (aproximagoes). Para que a resposta destas EDF representem de forma
satisfatéria a solu¢ao das ED originais, é necessario que as EDF atenda a certos
critérios de consisténcia, estabilidade e convergéncia numéricas. Tais exigéncias se
relacionam a conceitos fundamentais no que diz respeito a relagao entre as EDF
(aproximagoes) e as ED originais, bem como entre a solugdo exata e a numérica.

Nesta secao, serao discutidos tais conceitos.

e Uma EDF é consistente com uma EDP (equagao diferencial parcial) se a dife-
renga entre a EDF e a EDP (isto é, o erro de truncamento da série de Taylor)
vai a zero quando o espacamento da malha e o incremento de tempo vao a

zero independentemente, ou seja
|EDP —EDF| - 0 se At— 0,h— 0 . (C.26)

Pode acontecer da condicao acima ser satisfeita somente quando uma certa
relacao é satisfeita entre o espacamento da malha e o passo de tempo. Neste
caso a EDF é dita condicionalmente consistente. E claro que se o erro de
truncamento das aproximagoes de diferengas finitas é conhecido, entao a prova

de consisténcia é direta.

e Agora, sera discutido o conceito de estabilidade numérica. Tal conceito

relaciona-se com o fato de que um esquema de diferencas finitas nao pode
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amplificar artificialmente os erros numéricos da solugao, o que degradaria com-
pletamente a solugao numérica do problema ao longo da anélise. Neste sentido,
se a solucao de uma EDP ¢ ilimitada, entao a solu¢ao numérica deve ser ilimi-
tada também. Como na maioria das vezes a solu¢ao de problemas fisicos de
interesse é limitada, como nos casos estudados neste trabalho, pode-se definir

estabilidade numérica como a seguir:

Um esquema de diferencas finitas (ou EDF) é estavel se produz uma
solucao limitada quando a solugao exata ¢ limitada, e, inversamente,
é instavel se produz uma solucao ilimitada, sendo a solucao exata

limitada.

H4 casos em que a estabilidade do esquema depende do espacamento da ma-
lha e do passo de tempo, sendo tais esquemas chamados de condicionalmente
estaveis. Neste sentido, o pior dos casos ocorre quando o esquema apresenta
solugoes numéricas ilimitadas para quaisquer valores de espagamento da ma-
lha e incremento temporal, sendo em tais situagoes chamados de incondici-
onalmente instaveis. A chamada analise de estabilidade de von Neumann é
o procedimento mais largamente empregado para provar a estabilidade de es-

quemas de diferencgas finitas, sendo nada mais do que uma aplicacao da analise

de Fourier (VONNEUMANN e RICHTMYER], [1950)).

e O ultima propriedade que uma formulacao de diferencas finitas deve possuir
chama-se convergéncia, ou seja, a solucao discreta deve convergir para a solu-
¢ao do problema original (da EDP) quando o espagamento da malha e o incre-
mento temporal tenderem a zero. Entretanto, provar que um esquema ¢ con-
vergente é bem mais complicado do que provar a consisténcia e a estabilidade
(pela analise de von Neumann). Neste sentido, um teorema de importancia
pratica imensa é conhecido como Teorema da Equivaléncia de Lax-Richtmyer
(STRIKWERDA] 2004). Tal teorema estabelece que um esquema é conver-
gente se ele é estavel e consistente. Assim, a tarefa de provar a convergéncia de
um esquema — tarefa esta que apresenta dificuldades matematicas considera-
veis, envolvendo conceitos de analise matematica — é substituida pelas tarefas

mais simples de provar a consisténcia e a estabilidade numérica do mesmo.

A seguir discuti-se critério praticos de nao-dispersao e estabilidade numeérica.

C.4.1 Critério de nao-dispersao numérica

Um problema que pode ocorrer nas solugoes numeéricas, em virtude da discretizagao

das equagoes, mesmo quando todos os critérios acima sao satisfeitos é chamado de
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dispersdao numérica. Pode ocorrer também a chamada anisotropia numérica. Neste
sentido, no caso de meios nao dispersivos e isotropicos, as velocidades de fase e de
grupo (ver conceito em|GRAFF|(1991)) coincidem e sdao independentes da freqiiéncia
e do angulo de propagacao.

Entretanto, quando discretiza-se o dominio do problema através do MDF, estas
velocidades passam a ser funcdo do espacamento utilizado para a malha, além da
velocidade de propagacao do meio, da freqiiéncia e do angulo de propagacao, o que
recebe o nome de dispersao numérica e anisotropia numérica, respectivamente. Este
problema deve ser controlada para que nao degrade totalmente a resposta numérica.

Para evitar que a solu¢gdo numérica apresente o problema artificial de dispersao,
ou seja, a dispersao numérica, existe um critério que precisa ser satisfeito. Embora
tal critério seja aplicado aqui especificamente para o MDF, o mesmo é geral, e

aplicavel aos problemas de propagacao de ondas em geral, sendo dado por

h< Smin (C.27)
Cchorte

onde h é espacamento da malha, f.,. € a freqiiéncia de corte da fonte, isto é,
a freqiiéncia maxima presente na fonte, ¢,,;, ¢ a velocidade minima presente no
modelo de velocidades e a é um parametro que varia de acordo com a aproximagao
numérica utilizada. O pardmetro « representa o ntimero de pontos discretos por
comprimento de onda, onde se considera o menor comprimento de onda, referente a
menor velocidade presente no meio.

Conforme |ALFORD et al.|(1974) e VIRIEUX (1986)), em esquemas de diferencas
finitas utilizando operador de segunda ordem no tempo, deve-se utilizar valores
proximos a o = 10 para garantir que nao haja dispersdo numérica no caso de se
utilizar operadores de segunda ordem no espago, enquanto que utilizando-se a quarta
ordem no espago, & = 5 ja é suficiente. Enfatiza-se novamente que isto vai depender

do esquemas numérico considerado.

C.4.2 Critério de estabilidade

Como discutido acima, o conceito da estabilidade, quando do estudo de solugoes
numéricas, é vinculado ao comportamento dos erros produzidos. Ao aplicar o MDF
na equagao da onda, por exemplo, se os calculos pudessem ser levados a cabo com
precisao infinita, a solucao exata ]Eﬁ ; da equagao diferencial seria obtida. Entretanto,
na pratica, sempre existird o erro de arredondamento, uma vez que o nimero de
algarismos que se pode armazenar na memoria do computador é finito. Portanto,
a solucao pf’j sempre difere da exata. A estabilidade implica que, empregando-
se um determinado esquema de avanco no tempo, os erros de truncamento nas

variaveis envolvida nao se amplifiquem a medida que a resposta seja determinada
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ao longo do tempo. Além disso, a resposta obtida para um instante de tempo nao
devera ser amplificada artificialmente, afastando-se da solug¢ao do problema. Dentro
deste contexto, para evitar instabilidade, deve-se exigir que seja satisfeita a seguinte
condicao:

A< (C.28)

Cmaac

onde At é o intervalo de tempo, h é espacamento da malha, ¢,,., é a velocidade
maxima presente no modelo de velocidades e 3 é um parametro obtido de forma
empirica. A relacao acima é conhecida como critério de Courant-Friedrich-Levy. Tal
critério expressa a grosso modo a necessidade do intervalo de tempo considerado ter
que ser menor que o tempo que a onda leva pra atravessar uma célula de diferencas
finitas (considerando-se a maior velocidade presente no meio).

Conforme BULCAO| (2004)), valores de 3 = 4 sdo suficientes para garantir a

estabilidade da resposta numérica com elevado grau de precisao.
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Apéndice D
Formulacoes Numeéricas Classicas

A seguir, sao apresentados os esquemas numéricos implementados para compara-
¢do com os esquemas propostos neste trabalho. Primeiro mostra-se os esquemas

utilizando-se malhas simples e na seqiiéncia utilizando malhas intercaladas.

D.1 Formulagoes com malha simples

D.1.1 Equacao da onda actustica classica

Nesta secao, serd apresentada a discretizacao da equacao da onda acustica, que é
usualmente tomada como padrao na geofisica, dada por (Eq. (A.43))
10%p
VQ —_— —— = —08S. Dl
p c? Ot? P (D-1)
O esquema de diferencgas finitas mais comum, e também um dos mais simples, apro-
xima a Eq. (D.l) utilizando quarta ordem no espaco e segunda ordem no tempo

(referido simplificadamente como 4E-2T'). Neste caso, as conhecidas expressoes para
discretizar a Eq. (D.1)) sao

6219 _ %pzvrl —2p; + pic1 1pita — 2p; + pi—s

_ 1 D.2
ox? 3 Ax? 3 4Az2 (D2)
—Pi—2 + 16p;—1 — 30p; + 16p;11 — Piyo
— D.
12A22 ’ (D3)

para cada derivada espacial, onde x representa as varidveis espaciais, Ax e i se

referem aos respectivos espacamentos e ao n6 da malha de diferencas finitas; e

82p  phl— 9pk 4 phtl
o At2

(D.4)

para a derivada temporal, onde k e At representam, respectivamente, o nimero

da iteracdo e o tamanho do passo de tempo. Um fato importante em relacao a
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discretizagao no tempo é que esquemas em quarta ordem (utilizando expressao ané-
loga a Eq. para o tempo) sao incondicionalmente instaveis (ANNE et al.|
2000). J& as derivadas espaciais podem ser aproximadas em ordens mais elevadas
sem problemas.

Neste esquema convencional, somente a velocidade ¢ de propagacao da onda é
considerada, sendo este o tinico parametro que descreve o meio. Embora a densidade
p apareca multiplicando a fonte (tal fato é inclusive muitas vezes ignorado), ela
¢ considerada apenas no ponto de aplicagao da fonte. J& a velocidade deve ser

fornecida ponto a ponto no esquema.

D.1.2 Equacgao da onda actustica geral

Considere o caso unidimensional da Eq. (A.39) geral da onda, ou seja,

0 (10dp 10%p
B e A i e O D.5
ox ( P 835) K Ot? (D-5)
No artigo de COHEN e JOLY] (1990), os autores escrevem uma expressao natural
para o operador espacial da Eq. (D.5]), em segunda ordem de aproximagao, o que
resulta no seguinte esquema semi-discreto
82pi At2
= 75 Kij {bi—&-%,j(Pi—&—Lj — Pij) = bi_1 ;(Pij — Picyj)

ot? h?
+ bi,jJr%(PiJJrl o Pi,j) - bi,jf%(Pi,j - Pi,jfl)} : (D-6)

Segundo os mesmo autores, a extensao mais direta deste esquema para quarta ordem
no espaco pode obtida como uma “generalizacao natural do método utilizado no caso

do esquema homogéneo”, sendo escrita como

4r; b <Pi+1 _pi) T (pi —pi1)] _
3Az | "2 Ax T3 Ax
K ' Dit2 —Pi\ Pi —Pi—2\| >pi
3.2Ax bit1 ( 2Ax > bica ( 2Ax )] ot (D7)

onde b representa o inverso da densidade e as propriedades sao calculadas pelas

seguintes expressoes de suavizagao

1 Tit1
o D.
i = L k(x)dz, (D.8)

1—1

1 Tit1
by = 2 / b(z)dz. (D.9)

T

SIS

Entretanto, como observam os autores dos trabalhos citados acima, tal esquema

apresenta instabilidade se p é fortemente descontinuo.
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Agora um pequeno parénteses sobre a notacao sera feito. Na verdade, o esquema
apresentado nos trabalhos citados utiliza a letra u para o campo principal descrito
pela equacao da onda heterogénea, sem, no entanto, deixar claro se o mesmo se
refere ao campo de deslocamentos ou ao campo de pressoes. Na verdade, o referido

trabalho utiliza a equacao da onda na seguinte forma

V. (kVu) Pu_ (D.10)

AkVu) — p— =0. .
P o

Apesar de similar, tal equacao é diferente da equagdo da onda geral para meios

heterogéneos em termos dos deslocamentos (dada na segao , do apéndice @,

como pode se verificar facilmente. Para compatibilizar com a Eq. tratada aqui,

foram feitas as seguintes adaptacoes nas expressoes do referido artigo:

u — p (D.11)
1
kK — —=b (D.12)
P
! (D.13)
— - :
P K

Retomando o raciocinio sobre a instabilidade deste esquema, para regides com al-
tos gradientes de p, verifica-se que os autores citados propoem a seguinte suavizagao

a fim de evitar a instabilidade numérica:

ki [ 23 (pm —pi> e (pi —puﬂ B
3h L its h i—3 h
K Pi+2 — Di Di — Di—2 82]%
5l (R g (b)) O D
6h |t 2h ! 2h o2 (D.14)
onde
A
bz_:f; :(1—2)\i+%)bi+%+)\i+%(bi_%—|—bi+%), (D.15)
A
b = (1= 20 )b+ A 1(b_s +by1). (D.16)
3 2 2 2 2 2

Assim, se p(x), ou equivalentemente b(z), é suave no ponto em questao, os autores

sugerem o seguinte valor 6timo para o parametro A introduzido:
:)\H% =0; (D.17)

e, se p(x) é descontinuo no ponto em questao,

1 31/4 -1

N|=
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Para implementar o operador espacial dado pela Eq. (D.14]), foram utilizadas as
préprias propriedades nos pontos da malha, isto é, nos pontos i foram utilizadas as

propriedades b; e k;, bem como a seguinte aproximacao para os pontos intermediarios

1 Tit1 1
by = / bw)dz = 5 (bis1 +by). (D.19)

Com isto, pode-se escrever a Eq. (D.15]) como

A

bifl% = (1 - 2)‘i+l)bi+l + >‘i+l(bi—l + bi+§)7

5 2 2 2 2 2

Aipl 1 1

byt = 5(1=2x 1) (bies +b) + A1 (b + it + bive + bivt)

’\¢+% 1 1

b1t = 5(1 = M) (bi1 +b;) + 5)\(@41 + bit2)

Al 1

bi_:; = 3 [(Dis1 + b)) + A(bim1 — by — b1 + biy2)], (D.20)

e, da mesma forma, a Eq. (D.16) como

pE =

[(b; + bi—1) + A(bi—2 — bi—1 — b; + bi1)], (D.21)

N | —

1
2

onde foram omitidos os indices de A por simplicidade de notagao.
Para obter a expressao final para a discretizagdo, primeiro reescreve-se a Eq.
(D.14) multiplicando-a por 12h*/k;, como segue

Al Aol
16, 1" (D1 = pi) = 166, 21" (ps = pic1) = bir (Piv2 = pi) +
12h2 62}?1
K ot?

bi—1 (pi - pi—2> =

e depois, separando-se cada termo discreto de pressao, obtém-se

)\i—l )‘i_‘_l Ai_l
— bimapiz + 160, pi1 — {16 (bi+12 + bi_12> —biy1 — bil] pi +
2 2 2
Al 12h2 0%p;
Z+2 . j— . . P ?
16bi+% Pit1 — bit1 Piva PRV (D.22)

As propriedades nos pontos intermediarios sao dadas pelas média mostrada nas Eq.
(ID.20) e Eq. (D.21)), a partir das quais o termo entre colchetes pode também ser
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calculado, fornecendo

Al A1

[. . ] - ].6 (bi+12 + b’il2> - bz‘+1 - bi_l
2 2

8[(bit1 + b;) + A(bi1 — by — b1 + biyo)]

+ 8[(b; + bi—1) + A(bi—a — bi—1 — b; + biy1)] — biy1 — biq

16b; + T(big1 + bi1) + 8A(bi_y — 2b; + byss)

Portanto, explicitamente, a discretizagao espacial é dada por

—bi—1pi—2 + 8[(bi + bi—1) + A(bi—a — bi—1 — b; + bi1)| pic1 —
[16b; + 7(biy1 + bi—1) + 8A(bi—a — 2b; + bito)] pi +

12h2 62]%
R 8152 .

8 [(bix1 +b;) + A(bi—y — b; — biy1 + biy2)| piy1 — biy1 Pige = (D.23)

No caso bidimensional, deve-se acrescentar o termo referente a derivada na dire-

¢ao z, isto é, deve discretizar a seguinte equacao 2D:

0 (10 0 (10 102
e ey ) P ) (D.24)
Ox \ pOx 0z \p0z K Ot?
Para discretizar tal equacdo, é utilizada a mesma aproximacao dada pela Eq. (D.23]),
trocando-se o indice ¢ por j para o caso da derivada na dire¢ao z. O termo contendo

a derivada temporal pode ser discretizado usando o operador de diferenca central

de segunda ordem ou qualquer outro que forneca um esquema estavel.

D.1.3 Equacao elastica da onda

As discretizacoes da equacao da onda elastica para meios isotrépicos em termos de
deslocamentos, basicamente utilizam uma malha simples, sem intercalamento. Den-
tre os esquemas de diferencas finitas mais conhecidos, destaca-se aquele desenvolvido
por BOORE (1972) e ampliado por KELLY et al| (1976) (KELLY e MARFURT),
1980) por ser um dos mais citados em geofisica. Desta forma, a seguir serd apresen-
tado o esquema descrito em [KELLY et al| (1976)) e suas principais caracteristicas.
Como descrito no artigo de KELLY et al.|(1976)), discretiza-se a equagao da onda
de deslocamentos para meios isotropicos em duas dimensoes, dada pelas Eq.
e Eq. (desconsiderando as fonte a principio), sendo a densidade p considerada
constante ao longo do modelo, o que reduz a generalidade do esquema, mas evita

a necessidade de armazenar o modelo de densidade. Neste sentido, considerando
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constante a densidade, pode-se dividir as Eq. (2.115]) e Eq. (2.116]) por p, obtendo

Fuy = 0[C0puy + (¢ — 2¢2)0.us)] + 0.[c2(D.uq + Opu)] (D.25)
Ru, = 0, [cf)azuz + (cf) —2¢2)0yu,)] + Op[c2 (O, + O,uy)], (D.26)

onde ¢, e ¢s sao as velocidade de propagacao da onda P e da onda S, dadas por

A+ 2
¢ = +p a (D.27)

¢ = \f‘;. (D.28)

No esquema proposto por KELLY et al.| (1976), sao, portanto, discretizadas as Eq.
(D.25) e Eq. (D.26) considerando meios com densidade constante caracterizados

pelas velocidade ¢, e c;. Logicamente, nao ha qualquer dificuldade em discretizar

diretamente as equagoes da onda para meios com densidade varidvel, dadas pelas
Eq. e Eq. (2.116), seguindo o mesmo procedimento dos autores citados.
Neste trabalho, foi implementado este tiltimo caso mais geral.

Para discretizar as equagoes dinamicas acima, sao considerados, entao, opera-

dores de diferencas finitas dados pelas seguintes expressoes em segunda ordem de

aproximacao
fi—i—% j(Uz‘lil—lj - Uikj) - fi—% j(Uz‘kj - Uz‘k—l j)
— I I I 9 9 9. D‘2
0u(f0.0) o (D.29)
o (UF L —=UR ) — i (UF . —UF
3z(f3xU) _ f73+1( i+1,54+1 1—1,j+41:)AfoZJ 1( i+1,5—1 1—1,]—1)' (D.30)

Na verdade, a primeira destas expressoes representa um operador de diferenca cen-
tral para uma malha intercalada (uma vez que aparecem termos considerados em
pontos intermediarios da malha padrao), sendo que o mesmo pode ser obtido pelo
método descrito na segao [3.5] J& o segundo operador mostrado, por outro lado,
constitui-se num operador de diferenca central na malha simples. A assimetria veri-
ficada entre os dois operadores se deve ao fato deles serem obtidos considerando-se
malhas diferentes e contribui para menor estabilidade numérica do esquema proposto
por KELLY et al.|(1976). Por exemplo, no esquema citado nao é possivel modelar o
acoplamento solo-agua, sendo instavel nesta situacdo. Maiores discussoes sao feitas
no texto da tese, se¢ao [£.1.1], onde se desenvolve um esquema similar inteiramente
na malha intercalada. Chama-se a atencao ainda para o fato de existirem erros
tipograficos nas expressoes finais de diferencas finitas do artigo citado. Por esta

razao escrevemos abaixo as corretas expressoes, para o caso de densidade constate
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e considerando malha quadrada com espagamento h, dadas por

UM — 2UF; + UE? fm 4oty (Uk, = U) —4ai s (Ul = UL )

i,j
2 k 2 k k
+(0%'+1j -2 i+1,j> (Vz+1 J+1 ‘/’i+1 jfl) - (%71,]‘ - 251'71,3‘) (Vifl,jJrl - ‘/ifl,jfl)
k k
+03; G+l ( 141 — Vit j+1> - zg 1 (‘/;—‘rlj 1 ‘/;—1,]‘—1)

46751 ( i+ Uﬁ]) _4@‘2,3'7%( - Uy~ 1)} (D.31)
V2 = G o (V- V) (4 )

+(04u+1 267 41) (Uz—l—l Jas U'k—lj-H) (aF; 0 —267,.1) (Ui’j-l,j—l - Uik—m—l)

821, (U jan = Uliya) — B2 (U’flj+1 U’“ 1)

+482, (Vi = V) — a2y (Ve = VEL)], (D.32)

onde o e (3 sao as velocidades ¢, e c; da onda P e S, respectivamente.

D.2 Formulacoes com malha intercalada

A seguir, sao tratados os esquemas que utilizam malhas intercaladas, sendo feita
uma revisao da literatura, referente a alguns dos esquemas mais utilizados. Serao
apresentadas a formulacao acustica classica baseada na simplificacdo para o caso
acustico da formulagdo apresentada por VIRIEUX| (1986 e LEVANDER] (1988)),
bem como a prépria formulagao elastica isotropica tradicional. Na verdade, como
visto na capitulo [3], a formulagdo de Virieux é a aplicagdo em geofisica do esquema
proposto originalmente por [YEE (1966]) para a solucao das equagoes de Maxwell.
Além disso, tal esquema elastico engloba naturalmente, sem qualquer problema de
instabilidade numérica, o acoplamento com o caso actstico, permitindo que este seja

visto como um caso particular do caso elastico.

D.2.1 Formulacao acustica

Para a resolucao de problemas actiisticos em geofisica, a grande maioria das formu-
lacbes numéricas utilizadas sao aquelas que lancam mao da equagao da onda de
segunda ordem. Raras sao as abordagens que partem de outras equagdes, como
por exemplo o sistema de equacoes primeira ordem para a pressao e velocidade,
analogamente ao esquema de Virieux para o caso elastico (VIRIEUX| [1986]).
Similarmente ao esquema proposto por (VIRIEUX| [1986]), a partir do sistema
de equacoes de primeira ordem no caso actstico dado pela Eq. e Eq. (A.34),
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isto é,

1 ap = o aZV(th)
sar TV S Ty
o =
- = 0
Par Vp :

desenvolve-se um esquema de malha intercalada para a resolucao de problemas acis-
ticos. Como discutido no apéndice |A| (se¢ao , o sistema de equagoes acima ja
incorpora possiveis heterogeneidades do meio, calculando ainda tanto o campo de
pressoes como o de velocidades.

E apresentado, na Fig. o esquema de discretizacao utilizado, mostrando
onde as grandezas discretas sao consideradas para as aproximacoes de diferencas
finitas que serao apresentadas na seqiiéncia. Repare que a malha ¢ intercalada no
espaco e no tempo, conforme mostrado abaixo. Trata-se da malha simplificacao da

malha de Virieux para o caso actustico, onde nao ja tensoes cisalhantes.

e

L R R -l ® ub }
‘ k+1/2
m vb

A pk

-

Figura D.1: Discretizagdo na malha intercalada actstica mostrando a posi¢ao dos
campos e instante de tempo em que sao calculados.

Esquema 2E-2T

A discretizacao mais simples na malha intercalada é obtida usando diferenca central

de segunda ordem, ou seja

Of\ _ fivre — ficape
<8x>z I S— (D.33)
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o que conduz as seguintes expressoes de diferencas finitas:

k412 k—1/2 Aty k
Ui_yjo5 = Wiy — bi—l/Zj? (pi,j _pi—l,j) (D.34)
k+1/2 k=12 At i
Yigri2 = Yigrie T bz‘,j+1/2f (pi,j+1 - pi,j) (D.35)
At
1k k+1/2 k+1/2 k+1/2 k+1/2
pzj = Dij— "Gi,j? (ui+1/2,j Uy T V4170 T Ui,j_1/2) , (D.36)

onde h é o espacamento da malha tanto na direcdo z quanto z, At é o intervalo
de tempo entre passos consecutivos de tempo e ¥ = (u,v) sdo as componentes do
vetor velocidade. Sao apresentados de forma esquemaética, na Fig. [D.2] os pontos

necessarios para o calculo de p neste esquema.

.u,b
Mo oliik+1)

/\Pk

plano em k+1/2

/ P(i.1k)

Figura D.2: Esquema do célculo de p na malha intercalada.

Esquema 4E-2T

O operador de quarta ordem no espaco, considerando a malha intercalada, é dado

pela seguinte expressao:

<3f> _ —firsp + 27 i1y2 = 2Tficap + fiosy (D.37)

or 24h

Como discutido para o caso do esquema convencional (de ordem 4E-2T) da
equacao da onda classica, esquemas de ordem superior no espago podem facilmente
ser obtidos. Quanto maior a ordem, maior o niimero de pontos que precisam ser

considerados. Por exemplo, a quarta ordem acrescenta quatro pontos no calculos
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de p (dois em z e dois em z, distanciados h dos pontos extremos mostrados na Fig.

D).

D.2.2 Formulacao elastica isotrépica
Esquema de Virieux (2E-2T)

Apresenta-se neste topico o esquema de diferencas finitas como proposto em
(1986). Acrescenta-se que alguns erros tipogréficos encontrados no referido
artigo sao devidamente corrigidos aqui.

Sejam (v,,v,) = (U,V) o campo de velocidades, (Tuz,722,722) = (X,1,Z) 0 campo
de tensodes e (A\,u) = (L,M) os parametros de Lamé, as equagoes elasticas em termos
de tensdes e velocidades em duas dimensdes (dadas na seqao [2.3.4)), na auséncia do

termo fonte, sdo dada por

oOU = 0,X + 0.7

poV =0,T + 0,7

0,X = (L + 2M)0,U + L.V
0,7 = (L +2M)0.V + Lo,U
0,7 = M9,V + 8.U).

Para discretizar estas equagoes, considera-se a malha intercalada da Fig. [D.3], sendo

h o espagcamento da malha e At o tamanho do passo no tempo. E, entdo, utilizado

k+1 X
Lh / l—“ tempo k tempo k+1/2
Lx F VAN \ O ®
JaS VAN VAN Nl = O O ®
k | tensaes (t,7.7.) = (X, T, M) — =4 Y- oy [ O O - O
_~ st rfala) —¢ — o——9
*ﬁlf) (i.j)
\ — Y- oy 0 O ] (mi
k-1/2)

N\ e At
o\ O (T

f [ Xi¥:] Ers AXzZremL Yo1ou
A

Figura D.3: Malha intercalada de Yee.
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o operador de diferencas finitas de segunda ordem dado por

% _ Jivi2 — ficye

D.
o z 7 (D.38)

donde se obtém facilmente as seguintes expresséesﬂ de diferencas centrais em segunda

ordem de aproximagao

U:ﬁ B U:;% + BW‘Aht (XZZ%J - Xz'kf%,j + Tfﬂ% - Tfjf%)
! 1 A
e = ViRt B (T —Thay + 20— 2hy)
XE = Xb (L4 2M)i+5,jAht (Uﬁl% ~ul; 5)
+ Livgy Aht <V;T;;y+; VZT;J—;)
ZE = 28+ (D 2M)Hé,jAht <v’fj+ - v’fj_) (D.39)
+ Ly (V- )
Tf#% = Elfj+% + Mz‘,j+;Aht (Ufﬁ% - Uzkfé)
s My S (VR V)

Esquema de Levander (4E-2T)

A extensao do esquema apresentado acima para quarta ordem no espaco foi proposta
em LEVANDER] (1988). Tal esquema utiliza a mesma ordem de aproximagao no
tempo e eleva a ordem de aproximacao no espaco para quarta ordem, valendo-se
naturalmente do operador de diferencas finitas correspondente, que utiliza quatro

pontos para aproximar as derivadas espaciais, dado por

% _ —fixase + 27 fiv12 — 27 fi1j2 + fizs)2
dx 24h ‘

Com isto, a obtencao das expressoes finais do esquema de Levander é direta, sendo

desnecessario apresenta-las explicitamente aqui.

No artigo original de [VIRIEUX| (1986) existem erros nos indices de V nas 3 tltimas equacdes,
além de Z e T estarem trocados.
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Apéndice E

Expressoes de Campo Unico em

Quarta Ordem no Espaco

Neste apéndice serao apresentadas as expressoes dos esquemas de diferencas finitas
propostos e desenvolvidos neste trabalho para as equagoes de campo tunico, utili-

zando aproximacoes de quarta ordem no espaco e segunda no tempo.

E.1 Anisotropia ortotrépica

Para esquemas com anisotropia até ortotrépica, utiliza-se a malha de Virieux para
discretizar as equagoes da onda relativa a cada componente (z e z no caso bidi-
mensional), conforme explicado em detalhes no texto. Neste sentido, as expressoes
discretas finais em quarta ordem de aproximacao no espago para anisotropia orto-
tropica (considerando a malha intercalada de Virieux) sao obtidas utilizando-se os
operadores correspondentes obtidos na secao [3.5 Explicitamente, considerando-se

espacamentos dados por Ax = Az = h, a expressao para a componente r é dada
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por

k4l E—1 k-2 At? (9 9
Uy * —2Ui; " + Ui * =bij73 {8 (Ai“/“ {8 (i1 = Uiy)
1
Y Uitz — Ui-1,5)]
9 1
— A1y [8 (Uij — Ui-15) — 2 (Ui1, — Uz‘—2,j)D
1 9 1
Y (Ai+3 i3 (Uiyaj — Uir15) — 2 (Uiysj — Um)]
9 1
— A3 [8 (Ui = Uiezy) = 57 (Ui = Uies J)D

—~
S
[
+
[\

|
S
&,
L
S~—

| IR

9 ] _
- Fi,j—% B (Uij — Uij-1) — Byl (Ui — Ui,j—?)_)
1 9 1
Byl Eijys 3 (Uijr2 = Uij1) — o1 (Uijts — Ui,j)]
9 1 1
— Fij-z 3 (Uij—1 = Uij2) — o1 Uiy — Ui,j—3>_>
9 9 1
+§ <Fi’j+% 8 (VH‘% Jt3 Vl—lﬂ-%) DY (Vz—i-3 J+i V;—%,]-i-%)
9 1
—Fi; 1 [8 (V;'% i3 Vl*% J%) Y] (Vz+g /A V;f% jé)])
1 9 1
24 (Fw+é 5 (Viegons = Virgons) = 37 (Viegg —Viegng)
9 1
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e, para para a componente z, por

ktg k—3% k-3 At? (9 9

AR R A S T N
1

Y (UH—

1
Fia |3 Ogany = Uiga) = 57 (G gans ~ Uigay)
9 9 1
+§ (Fz+l/2J {8 (V;-i-l] - VZJ) - ﬂ (‘/;4-2] — Vi ])]
9 1
- Fz—%,j {8 (VLJ — Vi J) - 2 (Vi—irl,j - Vi—%y) )

24

1 9 1
- o7 <Fi+g,j { Vit — Vigrj) (Vigsj — V;,j)}
9 1 }

By 2 (UH%J—% B UZ—%J—%) N 214 (UH-%J—% — Ui
_ 214 <Bi,j+g [Z (UH% 43— UZ_5 H%) — 214 (Uz—i-% s = U,
+2 <Di,j+1/2 2 (Vigr1— Vij) — 214 (Vi — ‘/i,j—l):l
—D;; 1 [g (Vij = Vij1) — 214 (Vi1 — Vi,jQ)D
9 1

(Vigs2 — Vigs1) —

oq WVig+s = Vivﬂ')}
9 1
~ Dy s [ (Vig—1 = Vig-2) = 5y (Vij = VM3)D} '

E.2 Anisotropia geral

(E.2)

As expressao para a malha intercalada de quarta ordem sao obtidas através das

expressoes de quarta ordem correspondentes, desenvolvidas na secao |3.5[e nao serao

apresentadas aqui por serem muito extensas.
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Apéndice F

Esquema de Lax-Wendroff e

Termos de Correcao

Neste apéndice serao discretizados os termos de correcao em 2D do sistema de equa-
¢oes discretizados através da malha intercalada, tanto para o caso acustico quanto
para o caso elastico. Antes, porém, sera apresentada uma revisao dos esquemas tipo
Lax-Wendroff existentes na literatura especifica de geofisica aplicados a malhas sem

intercalamento.

F.1 Equacao da onda actustica para densidade

constante

O caso mais simples de aplicacdo do método da equacao modificada é na equacao
usual da onda, Eq. , aplicado de forma pioneira em geofisica por SHUBIN e
BELL (1987)). A partir da expressao para a aproximacao da derivada segunda do
tempo em quarta ordem, obtida somando-se as Eq. e Eq. e isolando o
termo da derivada segunda, chega-se a

Pp  uFl =2k 4 A2

il _ or 4
o AL 12 9 + O(AtY). (F.1)

Utilizando a equagao da onda, dada por

9 1 0%p

2oz

para trocar a derivada quarta no tempo por uma correspondente no espago, pode-se

escrever

p (0%p 0% oo 220°P _ 2o 20
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Considerando-se ¢ constante (ou seja um meio homogéneo), como no artigo original,

pode—se escrever

o*p

@ = C4V2(V2p), (FS)

e, substituindo este resultado na Eq. (F.1)), leva a

Pp  uFt =2k 4T AP
7 = A -3 V2(V?p) + O(AtY).

Assim, se escreve a chamada equacao da onda homogénea modificada como

d%p 22 ctAL? 2 /w2 272
@—CV])—}- 13 Vi(Vep) =cVip+ T, (F.4)
onde
4At2
T, = —-VA(V?), (1.5)

sendo a discretizagdo da parte original feita em quarta ordem no espaco e segunda
no tempo (exatamente como apresentado na segao e o operador VZ(V?p),
presente no termo de correcao T, deve ser aproximado em segunda ordem, pela
presenca do At?. Assim, basta discretizar este termo para obter um esquema estével
de quarta ordem no tempo. E importante mencionar que o termo de correcéo escrito
na equagao acima é uma aproximagao para meios homogéneos, sendo a velocidade
tomada como constante. No caso em que c varia, deve-se utilizar o termo de corre¢ao
dado pela Eq. . Neste trabalho optou-se por utilizar a do termo de correcao
homogéneo, que consta no artigo original, como mostrado na seqiiéncia.

Vé-se entao que, utilizando o método da equagao modificada, a aproximagao
de quarta ordem do operador temporal pode ser expressa pela soma do operador
de segunda ordem com um termo de corre¢do. Repare que este método pode ser
utilizado para aumentar a ordem do operador temporal através da soma de termos
de correcao dados, no caso aqui apresentado, por termos subseqiientes na expansao

dada pela Eq. (F.1)).

Em uma dimensao, se chega facilmente a seguinte aproximacao de segunda ordem

_ 9P _ Pit2 Di+1 + 6P Di—1 + P 2 (F.6)

2 2
V (V p) - 81'4 h4

Em duas dimensoes o operador contém termos cruzados, sendo a expressao correta
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de segunda ordem de aproximacao dada por

1
V2(V2p) =4 (pz‘+2,j — 8pit1,; + 10p; ; — 8pi—1j + pi—aj +

Pij+2 — 8pij+1 + 10p; ; — 8p; 1 + pijo +

2(Pit1,j41 + Pic1j41 + Pit1-1 + pz’—l,j—l)) . (F.7)

Repare que hé termos cruzados no stencil da aproximacao dada pela Eq. [F.7]
Na Fig. [F.1 é mostrada, de forma esquemética, a diferenga entre os esquemas
de segunda e quarta ordens no tempo utilizando o método da equacao modificada,

ambos de quarta ordem no espaco. O esquema que utiliza a equagao modificada para

Figura F.1: Pontos utilizados nos esquemas de quarta ordem no espaco. A esquerda,
sao mostrados os pontos utilizados no esquema padrao 4-2 e a direita sao mostrados
os utilizados no esquema 4-4 com o método da equacao modificada.

aumentar a ordem no tempo, diferente do esquema tradicional, considera pontos
cruzados na malha do espago para tal. Assim, enquanto o esquema tradicional

utiliza 9 pontos no espaco, o esquema com equagao modificada utiliza 13 pontos.

F.2 Equacao da onda acustica geral

O segundo caso apresentado (COHEN e JOLY} |1990) é o da equagao da onda para
meios heterogéneos. A partir da expressao para a aproximacao da derivada segunda

no tempo em quarta ordem, dada por

Pp  uFt — 20k ! AP I

— - At F.
ot? At? 12 ot* +O(Ar), (F:8)
Como antes, utiliza-se a equacao da onda
v (Lep) - L9P_, (F.9)
\p P Kotz '
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para trocar a derivada temporal de quarta ordem por derivadas espaciais. Isto

resulta em

9 (P\ o (15 o (1] o (1s
o (at) =KV (pvw) =V <pv [“V' (pW)D |

Mp - (1] = (1=

Finalmente, a equacao modificada da onda heterogénea é

?p = (1o ) A2 = (1o - (1=
— = = —_ - = . F.1
52 AV (pr> + 15 AV <pV [FLV <pr>D (F.10)

Maiores detalhes sobre os esquemas apresentados nas duas segoes anteriores de-

Portanto

vem ser buscados em |[COHEN e JOLY]| (1990, |1996), incluindo as expressoes em uma,
duas e trés dimensoes para a discretizacao do termo de corregao para a equagao da

onda heterogénea.

F.2.1 Aplicacao da fonte

Um aspecto importante, que nao encontra-se descrito no paper citado se refere a
aplicagdo de uma fonte sismica e a conseqiiente mudanca no termo de correcdo
advinda. Enfatiza-se que o procedimento exemplificado aqui deve ser feito para
todos os esquemas que utilizam a formulagdo de Lax-Wendroff. Considere, entao,
a aplicagdo de uma fonte geofisica na Eq. (F.9), de forma que a mesma deve ser
reescrita como

&p

L (1=

Procedendo de forma semelhante ao que foi feito anteriormente, ou seja, derivando-se
a Eq. (F.11) e substituindo uma equagao na outra, obtém-se

0% (0% - (1=0% O*F
o (m) = v <pvatz o
- (1] = (1o ’F
= KV.|-V [kV.[-Vp|+F| ]|+ 87
p p ot
- (1| = (1= - (1= 0P?F
= kV.| -V [kV.[=Vp +kV.|-VF |+ —-. (F.12)
p p p ot
Portanto, além do termo de correcao T obtido anteriormente (repetido abaixo),

deve-se acrescentar um termo de corregao TZ relativo a aplicagio da fonte, dado
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por

Te = —kV. <V [de. (Vp)D (F.13)
12 p p
- (1= O*F

T = kV. <pVF> + g (F.14)

As expressoes discretas para os fatores de correcao T em duas e trés dimensoes
podem ser obtidas em (COHEN e JOLY] (1996). J4 as expressao para o termo de
corregao TE relativo a fonte ndo se encontram no referido artigo, mas podem ser
obtidas sem dificuldades.

A seguir, sdo obtidas as expressoes discretas dos termos de correcao relativos
a formulagdo na acustica e elastica isotropica malha intercalada, formulacao esta
desenvolvida na secao [4.4]

F.3 Discretizacao do termo de correcao: Caso

acustico

No caso actstico, para o sistema de equagoes modificadas, dado pelas Eq. (4.37) e
Eq. (4.38), tem-se os seguintes termos de corregao:

TV = V.[bV (kV.5)] (F.15)
T® = Vv [/‘iﬁ (b ﬁp)} ) (F.16)

que sao validos para qualquer sistema de coordenadas. A seguir, sdo apresentados
explicitamente cada um deste termos utilizando coordenadas cartesianas em duas

dimensoes espaciais.

F.3.1 Termos T

Utilizando a convencao de soma de Einstein, que subentende soma sob indices re-

petidos, este termo é escrito em coordenadas cartesianas como
TV = V. [bV (kV.5)] =0 b0 (50mvm)], (F.17)

onde os simbolos J; e 0,, representam derivadas espaciais, sendo [ e m os indices

que representam a coordenada em relagao a qual esta sendo tomada a derivada. Por
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exemplo, expandindo o termo acima em duas dimensoes, o seguinte escalar é obtido

TO = 9,[b 0y (kOyv)] + 0. [b . (kO,v,)]
+ 0,[b0, (kO,v,)] + 0, [b 0, (KD,v,)] . (F.18)

F.3.2 Termos T2

Utilizando a notacao de Einstein, as componentes deste termo sao escritas como
7 = Vv [mﬁ (bﬁp)} = 0y [kOm (b Omp)] - (F.19)
Expandindo em duas dimensoes, resulta nas seguintes componentes
7 = (0,150, (0 00)] + 0. 0. (4 0.0
0,110 (00.0)] + 0. 150, 4 0,9 ) (F.20)

F.3.3 Discretizacoes

Através das Eq. (F.18) e Eq. (F.20]), observa-se que todos os termos a serem
discretizados sdo semelhantes, podendo ser divididos em trés tipos, conforme a ordem

que se tomam as derivadas em cada variavel, ou seja,

a=0[fd(gaU)] (F.21)
B=0[f0 (g9 9nU)] (F.22)
Y= al [fam (g 6mU>} ) (F'23)

onde o indice [ corresponde a uma determinada varidvel temporal (x ou z) e m
corresponde a outra variavel, sendo f e g fungoes genéricas que representam uma
determinada propriedade do meio e U, a variavel que representa um dos campos de
propagagao da onda (pressdao ou componente da velocidade). E importante observar

que nao ha soma implicita nas expressoes acima.

Termo «

A seguir apresentam-se as expressoes para o termo «, no caso das derivadas serem
em z (ou seja, [ = x). Discretizando tal termo no ponto 7,5 da malha de diferengas
finitas, obtém-se

f‘+l F l'_f‘,l 'F',lj
h Y ( ‘ )

@ =0y [f0: (g axU)]i,j =0y [fi,jFi,j] =
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onde

U1, — Ui Ui — U1,
-FiJ = aa:(Qz‘,j ain) = Yivl, <+1Jhgj> —9i-1; (]h21]) , (F.25)

sendo os indices 7 e j referentes as coordenadas x e z nos pontos discretos dados por

x; = th e z; = jh, onde h é o espacamento da malha de diferencas finitas. Assim,

substituindo a Eq. (F.25]) (aplicada para o né em questao) na Eq. (F.24)), obtém-se
o seguinte operador de diferencas finitas

. Uz‘+%,j - Ui+%,j Uz‘+é,j - Uz‘—é,j
ij = fiyl9iv14 e — fir19i

B3
fi-3.i9: <Ui+§’j i Ui_éd) + it 0i-1 (Ui_;j i Ui_gﬁj) (20
O termo 0, [f0. (g 0.U)] é obtido apenas pela troca i < j.
Termo [
Analogamente, pode-se escrever
Bij = 0u[f0a (9 0.U));; = 0 [fiFij) = Fregligs ; e s

onde

-Fi,j = az (gi,j azUi,j>

Ui 1. l_Ui 1, 1 U,L'_l' l_Ui_l i1
gi+%,j ( & LAR 2 2) _gif%,j ( 2973 2 2) . (F.28)

B2
Logo

o o Ui+17j+% - Ui—&-l,j—% N Ui,j-i—% - Ui,j—%
Bij = fz‘+%,jgz+lu - fi+%,jgl7j 73

h3
Uijry = Uij-1 Uisrjrt = Uinaj-1
_fi—%,jgi,j ( 2 h3 : 2> + fi—%dgi—lvj ( 2 h3 : 2) : (F'29)

O termo 0, [f0. (g 0,U)] é obtido trocando-se i < j.

Termo 7y

Da mesma forma que antes, se escreve

Yij = 0z [f0. (9 0.U)] = 0. [fijFij], (F.30)
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onde

Uijr1 — Ui Ui — U
Fij=0.(9i; 0:Us;) = 9ij+i (ﬁhgj> ~ Yij-1 <]h2]> . (F.31)

Logo

= f Uit i1 = Uird _f Uit = Uigg
Vg = Jitd 9L 4d 13 i+19i+15-1 e

U- 1. - U 1. U 1 . — U 1 .
i—5,7+1 i—5,] i—5,] i—5,7—1
_fi—%,jgi—%,j—f—% ( 2 13 . ) + f‘_%ngi_%,j_% ( . 13 2 > . (F.32)

Como antes, o termo 0, [0, (g 0,U)] é obtido fazendo a troca i < j.

F.3.4 Expressoes finais

Através dos resultados dados pelas Eq. (F.26), Eq. (F.29) e Eq. (F.32), as ex-

pressoes finais para os termos de correcio TM e T3 do caso actistico, dados pelas
Eq. (F.18) e Eq. (F.20), podem ser obtidas. Colocando as propriedades corretas
no lugar de f e g, bem como o campo correto no lugar da funcao U, obtém-se as

expressoes finais dada abaixo.

Termo TW

7w _ oy N (s £ A TV R e T T
ivj o Z+%7] I{’L—‘rl,j h3 7’+%7J K/Z’j h3
U: 1 - —U: 1 - U, 1. —U;_3 ;
— b 1 K 3 ‘73 —|—b 1K1 'T3 ‘732
(Y] B3 =55 Vi1 L3
Y N Uitk g1 — Yidgm) b e T T
i+ 1 i+ e ij+ 1 Hig e
U; 1 — U; 1 U; 1 - —U;_1 ;
— bk | 2 L L T sl -
Z,j*§ 2y h3 17.775 LI h3
U SO BCis i ISP (A S |
’L,]+§ 2y h3 /L7J+§ &J h3
S AP 5 T OIS e S 1
7,,‘7—5 2y h3 l’]_i LI hS
by e Vielgry — Virtg—g\ o (Viits T Yieg
its5,5 Vit L] B3 5,5 Vi B3

V;, 01—V, . 1 V. 1 — U, .1
7’7]+§ 17]_5 Z_l7j+§ 7/_17j_§
— bi—%,jl{iv‘j (h3> + bi—%,j'%i_laj < h3 . (F33)
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Termo T

Como o termo T® possui duas componentes, pode se escrever cada uma delas se-

paradamente, observando-se que T®? = (T(x)) T( ) Assim, conforme a secao [D.2, a

primeira componente é associada a uma equacao que é considerada nos nés dados
por 7 — %, 7 da malha intercalada e a segunda componente é associada a uma equa-
¢do que é calculada em 4,5 + % Levando-se isto em conta, obtém-se as seguintes

expressoes

T((j))l—ﬂj - waHQ,J (pHLjhg_pZJ) - Ki,jbi_;] (pl’j Pi— 17])

hitbi g (W) +Ki10 3 (p, T ])

+high e (J%th—pg) ~ agbiss (ng Pij- 1)
) (F.34)

Pi-1,j4+41 — DPi—-1,5 Di-1,5 — pz 1,j—1
—Ki-1,30i 1441 ( 3 + Kio1,50i1 51

h

2) _ ,
(=) djt+3 Rij+1bigig

Dij+2 — Dij+1 Di, +1 Di.j
(P ) =gy (P2

e b Pij+1 — Diyj kb Dij — Pij—1 pz,g 1
Lty \ T 3 i3V —%

. Di+1,j+1 — Pij+1 - Pij+1 — pz 1,j+1
Rij+1941 i1 73 — Rij+10 -1 541
Pi+1,5 — Dij pz,g Pz 1,j
—K"i,jbi+%,j (h3 -+ ’%l’,jbifé,j F 35

F.4 Discretizacao do termo de correcao: Caso

elastico

Em primeiro lugar, estdo apresentadas as componentes do termo de correcao para

o caso elastico geral heterogéneo e anisotrépico, provenientes das Eq. (4.51)) e Eq.

[52), ou scja

[

1
Y = g [Cijklal <p3p7kp>

1
T = cijud, lpam (ckmpnanv,,)l (F.36)

(F.37)

F.4.1 Simplificagoes para meios isotréopicos

Neste trabalho, nao foram implementados os esquemas de quarta ordem no tempo

para a formulacao elastica. Entretanto, serao deduzidas as expressoes dos termos
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de correcao para o caso particular de meios isotrépicos. Para tal, primeiro serao
simplificadas as expressoes dos termos de correcao, utilizando-se a Eq. , dada
por

Cijia(T) = A7) 0i50r1 + p(7) (Girdj1 + 0adjn.)- (F.38)

Substituindo a Eq. (F.38) nas Eq. (F.36]) e Eq. (F.37) para os termos de corregao,

obtém-se as expressoes desejadas. Realizando-se os calculos, chega-se as seguintes

expressoes

T = X0y, [b (9 [N + By (0] + D [u0y02))]

+ 10 [b(0; [NOpvn] + Op [10nv;] + O [110;v4])] (F.39)
+ 105 [b(0; [NOnvn] + Op (1000 vs] + O, [10;0])]
T = 6105 [Nk (b0, 7ip)] + 0 (11 (9 [b0, i) + 0 [0y 75,))] (F.40)

Tais expressoes estao escritas usando a convenc¢ao de soma sob indices repetidos e,

. 3
portanto, possuem muitos termos mesmo em 2D. Por exemplo, o termo Tlg)

ng =3 x442x6 = 24 termos para os elementos diagonais e n = 2 x 6 = 12

possui

para os elementos fora da diagonal. Entretanto, pela simetria dos termos, diversas

simplificagoes podem ser feitas de forma que este ntimero se reduza. Como exemplo,

. 3 .
examinando o termo Tl(l), ou seja

Téi) = )\81 [b (8, [A@nvn] + 8n [;u?nvl] + 8n [,uawn])]
+ 10: [b(0x [NIpvn] + O [10p02] + O [0, n] )]
+ 10y [b(0n [NOU,] + Oy (1000 V5] + Oy (1005 05])]
e observando que os dois ultimos termos sao iguais, chega-se a

T(S) = )\al [b (al P\anvn] + aﬂ [Manvl] + an [M@ﬂ]n])]
+ 20(8, [b (9 [NOpvn] + O [1002] + On [1000))]) 4

que possui ng = 3 X 4+ 2 x 3 = 18 termos. Fazendo o somatorio, pode-se fazer

outras simplifica¢bes. Assim, no caso 2D, obtém-se

T®)

rx

Ay [00; (ADzv)] + AD; [b0. (ADyvz)] 4+ Ay [b0; (AD.v.)] + AD. [bD, (AD.v.)]
AOy [0y (10505)] + A0 (b0 (10y2)] + Ay [b0: (10:v,)] + A0 [0 (10:v,)]
A0y [b0; (1Ozvz)] + AD; [0, (10:v5)] + Ay (b0 (1Oyv2)] + AD: [bO; (1O:v. )]
200y [b0 (AOzvy)] + 2010, [b0; (AD,v,)] + 20, [b0; (A, v,)]
200y b0 (ADv,)] + 2110y [bOy (ADyvz)] + 20, [bO, (AOy,)]

+ + + +

218



que simplificando resulta em

TS = (A + 61)9y [0, (ANDyvy)] + A [bD. (ADpvz)] + (A + 244)y [bD, (AD0,)]
+A0; [b0; (A0, v:)] + 2A0; [b0, (10,v;)] + A0 (b0, (10yv:)] + A0y [b0: (10:vy)]
A0 [b0; (102v;)] 4+ A0 [b0; (10:v:)] + A0y [0 (10zv:)] + AD; [b0. (k0. v:)]
+2u0; [b0. (AD;vy)] + 210 [bO; (ADyv.)] .

Portanto, os 24 termos sao reduzidos para 13.

F.4.2 Discretizacoes

Além dos termos «, [ e v deduzidos acima, as Eq. (F.39)) e Eq. (F.40) possuem um

termo adicional que necessita ser discretizado, ou seja,
6 =0, [fOn (g OU)]. (F.41)
Termo ¢

Procedendo de maneira andloga aos casos dos termos «, 3 e 7, pode-se escrever

Ji le l,'_fz'—l,'Fz‘—l,‘
iy = 0u [0 (9 0uU)); 5 = Oy [figFog) = =230 =2 (F)

onde

E,j = az(gi’j (9IUZ-J) = (F43)
o J+

Upr 42 — Uiz Uir.a—=U;_1, 1
Gi.j+4 ( +2’J+2h2 ’ )—gi,j_;< S S 2) (F.44)

Assim, substituindo a Eq. (F.43) (aplicada para o n6 em questao) na Eq. (F.42)),

obtém-se o seguinte operador de diferencas finitas

[N
[SIE

Sij =1 Uiy — Uijes f Uitr-4 = Uijy
ij = Ji+l j9i+3,5+1 13 i+d 9 i -1 13
—f Uijrs = Uicajis +f Uij-3 =Uiaj1 (F.45)
i—3.59i-5.5+3 73 i-39i-3.0-% 73 '

Claramente que o termo 0, [f0, (g 0.U)| pode ser obtido apenas pela troca i < j.

F.4.3 Expressoes finais

Através dos resultados dados pelas Eq. (F.26), Eq. (F.29), Eq. (F.32) e Eq. (F.45)),

as expressoes finais para os termos de correcdo T®) e T, do caso eléstico, podem
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ser obtidas. Colocando as propriedades corretas no lugar de f e g, bem como o
campo correto no lugar da funcao U genérica, pode-se obter as expressoes finais
para os termos de correcdo. Como se vé, a inclusao do termo de correcao resulta em

uma formulag¢ao complicada e cara computacionalmente.
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Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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