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Resumo

Este trabalho trata da classificacao geométrica das formas binarias quadricas e
cubicas. Além disto, aplicamos esta classificacao ao estudo de maquinas de catastrofes.

Para este fim, adotamos os seguintes livros [1], [2] e [3].

Palavras-chave: Catastrofes, Maquina de Zeeman, Formas Binarias, Teorema de
Thom.



Abstract

This work make reference of the geometry classification of the two variables quadratic,
cubic and quartic forma. Before that, the aplication that classification in study of the
catastrophe machines. For this based in thats books [1], [2] e [3].

Keywords: Catastrophe, Zeeman Machine, Binary Forms, Thom’s Theorem.
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1 Introducao

Arnold em seu livro Teoria da catéstrofe [4], diz que a descri¢ao do Mundo depende
de uma interagao delicada de fendmenos continuos e descontinuos (ou discretos). Estes
ultimos os primeiros a serem notados. Catastrofes sao mudancas subitas representando

respostas descontinuas de um sistema de variacoes suaves em condigoes extremas.

As informagoes sobre teoria da catastrofes comecaram a aparecer nos meados da
década de sessenta, portanto a teoria é muito recente e nao temos muitas reférencias
no assunto. Tomando a frase de Poincaré que diz: "os matemdticos nao destroem o0s
obstdculos que povoam a sua ciéncia mas simplesmente os empurram até sua fronteira.
Possam esses obstdculos ser deslocados para o mais longe possivel além dessa fronteira,
até o dominio inconsciente e do irracional”, ou seja com todas as dificuldades de

referéncias e afins, iniciamos esta dissertacao.

Vemos a necessidade de entender as formas binérias, depois apresentamos uma breve
nogao de topologia e diferenciabilidade. O tltimo capitulo ¢ dedicado ao estudo ge-
ométrico de algumas variedades de catastrofes nao umbilicas derivadas da classificacao

de germes apresentados pelo teorema de Thom.

Terminamos este trabalho com os procedimentos para construcao de uma maquina
de catéastrofe, a maquina de Zeeman; breve momento onde usamos Fisica Cléssica que
¢é essencial para a teoria de varios tipos de comportamentos sutis; de repente a agua
ferve,o gelo derrete a Terra e Lua estremecem, prédios caem; onde de um momento N

para N + 1 surge um colapso, um caos.

Por dltimo, quanto ao mérito deste trabalho ao estudante de gradugao no curso
Matematica, ou curso afim, o contetdo desta dissertacao demonstra a interdisciplinar-

idade entre as grandes areas Algebra, Topologia e Analise de naturezas tao distintas.



2 Algebra das Formas Binarias

Para desenvolver topicos intrinsecos a Teoria das Catéstrofes é preciso explorar a
interligacao da Algebra Linear com Geometria Espacial. Neste sentido, aqui estudamos
a algebra de Formas Binarias tendo como fio condutor suas caracteristicas geométricas

inerentes.

Inicialmente, estudamos elementos de Algebra Linear, sobretudo para definir a no-
tagdo usada neste texto; a seguir apresentamos as Formas Binarias Quadradas (de
grau 2) e Cubicas (de grau 3). Finalizamos este capitulo com a geometria de formas

polinomiais de graus superiores a 3.

2.1 Elementos de Algebra Linear sobre R”

Para qualquer inteiro n > 0 definimos o Espago Euclidiano n-dimensional como

sendo o conjunto

Rn: {('xhx%--'axn) LT ER,VZG {1,2,,n}}

As vezes é conveniente usar a notagao r = (xy, s, ..., x,) e referir a cada z; como

1-ésima coordenada de z.

Se x,y € R e A € R definimos a adicao e a multiplicacao por escalar como:

r4+y=(x1+ Y1, Tn + Yn)
Ax = (Axq, ... Axy)
Observamos que o elemento neutro 0 é a n-upla (0,0, ...,0). Estas operagoes dao a
R™ uma estrutura de espago vetorial real, e seus elementos sao chamados vetores.

Estas operacoes tem uma interpretacio geométrica visual em R? ou R®. A regra da
adicao corresponde a lei do paralelogramo e a multiplicagao por escalar para troca de

escala, ou troca de diregao, se o escalar é negativo.

Quando z € R, = # 0, o conjunto de todos os Az, A € R, é chamado reta por 0 e

x é o elemento neutro é chamado origem.

10
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Um subespacgo de R" é um subconjunto W com as propriedades:

1. Se x,y € W entao z +y € W,

2. SexeWeleR, entao A\x € W.

Para mostrar o sentido geométrico de um subespaco, consideramos R?. A condicao
(2) pode ser interpretada da seguinte maneira: se x € W entédo a reta que passa por 0
e x também pertence a W. Sobre a condicao (1), dados pontos x e y em W, o vértice

do paralelogramo (referente a soma x + y) pertence a W.
A seguir exploramos exemplos de subespacos em R?.

(a) Se W = {0}, onde 0 = (0,0,0), é um subespago chamado subespago trivial.

Observe que se W # {0} ¢ possivel encontrar, z € W com z # 0. Entao a reta
que passa por x e 0 também estd em W. Esta reta, inclusive, pode ser todo W,

como no préximo exemplo.

(b) W ={ zx;z € We\eR}. (Reta passando pela origem).

Se um subespaco em R® ndo é o subespaco trivial {0}, e contém uma reta
passando pela origem, 7 = {A\z;x € W e A € R}, temos a seguinte interpretagao:
se existe y € W néo pertencente a reta r, entao a reta {\y;y € W e p € R}, que
passa por y e 0 estd contida em W, assim como o vértice do paralelogramo cujos
lados sdo duas retas, definidas pelos pontos Az + py para A e i € R. E possivel
mostrar, que os pontos do plano sao definidos por 0,z e y. Ou seja, W é dado

por:

(c) W={dx+uy :x,y € WeluecR} (plano que passa pela origem).

Finalmente, se W nao é nenhum dos acima: (a), (b) ou (c), segue que W contém
um ponto z que nao pertence ao plano {\x 4+ py :x,y € W e A\, u € R}, porém
com trés retas. E possivel mostrar que W = {\z+py+vz |z, y,2 € We X u,v €
R} = R?, ou seja:

(d) W =R?

Portanto, os subespacos de R? sdo {0}, retas passando pela origem, planos passando

pela origem ou o proprio R3. Estes podem ser classificados como:
e (0 — dimensional somente a origem:;
e 1 — dimensional que sao as retas;

e 2 — dimensional que sao os planos;
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e 3 — dimensional que é o proprio R?

Agora, pretendemos definir um subconjunto de um espaco vetorial real que o de-

termine completamente. Para tanto, precisamos da defini¢ao a seguir.

Um conjunto de pontos {vl, V2 v"} € R" ¢ linearmente dependente se existem

escalares Ai, Ao, ..., A\, € R nao todos nulos, tais que:

Aol + Xv? + .+ \o" = 0.

Se a unica solucao para a equagao acima é a solugao-trivial dizemos que este con-

junto é linearmente independente.

Geometricamente em R?, dois pontos sdo linearmente independentes se nenhum de-
les esta na reta origem do outro; trés pontos sao linearmente independentes se nenhum

plano os contém.

O conjunto dos vetores {v',v?,...,v"} ¢ uma base do subespaco W se este conjunto
¢ linearmente independente e ainda, se cada elemento v € W pode ser escrito como

uma combinagao linear destes elementos, ou seja, existem i, Ao, ..., A, € R tais que:

v= Mot + A0? L+ N

Assim uma base para o subespago W é um conjunto linearmente independente

{v', 02, .., 0"} que gera W, W = [v', 0% ..., 0"].

A dimensao de W é o namero de elementos da base. E possivel mostrar que a
dimensao independe da base que escolhemos, logo dimensao é um objeto bem definido.
Para indicar a dimensao de um subespago W usamos dim W. Por convengao, {0} tem
dimensao 0. Por exemplo, o espago vetorial real R" tem dimensao n, e todo subespaco

deste tem dimensao menor ou igual a n.

Observamos que nem todo espaco vetorial tem dimensao finita, a saber, para o
espaco vetorial real formado por todos os polindmios na variavel x, qualquer conjunto
linearmente independente formado por polinémios sempre tera um polindémio de maior

grau, digamos que este grau seja k, assim o polinémio z*+?!

nao pertencerd a este
conjunto e, consequentemente, nenhum conjunto finito linearmente independente gera

tal espaco vetorial.

A diferenga n — dim W é chamada a codimensao de W em R". A co-base de W
em R™ ¢ o conjunto de vetores {v',...,v"} que reunidos com a base de W, forma uma

base para R". Necessariamente, r é igual a codimensao de W.

Sobretudo, estamos interessados em estudar o comportamento de aplicagoes espe-

ciais de R"™ em R™. Tais aplicagoes sao as tranformacoes que definimos a seguir.
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Uma transformagao linear ou uma aplicagao linear de R" para R™ é uma fungao:
f:R* — R™,
com as seguintes propriedades, para todo x,y € R", A € R:
(a) flz+y)=f(z)+ f(y);
(b) f(Az) = Af(x).

E possivel determinar a forma geral de uma transformacao linear de R” em R™

sabendo apenas sua imagem para cada elemento de uma determinada base {u', ..., u"}

de R", isto ¢, sabendo os valores f(u'),...,f(u"). Para isto, tomamos uma base
{v',...,v™} para R™ e entdo, uma vez que cada f(u’), ¥ i € {1,...,n}, existem
escalares \j;, j € {1,...,m}, tais que:

m
f(uz) = )\1ﬂ)1 + ...+ )\mﬂ)m = Z )\ji’l)j
j=1
Também, cada elemento x € R"™ é unicamente escrito da forma:

=Y pa', (i €R)
=1

Destas observagoes, segue que:

flx)=f (Z Mz‘ui> = Zuif(ui) = Z,Mz‘ Z /\jﬂ)j-
i=1 i=1 i=1  j=1

Observamos que ¢ mais conveniente utilizar a base canonica de R",
{(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,0,...,1)}.

n
Note que nesta base temos que x = E piw’ = (1, p2, ..., fin), onde cada p; é uma
i=1
coordenada de x, muitas vezes denotada por x;. Assim podemos escrever,

f(ZEh ceey ZL‘n) = ()\11?[71 + ...+ )\1nZE717 ey )\mlxl + ...+ )\ngL‘n)

Uma caracteristica relevante ao adotar como espago vetorial o espago euclidiano é
a possibilidade de se obter uma interpretacao geométrica do efeito de uma aplicacao
linear sobre tais espacos. Por exemplo, a aplicacdo linear, f de R? em R? definida por
f(1,0) = (a, B) e f(0,1) = (v,0), consequentemente, f(1,1) = (a+,3+ ). Assim

f pode ser interpretada da seguinte maneira: f distorce o plano preservando retas que
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passam pela origem e, no caso em que (a, 3) e (7,d) sao linearmente independentes,

aplica quadrados em paralelogramos.

Observe ainda que se (a, 3) e (7,0) sdo linearmente dependentes, com pelo menos
um deles ndo nulo, f aplica R* a uma reta. Contudo se @« = 3 =~ =8 = 0 entdo f

aplica todo R? & origem (0, 0).

Em geral, geometricamente uma transformacao linear se comporta como uma dis-
)
torcao preservando ‘retas’ que passam pela origem e transformando cubos em par-

alelepipedos.

Seja f : R" — R™, definimos posto de f como sendo a dimensao da imagem
f(R"™) = {f(z)|xr € R"}. A nulidade de f é a dimensao do subespago N(f) = {z €
R"|f(z) = 0} chamado niicleo de f. Citamos um importante teorema, que relaciona
a dimensao do dominio R"™ com a nulidade e o posto de f, a saber, o Teorema do
Nicleo e da Imagem, do qual segue que: n = dim f(R") + dim N(f). Observe que a
codimensao de N(f) ¢ a dimensao da imagem f(R").

Dizemos que f : R" — R™ é um isomorfismo se esta é uma transformagao liner bi-
jetora, ou seja, se f é uma transformacgao linear invertivel. Relembramos que uma
aplicacao é invertivel, quando existe uma aplicagao linear g : R™ +— R" tal que

g(f(x)) =z, Ve e R", e f(g(x)) =z, Vo € R™.

Observamos que uma consequéncia importante do Teorema do Ntcleo e da Imagem
é a condigao suficiente ( e necessaria) para que a transformacao linear f seja bijetora,
a saber, m = n e o posto de f seja m; ji que destes fatos seguem as condigoes
sobrejetividade (por quanto dim f(R") = n implica f(R") = R" ) e injetividade (uma
vez que dim f(R") = n, segue do Teorema do Nucleo e da Imagem que dim N(f) =0,
consequentemente, N(f) = {0}, e isto é equivalente a f ser uma transformagao linear

injetora).

Outra importante consequéncia do Teorema do Nicleo e da Imagem ¢ a classificacao
das transformagoes lineares de R™ em R. Note que neste caso, pelo Teorema do Ntcleo e
da Imagem, segue que n = dim f(R")+dim N(f), mas dim f(R") =0oudim f(R")=
1, pois f(R"™) é subespago do espago 1-dimensional R. Desta forma, f é a aplicagao
nula se dim f(R") = 0 (pois, neste caso, f(R") = {0}) ou f é uma transformagao
linear tal que dim f(R") =1edim N(f)=n—1.

Neste tltimo caso, se {v',...,v" '} é uma base para o Ntcleo, podemos estendé-la
para uma base de R" adicionando ao conjunto {v',...,v" '} um vetor v" que seja lin-
earmente independente com estes; desta forma podemos definir f da seguinte maneira:
f()=0,Vie{l,...,n—1} e f(v") = 1. Note que qualquer outra aplicacdo liner nio
nula, g : R — R ¢ tal que g = f o h, onde h ¢ uma mudanca de coordenada adequada

a qual leva base escolhida para definir f para a base escolhida para definir g.
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Sob o ponto de vista matricial, é possivel definir uma transformacao linear rela-
tiva as bases escolhidas, respectivamente, para o dominio e contradominio. Se B =
{u',...,u"} & base para R" ¢ C' = {v',...,v™} é base para R™, ji vimos que existem
escalares \j;, j € {1,...,m}ie{l,... n}, tais que:

f(ul) = )\le + ...+ )\mﬂ)m = Z )\jﬂ)j
j=1

Com estes escalares podemos elaborar a seguinte matriz, na qual as colunas sao

dadas pelas coordenadas de cada vetor f(u') com relacdo a base C' = {v',...,v™}.

A A2 o A,
A A2g .. Ao

ST Tl =a<i<mi<i<n
)\ml )\m2 s >\mn

Esta matriz com m linhas e n colunas é chamada a matriz de f com relacao as bases
B e C. A linguagem matricial facilita certas operagoes entre transformagoes lineares,
entre todas as possiveis, exploramos as seguintes: dadas as transformacgoes lineares

fR"—R" g:R"— R™eh:R"™— RP épossivel realizar as seguintes operagoes:
(af)(z) = af(x), Ve eR" e Va eR;

(f+9)(@) = flz) +g(x), VzeR"
(ho f)(z) = h(f(z)), VYxeR"

Se escolhemos a base u', ..., u" para R™, v', ..., v™ para R™ e w', ..., w? para R? sejam
as matrizes de f, de g e de h, com relagao as estas bases, denotadas respectivamente
por (A;i), (1), (vk;). Segue que as operacgoes acima podem ser obtidas matricialmente

da seguinte maneira: as duas primeiras como

a(Ni) = (@), 1<j<m, 1< i <n;Va €R;

(Nji) + (pgi) = Mg + i), 1 <j<m, 1< i <.

Quanto a composicao de transformacoes lineares temos que se
flu') = g Ajiv'e
J

h(v') = Z,ukjwk,
k

entao
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(ho f)(u) =h (Z Aﬁw) — Z Ajih(v?) = Z \ji Z v’ = Z (Z yijji> Wy

Se pri, com 1 < k < p,1 < i < n, é a matriz de f.h, com relagao as bases
dadas acima, segue pela regra do produto para matrizes que (vg;)(Aj;) = (Z VkjiNji)-
Consequentemente, pg; = Z VkiAji. Ou seja, a matriz da transformagao linear deter-
minada pela composi¢ao entre duas transformagoes lineares é a matriz resultante da

multiplicagao das matrizes destas transformacoes.

Denotamos por 0,,, a matriz nula , ou seja, aquela matriz m X n cujas entradas sao

iguais a 0.

I
o
o

000 ...0
A matriz identidade, denotada por 1,,, é a matriz n X n onde todos os elementos da

diagonal principal sao iguais a 1 os demais sao iguais a 0. Isto é,

00 ...0
10 ..0
1, = 01 0
000 ...1

Veja que a transformacao linear que corresponde a esta tltima matriz é a aplicacao
linear identidade, ou seja, f: R" — R" tal que f(z) =z, Vo € R".

Para finalizar esta secao, apresentamos as operacoes elementares realizadas sobre
uma matriz, as quais nao alteram a caracteristica importante sobre as matrizes, a saber,
a de ser ou nao uma matriz invertivel, ou equivalentemente, ter seu determinante igual
ou diferente de zero. Ressaltamos que, este tipo de manipulagao é relevante ao estudar
a invertibilidade de aplicagoes lineares, visto que é possivel mostrar que uma aplicagao

linear € invertivel se, e somente se, sua matriz com relagao a quaisquer bases é invertivel.

Outra aplicagao desta manipulac¢do é a determinagao do posto (dimensao da im-
agem) de uma transformagao linear f, pode-se mostrar que o posto da transformacao
linear é igual ao posto de sua matriz. Relembramos que, posto de uma matriz é um
inteiro positivo dado por: r = max{s : det(A;) # 0, As é submatriz de A de ordem s}.
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Seja A = (a;;) uma matriz qualquer, as operagoes elementares de matrizes sao estas:
1. Permutar linhas;
2. Multiplicar uma das linhas por um dado escalar nao nulo;

3. Somar uma linha a outra e substituir por esta nova linha uma das linhas envolvi-

das.

O interessante desta manipulacao, ¢ que por meio de uma sequéncia destas oper-

acoes a matriz inicial pode ser colocada na forma ‘escalonada’:

*
0
0 0 =
o 0 0 ... =
Note que todas as entradas abaixo dos elementos da diagonal, *, sao iguais a 0. A

seguir, ilustramos tais operacoes com um exemplo. Denotamos a i-ésima linha por L;.

Seja A a seguinte matriz:

Permuta de L; com Ls:

0 1 2 1

2 1 4 3

-3 =5 =8 —10
Substituicao de L3 por Lz — 2.L4:

-3 =5 =8 —-10
Substituicao de Ly por Ly + 3.L4:

e e I e R
|
ot
|
©

4 -2 8
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Substituicao de Lg por Ls + 5.Ls:

o O O =
= O = W
—_
(@n)
|
B

Substituicao de Ly por Ly — 4.Lo:

o O O =
O OO = W
—
(@)
|
W

Substituicao de Ly por Ly + Ls:

1 3 2 6
01 2 1
0 0 10 —4
00 0 O

O processo esta completo pois ja obtemos uma matriz na forma escalonada. Se A
fosse a matriz de uma determinada transformacdo linear de R* em R?, note que esta
nao seria invertivel pois o determinante é nulo; ainda mais, podemos concluir que o
posto da matriz é 3, e consequentemente o posto desta transformacao linear também

¢ 3 (pelo Teorema do Nucleo e da Imagem a nulidade ¢ 1).
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2.2 Forma Binaria Quadratica

Uma forma quadratica de n variaveis zq,...,x, é uma aplicacao de R" em R

definida por

q(z) = Z i TiZ,
ij

onde \;; € R,V i,5 € {l,...,n} e x denota a n-upla (z1,...,2,).

Por exemplo, se n = 2, temos

Qa(21,T2) = A1T121 + A\12Z1%2 + A1 Z221 + Aoa%as.

Observe que, neste caso, podemos escrever
2 2
Qa(x1,22) = A2y + (A2 + Aa1)x129 + Ao,
Agora, se n = 3, temos
(71, T2, T3) = A1T121 + AM221%9 + A\i321T3 + A1 Z2%1 + AoaZaly + AogTaTs+

+)\315L‘33§1 + )\32$3$2 + )\33$3£B3.

Neste caso, ainda podemos escrever

(1, T2, 3) = )\1137% + )\22$§ + /\331’§ + (M2 + Ao1)z122 + (Mi3 + Ag1)z1 23+
‘|—(>\23 + )\32)$21’3.

Também podemos expressar uma forma quadratica em linguagem matricial. Para

isto, consideramos a matriz linha

v (o m).

e a sua transposta, a matriz coluna

T

Denotando A = );; a matriz da forma quadratica temos:

q(z) = zAx”.

Por exemplo, as formas quadraticas q, e g, se escrevem respectivamente,
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v () (22 (2)

e
A1l A2 /\13 X

Qb(iﬂ) = ( Ty X2 T3 > Ao1 Aoz Agg T2

Az1 Az2 As3 €3

Ainda, note que ¢, pode ser escrita da seguinte maneira,

A+ A A+ A

_ 2 2 .
Ga(T) = < Ty T2 > Aot + A2 Ago + Ag ( T > ’
2 2

ou seja,

wir=(o =) L3 [ ) (2 )b () -
(= xQ).{%.[A+AT}}.(Z>.

Se substituirmos M := —(A + AT), temos que

1
2
¢(z) = aMaz",

com M uma matriz simétrica (isto ¢, M = M7).
Indutivamente, é possivel realizar este argumento para n qualquer, ou seja, qualquer

forma quadratica pode escrita como

q(x) = aMa’, (1)
1
onde M ¢é a matriz simétrica dada por M = E(A + AT).

Observamos que de agora em diante consideraremos que toda forma quadrética se
escreve como em (I), M matriz simétrica, e mais, denotaremos as entradas de M por

Nij, isto &, M = (\;;). Ainda, M sera chamada a matriz da forma quadratica g.

O objetivo agora é mostrar que toda forma quadratica pode ser reduzida, por meio

de uma mudanga de coordenadas adequada x +— y, a forma

dyi+ ...+ dayl (I11)
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Entendemos por mudanca de coordenadas linear uma transformacao linear bi-
jetora. Observe que para garantir isto basta que a respectiva matriz desta tranformagao

linear seja nao singular, ou seja, tenha determinante diferente de zero.

Para tanto, analisamos dois casos. O primeiro é quando todos os elementos da
diagonal principal sao iguais a zero, isto ¢ \;; = 0, Vi € 1,...,n. Neste caso, se a
forma quadratica é nao nula, existe pelo menos uma entrada \;; diferente de zero, e
ainda, pela simetria de M, )\;; também ¢ diferente de zero. Podemos supor sem perda
de generalidade que esta entrada nao nula é A5, pois caso contrario , se a entrada nao
nula é \;;, fazemos a primeira mudanca de coordenada linear, a saber, aquela que
aplica x;, em 1 e z;, em zy e nao altera as demais coordenadas. Assim, podemos

escrever:

q(x) = 2 22122 + (23, 24, .. ., Tp).

Agora, considere a aplicagao linear G sobre R",

G<x1a Lo, T3,T4,. .. 7In) = (y17y27 Yz, Ya, - - - ;yn) =

1 1
<§(Jc1 + x5), 5(901 — ), T3, Xy, - - ,xn) )

Desta forma,

(qo G)(xlax%xfi’ s 71;71) = Q(yl’y%y?)a s ,yn) =

2X12(y1 + Y2)-(y1 — y2) + P(Y3, Yay - -+, Yn) = 2X12y7 — 2M 1295 + h(Yz, Yy - -+ s Yn)-

Ou seja, com esta mudanga de coordenadas linear transformamos uma forma quadra-
tica (ndo nula) com todos os elementos da diagonal iguais a zero em uma forma
quadrética que tem elementos diferentes de zero em sua diagonal. Portanto é sufi-
ciente analisar o caso em que a forma quadrética nao nula tem pelo menos um dos

elementos de sua diagonal principal diferente de zero.

Podemos assumir, sem perda de generalidade que Aj; # 0 (pois, se fosse A;,;, usamos
a mudanca de coordenada linear que aplica z;, em x; e mantém inalteradas as outras

coordenadas).

No intuito de obter a mudanga de coordenada adequada para que ¢ se escreva como

em (II), primeiramente denotamos

q(x) = A (Z Mij%%‘) ’
ij
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com fhg; = ii
11
Note que 0s termos em que z; ocorrem Sao:
T2 ey = (@Y ey | — (D myey
j=2 j=2 j=2

Fazendo a mudanca de coordenada linear, H, sobre R" tal que:

H(zy, 29,23, .., 2n) = (Y1, Y2, Y3y - - -, Yn) = (21 + Zulja:? Loy T3y .y Ty
j=2

Obtemos

(q o H)(:Clux27x37 I 7xn) = q(ylay27y37 s 7yn) = )\113/% + (j(y% '--73/71)7

onde ¢ é uma forma quadratica apenas nas variaveis ys, ..., y,. Chegamos na forma
(IT) se repetimos este processo um numero de vezes suficiente para eliminar os demais

termos mistos.

Apos escrever uma forma quadratica ¢(x) na forma

dlyf + ...+ dnyi,

ainda é possivel simplificar mais: substituindo cada x; por uma mudanca de coorde-
nadas adequada para que sua nova coordenada z; possua coeficiente 1 ou -1. Ou seja,
ainda é possivel realizar uma mudanca de coordenadas linear adequada para que uma
forma quadratica nao nula seja da forma

2 2 2 2 2
2tz t. o+ 2 — 2

onde s < n. O namero s é chamado o posto da forma quadratica e é possivel mostrar
que este numero ¢ igual ao posto da matriz simétrica M; portanto nao depende da

transformacao linear ultilizada. Ainda, o ntimero r tal que

2r—s=r—(s—r)= Z coeficientes
¢ denominado o indice da forma quadratica ¢(z).

Qualquer forma quadratica é unicamente determinada pelo posto e pelo indice. A
seguir estudamos a classificacao, mediante posto e indice, para uma forma quadratica

binaria nas variaveis x e y e coeficientes a, b, c € R, ou seja,

q(z,y) = ax® + 2bxy + cy’.

Neste caso as possibilidades de combinacgoes r e s sao, respectivamente:
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(i) u?® +* (posto 2, indice 2);

(ii) u® —v? (posto 2, indice 0);
(iii) —u® — v? (posto 2, indice -2);
(iv) u* (posto 1, indice 1);

(v) —u? (posto 1, indice -1);

(vi) 0 (posto 0, indice 0).

Esta classificacao é obtida, sobretudo, analisando o determinante da matriz da

(5 )

ou seja, analisando a possibilidade de ac — b* = 0, ou melhor, analisando o conjunto

forma quadratica binaria

das ternas (a,b,c) € R* : ac — b* = 0, este conjunto é conhecido como Cone Discrim-

inante.

Figura 2.1: Cone Discriminante

Observe que, quando ac — b* = 0, temos

b 2
[zv/a + —ay]2 = az® + 2bxy + EyQ = q(z,y).

NG
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Portanto, se ac — b* = 0, podemos reduzir ¢(z,y) para a forma;

e (iv) quando a e ¢ sdo nimeros positivos;
e (v) quando a e ¢ sao nimeros negativos;

e (vi) quando a,b e ¢ sdo iguais a zero.
Por outro lado, ac — b* # 0, temos

e (i) quando b* —ac < 0 e a > 0 (interior da metade do cone que estd no lado

positivo);
e (ii) quando b* — ac > 0 (lado de fora do cone);

e (iii) quando b* —ac < 0 e a < 0 (outra metade interior do cone no lado negativo).
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2.3 Forma Binaria Cubica

Uma forma cabica de n varidveis z1, ..., x, é uma aplicacao de R" em R definida

por

C(l‘) = Z )\ijkxixjxk‘a

ijk
onde A\ € R, Vi,j,k € {l,...,n} e x denota a n-upla (z1,...,z,).

A seguir, classificamos as formas binarias cubicas nas variaveis x e ,

Clx,y) = az® + Briy + yay® + oy

mediante o estudo de suas possiveis raizes reais, ou seja, através da analise da estrutura
do conjunto
Ra={(z,y) € R* : az® + B2’y + voy* + 6y° = 0},
onde A = (a, 3,7,6) € R".
Observe ainda que para cada A € R* e A € R, se (z,y) € Ra entdo (\z, \y) € Ry,

em outras palavras, se (z,y) é uma raiz de az® + S’y + yry® + 0y entdo todos os

pontos da reta {(Ax, \y), A € R} que passam pela origem também o sao.

No intuito de descrever todas as raizes de C'(x,y) procuramos interse¢oes de R4
com subconjuntos de R* previamente escolhidos (estas escolhas podem ser justificadas
pela geometria projetiva). O primeiro subconjunto a considerar é a reta x = 1. De
fato, se (u,v) € R4 N{(1,y),y € R} entao

(uﬁv)EPA(y):{yER:a+ﬂy+7y2+5y3:()}‘

Observe que , exceto se A = (0,0,0,0), Pa(y) possui no maximo trés elementos

Y1, Y2 € y3 e portanto, para o caso x = 1, temos as seguintes retas de raizes:

Ry = {(X\ Ay), A € RY;
Ry = {(\, A\ya), A € R}

Ry = {(\, A\y3), A € R}.

Agora procuramos a intersegdo de P4(y) com a reta x = 0, isto é a intersegao de
Pa(y) com o eixo y. Note que se (u,v) € Pa(y) N {(0,y),y € R} entdo (u,v) é uma
raiz do polinémio de grau dois

a+ By +y°.
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Se A4 e A5 sdo raizes de tal polinomio temos que (u, v) pertence a uma das seguintes

retas de raizes

Ry ={(0, M), A € R};

R5 = {(O, )\y5), A E R}

Portanto R4 pode ser a interse¢ao combinada envolvendo os seis conjuntos abaixo

(a origem e as retas de raizes)

Ry ={(0,0)};

Ry ={(\Ay1), A € R},

R2 - {<)‘7 )‘yQ)a A€ R}y

Ry = {(\, A\ys), A € R};

Ry ={(0, M), A € R};

R5 = {(O, )\y5), A E R}

Assim temos as seguintes possibilidades para R4 de acordo com as intersegoes

combinadas nao vazias:

(i) trés retas raizes distintas;

(ii) tnica reta raiz (real);

(iii) trés retas raizes, sendo que duas sao retas coincidentes;
(iv) trés retas raizes coincidentes;

(v) o plano todo, caso A = (0,0,0,0).

A partir destas possibilidades fazemos a classificagao para forma binaria cibica,
por meio de mudanca de coordenadas adequadas (note que mudanga de coordenadas
nao altera o comportamento das raizes) . Por exemplo, no caso (i), podemos desenhar
(vide figura a seguir) um paralelogramo "unitario".
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J
/

Figura 2.2: Caso trés retas

Desta forma as retas raizes podem ser definidas pelas equagoes

u=20
v=20
u—v=020

Logo, a forma binaria cibica pode ser reduzida a

C(u,v) = uv.(u—v).

Mas ainda temos que explorar as possiveis fatoragoes C(u, v) em tnico termo ciibico,
termo(s) linear(es) combinados com termo quadratico. Com isto e fazendo uso da
classificacao das formas binéarias quadradas obtemos:

(a) (Lu+ Muv)(u® — v?);
(b) (Lu+ Mv)u?
(c) (Lu+ Mv)(u® + v?).

Agora podemos fatorar (a) como:

(Lu + Mv)(u—v)(u+v);

a menos que (Lu + Mv) seja um escalar multiplo de (u — v) ou (u + v).

Se (Lu 4+ Mwv) é um escalar multiplo de (u — v) ou de (u 4 v) podemos considerar
L=M=couL=—-M =c. Escrevendo U = (u=+ v)c_?l, V= vc_Tl, obtemos que U?
divide ¢ e portando recaimos no caso b).

No caso b), se M # 0 consideramos as novas coordenadas:

U=Lu+Mv .,V =u
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resultando na expressao UV?2. Se M = 0 podemos fazer a seguinte mudanca de coor-
denadas

U=L3u,V=u

dando a C a forma reduzida U*
No caso ¢), se L e M néao sao ambos nulos entdao uma mudanga de escala e de eixos

reduzem C na forma (U? + V?)V. Se néo, teremos a rotacio dos eixos pela mudanca:

Lv— Mu Lv+ Mu

que ap6s manipulacoes algébricas temos:

Clz,y) = /L? + M2(w? + 22)z

e a mudanca de escala resultarad na forma reduzida (U? + V?)V.
Portanto, com uma mudanca de coordenadas adequadas reduzimos qualquer forma
cubica homogeénea diferente de zero em uma das expressoes que tem interpretagoes

geométricas distintas:
i) (U -vV)uv,

(i) (U*+V?V;
(iii) U?V;

(iv) U



3 Topologia e Funcoes de Varias

Variaveis

Neste capitulo tratamos da diferenciabidade de funcoes de varias variaveis. Para
este proposito inicialmente estudamos alguns conceitos topologicos sobre R". Sugeri-

mos a referéncia bibliografica [5| para mias detalhes sobre este tema.

3.1 Topologia do Espaco Euclidiano
O produto interno canénico do espaco euclidiano R", ¢ dado por:

(T,y) = 1.1 + T2.Y2 + ... + T Yn,

onde x = (1,9, ....,x,) € Yy = (Y1, Y2, ---, Yn) S0 vetores de R".

Para este produto interno, dado z € R", definimos a norma euclidiana, ||z||, por:

loll = Vo, ) = \Ja3 +ad+ .+ a2,

Ou seja, ||z]|> = (z,z), de modo que ||z|| =0 z=0e ||z >0 < z #0.

Dois vetores x,y € R" dizem-se ortogonais quando (x,y) = 0

A norma euclidiana possui as seguintes propriedades:

YV x,y € R" Va € R", (|| significa o valor absoluto do niimero real «), tem-se:
NL 2+ yll < =]l + [lyll;

N2 ozl = o o]

N3:z2#40=|z|| >0e|z|| =0< 2 =0.

De um modo geral, uma norma num espago vetorial E é qualquer fungao real
| || : E— R que cumpre as condi¢oes N1, N2 e N3 acima.

Além da norma euclidiana, ha uma infinidade de normas que se pode considerar no
espaco euclidiano R", ela é a mais natural, por isso, a menos que se faca mencao do
contrario, adotaremos a norma euclidiana.

H4 duas normas que sao de manipulacao formal mais simples, as quais poderemos

utilizar em R", quando houver conveniéncia. As quais sao definidas por:

29
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x|, =max {||z1]],....||zn||} (Norma do Maximo),

|z|lg = [|z1||+...+]|zn| (Norma da Soma).
E sdo tais que, para todo z € R", vale
[zl < llzll < llzllg < n izl -

Uma norma no espago vetorial E dé origem a uma nocao de distancia em E. Dados
z,y € E, a distancia de = a y é definida por d(z,y) = ||z — y||.
As condigoes N1, N2 e N3 que a norma satisfaz, implicam imediatamente nas pro-

priedades de distancia:

Vaz,y,2€ E

dl: d(z, z) < d(z,y)+d(y, 2)
d2: d(z,y) = d(y,x)

d3: x #y = d(z,y) >0

Exemplo 3.1. 1. O produto interno canonico entre (1,2) e (5,3) :
((1,2);(5,3)) = 1.5+ 23 =5+6 = 11.

2. (13,2, D)1 = ((3,2,7); (3,2,7)) =9+ 4+49 =62 ¢ [|(3,2,7)]| = V62.

3. d((1,3,5),(2,5,8)) = [[(1,3,5) — (2,5,8)]| = [|(=1,-2,-3)| = VI+4+9 =
V14,

A bola aberta de centro em um ponto a € R" e raio r > 0 é o conjunto dos pontos
r € R" cuja distancia ao ponto a é menor do que r.

Notagao: B(a,r) = {x € R"; ||z —a|| <r}

Analogamente, definimos a bola fechada Bla,r| e a esfera S[a,r|, ambas com

centro em a e raio r, como sendo:
Bla,r] ={z € R";||x —a|]| <r} e Sla,r] ={z € R"; ||z —al| =1} .

Observe que Bla,r| = B(a,r) U Sla, ]

Note que, se a = (ay,as,...,a,) entdo a bola Bla,r] C R", definida pela norma
|z||,, =max{||z1],..., ||z.||} é o produto cartesiano Bla,r] = [a; — r,a; + 7] X ... X
la, —r,a, +r]. Com efeito, ||z —a| < r < ||v;—ai|| < 7r,...,|[|Jzn —au| < r. Do

n

mesmo modo, usando ainda a norma do méaximo, temos B(a,r) = H(ai —r,a; + 1)
i=1

para a bola aberta. Estas propriedades tornam a norma do maximo conveniente em

relagao ao produto cartesiano.
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Sejam z,y € R". O segmento de reta de extremos x,y é o conjunto

y] = {(1— O + g0 <t < 1}

Um subconjunto X C R" diz-se convexo quando contém qualquer segmento de

reta cujos extremos pertencam a X, ou seja:
r,y € X = [z,y] C X.
Exemplo 3.2. 1. Todo subespaco vetorial E C R" é convexo;

2. Toda variedade afim a + F = {a+z;2 € E} (onde E C R" é um subespago

vetorial) é convexa;

3. Se X CR™e Y C R" sdo convexos entdo o produto cartesiano X x Y C R™™ &

convexo.
4. X = R" — {0} néo é convexo, pois tem-se e; € X, —e; € X mas 0 € [—ey, eq].

5. E possivel mostrar que toda bola aberta B C R" é convexa.

Um subconjunto X C R" diz-se limitado quando existe um nimero real ¢ > 0 tal
que ||z|| < ¢, para todo z € X. Isto equivale a dizer que X esta contido na bola fechada

de centro na origem e raio c.

Se existir alguma bola Bla, ], de centro arbitrario, contendo X entao, para todo
x € X, tem-se ||z —a| < r. Pondo-se ¢ = r + ||a]| temos entdo |z| < ¢, logo X ¢é
limitado. Assim, um conjunto X C R" é limitado se, e somente se, esta contido em
alguma bola.

Para cada i =1,2,...,n, a i-ésima projegao II; : R" — R ¢ definida por I1;(z) = x;
onde z; é a i-ésima coordenada de z. Deste modo, um conjunto X C R" é limitado se,
e somente se, suas projegoes X; = II;(X),..., X, = II,,(X) s@o conjuntos limitados

em R.

Exemplo 3.3. Em R? tomando-se a norma euclidiana, as bolas chamam-se discos
(abertos ou fechados) e as esferas reduzem-se a circulos.
Em R?, a norma euclidiana define no espaco bolas e esferas que correspondem as

imagens que fazemos delas.

Seja X um subconjunto do espaco euclidiano R". Um ponto a € X chama-se ponto
interior a X quando é centro de alguma bola aberta contida em X, ou seja, quando
existe 6 > 0 tal que ||z —a|| <d =z € X.

Um conjunto X C R" chama-se aberto quando todos seus pontos sao interiores,
isto ¢, quando para cada = € X existe 0 > 0 tal que B(z,d) C X.

Os conjuntos abertos do espaco euclidiano R" tém as seguintes propriedades:
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1. O conjunto vazio @ e o espago R" sao abertos;

2. A intersecao A = A; N ... N Ay de um namero finito de conjuntos abertos

Ay, ..., A é um conjunto aberto;

3. A reunidao A = U A, de uma familia qualquer (A))xer de conjuntos abertos A,

AeL
¢ um conjunto aberto.

Exemplo 3.4. Toda bola aberta de R™ é um conjunto aberto de R".

De fato, mostremos que todo ponto pertencente a bola aberta de centro em a € R"
e raio r > 0 é ponto interior.

Seja x € B(a,r) = ||z —al <r

Tomemos s =r — ||z — al| . *

Se © = a entdo B(x,s) = B(a,r)

Se x # a entdo ||z — al| > 0, logo para s > 0, temos s < r, pois ||z — al|| < r (j& que
x € B(a,r)). Provemos que B(z,s) C B(a,r).

Seja y € B(x, s). Mostremos que y € B(a,r).

Como y € B(z,s) temos que ||y — z|| < s, queremos mostrar que ||y — a| < r.

Da desigualdade triangular segue que: ||y —al| < ||y — x| + ||z — a]

ly —all <lly—all +llz —al <s+llz—al =r—llz—a + [z —al =r

Portanto, ||y — a|| < r. Logo, y € B(a,r)

Assim toda bola aberta de R™ é um conjunto aberto da R".

Exemplo 3.5. O intervalo da reta (a,b) é um conjunto aberto em R, pois (a,b) =

2 72
E possivel mostrar que todo conjunto aberto em R é um intervalo aberto ou uma

a+b |b—a . :
B ( | |> e pelo exemplo anterior, toda bola aberta é um conjunto aberto.

uniao de intervalos abertos.
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3.2 Diferenciabilidade

Seja f : U — RP, onde U é um subconjunto aberto de R", uma aplicagao. Es-
crevendo f(x) = (xy,...,2,) € R", vemos que cada componente f; é uma fungao
fi:U—R Vie{l,... p}

Dizemos que f é de classe C*° (ou suave) quando as derivadas parciais de f;, de
todas as ordens existem e sdo continuas em U, Vi € {1,...,p}.

Observe entao que, se f é de classe C*°, pelo Teorema de Schwarz, as derivadas
mistas de uma fungao coordenada sao iguais. Seja f : U — RP, onde U é um

subconjunto aberto de R", uma aplicacao de classe C*° e v € U. Definimos a matriz

[ Ofi df1 dfi |

a—xl(v) 8_:102(2]) B (v)
0 f2 0 f2 Jf2
8—331(1)) a—xz(v) B (v)
J[f(v) = ,
O fn O fn 0 fn
I 8_331 v 3;‘_2(?} e x—n(v) |

onde todas as derivadas parciais sao calculadas em v, como a matriz jacobiana de

f em v.

A aplicagao linear Df(v) : R® — RP? associada & matriz jacobiana de f em v é

chamada a derivada (ou a diferencial) de f em v.

Observamos que no caso em que p = 1 esta aplicagao linear D f(v) é identificada

0 0
ao vetor <8_xfl<v)’ e 8;; (v)>

Por exemplo, a funcdo f : R* — R® dada por f(z1,22) = (sen(x115), exp o7, cos(z; —
x% + 3)) é uma aplicacdo de classe C™°, pois as fungdes seno, cosseno, exponencial e
polinomial sao de classe C'™° e portanto a composi¢ao dessas fungoes também é de
classe C*°.

Observe que a composicao de duas aplicagoes C'°, possivelmente restrita a um
dominio (aberto) menor é de classe C*.

Sejam U e V subconjuntos abertos de R™. Uma aplicacao ¢ : U — V' é chamada

difeomorfismo se
1. ¢ é bijetora

2. ¢ e ¢ ! sdo de classe C*.
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Enunciamos agora um teorema do calculo avancado que nos sera tutil:

Teorema 3.1. (Teorema da Fungao Inversa) Seja ¢ : Uy — R™ de classe C™,
eu € Uy. Se a matriz jacobiana de ¢ em u for nao singular,
existe um aberto U C Uy, tal que u € U e ¢ : U — ¢(U) € um difeomorfismo.

com Uy aberto em R™

Dizemos que ¢ € um difeomorfismo local em u se satisfizer as hipoteses do Teo-
rema da Func¢ao Inversa no ponto u.

Deste Teorema seguem os seguintes Corolarios,

Corolario 3.1. Dadas duas aplicagoes quaisquer, g : Uy CR" — V] CRP e f: Uy C
RP — ‘/2 g Rm;
ac Ul.

U;, Vi abertos em seus respectivos conjuntos, © = 1,2, e um ponto

Suas matrizes jacobianas satisfazem

J[f o gl(a) = J[f](9(a)) o J[g](a).

Demonstracao. Denotando

h:U — V;
t— (fog)t) = flg(t)).
temos que
Ohi _ 0fidg | 0fi0g  0fi0g,
Ox; 691 Ox;  Ogo (%Uj gy 0z
_ Z 9fi agk
8gk 8IJ
1=1,...m;5=1,...n, eportanto
dfr agk df1 agk df1 agk
Z oG 8x1 Z o 8ZE2 Z o 8xn
dfa agk 0 fo agk 0 fo 89k
J[foglla) = Z 59}: a5151 Z 89k 5332 Z 89k 5-% (1)
Z g 5561 Z g a’Bz Z g 3%
onde todas as derivadas Ofi 8gk 1=1,...m,j=1,...n,k=1,...,p, sao calculadas
Ogx 83:]
em g(a) e a respectivmente.
Por outro lado, observe que
e 0 0 T
g Mgy .. Piglay
e Voo O
2 2 2
>—(9(a))  7—(g(a)) == (9(a))
Jlg(@) =| 90 Oz Ozy"
S e(@) GRMa(@) e FRMa()
p
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[ Og1 991 991
8:(;1( a) 8:62( a) ... éh:n( a)
9920y 9200y 092,
Jlgl(a) = 0xy 0o ox,,
99, 99, | 99,
| 9, (a) e, (@) ... . (a)
onde todas as derivadas Of; e % i=1,....m, 5 =1,....,n, k = 1,...,p, sao
oxy, ax]
calculadas em g¢(a) e a, respectivamente.
Logo
i 8f1 8f1 8f1 i
g?( g(a)) (g?( g(a)) ... %?n (9(a))
2 2 2
>—(9(a)) 7—(g(a)) = (g(a))
IJ[fl(g(a) - Tlgl(a) = | DT el oy
Ofw . o Ofm Ofm
| G 0@) Gr) . Ge)
I 891 a91 dg1 1
992 (a) %w) 9% (a)
0x; 0z, T Ox, -
99, 99, | 99,
i axl (a) B, (@) ... B (a) _
I df1 39k df1 39k df1 agk
; Oxy, 0;51 Z oxy, 0:52 o Z Oxy, 8$n
0fa 89k dfs agk dfs agk
- Z oz, 8:1:1 Z oxy, 8:1:2 o Z Oxy, axn (2)
Z Oxy, 83:'1 Z Oxy, 83:2 o Z Oxy, 83:n |
onde todas as derivadas Of; e %, t=1,...m,5=1,...n, k=1,...,p, sdao calcu-
ladas em g(a) e a, respectivmente.J
af; 0 af; 19)
Como (Fog)(t) = F(g(1)) = For(t),92(0) - gp(1)) = 52 (g(a)) 22 = O () 2,
Ik T Lk Ly
i=1,...m,j=1,...,n, k=1,...,p. Comparando (1) e (2) temos que
JIf o gl(a) = J[flg(a) o J]g](a).
]

Corolario 3.2. Dado um difeomorfismo ¢ : U — V, U,V abertos de R"™, o posto da
matriz J[¢](a) € igual a n, para todo a € U.
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Demonstra¢ao. Demonstrar que J[¢](a) tem posto n é equivalente a demonstrar que a
aplicacao linear definida por J[¢|(a) é injetora.

Observe entéo que, como ¢ é um difeomorfismo, existe uma funcdo ¢ : V — U
tal que (po ¢ ')(t) =1d(t) =t,Vt € Ve (¢~ 0 ¢)(t) = Id(t) = t,Vt € U, e portanto,

pelo corolério anterior ,

JI6™ 0 ¢)(a) = J[d)(a) = Mo € = J671(6)(a) - J[6](a) = [dpen:

O que nos diz que J[¢ '](¢(a)) é uma aplicagio sobrejetora e J[¢](a) é uma apli-

cagao injetora, ou seja, como ja observamos, J[¢(a)] tem posto n. ]

Exemplo 3.6. 1. Consideremos um caso de dimensao 1: Seja ¢ : U — R (U
aberto de R contendo o ponto u) e suponha que a matriz jacobiana de ¢ em u
seja nao singular. Neste caso, o jacobiano de ¢ em u é dado por sua derivada
em u. Logo, essa matriz é nao singular se, e somente se, ¢'(u) # 0. Tome por
exemplo a fungao ¢ : U — R dada por ¢(x) = z¥, para algum inteiro positivo k.
Logo ¢'(x) = kz®1 e portanto, existe um difeomorfismo local em 0 se, e somente
se, k = 1. Porém, para qualquer outro valor de x tal que x # 0, observe que

¢'(x) # 0 e portanto temos um difeomorfismo local neste ponto.

2. Seja ¢ : R? — R? dada por ¢(x,y) = (x,%°?). A matriz jacobiana de ¢ em um

0
ponto (z,y) é entao dada por 0 9 que é nao singular se, e somente se,

)
y # 0. Assim, ¢ é um difeomorfismo local em todo ponto (z,y) € R? tal que

y # 0. Esta aplica¢do é chamada “dobra"o plano (x,y) ¢ “dobrado"ao longo da
reta y = 0.

Seja f: U C R™ — R”, onde U é um conjunto aberto de R™ de classe C*°. Um
ponto x € R™ ¢é chamado ponto regular de f,, e f ¢ chamada submersao em x se
Df(z) é uma aplicagao sobrejetora, ou equivalentemente, se a matriz jacobiana de f

em x tem posto p (o que 86 é possivel se p < m).

Um valor regular de f ¢ um ponto ¢ € R” tal que, para todo z € Dy, com
f(z) = ¢, x ¢ um ponto regular.

Um ponto critico ¢ um ponto x € R™ para o qual o posto da matriz J[f](x) nao
atinge seu valor méaximo, a saber min(m, p). De maneira analoga, definimos um valor

critico como sendo qualquer ponto f(z) € R? tal que  é um ponto critico.

Observe entao que, para m > p, critico e nao regular significam as mesmas coisas,
ja que min(m,p) = p. Se p = 1, a condigdo para que xy seja um valor nao regular é
of of
= —(x9) == =—(x9) =0.
8@ ( 0> al‘m ( 0)

que em o, ——
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Ainda, pela definigao, se dado ¢ € RP, nao existir z € R™ tal que f(x) = ¢ entao
¢ automaticamente ¢ um valor regular, pois nao ha pontos z € R™; f(x) = ¢ para

verificarmos se x é um ponto regular.

Exemplo 3.7. 1. Sejam =p =1, f(x) = 2°. Assim, todo valor ¢ # 0 é um valor
regular, ja que J[f](x) = [22] que tem posto 1 se, e somente se, x # 0. O tnico

ponto nao regular de f é 0.
2. Seja f: R* — R dada por f(z,y) = 22* + 3y*. Logo
Ifl(w,y) = | 4z 6y |

que tem posto 1 a menos que x = y = 0. Assim, qualquer valor ¢ € R* é valor

regular de f. Observe que, para ¢ > 0, f~*(0) é uma elipse no plano.
3. Seja f : R* — R dada por f(z,y) = 2° +y* + zy. Entdo
JLﬂ(x,y)==[ 32° +y 3y*+u

e J[f](x,y) ndo atinge posto maximo nos pontos que satisfazem o sistema

of
oz 0 322 +y =0
B I
Ay
. 1 .
que tem, como solugao, os pontos (0,0) e (_5’ _5) Concluimos portanto, que
1 1
(0,0) e (_5’_§> sao pontos nao regulares de f (e também pontos criticos).
1 1 1
Como f(0,0) =0e f(—g, —5) =5 temos que qualquer valor de ¢ diferente de
1
Oe o7 é valor regular de f. Por outro lado, de acordo com a observagao feita na
1
defini¢do, observe que 0 ¢ valor regular de f|(R*> —{(0,0)})) e 77 é valor regular
1 1
d R? — {(—=,—2)}).
e fI(® = {(~5,~3)})

Seja f uma aplicagao de U em R, com U C R™ aberto. A matriz abaixo é denomi-

nada a matriz Hessiana de f no ponto xg, H(f)|s,-

H( o = | 5o |-

Ainda, um ponto critico de f ¢ um ponto nao-degenerado se det H(f)|,, # 0 e,

degenerado caso contrario, isto ¢, det H(f)|., = 0.
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Seja f : U — R, U um subconjunto aberto de R" uma aplica¢ao de classe C*,
a Serie de Taylor ao redor do ponto zy € U - denotando zy = (xq,,...,Zo,) €

x = (x1,...,2,) - ¢ dada por:

f(xo) + Z -(20).i + 5 2 T, (o). ;x5 + ...+

1 orf
— o) Lo Lo oo T 4
/r! Zk;zz:l axilaxig e axiT ( O) 1 12 iy
Uma vez que f ¢ de classe C*, temos que esta série converge para f(zo + ),

Vz € U,,, onde U,, ¢ uma vizinhanga de z.

Por exemplo, se f : R? = R, z; = x, 23 = y e 29 = (0,0), temos que a série de

Taylor de f é da por:

£(0,0) + (%(0, 0).x + %(0, 0).y) +

1 (0°f ) Of 0*f 0'f 2




4 Geometria de Catastrofes

A Teoria da Catastrofe idealizada pelo matematico francés René Thom, como dito
na introducao desta, tem por significado mudancas stubitas que ocorrem por exemplo
no arrembentar de uma onda na praia, no rolar de uma pedra, na mudanca subita de
comportamento de um animal quando muda sua trajetoria quando sua acao ¢ de presa
ou predador.

Neste capitulo apresentamos objetos classicos em Teoria de Singularidades e das
Catéastrofes. Iniciamos com a definicao de germe de aplicagao C°.

Dadas duas aplicagoes de classe C*°, f; : Uy — Re fy : Uy — R, U; C R", aberto,
i € {1,2}. Dizemos que f; ~ fo se, e somente se, existir uma vizinhanc¢a U de z em
Uy N U, tal que as restrigdes f1 | U e fy | U coincidam, isto ¢, fi(z) = fa(z),Vz € U.
As classes de equivaléncia sobre essa relagao sao chamadas germes de aplicagoes em
x, e um elemento da classe de equivaléncia é chamado representante do germe em x.
Frequentemente, é usada a notagao f : (U,z) — (R, f(z)). Chamamos U de fonte e R
de meta.

O tema fundamental da Teoria da Catastrofe é a classificacao de pontos criticos de
germes de aplicagao C*. Para germes de aplicacao f, f: (U,z) — (R, f(z)), podemos
dividir estes pontos criticos em duas grandes classes: os pontos criticos degenerados e
os pontos criticos nao-degenerados, ja definidos anteriormente. Para os pontos criticos
nao-degenerados aplicamos a classificacao das formas binarias quadraticas para obter
o lema de Morse, a saber: Seja f : (U,z) — (R, f(x)) um germe de aplicagao C*. A
origem € um ponto critico nao-degenerado se, e somente se, existe um difeomorfismo
local ¢, numa vizinhanga da origem, tal que ¢(0) =0 e (fod)(y) = —yi — ... —y> +

?/3+1 + ...+ 92, em torno da origem, onde s denota o indice de f em 0.

4.1 Teorema de Thom

A classificacao dos pontos criticos degenerados é mais complexa e delicada. Esta
¢ apresentada pelo Teorema de Thom que tratamos a seguir (para mais detalhes [1],
pagina 121). Para tanto, dada uma aplicacao C*°, dizemos que duas familias a r-
parametros de f, F' e (G, sao equivalentes, em torno da origem, se existir os seguintes

objetos:

39
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e um difeomorfismo
[:R" —R"

e uma aplicagao C'™

h:R" xR — R"

(x,u) — h(x,u)
tal que

h, : R" — R"
x — hy(z) = h(z,u)
¢é difeomorfismo

e uma aplicacao C™
d:R"— R

tais que:

G(z,u) = F(hy(x),l(u)) + d(u),¥(x,u) € R" x R"
na vizinhanga da origem.

Ainda, dizemos que a familia F' a r-parametros de f é estavel se
F:R"xR"— R,

é equivalente a qualquer familia

f+e:R"xR"— R

onde

e:R" xR — R

é uma familia suficientemente ‘proxima’ de f (no sentido da topologia de Whitney,

conforme [3]).

Com estas observamos estamos aptos ao anincio do Teorema de Thom. Observa-
mos que embora o resultado acima nao seja demonstrado aqui, seu inicio se da pela
classificacao de formas binarias criticas apresentadas anteriormente, com a qual é pos-
sivel determinar as duas primeiras catéstrofes cuspodides presentes no enunciado do

teorema: a Dobra e Cispide.
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Teorema 4.1. (Teorema de Thom) Sejamn € N er € {1,2,3,4,5}, considere ainda
uma aplicagao, f, C, de R" em R. Se uma familia a r-pardmetros de f € estdvel
entao esta familia € equivalente a uma das sequintes formas normais. Observamos que
cada (uy,ug, ..., u,) € R* e (ty,ta,...,t.) € R". O simbolo M denotado como a

aplicagcao de Morse da forma:

(us + .. +us —uig —uy) (1<i<n)

e, N a fungdo: (uj+...+us—ul, —uy) (2<i<n).

Catdstrofe Cuspdides

1. Dobra - (Ay)
u +tiug + (M)

2. Cuspide - (A3)
+(uf + toul + tyug) + (M)

3. Rabo de Andorinha - (Ay)
(U + tzu? + toud + tyuy) + (M)
4. Borboleta - (As)
+(ub + tyut + taud + tyud + tuy) + (M)
5. Wigman - (Ag)

Catastrofes Umbilicas

6. Eliptica - (D} )
(U%UQ — Ug + t2u2 + t1u1> + (N)

7. Hiperbolica - (D)
(udug + us + toug + tyuy) + (N)

8. Paraboloide - (D3)

i(U%UQ — ug + t4ug + t3U% + toug + tlul) + (N)
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9. Segunda Eliptica - (Dg )

(U%UQ — ug + t5u§ + t4u§ + tguf + thg + tlul) + (N)

10. Segunda Hiperbolica - (D)

(ufug + us + tsus + tyus + tsud + tous + tiug) + (N)

11. Segunda Paraboldide - (Eg)

+(uf + uy + tsuguy + taus + tsugug + tous + tiug) + (N)

E possivel mostrar que dentre tais formas as seguintes tem codimensao menor ou

igual a 4 (de acordo com [3]).

1. Dobra

2. Cuspide
+(uf + tous + tyuy) + (M)

3. Rabo de Andorinha
(uf + t3uf + toui + tyuy) + (M)

4. Borboleta

5. Eliptica Umbilica
(udug — us + tyug + tyug) + (N)

6. Hiperbolica Umbilica

(u%uz + ug + tous + thuy) + (N)

7. Paraboloide Umbilica

(uius — uy + taus + tsuf + tous + tiug) + (V)

A nomenclatura para estas formas sao escolhidas de acordo com o comportamento,
aspecto de seu Conjunto de Bifurcagao. A partir deste momento, exploraremos o
Conjunto de Bifurcacao de cada forma nao-umbilicas de codimensao menor ou igual a
4, quais sejam: Dobra, Cuspide, Rabo de Andorinha e Borboleta.
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Para este fim, definimos os seguintes objetos: seja V : R" x R” — R uma familia

de fungoes tal que para cada ¢ € R", V. é a fungao dada por V.(z) := V(z,c) € R.

Uma variedade de catastrofe M é um subconjunto de R™ x R" definido por:

DV.(z) =0,

ou seja, o conjunto de todos os pontos criticos de V.. Logo,

M ={(z,c) e R" xR": DV (z) = 0}.

O conjunto M é uma variedade desde que V seja um desdobramento miniversal,
embora nao exploramos esta vertente em nosso trabalho, observamos que isto se da

como uma consequéncia da teoria de Transversalidade.
E denominada aplicacao catastrofe, uma aplicacdo y dada pela restricdo a var-
iedade M da projegao m : R" x R" — R", definida por 7 (z,¢c) = c.

Neste contexto, o conjunto singular S é o conjunto dos pontos de M tais que o
posto da transformacao linear derivada D, é menor que 7. A imagem x(.5) é chamado

conjunto das Bifurcagoes, denotado por B.
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4.2 Sobre as Catastrofes: Dobra, Cuaspide, Rabo de
Andorinha e Borboleta

4.2.1 Dobra

A catastrofe dobra é a catastrofe mais simples entre as sete exploradas. Para este

caso consideramos a aplicagao base

f:R—R
1

T — =
e a seguinte deformacao

V:RxR—R ]
(x,a) — Vy(x) =V (x,a) = §x3+ax

A variedade, M, de catastrofe DOBRA é um subconjunto de R?, definido por:

M, = {(z,a) € R*: %Va(x) =0}

0
Veja que a—Va(x) =0, implica 2° + a = 0.
T
Logo,
M, = {(x,a) € R* : 2° +a = 0}.

Reescrevendo M, temos que:

M, = {(z,—2?),z € R}

Nosso objetivo é explorar a geometria desta variedade analisando seu conjunto de
Bifurcagao . Para isto exploramos a série de Taylor de V,(z) para pontos pertencentes
ao conjunto Singular M, denotado por Sj.

Temos que:

Vol + X) = ap+ a1 X +a X + a3 X +0.

1_.
Vo(z + X) =V, (2) +(:L’2+a)X+wX2+§X3+O.
Como (z,a) € Sy, segue que:

1‘3

1
Va(z + X) = (E + (—mZ)a:> +0X + X2+ §X3 + 0.
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Logo,

X° 2 2 3
Va(x—l—X):?—l—xX +0.X + —3%" )

Portanto,

é(x + X 4 (—a)(z 4 X) = Vile + X) = %X?’ +eX? 40X + <—§x3> |
Observe que analisando a matriz Hessiana vemos que o termo quadratico zX? é
nao-degenerado se z # 0, mas é degenerado se x = 0. Assim S; = {0} e B; = {(0,0)},
onde B denota o conjunto de Bifurcagao; o ponto (0,0) é chamado ponto de Dobra.
Por outro lado, quando x > 0 o termo quadratico é positivo e V, tem um ponto de
minimo e quando z < 0 o termo quadratico é negativo e V, tem um ponto de méximo.
A geometria de M; esta resumida na figura 4.1, abaixo. Veja que a Variedade
Catastrofe Dobra é uma parabola; o conjunto de Bifurcagao é um tinico ponto no qual,
a sua esquerda, ha dois comportamentos, um ponto de maximo e um ponto de minimo,

e, & sua direita, nao ha nenhum ponto.

Figura 4.1: Catastrofe Dobra



Sobre as Catéastrofes: Dobra, Cuispide, Rabo de Andorinha e Borboleta

46

4.2.2 Cuspide

Considere a seguinte aplicacao base para esta catastrofe:

f:R—R
4

x— -
com sua respectiva deformacao:

V:RxR?>—R | .
(,a,b) — Vy(z) = V(z,a,b) := ZI4 + §aac2 + bx.

A variedade, M, de catastrofe CUSPIDE é um subconjunto de R?, definido por:

0
My = {(z,a,b) € R*: a—xVab(:C) =0}

0

Veja que a—Vab(I) =0, implica 2° + ax + b = 0.
x

Logo,

My = {(z,a,b) €R®: 2° + ax +b=0}.

Reescrevendo M, temos que:

My = {(z,a, -2 — az),z,a € R}.

Nosso objetivo é explorar a geometria desta variedade analisando seu conjunto de
Bifurcagao. Para isto exploramos a série de Taylor de V() para pontos pertencentes
ao conjunto Singular M,, denotado por Ss.

Temos que:

Vap(z + X) = ag + a1 X + as X? + a3 X® + ay X* +0.

1 )
onde a; = .—'(Va)(’) (x).

1!

2 X2
Vap(z4+X) = Vo(x)+ (2° + ax + b) X+ (w) X*+ (%x) X?+ (%) X*+0.

Como (z,a,b) € Sy, segue que:

4 2

32 +a 6x 6
X2 =) x3( =x* .

1 1
Var(x + X)) = (—m4 + —az® + (—2° — ax).x) + (2° + az + (—2° — ax)). X+

Logo,
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X4 32 34 2
Vab(:n+X)=—+xX3+(i+9)X2+0X— (i+%)

4 2 2 4 2
Portanto,
+ X)* + X)?
(z 1 ) +a(x2 ) —((r+ X)P +alz+ X)) =
X4 322 a 3zt ax?
X)="—4aX?+ =+ ) X2 +0X - [ =— 4+ = ).
V(2 + X) Tt +(2+2) +0 (4+2)

Analisando os termos da expansao acima, para analisar o Conjunto de Bifurcacao,
vemos a necessidade de uma nova mudanga de variaveis, considerando p, g, r os coefi-

cientes dos termos quadratico, ctubico e quartico, temos:

3 5 a
p(a,x)—ix +§
qla,z) ==z
r(a,x):i

1
Isso sugere que troquemos o plano cartesiano pelo plano r = 1 e a(p, q) coordenadas.

Portanto uma vez que:

3 2+a
P=31 73
2p =3¢ +a
a=2p— 3¢

Segue que:

My = (q,2p — 3¢%, —2pq + 2¢%),p,q € R.

Deste modo o termo quadratico da série de Taylor é degenerado, quando p = 0, e
este representa o ¢ — eizo no espago (p,q). A imagem deste tipo de ponto é uma dobra
em termos do sistema original (z,a) pois: quando p = 0 temos:

T =q

a = —3¢% ou seja, a = —3z2.

Ainda, quando p é nao degenerado temos um ponto de minimo local quando p > 0
e um ponto de maximo local quando p < 0.

Quando p = 0, necessariamente analisamos os termos ctbico e ¢ # 0. O termo
cibico determina o tipo do ponto critico . Note ainda que se p =0 e ¢ = 0 (a origem
no espaco (p, q)) o tipo do ponto critico é determinado pelo termo X*.

Sep=0eq#0, temos que a = —322 e entdo o conjunto de bifurcacio é o conjunto
de pontos:
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(—32%,22%), 2 € R

ou ainda se a = —32% e b = 222 .

b b
2x3:b:>v3x3:\3/j:>x:§/je
2 2
2

5/ (b
—322=a= -3 (5) =qa=

Temos que:

5 3
=3 ) (g) =a =
b2
_27'Z = = 270 = 4.0 = 4a® + 270* = 0.

Logo o conjunto de Bifurcacao é definido pela equacdo: 4a® + 27b* = 0, o qual

descreve uma cuspide. Veja a figura 4.3 abaixo.

Figura 4.2: Catastrofe Cuspide



Sobre as Catéastrofes: Dobra, Cuispide, Rabo de Andorinha e Borboleta

49

4.2.3 Rabo de Andorinha

Considere a seguinte aplicacao base para esta catastrofe:

f:R—R
L s
T -

5

com sua respectiva deformagao:

V:RxR*—R X )
(x,a,b,c) — Vype(z) = V(x,0a,b,¢) := 5x5 + §x3 + 5:102 + cx.

A variedade, Ms, de catastrofe RABO DE ANDORINHA ¢ um subconjunto de R?,
definido por:

2‘/abc(fl’) = O}

M; = b R*:
3 {([L’,CL, 7Ca) S ax

0
Veja que a—Vabc(x) = 0, implica * 4 az® + bz + ¢ = 0.
x
Logo,
Ms = {(x,a,b,c) € R®: 2* + az® + bx + ¢ = 0}.

Reescrevendo M3 temos que:

Mz = {(v,a,b, —x* — az® — bz),7,a,b € R.}

Nosso objetivo é explorar a geometria desta variedade analisando seu conjunto de
Bifurcagao . Para isto exploramos a série de Taylor de V,,.(x) para pontos pertencentes
ao conjunto Singular M3, denotado por Ss.

Temos que:

Ve + X) = ag + ey X + a2 X? + a3 X? 4+ ay X* + +a5X°0.

1 .
onde a; = E(Va)(’) (x).

43 b 1222
Vabc(x—i—X) _ Vabc(x)+(x4+a$2+b$+C)X+ (%) X2—|— ( $6+ CL> X3+

24x 24
X4+ X5
+ ( 24 ) (120) +0.

Como (z,a,b, c) € Ss, segue que:

1 1
Vap(z + X) = (4x —|—2ax + (—z —ax)x)—i—(x +az + (—2* — ar)). X+
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32+ a 6x 6
X2 =) x3( =x* .
() e (F) 0 () o

Logo, Vape(z + X) é igual a

X5 a b
—+wX4—|—<2x2+§)X3—i— (2x3+ax+§>X2+0X—<

5+3+2

475 2ax3 bm2>
= )

Portanto,

(z+ X)° N a(z + X)? N bz + X)?

5 3 7 — (@ +X) +ale+ X)* +bw) =

X° b 425 2az®  ba?
— X'+ <2x2+9)X3+ 2% tar+ - ) X24+0X — [ — + 2+ ).
5 3 2 5 3 2
Como na catastrofe anterior existe a necessidade de uma nova mudanca de coor-
denadas. Tomando as coordenadas utilizando os coeficientes da série de Taylor como
segue:

b
Quadratica:p(z, a, b) = 22> + ax + 3

Cubica:q(z,a,b) = 2% + %
Quartica: r(z,a,b) =z

Quinta: s(x,a,b) = B

1
Assim o hiperplano s = = no subespago (p,q,r,s) é o espago (p,q,r)

Portanto, se

b b
p:2r3+(3.q—6.q2).r+§—>p:27"3—|-3q7“—6r3+§

2p = 6gr — 8> +b — b= 2p — 6gr + &

entao

z(p,q,r) =r

a(p,q,r) = 3¢ — 61 (%)
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b(p,q,r) = 2p — 6qr + 8r°

Observe que o termo quadratico é degenerado, se e somente se p = 0, que define o
plano coordenado (g, 7). Sobre esse plano o 3-jato ¢ do tipo X®. Note que, se p =0 e
q = 0, temos o r-eixo sobre qual o 4-jato é do tipo X* ou —X* . Ainda, p=0,¢=0e
r =0, temos o 5-jato X°. De (%), em termos de p, ¢, r, temos que M é dada por:

(r,3q — 612, 2p — 6gr + 8r3, —2pr 4+ 3qr* — 150 p,q,r € R)

e seu conjunto singular que é dado por p =0 é:
o Sy ={(r,3q — 6r* 2p — 6qr + 8>, —2pr + 3qr* — 15r*)} se ¢ # 0
o S5 ={(r,—6r%2p + 8 —2pr — 15r*)} se ¢ = 0
Portanto seu conjunto de bifurcagao é respectivamente:
o B3 ={(a,b,c)(r,3q — 6r% 2p — 6qr + 8r°, —2pr + 3qr* — 15r")} se ¢ # 0
e By ={(a,b,c)(r,—6r%2p + 8 —2pr — 15r*)} se ¢ = 0

Os quais sao ilustrados pela figura a seguir

Figura 4.3: Catastrofe Rabo de Andorinha
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4.2.4 Borboleta

Para a proxima Catastrofes apenas daremos uma breve no¢ao de como seria seu
Conjunto de Bifurcacao analisando sua série de Taylor, sem a analise geométrica com-
pleta, uma vez que este conjunto pertence ao espaco R*.

Considere a seguinte aplicacao base para esta catéstrofe:

f:R—R
L 6

T H—— =

com sua respectiva deformacao:
V:RxR'—R
(x,a,b,¢,d) — Vpea(z) = V(2,a,b,¢,d) := éxﬁ + %x4 + gx?’ + ng + dx.
A variedade, M,, de catastrofe BORBOLETA ¢é um subconjunto de R®, definido

por:

0
M4 - {(I‘, a, b’ G d) S ]R5 : %Vabcd(x) = 0}

0
Veja que a—Vabcd(IE) =0, implica 2° + a.2> + b.2? + c.x +d = 0.
x
Logo,
My = {(z,a,b,c,d) € R’ : 2° + a.2® + ba® + c.x + d = 0}.

Reescrevendo M, temos que:

My = {(x,a,b,c,—1° — a.x® — ba® — c.x),z,a,b,c € R}

Nosso objetivo é explorar a geometria desta variedade analisando seu conjunto de
Bifurcagdo . Para isto exploramos a série de Taylor de V,;.4(z) para pontos pertencentes
ao conjunto Singular My, denotado por Sj.

Temos que:

Vavea(x + X) = ap + a1 X + as X2 4 a3 X3 + ay X* + as X° + ag X® + 0.

1 )
onde a; = E(Va)(z) (x).

5z 4+ 3ax? + b
Vabm(x—i_X):Vade(x)+($5+a$3+bx2+cx+d)X+( = x) X2t

2

2023 + 6ax? + 2b 6022 + 6a 120x 120
X3 - | x¢ — )X’ — )} X% +o0.
+< 6 ) +( 24 ) +(120) +(720) +0

Como (z,a,b,c,d) € Sy, segue que:
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1 4 b3 2
Vabed(z + X)) = <6x6+ %—i— %—F% + (—2° — az® — b.a? —cx)x) +

5x* 4+ 3ax? + 2b
+($5+a$3+bx2+cx+(—x5—am3—bm2—cx))X+( v oar 4 x+C)X2+

2

2023 + 6ax + 2b 60x% + 6a 120x 120
X3 - |\ x¢ X’ — ) X%+o0.
+( 6 ) +( 24 ) +(120> +(720) +0

Logo,

X0 1023 b
Vabcd(xJFX):?+9€X5+(4$2+4a)X4+( 3‘75 +ax+§) X3+
52t 3ax? c 525 3az*  2bx®  cx?

— b+ = ) X2 +0X — [ —— o)
+(4+2+‘H2>+ <6+4+3+2>

Portanto,

X° 102 b
Vabcd(fc+X)=?+xX5+(4a:2+4a)X4+( 3:6 +a:1:—|—§) X34

52t 3ax? c 525 3az* 22  cx?
o e+ S ) X2 4ox — (22 “ry
+(4+2+x+2> +0 <6+4+3+2>

Observe que analisando a matriz Hessiana vemos que o termo quadratico:

5x4+3ax2+b +c
R :L‘ —
4 2 2

¢ nao-degenerado.
A Figura abaixo mostra os possiveis tipo de se¢oes (no plano (¢, d)) que aparecem

de acordo a varia¢ao do par (a,b) no circulo unitario. Para mais detalhes veja [1].

Figura 4.4: Se¢oes na Catastrofe Borboleta

Observe que temos um ponto de borboleta do tipo X° na origem, uma linha de
pontos tipo Rabo de Andorinha no fator X°. Analisando certos casos, temos por
exemplo, que se b =0 e a > 0, uma se¢ao deste conjunto de Bifurcagao é formada pela
Catéastrofe Cuspide onde as variaveis sao c e d.



5 MaAaquina de Catastrofes

A primeira méaquina de catéstrofe foi inventada por E. C. Zeeman, Universidade de
Warwick, em 1969. Depois de trés semanas de experimentos com elasticos e clips ele
refinou para a versao aqui descrita.

Para analisar a maquina de Zeeman, o primeiro passo ¢ localizar a posi¢ao do ponto

de cuspide P. Por simetria dos eixos conforme figura abaixo.

Figura 5.1: Maquina de Zeeman

Tomamos uma certo diametro e consideramos essa medida uma unidade de medida,
ou seja, 1. Tomando elasticos com comprimento igual a essa unidade sem estarem
esticados e a distancia do centro do didmentro O até um ponto A como sendo 2.

E claro, novamente pela simetria, que como o ponto B corre ao longo do eixo que
tera um ponto P de equilibrio na posicao 8 = 0. O ponto P é onde o equilibrio muda
de estével para instavel, por principio geral da estabilidade.

Sejam e, € sendo o comprimento de dois pedacos do elasticos quando a posicao do

disco esta alinhado em 6, préximo de 0 mas nao necessariamente nele. Se A é o modulo

o4



da elasticidade entao a energia, devida a Lei e Hook, ¢é igual a:

V() = 2 (e~ 1P+ 5 (¢~ 1)

Agora

1 21 2
62:(2—§C089) +(§sen6)

pela expansao da série de Taylor encontramos:

1 >\\" (1))
=22 (1-= - 4
=(a(-5)) (@) row
onde O(4) denota uma fung¢ao de ordem 4.
1 N\ (1,
2_ —_— - _ — f—
e=(2-5(1-%)) +(3¢) +ow

3 02\* ¢2
2— — — —
e _(2+4) +4+0(4)

3\ 362 02\?% 62

e = <§> +2§Z =+ <Z) + Z + 0(4)
3\? 362 02\?% 62

2— — — — —

e —<2> + 1 +(4> +4—|—O(4)

3\? 362 02
2
— (2 >z 4
e (2)+4+4+O()

e = (2)2 + 6>+ O(4).

Observe que inserindo os termos:

(5)-(5)

em * nao alteramos a igualdade:

e’ = (;)2+92+ (%2>2 — (%2)2+O(4)

367\’
2— — J—
e—(2+3) +0(4)

Logo, a menos de parcelas com grau maior ou igual a 4 temos que:



o6

3 62
=247 4 I
e=5+73 +O(4) (1)
Analogamente,
2 1 2
e? = (s — —cos(m — 9)) + (5 sen(m — 9))
Como:
cos(m — 0) = cosmcosf +senmsenf = —1cosf + 0cos ) = — cos b

sen(f — @) =senfcosm — senmcos = 1senf + 0cosf = sen

1 > (1 ?
e? = (s—i— 50050) + (5 Sene) +O0(4).

Usando a expansao de Taylor encontramos:

¢? = (3— % (1 — %))ZJF (%9)2+O(4).

Analogamente ao que foi feito para e é possivel mostrar que:

Temos que:

a:G—%)—i%%;%W+m® (1),

Por (I) e (I1), segue que:

i+(s—%>2+62<%_22((22+_+11))>

O Lema de Morse implica que encontrado o tipo de ponto critico local podemos

Vo) =

+0(4)

desconsidera o termo O(4), desde que o coeficiente #* seja ndo nulo. Agora o coeficiente

d 02 - it 1 > S (23 - 1) 4 1 < S (28 — 1)
€ S€ra poSItlvVo Se — — € negativo se — —_——.
P 37 2s(2s+1) B 3 25(2s 1 1)
S -]-,b . d d , . , . d S (28 - 1)
egue gque O €qullibrio muda d€ maximo para minimo guando: — = —————
sue dte oed P K 37 25(2s 1 1)

onde 2(2s 4+ 1) = 3s(2s — 1).

Apos célculos obtemos:

S_7i¢ﬁ
12

Como P claramente é um termo positivo teremos que:

_T+V97
12

1,40.

S
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Apo6s uma analise similar com 6 = 0 substituindo 6 por 7 encontramos um valor

27 4+ 489
0

de s distinto do mencionado acima, a saber, s = 0 " 2,46, levando-nos a um
novo valor de P’.

Se Vi, € a fungdo de energia correspondente ao repouso e tem posic¢ao (a, b) tendo
o minimo de Morse em 6, entao para (a’,b") proximo o suficiente de (a,b) a fungao
Vi tem minimo de Morse em 6 proximo 6. A vizinhanca 6’ pode ser expressa por
uma fungao suave de (a,b) pela redugao da fungao de Morse pela forma padrao. Entao
perto do ponto de equilibrio o disco move-se suavemente com (a,b). Por outro lado, se
aproxima de um ponto que nao é de Morse, este sera restritivo. A geometria em torno
deste ponto especial, onde a propriedade de Morse e suas consequéncias de movimentos
sutis sao quebrados.

A seguir analisaremos o detalhe do comportamento do ponto P. Como ja visto
que o termo 6% é onde a energia tende a P e por simetria ndo existe um termo 6°,
portanto devemos procurar #*. Agora trabalhando conforme Figura 5.1, ¢ deixando o
ponto livre em B sendo o ponto («, 3) relativo a coordenada abaixo. A formula de e

é como a anterior com exce¢ao que agora trabalhamos em O(5) e continuamos com o

termo 6(4):
1 21 ?
6'2:<s+§cosé’—a> +<§sen0—l—ﬂ) .

Se trabalharmos fora de V, 3(f) a energia correspondente de ordem 4, resulta na

forma:

Vs (0) = (ag + a180 + azab® + azB36° + as60*) + O(5)

onde ayg,...,as sa0o constantes as quais os valores aproximados sao: ag ~ 0,54; a; ~
0,24 ; as ~ 0,16; az ~ 0,09; a4 ~ 0,045.

Note que o estagio que P,onde o = 3 = 0, temos a funcdo da forma: pé* + O(5),
(> 0), desde que seja um ponto critico degenerado. Entao para um resultado quali-

tativo de P, desprezamos o termo de O(5).

. 1
Continuamos com as simplificagoes tomando a unidade elastica fazendo Aay = 1
para eliminar o termo ciibico por mudanca de variavel:
3
Ba
r=0+—
4@4
e para definir um maultiplo escalar a para o e b para [, numericamente resultara na

seguinte formula:

1 1
Vap(z) = Zx4 + éaxQ + bz + c.

Podemos considerar a constante ¢ igual a zero sem perda de generalidade pois

estamos interessados somente em pontos criticos de V,,, desta forma,



o8

1 1
V() = 1x4 + EaxQ + bz

Determinando assim a féormula da Catéstrofe Cuspide.

A partir destes resultados podemos construir a maquina. Primeiramente precisamos
de pontos fixos, pondendo estes ser pregos ou tachas, um disco de 20 cm de diametro
e uma prancha de aproximadamente 30 ¢cm por 150 cm.

Tomando uma das laterais da prancha na largura de 30 cm fixamos um ponto A
bem préximo a ela, bem no centro desta, deste ponto fixamos o centro O alinhado com
o ponto A que sera o centro do disco. A distancia do centro O ao ponto A, sera de 40
cm. O disco sera fixado mas de forma a ter o menor atrito possivel para melhor visual-
izacao do momento catastrofe. Na extremidade do disco fixamos um ponto B, ou seja
colocamos uma tacha no disco mas proximo possivel de sua extremidade. O proximo
passo é obter elasticos de tamanho especificos conforme dados das equagoes anteriores.
Um eléstico que ligara fixamente do ponto A ou ponto B, tera o comprimento igual ao
diametro, ou seja, 20 cm sem ser esticado, o outro elastico ligard o ponto B para um
ponto que nao sera fixo, o ponto C sera testado para obter o ponto de colapso.

Este ponto colapso se dard quando com uma pequena perturbacao, ou seja, uma
pequena movimentacao no disco, mudara completamente sua trajetoéria, em outras
palavras, se fizermos essa pequena movimentacao ele retornar ao mesmo ponto, nao
serd um colapso, porém se com essa pequena movimentacao o disco mudar de "quad-
rante"teremos um ponto de colapso.

Abaixo, esquemas para nortear esta construgao.

Roda

© Tabua

Eixo

Elastico

Figura 5.2: Esquemas para Maquina de Zeeman
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