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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo qualitativo do modelo feito por Ronald
Ross sobre a propagacao da malaria em uma comunidade. O modelo encontra-se no
artigo “Contribution to the Analysis of Malaria Epidemiology” de Alfred J. Lotka [1] e

é dado por um sistema nao linear de duas equacoes diferenciais ordinarias.

Palavras-chave: Equacoes Diferenciais Ordinérias, Estabilidade, Linearizacao.






Abstract

In this work we present a qualitative study of the model developed by Ronald Ross
about the propagation of malaria in a community. The model is presented by the
article “Contribution to the Analysis of Malaria Epidemiology” of Alfred J. Lotka [1]

and it is given by a nonlinear system of two ordinary differential equations.

Keywords: Ordinary Differential Equations, Stability, Linearization.
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1 Introducao

Este trabalho trata da propagacao da malaria em uma comunidade e é dado por um
sistema nao linear de duas equacoes diferenciais ordinérias que seré analisado através
do estudo de estabilidade dos seus pontos de equilibrio, indicando condi¢oes para a
extin¢ao da epidemia.

Como o modelo pode ser visto como um problema matricial, no capitulo 2 seré feito
um estudo de algumas propriedades de matrizes, sequéncias e séries de matrizes, como
também de nogoes bésicas de equacao diferencial ordinaria e o conceito de estabilidade.

Sera visto no capitulo 3 que o tipo de estabilidade de um ponto de equilibrio da
equagao auténoma & = f(x) é determinado pela aproximagao linear do campo vetorial
f em uma vizinhanca suficientemente pequena do ponto de equilibrio.

Por ultimo, no capitulo 4 sera feito um estudo do modelo de Ross, analisando seus
pontos de equilibrio com a demonstracao de um resultado indicando condigoes para a

extin¢ao da epidemia.
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2 Preliminares

2.1 Equacao Diferencial Ordinaria

Sejam t um namero real, D um subconjunto aberto de R**' e f : D — R" uma

~ . . X ~ . .1 ~
fungao continua e denotemos & = q Uma equacao diferencial ¢ uma relacao da forma

T = f(t, ). (2.1)

Dizemos que x é uma solugao de (2.1) sobre um intervalo I C R, se z for uma fungao

continuamente diferenciavel no intervalo I, (¢,z(t)) € D para todo t € I e x satisfaz
&(t) = f(t,x(t)) em 1.

Suponha que (o, xg) € D. Resolver um problema de valor inicial para a equagao,

(2.1) consiste em encontrar um intervalo I contendo ¢y e uma solu¢ao = de (2.1) em [

satisfazendo x(ty) = x¢. Escrevemos este problema como

(t) = f(t,x(t)) em I, x(ty) =xo, t € 1. (2.2)

Dizemos que uma fungao f(¢, ) definida em D C R"™ & localmente Lipschitziana
relativamente a x se para todo conjunto fechado e limitado U C D, existir K = Ky > 0

tal que

|f(t,$) _f(t>y)| SK"%_y’

para (t,x), (t,y) em U.

Observemos que se f(t, ) for de classe C' na segunda variavel em D, entao f(t,z)
é localmente Lipschitziana relativamente a x.

Vamos enunciar os resultados que garantem a existéncia e unicidade de solucao de

(2.1) cujas demonstragoes podem ser encontradas em Hale [2].

Teorema 2.1. Se f for continua em D, entao para todo (tg, z9) € D, existe pelo menos

uma solucdo de (2.1) passando por (%o, zg).

Teorema 2.2. Se f(t,z) for continua em D e localmente Lipschitziana relativamente a

x, entao para todo (o, xg) € D, existe uma tnica solucdo x(t, to, ) de (2.1) passando

por (to, zo).

15



16 Preliminares

2.2 Sequéncias e Séries de Matrizes

Sistemas lineares de equacoes diferenciais com coeficientes constantes podem ser

vistos como sistemas matriciais dados por

i = Az (2.3)

Por analogia a solugao x(t) = ez para o problema de valor inicial escalar & = ax,
a € R, z(0) = xy, denotemos a solugao de (2.3) com condigao inicial z(0) = z¢ por

2(t) = eMag e vamos descobrir quem é a matriz e’

Para isto temos que rever algumas propriedades de matrizes e demonstrar o Critério
de Cauchy para sequéncias e séries de matrizes.

Sendo A = (aij)mxm uma matriz genérica, vamos adotar a seguinte norma:

m

1A =" lay]-

ij=1
Sabemos que, para matrizes A e B valem :

1) [|A+ Bl < [IA[] + ||BI];

2) [[AB[| < [[All l| BI]
No intuito de definir convergéncia de séries de matrizes definimos, em primeiro

lugar, convergéncia de sequéncias de matrizes.

Defini¢ao 2.1. Dizemos que uma matriz A de ordem m é limite da sequéncia (A,)
de matrizes de ordem m quando, para todo ntmero real ¢ > 0, pode-se obter um

numero natural ng tal que, todos os termos A,, com indice n > ng cumprem a condi¢ao

|4, — Al <e.
Notacgao: lim A, = A.

n—oo

Simbolicamente escreve-se:

A=1lm A, . =.Ve>03InyeN/n>ny = ||A, — Al <e

n—oo

Proposicao 2.1. Sejam A, = (an,, )mxm € A = (@i;)mxm matrizes reais. Uma condigao
necesséria e suficiente para que lim A, = A ¢ que lim a,,; = a;;, para cada par (i, j),
n—oo n—oo

1, :L , .
Prova:
(=) Por hipotese, lim A, = A, isto é, para todo ¢ > 0, existe um namero natural
n—oo
no tal que, todos os termos A, com indice n > ny cumprem a condicao ||4, — A|| =
m
Z |an,; — ai;| < €. Como para cada n > ng e para cada par (4,7), i,j = 1,...,m vale

ij=1
que
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m
|a’nij - ai]'| < Z ’a’nij - a’ij| <€
ij=1

entao temos que, para todo € > 0, existe um nimero natural ny tal que, todos os termos

ay,; com indice n > ny cumprem a condigao \anij —a;j| <eparai,j=1,...,m,isto é,

nh_}rlgo an,; = a;; para cada par (4,7), 4,7 = 1,...,m.

(<) Por hipétese, lim ay,, = a;; para cada par (i,7), 4,7 = 1,...,m, isto é, para todo
n—oo

€ > 0 existe um namero natural ng,;, tal que para todos os termos a,,, com indice

ni; > ng,; cumprem a condigao

€
|anij - aij| < ﬁ? (24)
sendo m a ordem da matriz. Assim, para cada n > ng = max{noij,i,j =1,...,m},
usando a desigualdade (2.4) temos:
m m €
||An _AH = Z |am‘j _aij| < Z ﬁ =6
7,7=1 7,7=1

implicando que lim A, = A. =
. n—0oo . . . ~ . .
Vejamos agora o Critério de Cauchy que nos da uma condi¢ao necessaria e suficiente
para que uma sequéncia de matrizes reais de ordem m seja convergente.
Dizemos que (4,) é uma sequéncia de Cauchy quando cumpre a condi¢ao: dado um

naumero real € > 0, pode se obter ng € N tal que n > ng e r > ng implicam |A,, — A,| < €

Teorema 2.3. Seja (A,,) uma sequéncia de matrizes reais de ordem m. Para que exista

lim A, é necessario e suficiente que, dado um nimero real ¢ > 0, exista um nimero

n—oo

natural ng tal que ||A, — A,|| < €, quaisquer que sejam n > ng e 7 > ny.

Prova:

(=) Por hipotese, existe uma matriz real A de ordem m tal que lim A, = A; isto é,
n—oo

para todo € > 0 existe um nimero natural ng tal que, todos os termos A, e A, com

indices n, 7 > ng cumprem a condigao

€ €
- Al < S e [lA - Al <5,

e como ||A, — A.|| < ||A, — A|| +||Ar — Al] < €, segue o resultado.
(<) Por hipdtese temos:

m
Ve>0, I3ny € N /n, r>n0:>||An—Ar||:Z|anij—ari].|<e

i,j=1

implicando que |a,,, — a,,| < € para cada par (i,7), i,j = 1,...,m, e pelo Critério
de Cauchy para convergéncia de sequéncias numéricas, temos que para cada par (i, j)

existe um numero real a;; tal que
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lim a,, = a;.
n—oo

Define-se a matriz A = (a;;)mxm € pela proposicao 2.1, segue o resultado. =
Vamos agora rever alguns resultados sobre série de matrizes.

Seja (A,) uma sequéncia de matrizes reais de ordem m. A partir dela formamos

uma nova sequéncia (.5,) de matrizes dada por

SlIA:L’ 52:A1+A27 S’I’L:Al_'_Az—i_"'—i_An

o

As matrizes S, sao chamadas de reduzidas ou somas parciais da série E A,. A parcela

n=1
A, é chamada de termo geral da série.
Se existir o limite
S = lim S,
n—oo

[e.9]
diremos que a série g A, é convergente e o limite S serda chamado de soma da série.

n=1

o

Notagao: E A, =S.

n=1
Agora vamos enunciar o Critério de Cauchy para convergéncia de séries de matrizes.

Teorema 2.4. Seja (A,) uma sequéncia de matrizes reais de ordem m. A fim de que

a série E A, seja convergente, é necessario e suficiente que, para cada € > 0 exista

n=1
n+p
um ndmero natural ng tal que g Arl| < €, quaisquer que sejam n > ng e p € N.
k=n+1

Proposicao 2.2. Seja (A,) uma sequéncia de matrizes reais de ordem m. Se a série
o0 [e.e]

E ||A,|| for convergente, entao a série E A,, também seréd convergente.

n=1 n=1

Prova: Para todo p, n € N,

n-+p n-+p
SooAdl < > Al (2:5)
k=n+1 k=n+1

[o¢]
Como E ||A,|| converge, e usando o resultado analogo para séries numéricas, temos:
n=1
n+p

Ve>0,3dngeN/n>ng, pe N = Z || Ax|| < e

k=n+1

e por ( 2.5), temos



Sequéncias e Séries de Matrizes

19

n—+p

> 4

k=n+1

<€ m>ng, peN.

oo
e pelo teorema 2.4, segue que a série Z Ay é convergente. m
k=1
Com estes resultados demonstraremos que a série Z T é convergente.
k=0
© Ak
Teorema 2.5. A série Z T é convergente, qualquer que seja a matriz A real de
k=0
ordem m.

Prova: A partir das propriedades de matrizes prova-se, por inducao, que

||A*|| < ||A]||*, para todo k € N. (2.6)

Assim,

1A]*

<
-kl

ke N.

Ak
I

o0
A k
Sabemos que a série numérica E % é convergente pois é a expansao em série da
k=0 ’

fungao exponencial entéo, por (2.6) e o critério de comparacao para séries temos que

00 Ak o0 k
2|
k=0

é convergente e pela proposi¢ao 2.2 segue que E T é convergente. m
k=0
© Ak
: . A . :
Considerando que a série T é convergente, usaremos a notacao abaixo, por
k=0

k

a
k!

o0
analogia a série numérica E “

k=0

=€

© Ak
AY 4
— =e".
k!

k=0

Proposicao 2.3. Sejam C, P matrizes reais de ordem m. Entdo a igualdade Pe® P~ =
ePOP™ ¢ satisfeita se P for uma matriz nao singular.

Prova: Por definicao segue que

PCPY)? (PCP™')?
(PCPYY  (PCPY

pcp! _ -1
e =Id+ PCP " + o BT

Note que

Id = PIdP™",
(PCP™")? = PCP~'PCP' = PC?P,
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(POP—I)n _ PO”P_I,
logo
1 pPc?p-t pC3p!
PP = PIAP™' + PCP™! + TR R
c? c?
P(Id+ Ctor+or + )Pt =PeP7l m

Como o nosso interesse é utilizar esta teoria para resolver sistemas de equagoes

diferenciais ordinarias, torna-se necessario avaliar a existéncia da derivada da matriz

et

~ : . d
Proposigao 2.4. Se A ¢ uma matriz real de ordem m e t € R, entao a(eAt) = Ae.

00 k o0 Akt
At _ (At) _ ARt
Z k! k!
. ~ . k:O k:(] . . .
desta série sao matrizes que, somados, formam séries de poténcias em ¢ com coeficientes

Prova: Temos que e , para todo t real. Entao, os elementos

reais. Como cada série de poténcias converge para todo t, vale a derivagao termo a
termo para todo t real. Mas, se vale a derivagao termo a termo para todos os elementos
da série que define e??, resulta que vale a derivacdo termo a termo para a série dada.

Entao,

d Ar > d Aktk Aktk 1 > k ltk: 1 ATt At
@(6 ):;E(T :Z Z = Z | = Ae™'. m

k=1 k=1 r=0

2.3 Forma Canonica de Jordan

A seguir, para demonstrar os principais resultados deste trabalho, serd necessario
a teoria que relaciona uma matriz a outra matriz similar de formagao mais simples

chamada de Forma Canonica de Jordan.

Definigao 2.2. Seja A uma matriz real de ordem m. As solugoes x'(t), x%(t), ..., x™(t)
da equagao & = Az sdo linearmente independentes em I C R se a relacao c;z'(t) +
Cow?(t) + ... + cnz™(t) = 0, para t € I e constantes ¢y, ¢y, . . ., ¢y, 50 admite a solugao
co=Cc=...=c¢,=0.

Definigao 2.3. Seja A uma matriz real de ordem m. Se z'(t), z%(t), ..., 2™(t) sao
solugoes da equagiao @ = Ax em I, entdao a matriz X (t) = (z'(t) 22(t) ... z™(t)),

cujas colunas sao as m solugoes dadas, é chamada de matriz solucao de © = Ax. Se
det X (t) # 0 para todo t em I, entdo X (t) é chamada de matriz fundamental.
O caso especial de matriz fundamental satisfazendo a condicao inicial X (0) = Id é

chamado de matriz principal, sendo /d a notacao para a matriz identidade.
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Observemos que se X (¢) é uma matriz fundamental de & = Az, entdo a solugao da

equagao satisfazendo a condigao inicial z(0) = g é dada por

p(t, z0) = X (t)[X(0)]o. (2.7)

De fato: Considere a solugao geral da equacao @ = Ax dada por

o(t,m0) = 12’ (t) + caz®(t) + ... + cmx™(t) ou p(t,29) = X(t)C

sendo X (t) = (x'(t) z%(t) ... 2™(t)) e C=

Cm
Temos que zg = ¢(0,29) = X(0)C' e como X(0) é invertivel, segue que
C = [X(O)]_ICL’Q
Portanto, ¢(t, 7o) = X (¢)[X(0)] " z.

Lema 2.1. Sejam X () e Y (t) matrizes fundamentais de © = Az. Entao, existe uma
matriz constante C' tal que Y (t) = X (¢)C.

Assim, e’ = X (¢)C para qualquer matriz fundamental X () da equagio i = Ax.
E se X(0) = Id e considerando e? = Id, temos Id = X(0).C' que determina C' =
[X(0)]7!. Logo, et = X ()X (0) L.

Lema 2.2. Seja X (t) matriz solu¢do de & = Ax em I. Se det X (ty) # 0 para algum ¢,
em [, entao detX(t) # 0 para todo t em 1.

Teorema 2.6. A matriz X (t) = e’ ¢ uma matriz principal da equacdo @ = Ax.

Prova: Se X (t) = e, entdo pela proposicao 2.4 segue que X(t) = Ae, isto &, X =
AX. Portanto, a matriz X (t) ¢ matriz solugao de & = Ax e parat = 0, X(0) = €* = Id.
Assim, desde que detX(0) # 0 entdo, pelo Lema 2.2, detX (t) # 0 para todo t em I.

Logo, X(t) é uma matriz principal. =

Mostraremos alguns exemplos de e*. Considere as matrizes

=(00) = (503)

para n > 2 temos que A" = B™ = 0, logo

=1 10 0 ¢ 1t
“— n! 01 0 0 01
=1 10 0 0 1 0
“— n! 01 —t 0 —t 1
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_ 42
g _ [ 10 Lt _(1-r t)
—t 1 01 —t 1

0 1
Agora, considere C' = A+ B = ( Lo ), entao

10 0 ¢ =2 0o -& 2o
oCt — + B + 2! T + " 3| 4 " 4.
0 1 t 0 0 & L0 0 4

Ct _ 1_t2_2!+%+"' t_§+g—5!—"' B cost sent
Tl i et T Ceent cost |
Tty os T o T o sent cos

pois sabemos que

o0 (_1)nt2n+1 t3 t5 t7 t9 tll
t = B A B I B
sett nZ:O 2n + 1)! TR TR TR T TR
= (=) A
t = B T H
cos HZ:O (2n)! TR TRR TR

(A+B)t (A+B)t At Bt

Portanto, concluimos que e £ et Para que e = e“'e”" seja satisfeita,

temos o seguinte resultado.

Teorema 2.7. Se as matrizes A e B comutam, entao para todo t € R, valem:
(i) Bett = B,

(11) e(A-i—B)t — eAtpBt

Prova: (i) Como por hipotese as matrizes A e B comutam, temos que

A*B =BAF VkeN. (2.8)
Logo,

= = B:€AtB,t€R.

k! k! ko k!

BoAl _ Bi (At)F S~ BAFF (25) o= AFBEF S AR
k=0 k=0 k=0 k=0

(ii) Vamos mostrar que e?teBt e e(A+B)

X' = (A+B)X, com a condico inicial X(0) = Id. Sabemos que e/4*5)? denota matriz
solucdo da equacio X' = (A + B)X, satisfazendo X (0) = Id. Provemos que o mesmo

sao matrizes solucoes da equagao

resultado vale para a matriz X (t) = eA’eB!. De fato:
X'(t) = (eAtePt) = AeAtePt 4 oAt BePBt D AeAteBt 4 BeAtBt
X'(t) = (A+ B)eMeP' = (A+ B)X(t), X(0) = Id.

A+B)t At Bt

Como as duas matrizes solucdes sdo idénticas em ¢ = 0, entdo el = e”'e”’, para

todoteR. =
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Definicao 2.4. Duas matrizes complexas A e B de ordem m sao ditas similares se
existir uma matriz complexa nao singular P de ordem m, tal que B = PAP~ .
Observemos que, neste caso, det B = det A. O proximo resultado encontra-se em

Coddington e Levison [3].

Teorema 2.8. Toda matriz complexa A de ordem m é semelhante a uma matriz da

forma
Jo 0 0
0 J 0
0 0 Js
em que Jp ¢ uma matriz diagonal com diagonal Ai, Ao, -+ Ay, e
A+i 1 00 -~ 0 0
0 Ayi 10 0
Jz = N . : : ) L= 17 S
0 0 00 -+ Agi 1
0 0 00 -+ 0 Agi
em que \; sao autovalores de A, j =1,---,¢+ s e nao precisam ser todos distintos.

Observemos que se A; for uma raiz simples, ela aparecera em .J; e portanto, se todas

as raizes forem distintas, A sera similar a matriz diagonal

M O - 0
0 X -+ 0
0 0 - \n

Do teorema 2.8 segue que det A = H Noetr A= Z i
i=1 i=1

Os blocos J; sao da forma J; = Agyild(,) + Z;, sendo que (r;) ¢ a multiplicidade

algébrica do autovalor A\,.;, J; tem (r;) linhas e (r;) colunas e

100 --- 00
0

Zi=|
0
0000 -- 00

A matriz Z? tem sua diagonal de 1’s movido um elemento para a direita da matriz Z;

e todos os outros elementos sao iguais a zero. Segue daqui que Z; =1 ¢ uma matriz que
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contém todos os elementos zero exceto o elemento da primeira linha, tltima coluna,
que é 1. Logo, Z* & uma matriz nula.

Vamos agora retornar ao problema & = Ax e transforma-lo em um sistema equiva-
lente usando a Forma de Jordan da matriz A.

Sejam A uma matriz de ordem m e P uma matriz invertivel de ordem m. Para o
sistema & = Az vamos considerar uma nova variavel y dada por x = Py e, derivando

esta igualdade vamos obter um novo sistema dado por

i = Py
Ax = APy = Py
y = P 'APy.

Escolhendo P tal que P~1AP = .J, nosso sistema passa a

y=Jy. (2.9)

Sabemos que uma matriz fundamental para o sistema (2.9) ¢ Y () = e’t. Se conhecemos

e’ teremos as solucoes do sistema, pois

X(t) = PY(t) = Pe’t

¢ a matriz fundamental de © = Az. Seja J a forma candnica de A, como dada no
teorema 2.8 e suponhamos P uma matriz constante nao singular tal que AP = PJ, isto
6, A= PJP~!. Entdo, e = /Pt Da proposicio 2.3 temos eP/tP™ = peltp1,
logo et = Pe’t P71,
Sabemos que:
w 0 Jhik J242 Jhtk

— N g+
e 2 A + Jt+ 5 + + A +

e, considerando a matriz J dada pelo teorema 2.8, segue que

J2t?
20" 0 0

0 Jot 0 0 2
Iyt 0 o it 0

0 0 et Bl
e‘]t: + 1 + 2 +

00 --- 1 0 0 - Jit . . Jétz
0 0 s
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Jet?
Id+J0t+OT+--- 0 0
0 Id+ Jit+ Jit” + 0
elt = ! 2
J2t?
0 0 Id+ Jgt + 2 + -
e, portanto,
et 0
0 et 0
ot —
0 0 . ert
A matriz Jy é uma matriz diagonal com diagonal \;, g, -+ A, logo a matriz e/? ¢
da forma
Mt 0 0
Aot
ot _ 0 e™ 0
0 0 ... et
Para as matrizes e”i*, i = 1, --- , s considere que J; = Ag+ildy + Z;, assim podemos
escrever
e.]it — e()\q+ild(ri)+Z¢)t — e()\qui)tId(n)eZit — e(}\qui)teZit.
7242 Z'(Ti—l)t(rifl)
Como e%it = Idg + Zit + ’2 + -+ w, temos
t?
00 — O 0
10 0t 0 - 0 0 0 12 0
00 ¢t 0 2
Zit 1 . . .
eZit = . + : + N R
: t
000 t z
00 1 0000 2
000 0 O 00 0 0 0
00 0 O 0
$(ri=1) 1 ¢t _2 —t(ri_l)
00 -+ — 2 1)
(= 1)1 )
0 0 0 101 ¢ —_—
T . (r; — 2)!
00 0 00 0 1
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e, portanto,
2 ¢(ri=1)
1t —
2 (ri — 1)!
t("'i_2)
elit — oGara)t | 0 1 ¢ m

sendo que J; é uma matriz de ordem r; e m = g+ ry +ro + --- + r,. Assim, se a
forma canénica J de A é conhecida, uma matriz fundamental e?* de © = Az ¢é dada
explicitamente por et = Pe’*P~! em que e’* pode ser calculada pelas expressoes de

Jit
e’ 1=0,---,s.

2.4 Estabilidade de Ponto de Equilibrio

Nesta secao apresentamos conceitos da teoria de estabilidade que consiste em anali-
sar o comportamento da solugdo de uma equagao diferencial nao linear & = f(z) sem
explicita-la, isto €, a anélise é feita apenas considerando as hipoteses impostas sobre a
funcao f.

Neste estudo, as solugoes constantes da equagao desempenham um papel impor-
tante pois, estando garantida a condicao de unicidade de solucao para o problema
com condic¢ao inicial dada, as demais solugoes devem se aproximar ou se afastar das
solugoes constantes, ou até mesmo oscilar, mas sem pontos em comum com as solugoes
constantes.

Neste trabalho vamos considerar equagoes autdénomas, ou seja, da forma

= f(x) ou @(t)= f(z(t)) (2.10)
em que f: ) — R" é continua, €2 um aberto de R" e f depende somente de x e nao
depende explicitamente da varidvel independente t.

Uma propriedade importante desta equagao é que, se z(t) for uma solugao de (2.10)
sobre um intervalo (a,b), entdo para algum ntimero real ¢, a solugao y(t) = z(t — ¢) é

uma solu¢do de (2.10) sobre o intervalo (a + ¢, b+ ¢), isto é,

yt) = it —c) = fla(t — ) = fy(t)).
Consequentemente, supondo que temos existéncia e unicidade de solucao para o pro-

blema

T = f(x), x(ty) = xo (2.11)

podemos afirmar que z(t) é solugdo de (2.11) se, e somente se, y(t) = z(t + ty) for

solucao de
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T = f(x), z(0)= .
Portanto, para equagoes autonomas, podemos considerar condi¢oes iniciais comegando
no tempo zero.
Uma caracterizacao das solugoes constantes z(t) = Z é que f(z) = 0 e equivalente-
mente, se f(Z) = 0 entao x(t) = T serd uma solu¢do da equagao. Neste sentido, temos

a seguinte definicao:

Definig¢ao 2.5. Um ponto Z € R"™ é chamado ponto de equilibrio da equagao @ = f(x)
se f(z) =0.

A partir dos pontos de equilibrio da equacao, vamos apresentar a definicao de
estabilidade.

Definigao 2.6. Um ponto de equilibrio Z da equagao & = f(x) é estéavel se, para todo
e > 0, existir um § = d(e) > 0 tal que, para todo z( para o qual ||xg—Z|| < J, a solugao
o(t,zg) de & = f(x) através de xp em t = 0 satisfaz a desigualdade ||p(t, x¢) — Z|| <,
para todo t > 0.

Podemos dizer que um ponto de equilibrio z é estavel, se toda solu¢ao comecando
perto do ponto de equilibrio permanece em uma vizinhanca de Z no decorrer do tempo.

Dizemos que um ponto de equilibrio Z é instavel se nao for estavel, ou seja:

Definigao 2.7. Um ponto de equilibrio  da equagdo © = f(z) é instavel se existir
e > 0 tal que, para todo § > 0 existem zg com ||zg — Z|| < 6 e t,, > 0 tal que
|lp(tag, 20) — Z|| = €.

A préxima definicao diz que uma solucao, comecando préoxima de Z, nao apenas
pode permanecer proxima, como também pode tender ao ponto de equilibrio, & medida

que o tempo passa.

Definigao 2.8. Um ponto de equilibrio z da equacao & = f(z) é assintoticamente
estavel se for estavel e, além disso, existir um r > 0 tal que tlim o(t, rg) = T para todo

xo satisfazendo a desigualdade ||zo — Z|| < r.

2.5 Foérmula da Variacao das Constantes

O modelo a ser estudado apresenta um sistema da forma

&= Az + g(t), (2.12)

que é uma equacao diferencial nao auténoma sendo ¢ uma funcao de classe C' e A uma
matriz real de ordem m. Sendo z(t) uma solucdo da equagao (2.12), consideremos uma

nova variavel y(t) dada por

y(t) = e a(t), (2.13)
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em que e’ ¢ matriz fundamental da equacdo linear & = Az. Derivando a equacdo

(2.13) em funcao de t, temos

§=—Ae My e i, (2.14)

Substituindo a equagao (2.12) em (2.14), obtemos

g = e Yg(t). (2.15)

Supondo a condigao inicial x(ty) = x¢ para a equagao (2.12), temos:

y(ty) = e ox.
Integrando a equagao (2.15) em ambos os lados no intervalo [tg, t], temos

y(t) = e Moxy + /t e A g(s)ds (2.16)

to

e utilizando (2.13), obtemos

t
z(t) = ety + eAt/ e g(s)ds. (2.17)

to

A expressao dada por (2.17) é chamada de Féormula da Variagao das Constantes.

2.6 Desigualdade de Gronwall:

Lema 2.3. Sejam f, g fungoes continuas, ndo negativas, definidas em [a, b] C R e uma

constante real a > 0 tal que

fit) <at / 9()f(s)ds, t € [a,b].

t
/ g(s)ds
Entao, f(t) < ae’a , t € la,b).
t
Prova: Definimos h(t) = « +/ g(s)f(s)ds em que h(a) = a e desse modo, h(t) >
a > 0 para todo t € [a, b], portan%o In h(t) esta bem definida para t € [a, b]. Como, por
hipotese f(t) < h(t) parat € [a,b] e h'(t) = g(t) f(t), segue que h'(t) < g(t)h(t), isto &,

%ln h(t) = % < g(t). (2.18)

Integrando (2.18) entre a e t, obtemos

~—

t d t
/%lnh(s)dsg/ g(s)ds =
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h(t) < a.e/a g(S)dS.

¢
/ g(s)ds
Portanto, f(t) < h(t) < a.ela ,parat € [a,b]. =m






3 Linearizacao de Sistemas de

Equacoes Diferenciais Ordinarias

Vamos mostrar que, sob certas condicoes, o tipo de estabilidade de um ponto de
equilibrio de uma equacao diferencial planar nao linear é determinado pela aproximacao
linear do campo vetorial f em uma vizinhanca suficientemente pequena do ponto de
equilibrio. Encontraremos um sistema linear que, ao fazer um estudo dos autovalores
da matriz desse sistema, diremos qual é o tipo de estabilidade do ponto de equilibrio
para a equagao nao linear.

Considere a equagao & = f(x), com f = (f1, f2) de classe C! e

df1 df1
a—xl(l’) 5—@(1’)
Df(z) = o
2
oz

of

@) 3,

(z)
a matriz Jacobiana de f no ponto .

Definigao 3.1. Se & for um ponto de equilibrio para a equagao & = f(z), entao a

equacao diferencial linear
t=Df(zT)x

é chamada de equagao linear variacional ou a linearizacao do campo vetorial f no ponto
de equilibrio Z.

Neste capitulo também demonstraremos o principal resultado a ser utilizado para
provar a estabilidade das solugoes constantes do modelo de Ronald Ross. De acordo
com Hale/Kogak [4], para que um ponto de equilibrio Z seja assintoticamente estavel
para a equagao nao linear ¢ = f(x), basta os autovalores da matriz Jacobina D f(z)
da equagdo © = D f(Z)x terem parte real negativa. Antes de enunciar este resultado,

vamos demonstrar o seguinte resultado:

Lema 3.1. Seja A uma matriz real de ordem m tal que a parte real do autovalor A;
de A, denotada por R();), é negativa para todo autovalor A;. Seja o um ntmero real
positivo tal que a < —R();), para todo \;. Entdo, existe K > 0 tal que ||e*!|| < Ke™,
para todo ¢t > 0.
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Prova: Seja P uma matriz nao singular tal que P~'AP = J, conforme a teoria vista

no capitulo anterior. Sabemos que

PleAtp — e(P—lAP)t — et
At — PeJtP—l
e[| < 11PIP~H] el

m

] < DM (D] = D "X ps(8)],
j=1

j=1
em que p;(t) sdo polinoémios. Seja [ tal que 0 < a < f < —R(\;) para todo \;, logo
R()j) < —f < —a. Assim,

lell < Z M, (1)) < Ze Hpi ()] = e Mq(t) = e e” Vg (t).

Como f —a > 0, existe K > 0 tal que e~ ®~%(t) < K, para todo t > 0. Portanto,
et < Ke ™' m

Pelo lema concluimos que, se R()\;) < 0 para todo autovalor A; de A, entdo toda
solucao de © = Az é limitada no futuro.

Enunciaremos agora o principal resultado a ser utilizado no modelo de Ronald Ross.

Teorema 3.1. Seja f uma funcao de classe C!. Se todos os autovalores da matriz
Jacobiana D f(Z) tiverem parte real negativa, entdo o ponto de equilibrio Z da equagao
diferencial & = f(x) serd assintoticamente estéavel.

Prova: Para estudar a estabilidade do ponto de equilibrio Z, é conveniente introduzir

uma nova variavel:

y(t) = a(t) —

tal que o ponto de equilibrio  de & = f(z) corresponda ao ponto de equilibrio y = 0

da equacao diferencial

y=fly+a). (3.1)

Usando a Formula de Taylor, podemos expandir a fungao f(y+z) na variavel y, obtendo

fly+2)=f(Z)+ Df(2)y + g(y) (3.2)

9(y)

=0, e como
=0 [[y|

em que h

gy) = fly+ ) — Df(2)y,
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segue que g(0) = 0 e utilizando as equagdes (3.1) e (3.2) temos

y=Df(Z)y+9(y). (3.3)

Observamos que y(t) = 0 é solugao de (3.3) e, portanto, y = 0 é um ponto de equilibrio
de (3.3), que equivale ao ponto de equilibrio Z de & = f(z). Portanto, vamos provar
que o ponto de equilibrio y = 0 de (3.3) é assintoticamente estavel.

Como ¢(0) = 0 e utilizando o Teorema do Valor Médio para a fungao g, temos que,

para todo m > 0, existe um € > 0 tal que

lg(y) — g(O)|] < mllyl| se [[yl| <e (3.4)

Retornando a equacao diferencial (3.3), seja y(t) solugao de (3.3) satisfazendo a condigao

inicial y(0) = yo que, pela Formula da Variagdo das Constantes é dada por

t
wwwwm%+/kWMW%@@w&
0

Considerando as constantes K e o dadas pelo lema 3.1, sejam m > 0 tal que mK < «
e € > 0 escolhido tal que (3.4) seja satisfeita. Como g(0) = 0, entdo

t
HWMsmﬂ%m+/KrWﬂmmwm (3.5)
0

com ||y(s)|| < e para 0 < s < ¢. Multiplicando ambos os lados da desigualdade (3.5)

por e, temos:

t
e™[ly(t)]] < K|lyoll +/0 Kme®|[y(s)||ds. (3.6)

Aplicando a desigualdade de Gronwall em (3.6), obtemos

Iyl < Kllyolle"™. (3.7)

at

Finalmente, multiplicando ambos os lados de (3.7) por e~ obtemos a estimativa

procurada:

[y < Kllyolle” ™" para ||y(6)]] < e. (3.8)

Para terminar a prova, escolha § > 0 tal que Ko < €. Se ||yo|| < 6, entdo a desigualdade
(3.8) garante que ||y(t)|| < € desde que a—K'm > 0. Portanto, a solugao y(t) existe para
todo t > 0 e a solugao de equilibrio y = 0 de (3.3) é estavel. Também pela desigualdade
(3.8), temos que y(t) — 0 quando t — 400 se ||yo|| < 0. Consequentemente, y = 0 é

assintoticamente estével. m






4 Modelo de Ronald Ross

O objetivo deste trabalho é fazer uma analise qualitativa do modelo proposto por
Ronald Ross no artigo “Contribution to the Analysis of Malaria Epidemiology"de Alfred
J. Lotka, publicado na revista The American Journal of Hygiene da John Hopkins
University, em 1923, [1].

O modelo de Ross trata da propagagao da malaria em uma comunidade e o artigo de
Lotka tornou-se célebre por ser uma das primeiras tentativas de modelagem matemaética
de uma epidemia e também porque foi muito usado pela Organizacao Mundial de Satude
para fazer avaliagbes durante as tentativas de erradicacao da malaria em varias partes
do mundo.

De acordo com [5], “A maléria, mundialmente um dos mais sérios problemas de
saude publica, é uma doenca infecciosa causada por protozoarios do género Plasmodium
e transmitida ao homem por fémeas de mosquitos do género Anopheles, produzindo
febre, além de outros sintomas. Quatro espécies de plasmodio podem causar a doenca:
P. falciparum, P. vivax, P. malariae e P. ovale (essa, de transmissdo natural apenas na
Africa)”.

O modelo é dado por um sistema nao linear de duas equagoes diferenciais ordinarias
que serd analisado através do estudo de estabilidade dos seus pontos de equilibrio,
indicando condic¢oes para a extin¢ao da epidemia. Para o modelo sao necessérios os
seguintes parametros:

p - populagao humana,
z - populacao humana afetada com malaria,
f.z - parcela dos humanos afetados (pela picada),
r - taxa de cura dos humanos,
b - nimero de picadas que o homem recebe por unidade de tempo,
N - taxa de natalidade,
M - taxa de mortalidade,
t - tempo.
As quantidades referentes a populacao de mosquitos sao dadas porp’, 2,0, f .2, r", M' N’
e desprezando emigracao e imigracao na comunidade, temos que:
A tazxa de crescimento de individuos afetados se dd pelo nimero de novas infecgoes

por unidade de tempo, subtraindo do numero de mortes por unidade de tempo e também
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do nimero de curas por unidade de tempo.
. . s 1. / .
Observemos que, se o mosquito picar um humano, em média, b vezes por unidade

de tempo, entdo f .z mosquitos infectados terdo b/( f/.z/) picadas infectadas (sobre os

. p—=z . s .
humanos) por unidade de tempo e dessas picadas cairao sobre pessoas sadias.

Assumindo que toda pessoa picada torna-se afetada, entao o m’lmero de novas in-
/ p

feccoes por unidade de tempo, na populacdo humana, serd b .f .z

p
Similarmente, se um humano for picado b vezes por unidade de tempo, o ntimero
/ /

. ~ : . p —z
de novas infec¢oes entre os mosquitos serd b.f.z.———.

Com estas consideragoes, o modelo de Ross é dado por:

o

dz b

d—;: J;Z(p—z)—Mz—rz

d b / AV

dzz;_ ]J:Z(p—z) Mz —rz. (4.1)
Considerando que o nimero de picadas tomadas pela populagao humana é igual ao

;o b.p
numero de picadas dadas pelos mosquitos, temos que b.p = b .p, isto é, b = 2P
p

d b/ 7

d—j: j;z(p—z)—Mz—Tz

d ' b/ / / 7 7

d—i:%(p—z)—Mz—rz. (4.2)

/

’ . z z .
Desprezando os valores M e r e considerando p = 1, z = — e y = — no sistema (4.2),
p

p
obtemos
d
df—bfy—bf:vy—m:
Zg—bf z—b fay— My
L p M
e utilizando A = —, B:— C= segue que
p b'f’ bf
dx
dtz—C’bfx—i—bfy—bfxy
dy _
s — Ab fz — Bb fy—1b fzy. (4.3)

O sistema nao linear (4.3) pode ser escrito na forma geral
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dx

a filz,y) = anx + apy + a2y

dy

- fa(x,y) = anx + agy + azxy (4.4)

sendo ay; = —Cb/f,, a2 = b’fla alz = —b/f’, a21 = Ab'f, Q22 = —Bb,f € Q212 = —b/f-
A origem (0,0) é um ponto de equilibrio para o sistema nao linear (4.4). Seja (p, q)

um outro ponto de equiliibrio de (4.4), isto é,

1 1
a1~ + a1p— = —aq12

D

1 1
Ao1— + Go2— = —aA212

b

ou seja,

A21012 — A110A22

a11A212 — A214112

A21Q12 — A22011

220112 — A120212

Como f; e fy sao de classe C! e seja (Z,7) um ponto de equilibrio de (4.4), entao

pelo estudo feito no capitulo 3 segue que

x a11 + @112y Q12 + Q1127 x
= i B (4.5)
Y G21 + G212y Q22 + Q212 Y

¢ a linearizagao de (4.4) no ponto de equilibrio (z, 7).
A andlise dos autovalores da matriz Jacobiana associada a (4.5) nos remete ao
seguinte resultado:

Teorema 4.1. Se M'r > b ff'p,isto ¢, se amortalidade vezes a taxa de cura for maior
que o produto (namero de picadas ao quadrado)x(taxa de infec¢do humana)x(taxa de
infecgdo do mosquito)x(populagdo de mosquito), entao a origem para o sistema (4.1)
seré assintoticamente estéavel (extingdo da epidemia).

Se N'r < b ff'p, isto é, se a origem for instavel, entdo (p, q) sera assintoticamente
estavel.

E se a origem for estavel, os valores estimados para p e g serdo menores que zero (sem

significado biolégico).
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Prova: Ao estudar a estabilidade do ponto de equilibrio (0, 0), devemos encontrar os

autovalores da matriz Jacobiana D f(0,0) do sistema

€T B aj; Qa2 T

) 21 Q22 y |
Para isto devemos resolver a equacao caracteristica dada por

2\ — (@11 + a22) A + (ar1as — ajpas) =0

que possui as raizes

\— (a1 + age) £ VA _ (a1 + az) £ \/(an + a92)? — 4(a11a22 — a12a21)
2 2 '

Note que

2 2 2
A = (a1 + a)” —4(anan — ainas) = ajg + 2a11a92 + a5y — darage + 4a12a9; =

2 2 2
= aj; — 2011092 + a5y + 4a12a21 = (a11 — ag2)” + 4ayaas > 0,

pois a1, ag sdo positivos, logo os autovalores de D f(0,0) sao reais.

Agora consideremos que o determinante da matriz Jacobiana D f(0,0) é positivo,

isto é

(ay1a29 — ayaas;) > 0,

entao teremos autovalores distintos negativos, pois —4(ajjas — ajsaz;) < 0 e portanto,

\/ A < |CL11 +CL22|.

Como aq; € ass sao negativos, temos

(ay1 + ag) + VA _ —|ay; + ag| + VA <0

Ay =
! 2 2

- (CLH +CL22> — \/Z - —’CLU +CL22| — \/Z
Ay = 5 = 5 < 0.

Pelo teorema 3.1 o ponto de equilibrio (0,0) sera assintoticamente estével. Como a

primeira hipotese M'r > b’ ffp éequivalente &

’

M/T — b/2ff/% >0& (—Cb/f/)<—Bb/f> — b/f/Ablf > 0 < aj1a99 — A12a91 > 0,
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concluimos que, com esta condicao, (0,0) é assintoticamente estavel.
Analisaremos o caso em que o determinante da matriz Jacobiana D f(0,0) é nega-

tivo, isto é,

(a11a22 — a12G21) <0

teremos autovalores distintos com sinais diferentes (e (0,0) seréd instavel). De fato, se
(a11a22 — (Ilgagl) < O, entao —4(&11&22 — CL12CL21) > 0, € como |(111 +a22| = —(a11 +CL22),

temos

VA > |an + axnl = —(an + a),

e portanto (a11 + GQQ) + vA > 0. Para mostrar que o outro autovalor é negativo

observemos que

VA > |a + axnl| > ain + ax

e portanto (aj; + ag) — /A < 0.
Considerando o ponto de equilibrio (p, ) # (0,0) é conveniente fazer uma mudanga

de coordenada

Uy=r—p U=Yy-—q

tornando este ponto de equilibrio a origem nas novas coordenadas. Agora vamos en-

contrar os autovalores da matriz Jacobiana D f(p, q) do sistema

Uy a1+ ajeq a2 + azp Uy
= . (4.6)
Ug (21 + G212  A22 + A212P Us
Antes disso, substituindo os valores de p e ¢ em (4.6) e considerando que

P Q220112 — G120212

q a11a212 — Q214112

q  a110212 — 210112

)
p 220112 — A12A212

obtemos um novo sistema equivalente ao (4.6) dado por
/ —Qi2— —ai1—

u p q U
(2)- () e
U2 q p U2

—Q22— —dA21—

cuja equacao caracteristica é
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72 ’
A+ (0l122g9 + CL21§)>\ — (ar1a29 — a12a91) =0

que admite raizes

’

N =

_(al%% + a21§) + VA —(@12% + Cl21§) + \/(&12% + a21§)2 + 4(an1azz — ar2a21)
2 B 2 '

Observe que

q b
A = (0425 — a21a)2 + 4aj1a92 > 0,

logo, os autovalores de Df(p,q) sdo reais. Como a segunda hipotese N'r < b/2ff/p' é

equivalente a

(=Cb f)(—=Bb f) = b f AV f <0,

que é equivalente a

(ay1a29 — ag2a21) < 0,

isto é, o determinante da matriz Jacobiana Df(0,0) é negativo, e como vimos an-
teriormente, os autovalores sao distintos com sinais diferentes. Portanto, a origem é
instavel.

E temos que

q p
a12= + Go1—
p

VA= \/(au% + @215)2 + 4(ar1a2 — a12a91) <

Como g, B, a1z € oy 840 positivos, entao /A < algg + agll—?, e assim,
P q p q
, —<a12g+a21§)+\/z
A = < 0,
2
e também

— g Py _
A, = (a12p+a221q) \/Z<O.

Portanto, considerando a segunda hipotese do teorema, os autovalores de D f(p,q)

serdo negativos, e assim, (p, ¢) sera assintoticamente estavel.

Agora, se considerarmos que a origem é estavel, ou seja,

detD f(0,0) = (a11a22 — a12a91) >0

e sendo [aj1a212 — A21a112) € [agai12 — aj2a213] ambos positivos, temos que
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p= —(anazz - &21@12) <0, ¢= —(a11a22 - @216612)

110212 — 4214112 Q2207112 — A120212

< 0.

Assim, os valores estimados para p e ¢ serao menores que zero, que nao tem significado

biol6gico. =
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