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Resumo

Neste trabalho caracterizamos o conjunto dos pontos de equilibrio de um problema
parabdlico quasilinear governado pelo p-Laplaciano, p > 2, e do problema parabdlico

governado pelo Laplaciano.

Palavras-chave: Matematica, p-Laplaciano, Quasilinear.






Abstract

In this work we give a characterization set of the equilibrium points of a parabolic
problem quasi-linear governed by the p-Laplacian, p > 2, and the a parabolic problem
governed by the Laplacian

Keywords: Mathematica, p-Laplacian, quasi-linear.
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1 Introducao

Este trabalho foi baseado nos artigos [1] e [2] e tem por objetivo principal o estudo
de bifurcagoes, com respeito ao parametro A de pontos de equilibrio para o problema

parabolico quasilinear governado pelo p-Laplaciano, p > 2, » > 0 dado por

Gr = M|d2P200)0 + |97 20(1 — [0]"), (2,t) € (0,1) x (0, +00)
6(0,1) = p(1,£) =0, 0<t< +oo (1.1)
T

¢( ,O) = ¢0($), LS (07 1)
e o problema semilinear dado por
th = )\qua: + ¢(1 - |¢|T)a ([L’,t) € (07 1) X (O7+OO)
6(0,t) =¢(1,t) =0, 0<t<+o0 (1.2)
o(z,0) = ¢o(z), x € (0,1).

Desde que estudamos pontos de equilibrio de (1.1) e (1.2) trabalhamos com as

equacoes diferenciais ordinarias

M6, + 107 20(1 = [ol) = 0, @ € (0,1) w3

#(0) = 6(1) =0 |
Ao+ 0(1— [6]) =0, € (0.1) )
8(0) = 6(1) = 0.

Para determinarmos o conjunto das solugoes estacionarias de (1.1) e (1.2) utilizamos
um método conhecido como “time-map”, método que ajusta a velocidade inicial das
solugoes de um problema de valor inicial a fim de garantir as condi¢oes de fronteiras
desejadas.

Neste trabalho procuramos uniformizar a notagao dos artigos [1] e [2] e da disser-
tagao de mestrado [3], de forma a facilitar a compreensao das semelhangas e diferengas
entre os conjuntos dos pontos de equilibrio.

O trabalho est4 organizado da seguinte forma.

No Capitulo 2 apresentamos alguns conceitos bésicos. No Capitulo 3 caracterizamos
o conjunto das solugoes estacionarias de (1.1) e (1.2) e o estudo de bifurcagées, com

respeito ao parametro \.
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2 Preliminares

Neste capitulo apresentamos defini¢oes e resultados que sao utilizados no decorrer
do trabalho.

2.1 Integracao de Lebesgue

Os conjuntos aqui mencionados estao todos contidos no conjunto dos niimeros reais.
Consideremos intervalos I C R da forma I = [a,b), onde a e b sao finitos. Quando
a = b dizemos que I é degenerado e escrevemos I = (). Denotamos o comprimento de
I por I(I) =b—a.

Definicao 2.1. Definimos a medida exterior de Lebesque, ou simplesmente medida

exterior, de um conjunto A C R qualquer por

m*(A) = inf{z I(I,) : onde (I,)nen+ € tal que A C U L.},

neN* neN*

ou seja, o infimo € tomado sobre todas as colecoes de intervalos da forma descrita

antes, e que cobrem o conjunto A.

Definicao 2.2. Um conjunto E C R é mesurdvel seqgundo Lebesgue, ou entao Lebesgue

mensurdvel, ou ainda simplesmente mensurdvel se para todo conjunto A C R temos
m*(A) =m*(ANE)+m* (AN E°).
Observagao 2.1. Se F ¢ um conjunto mensuravel, denotamos m*(E) por m(E).

Definicao 2.3. Seja f uma funcgao real definida em um conjunto E C R mensurdvel.
Dizemos que f € uma fun¢ao Lebesgue mensurdvel, ou simplesmente mensurdvel, se

para todo escalar real o, o conjunto {x € E : f(x) > a} for mensurdvel.

Definicao 2.4. Se uma certa propriedade € vdlida para um conjunto exceto para um
subconjunto deste de medida nula, isto €, a propriedade € vdlida para quase todos os

pontos do conjunto, utilizamos a notagcao q.t.p para abreviar quase todos os pontos.

Teorema 2.1. Sejam f,g: E C R — R, onde E é um conjunto mensurdvel, com f

func¢ao mensurdvel. Se f = g q.t.p, entao a funcao g também € mensurdvel.

17



18 Preliminares

Definigao 2.5. Se A é um conjunto qualquer, definimos a func¢ao caracteristica x4 do

() 1, sexeA
xr) =
x4 0, sex ¢ A

Notemos que x4 € mensurdvel se, e somente se, A € mensurdvel.

conjunto A como sendo

Primeiramente definimos a integral para a classe das fungoes mensuraveis nao ne-
gativas e depois estenderemos o conceito para uma funcao mensuravel qualquer. Inici-

almente suponhamos que estas funcoes estao definidas para todo z real.

Definicao 2.6. Uma fungao ¢ a valores reais é chamada simples se € mensurdvel e

se assume somente um nimero finito de valores. Se {aq, -+ ,a,} sao os valores que ¢
n

assume e A; = {x; p(x) = ay}, para i =1,....,n, entio p = Zaz‘XAi-
i=1

Os conjuntos A; sdo mensuraveis se ¢ ¢ uma fun¢do mensuravel (ver [4]).

Definicao 2.7. Seja ¢ uma funcgao simples e mensurdvel, entao

/gpd:v = Z a;m(A;),
i=1

sendo o e Ay, para it =1,--- ., n como anteriormente é chamada integral de .

Definicao 2.8. Para qualquer fun¢ao mensurdvel nao negativa f, a integral de f em

R € dada por
/fdx = sup{/ edr ;5 o < f e é mensurdvel simples }.

Teorema 2.2. Sejam f,g: R — R, func¢oes mensurdaveis. Se f < g, entao /fdm <

/gd:z:.

Teorema 2.3 (Lema de Fatou). Seja (f,) uma sequéncia de fungdes nao negativas

mensurdveis e fn(x) — f(x) em q.t.p. Entdo

lim in f / fodz > / fdz.

Como consequéncia do Lema de Fatou temos o seguinte resultado.

Teorema 2.4. (Convergéncia Mondtona de Lebesgue). Seja f, : R — Ry, com n =
1,2, ..., uma sequéncia de fungoes mensurdveis tais que para cada x € R, a sequéncia

numérica (fn(x)) € nao decrescente e f,(x) — f(x), para todo x. Entao

/ fdx = lim / fodz,
/ lim f,dz = lim / fodz.

em outras palavras,
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Demonstra¢ao. Tomando f = lim f,, e aplicando o Lema de Fatou, temos

lim / Fodz > / fdx.

Por outro lado, f,, < f para todo n € N*, logo pelo teorema 2.2 temos

/fndxg/fdx,vneN*;»hm/fndxg/fdx.

Como lim/fnda: > /fda:e /fndx < /qu;, temos que

lim/fndx—/fd:v

como queriamos demonstrar. O

Estenderemos agora a defini¢ao de integral para uma grande classe de fun¢oes men-
suraveis, nao necessariamente nao negativas. As fungoes em questao poderao ter valores
estendidos. Daremos condigoes de integrabilidade e, para aquelas que satisfizerem estas

condigoes, chamaremos de Lebesgue integraveis ou integravel em relagao a Lesbegue.

Definicao 2.9. Se f(z) € uma fun¢ao real qualquer, f*(x) = max{f(z),0}, f~(z) =

max{—f(z),0} sao as partes positiva e negativa de f, respectivamente.
Teorema 2.5. Seja f uma fungao real qualquer, valem as sequintes informagoes.
i) f=1t—f
i) |fl = £+ + 1
iii) £+, > 0.
w) f € mensurdvel se, e somente se, fT e f~ sdao ambas mensurdveis.

Definicao 2.10. Se f ¢ uma fung¢ao mensurdvel e /f*dx < 00, /fdx < o0,

dizemos que f € integrdvel e sua integral € dada por

/f(x)dx:/f+dx—/f_dx.

Observamos que uma fungdo mensuréavel f é integravel se, e somente se, |f| o é, e

/]f|dx:/f+dm+/fdx.

Definicao 2.11. Se f € uma fun¢ao mensurdvel tal que ao menos uma das integrais

/f+dx, /fdx ¢ finita, entdo

/f(x)dx—/f*dx—/fdx.

entao
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Pela definicao anterior, sao permitidas as integrais terem valores infinitos, entao
essa definicao é uma extensao da defini¢ao 2.8. Mas f é dita integravel somente se as
condicoes da defini¢ao 2.10 s@o satisfeitas, isto ¢, se | f| tem integral finita.

A seguir enunciamos um teorema e uma proposi¢ao que utilizamos na demonstragao

do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue.

Teorema 2.6 (Propriedades). Sejam f,g: R — R fung¢des integraveis. Sao vdlidas as

afirmagoes:

(1) af € integravel e /afdx = a/fdx, para qualquer a € R.
(13) f+ g € integrdvel e /f + gdx = /fd:v + /gdaz.
(i1i) Se f =0 q.t.p entdo /fdx = 0.

(iv) Se f < g q.t.p entao /fda: < /gdx.

(v) Se A, B C R siao mensurdveis e tais que AN B = entao

Awﬂthﬂm+Lﬁm

Proposicao 2.1. Se f,g : R — R sao fung¢des mensurdveis, tais que |f| < |g| ¢.t.p e

g € integrdvel entao f € integrdvel.

Teorema 2.7 (Teorema da Convegéncia Dominada de Lebesgue). Seja f, : R — R,
comn = 1,2,..., uma sequéncia de fungoes mensurdveis tais que |fn.(z)| < g(x) em

q.t.p, onde g : R — R € uma funcao integravel e f,(x) — f(x) em q.t.p. Entao f é

hm/hmz/jm.

Demonstracao. Como para cada natural n temos |f,| < g, segue que |f| < g. Logo

integravel e

pela proposigao 2.1 temos que para qualquer n, as fungoes f,, e f sao integraveis. Temos
também que (g+ f,)nen+ € uma sequéncia de fungdes nao negativas mensuraveis, assim,

pelo Lema de Fatou obtemos

liminf/ (9+ fn)dx > /liminf (9+ fn)dx.

Entao /gdx+lim inf/fndx > /gdm—l—/fdx e como ¢ ¢é integravel temos /gda: <
oo e daf

liminf/fndx>/fdx. (2.1)
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Agora, a sequéncia (g — f,)nen+ € também de fungdes mensuraveis nao negativas. Logo,

pelo Lema de Fatou novamente obtemos

liminf/(g — fn)dx > /liminf (g — fn)dz.
Entao /gdx — lim Sup/fndx > /g — /f e, sendo g integravel temos

lim sup / Fodz < / fdz. (2.2)

De (2.1) e (2.2) temos

limsup/fndxg/fdxgliminf/fndaj,

lim / fodz = / fdz.

ou seja,

2.2 Propriedades Gerais das Equacoes Diferenciais Or-
dinarias
Nesta se¢ao iremos enunciar os principais resultados referentes a existéncia e unici-
dade de solugoes, a definicao de ponto de equilibrio e também de bifurcacao de ponto

de equilibrio.

Iremos considerar aqui o problema de Cauchy dado por

o= f(t,x) x(ty) = wo. (2.3)

Seja 2 um subconjunto do espaco R x E sendo £ = R". Um elemento de R x E
serda denotado por (t,z),t € Re x = (x1,...,z,) em E. Adotaremos em R x E a norma
|(t, x)| = max{|t|,|z|}, onde |z| denota uma norma em F.

Seja f : {2 — E uma aplicagao continua e seja I C R um intervalo nao degenerado.
Definicao 2.12. Uma fungao diferencidvel ¢ : I — E chama-se solug¢ao da equagao
¥ = f(t,z)

no intervalo I se:
i) o grdfico de ¢ em I, isto €, {(t,(t));t € I} estd contido em SQ.

ii) ©'(t) = f(t,o(t)) para todo t € I.
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Definigao 2.13. Uma aplicagao f: Q2 C R x R" — R"™ chama-se Lipschitiziana em €2

relativamente a sequnda varidvel se existe uma constante K tal que

para todo (t,x),(t,y) € Q, K é chamada de constante de Lipschitz de f.

Lema 2.1 (Lema de Contragao). Sejam (X, d) um espago métrico completo e F' : X —
X wuma contragao, isto €, d(F(z), F(y)) < Kd(x,y), para 0 < K < 1. Eziste um tunico
ponto fixo p, por F, isto é, F(p) = p.

Corolario 2.1. Seja X um espago métrico completo. Se F' : X — X € continua e,

para algum m, F'™ € uma contragao, entao existe um unico ponto p fizo por F.

Teorema 2.8. (Teorema de Picard.) Seja f continua e Lipschitziana em Q) = I, X By,
onde I, = {t;|t —to| < a}, By = {z;|x — x| < b}. Se|f| <M em Q entao existe uma
unica solucao de

¥ = f(t,x) x(ty) = o

em I, onde o = min{a, % )

Demonstragao. Seja X = C(I,, By) espago métrico completo das fungdes continuas

p: I, — B, com métrica

(1, p2) = sup i (t) — pa(t)].

tela

Para ¢ € X, seja F(p) : I, — E funcdo composta definida por

F(o)(t) = xo +/t f(s,0(s))ds, t € 1,. (2.5)

Destacamos as seguintes propriedades de F":
i) F(X)CX.
ii) F™ é uma contracao, para n suficientemente grande.

Provaremos primeiro o item ).

De fato, para todo t € I,

PO -l =] [ 15 ot

< MJt —to|
< M«
<b.

Com isso provamos que F(X) C X.
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Agora, mostraremos o item ii).

De fato, para todo par ¢q,ps € X e todon >0

00~ 0] < Ty ) e, 26)

onde K é uma constante de Lipschitz de f.

Mostramos que esta desigualdade é valida por inducao finita em n.

Para n = 0 temos que

[1(t) — wa(t)] < d(p1, 92) = sup 1 (t) — p2(t)], t € L.

tely

Suponhamos valida para n = k, ou seja,
KRt — to|"
P01 - P < S, ) v,

E temos que provar que vale paran =k + 1

[FE () () = F* () (1)) = IF F'“(sm))() F(F(2))(t)]

th th— s k
—( 0 ) d(9017802)d8

Kk+1|t _ t0|k+1
= d

n

Kan nn

d(p1,p2) €, para n grande, — <1
n!

pois este é o termo geral cuja soma ¢ exp*®, onde F™ ¢ uma contracao de X. Pelo

portanto, d(F"(¢1), F"(p2)) <
corolario do Lema da Contragao, existe uma tnica ¢ tal que F(p) = ¢, e isto

prova o teorema.
[

Corolario 2.2. Seja Q2 aberto em R X E e seja f : Q) — E continua com Do f também
continua. Para todo ponto (to,zo) em § existe uma vizinhanc¢a V = I(ty) X B(zy) tal
que &' = f(t,x), z(ty) = xo tem uma unica solugao em I(ty). Além disso, o grifico

desta solugao esta contido em V.

Se ¢ é uma solucao da equagao diferencial em um intervalo I dizemos ¢ é uma
continuagao de ¢ se ¢ é definida em um intervalo I contido em I, ¢ coincide com ¢
em [ e ¢ satisfaz a equagao diferencial em I. Uma solucio ¢ é nao continuada se
nao existir essa continuacao, ou seja, o intervalo é o intervalo maximo de existéncia da

solucao.
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Lema 2.2. Seja [ continua e limitada num aberto €2 de R X E entao qualquer solu¢ao
o(t) de 2’ = f(t,x) definida em um intervalo (a,b) € tal que (a+0) e @(b—0) existe.
Se f(b,o(b—0)) € definida de modo que f(t,x) é continua em (b, o(b—0)). Entao p(t)
¢ uma solugcao de x' = f(t,x) em (a,b]. A mesma observagao vale para a extremidade

esquerda.

Teorema 2.9. Seja f continua num aberto Q de R x E e ¢(t) € uma solugio de
' = f(t,x) em algum intervalo, entdo existe ¢ continua para um intervalo mazimal de
existéncia. Além disso, se (a,b) é um intervalo mazimal de existéncia de uma solugao

x de ' = f(t,x), entio (t,x(t)) tende a fronteira de Q quandot — a et — b.

Agora, para finalizar vamos enunciar as defini¢des de ponto de equilibrio e de ponto

de bifurcagao que serao utilizadas.

Definicao 2.14. Se & é um zero de f, isto €, f(z) =0, entao x(t) = T € solugao de
x' = f(x) e € chamada de solugdo de equilibrio ou estaciondria e o ponto T é chamado

de ponto de equilibrio ou singularidade.

Agora definimos ponto de bifurcagao. Consideramos f : R x By — By, e By, By

espacos de Banach.

Definigao 2.15. Suponhamos que I' : (A, 2()\)) € uma curva de solugao de f(\,x) = 0.
Seja (Ao, o) = (Ao, (X)) um ponto interior dessa curva, com a propriedade que toda
vizinhanga (Ao, zo) em R X By contém solugdes que nao sao de I'.  Entao (Ao, o)
¢ chamado de ponto de bifurca¢io com respeito a curva T'. Solugées de f(A\ x) =
0 prozimas (Mo, o) e que nao pertecem a curva I, sao muitas vezes chamados de

“conjunto de bifurcagao”.

Essa definigao e alguns resultados sdo encontrados em |[5].



3 Bifurcacoes de Pontos de

Equilibrios

Neste capitulo, apresentamos o estudo de bifurcacoes, com respeito ao parametro
A > 0, de pontos de equilibrio para o problema parabdélico quasilinear governado pelo

p-Laplaciano, p > 2, r > 0 dado por

Gr = M|aP200)e + 101 20(1 = [9]),  (2,1) € (0,1) X (0, +00)
$(0,1) = ¢(1,6) =0, 0<t< +oo (3.1)

d(x,0) = ¢o(z), x€(0,1)

e o problema semilinear dado por

th = A¢xa: + ¢(1 - |¢|T>’ ([B,t) € (07 1) X (07+OO)
$(0,1) = ¢(1,8) =0, 0<t< +oo (3.2)
o(z,0) = ¢o(z), x € (0,1).

Os problemas quasilinear (3.1) e semilinear (3.2) s@o estudados respectivamente em

6]  [7].

3.1 Problema Auxiliar e a Funcao Time Mapping

Os pontos de equilibrio de (3.1) e (3.2) s@o solugdes das equagoes

MI6a~262), + [6P~26(1 — 6") =0, =€ (0,1)
{ 5(0) = 6(1) = 0 33
Moo +8(1= [0) =0, @€ (0,1) -
5(0) = 6(1) =0

Este estudo foi baseado nos artigos [1] e [2] e na dissertagdo de mestrado [3].
O estudo do conjunto dos pontos de equilibrio é importante, pois o atrator é carac-
terizado através do conjunto instével dos pontos de equilibrio (ver |7]).

Consideremos o seguinte problema auxiliar de valor inicial

25



26 Bifurcagoes de Pontos de Equilibrios

{ Atp)a + f(#) =0, @ € (0,+00) (3.5)

¢(0) =0 %(0) = Qp,

sendo que ay, & um parametro, ¥, = 6,126, ¢ f,(6) = |6 26(1 — o).

Vamos utilizar o método conhecido por “time-map”, para estudar a equagao (3.5).

Observamos que se encontrarmos uma solu¢ao ¢ de (3.5) que satisfaz a condicao
(1) = 0, ¢ também sera solu¢ao do problema (3.3) se p > 2 ou do problema (3.4) se
p = 2. Com o intuito de obter solugoes de (3.5) satisfazendo ¢(1) = 0 vamos variar
e analisaremos o retrato de fase de (3.5).

Denotaremos por ¢(-, a,) a solucao de (3.5) com ¢(0) =0 e ¢,(0) = a,.

Definimos Fj, : R — R dada por

ol
Fy(6) = / ,(5)ds

¢
- / [sP2s(1 — |s[")ds
0

el el
P p+r’

Observe que F), ¢ estritamente crescente em [0, 1], pois

E(¢) = f,(8) = |o[P26(1 — |¢[") >0,
para ¢ € [0, 1].

Agora, multiplicando a equagao de (3.5) por ¢, temos

M| @22 ¢2) 2t + bufo(0) = 0.

Integrando de 0 a = obtemos a expressao

/O A (60(8)260(5))aha(5) + 60(8)f (6(5))ds = 0.

Observacao 3.1. Se p = 2, ¢ é de classe C?, pois ¢, = —M. Se p > 2, ¢ éduas

vezes diferenciavel a menos de um conjunto de medida nula (ver [3]).

Assim,

/ox M = 2)0u(8)1" " bua(5) 0 (5)]| + |02(8) [P Ga(5)) S (5) + 6(5) fo((5))ds = 0,

ou seja,

/ A = 1) (5) P26 (5)6ms (5)) + e (5) , (6(5))dls — 0.
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Como d%Fp(gb(s)) = fo(0(s))pz(s), entdo

xT

M = D162 64500 (5)) + 1 Fy(0())ds =0 =

>~

A / (0 = DIba ()7 260()dua(s)d5 + / " (s =0 =
A /ox@o 1)160(3)P 260 (5)ua(5)ds + [Fy(6(s))]E = 0 =

A /Ox(p = DI6a(s)I"*¢a()baa(s)ds + Fy(é(x)) — Fp(¢(0)) =0, (3.6)

para todo z € (0, +00).

Vamos resolver

3 [ 0= Dl 20 (5)un(s)ds
0
Fazendo u = ¢,(s) temos que

Ap—1) / 162(5) 7260 (5)6ma (5)ds = A(p — 1) /¢ i

Fazendo agora, a mudanca v = u? obtemos

- z o B )\(p _ 1) b3 (x) p2
Nl A AL
_Ap-1) [2]v|§}¢>i(w)

2 p o200
Ap—1)

== 163 ()] — [¢2(0)]2]
_ A(pp_ D [ () — [62(0)[7).

Assim,

)\(pp— 1) (162(2)[” = |62 (0)P) + Ey(6(x)) — F,(6(0)) = 0.

Como F,(¢(0)) = 0, temos que

Ap—1 Ap—1
2=, @ - 2D 0 + Aot =0, (37)
para todo z € (0,+00), desde que | (x)| = |o.(z)[P~!, segue que, |wp(x)|ﬁ =

|02(2)[7, e assim

| 71 = [,(0)|71 = |6, (0)
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Assim, voltando na relagdo (3.7) temos que

Ap—1), e Ap—1), 2
TW}?VFI + Fp(9) = ——|op| 7.
A seguir definimos a,,, € ¢, como segue
)\(p - 1) _r_
Fp(l) - ‘O‘Po‘pf1
p
Ap—1) p_
Fp(fap) = D || 7T,

(3.9)

(3.10)

sendo que ¢, € (0, 1], ¢n, tem valor méaximo de ¢ e o, € a “velocidade” maxima para

que ¢ tenha seu primeiro maximo igual a 1.

Notemos que como F), e |¢,| sdo fungdes pares e por (3.8) temos que o retrato de

fase ¢ é simétrico em relagao aos eixos ¢ e ¥ , logo basta olhar o primeiro quadrante.

Da equagdo (3.5) temos que se 0 < ¢ < 1, entdo v, é decrescente, e se ¢ > 1, ¢, é

crescente. Analisando o conjunto

Ap — »
A = {(00) € BGpa(0.0) = 22l 71,

Ap—1)

onde Gpa(p,¢) = Twp]ﬁ + F,(¢) e utilizando que F), é injetora em [0, 1],

obtemos o seguinte retrato de fase.

¥

A
P | apo
ap
r
N Pap

EN

Figura 3.1: Retrato de fase de ¢1) de (3.5)
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Pelo retrato de fase temos que se o, = a0, entao ¥, = 0, e assim ¢ = 1. De
maneira analoga, se o, < a0, entao ¢, = 0 e portanto ¢ = ¢,,. Da mesma forma

ap > gy, entao ¢ = 1 o que implica que 1, > 0.

Observacao 3.2. Observe que quando tomamos o, < oy, o, como sendo “velocidade”
inicial, temos que ¢,, ¢ um valor extremo de ¢ e no caso p > 2, quando tomamos
o, = oy, temos que ¢ atinge seu primeiro maximo em ¢, ,, = 1. Ainda pelo retrato
de fase percebemos que se ay, > ay,, ¢(-, a,) € solugao de (3.5), mas nao ¢ de (3.3) se
p > 2 e de (3.4) se p = 2, pois nao satisfaz ¢(1,a,) = 0. Como estamos interessados
em solugoes de (3.3) e (3.4), consideraremos de agora em diante o, € (0, ay,] (ja que
se ¢ € solugdo, —¢ também é, e se a;, = 0 a tnica solugao de (3.5) é a trivial). Veremos
mais adiante que quando a, = oy, em p = 2, ¢ ¢ solugao do problema (3.5) mais nao

sera solugao do problema (3.4).

Definimos

Xp(ap) = X(ap, A) = inf{z € (0, 4+00); ¢.(z, ) = 0}.

Consideramos x como a variavel tempo, temos que X, («,) significa o menor tempo
necessario para a 6rbita que saiu de (0, ay,) chegar em (¢, , 0) sobre a curva I' no retrato
de fase 3.1, ou seja, o tempo necessario para que a curva atinja seu primeiro maximo.

Devido a essa interpretagao a funcao X, (a,) é conhecida como funcao “time-map”.

A

(o p

Figura 3.2: Grafico de x em funcao de ¢

Ja vimos anteriormente que |¢p|% = |¢.|" e definimos F,(¢,,) como em (3.10),

substituindo em (3.8) temos que

A=D1 B (6) = Fo () =
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" = Fy(gay) — Fpl) =

Alp — 1)‘_
P dx

o
_A(p—1)<

% Fp(qba,p) - Fp(¢))7

ou ainda,

‘dd)‘ B <—)(Fp(¢a,p) - Fp(qﬁ)));‘

Podemos considerar x em funcao de ¢, pois ¢ é uma funcao bijetora no intervalo
(0, X,(cvp)) em (0, ¢q.p), logo inversivel.
Assim,

2] = (g (ol — BeD) 1)

Dai, se ¢, ¢ maximo,

er (y;
| G000 = 2(60) = 0) = Xy(ay),

e, se @q,p ¢ minimo,

[ G = a(60s) a(0) = Xy(ay).

Portanto, X, (a;) ¢ uma fungao de (0, a,o] em (0, 0o}, onde

Xplap) = /Od""*” d—x(@dqﬁ
Ap—1)\3 borp B
- <pT)1/O (Fp(Pap) — Fp(d)) rd

_ <_A<pp— D)1y 00,

ﬁ‘ pela equacao (3.11), pois como F, é injetora em (0,1)
temos que Fj(¢np) = Fp(¢) no intervalo [0, ¢, ] somente se ¢ = ¢, € ele estd no
extremo do intervalo de integracao.
d)oz,p
Denotamos I,(¢a.p) = / (Fp(bayp) — Fp(gb))*%dgb, onde ¢, € (0, 1], pois muitas
0

vezes ¢ mais convéniente analisarmos o que acontece com I,(¢,,) do que X, ().

Podemos substituir

Veremos a seguir um lema que nos da informagoes importantes sobre I,(-), conse-
quentemente, X, (-).

Lema 3.1. Para p > 2 temos que I,(-) € estritamente crescente em (0,1) e continua

em (0,1] parap > 2 e em (0,1) para p = 2.
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i) Para caso p > 2 temos que lim I,(a) = I,(1) € finito e além disso lim I,(a) =
a—1~ a—0

1 1 1
L, onde I,y = p? / (1 —tP) »dt.
0

2
ii) Para caso p =2 temos que lim Iy(a) = oo e além disso lim+ L(a) = %’ﬂ'.
a—1— a—0

Demonstragio. Como ¢ =1 & um ponto de maximo local de F;,, temos que (1) = 0.

Pela expansao em Taylor de F},, obtemos que

F'(1)(¢ —1)?
F(6) = B+ R -1+ 220y
Portanto temos que
F'(1) (¢ —1)2
F,(¢) — Fy(1) = o )(;5 ) +o(¢p —1)%,
ou ainda,
F,(9) — F,(1) F;(1)
omTp = o)
sendo k& uma constante.
Portanto F,(1) — F,(¢) = O((¢ — 1)?).
Mostremos que I,(1) ¢ um namero real se p > 2.
Como }}_}H{ Fp(é)__;;g((ﬁ) = —Fp2(1) = g > 0, temos que
lim —(1 —9)° = 2 =

o—1 Fp(1) — Fp(@) 7
P (7 ((11)_—@ (qs))p - (%) ~
(1-¢)p <g>; .

im T
(1) = Fp(9))r
Logo existe 0 > 0 tal que se |¢ — 1| < § entao

(1— o) INE 1/2\3
R DA REOR

ou seja,

<3
2

MNE 1
Ol

hSRIN)

Assim,
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se p > 2.
Portanto I,(1) é um ntmero real.

Mostremos agora que lim I5(a) nao é finito.

a—1—
F5(1) — F: FI(1
Como il_)n% W = —# = g > (), temos que
N2
lim (1-9) 2 =

o1 Fy(1) — Fy(@) 7

i (ﬁ) = (%) =

lim (1=9) — = (2)2
o1 (Fo(1) — ()2
Logo existe 0 > 0 tal que se |¢ — 1| < § entao

(1-9¢) _<2)é - L

[NIES

(Fa(l) — Fa(g))z N7 2r
ou seja,
1 1 - 1
Vor (1—9¢) (Fa(1) —F2(¢))%
Assim,

1 1 1-6 1 1 1
1 do = 1 d 1
/0 (Fa(1) — Fa(9))? ’ /0 (F2(1) — F2(9))? o /1—6 (F2(1) — F2(9))>

1= 1 1 1
g /o (Fy(1) — F2(¢))%d¢ v ¢)d¢ -

se p=2.

Portanto lim I(a) = oo.
a—1~

Fazendo a mudanga de variavel ¢ = as em I,(a) = / (Fp(a) — F,(¢))
0

0<s<leO<a<1, obtemos

dg
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I,(a) = / (Fy(a) — Fy(6)) o

I
S]
2

ws

Ay
Q

N—

Fy(as)) vds
"t — / ) fp(t)dt>;ds

h dt+/ fp(t)dt>_;ds

I
S|

1

|t|p 24(1 — [t|" )dt) P ds

P qa —%
} ) ds

[asy

I
S

ﬁl%?\\»c\ﬁ
»?ﬁ

p+T as
1 p+7“ p p+r -1
=a — — (as) + (as) > "ds
p+r P p+r
+7r _1
_ ap<1—s> (—1+s” >) P g
p+r

[asy

Il
o

||
NO\NNNNO\NN

1—s? <1—sp”)>)—,1,d8
p+r

’—‘/5\/'\/\/'\/'\/\/'\/\
i)
/N

VRS
03
@
—
—_
|
V)
bS]
+
3
N—
N—
I
3
I
»

I
S~

i
i)
+
<

1
:/ O(s,a) rds
0
1— P 1 — gPtr
onde ®(s,a) = i —ar( i )>Oparas€[0,1).
D p+r

Mostremos que I,(-) é continua em (0, 1] para p > 2.
Seja ag € (0, 1] arbitrario.
Consideremos {a,} uma sequéncia crescente contida em (0, 1] tal que a, — aq, e

definimos para cada n € N

11—t (1—t)
p p+r

B =

eult) = ( (@)’

Notemos que para t € (0,1),

0<a, <ant1 <1=@,(t) < nii(t).

Temos também que ¢, (t) — (), para todo ¢ € (0,1). Logo segue do Teorema da

Convergéncia Mono6tona de Lebesgue que
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1 1
i [ ()= [ty
e assim,

N A PR
lim I,(a,) = lim ( ! )(an)’) dt
an—aq an—aqy J0O p p +r
Laa—w (11—t -
0 p p+r
= ]p(ag).

Seja ag € [0, 1) arbitrario.
Consideremos agora {a, } uma sequéncia decrescente contida em (0, 1] tal que a,, —

ag e definimos, da mesma forma, para cada n € N.

1-—1tP (1—tp+’”)
P p+r

Sl

eult) = ( (@)’

Notemos que para t € (0,1),

0 < pi1 < an <1=@ui(t) < nlt).

Temos também que ¢, (t) — o(t), para todo t € (0,1). Ainda, ¢,(t) € L', pois

/01 o1(t)dt = /01 (1 :] tr_ (1q__iq:r) (al)f,«)_zl)dt
[ o)
I,(1) < oo.

(1

IN

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

1

1
lim gon(t)dt:/ wo(t)dt,
0

n—oo 0

e assim,

Laa—w  (1—wtr -
lim I,(a,) = lim ( ! )(an)r) dt
an—>a:)r an—>a0+ 0 p p+r
L () N
:/ ( | )(ao)r) dt
0 p p+r
= I,(ao).

Portanto lim I,(a,) = I,(ao) e I,(-) é continua em (0, 1].

an—agn
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Derivando I, com relagao a a obtemos que
1
I'(a) = Lo (s.a) 210/ (s. a)d
p(a> - - (S,CL) P (8,&) S.
o P
Seja W(s,a) = —P'(s,a). Temos entdao que
' 1 [ —
I(a) = o) U(s,a)®(s,a) 7 ds. (3.12)
1 — Sp+r
Observe que ®'(s,a) = —mT_IT <0,ses¢€[0,1). Assim temos que I,(a) >
p+r

0 em (0,1) e dessa forma I,(-) é estritamente crescente em (0, 1).
1
Mostremos também que lim+ I,(a) = I, onde I, = p% / (1— tp)_%dt.
a—0

0

1 1

1 — gP 1 — gPtT)\ -2
lim /,(a) = lim ( S a’”( i )) "ds
a—0+ a—07t Jo p p+r

[y
0

1
- / (1—s?) vds.
0

1

1 1

Assim lim I,(a) = L, onde I,y = p? / (1 —1tP) »dt < o0.
a—0 0

Agora, antes de mostrarmos a continuidade de I,(-) em (0,1) para p = 2, vamos

mostrar que ela é estritamente crescente nesse intervalo, e para isso faremos algumas

consideracoes.

Iy ()
Fy(a)

Dado a considere a mudanca de variavel y? = , 0 <y <1 e derivando em

relagao a ¢ temos

dy _ fo(¢)

- >0,

do  2yls(a)

pois fao(¢) > 0, para ¢ € (0,1) e Fy(a) > 0, para a € (0,1].
Logo, y ¢ estritamente crescente em (0, 1).

. e 1
Vimos que, Ir(a) = /0 (Frla) F2(¢))%d¢.

Assim, fazendo a mudanca de variavel y? =

Fy(¢)
FQ((I)

dada acima, temos
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“ 1
[za: ld
= |, = man

_ /1 2yF;(a) _dy
f2(0)(Fa(a) — y*F(a))?
/ 2yF2 a) dy
fa(® (a)(1—y?)

/f2 \/iﬁég\;( )dy
/f22y F

VI=9?)

Observe que y depende continuamente de a e ¢, e ¢ depende de y e a, assim o

integrando é continuo em a, e portanto, I5(a) é continua em a € (0, 1].

2
Agora, para terminarmos a demonstrac¢ao temos que mostrar que lim Ir(a) = \/7_71'.
a—0t

Consideremos 0 < € < 1. Se x > 0, definimos

g(x) = fale) = (1 + €)z.

Como ¢'(z) = fo(x) — (1 +¢€) e ¢(0) = f4(0) =1 — e = —e < 0. Desde que g € C!
temos que g ¢ decrescente em uma vizinhanca [0,6] de 0. Assim, g(z) < g(0) = 0, e
entdo fo(r) < (1+ €)x, para x € [0, ).

Se tomarmos h(x) = fo(z) — (1 — €)z temos de forma analoga que fo(z) > (1 —€)z,
para z € [0, 4].

Logo, para cada 0 < € < 1, tomando 0 < § < min{g, S} temos que se 0 < x < 4,
entao

(1—e)x < folx) < (14 €)x. (3.13)

Para 0 < ¢ < ¢, integrando a relagao (3.13) de 0 a ¢, temos

/:(1 —€)xdr < /: fa(z)dx < /:(1 + €)zdx,

(1-9% <R <1+

Como Fy(¢) = Fy(a)y* temos

L1 -0 < Fay” <

ou seja,

ou seja,
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desde que 0 < ¢ < ¢, para todo y € (0,1).
Como (1— €)p < f(6) < (1+ ), temos

1 1 1
<

01099~ H@) -~ 1-0¢

Assim, se 0 < ¢ < ¢, obtemos

<2F2(i)Z16+ e)2>2 < f;(ng) = <2F2(61L)_(|_16— e)2>2‘

2\/—
N

Multiplicando essa expressao por e integrando 0 a 1 temos

2 1—e / / 2y\/ Fy(a 1+e€ /
21+ )2 1/79— F2(6 1/71_y W= on—op ,/_
ou seja,

(ﬁ)%r < Iy(a) < <ﬁ>2ﬂ'.

Fazendo ¢ — 07 temos que 6 — 0, logo segue que

T
\/§ a—07t

|
5l

Portanto, lim Ir(a) = —. O

a—0t

Observacao 3.3. Temos que a funcao que associa a cada «, um ¢,, ¢ uma fungao

estritamente crescente de classe C' em (0, vy, ), para cada p.

De fato, como

Mm =
p

Fp(¢a,p) =

¢ estritamente crescente em «, e ainda Fj(¢,,) — 0 quando a, — 0, temos entao que

Pap = Fp_1 (A(pp_ 2, |O‘p|p%>

¢é estritamente crescente e obtemos que

1 1
gb::y,p = - p (>‘|O‘p|ﬁ)
Fy (e, |57

Portanto ¢, € C*(0, ay,).
Pela observacao anterior temos que para p > 2 se a, decresce, entao ¢, de-

cresce. Pelo Lema 3.1, I,(-) é estritamente crescente em (0,1), entdo X,(a,) =
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1 1

AMp—1)\3 AMp—1)\7
<%> I,(¢a,p) também decresce, mas ha um valor minimo X (o) = (%) L.

Assim, por menor que seja a velocidade inicial, a solugao ¢ atingira seu primeiro mé-
1

Ap—1)\»
ximo ap6s Xpo(ay) = (M> "Lo.
p
Pelo Lema 3.1 e observando que para p > 2, []’3(0) = 0, temos a seguinte represen-

tacao grafica para I,(-).

|p(¢f\~p)r

(1)

Figura 3.3: Representacao de ,(-)

Ainda analisando o Lema 3.1 temos que para o caso p > 2 como [,(1) < oo, entao
X,(ay,) < 0o e assim no plano de fase ¢1), a 6rbita que comeca em P = (0, o, ) atinge
Q = (1,0) em um tempo finito X, (ay,) e como ¢ = 1 satisfaz a equacao de (3.5), depois
de chegar em () = (1,0), uma orbita pode permanecer 14 por qualquer tempo finito
antes de ir para R = (0, —cy, ), a esse tempo finito que a solugdo é constante e igual a
1 é que chamamos de patamar de ¢. Observe que isso s6 ocorre quando «,, = oy, pois
0 ponto (¢ap,0) = (1,0) & o tnico ponto de equilibrio de (3.5) para «, € (0, ay).

Como para p > 2 quando a,, = a, atingimos ¢ = 1 e podemos permanecer cons-
tante e igual a 1 por qualquer tempo finito, iremos obter infinitas solugoes nesse caso.

Ja no caso semilinear p = 2, vimos no Lema 3.1 que I5(a) tende ao infinito quando
a tende a 1, ou seja, as solugbes estacionarias nao atingem o maximo 1 (ou o minimo
—1) em tempo finito, isto é, a orbita que sai de P nao alcang¢a () em um tempo finito.

Dessa forma concluimos que para 0 < a,, < ay, as solugoes nao formam patamares,
sO terd patamar quando a;, = ayy € isso s6 ocorrera para p > 2, ou seja, no caso p = 2

nao forma patamar.
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3.2 O conjunto F),

Antes de mostrarmos os principais resultados desta secao, referentes a estrutura de
E, ,, onde E) , é o conjunto de todas as solugoes estacionarias, consideraremos algumas
definicoes e relagoes que serao necessarias para as demonstragoes desses resultados.

Seja Y, (o) a distancia entre duas raizes adjacentes de ¢(-, ). Entdo sendo a,,
1

RN
Gap como em (3.9) e (3.10) e Oy, = (%) , temos que

bop ,
Y, (ay) = 2X,(0y) = 2C4, / (Fy(6ap) — Ey()) Fdo = 203 L (6p),

para a, € (0, ay, ).
No caso p > 2 se o, = a, Vimos que ¢ alcanca o maximo 1 ou o minimo —1. Dai,

temos que ¢(+, oy, ), vai formar patamar, e portanto satisfazer a seguinte equagao.

oz, ap,) =0 para x = 0 e 2X,(ay,) +d
0 < ¢(, O‘po) <1 paraz € (0, Xp(apo)) U (Xp(apo) +d, QXP(O‘po) + d)
Pz, ap,) = 1 para x € [X,(ay,), Xp(ap,) +d],

onde d € [0,00) ¢ uma constante arbitraria. Desse modo temos infinitas solugdes, ou
seja, temos que Y),(+) € uma aplicagao multivoca em (0, oy, |, com Yy, (cy,,) = [2C) p1,(1), 00).

A figura 3.4 representa o grafico de ¢(x,cy0) com duas raizes entre (0,1) e com

3
TP = Z d;, onde T'P é a soma dos patamares d;.
i=1

Figura 3.4: Patamar

A partir deste momento denotaremos por TP o tempo de parada, ou seja, tempo em
que a solugao @(-, ayp) € constante e igual a 1. Como ja foi mencionado anteriormente,
o retrato de fase é simétrico em relacao a ¢ e 1, ou seja, o x-tempo que a solucao leva
para sair do eixo-z e atingir o ponto de maximo (ou minimo) é igual ao tempo que a
solugdo leva para sair do ponto de maximo (ou minimo) e chegar no eixo-z, e a esse
tempo denotamos por X,(a,) para qualquer o, € (0, 0] se p > 2 e a;, € (0,00) se

p=2.
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Seja [ o namero de raizes de ¢ em (0, 1).

Assim

21+ 1) X, () + TP =1, (3.14)

sep>2enocasop=2,TP=0

201+ 1) X, () = 1. (3.15)

Denotamos por E} , = {¢ € Ex, : ¢ tem [ raizes em (0,1) e ¢,(0) > 0}, e
—E\,={-¢:¢€E\,}, ondel eN. Paracadak €N, ae (0,1] e p> 2, definimos

Ae(a,p) = —L—(2(k + 1) I (a)) .

p—1
Lema 3.2. Temos que ¢(-, o) € Eﬁ\’p se, e somente se, existem constantes C; € Yy(av,),
I+1
para i =1,....1 +1 de modo que ZC’Z- =1, para |l € N*.
i=1

Demonstragao. Seja o, < ap. Se ¢(-,ap) € Eﬁ\m, entao ¢(-, o) possui [ raizes e nao

possui patamares, logo pela relacao (3.15) temos que 2(! + 1)X,(a,) = 1. Tomando

1+1
C; = 2Xp(p), i = 1,....,1 + 1, temos que cada C; € Y,(o,) e ZC" = 1. Por outro
i=1
1+1
lado, se Z C; =1, onde C; = 2X,(a,) € Y, (o) para cada i, entdo ¢(-, o) satisfaz a

i=1
condicao de fronteira ¢(1,a,) = 0 e portanto ¢ solugao de (3.3) e (3.4).

Analogamente, seja oy, = apo. Se ¢(-, 40) € E , entdo ¢ possui [ raizes em (0,1)

I+1
e consequentemente [ + 1 patamares, logo TP = Zdi’ onde d; é o comprimento do
i=1
i-ésimo patamar. Pela rela¢ao (3.14) temos que
I+1 I+1

1=2(1+ 1) X,(0p0) + Y _di = > (2X,(ao) + di),

=1

logo, tomando C; = 2X,(ay0) + d;, para todo i = 1,...,1 + 1, temos que C; € Y, (ay) €
I+1 1

Z C; = 1. Por outro lado, se Z C; =1, onde C; = 2X,(oy0) +d; € Y,(ay0) para cada
i=1 i=1
i, entdo ¢(-, ayyp) satisfaz a condigao de fronteira ¢(1, o) = 0 e portanto é solucao de

(3.3).
]

Teorema 3.1. Definimos para cada k € N, p > 2
A= ——(2(k+ 1)I)7P.

Entao temos que
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i) Se Ao < A, entao E), = {0}.

k
i) Se Mgr1 < A < A\g, entao Ey, = {0} U U{:I:Ef\yp}, onde EX , possui as proprie-

1=0
dades:

a) EY, ={¢%,} para A > 0.
b) Se (1) < A, paral =1,2,..., entao Eﬁ\’p = {gbl)\p}

c) Se0 <A< N(1), paral = 1,2, ..., entao existe uma relag¢io bijetora entre Ef\w e
[0, 1]%.

Em particular, o problema (3.3) e (3.4) possui wma tnica solugdo positiva se, e
somente se, A < .

Observe que no caso p = 2, Ef\,p possui apenas as propriedades a) e b), pois nao
existe M(1) portanto E\ , = {¢}, ,}.

3=

) p - b
D tragio. Como g = 2Lp0) ", t 200 = <—>
emonsira¢cao omo Ap p— 1( PO) €Imnos que p0 )\0(]9 o 1)
Além disso,

»(0) = lim Y, (ay,)

ap—0

= limO 2X, (o)

Pelo Lema 3.1, I, é estritamente crescente, oy, — ¢,, ¢ uma funcao estritamente
Ap—1) ) >
p

crescente e Y,(qy,) = 2< "I,(¢a,) entdo temos que Y, ¢ uma fungio estrita-

mente crescente.

Pelo fato de Y, ser uma funcao estritamente crescente temos que

Vlay) > 1,0 = ()7,
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para o, € (0, ay.
Assim, se A\g < A, temos que Y,(a,) > 1, para qualquer a,, € (0, ay.

Logo, a tnica soluc¢ao de (3.3) e (3.4) é a trivial.
Consideremos agora o caso A < A.
Seja k € N e suponhamos que para A\ < A < )i, exista ¢ = ¢(-,a,) € E),, tal

que ¢ possui k + 1 raizes ou mais em (0, 1).

Da definigao de A1, temos que

2k +2)1,0 = (L);’.

Me1(p — 1)
Agora, )
2(k+2)L0 = 2(k+2) lim L(a) < 2(k+2)1y(¢a,) = 2(k+2)(%)”xp<%),
ou seja,
2k +2) 10 < 2(k +2) (W)”Xp(dp) — ok +2) (ﬁ) "X ().
Assim,

(m)" <2k + 2)(%)1’&(%) =

)11’ < 20k +2)X,(a).

</\1<:+1

Como A,y1 < A e pela relagao (3.14) temos que

Y
1< (35)7 <2k +2)X%,(@) < 1,
k+1

o que é um absurdo.
Portanto se A1y < A < A, temos que E’;;Z = (), para todo i > 1 e Ey, =

k
{0} U J{£EL,)-
1=0
Estudaremos agora a estrutura de Ef\’p, para [ € N*. Da defini¢ao de \;/(1) temos
que
1
21 + 1)I,(1) = ( b )
(p—DA(1)
Logo,

21 + 1) X, (a0) = 2(1 + 1) <A(pT;1))in(1) - </\Z?1)> ’

Se A > \(1) entdo 2(1 + 1) X, (ap) > 1. Como X, (+) é estritamente crescente, dado
0 que

20+1) € Im(X,), existe um unico a, € (0, a0 tal que X,(a,) = T
implica, 2(I + 1)X,(a,) = 1. Note que @, # a,g, Pois se @, = a0, entao

1=2(1+1)X,(d,) = 2(1 + 1) X, (o) > 1,
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o que é uma contradigdo. Neste caso, tomando C; = 2X,(a,), para todoi =1,...,[+1
I+1

temos que C; € Y,(q,) e Z C; = 1 e assim pelo Lema 3.2 temos que ¢l)\’p =¢(-,q,) €
i=1

ES . A monotonicidade de X,(-) garante que Ef = {¢} }.

Se A = N(1), temos 2(I + 1) X, (a,0) = 1. Entao, tomando C; = 2X,(ay) temos
I+1
ZC)- = 1 e também pelo Lema 3.2 segue que ¢l)\7p = ¢(-, o) € Ef\jp e ¢(-, ap) nao
i=1
possui patamares nesse caso.

Portanto se A > Ay(1), temos que E} , = {¢} ,}.

Se A < A\(1) entao 2(1 + 1) X,(ay0) < 1. Tomando C; = 2X, (o) + d; para todo

I+1
1 =1,...,1+ 1 de forma que Z C; = 1, onde cada d; é tomado arbitrariamente desde
i=1
I+1
que Z d; =1 —2(1+1)X,(0yg0), temos novamente pelo Lema 3.2 que ¢(-, ayo) € EY .
i=1
Nesse caso, Eﬁ\’p consiste de uma infinidade de solugoes ¢ de (3.3) com as seguintes

I+1
propriedades: existem (I + 1) intervalos J; = [a;, b;], i = 1,...,1+1, tal que Z b —a; =

=1

TP e

lp(z)|=1 sex e J,i=1,...1+1
I+1

6(x)| <1 sexe[0,1\| ]

i=1
onde |J;| = b; — a; = d; é o comprimento do i-ésimo patamar.

Dessa forma

I+1
Rl)\yp = {(dl, oy diiq) € R tal que Zdi =TP e cada d; > O}.
i=1
Existe uma relagao bijetora entre E&p e RZM), pois dado d = (dy, ...,dj41) € Rf\,p,
existe uma tunica ¢(-, o) € Ef\’p tal que cada d; é o comprimento do seu i-ésimo
patamar. E dada ¢ € Ef\vp, sabemos que ¢ possui [+ 1 patamares, logo basta tomarmos
d; = comprimento do i-ésimo patamar. Note que essa relagao, que denotaremos por
g: Rl)\m — Eé\,p ¢ continua.
Seja T = {(x1,...,2;) : 0<x; <lewxy+..+x <1}
Considere a aplicagao de T em Rf\’p dada por

hi([El,ZEQ,...,ZEl) — (TPl,TPQ,...,TB+1>,

onde TP, =z, TP,parai=1,...,le TPy = (1 —x;—---—x;)TP que é uma relagao
bijetora entre Rl)\’p eT.
Agora para finalizar considere a aplicagao C' de T em [0,1]' dada pelo seguinte

procedimento.
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Para cada ponto P do hiperplano 1 +z2+...+2; = 1 considere a reta determinada
pela origem O e por P. Esta reta intercepta o cubo I-dimensional, [0, 1]}, em apenas um
ponto @, utilizando a bijegao entre os segmentos OP e OQ temos que C : T — [0, 1]!
é bijetora. O



4 Conclusao

Ao final deste trabalho gostariamos de ressaltar a diferenca entre o conjunto dos
pontos de equilibrio do problema quasilinear, governado pelo p-Laplaciano, p > 2 e o
conjunto dos pontos de equilibrio do problema semilinear, p = 2.

Para isso, observamos no Lema 3.1 que as solugoes do problema estacionério podem
ter valor de maximo e minimo igual a 1 e —1, que sao raizes de f, ou seja, ¢(z) =1 e
¢(x) = —1 satisfaz a equacdo (3.3). Sendo assim, os pontos de equilibrio que atingem
os extremos 1 e —1 podem ficar constante e igual a 1 e —1 por qualquer tempo finito

no intervalo (0,7P), ou seja, formam patamares. Observe que embora a soma dos
I+1
comprimentos de todos os patamares seja constante, ou seja, Z d; = TP, sendo [ o
i=1
niumero de raizes entre (0, 1), o tempo T'P pode ser distribuido livremente entre os d;’
I+1

s, desde que satisfaga a condicao g d; = TP. Assim, podem haver infinitas solugoes
i=1
de equilibrio com um mesmo ntmero de raizes.

Isso ndo ocorre no problema semilinear, pois nesse caso a solugao de (3.5) nao atinge
os valores extremos 1 e —1 em tempo finito, como mostra o Lema 3.1, isto é, TP = 0,
logo nao formam patamares. Sendo assim, ha somente um ntimero finito de solugao.

Uma outra diferenga relevante entre o problema estacionario e o semilinear é o
conjunto de bifurcagoes.

Seja I' = (A, 0) uma curva de solugdo de A(¢) = 0 e (\;,0) ponto interior da curva
I.

Para o problema semilinear, pelo Teorema 3.1 temos que para A\ > Ay a tUnica
solugdo ¢ a trivial. Para A\; < A < \g temos a solu¢ao trivial e bifurcam de (Ao, 0) mais
duas solugoes (43, , € —¢% ), ou seja, Exy = {0} U{£EY,}, onde £E3, = {£¢} ,}.

Para A2 < A < A1 temos a solugao trivial, as solugdes anteriores e bifurcando de (A1, 0)
1

temos (¢}, 5 € =@y, 5), isto &, Exy = {0} U U{:I:Ef\Q} E assim sucessivamente, ou

1=0
seja, para \p11 < A < A\ temos a solugao trivial, as solugoes anteriores e bifurcando de
k

(A, 0) temos mais duas solugoes, isto ¢, Eyo = {0} U U{j:Ef\2} Portanto, nesse caso,

1=0
as solugoes bifurcam da solucao nula aos pares, como podemos observar na figura 4.1.

45
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Ty TN ™S
Sy

Figura 4.1: Bifurcagao

Para o problema quasilinear, temos que o padrao de bifurcacao ocorre similar ao
caso semilinear, embora quando A cruza o valor \(1), a solugdo com [ raizes entre
(0,1), atinge o valor maximo 1, respectivamente minimo —1 e pode ocorrer patamar.

Assim, para [ > 1, surge um conjunto infinito de solugoes.
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