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Resumo

Neste trabalho caracterizamos o conjunto dos pontos de equilíbrio de um problema
parabólico quasilinear governado pelo p-Laplaciano, p > 2, e do problema parabólico
governado pelo Laplaciano.

Palavras-chave: Matemática, p-Laplaciano, Quasilinear.





Abstract

In this work we give a characterization set of the equilibrium points of a parabolic
problem quasi-linear governed by the p-Laplacian, p > 2, and the a parabolic problem
governed by the Laplacian

Keywords: Mathematica, p-Laplacian, quasi-linear.
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1 Introdução

Este trabalho foi baseado nos artigos [1] e [2] e tem por objetivo principal o estudo
de bifurcações, com respeito ao parâmetro λ de pontos de equilíbrio para o problema
parabólico quasilinear governado pelo p-Laplaciano, p > 2, r > 0 dado por


φt = λ(|φx|p−2φx)x + |φ|p−2φ(1− |φ|r), (x, t) ∈ (0, 1)× (0,+∞)

φ(0, t) = φ(1, t) = 0, 0 ≤ t < +∞
φ(x, 0) = φ0(x), x ∈ (0, 1)

(1.1)

e o problema semilinear dado por
φt = λφxx + φ(1− |φ|r), (x, t) ∈ (0, 1)× (0,+∞)

φ(0, t) = φ(1, t) = 0, 0 ≤ t < +∞
φ(x, 0) = φ0(x), x ∈ (0, 1).

(1.2)

Desde que estudamos pontos de equilíbrio de (1.1) e (1.2) trabalhamos com as
equações diferenciais ordinárias{

λ(|φx|p−2φx)x + |φ|p−2φ(1− |φ|r) = 0, x ∈ (0, 1)

φ(0) = φ(1) = 0
(1.3)

e {
λφxx + φ(1− |φ|r) = 0, x ∈ (0, 1)

φ(0) = φ(1) = 0.
(1.4)

Para determinarmos o conjunto das soluções estacionárias de (1.1) e (1.2) utilizamos
um método conhecido como “time-map”, método que ajusta a velocidade inicial das
soluções de um problema de valor inicial a fim de garantir as condições de fronteiras
desejadas.

Neste trabalho procuramos uniformizar a notação dos artigos [1] e [2] e da disser-
tação de mestrado [3], de forma a facilitar a compreensão das semelhanças e diferenças
entre os conjuntos dos pontos de equilíbrio.

O trabalho está organizado da seguinte forma.
No Capítulo 2 apresentamos alguns conceitos básicos. No Capítulo 3 caracterizamos

o conjunto das soluções estacionárias de (1.1) e (1.2) e o estudo de bifurcações, com
respeito ao parâmetro λ.
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2 Preliminares

Neste capítulo apresentamos definições e resultados que são utilizados no decorrer
do trabalho.

2.1 Integração de Lebesgue

Os conjuntos aqui mencionados estão todos contidos no conjunto dos números reais.
Consideremos intervalos I ⊂ R da forma I = [a, b), onde a e b são finitos. Quando
a = b dizemos que I é degenerado e escrevemos I = ∅. Denotamos o comprimento de
I por l(I) = b− a.

Definição 2.1. Definimos a medida exterior de Lebesgue, ou simplesmente medida
exterior, de um conjunto A ⊂ R qualquer por

m∗(A) = inf{
∑
n∈N∗

l(In) : onde (In)n∈N∗ é tal que A ⊆
⋃
n∈N∗

In},

ou seja, o ínfimo é tomado sobre todas as coleções de intervalos da forma descrita
antes, e que cobrem o conjunto A.

Definição 2.2. Um conjunto E ⊂ R é mesurável segundo Lebesgue, ou então Lebesgue
mensurável, ou ainda simplesmente mensurável se para todo conjunto A ⊂ R temos

m∗(A) = m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ Ec).

Observação 2.1. Se E é um conjunto mensurável, denotamos m∗(E) por m(E).

Definição 2.3. Seja f uma função real definida em um conjunto E ⊂ R mensurável.
Dizemos que f é uma função Lebesgue mensurável, ou simplesmente mensurável, se
para todo escalar real α, o conjunto {x ∈ E : f(x) > α} for mensurável.

Definição 2.4. Se uma certa propriedade é válida para um conjunto exceto para um
subconjunto deste de medida nula, isto é, a propriedade é válida para quase todos os
pontos do conjunto, utilizamos a notação q.t.p para abreviar quase todos os pontos.

Teorema 2.1. Sejam f, g : E ⊂ R → R, onde E é um conjunto mensurável, com f

função mensurável. Se f = g q.t.p, então a função g também é mensurável.

17



18 Preliminares

Definição 2.5. Se A é um conjunto qualquer, definimos a função característica χA do
conjunto A como sendo

χA(x) =

{
1, se x ∈ A
0, se x /∈ A.

Notemos que χA é mensurável se, e somente se, A é mensurável.

Primeiramente definimos a integral para a classe das funções mensuráveis não ne-
gativas e depois estenderemos o conceito para uma função mensurável qualquer. Inici-
almente suponhamos que estas funções estão definidas para todo x real.

Definição 2.6. Uma função ϕ a valores reais é chamada simples se é mensurável e
se assume somente um número finito de valores. Se {α1, · · · , αn} são os valores que ϕ

assume e Ai = {x;ϕ(x) = αi}, para i = 1, ..., n, então ϕ =
n∑
i=1

αiχAi.

Os conjuntos Ai são mensuráveis se ϕ é uma função mensurável (ver [4]).

Definição 2.7. Seja ϕ uma função simples e mensurável, então∫
ϕdx =

n∑
i=1

αim(Ai),

sendo αi e Ai, para i = 1, · · · , n como anteriormente é chamada integral de ϕ.

Definição 2.8. Para qualquer função mensurável não negativa f , a integral de f em
R é dada por∫

fdx = sup{
∫
ϕdx ; ϕ ≤ f e ϕ é mensurável simples }.

Teorema 2.2. Sejam f, g : R → R+ funções mensuráveis. Se f ≤ g, então
∫
fdx ≤∫

gdx.

Teorema 2.3 (Lema de Fatou). Seja (fn) uma sequência de funções não negativas
mensuráveis e fn(x)→ f(x) em q.t.p. Então

lim inf

∫
fndx ≥

∫
fdx.

Como consequência do Lema de Fatou temos o seguinte resultado.

Teorema 2.4. (Convergência Monótona de Lebesgue). Seja fn : R → R+, com n =

1, 2, ..., uma sequência de funções mensuráveis tais que para cada x ∈ R, a sequência
numérica (fn(x)) é não decrescente e fn(x)→ f(x), para todo x. Então∫

fdx = lim

∫
fndx,

em outras palavras, ∫
lim fndx = lim

∫
fndx.
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Demonstração. Tomando f = lim fn e aplicando o Lema de Fatou, temos

lim

∫
fndx ≥

∫
fdx.

Por outro lado, fn ≤ f para todo n ∈ N∗, logo pelo teorema 2.2 temos∫
fndx ≤

∫
fdx,∀n ∈ N∗ ⇒ lim

∫
fndx ≤

∫
fdx.

Como lim

∫
fndx ≥

∫
fdx e

∫
fndx ≤

∫
fdx, temos que

lim

∫
fndx =

∫
fdx

como queríamos demonstrar.

Estenderemos agora a definição de integral para uma grande classe de funções men-
suráveis, não necessariamente não negativas. As funções em questão poderão ter valores
estendidos. Daremos condições de integrabilidade e, para aquelas que satisfizerem estas
condições, chamaremos de Lebesgue integráveis ou integrável em relação a Lesbegue.

Definição 2.9. Se f(x) é uma função real qualquer, f+(x) = max{f(x), 0}, f−(x) =

max{−f(x), 0} são as partes positiva e negativa de f , respectivamente.

Teorema 2.5. Seja f uma função real qualquer, valem as seguintes informações.

i) f = f+ − f−.

ii) |f | = f+ + f−.

iii) f+, f− ≥ 0.

iv) f é mensurável se, e somente se, f+ e f− são ambas mensuráveis.

Definição 2.10. Se f é uma função mensurável e
∫
f+dx < ∞,

∫
f−dx < ∞,

dizemos que f é integrável e sua integral é dada por∫
f(x)dx =

∫
f+dx−

∫
f−dx.

Observamos que uma função mensurável f é integrável se, e somente se, |f | o é, e
então ∫

|f |dx =

∫
f+dx+

∫
f−dx.

Definição 2.11. Se f é uma função mensurável tal que ao menos uma das integrais∫
f+dx,

∫
f−dx é finita, então∫

f(x)dx =

∫
f+dx−

∫
f−dx.
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Pela definição anterior, são permitidas as integrais terem valores infinitos, então
essa definição é uma extensão da definição 2.8. Mas f é dita integrável somente se as
condições da definição 2.10 são satisfeitas, isto é, se |f | tem integral finita.

A seguir enunciamos um teorema e uma proposição que utilizamos na demonstração
do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue.

Teorema 2.6 (Propriedades). Sejam f, g : R→ R funções integráveis. São válidas as
afirmações:

(i) af é integrável e
∫
afdx = a

∫
fdx, para qualquer a ∈ R.

(ii) f + g é integrável e
∫
f + gdx =

∫
fdx+

∫
gdx.

(iii) Se f = 0 q.t.p então
∫
fdx = 0.

(iv) Se f 6 g q.t.p então
∫
fdx 6

∫
gdx.

(v) Se A,B ⊂ R são mensuráveis e tais que A ∩B = ∅ então∫
A∪B

fdx =

∫
A

fdx+

∫
B

fdx.

Proposição 2.1. Se f, g : R → R são funções mensuráveis, tais que |f | 6 |g| q.t.p e
g é integrável então f é integrável.

Teorema 2.7 (Teorema da Convegência Dominada de Lebesgue). Seja fn : R → R,
com n = 1, 2, ..., uma sequência de funções mensuráveis tais que |fn(x)| 6 g(x) em
q.t.p, onde g : R → R é uma função integrável e fn(x) → f(x) em q.t.p. Então f é
integrável e

lim

∫
fndx =

∫
fdx.

Demonstração. Como para cada natural n temos |fn| 6 g, segue que |f | 6 g. Logo
pela proposição 2.1 temos que para qualquer n, as funções fn e f são integráveis. Temos
também que (g+fn)n∈N∗ é uma sequência de funções não negativas mensuráveis, assim,
pelo Lema de Fatou obtemos

lim inf

∫
(g + fn)dx >

∫
lim inf (g + fn)dx.

Então
∫
gdx+ lim inf

∫
fndx >

∫
gdx+

∫
fdx e como g é integrável temos

∫
gdx <

∞ e daí
lim inf

∫
fndx >

∫
fdx. (2.1)
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Agora, a sequência (g−fn)n∈N∗ é também de funções mensuráveis não negativas. Logo,
pelo Lema de Fatou novamente obtemos

lim inf

∫
(g − fn)dx >

∫
lim inf (g − fn)dx.

Então
∫
gdx− lim sup

∫
fndx >

∫
g −

∫
f e, sendo g integrável temos

lim sup

∫
fndx 6

∫
fdx. (2.2)

De (2.1) e (2.2) temos

lim sup

∫
fndx 6

∫
fdx 6 lim inf

∫
fndx,

ou seja,

lim

∫
fndx =

∫
fdx.

2.2 Propriedades Gerais das Equações Diferenciais Or-
dinárias

Nesta seção iremos enunciar os principais resultados referentes a existência e unici-
dade de soluções, a definição de ponto de equilíbrio e também de bifurcação de ponto
de equilíbrio.

Iremos considerar aqui o problema de Cauchy dado por

x′ = f(t, x) x(t0) = x0. (2.3)

Seja Ω um subconjunto do espaço R × E sendo E = Rn. Um elemento de R × E
será denotado por (t, x), t ∈ R e x = (x1, ..., xn) em E. Adotaremos em R×E a norma
|(t, x)| = max{|t|, |x|}, onde |x| denota uma norma em E.

Seja f : Ω→ E uma aplicação contínua e seja I ⊂ R um intervalo não degenerado.

Definição 2.12. Uma função diferenciável ϕ : I → E chama-se solução da equação

x′ = f(t, x)

no intervalo I se:

i) o gráfico de ϕ em I, isto é, {(t, ϕ(t)); t ∈ I} está contido em Ω.

ii) ϕ′(t) = f(t, ϕ(t)) para todo t ∈ I.
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Definição 2.13. Uma aplicação f : Ω ⊆ R×Rn → Rn chama-se Lipschitiziana em Ω

relativamente a segunda variável se existe uma constante K tal que

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ K|x− y| (2.4)

para todo (t, x), (t, y) ∈ Ω, K é chamada de constante de Lipschitz de f .

Lema 2.1 (Lema de Contração). Sejam (X, d) um espaço métrico completo e F : X →
X uma contração, isto é, d(F (x), F (y)) ≤ Kd(x, y), para 0 ≤ K < 1. Existe um único
ponto fixo p, por F , isto é, F (p) = p.

Corolário 2.1. Seja X um espaço métrico completo. Se F : X → X é contínua e,
para algum m, Fm é uma contração, então existe um único ponto p fixo por F .

Teorema 2.8. (Teorema de Picard.) Seja f contínua e Lipschitziana em Ω = Ia×Bb,
onde Ia = {t; |t− t0| ≤ a}, Bb = {x; |x− x0| ≤ b}. Se |f | ≤M em Ω então existe uma
única solução de

x′ = f(t, x) x(t0) = x0

em Iα, onde α = min{a, b
M
}.

Demonstração. Seja X = C(Iα, Bb) espaço métrico completo das funções contínuas
ϕ : Iα → Bb com métrica

d(ϕ1, ϕ2) = sup
t∈Iα
|ϕ1(t)− ϕ2(t)|.

Para ϕ ∈ X, seja F (ϕ) : Iα → E função composta definida por

F (ϕ)(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, ϕ(s))ds, t ∈ Iα. (2.5)

Destacamos as seguintes propriedades de F :

i) F (X) ⊆ X.

ii) F n é uma contração, para n suficientemente grande.

Provaremos primeiro o item i).

De fato, para todo t ∈ Iα,

|F (ϕ)(t)− x0| =
∣∣∣ ∫ t

t0

f(s, ϕ(s))ds
∣∣∣

≤M |t− t0|
≤Mα

≤ b.

Com isso provamos que F (X) ⊆ X.
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Agora, mostraremos o item ii).

De fato, para todo par ϕ1, ϕ2 ∈ X e todo n ≥ 0

|F n(ϕ1)(t)− F n(ϕ2)(t)| ≤
Kn|t− t0|n

n!
d(ϕ1, ϕ2), t ∈ Iα, (2.6)

onde K é uma constante de Lipschitz de f .

Mostramos que esta desigualdade é válida por indução finita em n.

Para n = 0 temos que

|ϕ1(t)− ϕ2(t)| ≤ d(ϕ1, ϕ2) = sup
t∈Iα
|ϕ1(t)− ϕ2(t)|, t ∈ Iα.

Suponhamos válida para n = k, ou seja,

|F k(ϕ1)(t)− F k(ϕ2)(t)| ≤
Kk|t− t0|k

k!
d(ϕ1, ϕ2), t ∈ Iα.

E temos que provar que vale para n = k + 1

|F k+1(ϕ1)(t)− F k+1(ϕ2)(t)| = |F (F k(ϕ1))(t)− F (F k(ϕ2))(t)|

≤
∣∣∣ ∫ t

t0

|f(s, F k(ϕ1)(s))− f(s, F k(ϕ1)(s))|ds
∣∣∣

≤
∣∣∣ ∫ t

t0

K|F k(ϕ1)(s)− F k(ϕ1)(s)|ds
∣∣∣

≤ K
∣∣∣ ∫ t

t0

Kk(t0 − s)k

k!
d(ϕ1, ϕ2)ds

∣∣∣
=
Kk+1|t− t0|k+1

(k + 1)!
d(ϕ1, ϕ2)

portanto, d(F n(ϕ1), F
n(ϕ2)) ≤

Knαn

n!
d(ϕ1, ϕ2) e, para n grande,

Knαn

n!
< 1,

pois este é o termo geral cuja soma é expkα, onde F n é uma contração de X. Pelo
corolário do Lema da Contração, existe uma única ϕ tal que F (ϕ) = ϕ, e isto
prova o teorema.

Corolário 2.2. Seja Ω aberto em R×E e seja f : Ω→ E contínua com D2f também
contínua. Para todo ponto (t0, x0) em Ω existe uma vizinhança V = I(t0)× B(x0) tal
que x′ = f(t, x), x(t0) = x0 tem uma única solução em I(t0). Além disso, o gráfico
desta solução está contido em V .

Se ϕ é uma solução da equação diferencial em um intervalo I dizemos ϕ̂ é uma
continuação de ϕ se ϕ̂ é definida em um intervalo Î contido em I, ϕ̂ coincide com ϕ

em I e ϕ̂ satisfaz a equação diferencial em Î. Uma solução ϕ é não continuada se
não existir essa continuação, ou seja, o intervalo é o intervalo máximo de existência da
solução.
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Lema 2.2. Seja f contínua e limitada num aberto Ω de R×E então qualquer solução
ϕ(t) de x′ = f(t, x) definida em um intervalo (a, b) é tal que ϕ(a+ 0) e ϕ(b− 0) existe.
Se f(b, ϕ(b−0)) é definida de modo que f(t, x) é contínua em (b, ϕ(b−0)). Então ϕ(t)

é uma solução de x′ = f(t, x) em (a, b]. A mesma observação vale para a extremidade
esquerda.

Teorema 2.9. Seja f contínua num aberto Ω de R × E e ϕ(t) é uma solução de
x′ = f(t, x) em algum intervalo, então existe ϕ contínua para um intervalo maximal de
existência. Além disso, se (a, b) é um intervalo maximal de existência de uma solução
x de x′ = f(t, x), então (t, x(t)) tende a fronteira de Ω quando t→ a e t→ b.

Agora, para finalizar vamos enunciar as definições de ponto de equilíbrio e de ponto
de bifurcação que serão utilizadas.

Definição 2.14. Se x̄ é um zero de f , isto é, f(x̄) = 0, então x(t) ≡ x̄ é solução de
x′ = f(x) e é chamada de solução de equilíbrio ou estacionária e o ponto x̄ é chamado
de ponto de equilíbrio ou singularidade.

Agora definimos ponto de bifurcação. Consideramos f : R × B1 → B2, e B1, B2

espaços de Banach.

Definição 2.15. Suponhamos que Γ : (λ, x(λ)) é uma curva de solução de f(λ, x) = 0.
Seja (λ0, x0) ≡ (λ0, x(λ0)) um ponto interior dessa curva, com a propriedade que toda
vizinhança (λ0, x0) em R × B1 contém soluções que não são de Γ. Então (λ0, x0)

é chamado de ponto de bifurcação com respeito a curva Γ. Soluções de f(λ, x) =

0 próximas (λ0, x0) e que não pertecem a curva Γ, são muitas vezes chamados de
“conjunto de bifurcação”.

Essa definição e alguns resultados são encontrados em [5].



3 Bifurcações de Pontos de
Equilíbrios

Neste capítulo, apresentamos o estudo de bifurcações, com respeito ao parâmetro
λ > 0, de pontos de equilíbrio para o problema parabólico quasilinear governado pelo
p-Laplaciano, p > 2, r > 0 dado por


φt = λ(|φx|p−2φx)x + |φ|p−2φ(1− |φ|r), (x, t) ∈ (0, 1)× (0,+∞)

φ(0, t) = φ(1, t) = 0, 0 ≤ t < +∞
φ(x, 0) = φ0(x), x ∈ (0, 1)

(3.1)

e o problema semilinear dado por
φt = λφxx + φ(1− |φ|r), (x, t) ∈ (0, 1)× (0,+∞)

φ(0, t) = φ(1, t) = 0, 0 ≤ t < +∞
φ(x, 0) = φ0(x), x ∈ (0, 1).

(3.2)

Os problemas quasilinear (3.1) e semilinear (3.2) são estudados respectivamente em
[6] e [7].

3.1 Problema Auxiliar e a Função Time Mapping

Os pontos de equilíbrio de (3.1) e (3.2) são soluções das equações{
λ(|φx|p−2φx)x + |φ|p−2φ(1− |φ|r) = 0, x ∈ (0, 1)

φ(0) = φ(1) = 0
(3.3)

e {
λφxx + φ(1− |φ|r) = 0, x ∈ (0, 1)

φ(0) = φ(1) = 0.
(3.4)

Este estudo foi baseado nos artigos [1] e [2] e na dissertação de mestrado [3].
O estudo do conjunto dos pontos de equilíbrio é importante, pois o atrator é carac-

terizado através do conjunto instável dos pontos de equilíbrio (ver [7]).
Consideremos o seguinte problema auxiliar de valor inicial

25
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{
λ(ψp)x + fp(φ) = 0, x ∈ (0,+∞)

φ(0) = 0 ψp(0) = αp,
(3.5)

sendo que αp é um parâmetro, ψp = |φx|p−2φx e fp(φ) = |φ|p−2φ(1− |φ|r).
Vamos utilizar o método conhecido por “time-map”, para estudar a equação (3.5).
Observamos que se encontrarmos uma solução φ de (3.5) que satisfaz a condição

φ(1) = 0, φ também será solução do problema (3.3) se p > 2 ou do problema (3.4) se
p = 2. Com o intuito de obter soluções de (3.5) satisfazendo φ(1) = 0 vamos variar αp
e analisaremos o retrato de fase de (3.5).

Denotaremos por φ(·, αp) a solução de (3.5) com φ(0) = 0 e ψp(0) = αp.
Definimos Fp : R→ R dada por

Fp(φ) =

∫ φ

0

fp(s)ds

=

∫ φ

0

|s|p−2s(1− |s|r)ds

=
|φ|p

p
− |φ|

p+r

p+ r
.

Observe que Fp é estritamente crescente em [0, 1], pois

F ′p(φ) = fp(φ) = |φ|p−2φ(1− |φ|r)>0,

para φ ∈ [0, 1].
Agora, multiplicando a equação de (3.5) por φx temos

λ(|φx|p−2φx)xφx + φxfp(φ) = 0.

Integrando de 0 a x obtemos a expressão∫ x

0

λ(|φx(s)|p−2φx(s))xφx(s) + φx(s)fp(φ(s))ds = 0.

Observação 3.1. Se p = 2, φ é de classe C2, pois φxx = −fp(φ)

λ
. Se p > 2, φ é duas

vezes diferenciável a menos de um conjunto de medida nula (ver [3]).

Assim,

∫ x

0

λ((p− 2)|φx(s)|p−3φxx(s)|φx(s)|+ |φx(s)|p−2φxx(s))φx(s) + φx(s)fp(φ(s))ds = 0,

ou seja, ∫ x

0

λ((p− 1)|φx(s)|p−2φx(s)φxx(s)) + φx(s)fp(φ(s))ds = 0.
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Como
d

ds
Fp(φ(s)) = fp(φ(s))φx(s), então∫ x

0

λ((p− 1)|φx(s)|p−2φx(s)φxx(s)) +
d

ds
Fp(φ(s))ds = 0⇒

λ

∫ x

0

(p− 1)|φx(s)|p−2φx(s)φxx(s)ds+

∫ x

0

d

ds
Fp(φ(s))ds = 0⇒

λ

∫ x

0

(p− 1)|φx(s)|p−2φx(s)φxx(s)ds+ [Fp(φ(s))]x0 = 0⇒

λ

∫ x

0

(p− 1)|φx(s)|p−2φx(s)φxx(s)ds+ Fp(φ(x))− Fp(φ(0)) = 0, (3.6)

para todo x ∈ (0,+∞).
Vamos resolver

λ

∫ x

0

(p− 1)|φx(s)|p−2φx(s)φxx(s)ds.

Fazendo u = φx(s) temos que

λ(p− 1)

∫ x

0

|φx(s)|p−2φx(s)φxx(s)ds = λ(p− 1)

∫ φx(x)

φx(0)

|u|p−2udu.

Fazendo agora, a mudança v = u2 obtemos

λ(p− 1)

∫ x

0

|φx(s)|p−2φx(s)φxx(s)ds =
λ(p− 1)

2

∫ φ2
x(x)

φ2
x(0)

|v|
p−2
2 dv

=
λ(p− 1)

2

[2|v| p2
p

]φ2
x(x)

φ2
x(0)

=
λ(p− 1)

p
[|φ2

x(x)|
p
2 − |φ2

x(0)|
p
2 ]

=
λ(p− 1)

p
[|φx(x)|p − |φx(0)|p].

Assim,

λ(p− 1)

p
(|φx(x)|p − |φx(0)|p) + Fp(φ(x))− Fp(φ(0)) = 0.

Como Fp(φ(0)) = 0, temos que

λ(p− 1)

p
|φx(x)|p − λ(p− 1)

p
|φx(0)|p + Fp(φ(x)) = 0, (3.7)

para todo x ∈ (0,+∞), desde que |ψp(x)| = |φx(x)|p−1, segue que, |ψp(x)|
p
p−1 =

|φx(x)|p, e assim

|αp|
p
p−1 = |ψp(0)|

p
p−1 = |φx(0)|p.
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Assim, voltando na relação (3.7) temos que

λ(p− 1)

p
|ψp|

p
p−1 + Fp(φ) =

λ(p− 1)

p
|αp|

p
p−1 . (3.8)

A seguir definimos αp0 e φα,p como segue

Fp(1) =
λ(p− 1)

p
|αp0|

p
p−1 (3.9)

Fp(φα,p) =
λ(p− 1)

p
|αp|

p
p−1 , (3.10)

sendo que φα,p ∈ (0, 1], φα,p tem valor máximo de φ e αp0 é a “velocidade” máxima para
que φ tenha seu primeiro máximo igual a 1.

Notemos que como Fp e |ψp| são funções pares e por (3.8) temos que o retrato de
fase φψ é simétrico em relação aos eixos φ e ψ , logo basta olhar o primeiro quadrante.
Da equação (3.5) temos que se 0 < φ < 1, então ψp é decrescente, e se φ > 1, ψp é
crescente. Analisando o conjunto

Aα,p = {(φ, ψ) ∈ R2|Gp,λ(φ, ψ) =
λ(p− 1)

p
|αp|

p
p−1},

onde Gp,λ(φ, ψ) =
λ(p− 1)

p
|ψp|

p
p−1 + Fp(φ) e utilizando que Fp é injetora em [0, 1],

obtemos o seguinte retrato de fase.

Figura 3.1: Retrato de fase de φψ de (3.5)
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Pelo retrato de fase temos que se αp = αp0, então ψp = 0, e assim φ = 1. De
maneira análoga, se αp < αp0, então ψp = 0 e portanto φ = φα,p. Da mesma forma
αp > αp0, então φ = 1 o que implica que ψp > 0.

Observação 3.2. Observe que quando tomamos αp < αp0, αp como sendo “velocidade”
inicial, temos que φα,p é um valor extremo de φ e no caso p > 2, quando tomamos
αp = αp0 temos que φ atinge seu primeiro máximo em φα,p0 = 1. Ainda pelo retrato
de fase percebemos que se αp > αp0 , φ(·, αp) é solução de (3.5), mas não é de (3.3) se
p > 2 e de (3.4) se p = 2, pois não satisfaz φ(1, αp) = 0. Como estamos interessados
em soluções de (3.3) e (3.4), consideraremos de agora em diante αp ∈ (0, αp0 ] (já que
se φ é solução, −φ também é, e se αp = 0 a única solução de (3.5) é a trivial). Veremos
mais adiante que quando αp = αp0 em p = 2, φ é solução do problema (3.5) mais não
será solução do problema (3.4).

Definimos

Xp(αp) = X(αp, λ) = inf{x ∈ (0,+∞);φx(x, αp) = 0}.

Consideramos x como a variável tempo, temos que Xp(αp) significa o menor tempo
necessário para a órbita que saiu de (0, αp) chegar em (φα,p, 0) sobre a curva Γ no retrato
de fase 3.1, ou seja, o tempo necessário para que a curva atinja seu primeiro máximo.
Devido a essa interpretação a função Xp(αp) é conhecida como função “time-map”.

Figura 3.2: Gráfico de x em função de φ

Já vimos anteriormente que |ψp|
p
p−1 = |φx|p e definimos Fp(φα,p) como em (3.10),

substituindo em (3.8) temos que

λ(p− 1)

p
|φx|p + Fp(φ) = Fp(φα,p)⇒
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λ(p− 1)

p

∣∣∣dφ
dx

∣∣∣p = Fp(φα,p)− Fp(φ)⇒

∣∣∣dφ
dx

∣∣∣p =
p

λ(p− 1)
(Fp(φα,p)− Fp(φ)),

ou ainda, ∣∣∣dφ
dx

∣∣∣ =
( p

λ(p− 1)
(Fp(φα,p)− Fp(φ))

) 1
p
.

Podemos considerar x em função de φ, pois φ é uma função bijetora no intervalo
(0, Xp(αp)) em (0, φα,p), logo inversível.

Assim, ∣∣∣dx
dφ

∣∣∣ =
( p

λ(p− 1)
(Fp(φα,p)− Fp(φ))

)− 1
p
. (3.11)

Daí, se φα,p é máximo,∫ φα,p

0

dx

dφ
(φ)dφ = x(φα,p)− x(0) = Xp(αp),

e, se φα,p é mínimo,

−
∫ 0

φα,p

dx

dφ
(φ)dφ = x(φα,p)− x(0) = Xp(αp).

Portanto, Xp(αp) é uma função de (0, αp0] em (0,∞], onde

Xp(αp) =

∫ φα,p

0

dx

dφ
(φ)dφ

=
(λ(p− 1)

p

) 1
p

∫ φα,p

0

(Fp(φα,p)− Fp(φ))−
1
pdφ

=
(λ(p− 1)

p

) 1
p
Ip(φα,p).

Podemos substituir
∣∣∣dx
dφ

∣∣∣ pela equação (3.11), pois como Fp é injetora em (0, 1)

temos que Fp(φα,p) = Fp(φ) no intervalo [0, φα,p] somente se φ = φα,p e ele está no
extremo do intervalo de integração.

Denotamos Ip(φα,p) =

∫ φα,p

0

(Fp(φα,p)− Fp(φ))−
1
pdφ, onde φα,p ∈ (0, 1], pois muitas

vezes é mais convêniente analisarmos o que acontece com Ip(φα,p) do que Xp(αp).
Veremos a seguir um lema que nos dá informações importantes sobre Ip(·), conse-

quentemente, Xp(·).

Lema 3.1. Para p ≥ 2 temos que Ip(·) é estritamente crescente em (0, 1) e contínua
em (0, 1] para p > 2 e em (0, 1) para p = 2.
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i) Para caso p > 2 temos que lim
a→1−

Ip(a) = Ip(1) é finito e além disso lim
a→0+

Ip(a) =

Ip0, onde Ip0 = p
1
p

∫ 1

0

(1− tp)−
1
pdt.

ii) Para caso p = 2 temos que lim
a→1−

I2(a) =∞ e além disso lim
a→0+

I2(a) =

√
2

2
π.

Demonstração. Como φ = 1 é um ponto de máximo local de Fp, temos que F ′p(1) = 0.
Pela expansão em Taylor de Fp, obtemos que

Fp(φ) = Fp(1) + F ′p(1)(φ− 1) +
F ′′p (1)(φ− 1)2

2
+ o(φ− 1)2.

Portanto temos que

Fp(φ)− Fp(1) =
F ′′p (1)(φ− 1)2

2
+ o(φ− 1)2,

ou ainda,

Fp(φ)− Fp(1)

(φ− 1)2
=
F ′′p (1)

2
+ o(k),

sendo k uma constante.
Portanto Fp(1)− Fp(φ) = O((φ− 1)2).

Mostremos que Ip(1) é um número real se p > 2.

Como lim
φ→1

Fp(1)− Fp(φ)

(1− φ)2
= −

F ′′p (1)

2
=
r

2
> 0, temos que

lim
φ→1

(1− φ)2

Fp(1)− Fp(φ)
=

2

r
⇒

lim
φ→1

( (1− φ)2

Fp(1)− Fp(φ)

) 1
p

=
(2

r

) 1
p ⇒

lim
φ→1

(1− φ)
2
p

(Fp(1)− Fp(φ))
1
p

=
(2

r

) 1
p
> 0.

Logo existe δ > 0 tal que se |φ− 1| < δ então

∣∣∣ (1− φ)
2
p

(Fp(1)− Fp(φ))
1
p

−
(2

r

) 1
p
∣∣∣ < 1

2

(2

r

) 1
p
,

ou seja,

1

(Fp(1)− Fp(φ))
1
p

<
3

2

(2

r

) 1
p 1

(1− φ)
2
p

.

Assim,
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Ip(1) =

∫ 1

0

1

(Fp(1)− Fp(φ))
1
p

dφ

=

∫ 1−δ

0

1

(Fp(1)− Fp(φ))
1
p

dφ+

∫ 1

1−δ

1

(Fp(1)− Fp(φ))
1
p

dφ

<

∫ 1−δ

0

1

(Fp(1)− Fp(φ))
1
p

dφ+

∫ 1

1−δ

3

2

(2

r

) 1
p 1

(1− φ)
2
p

dφ <∞,

se p > 2.
Portanto Ip(1) é um número real.

Mostremos agora que lim
a→1−

I2(a) não é finito.

Como lim
φ→1

F2(1)− F2(φ)

(1− φ)2
= −F

′′
2 (1)

2
=
r

2
> 0, temos que

lim
φ→1

(1− φ)2

F2(1)− F2(φ)
=

2

r
⇒

lim
φ→1

( (1− φ)2

F2(1)− F2(φ)

) 1
2

=
(2

r

) 1
2 ⇒

lim
φ→1

(1− φ)

(F2(1)− F2(φ))
1
2

=
(2

r

) 1
2
.

Logo existe δ > 0 tal que se |φ− 1| < δ então∣∣∣ (1− φ)

(F2(1)− F2(φ))
1
2

−
(2

r

) 1
2
∣∣∣ < 1√

2r
,

ou seja,

1√
2r

1

(1− φ)
<

1

(F2(1)− F2(φ))
1
2

.

Assim,

∫ 1

0

1

(F2(1)− F2(φ))
1
2

dφ =

∫ 1−δ

0

1

(F2(1)− F2(φ))
1
2

dφ+

∫ 1

1−δ

1

(F2(1)− F2(φ))
1
2

dφ

>

∫ 1−δ

0

1

(F2(1)− F2(φ))
1
2

dφ+

∫ 1

1−δ

1√
2r

1

(1− φ)
dφ =∞,

se p = 2.
Portanto lim

a→1−
I2(a) =∞.

Fazendo a mudança de variável φ = as em Ip(a) =

∫ a

0

(Fp(a) − Fp(φ))−
1
p , com

0 ≤ s < 1 e 0 < a ≤ 1, obtemos
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Ip(a) =

∫ a

0

(Fp(a)− Fp(φ))−
1
pdφ

= a

∫ 1

0

(Fp(a)− Fp(as))−
1
pds

= a

∫ 1

0

(∫ a

0

fp(t)dt−
∫ as

0

fp(t)dt
)− 1

p
ds

= a

∫ 1

0

(∫ a

0

fp(t)dt+

∫ 0

as

fp(t)dt
)− 1

p
ds

= a

∫ 1

0

(∫ a

as

fp(t)dt
)− 1

p
ds

= a

∫ 1

0

(∫ a

as

|t|p−2t(1− |t|r)dt
)− 1

p
ds

= a

∫ 1

0

([tp
p
− tp+r

p+ r

]a
as

)− 1
p
ds

= a

∫ 1

0

(ap
p
− ap+r

p+ r
− (as)p

p
+

(as)p+r

p+ r

)− 1
p
ds

= a

∫ 1

0

(
ap
(1− sp

p

)
+ ap+r

(−1 + sp+r

p+ r

))− 1
p
ds

= a

∫ 1

0

(
ap
(1− sp

p
− ar

(1− sp+r

p+ r

)))− 1
p
ds

=

∫ 1

0

(1− sp

p
− ar (1− sp+r)

p+ r

)− 1
p
ds

=

∫ 1

0

Φ(s, a)−
1
pds,

onde Φ(s, a) =
1− sp

p
− ar (1− sp+r)

p+ r
> 0 para s ∈ [0, 1).

Mostremos que Ip(·) é contínua em (0, 1] para p > 2.
Seja a0 ∈ (0, 1] arbitrário.
Consideremos {an} uma sequência crescente contida em (0, 1] tal que an → a−0 e

definimos para cada n ∈ N

ϕn(t) =
(1− tp

p
− (1− tp+r)

p+ r
(an)r

)− 1
p
.

Notemos que para t ∈ (0, 1),

0 < an < an+1 < 1⇒ ϕn(t) < ϕn+1(t).

Temos também que ϕn(t)→ ϕ0(t), para todo t ∈ (0, 1). Logo segue do Teorema da
Convergência Monótona de Lebesgue que
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lim
n→∞

∫ 1

0

ϕn(t)dt =

∫ 1

0

ϕ0(t)dt,

e assim,

lim
an→a−0

Ip(an) = lim
an→a−0

∫ 1

0

(1− tp

p
− (1− tp+r)

p+ r
(an)r

)− 1
p
dt

=

∫ 1

0

(1− tp

p
− (1− tp+r)

p+ r
(a0)

r
)− 1

p
dt

= Ip(a0).

Seja a0 ∈ [0, 1) arbitrário.
Consideremos agora {an} uma sequência decrescente contida em (0, 1] tal que an →

a+
0 e definimos, da mesma forma, para cada n ∈ N.

ϕn(t) =
(1− tp

p
− (1− tp+r)

p+ r
(an)r

)− 1
p
.

Notemos que para t ∈ (0, 1),

0 < an+1 < an < 1⇒ ϕn+1(t) < ϕn(t).

Temos também que ϕn(t)→ ϕ0(t), para todo t ∈ (0, 1). Ainda, ϕ1(t) ∈ L1, pois

∫ 1

0

ϕ1(t)dt =

∫ 1

0

(1− tq

q
− (1− tq+r)

q + r
(a1)

r
)− 1

p
dt

≤
∫ 1

0

(1− tq

q
− (1− tq+r)

q + r
(1)r

)− 1
p

= Ip(1) <∞.

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

lim
n→∞

∫ 1

0

ϕn(t)dt =

∫ 1

0

ϕ0(t)dt,

e assim,

lim
an→a+

0

Ip(an) = lim
an→a+

0

∫ 1

0

(1− tp

p
− (1− tp+r)

p+ r
(an)r

)− 1
p
dt

=

∫ 1

0

(1− tp

p
− (1− tp+r)

p+ r
(a0)

r
)− 1

p
dt

= Ip(a0).

Portanto lim
an→a0

Ip(an) = Ip(a0) e Ip(·) é contínua em (0, 1].
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Derivando Ip com relação à a obtemos que

I ′p(a) =

∫ 1

0

−1

p
Φ(s, a)−

1
p
−1Φ′(s, a)ds.

Seja Ψ(s, a) = −Φ′(s, a). Temos então que

I ′p(a) =
1

p

∫ 1

0

Ψ(s, a)Φ(s, a)−
1
p
−1ds. (3.12)

Observe que Φ′(s, a) = −rar−1 1− sp+r

p+ r
< 0, se s ∈ [0, 1). Assim temos que I ′p(a) >

0 em (0, 1) e dessa forma Ip(·) é estritamente crescente em (0, 1).

Mostremos também que lim
a→0+

Ip(a) = Ip0, onde Ip0 = p
1
p

∫ 1

0

(1− tp)−
1
pdt.

lim
a→0+

Ip(a) = lim
a→0+

∫ 1

0

(1− sp

p
− ar (1− sp+r)

p+ r

)− 1
p
ds

=

∫ 1

0

(1− sp

p

)− 1
p
ds

= p
1
p

∫ 1

0

(1− sp)−
1
pds.

Assim lim
a→0+

Ip(a) = Ip0, onde Ip0 = p
1
p

∫ 1

0

(1− tp)−
1
pdt <∞.

Agora, antes de mostrarmos a continuidade de Ip(·) em (0, 1) para p = 2, vamos
mostrar que ela é estritamente crescente nesse intervalo, e para isso faremos algumas
considerações.

Dado a considere a mudança de variável y2 =
F2(φ)

F2(a)
, 0 ≤ y ≤ 1 e derivando em

relação a φ temos
dy

dφ
=

f2(φ)

2yF2(a)
> 0,

pois f2(φ) > 0, para φ ∈ (0, 1) e F2(a) > 0, para a ∈ (0, 1].
Logo, y é estritamente crescente em (0, 1).

Vimos que, I2(a) =

∫ a

0

1

(F2(a)− F2(φ))
1
2

dφ.

Assim, fazendo a mudança de variável y2 =
F2(φ)

F2(a)
dada acima, temos
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I2(a) =

∫ a

0

1

(F2(a)− F2(φ))
1
2

dφ

=

∫ 1

0

2yF2(a)

f2(φ)(F2(a)− y2F2(a))
1
2

dy

=

∫ 1

0

2yF2(a)

f2(φ)
√

(F2(a)(1− y2)
dy

=

∫ 1

0

2yF2(a)

f2(φ)
√

(F2(a)
√

(1− y2)
dy

=

∫ 1

0

2y
√
F2(a)

f2(φ)
√

(1− y2)
dy.

Observe que y depende continuamente de a e φ, e φ depende de y e a, assim o
integrando é contínuo em a, e portanto, I2(a) é contínua em a ∈ (0, 1].

Agora, para terminarmos a demonstração temos que mostrar que lim
a→0+

I2(a) =

√
2

2
π.

Consideremos 0 < ε < 1. Se x ≥ 0, definimos

g(x) = f2(x)− (1 + ε)x.

Como g′(x) = f ′2(x)− (1 + ε) e g′(0) = f ′2(0)− 1− ε = −ε < 0. Desde que g ∈ C1

temos que g é decrescente em uma vizinhança [0, δ] de 0. Assim, g(x) < g(0) = 0, e
então f2(x) ≤ (1 + ε)x, para x ∈ [0, δ].

Se tomarmos h(x) = f2(x)− (1− ε)x temos de forma análoga que f2(x) ≥ (1− ε)x,
para x ∈ [0, δ̃].

Logo, para cada 0 < ε < 1, tomando 0 < δ ≤ min{δ, δ̃} temos que se 0 ≤ x ≤ δ,
então

(1− ε)x ≤ f2(x) ≤ (1 + ε)x. (3.13)

Para 0 ≤ φ ≤ δ, integrando a relação (3.13) de 0 a φ, temos∫ φ

0

(1− ε)xdx ≤
∫ φ

0

f2(x)dx ≤
∫ φ

0

(1 + ε)xdx,

ou seja,

(1− ε)φ
2

2
≤ F2(φ) ≤ (1 + ε)

φ2

2
.

Como F2(φ) = F2(a)y2 temos

1

2
(1− ε)φ2 ≤ F2(a)y2 ≤ 1

2
(1 + ε)φ2,

ou seja,

((1− ε)
2F2(a)

) 1
2
φ < y <

((1 + ε)

2F2(a)

) 1
2
φ,
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desde que 0 < φ < δ, para todo y ∈ (0, 1).
Como (1− ε)φ ≤ f2(φ) ≤ (1 + ε)φ, temos

1

(1 + ε)φ
≤ 1

f2(φ)
≤ 1

(1− ε)φ
.

Assim, se 0 < φ ≤ δ, obtemos( 1− ε
2F2(a)(1 + ε)2

) 1
2
<

y

f2(φ)
<
( 1 + ε

2F2(a)(1− ε)2

) 1
2
.

Multiplicando essa expressão por
2
√
F2(a)√

1− y2
e integrando 0 a 1 temos

2
( 1− ε

2(1 + ε)2

) 1
2

∫ 1

0

1√
1− y2

dy ≤
∫ 1

0

2y
√
F2(a)

f2(φ)
√

1− y2
dy ≤

( 1 + ε

2(1− ε)2

) 1
2

∫ 1

0

1√
1− y2

dy,

ou seja, ( 1− ε
2(1 + ε)2

) 1
2
π < I2(a) <

( 1 + ε

2(1− ε)2

) 1
2
π.

Fazendo ε→ 0+ temos que δ → 0, logo segue que

π√
2
≤ lim

a→0+
I2(a) ≤ π√

2
.

Portanto, lim
a→0+

I2(a) =

√
2

2
π.

Observação 3.3. Temos que a função que associa a cada αp um φα,p é uma função
estritamente crescente de classe C1 em (0, αp0), para cada p.

De fato, como

Fp(φα,p) =
λ(p− 1)

p
|αp|

p
p−1

é estritamente crescente em αp e ainda Fp(φα,p)→ 0 quando αp → 0, temos então que

φα,p = F−1
p

(λ(p− 1)

p
|αp|

p
p−1

)
é estritamente crescente e obtemos que

φ′α,p =
1

F ′p

(
F−1
p (λ(p−1)

p
|αp|

p
p−1 )

)(λ|αp|
1
p−1 ).

Portanto φα,p ∈ C1(0, αp0).
Pela observação anterior temos que para p ≥ 2 se αp decresce, então φα,p de-

cresce. Pelo Lema 3.1, Ip(·) é estritamente crescente em (0, 1), então Xp(αp) =
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(λ(p− 1)

p

) 1
p
Ip(φα,p) também decresce, mas há um valor mínimoXp0(αp) =

(λ(p− 1)

p

) 1
p
Ip0.

Assim, por menor que seja a velocidade inicial, a solução φ atingirá seu primeiro má-

ximo após Xp0(αp) =
(λ(p− 1)

p

) 1
p
Ip0.

Pelo Lema 3.1 e observando que para p ≥ 2, I ′p(0) = 0, temos a seguinte represen-
tação gráfica para Ip(·).

Figura 3.3: Representação de Ip(·)

Ainda analisando o Lema 3.1 temos que para o caso p > 2 como Ip(1) <∞, então
Xp(αp) <∞ e assim no plano de fase φψ, a órbita que começa em P = (0, αp0) atinge
Q = (1, 0) em um tempo finito Xp(αp0) e como φ̃ ≡ 1 satisfaz a equação de (3.5), depois
de chegar em Q = (1, 0), uma órbita pode permanecer lá por qualquer tempo finito
antes de ir para R = (0,−αp0), a esse tempo finito que a solução é constante e igual a
1 é que chamamos de patamar de φ. Observe que isso só ocorre quando αp = αp0, pois
o ponto (φα,p, 0) = (1, 0) é o único ponto de equilíbrio de (3.5) para αp ∈ (0, αp0].

Como para p > 2 quando αp = αp0 atingimos φ = 1 e podemos permanecer cons-
tante e igual a 1 por qualquer tempo finito, iremos obter infinitas soluções nesse caso.

Já no caso semilinear p = 2, vimos no Lema 3.1 que I2(a) tende ao infinito quando
a tende a 1, ou seja, as soluções estacionárias não atingem o máximo 1 (ou o mínimo
−1) em tempo finito, isto é, a orbita que sai de P não alcança Q em um tempo finito.

Dessa forma concluimos que para 0 < αp < αp0 as soluções não formam patamares,
só terá patamar quando αp = αp0 e isso só ocorrerá para p > 2, ou seja, no caso p = 2

não forma patamar.
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3.2 O conjunto Eλ,p

Antes de mostrarmos os principais resultados desta seção, referentes a estrutura de
Eλ,p, onde Eλ,p é o conjunto de todas as soluções estacionárias, consideraremos algumas
definições e relações que serão necessárias para as demonstrações desses resultados.

Seja Yp(αp) a distância entre duas raízes adjacentes de φ(·, αp). Então sendo αp,

φα,p como em (3.9) e (3.10) e Cλ,p =
(λ(p− 1)

p

) 1
p , temos que

Yp(αp) = 2Xp(αp) = 2Cλ,p

∫ φα,p

0

(Fp(φα,p)− Fp(φ))−
1
pdφ = 2Cλ,pIp(φα,p),

para αp ∈ (0, αp0).
No caso p > 2 se αp = αp0 , vimos que φ alcança o máximo 1 ou o mínimo −1. Dai,

temos que φ(·, αp0), vai formar patamar, e portanto satisfazer a seguinte equação.


φ(x, αp0) = 0 para x = 0 e 2Xp(αp0) + d

0 < φ(x, αp0) < 1 para x ∈ (0, Xp(αp0)) ∪ (Xp(αp0) + d, 2Xp(αp0) + d)

φ(x, αp0) = 1 para x ∈ [Xp(αp0), Xp(αp0) + d],

onde d ∈ [0,∞) é uma constante arbitrária. Desse modo temos infinitas soluções, ou
seja, temos que Yp(·) é uma aplicação multívoca em (0, αp0 ], com Yp(αp0) = [2Cλ,pIp(1),∞).

A figura 3.4 representa o gráfico de φ(x, αp0) com duas raízes entre (0, 1) e com

TP =
3∑
i=1

di, onde TP é a soma dos patamares di.

Figura 3.4: Patamar

A partir deste momento denotaremos por TP o tempo de parada, ou seja, tempo em
que a solução φ(·, αp0) é constante e igual a 1. Como já foi mencionado anteriormente,
o retrato de fase é simétrico em relação a φ e ψ, ou seja, o x-tempo que a solução leva
para sair do eixo-x e atingir o ponto de máximo (ou mínimo) é igual ao tempo que a
solução leva para sair do ponto de máximo (ou mínimo) e chegar no eixo-x, e a esse
tempo denotamos por Xp(αp) para qualquer αp ∈ (0, αp0] se p > 2 e αp ∈ (0, αp0) se
p = 2.
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Seja l o número de raízes de φ em (0, 1).
Assim

2(l + 1)Xp(αp) + TP = 1, (3.14)

se p > 2 e no caso p = 2, TP = 0

2(l + 1)Xp(αp) = 1. (3.15)

Denotamos por El
λ,p = {φ ∈ Eλ,p : φ tem l raízes em (0, 1) e φx(0) > 0}, e

−El
λ,p = {−φ : φ ∈ El

λ,p}, onde l ∈ N. Para cada k ∈ N, a ∈ (0, 1] e p ≥ 2, definimos

λk(a, p) =
p

p− 1
(2(k + 1)Ip(a))−p.

Lema 3.2. Temos que φ(·, αp) ∈ El
λ,p se, e somente se, existem constantes Ci ∈ Yp(αp),

para i = 1, ..., l + 1 de modo que
l+1∑
i=1

Ci = 1, para l ∈ N∗.

Demonstração. Seja αp < αp0. Se φ(·, αp) ∈ El
λ,p, então φ(·, αp) possui l raízes e não

possui patamares, logo pela relação (3.15) temos que 2(l + 1)Xp(αp) = 1. Tomando

Ci = 2Xp(αp), i = 1, ..., l + 1, temos que cada Ci ∈ Yp(αp) e
l+1∑
i=1

Ci = 1. Por outro

lado, se
l+1∑
i=1

Ci = 1, onde Ci = 2Xp(αp) ∈ Yp(αp) para cada i, então φ(·, αp) satisfaz a

condição de fronteira φ(1, αp) = 0 e portanto é solução de (3.3) e (3.4).
Analogamente, seja αp = αp0. Se φ(·, αp0) ∈ El

λ,p então φ possui l raízes em (0, 1)

e consequentemente l + 1 patamares, logo TP =
l+1∑
i=1

di, onde di é o comprimento do

i-ésimo patamar. Pela relação (3.14) temos que

1 = 2(l + 1)Xp(αp0) +
l+1∑
i=1

di =
l+1∑
i=1

(2Xp(αp0) + di),

logo, tomando Ci = 2Xp(αp0) + di, para todo i = 1, ..., l + 1, temos que Ci ∈ Yp(αp0) e
l+1∑
i=1

Ci = 1. Por outro lado, se
l+1∑
i=1

Ci = 1, onde Ci = 2Xp(αp0)+di ∈ Yp(αp0) para cada

i, então φ(·, αp0) satisfaz a condição de fronteira φ(1, αp0) = 0 e portanto é solução de
(3.3).

Teorema 3.1. Definimos para cada k ∈ N, p ≥ 2

λk =
p

p− 1
(2(k + 1)I0)

−p.

Então temos que
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i) Se λ0 ≤ λ, então Eλ,p = {0}.

ii) Se λk+1 ≤ λ < λk, então Eλ,p = {0} ∪
k⋃
l=0

{±El
λ,p}, onde El

λ,p possui as proprie-

dades:

a) E0
λ,p = {φ0

λ,p} para λ > 0.

b) Se λl(1) ≤ λ, para l = 1, 2, ..., então El
λ,p = {φlλ,p}.

c) Se 0 < λ < λl(1), para l = 1, 2, ..., então existe uma relação bijetora entre El
λ,p e

[0, 1]l.

Em particular, o problema (3.3) e (3.4) possui uma única solução positiva se, e
somente se, λ < λ0.

Observe que no caso p = 2, El
λ,p possui apenas as propriedades a) e b), pois não

existe λk(1) portanto El
λ,p = {φlλ,p}.

Demonstração. Como λ0 =
p

p− 1
(2Ip0)

−p, temos que 2Ip0 =
( p

λ0(p− 1)

) 1
p .

Além disso,

Yp(0) = lim
αp→0

Yp(αp)

= lim
αp→0

2Xp(αp)

= lim
φα,p→0

2
(λ(p− 1)

p

) 1
p
Ip(φα,p)

= 2
(λ(p− 1)

p

) 1
p

lim
φα,p→0

Ip(φα,p)

= 2
(λ(p− 1)

p

) 1
p
Ip0

=
(λ(p− 1)

p

) 1
p
( p

λ0(p− 1)

) 1
p

=
( λ
λ0

) 1
p
.

Pelo Lema 3.1, Ip é estritamente crescente, αp 7→ φα,p é uma função estritamente

crescente e Yp(αp) = 2
(λ(p− 1)

p

) 1
p
Ip(φα,p) então temos que Yp é uma função estrita-

mente crescente.
Pelo fato de Yp ser uma função estritamente crescente temos que

Yp(αp) > Yp(0) =
( λ
λ0

) 1
p
,
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para αp ∈ (0, αp0].
Assim, se λ0 ≤ λ, temos que Yp(αp) > 1, para qualquer αp ∈ (0, αp0].
Logo, a única solução de (3.3) e (3.4) é a trivial.
Consideremos agora o caso λ < λ0.
Seja k ∈ N e suponhamos que para λk+1 ≤ λ < λk, exista φ = φ(·, ᾱp) ∈ Eλ,p, tal

que φ possui k + 1 raízes ou mais em (0, 1).
Da definição de λk+1, temos que

2(k + 2)Ip0 =
( p

λk+1(p− 1)

) 1
p
.

Agora,

2(k+2)Ip0 = 2(k+2) lim
a→0+

Ip(a) < 2(k+2)Ip( ¯φα,p) = 2(k+2)
(λ(p− 1)

p

)− 1
p
Xp(ᾱp),

ou seja,

2(k + 2)Ip0 < 2(k + 2)
(λ(p− 1)

p

)− 1
p
Xp(ᾱp) = 2(k + 2)

( p

λ(p− 1)

) 1
p
Xp(ᾱp).

Assim, ( p

λk+1(p− 1)

) 1
p
< 2(k + 2)

( p

λ(p− 1)

) 1
p
Xp(ᾱp)⇒( λ

λk+1

) 1
p
< 2(k + 2)Xp(ᾱp).

Como λk+1 ≤ λ e pela relação (3.14) temos que

1 ≤
( λ

λk+1

) 1
p
< 2(k + 2)Xp(ᾱp) ≤ 1,

o que é um absurdo.
Portanto se λk+1 ≤ λ < λk, temos que Ek+i

λ,p = ∅, para todo i ≥ 1 e Eλ,p =

{0} ∪
k⋃
l=0

{±El
λ,p}.

Estudaremos agora a estrutura de El
λ,p, para l ∈ N∗. Da definição de λl(1) temos

que

2(l + 1)Ip(1) =
( p

(p− 1)λl(1)

) 1
p
.

Logo,

2(l + 1)Xp(αp0) = 2(l + 1)
(λ(p− 1)

p

) 1
p
Ip(1) =

( λ

λl(1)

) 1
p
.

Se λ > λl(1) então 2(l+ 1)Xp(αp0) > 1. Como Xp(·) é estritamente crescente, dado
1

2(l + 1)
∈ Im(Xp), existe um único α̃p ∈ (0, αp0] tal que Xp(α̃p) =

1

2(l + 1)
, o que

implica, 2(l + 1)Xp(α̃p) = 1. Note que α̃p 6= αp0, pois se α̃p = αp0, então

1 = 2(l + 1)Xp(α̃p) = 2(l + 1)Xp(αp0) > 1,
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o que é uma contradição. Neste caso, tomando Ci = 2Xp(α̃p), para todo i = 1, ..., l+ 1

temos que Ci ∈ Yp(α̃p) e
l+1∑
i=1

Ci = 1 e assim pelo Lema 3.2 temos que φlλ,p = φ(·, α̃p) ∈

El
λ,p. A monotonicidade de Xp(·) garante que El

λ,p = {φlλ,p}.
Se λ = λl(1), temos 2(l + 1)Xp(αp0) = 1. Então, tomando Ci = 2Xp(αp0) temos

l+1∑
i=1

Ci = 1 e também pelo Lema 3.2 segue que φlλ,p = φ(·, αp0) ∈ El
λ,p e φ(·, αp0) não

possui patamares nesse caso.
Portanto se λ ≥ λl(1), temos que El

λ,p = {φlλ,p}.
Se λ < λl(1) então 2(l + 1)Xp(αp0) < 1. Tomando Ci = 2Xp(αp0) + di para todo

i = 1, ..., l + 1 de forma que
l+1∑
i=1

Ci = 1, onde cada di é tomado arbitrariamente desde

que
l+1∑
i=1

di = 1− 2(l+ 1)Xp(αp0), temos novamente pelo Lema 3.2 que φ(·, αp0) ∈ El
λ,p.

Nesse caso, El
λ,p consiste de uma infinidade de soluções φ de (3.3) com as seguintes

propriedades: existem (l+ 1) intervalos Ji = [ai, bi], i = 1, ..., l+ 1, tal que
l+1∑
i=1

bi−ai =

TP e 
|φ(x)| = 1 se x ∈ Ji, i = 1, ..., l + 1

|φ(x)| < 1 se x ∈ [0, 1]\
l+1⋃
i=1

Ji

onde |Ji| = bi − ai = di é o comprimento do i-ésimo patamar.
Dessa forma

Rl
λ,p =

{
(d1, ..., dl+1) ∈ Rl+1 tal que

l+1∑
i=1

di = TP e cada di ≥ 0
}
.

Existe uma relação bijetora entre El
λ,p e Rl

λ,p, pois dado d = (d1, ..., dl+1) ∈ Rl
λ,p,

existe uma única φ(·, αp0) ∈ El
λ,p tal que cada di é o comprimento do seu i-ésimo

patamar. E dada φ ∈ El
λ,p, sabemos que φ possui l+1 patamares, logo basta tomarmos

di = comprimento do i-ésimo patamar. Note que essa relação, que denotaremos por
g : Rl

λ,p → El
λ,p é contínua.

Seja T = {(x1, ..., xl) : 0 ≤ xi ≤ 1 e x1 + ...+ xl ≤ 1}.
Considere a aplicação de T em Rl

λ,p dada por

h : (x1, x2, . . . , xl)→ (TP1, TP2, . . . , TPl+1),

onde TPi = xiTP , para i = 1, . . . , l e TPl+1 = (1−x1− · · ·−xl)TP que é uma relação
bijetora entre Rl

λ,p e T .
Agora para finalizar considere a aplicação C de T em [0, 1]l dada pelo seguinte

procedimento.
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Para cada ponto P do hiperplano x1 +x2 + . . .+xl = 1 considere a reta determinada
pela origem O e por P . Esta reta intercepta o cubo l-dimensional, [0, 1]l, em apenas um
ponto Q, utilizando a bijeção entre os segmentos OP e OQ temos que C : T → [0, 1]l

é bijetora.



4 Conclusão

Ao final deste trabalho gostaríamos de ressaltar a diferença entre o conjunto dos
pontos de equilíbrio do problema quasilinear, governado pelo p-Laplaciano, p > 2 e o
conjunto dos pontos de equilíbrio do problema semilinear, p = 2.

Para isso, observamos no Lema 3.1 que as soluções do problema estacionário podem
ter valor de máximo e mínimo igual a 1 e −1, que são raízes de f , ou seja, φ(x) ≡ 1 e
φ(x) ≡ −1 satisfaz a equação (3.3). Sendo assim, os pontos de equilíbrio que atingem
os extremos 1 e −1 podem ficar constante e igual a 1 e −1 por qualquer tempo finito
no intervalo (0, TP ), ou seja, formam patamares. Observe que embora a soma dos

comprimentos de todos os patamares seja constante, ou seja,
l+1∑
i=1

di = TP , sendo l o

número de raízes entre (0, 1), o tempo TP pode ser distribuido livremente entre os di’

s, desde que satisfaça a condição
l+1∑
i=1

di = TP . Assim, podem haver infinitas soluções

de equilíbrio com um mesmo número de raízes.
Isso não ocorre no problema semilinear, pois nesse caso a solução de (3.5) não atinge

os valores extremos 1 e −1 em tempo finito, como mostra o Lema 3.1, isto é, TP = 0,
logo não formam patamares. Sendo assim, há somente um número finito de solução.

Uma outra diferença relevante entre o problema estacionário e o semilinear é o
conjunto de bifurcações.

Seja Γ = (λ, 0) uma curva de solução de λ(φ) = 0 e (λl, 0) ponto interior da curva
Γ.

Para o problema semilinear, pelo Teorema 3.1 temos que para λ ≥ λ0 a única
solução é a trivial. Para λ1 ≤ λ < λ0 temos a solução trivial e bifurcam de (λ0, 0) mais
duas soluções (φ0

λ0,2
e −φ0

λ0,2
), ou seja, Eλ,2 = {0} ∪ {±E0

λ,2}, onde ±E0
λ,2 = {±φ0

λ0,2
}.

Para λ2 ≤ λ < λ1 temos a solução trivial, as soluções anteriores e bifurcando de (λ1, 0)

temos (φ1
λ1,2

e −φ1
λ1,2

), isto é, Eλ,2 = {0} ∪
1⋃
l=0

{±El
λ,2}. E assim sucessivamente, ou

seja, para λk+1 ≤ λ < λk temos a solução trivial, as soluções anteriores e bifurcando de

(λl, 0) temos mais duas soluções, isto é, Eλ,2 = {0}∪
k⋃
l=0

{±El
λ,2}. Portanto, nesse caso,

as soluções bifurcam da solução nula aos pares, como podemos observar na figura 4.1.
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Figura 4.1: Bifurcação

Para o problema quasilinear, temos que o padrão de bifurcação ocorre similar ao
caso semilinear, embora quando λ cruza o valor λl(1), a solução com l raízes entre
(0, 1), atinge o valor máximo 1, respectivamente mínimo −1 e pode ocorrer patamar.
Assim, para l ≥ 1, surge um conjunto infinito de soluções.
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