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RESUMO

Os modelos classicos de DEA (Andlise Envoltoridddeos) determinam a eficiéncia
de uma unidade produtiva, chamada DMU (Decision iMakJnit) segundo reducdo dos
inputs ou aumento dosutputs equiproporcionalmente. Trabalhos posteriores aodefos
DEA classicos propdem indices de eficiéncia DEAebdss em projecOes na fronteira
eficiente que s&o obtidas através de variacbeprimrcionais dénputs e outputs indices
obtidos desta forma sdo chamados de ndo radiaésn Alisso, os modelos DEA classicos
fornecem um Unico alvo radial para cada DMU, canfor orientagdo do modelo, que pode
ser ainput ou aoutput Como no caso do indice de eficiéncia, outros mesdéoram
propostos ao longo dos anos para determinacao wis alternativos, ndo radiais, aos
fornecidos pelos modelos DEA classicos. Este thabgropde um indice baseado em
propriedades vetoriais para o calculo da eficiéanoi@DEA quando uma DMU é projetada em
alvos alternativos. Para isso, apresentam-se algodglos de determinacéo destes alvos néao
radiais em DEA. Dentre estes modelos, apresenarsadelo MORO-D-R, que é um modelo
multiobjetivo derivado do modelo MORO-D para deteragao destes alvos nao radiais sem a
necessidade de introduzir preferéncias do deciddeste trabalho €é apresentado,
principalmente, um novo indice de eficiéncia nadialaem DEA baseado em propriedades
vetoriais, chamado indice IV. Este indice considemasua formulacdo que a eficiéncia
depende da direcéo de projecdo da DMU, diferentend®os indices de eficiéncia néo radiais
existentes que sdo baseados em meédias aritméticagdias ponderadas. Assim, os indices
ndo radiais existentes ndo consideram as cardici@sivetoriais da eficiéncia. E feita uma
comparacao entre o indice IV e os demais indicssritles no trabalho. Sdo mostradas as
vantagens do indice IV, como a possibilidade demselir a eficiéncia de uma DMU
conhecendo seu alvo bem como algumas de suas thgyas, pois ndo impede o
aparecimento de eficiéncias negativas. Determina@stio em que condicdes estas
desvantagens n&o aparecem. E feito um estudo depaes avaliar a eficiéncia dos polos do
CEDERJ (Centro de Educacdo Superior a DistancigEstado do Rio de Janeiro) que
formaram alunos do curso de Licenciatura em Matemato primeiro semestre de 2009.
Além de ter flexibilidade gerencial ao se ter nplits alvos alternativos com o modelo
MORO-D-R, a utilizacdo do indice de eficiéncia I\érmite aos gestores o calculo da
eficiéncia destes polos segundo o alvo nao ragd@dlieido, o que ndo ocorre nos modelos
DEA classicos.

Palavras-chave: DEA. Eficiéncia vetorial. Multiolbye. Projecao ndo radial.



ABSTRACT

The classical DEA (Data Envelopment Analysis) medkdtermine the efficiency of a
decision making unit, called DMU. The efficiencydax is calculated based on proportional
reduction of inputs or proportional increasing oftputs. Subsequent works proposed DEA
efficiency indexes based on non-proportional chargjenputs and outputs. Indexes obtained
this way are called non-radial. Moreover, classi2BA models provide a single radial target
for each inefficient DMU. The target is calculatemsed on the model orientation, to inputs or
to outputs. As with the efficiency index, other matslhave been proposed over the years to
determine alternative non radial targets to thosmiged by classical DEA models. This
thesis presents a new efficiency index based otorgroperties, called IV index, when a
DMU is projected on alternative targets. First, present some models to determine non-
radial targets in DEA. Among these models, we prese model derived from the
multiobjective MORO-D model called MORO-D-R. Thisodel determines the non-radial
targets without the need for decision-maker prefegs. Afterwards, we present the
development of IV index. In its formulation, we &wher that the efficiency index depends on
the DMUSs target direction, in opposition to oth&rséing non radial efficiency indexes based
on arithmetic or weighted averages. Hence, thexesl@rior to the IV index do not take into
account the vector characteristics to measure ffi@eacy. We make a comparison among
the IV index and other non-radial indexes descriipetthis work. We show the advantages of
the IV index, like the possibility of measuring tefficiency of a DMU when we know its
non-radial target. One disadvantage is that théntéx does not prevent the appearance of
negative efficiency indexes, but we shown the cooras under which these do not appear. A
case study is carried on to evaluate the efficieatythe CEDERJ's centers that have
graduated Mathematic students in the first term2009. In addition to the managerial
flexibility in having alternative, non radial, tats with the MORO-D-R, the use of the IV
index enables managers to calculate the efficiandgx of the centers according to the
chosen non radial targets, which does not occalassical DEA models.

Key-words: DEA. Multiobjective. Non-radial projech. Vector efficiency.



1 INTRODUCAO

1.1 MOTIVACAO

A metodologia DEA Data Envelopment Analy3jstambém chamada Analise
Envoltoria de Dados € uma abordagem néao parameieaestimar fronteiras de producéo e
obter indices de eficiéncia. Segundo Pastor .e{1809), o seu inicio significou um novo
modo de medir a eficiéncia de unidades.

A metodologia DEA faz uso de Problemas de Programagnear (PPL) e assume
que o conjunto de producdo é convexo. Assim, o foquepde construir uma fronteira nao
paramétrica linearmente convexa a partir do conjdetdados. Esta definicdo tenta expressar
a eficiéncia de Pareto-Koopmans, definida por Kaoapsn (1951), onde uma unidade
produtiva, chamada DMWDfcision Making Unité Pareto-Koopmans eficiente se e somente
se é tecnologicamente impossivel aumentar qualpetuto (denominadamutpu) e/ou
reduzir qualquer insumo (denominaiigut) sem simultaneamente reduzir outnatput e/ou
aumentar qualquer outiaput (CHARNES; COOPER, 1985). Para visdo mais detalleada
matematicamente mais rigorosa, ver Banker, Char@soper (1984), Charnes et @994)

e Farrel (1957).Nos anos seguintes diversos trabalhos desenvolvetmmmetodologia e
expandiram suas aplicacdes, Seiford e Thrall (1906yell (1993), Coelli (1995), Mukherjee
(1997). Os modelos DEA constroem a fronteira delpgéo (fronteira de melhor pratica) a partir
das informacgfes de todas as unidades produtivasauedem o conjunto que sera analisado.
Nesses modelos, as unidades eficientes se locatighre a fronteira e as menos eficientes ficam
abaixo.

Em um primeiro momento, uma das vantagens da mewidoDEA, quando usada
para medir a eficiéncia técnica, é que ela podelyzmio automaticamente alvos para as
unidades classificadas como ineficientes. Taissalpodem ser virtuais ou reais, ou seja,

podem ser uma combinacdo linear das unidades refisiede referéncia ou uma propria
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unidade eficiente da fronteira. A metodologia éazaportanto, de descrever a determinagéo
de um conjunto de pesos, que indica a combinacdmidiades eficientes para comparacao
com cada ineficiente e que representa a proporgdedlicdonputsou o aumento deutputs
gue uma unidade ineficiente poderia proceder paret-se eficiente. Essa é uma importante
caracteristica da metodologia que a torna de greade pratico.

No entanto, como ja havia sido notado por FarewelL¢1978) (é interessante notar
no mesmo ano em que DEA foi introduzida), folgadgm acontecer nasputs e/ou nos
outputs ou seja, uma DMU podia ser classificada comaesfte, quando na verdade ela néo
cumpria as condi¢cdes de eficiéncia de Pareto-Koapm@ fato € que a medida de Farrell so
€ capaz de medir a eficiéncia radial, ou sejaicééatia quando se mantém constante o nivel
deoutputse reduz o nivel dasputs(modelo orientado sput) ou quando se mantém o nivel
dosinputse aumenta o nivel dautputs(modelo orientado autput3. Assim, uma DMU pode
ser classificada como eficiente por Farrell e, mato, ndo ser Pareto-Koopmans eficiente.

Para resolver esse problema, indices que expresseatamente a eficiéncia Pareto-
Koopmans tem sido propostos por varios pesquisadaoelongo dos anos. Para isso foi
deixada de lado a idéia de equiproporcionalidadegirsdo desta forma os indices de
eficiéncia ndo radiais (CHARNES et al., 1979, 198ARE; LOVELL, 1978; RUGGIERO;
BRETSCHNEIDER, 1998; ZIESCHANG, 1984; PASTOR et, d999; TONE, 2001).
Considera-se entdo que, em DEA, projecOes naasadia aquelas em que o nivel dgauts
e/ou dooutputsvariam de forma n&o proporcional.

E importante ressaltar que os modelos para detegdin de alvos ndo radiais

consideram dois casos distintos para a determirgestes alvos:

1°) Considera a projecéo radial da DMU e, se gsipecdo ocorrer em uma regiao
nao Pareto eficiente da fronteira, esta DMU é padg para o ponto Pareto
eficiente mais proximo.

2°) A DMU é projetada um ponto Pareto eficiente fdanteira que seja mais

apropriado aos interesses dos decisores.

Este trabalho apresenta uma revisdo bibliografiea nadbdelos n&o radiais na
determinacdo de alvos e dos indices ndo radiaoptos em DEA. Entretanto, os modelos
para determinacdo de alvos ndo fornecem um inédiadiciéncia para a DMU, o que impede

a criacao de umankingdestas DMUS e, assim, ndo permitem uma compasagé® elas.
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Ja os modelos para célculo de indices nédo radi@tertes sdo baseados em média
aritmética ou média ponderada, sem consideraiipd, @s dire¢cdes de projecdo da DMU na
fronteira de eficiéncia. Além disso, os pontos dejgtdo das DMUs sao obtidos sem
nenhuma interferéncia por parte do decisor. Destad, ndo se pode afirmar se as projecdes
representam situacdes vantajosas para os probfgrerciais reais, como sera visto ao longo
deste trabalho.

Estes indices baseados em somas perdem o sental® galculo da eficiéncia em
relacdo a geometria do problema, jA que estdo da@seam distancias euclidianas. Ja os
indices baseados em ponderacdes exigem arbitrdeiqutar parte do decisor, 0 que é uma
contrariedade dos paradigmas de DEA.

Uma tentativa de criacdo de um indice vetorials@a, considerando que a eficiéncia
depende também da direcdo de projecdo da DMU neeira, foi feita por Soares de Mello et
al. (2005). Segundo os autores, ndo se chegou a uice idd eficiéncia mas sim a um
majorante deste indice. Além disso, a sua formalag@resenta restricbes quanto a sua
utilizagéo.

Como mencionado, nos modelos existentes ndo héasdo ponto de projecao da
DMU na fronteira. Este ponto € definido pelo modeledo ha nenhuma garantia que o ponto
€ melhor que qualquer outro ponto sobre a frontéissim, ha uma dificuldade em se
calcular a eficiéncia de uma DMU quando se conleepento da fronteira onde esta DMU
deve ser projetada (CHARNES et al., 1979, 1985; EAROVELL, 1978; RUGGIERO;
BRETSCHNEIDER, 1998; ZIESCHANG, 1984; FARE, 197%RE et al., 1983; COOPER;
PASTOR, 1995; PASTOR et.all999; TONE, 2001).

As complexidades matematicas destes modelos @ aléahdo poder definir o ponto
de projecéao dificultam o entendimento do problem$ gestores. Por isso, necessita-se de
uma metodologia que proporcione aos agentes desddecim entendimento melhor do

processo.

1.2 OBJETIVO

Identificados os problemas descritos em 1.1, werdfie a necessidade de
desenvolvimento de um indice capaz de medir aéefich de uma DMU quando esta é

projetada de forma néo radial na fronteira de &ficia.
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Assim, este trabalho tem como objetivo principaleapntar, em carater inédito, um
novo indice de eficiéncia para uma DMU, desenvoluitilizando os conceitos vetoriais da
eficiéncia e atendendo as propriedades desejawsisgnalices de eficiéncia (expressas nha
secao 2.4)xlenominado indice IV.

Este indice IV sera desenvolvido para o célculefa@éncia em proje¢cdes nao radiais
de uma DMU na fronteira de eficiéncia e ndo pretesdbstituir os indices de eficiéncia
calculados pelos modelos DEA classicos (BCC e CeRlp contrario, faz-se uma integracao
entre estes indices ao definir que uma das pr@wéesddo indice de eficiéncia IV é ter os
indices calculados pelos modelos DEA-BCC classiawso casos particulares do indice de
eficiéncia IV quando ocorrem projecoes radiais.

A grande vantagem do indice IV é de poder calcukficééncia de uma DMU, uma
vez conhecido o ponto de projecéao (alvo) desta DW@scolha do alvo € importante pois
possibilita a proje¢cdo da DMU em um alvo néo rackal, ao invés de alvos virtuais (alvos
formados por uma combinacao linear das DMUs efiencomo pode ocorrer nos modelos
DEA classicos. Estes alvos virtuais podem néo mossutido gerencial, o que dificulta o
entendimento do processo pelos gestores. Assimlyos para as DMUs ineficientes podem
ser escolhidos pelos gestores dentre as DMUs ’fiis@u definidos através de modelos para
identificacdo de alvos alternativos em DEA quesef@esentados no capitulo 4.

Desta forma, o indice de eficiéncia IV possui atagem de permitir que uma DMU
ineficiente seja projetada ha DMU extremo eficients vantajosa, ou seja, a DMU eficiente
gue Ihe proporciona a maior eficiéncia.

Um estudo de caso € apresentado no capitulo 7 cawalecdo da eficiéncia dos
pblos do CEDERJ (Centro de Educacgéo Superior émist do Estado do Rio de Janeiro)
que formaram alunos no curso de Licenciatura eneiatica no 2° semestre de 2009. Como
pode ser visto nos resultados deste estudo deresosempre a projecao no alvo que fornece
a maior eficiéncia é a projecdo na DMU mais préxima seja, aquela que possui a menor
distancia euclidiana. Além disso, a utilizagdo ddide IV permite a criagdo denking
baseado em DEA sem pesos zero.

Além da apresentacao do indice de eficiéncia \@{diaz-se ainda uma integracéo
deste indice com o modelo multiobjetivo para deteagéo de alvos alternativos em DEA
apresentado na secao 4.4 deste trabalho e denam#@&O-D-R. O modelo MORO-D-R
fornece os indices de variacao idputs e outputspara a DMU se tornar eficiente. Estes

indices séo utilizados para o céalculo da eficiépeia indice de eficiéncia IV.
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O modelo MORO-D-R é uma variacdo do modelo MORQ¥ddelo multiobjetivo
para determinacgéo de alvos alternativos em @fsentado por Angulo Meza (2002), Soares de
Mello et al. (2003), Lins et al. (2004), Quarigugsdta Neto; Angulo Meza (2007). A vantagem do
modelo MORO-D-R sobre o0 modelo MORO-D é diminuir o trdtmalcomputacional, evitar

inviabilidade do modelo e possuir uma regiéo vidmaior que o modelo MORO-D.

1.3 ESTRUTURADO TRABALHO

Este trabalho estd dividido da seguinte forma. hjpitalo 2 é feita uma revisdo da
metodologia DEA, uma comparacao entre a medidaadellFe a definicdo de eficiéncia de
Pareto-Koopmans e sdo apresentadas as propried@degaveis para uma medida de
eficiéncia. A secdo 3 apresenta uma revisao degragao linear multiobjetivo e a secéo 4
faz uma revisdo dos modelos para determinacgéo \ies,ahpresentando ainda o modelo
MORO-D-R. Ademais, na secao 5, é apresentado alestas indices de eficiéncia nao
radiais. Na secdo 6 é proposto um novo indice ide€etia ndo radial em DEA baseado na
direcdo de projecdo da DMU e considera os concetwiais da eficiéncia, denominado
indice IV. Faz-se ainda um estudo das propriedadsse indice. Um estudo de caso da
eficiéncia dos poélos do CEDERJ € apresentado rimsegrinalmente, na secdo 8 aparecem

as conclusdes e proposicdes de continuacao daistdho.



2 ANALISE ENVOLTORIA DE DADOS (DEA)

O estudo da eficiéncia de unidades produtivas eptasdiversos enfoques, sendo
alguns deles descritos ao longo deste trabalha. $gaentender de forma clara este conceito,
deve-se compreender a diferenca entre eficacidupwidade e eficiéncia.

A eficécia esta ligada apenas ao que € produzih, lsvar em conta 0S recursos
usados para a producdo. Pode-se entdo dizer gaeiafé a capacidade da unidade produtiva
atingir a producao que tinha como meta.

Ja o conceito de produtividade se preocupa nacaapmym o que foi produzido (que
neste trabalho serdo chamadosodéutd, mas também com as quantidades dos recursos
utilizados na producdo (denominados aqui pgouty. O quociente entre essas duas
guantidades é chamado de produtividade. Como sultado da divisdo de duas quantidades
diferentes, a produtividade tem unidades de meatlfdeentes para cada caso.

Além disso, quando se tém varias empresas que\adgem atividades semelhantes ,
pode-se comparar as suas produtividades e invepigque razdo umas sdo mais produtivas
qgue outras. De forma genérica, uma empresa é maditiva que outra porque tomou
decisbes que lhe permitem aproveitar melhor osrgsesu O importante € que a maior
produtividade é, via de regra, decorrente de algdatsao tomada. Portanto, do ponto de
vista deste tipo de analise, as unidades produtmrasaram decisfes e, por isso serao,
doravante, denominadas por DMDgcision Making Unit

Desta comparacdo entre a produtividade de difeseDiddUs surge o conceito de
eficiéncia. Assim, eficiéncia € um conceito relatiCompara o que foi produzido, dado os
recursos disponiveis, com o que poderia ter sidolyaido com 0os mesmos recursos. Ha
importantes distingbes na forma de avaliar a gdadé mencionada. Os chamados métodos
paramétricos supdem uma relacdo funcional pré4defientre os recursos e o que foi

produzido. Normalmente, usam médias para determigae poderia ter sido produzido.



18

Da interpretacdo de eficiéncia de Debreu (19%1posteriormente Farrel (1957)
proporcionou-se a primeira medida de eficiéncia @wosendo a maxima reducéo
equiproporcional de todos asputs enquanto sdo mantidos oatputsconstantes, isso para
uma eficiéncia do ponto de vista doputs e 0 maximo aumento dagitputsenquanto se
mantém osnputs constantes, para o ponto de vista dagputs Estas primeiras medidas
foram formalizadas por Charnes, Cooper e Rhode&j1® Banker, Charnes e Cooper (1984)
e sdo chamadas de Analise Envoltoria de DadosnglésiData Envelopment Analysis
DEA) classica, pois sao, também, as mais simples.

Assim, DEA é uma metodologia com base na programag@ematica que utiliza
problemas de programacao linear (PPL) para detarnaireficiéncia de unidades de tomada
de deciséo, denominadas DMU’s.

As DMU’s podem ser quaisquer tipo de organizacame¢cindustrias, lojas, escolas,
entre outros) e devem ser avaliadas segundo a m@faaou seja, o conjunto de unidades
adotado em uma analise DEA deve ter em comum a anasilizacdo de fatores de producgéo
(denominadosinputy para produgédo de um mesmo conjunto de produtesofdinados
outputy e ter autonomia na tomada de decisbes (ESTELLITMS; ANGULO MEZA,
2000).

A avaliacdo de eficiéncia relativa gerada pelo D&#n respeito a uma DMU é
definida como a razdo da soma ponderada dos rdugisitspela soma ponderada dos seus
inputs A formulacdo original DEA (CHARNES; COOPER; RHOBE 1978) e suas
consequentes extensdes podem ser encontradas eperGzoal (1999) e Thanassoulis
(2001). Desta forma, DEA determina uma frontdingar por partes separando as DMUs
eficientes das ineficientes. As unidades da fromtefo classificadas como eficientes. O
indice de eficiéncia é calculado em funcéo da fadlmarojecao das ineficientes na fronteira.

A modelagem DEA tem os seguintes objetivos:

- lIdentificar as origens e quantidades de ineficérdas DMUs, analisando suas
dimensdes relativas a entradas e/ou saidas.

- A determinacao da eficiéncia das DMUs, contemplamda a uma, relativamente
a todas as outras. DEA faz uma ordenacao das DMuixle, sob determinadas
condicdes, ser usado como ferramenta multicritgaiproblematica da ordenacao.

- Estabelecimento de estratégias de producdo quermzaxn a eficiéncia das

DMUs avaliadas, corrigindo as ineficientes atrad@sleterminacéo de alvos.



19

Pereira (1995) destaca algumas caracteristicasetiadologia DEA que reforga sua

vocagdo como uma das principais ferramentas panalgse de eficiéncia:

— Constréi uma fronteira de eficiéncia a partir dalese de todas as variaveis em
estudo;

— Na&o necessita da definicdo a priori de uma fungdprdducao;

— O calculo da eficiéncia é feito a partir da consagéo de diferentes combinacgdes
deinputse outputs

— Fornece um conjunto de referéncia para cada DMfitiaste.

Embora varias formas da fronteira possam ser detadas, existem dois modelos que
séo considerados classicos: CCR e BCC. Estes dwiglos tém seus nomes associados a
seus autores: CCR (Charnes, Cooper e Rhodes) e (B&fker, Charnes e Cooper). O
modelo CCR, também conhecido como CRSrstant Returns to Scaletrabalha com
retorno constante de escala, enquanto o modelo B&@@bém conhecido como VRS
(Variable Returns to Scgleconsidera retornos varidveis de escala, perdaiten introducéo
do conceito de economia de escala.

O indice de eficiéncia é calculado em funcdo dan#omde projecdo das DMUs
ineficientes na fronteira.

A orientacdo do modelo indica como uma DMU iragitim fronteira de eficiéncia. E
possivel orienta-la de duas formas: orientac@patsou orientacdo autputs Se um modelo
€ orientado anputs significa que as DMUs tentardo atingir a frorgerealizando uma
diminuicdo de seus recursos, sem que seus ressllsgjam alterados. Se um modelo é
orientado aoutputs as DMUs tentardo atingir a fronteira maximizarskus resultados,
mantendo constantes seus recursos disponiveis.

A figura 2.1 representa os modelos CCR e BCC para fronteira bidimensional.

Nesta figura, a eficiéncia da DMU E é dada [ﬁ para o modelo BCC, e po'i no
E"E E"E

modelo CCR, ambos para orientacaopauts
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CCR

BCC

Figura 2.1 — Fronteiras de eficiéncia DEA

2.1 MODELO CCR

O modelo CCR, apresentado originalmente por Chaehed. (1978), trabalha com
retornos constantes de escala, isto €, qualquircéarnos recursofmputy produz variacao
proporcional nos produtosiftputy. Esse modelo € igualmente conhecido como mode® C

— Constant Returns to Scale

2.1.1 Modelo CCR Orientadol@aputs

Este modelo determina a eficiéncia pela otimizalg@divisdo entre a soma ponderada
dos produtosqutputvirtual) e a soma ponderada dos recursgauf virtual) que generaliza a
definicdo de Farrell (1957). O modelo é denominadentado anput pois mantém constante
o nivel dosoutputs reduzindo a quantidade d®uts para uma DMU atingir a fronteira de
eficiéncia.

O modelo constréi uma superficie linear por pamé®s, paramétrica, sobre os dados.
No lugar de uma ponderacao igual para todas as Deldsdelo permite a escolha de pesos
para cada variavel, da forma que lhe seja maisrdaety desde que esses pesos, quando
aplicados as outras DMUs nao gerem uma razdo supgeninidade. A formulacdo dessas

condicOes sdo apresentadas pelas equacdes (Bdyia s
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sujeitoa (2.1)

DU Vi

= <1 k=1..,n
2 V%
i=1

u; ev, 20 Oji

onde: Eff, - eficiéncia da DMU O que é a DMU em analise;
r — nimero total denputs

S— numero total deutputs

n— numero de DMUs

U, Vi - pesos deutputseinputsrespectivamente;
X Yy -inputsi eoutputsj daDMUKk, k=1, ..., n;

X0+ Yio -inputsi eoutputsj da DMU O.

Esse problema de programacao fracionaria podeseformado em um problema de
programacao linear (PPL), obrigando o denominadofudcao objetivo a ser igual a uma
constante, normalmente igual a unidade.

O modelo CCR passa entdo a ser apresentado conenuasdes (2.2), onde & a
eficiéncia da DMY. A DMU, é a DMU que esta sendo analisadae w sdo 0s pesos de

inputsi, eoutputsr, respectivamentejje y; Sdo osnputsi e outputsr da DMU j.
S
Max h) = Z Ur Yro
=1

S.a.

m

zViXo:]-

i=1

;ur Yi ‘Z_Lﬂ( X<0j=1,..n, (2.2)
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O PPL usado até aqui é chamado modelo dos mudtifdies para uma DMUEste
modelo é chamado dessa forma pois determina os pesmultiplicadores das variaveis de
uma DMU.

Com base no Modelo dos Multiplicadores (primal)oégivel desenvolver o seu dual,
conhecido como Modelo do Envelope, que pelo teordmaualidade forte, apresentara o
mesmo valor étimo para a funcéo objetivo, quande esistir (BREGALDA; BORNSTEIN,
1981). O conjunto de equacdes (2.3) representamdelm do Envelope orientado aoputs

Min @

S.a.

DAX S, 1=1,...m, (2.3)
i=1

Zl)lj Yi 2 Yor =1, .8,
]:

/]j = O,j =1, ...n,

@ irrestrita.

Neste model@é a eficiéncia, que € multiplicada por todosnpaitsde forma a obter
valores que coloquem a DMU na fronteira eficientenas da reducdo dasputs e A

representa a contribuicdo da DNlda formacgao do alvo da DMU em avaliagéo.
2.1.2. Modelo CCR OrientadoQutput

Alternativamente pode-se desenvolver um modelo pasximizacdo das saidas
mantendo-se inalteradas as entradas (orientagétpa). As variaveis de decisdo do modelo
sdo as mesmas apresentadas no conjunto de equachesO modelo com orientacéo a

output &€ apresentado pelas equagdes (2.4). Com a odentegutput h, sempre assume

valores superiores a unidade, por isso, a efi@é@agora definida como sendo o inverso de

o 1
,Istoe,n =——.
E E Eff,
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Min ho = D" Vi X
i=1
S.a.
dupy, =1 (2.4)
j=1

ZS:ujyjk —Zr:vixik <0, k=1,..,n
j=1 i=1

uev>0 0,

Assim como no modelo CCR orientadoirgput, € possivel deduzir o Modelo do
Envelope — o dual equivalente a esse modelo datag&o autput O conjunto de equacdes

(2.5) apresenta esse modelo:

Max hy

S.a.

Xo =D XA 20,i=1,..r (2.5)
k=1

_hOij +zy,-k/1k = O, J =1,...,S
k=1

A, =0,0K

Os modelos CCR orientadosirgut e aoutput identificam o mesmo conjunto de
DMUs eficientes e ineficientes (COELLI et,al998), ou seja, 0 modelo € invariante com

relacdo a sua orientacao, estimando assim a mesniaifa eficiente.

2.2 MODELO BCC

O modelo BCC, devido a Banker et @l984), considera retornos variaveis de escala,
isto €, substitui 0 axioma da proporcionalidaderesitiputs e outputs pelo axioma da
convexidade. Por isso, esse modelo também é caltheomo VRS -Variable Returns to
Scale Ao obrigar que a fronteira seja convexa, o0 modg@C permite que DMUs que

operam com baixos valores ohgputstenham retornos crescentes de escala e as queoper
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com altos valores tenham retornos decrescentesaddae Matematicamente, a convexidade
da fronteira equivale a uma restricdo adicionalladelo do Envelope da soma dos pesos ser

igual a 1. O Modelo do Envelope com orientac@mpatsé apresentado em (2.6).

Min ho

S.a.

DAX ShXe, i=1,...m, &2
=1

Zl)lj Yi 2 Yor =1, .8,
]:

/]j = O,j =1, ..n

E com orientacdo autputnas equacgoes (2.7):

Max hy

s.a.

X0 = X Xy A 20, [ 2.7)
k=1

- h)yio +Zyjk/1k >0, Dj
k=1

1

>

n
k=1

P

A, =0, Ok

Como nos modelos CCR, os duais dos PPLs (2.6)7¢ d2ram os modelos BCC dos
Multiplicadores orientadosiaputse outputs respectivamente.



25

2.3 COMPARACAOENTREA MEDIDA DE FARRELL E A EFICIENCIAPARETO-
KOOPMANS

Da definicéo eficiéncia de Pareto-Koopmans, uma Dd/kficiente se e somente se é
tecnologicamente impossivel aumentar qualquéput (e/ou reduzir qualqueinput) sem
simultaneamente reduzir outoutput (e/ou aumentar qualquer outirput) (KOOPMANS,
1951). Porém, o indice obtido a partir dos mod&&#\ classicos, chamado de radial, nem
sempre identifica as DMUs Pareto-Koopmans eficgente

A partir do exemplo extraido de Ruggiero (2000)¥jgara 2.2 sera utilizada para
comparar as DMUs eficientes segundo os modelos BBAsico, também chamado de
medida de Farrell, com o conceito de eficiénci®deto-Koopmans.

Figura 2.2 — Medida de Farrell e Koopmans Eficié@nci

A figura 2.2 apresenta o exemplo de uma fronteEAZCR, com 3 variaveis, sendo
2 inputse loutput na qual as DMUs eficientéS e D definem a fronteira. A fronteira de
producao esta representada no plano bidimensicasdim, para conseguir representar a esta
fronteira, nos eixos das abcissas e das ordenatfs @escritos, respectivamente, a divisdo
doinput 1 pelooutpute a divisdo dinput 2 pelooutput

Observa-se que a DMU E, apesar de eficiente, tencamportamento diferente das
demais. Enquanto para as DMUs C e D s0 é possigdetir uminput e permanecer na regiao
viavel de producdo aumentando o outro (ou diminuimdutpu), a DMU E pode diminuir o

input 1 mantendo constante iaput 2 e mesmo assim permanecer na regido viavel de
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producdo. Essa quantidade que ainda é possivetedarida é conhecida como folga.
Observa-se, assim, que apesar de ser 100% efigelstenedida de Farrell, a DMU E nédo é
tao eficiente quanto as outras unidades eficientes.

Logo pode-se dizer que as DMUs A e B sdo Farrefigrentes, as DMUs C, D e E
sao Farrell eficientes jA que ndo é possivel egpgrcionalmente reduzir ambos ioputs
enquanto simultaneamente sdo mantidosuguts Além disso, somente as DMUs C e D séo
eficientes do ponto de vista Pareto-Koopmans.

Da mesma forma avaliando se as projecfes radidiomira eficiente das DMUs A
e B, se observa que a medida de eficiéncia téqaca A e B é dada, respectivamente, por

OA/OAe OB/OB. Entretanto, é questionavel se o ponto A’ é um pefittiente, ja que é

possivel reduzir a quantidade CA’ ohgpput 2 e ainda produzir a mesma quantidadeualgput.

Novamente se encontra uma quantidade que aindasévpbser reduzida, conhecida como
folga. Assim, os pontos A’ e E ndo cumprem as cgiiedi de eficiéncia de Pareto-Koopmans,
pois pode ser verificada a presenca de folgas,eopgoporciona que seja reduzido algum

input ou aumentado alguoutput sem piorar nenhum outneput ou output

2.4 PROPRIEDADESDESEJAVEISDAS MEDIDAS DE EFICIENCIA

Féare e Lovell (1978) foram os primeiros que propauseum conjunto de propriedades
que uma medida de eficiéncia deveria satisfazeunsky a definicdo Pareto-Koopmans.
Embora este enunciado tenha sido para o casouartde uma medida orientada aoguts
elas podem ser também utilizadas de forma andlagagpcaso dosutputs

As propriedades sugeridas séo as seguintes:

» A eficiéncia s6 deve ser atribuida as DMUs Paratogfnans eficientes, isto &, s6
as DMUs Pareto-Koopmans eficientes devem ter uncdnde eficiéncia igual a
1

* Ao calcular a eficiéncia de uma unidade ineficieat®MU € comparada com
DMUs Pareto-Koopmans eficientes;

« Homogeneidade de grau -1, isto €, se for assunridatacao anputs se 0s

inputsaumentam em uma proporcéo dada, o indice derefiai@eve diminuir na
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mesma proporcdo. Se for assumida orientacdooatmuts a interpretacdo €
analoga;

* Assumindo orientacdo adsputs o indice de eficiéncia deve ser estritamente
monotdnico decrescente em cadput Em outras palavras, cada vez que um

input cresce, o indice de eficiéncia deve diminuir.

Estas propriedades foram propostas pelos autoreare® da teoria econémica.
Também foi mostrado por Fare e Lovell (1978) queedlida de eficiéncia de DEA classico
(medida de Farrell) s6 satisfaz a propriedade deolgeneidade de grau -1.

Assim, ndo faz sentido dizer que uma DMU deve senparada apenas as DMUs
Pareto-Koopmans eficientes uma vez que os model& Elassicos utilizam projecdes
radiais para que uma DMU ineficiente atinja a femat de producgéo, podendo assim ser
projetada em regides fracamente eficientes da efirant Além disso, a propriedade de
homogeneidade so é valida para os modelos CCRyrapeham com retornos constantes de
escala.

Mais tarde, Cooper e Pastor (1995) apresentarapripdades similares, adicionando

outras:

* O indice de eficiéncia deve ser maior que zeromomeu igual a 1;

» Aceficiénciaigual a 1 s6 deve ser atribuida a DRHJeto-Koopmans eficiente;

* Unidades invariantes: A medida de eficiéncia deareisvariavel em relacdo as
unidades de medida dogutse outputs

* Fortemente monotdnico nagputse nosoutputs Um aumento nosputsou uma

reducao nosutputsdeve reduzir a eficiéncia da DMU em analise.

As duas primeiras significam que a medida de efa# € limitada por 0 e 1,
atingindo o topo, no valor 1 se, e somente se, dJD&h andlise é Pareto-Koopmans
eficiente. A terceira propriedade garante que dasres da eficiéncia sdo independentes das
unidades de medida dadsputs e outputs considerados. A quarta propriedade requer
sensibilidade do aumento dgutse reducdo deutputsem uma Unica dire¢do, ou seja, um
aumento em algunmput ou uma reducao em alguwatput mantendo todos os demais fatores

constantes, deve reduzir o valor do indice deésfaia.
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Ao definir que o indice de eficiéncia deve estanpreendido entre 0 e 1, Cooper e
Pastor (1995) tratam a eficiéncia como um escaéar tratando assim do ponto onde a DMU
esta sendo projetada. Este € um grande problemandioss de eficiéncia, pois séo tratados
como escalares e ndo como vetoriais. Além dissareSale Mello et a(2008) afirmam que,
no caso do modelo DEA BCC, o modelo dos multiplicad € obtido através do dual do
modelo do envelope. Como este modelo tem umagé&stde igualdade, existe uma variavel
livre no modelo dos multiplicadores e, portantay s& pode garantir a ndo negatividade dos
indices de eficiéncia quando os pesos de uma DNMWsEzados para outra, em situacdes
tipicas de Avaliacdo Cruzada (SEXTON, 1986) ou &louto de alguns indices de eficiéncia
nao radial (GONZALEZ-ARAYA, 2003; LINS et al., 20D4Assim, nem sempre pode-se
garantir que um indice de eficiéncia esteja erdgreatores 0 e 1.

Cooper e Pastor (1995) notaram que a monotonicidadadice de eficiéncia ndo é
uma propriedade usual e € muito dificil de alcdacdsto leva alguns autores a considerar
outras propriedades, tais como, fracamente moraatdu decrescente nos valores relativos
das folgas. Além disso, esta propriedade e a mdgde de “unidades invariantes” sao
mutuamente excludentes.

As seguintes propriedades encontradas em Tone )(2@01consideradas importantes

ao se desenvolver medidas de eficiéncia:

* Unidades invariantes: a medida deve ser invarianierelagdo as unidades em
quais osnputse outputssdo medidos;

 Monédtona: a medida deve ser monotonicamente degresem cada folga nos
inputse nosoutputs

» Translacao invariante: a medida deve ser invariaoketranslagdes paralelas do
sistema de coordenadas aplicado;

» Dependente do conjunto de referéncia: a medida gdeveeterminada somente
consultando o conjunto de referéncia da DMU, oa,380 pode ser influenciada
por valores extremos, como por exemplo, valoresim@x ou minimos do

conjunto de dados observados.
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A propriedade “Translacdo invariante” s6 € validarap modelos BCC, ou seja,
n
depende da presenca da restricdo de convex(ddelaj :lj. Assim, somente modelos com
j=1
rendimento variaveis de escala podem ser invag@degundo a translacao.
Por esta razao, esta propriedade € incompativelacprapriedade da homogeneidade,
valida somente para modelos CCR. A propriedadeod@ogeneidade esta relacionada com a
proporcionalidade entrenputs e outputs e assim a fronteira de eficiéncia passa
obrigatoriamente pela origem. Com uma translacafvagdeira, esta deixaria de passar pela

origem.



3 PROGRAMACAO LINEAR MULTIOBJETIVO

Existem diversos casos em que mais de um objetiudas vezes conflitantes, podem
ocorrer quando tenta-se encontrar a melhor solpgésivel para um problema de otimizacéao.
Nestes casos a Programacéao Linear Multiobjetivaii®).se apresenta como uma forma de
encontrar uma solucao, pois, dado que existem pragtiobjetivos, ter-se-4 um conjunto de
solugdes eficientes, chamadas de ndao dominadaspgamoblema. (LOBIANCO; ANGULO
MEZA, 2008; ANGULO MEZA et al 2006).

A utilizacdo de problemas multiobjetivo pode reprgar uma grande vantagem com
relacdo a programacao linear mono-objetivo, poisiciera varios aspectos de um problema.
Além disso, enquanto que ao otimizar um problemprdgramacéao linear mono-objetivo (ou
na otimizagdo escalar) é obtida uma solucdo ou emucto de solugBes Gtimas, com um
mesmo valor na funcdo objetivo, na otimizacdo dmblpmas linear multiobjetivos (ou na
otimizacao vetorial) obtém-se um conjunto de sadscéficientes, também chamadas de néo
dominadas, ndo comparaveis entre si em termos aloses das funcdes objetivo, dentre as
quais o decisor ou usuério pode escolher levande@mideracdo aspectos operacionais e
gerenciais.

Este conjunto de solucbes eficientes, ou ndo datamgAVILA et al., 2003),

apresenta as seguintes propriedades:

* Quaisquer pares de soluc¢des do conjunto ndo domoiecem ser ndo dominadas
uma em relacéo a outra;
* Quaisquer das solugbes nao contidas no conjuntodo@tnado devem ser

dominadas por, no minimo, uma solucdo no conjuatodominado.

Estas solugdes sio Pareto Otimas (TAKAHASHI, 2087) que um conjunto de
solucdes é eficiente quando esta formado por sedugiaveis tais que ndo existe outra
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solucao viavel que forneca uma melhora em uma funobgtivo sem provocar uma piora em
pelo menos uma outra fungao objetivo. (ROMERO, 1993

Existem varios métodos para determinar estas ssdugédo dominadas no sentido de
Pareto. Todos eles utilizam um processo de eszatdio, que consiste na transformacéo do
problema multiobjetivo em um problema de otimizagéaima fungéo escalar substituta, cuja
solucdo oOtima é também uma solugdo ndo dominadgrdblema PLMO, incluindo
parametros de informacédo das preferéncias do dedsduncdo substituta utilizada para
construir um equivalente escalar do problema PLNW@m@-se de funcdo escalarizante ou
funcdo de escalarizacéo (AVILA et,&003).

Existem trés tipos de fungbes de escalarizacdmadds e consistem:

* Na otimizagédo de uma das funcdes objetivo restrdmas outras;
* Na soma ponderada das fun¢fes objetivo ou métaipataleracdes;

* Em uma métrica ou distancia a um ponto de refeaémciponto ideal.

3.1 OTIMIZACAO DE UMA DAS FUNCOESOBJETIVO,RESTRINGINDOAS OUTRAS

Neste processo, uma das fungdes objetivo € eseotiicho funcdo substituta, em
geral aquela que o decisor considera como a mgm®riante, enquanto que 0S outros
objetivos sdo tratados como restricbes, com valoregsmos que 0 mesmo esta disposto a
aceitar.

Segundo vérios autores tais como Avila et @003) e Takahashi (2007), a
determinacao de valores minimos para as restrig@e$uncées que eram funcdes objetivos
nao é uma tarefa trivial. Além disso, dependendéix@géo da funcdo a otimizar, o modelo
pode se tornar pouco flexivel e, conseqlientemeeigs resultados muito dependentes da
funcdo selecionada e dos valores minimos estipsilado

3.2 SOMA PONDERADADAS FUNCOESOBJETIVO

Um meétodo classico, de facil compreenséo e o nidizado, € a soma ponderada das
funcBes objetivo. A funcdo escalarizante é a sooradgrada das fungbes objetivo, desta
forma obtem-se o0 modelo apresentado em (3.1).
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Max A1fy (X) + Aa.fo (X) + ... +2p.fp (X)

Sujeito a:

xe X (3.2)
LE A

ondd ={nre O,Y&=1%>0,k=1, 2, .., p}

Neste modelo, é dado um pekg,a cada uma das p funcdes objetivo, tal que a soma
dos pesos dados a cada funcao objetivo seja igua@brhbluth (1974) notou que diferentes
conjuntos de pesos das funcdes objetivo levam amagesolucdes ndo dominadas. De fato,
os intervalos de variagcdo dissdo chamados de regides de indiferenca, isto & regi&o ou
intervalo em que os pesos,, das fungOes objetivos podem variar e a soluga@binuar
eficiente. Uma caracteristica desta funcéo de aszatdo € que somente gera 0S pontos
extremos da fronteira ndo dominada e né&o os pomtesiores, que também sdo néao
dominados.

Este enfoque é a base do Simplex Multiobjetivo (ERlY, 1973).

3.3 MINIMIZACAO DA DISTANCIA A UM PONTODE REFERENCIA

Neste enfoque pretende-se calcular uma solucamregécadmissivel que esteja tao
perto quanto possivel (segundo uma dada métricpasiiracdes do decisor, uma solucao
ideal ou outro ponto de referéncia fornecido.

Pode-se definir eril" uma métrica | que mede a distancia entre dois pontos, isto &,

trata-se de uma funcao de distancia que atribaida par de vetores,zZ 0", um escalar
#-zl <o

Para a métricaga distancia entre dois pontos &éifié dada por (3.2).

n F
[2-2], =[Sz -2 " poca 2

Hzl _ZZ

= ma>4zil —zf‘, i=1,.,n. (3.2)

00
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Na figura 3.1, obtida de (AVILA et al., 2003), s@presentados 0s pontos z € z,
que minimizam as distancias a z*, utilizando-senasricas L, L, e L, respectivamente. Na
figura 3.1, z* representa o ponto de referénciandid pelo decisor.

Desta familia de métricas pode-se destacar a mdifjoque representa o0 somatorio
das distancias em todas as componentes, e chawgigdal6cK, a L,, distancia euclideana, e
L., distancia de Tchebycheff, onde é consideradoaapepior caso, isto €, a maior diferenca

entre as componentes dos vetores (AVILA gt24103).

Figura 3.1 — Funcdes de distancia utilizando asicaétLy, L, e L.

A minimizacao da distancia a solucao ideal (ouapwnto de referéncia do decisor)
pode ser interpretada como a minimizagdo do “ddedoii de obter uma solucdo néo
dominada de compromiss8ao invés do ponto ideal z* (CLIMACO et a1996).

Utilizando este enfoque € possivel obter todosarggs da fronteira ndo dominada,
sejam estes pontos extremos ou ndo da regidorgéiciesta € a base de varios métodos
utilizados na atualidade tais como Pareto Race (HOREN; WALLENIUS, 1988), que
percorre toda a fronteira de eficiéncia atravésnteracdes com o decisor e o TRIMAP
(CLIMACO; ANTUNES, 1987, 1989) e ADBASE (STEUER, 8% que fornecem pontos
extremos da fronteira de eficiéncia. Este Ultimdizat o método das ponderacdes para
determinar os pontos extremos das solucbes ndonddas para problemas lineares
multiobjetivo. O ADBASE € um software ndo interatiypois encontra todos os pontos sem a
participacdo do decisor no processo. J& nos mefRBdAP e Pareto Race, o decisor pode
examinar cada solucdo gerada e as respostas lkfadas para gerar uma solucdo melhorada.

Esta € uma das vantagens do enfoque interativo.
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3.4 COMENTARIOSADICIONAIS

O objetivo deste trabalho é o desenvolvimento ddndite ndo radial para o céalculo
de eficiéncia. Entretanto, para este calculo, peese definir inicialmente o ponto de projecdo
da DMU na fronteira de eficiéncia, denominado alvo.

O enfoque multiobjetivo € utilizado para a detergao dos alvos alternativos sobre a
fronteira de eficiéncia. Para isso, sera utilizadoodelo multiobjetivo denominado MORO-
D-R que sera descrito na secao 4.4. Para o calaslsolucdes deste modelo, sera utilizado o
software TRIMAP (CLIMACO; ANTUNES, 1987, 1989).



4 MODELOS PARA DETERMINACAO DE ALVOS

Entre os resultados fornecidos por DEA, encontrarta®m da medida de eficiéncia)
as estimacodes especificas das mudancas desejadaaiaseis da DMU ineficiente para esta
atingir a eficiéncia. Estas estimativas sdo chasaeaalvos ou projecdes eficientes e estdo
baseadas em DMUs eficientes que servem como refarpara a ineficiente, e constituem
um conjunto chamado a®njunto de referéncia

Nos modelos baseados no indice de eficiéncia rasitds alvos dependem da
orientacdo do modelo, podendo ser orientadgat ou aoutput Considere a figura 4.1 para
o exemplo do modelo BCC. Os alvos para a DMU A ddpm da orientagéo. A direcao
definida por AA” representa a projecao radial daUD®X com orientacdo aput A direcao
AA” representa a projecéo radial com orientac@otput

-
X

Figura 4.1 — Projecdes de uma DMU na fronteiranitgdi pelo modelo BCC

Do ponto de vista da geréncia € possivel que existtaos que sejam preferiveis

aqueles fornecidos pelos modelos que supdem poojeghal na fronteira. Por exemplo, o
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alvo pode ser um ponto que seja a minimizagcéo glenainputse a maximizacéo de alguns
outputs Também pode acontecer que 0 ponto seja a progea®ducdes ou aumentos
independentes para cada variavel. Estas proje@eshamadas de ndo radiais. A direcédo
definida por AA”" da figura 4.1 representa umaspea projecéo nao radial da DMU A na
fronteira de eficiéncia. Em muitos casos, projec@ebais projetam uma DMU em uma
regido fracamente eficiente da fronteira, ou sejgides da fronteira onde existem folgas e,
desta forma, ainda pode-se reduzir o valoingat ou aumentar o nivel doutputque a DMU
continua eficiente. Desta forma, € possivel red(@immentar) o nivel danput (outpu)
mantendo constante o nivel olaétput(input), ou seja, existem folgas nas variaveis que podem
ainda ser eliminadas. Neste caso, os modelos cojecpes néo radiais podem determinar o
melhor ponto de projecdo de forma a minimizar aluze as folgas. Este tipo de projecao
identifica o ponto da fronteira Pareto eficienteisr@oximo do alvo radial no qual a DMU
foi projetada inicialmente. Um outro enfoque, queca@nsiderado neste trabalho, é a
identificacdo de um ponto de projecdo nao raditesa fronteira de eficiéncia que represente
vantagens de projecado para a DMU e, uma vez id=dd este alvo, calcular o valor da
eficiéncia da DMU em relacdo a este ponto.

Varios pesquisadores dedicaram-se ao estudo daniletedo dos alvos ou projecdes
eficientes, chamados na literaturatdeget modelsatravés de diversos enfoques. O enfoque
mais estudado é o que utiliza modelos baseadostentueas de preferéncias fornecidos pelo
decisor. Tal como indica seu nome, neste enfoqeciaiise informacdes a priori fornecidas
pelo usuario ou decisor sobre a importancia relatilas variaveis. Desta forma, os
julgamentos de valor séo incluidos no modelo panaraum alvo que esteja em concordancia
com as suas necessidades, limitagdes, recurso®prasenta-se a seguir trés modelos para
determinacao de alvos que utilizam a estruturarefef@ncias, Thanassoulis e Dyson (1992),
Zhu (1996) e MORO-D (ANGULO MEZA, 2002). Estes mim$esédo nao radiais, uma vez
que a reducao nasputsou aumentos dasutputsnéo é realizada da forma equiproporcional.
Em seguida, propde-se um quarto modelo, denomind@&O-D-R, baseado no modelo
MORO-D, com vantagens de utilizacdo em relacaodaosais modelos descritos (GOMES
JUNIOR et al., 2010).
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4.1 MODELO DE THANASSOULISEDYSON (1992)

Thanassoulis e Dyson (1992) apresentam este mbdskado em uma estrutura de
preferéncias que utiliza pesos para as mudancesuRe DMU §, 0 modelo divide osputs

e outputsem duas categorias: a primeira categoria dos gueseja melhorar, conjuntags |
para odnputse R, para ooutputs e a segunda categoria dos que se deseja md_méfo

formulado a seguir no modelo (4.1):

Maximizar > w;o, = > w;¢, +S(ZS{ + ZSr*j (4.1)

Ro il iOlo 1ORo
Sujeito a:
Oy, ~2 Ay, =0,rOR, (4.2)
=1
O X, — D A;x; =0,i01, (4.3)
j=1
DAYy —s::yrjo,rmﬁo, (4.4)
j=1
Z}\jxij +Si_ :Xijol i TO; (4.5)
=1
@=21,0r0Ry, (4.6)
di<1,0i0 I, (4.7)
A20,0], (4.8)
$,5'20,0i 010 e0dr0Ro (4.9)

A estrutura de preferéncias do decisor é exprasmaéa dos pesos; e w; a serem

atribuidos aos fatoreg e a¢;, onde@ reflete 0 aumento percentual aotputr, e¢; reflete a
reducao percentual noputi para se atingir o alvo.

Na funcédo objetivo deste modelo (4.1) deseja-seimiaar a ponderacdo dos
aumentos no®utputse das reducdes nosputs As restricbes deste modelo sdo muito
parecidas com as restricbes do modelo do envelepmmibas orientacdes. A restricdo (4.2)

corresponde a orientacdmatpute a restricdo (4.3) corresponde a orientacépuat Isto €,
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aumenta-se outputou reduz-se mput até o nivel determinado pelas DMUs que compdem a
fronteira. Estas melhoras ou projecbes sao comgldsrpara os conjuntos que se deseja

melhorar, ¢ e R. Para os conjuntos complementar@geR_O, temos as restrices (4.4) e

(4.5) relativos aosutputse inputs respectivamente.

Ao incrementarem-se restricoes pay& ¢; (equacgdes 4.6 - 4.7) indica-se que o nivel
dosoutputsdeve permanecer igual ou aumentar, e que o noginguts deve permanecer
constante ou diminuir, isto €, considera-se donuiam figura 4.2 representa este conceito,
assim a DMU A pode ser projetada em qualquer psittado na regido da fronteira de

eficiéncia localizado entre as projecdes radiassad®BMU.

olprt

iniput

Figura 4.2 — Proje¢cdes com dominancia

Se nomodelap, =¢; = 1OrORy eillpes” =s  =00r0Roeil lo, entdo a
DMU jo é Pareto eficiente, caso contrario a DMJJéj ineficiente, e o alvo para DMU

ineficiente é expresso pelas equacoes (4.10 -:4.13)

Y, =@y, OrORy, (4.10)
Yy =4 +S., Or0Ro, (4.11)
X; =%, OiOl, (4.12)

X =x. —s~, 00 lo. (4.13)

Jo Jo !
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Este modelo pode ser utilizado interativamente p#agisor testando diferentes
conjuntos de pesos e permitindo ao decisor comtaobaisca de alvos mais apropriados para a
DMU.

Cabe destacar que este modelo somente indica $élLa éeficiente ou ndo e sua

projecdo, mas nao fornece um indice de eficiératia @ DMU.

4.2 MODELO DE ZHU (1996)

Zhu (1996) definiu varios modelos com estruturaprééeréncias baseados na medida
de eficiéncia de Russell (secao 5.1), primeiro papats e outputs separadamente, e em
seguida prop6s um modelo pamputse outputsconjuntamente.

O modelo com orientacdoiaput € definido como segue. Sejam (i = 1... m) os
pesos definidos pelo usuario ou decisor que refleie preferéncias nos niveis doputs
Logo o modelo para determinacdo de um alvo comn@géo ainput € definido pelas
equacoes (4.14 - 4.17):

Zw."(p.
Minimizar ———— (4.14)

ZW

Sujeito a:

DAY =S =Yg, r=1.s, (4.15)
=1

ZAJXU +s = , i=1,..,m, (4.16)
i, irrestritolJi, A, 5 ,s" 20,0, r, € >0. (4.17)

Se w; =0 entdop; = 1, um desses pesos deve ser ndo nulo. Quants pesow ,
maior a prioridade da reducéo do i-ésiimout

Zhu (1996) mostrou quel; = 0 e s’ = 0 para todo i, e que o valor 6timo da fungéo

objetivo ndo é maior do que 1, e é igual a 1 semeste sep, =1, (1 i.
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Se o valor 6timo de (4.14 — 4.17) for 5= 0,0 r, entdo a DMU 0 é eficiente; caso

contrario é ineficiente e o alvo para a DMU 0 gutdesendo avaliada € definida pelas
equacoes (4.18 - 4.19):

Yi, =Yg tST . Or (4.18)
X;, =0; x;, O (4.19)

Note-se que algung; podem ser maiores do que 1, isto é, considergogde ser
aumentado o nivel de consumo de um recurso. Estielmdambém pode considerar a
existéncia denputs ndo controlaveisirfputs que ndo estdo no controle da unidade). Neste
caso 0 peso correspondente é zero.

Considerando os caso dostputs seja@, (r =1, .., s) 0s pesos definidos pelo usuario

que refletem as suas preferéncias com relacaowpats Logo o modelo para determinacao
de alvos para a DMU 0 é definido pelas equac6e$ (44.23):

D w/o,

maximizar=—— (4.20)

W

r=1

Sujeito a:

DAy, -s/ =@y, , r=1,..,s, (4.21)
=1

DA +s =X, i=1,..,m, (4.22)
=1

@ irrestritostli; s ,s", w 20,0i,r, €>0. (4.23)

Se algunsw; = 0, entdo@ = 1, a0 menos unw, deve ser positivo. Este modelo
considera 0 caso oposto ao anterior, maximizandsmraa ponderada dosutputs Séo
observadas as mesmas restricdes que nos modeleavdtope padrédo com orientagédo a

output incluindo-se as folgas, mas com um fator de atonamividual para cadautput
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Note que se todos 0s pesos forem iguais, 0S aums@tao proporcionais, 0 que caracteriza o
modelo CCR.

Também foi demonstrado que= 0 es; = 0,0 r, e que o valor 6timo da funcédo
objetivo ndo é menor do que 1, e é igual a 1 sereste sep =1, [ r. Se o valor 6timo de

(4.20 — 4.23) éigual a 1€ = 0, entdo a DMU 0 é eficiente; caso contrarioedidiente e o

alvo para esta DMU é definido por (4.24 - 4.25):

y:jo =@, Y, » OF (4.24)

X =X —si_* i (425)

o o

Note que algung, podem ser menores do que 1, isto significa que ped permitida

uma reducgdo nos niveis de producacodiputs Se algunutputsforem fixados de forma
exdgena, o peso correspondente é zero.
Baseado nos dois modelos anteriores, Zhu propdeodelo que consideliaputs e

outputsapresentado a seguir pelas equacodes (4.26 - 4.30):

S m

Zwr*cpr ZW. 0,

Maximizar = = (4.26)

m

Wi =2 Wp

r=1 i=1

Sujeito a:

DAYy =S =@y, r=1,..,s, (4.27)
j=1

Z)\Jx” +s = , =1, m, (4.28)
i, @ irrestritosti, r, s ,s* =2 0,0i, r, € >0. (4.29)

Ondezs:wr+ —iwi‘ =1 (4.30)
r=1

i=1
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Pode-se notar que este modelo é uma combinacdalassmodelos anteriores.
Observa-se que as restricdes correspondente avaddsel contém os fatores de variacao
individual (equacdes 4.27 e 4.28). A funcao ob{e(W.26) é a unido das funcdes objetivo dos
modelos anteriores.

Este modelo é muito parecido com o modelo propgsto Thanassoulis e Dyson
(1992), embora no modelo de Zhu (1996) as ressigée as mesmas, tanto para as variaveis
que se deseja mudar, quanto para as que nao. Aegdifierenca € que o modelo de Zhu néo
considera dominancia, poggs e @ ndo sao restritos, admitindo-se assim uma redng&o
outputse/ou um aumento ndasputs para atingir a fronteira eficiente. Isto pode deoar
qguando se considera viavel e preferivel, do poateista da geréncia, um aumento mgmits
(reducéo dosoutputy para atingir a fronteira eficiente. Por exemptasos de legislacdo
trabalhista onde nenhum trabalhador pode ser dir(drandes custos e ma imagem publica)
ou onde existe super producédo de um item no mercado

As variaveis que néo se deseja modificar ou sA@odiwolaveis outorga-se peso zero.

Sew, =0,0r entdo estamos no casotptus(4.20 — 4.23) (0 mesmo acontecevee
= 0,01, estamos no caso dogputs(4.14 — 4.17)).

Zhu (1996) demonstrou qug, @ = 0 es’” =s~ = 0, [i, r, e o valor étimo para a
fung&o objetivo (4.26) do modelo € igual a Igse= ¢, = , 04, .

Da mesma forma que nos modelos anterioresp, sedp; = e sl=s =0, entdo a

DMU jo € Pareto eficiente, caso contrario € ineficieate,alvo para a DM, jé definido por
(4.31-4.32):

y:jo =@, Yy, OF (4.31)

Xj, =¢; x; , O (4.32)
Este modelo pode ser utilizado interativamente pidgisor, testando diferentes
conjuntos de pesos e permitindo ao decisor comtaotaisca de alvos mais apropriados para a
DMU.
Conforme descrito por Angulo Meza (2002) e Climatal (2008), estes modelos
apresentam uma dificuldade importante: a escolkgpdeos a serem atribuidos aos fatgres

e ¢;. Nao se tém limites para estes pesos nem se sab@assiveis valores antes de testar o0s
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modelos; somente a tentativa e erro nos fornecema idéia das dimensdes e das suas
possiveis variacdes. Este processo ndo é sistemadioc ha garantias de uma busca exaustiva
de todas as possiveis solucdes de interesse daouflém disso, também néo se sabe como

variar os pesos de modo a obter solucdes diferéaiiass diferentes) das ja obtidas.

4.3 MODELO MORO-D

O modelo MORO-D MultiObjective for Ratio Optimization with Dominag)c
apresentado em Angulo Meza (2002), Soares de Musll@al(2003), Lins et a(2004),
Quariguasi-Frota Neto e Angulo Meza (2007) é um elmdnultiobjetivo para determinacéo
de um conjunto de alvos para uma DMU ineficientessili como nos modelos de
Thanassoulis e Dyson (1992) e Zhu (1996), apredestanteriormente, a idéia principal
deste modelo é que os aumentos pagputs e as reducdes nasputs sdo realizadas
independentemente. A diferenca do modelo MORO-Da pas demais € que nao ha
necessidade de definicdo dos pesos pelos decpames determinacéo dos alvos.

Anos apoés a apresentacdo do modelo MORO-D, Climiaab(2008) verificaram que
este modelo possui caracteristicas semelhantes algaritmo proposto por Golany (1988),
cujo objetivo é determinar um vetor detputspossiveis, que seja eficiente para um vetor de
inputsdado. Para atingir este objetivo utilizou-se uriogme PLMO interativo para gerar um
conjunto de pontos eficientes a serem considenaelasDMU.

Este modelo é uma variagdo do modelo MORKUI{Objective for Ratio
Optimizatior) apresentado por Angulo Meza (2002). A diferentiaeeeles esta na forma de
projecdo da DMU na fronteira de eficiéncia. No ModdORO, a projecao pode ocorrer em
qualquer ponto da fronteira de eficiéncia enquani no modelo MORO-D, as restricoes de
dominancia impedem que o nivel doputsaumente assim como nao se pode reduzir o nivel
deoutputs As figuras 4.3a e 4.3b representam as projeg@esodelos MORO e MORO-D,

respectivamente.
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fmpur X Quiput fmpur X Quiput

Tl

impur

Figura 4.3 — Projecdes sem dominancia e com domi@an

Em (4.33 — 4.37) é apresentado o modelo multioljeMORO-D versdo CRS

(Retorno Constante de Escala).

max @

max @ (4.33)

min ¢,

min ¢m

Sujeito a:

QY = Zyrj)\j , Wr=1,.,s (4.34)
=1

Ox; =D xA;, Oi=1..,m (4.35)
=1

@=1, 0Or=1,.,s (4.36)

bi<1,0i=1,...,m (4.37)

O modelo apresentado em (4.33 — 4.37) possui ung@duobjetivo para a projecao de
cada variavel. Assing, representa 0 aumento para cadgutr, e ¢;, representa a redugéo
para cadanput i. As restricdes (4.34) e (4.35) do modelo gamantgie o alvo encontrado

esteja na fronteira eficiente. As restricdes ($e3¢4.37) garantem que a DMU seja dominada
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pelo alvo no sentido de Pareto, isto €, o alvop@e ter nenhurmput maior nem nenhum
outputmenor do que a DMU. Este modelo é a versdo CRS cpasidera proporcionalidade
entreinputs e outputs Ja na versdao VRS (Retorno Variavel de Escalag dev incluida a

restricdo de convexidade (4.38).

DA =1 (4.38)

Pode-se observar que o modelo (4.33 — 4.37) paessun funcdes objetivo, isto €, a
quantidade total de fungBes objetivo é igual a tidade total de variavei®(tputs+ input9
do modelo DEA. Tem-se s variavepsm variaveish e n variaveis\, um total de s + m + n
variaveis de decisdo do modelo multiobjetivo. Cefagéo as restricbes, para a versdo CRS
temos 2s + 2m restricbes de igualdade. As varideidecisdo do modelo multiobjetivo sdo
@, Ajy Om.

As restricdes do modelo (4.33 — 4.37) sdo semeadhadd dos modelos do envelope
tradicional. A diferenca é que no modelo MORO-D rastricdes de desigualdade, s&o
substituidas por restricbes de igualdade. Estaiglbdo garante que os alvos sejam pontos
fortemente eficientes, mas apresenta inconveniemtéesrdem computacional (ANGULO
MEZA, 2002). Se a DMU for eficiente, logo estarafranteira encontrando-se na fronteira

Pareto eficiente ou fortemente eficiente e asgjnx ¢, = , O 1, i. Caso contrario, os alvos

para outputssdo dados por (4.39) e os alvos parmpstssao dados por (4.40).

y:jo =@, Y, » Hr (4.39)

;. =; x;,, O (4.40)

O valor final y:jo e >qf}0 depende dos valores que os decisor escolheucﬁaeaq)f

dentre as solucbes ndo dominadas apresentadas dwlon{d.33 - 4.37). Desta forma, é
possivel obter alvos alternativos baseados naerprefias do decisor. Vale ressaltar que o
decisor participa do processo escolhendo o alvdenqe entre os alvos apresentados,
entretanto, os alvos apresentados pelo modelo eéessitam de informacdo a priori do

decisor.
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Além das dificuldades computacionais, as restrigiiegyualdade restringem a regido
viavel do problema na fronteira de eficiéncia (GCBMEINIOR et al., 2010) e tornam trivial
e sem interesse certas analises como o estudonto Nadir (METEV; GUEORGUIEVA,
2000). Além disso, podem tornar inviavel a solugdaenodelo.

Os modelos de determinacdo de alvos em DEA de $haunbs e Dyson (1992), Zhu
(1996) e 0 modelo MORO-D foram formulados pararliciam situacdes nas quais a projecéao
equiproporcional das variaveis nao representa uimac&o real nem ideal para o usuario ou
decisor. No entanto, a utilizacdo do modelo MOR(@e apresentar as dificuldades
apresentadas no paragrafo anterior e, por iss@oeree na se¢do 4.4 um novo modelo
multiobjetivo para determinacéo de alvos nos m&lBIBA, derivado do modelo MORO-D,

relaxando suas restricbes de igualdade.

4.4 MODELO MORO-D-R

Na secao anterior, 0 modelo MORO-D foi apresentadeertas limitagces foram
destacadas. Com o objetivo de sobrepujar essatagdibeis, Gomes Junior et. §2010)
propdem o modelo MORO-D-R, ou seja, um modelo mibjigtivo com uma relaxacao das
igualdades do modelo MORO-D. O modelo € descritoenmacoes (4.41 — 4.45).

max @

max @s (4.42)

min ¢,

min ¢,

Sujeito a:

@Y, sZyrjAj , dr=1,.,s (4.42)
j=1

gx 2> %A, Oi=1l..m (4.43)
i=1

@=1,0r=1,.,5s (4.44)

¢i<1,0i=1,., m (4.45)
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No modelo (4.41 — 4.45), tal como no modelo (4.38.37), tem-se s + m fungbes
objetivo, isto é, quantidade total de fun¢bBes oljetgual a quantidade total de varidveis
(inputs + outputy do modelo DEA. Tem-se s variavepsm variaveish e n variqveis\, um
total de s + m + n varidveis de decisdo do modeltiobjetivo. Com relagédo as restri¢des,
para a versao CRS temos 2s + 2m restricbes dalaial As variaveis de decisdo do modelo
multiobjetivo continuam sendgs, A;, . No modelo (4.41 — 4.45), observa-se que os dois
primeiros conjuntos de restricbes sdo iguais aosmwalelo do envelope, pois utiliza

desigualdades.
4.4.1 Validacdo do Uso do Modelo MORO-D-R

Para que se possa usar o0 modelo MORO-D-R em sug&titao modelo MORO-D é
necessario verificar qual a relacdo existente emtrtenjunto de solucdes dos dois modelos.

Para embasar as demonstracdes necessarias sesiEgueda, revistos alguns conceitos:
- Fronteira de Producéo

Segundo Lins e Angulo Meza (2000) um conjunto dssimilidades de producéo T

(regido viavel) possui as seguintes propriedades:
12 propriedade: Convexidade: Se¢ ¢ O T,j=1, ..., n e\, j =1, ..., n sdo escalares ndo

n
negativos tais qu{)\j =1 entao:
j=1

(D AX, 2 Ay)0T (4.46)
= =1

22 propriedade: Ineficiéncia

Se(x,y0Tex=2x— (x,y) OT (4.47)
OT

Se(x,y)dTey<y — (xY) (4.48)
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32 propriedade: Raio ilimitado (no caso de froat€iRS)
Se (x,y)OT— (kxky) OT,0k>0 (4.49)

Além destas propriedades, Lins e Caloba (2006);rdesm as seguintes defini¢cdes e

teoremas:

- Um conjunto TO 0" é convexo se e somenteSe; e % (X1 Zx2) O T, se x é
combinacéo linear convexa deexx = x O T.

— O conjunto T das solugdes viaveis de um problemarogramacéo linear (PPL):
Min Q(x), tal que A.x =b e 2 0 € um conjunto convexo.

- Xx O T é vértice do conjunto T de solucdes viaveis eRPL, se ndo pode ser
obtido como combinacao linear convexa de nenhund@@ontos distintos de T.

— Dado um PPL com um conjunto de solucdes viaveig &,veértice de M se e

somente se x for solucdo basica viavel.
- Fronteira Pareto eficiente (formulagéo nao arquinediana)

Seja L(y) um conjunto dimputse h(x,y) =min{h/hxJL(y),h=0} onde h é o menor
valor, sempre menor que 1, tal que, multiplicadio petor de insumos da DMU, resulta em
uma reducdo equiproporcional destes insumos.

SejaL,(y)={x/h(x y) =1} a fronteira de producéo para um dado conjuntoutieuts
y. Esta fronteira pode conter duas DMUs com o megator de produto e dois vetores de

insumo da forma:

!

X = (Xeee Xy, ) O L (y) (4.50)
X' = (XX +d,.x ) O L(y) (4.51)

Com d > 0, x” é, portanto, Pareto ineficiente. Assisy) define a fronteira

fracamente eficiente.
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Seja agora LE(y) :{[x/h(x, y) =1] 00X < x talquex [ L(y)} 0 conjunto & Pareto
eficiente.

As DMUs eficientes encontradas pelos modelos DERe os vértices da fronteira
linear por partes {y), que ndo corresponde a fronteirg\). Estes modelos irdo promover o
méximo deslocamento de uma DMU ineficiente na dmecadial, enquanto pertence ao

conjunto de possibilidades de producéo, T.

Assim, a folga dada porh(x, —Z/ij.xj ) ndo diz se esta projecdo esta na fronteira

Ls(y) ou Le(y).

Para se distinguir em qual regido da fronteirafd®éacia encontra-se a projecao da
DMU, sera utilizado o modelo ndo arquimediano dasam (4.52 — 4.55), pois, como
descrito na sec¢éo 2, os modelos DEA classicosnsapazes de distinguir um DMU eficiente

segundo a medida de Farrell da eficiéncia de P&ebtpmans.
- Modelo do envelope CRS néo arquimediano com orieagao ainput

E necessario demonstrar que os modelos MORO-D e DR apresentam as
mesmas solugdes. Para auxiliar nesta demonstrapiesenta-se a seguir o0 modelo nao
arquimediano CRS que sera utilizado na secdo 4ehib base para expressar o modelo
MORO-D-R nao arquimediano para comparar os resagtatiftidos pelos modelos MORO-D
e MORO-D-R.

O modelo ndo arquimediano CRS (4.52 — 4.55) queimax a soma das folgas
depois de projetar a DMU na fronteira faz a digtm@ntre a fronteira {ly) e Le(y),
distinguindo uma DMU Farrell eficiente de uma oudU Pareto-Koopmans eficiente. Essa
distincdo é feita da seguinte forma: se uma DMU ééigiéncia h igual a 1 no modelo CRS
classico e no modelo (4.52 — 4.55), ela perteriggyg, sendo Pareto-Koopmans eficiente. Se
no modelo CRS tem h igual a 1 e no modelo (4.555)4em h menor que 1, entdo a DMU

pertence a §(y), ou seja, € uma DMU Farrell eficiente.

Minimizar h-£) s" -£> s (4.52)
sujeito a:

hx, =D %A, =s =0 (4.53)
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2 YA s =y, (4.54)

A,s,s=20 (4.55)

No modelo (4.52 — 4.55%  representa as folgas relativas aqmitse s’ representa a

folga relativa aosutputs
4.4.2 Comparacao entre os Modelos MORO-D e MORR-D-

Para se mostrar a equivaléncia dos modelos (48374 e (4.41 — 4.45), precisa-se
provar que ambos sempre fornecem a mesma solugéio determinado problema. Para isso,
inicialmente sera demonstrado, por reducdo ao dbsgue as solugbes apresentadas por
ambos ndo podem ser diferentes quando os alvosmdedMU ineficiente esta localizado na
fronteira Pareto eficiente £ly)). Ou seja, inicia-se 0 processo supondo que caddelo
apresenta uma solucéo diferente e, por absurdficaese que isto é impossivel, contrariando
a proposicao inicial, tornando entdo as solu¢iesisg

Seja entdo o conjunto solucdo do modelo MOR({)@;I):} O r, i. Este conjunto
solugéo garante que a DMY geja projetada na fronteira:(ly). De fato, as restricdes de
igualdade obrigam a que todas as folga® s* sejam nulas, o que garante a equivaléncia do
modelo CRS classico e o modelo nédo arquimediark® (4.4.55) que € a condi¢do imposta
para que a fronteira seja fortemente eficiente.

J& para o0 modelo MORO-D-R é possivel existiremaflgstritamente positivas no
conjunto solucdo, o que impede, a priori, verifisaro alvo pertence a(y). Assim, deve-se
utilizar o modelo ndo arquimediano associado aoalmofORO-D-R, apresentado em (4.56
—4.60):

max @ +&.s

max @, +&.s; (4.56)

min @, — £.S;
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min ¢, —&£.S,

Sujeito a:

BYy, 2 YyA +87 =0, Or=1,.s (4.57)
j=1

¢x, —> %A -5 =0, Oi=1..,m (4.58)
j=1

@=1 0r=1,.,s (4.59)

di<sLUi=1..,m (4.60)

Seja agora o conjunto solu¢cdo do modelo MORO-[{I&;RQ’} O r, i do modelo ndo

arquimediano associado ao modelo MORO-D-R, ou égjagconjunto de solu¢des fortemente
eficientes do modelo MORO-D-R.

O que se quer demonstrar € que o conjunto de sdufdrtemente eficientes
fornecidas pelos dois modelos (MORO-D e MORO-D-Rjgegal. Para tal supbe-se o
contrdrio, ou seja, que esses modelos admitem&@esdudiferentes. Esta suposicdo equivale a
dizer queg <@ e ¢ >¢. , pois a solugdo do modelo MORO-{@:,¢:} esta na fronteira
Pareto eficiente &(y) e as Unicas variagdes possiveis em uma sotyugiudo esta se encontra
na fronteira fracamente eficientg(y) séo valores menores pavatputsou valores maiores
parainputs Assim, analisando as funcdes objetivo, percebgusea existéncia de folgas
estritamente positivas faz com que o valor da fargf§etivo aumente, no caso dmgputse

diminua no caso dasputs

Pela estrutura dos modelos isso s6 pode ocorres saloress’ e s do modelo
MORO-D-R né&o arquimediano forem estritamente passti

Entretanto, como as projecdes se dao na fronteifg),Las folgass' e s séo,

necessariamente, iguais a zero. Chega-se assim aantradi¢cdo o que invalida a hipétese e

caracteriza a demonstracdo da negacao da hip@smetodo da reducdo ao absurdo.
Como a hipétese era qug #¢ e @ #4 , entdo a sua negacéo € gffe=¢ e
¢ =¢ . Assim, os resultados dos modelos MORO-D e MORR-B40 iguais quando se

consideram apenas projecdes na regido Paretondééica fronteira (k(y)).
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Uma vez comparada a equivaléncia das solu¢des estrmodelos MORO-D e
MORO-D-R na regiédo Pareto eficiente da fronteiesgjla-se mostrar agora esta equivaléncia
para as demais regides da fronteira, ou sejajaorégurrell eficiente da fronteira(ly).

Seja, entdol (y)={x/h(x,y) =1} a fronteira de produg&o para um dado conjunto de
outputsy.

Sejam duas DMUs, A e B, pertencentes a esta framtem o mesmo valor de produto

e dois vetores de insumo da forma:

A=(xX,y,), ondex’ = (X.,....X ... %, ) O L (y)
B=(x",y,), ondex" = (x,,...x +d,...x, ) OL(y)

com d > 0, sendo a DMU B, portanto, Pareto inefi@econforme figura 4.4.

1
[
I
[
[
[
I
[
[
|
T

X ¥+d

Figura 4.4 — Fronteira de producédo

Seja, agora, uma DMU C qualquer, ndo eficienteseja, a ponto C esta localizado

fora da fronteira de producao, conforme figura 4.5.

Figura 4.5 — Fronteira de producéo
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Seja 0 conjunto solucdo do modelo MORC{@,#} O r, i que projeta a DMU C na
fronteira Lg(y), mais precisamente no ponto A (figura 4.4), wea que as restricbes de
igualdade do modelo forcam que todas as folgjag s’ relativas aosnputs e aosoutputs
respectivamente, sejam nulas.

Seja agora um conjunto solucdo T do modelo MORO-@%R}&?} Or,icomg >¢@
que projeta a DMU C na fronteira sy), no ponto C°, C = Xy ) onde

X = (X0, % ,...,X,, ) conforme figura 4.6:

Figura 4.6 — Projecdo da DMU C na fronteira dei@ficia

O ponto C” € uma combinacao linear convexa dosogoiste B e ndo € vértice de T,
assim, é possivel melhorar os valores eficientesetior dosinputs da projecédo da DMU C

sem piorar os valores do vetor dngputsdesta DMU projetados na fronteira, ou seja:
Sejac’.X as coordenadas do vetor doputsda DMU A, ¢’ x" as coordenadas do

vetor dosinputsda DMU B ec' .x, as coordenadas do vetor dosutsda proje¢cdo da DMU
C na fronteira k(y).

Considere, sem perda de generalidade, cug<c' x , pols se quer minimizar o
vetor dosnputs

Pela propriedade de convexidade descrita em 4ddk-se escrever:

c'x=ac" X+(@-w)c' X" (4.61)
c'X=ac' X+1-a)c' X<ac' X+(1-w)c'.X'=c’.x (4.62)

c'.X'=ac' X+@Q-a)c'.X'zac’ X+@1-w)c'.X'=c".x (4.63)
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Assim, conclui-se que:

c' Xsc'.x<c'.x' (4.64)

Desta forma, o vetor dosputs pode ser sucessivamente melhorado. Carhx
equivale ag .x, verifica-se qued (@ X, &, .y) < (@ X, &, .y) capaz de projetar a DMU C em
um ponto intermediario entre A e C’, também efitdesté que a projecdo da DMU C atinja
os valores do pon{@* x,4. y. Que é exatamente o ponto A e vértice do conjuntd Fartir

deste ponto, entdo, ndo se consegue uma reducaopodsgque ndo gere uma reducao dos
outputsou vice-versa, pois, como descrito na secdo 4este, ponto, por ser um vértice do
conjunto T, ndo pode ser obtido como combina¢c&matironvexa de nenhum par de pontos
distintos de T.

Assim, a projecdo de uma DMU ineficiente na framteitilizando o modelo MORO-
D-R também ocorre em uma regido da fronteigy). sendo igual a solucéo fornecida pelo
modelo MORO-D.

Concluindo assim que os modelos MORO-D e MORO-DeRime apresentam o0s
mesmos resultados e projetam uma DMU em uma regi&oonteira Pareto-eficiente. Desta
forma, os modelos MORO-D e MORO-D-R sao equivakente

4.4.3 Vantagens da Utilizagdo do Modelo MORO-D-R

O modelo MORO-D possui como regido viavel, somenfadpria fronteira Pareto-
eficiente, pois apresenta folgas nulas para tosl@a@éveis do modelo. J4, o modelo MORO-
D-R apresenta uma regido viavel maior, incluind@émados pontos compreendidos na
fronteira Pareto-eficiente, os pontos da fronte&ia Pareto-eficiente e a regido interior a estas
fronteiras. Este conjunto de solucdes viaveis maode ser vantajoso dependendo do
problema em analise, pois fornece um nimero maapgdes de solu¢des para um problema
gerencial.

Outro ponto importante € que o modelo MORO-D amtesesstricdes de igualdade,
gerando maior complexidade computacional. No mod#@RO-D-R estas restricdes de
igualdade foram relaxadas para restricoes de dadape, possuindo assim solugbes

computacionais mais simples que o modelo MORO-DénAldisso, as restricdes de
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desigualdade podem evitar inviabilidade de solud@onodelo, que pode ocorrer no modelo
MORO-D causada pelas restricdes de igualdade.

No entanto, estes modelos, apesar de serem va#gjos projetarem uma DMU na
fronteira de forma néo-radial, o que pode ser roais/eniente em muitos problemas reais,
eles ainda ndo fornecem um indice de eficiéncia pddDMU. Por isso, ndo € possivel uma
ordenacédo das DMUs ou mesmo das solu¢ces. Pamrmtaneste problema, apresenta-se a
seguir os indices de eficiéncia encontrados naalitea e propde-se um novo indice, baseado
nos conceitos vetoriais inerentes a eficiénciagsgtando as vantagens de sua utilizacéo.
Este novo indice proposto € o grande diferenciatedestudo, pois, além de considerar os
conceitos vetoriais ligados a eficiéncia, permitmaumaior liberdade aos gestores na
determinacdo do ponto onde se deseja projetar a ,D®lldue passa a ser conhecida a
eficiéncia da DMU ineficiente em relacéo a cada alpresentado como solucao do problema
gue estiver sendo estudado.

Um exemplo de aplicagdo do modelo MORO-D-R foi apnéado em Gomes Janior
et al. (2010) e esta descrito no item 4.4.4.

4.4.4 Exemplo Numeérico de Utilizacdo do Modelo MOR-R

Sejam os dados apresentados na tabela 4.1 repmed@ntm conjunto com 6 DMUS,
cada uma com ihputse 1outputcom suas respectivas eficiéncias calculadas pelieio
DEA-CRS classico orientado iaput

Tabela 4.1 — Dados do exemplo numérico

DMUs Input 1 Input 2 Output Eficiéncia
CRS Input

A 1 4 10 0,9090

5 2 2 9 0,7200

¢ 1 3 11 1,0000

0 4 2 13 0,6419

= . 1 14 1,0000

i 4 4 9 0,3600

As DMUs C e E definem a fronteira de eficiéncia. fig@ra 4.7, o segmento de reta

CE representa a fronteira Pareto eficiente, o setprae reta vertical com inicio em C e 0
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segmento de reta horizontal com inicio em E reptase a fronteira fracamente eficiente,
pois, mesmo uma DMU estando nestes trechos deeifrang possivel aumentar o valor do
outpute/ou reduzir o valor dimput e esta DMU ainda estara sobre a fronteira (secglara
baixo caso esteja no trecho vertical ou para aezdgise estiver no segmento horizontal). Os
eixos coordenados da figura 4.7 representam aadivisinput 1 pelooutputno caso do eixo
das abcissas e a divisdoidput 2 pelooutputno caso do eixo das coordenadas.

050
[2/0

045 *F
040 - A
035
030

C
025

+B
020
015 *D
010
0,05 - 'E
[0
D.DD T T T T T T T T
0,00 0,05 010 015 0,20 0,25 0,30 035 040 0,45 0,50

Figura 4.7 — Fronteira de eficiéncia do exemplo éuoco

As DMUs A, B, F e D sao ineficientes e encontrammséanterior da regiao definida
pela fronteira de eficiéncia. Deve-se entdo eneords alvos para estas DMUs de forma a
torna-las eficientes. Sera utilizado inicialmentéoanulacdo do modelo MORO-D (4.33 —
4.37) e, posteriormente, a formulacdo do modelo IRR (4.41 — 4.45) para verificar a
igualdade das solucdes, como demonstrado no i 4.

Em (4.65) e (4.66) estao discriminados os PPLsb{Pnmtas de Programacéo Linear)
versdao CRS dos modelos MORO-D e MORO-D-R, respatignte, para a DMU B. Esta
DMU tem como referéncia as DMUs C e E pois sédo BBIP eficientes do conjunto de
dados. Os PPLs para as DMUs A, D e F sédo equieslenalterando apropriadamente os
valores de seusputse outputsconforme a DMU que esta sendo analisada.

max @, maxe,
min ¢ mind,

min ¢, ming,
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Sujeito a: Sujeito a:
9.¢ =114, +14.4, (4.65) 9.¢ <114, +144, (4.66)
2¢, =11, +34, 2¢, 211, +3.4,
29, =34 +1A, 29,234, +14,
=21 m=1
b:<1 $1<1
$.<1 $.<1

- Resolucdo do modelo MORO-D

Utilizou-se osoftware ADBASE (STEUER, 1983) que incorpora o modelo sewpl
multiobjetivo para resolver os problemas de proggio linear multiobjetivo fornecidos pelo
modelo MORO-D e obter o conjunto de solucdo ndoidadas extremas. Estas solucdes
fornecem os valores dg, ¢,, ¢, A, e\, para as DMUs ineficientes A, B, D e F, assim como
os alvos, ou seja, 0s novos niveis dysuts e output que projetam a respectiva DMU na
fronteira de eficiéncia. Estes resultados estdesantados na tabela 4.2.

Os valores d@; e ¢, representam as reducdes que devem sofrer os valosmputs
1 e 2, respectivamentegerepresenta o acréscimo que deve sofrautputpara que a DMU
atinja o alvo especificado, sobre a fronteira deéfcia.As variaveish; e A\, representam as
contribuicbes das DMUs eficientes na formacdo dessada DMU analisada, ondg esta

associado a DMU C & esta associado a DMU E.

Tabela 4.2 — Resultados fornecidos pelo ADBASE paggemplo numérico

DMUs A B C D E F
Input 1 (x3) 1 2 1 4 3 4
Input 2 (X2) 4 2 3 2 1 4
Output (¥3) 10 9 11 13 14 9

o1 1,000 1,000 - 1,000 - 1,000
P2 0,750 1,000 - 1,000 - 1,000
¢ 1,100 1,389 - 1,558 - 2,778
Ax 1,000 0,500 - 0,250 - 1,000
Az 0,000 0,500 - 1.250 - 1,000
Q1.X; 1,000 2,000 - 4,000 - 4,000
P2.Xz 3.000 2,000 - 2,000 - 4,000
¢1.¥71 11,000 12,500 - 20,250 - 25,000
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Utilizando os resultados fornecidos pela tabela@bBstruiu-se a figura 4.8 que representa as
projecdes (alvos) das DMUs A, B, D e F na fronteieaeficiéncia com os valores encontrados pelo
modelo MORO-D.

12/0
0,45 1 *E

/0

U.UD T T T T T T T T
0,00 0,05 010 015 0,20 025 0,20 035 040 0,45 0,50

Figura 4.8 — Alvos das DMUs ineficientes na froratale eficiéncia

- Resolucdo do modelo MORO-D-R

Como era de se esperar, 0s resultados de todawiaseis para todas as DMUs no
modelo MORO-D-R séo iguais aos resultados fornegmo modelo MORO-D, apresentado
entdo, como solucdo, as mesmas projecdes mostradigsira 4.2.

Uma vez que ambos os modelos apresentam as mesiug8es, a utilizagdo do
modelo MORO-D-R permite uma maior simplicidade catapional por apresentar restricoes
de desigualdade. Além disso o0 modelo MORO-D-R amtesregides de indiferenca aos
pesos de dimensao completa, o que permite a gélizde métodos baseados na area dessas
regides, como o TRIMAP (CLIMACO; ANTUNES, 1989).rAstricdo de desigualdade ainda
expande o espaco de solugbBes viaveis, 0 que permite maior rigueza nas analises
baseadas, por exemplo, em ponto ideal e ponto Naudlirideal), 0 que ndo é escopo deste

trabalho.



5 MEDIDAS DE EFICIENCIA NAO RADIAIS

Com o fim de evitar que DMUs n&o Pareto-Koopmaigesites fossem classificadas
como eficientes, problemas estes ocasionados pelgs;0es radiais das DMUs na fronteira
fracamente eficiente da funcdo de producéo, forasemlvolvidos outros modelos em DEA
gue conseguissem classificar as DMUs segundo ai¢hsi de eficiéncia Pareto-Koopmans.

Segundo analise de Souza e Angulo Meza (2006Yjmegipos modelos desenvolvidos
em DEA que procuraram resolver esta deficiénciaanfordenominados Modelos Néao
Arquimedianos introduzido por Charnes et(#079)e os Modelos DEA Aditivos, Charnes et
al. (1985).

A formulagdo da funcdo objetivo de um modelo doetope nédo arquimediano

orientado anputsé a seguinte:

Min 6—5[ 3 s’ +is,‘} (5.1)

r=1 i=1

O modelo DEA aditivo, também introduzido por Chareeal. (1985), tem a seguinte

funcgéo objetivo.

Max Zszio+zm“s'—_° (5.2)

=1 Yro =1 Xio

O modelo DEA Aditivo ndo fornece um indice de éiwia e ndo é invariante a
mudanca de escala.

Para resolver o problema de identificar DMUs naet®akoopmans eficientes como
eficientes, outros indices propostos nas pesqeisa®EA sdo os indices de eficiéncia nao
radiais (SOUZA; ANGULO MEZA, 2006).
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Cabe ressaltar que pode-se fazer uma distincae @i tipos de projecao néo radial.
O primeiro tipo caracteriza por determinar o podéofronteira Pareto-Koopmans eficiente
mais proximo (através de uma reducéo inpsitsou em um aumento nasitputy do ponto
fracamente eficiente onde a DMU foi inicialmentejptada de forma radial. O segundo tipo
caracteriza-se por uma projecao nao radial ondelld B projetada em um ponto qualquer da
fronteira Pareto-Koopmans eficiente (pode ser d#dimpelo decisor ou por métodos para
determinacao de alvos alternativos), sofrendo sanehmente, e de forma independente para
cada variavel, reducéo nimgputse aumento nosutputs

Descreve-se a seguir, na secao 5.1, alguns ind&®gadiais propostos em DEA,
onde séo apresentados os modelos e as propriadagesnportantes de cada medida.

Em cada indice de eficiéncia sdo assumidd@dyIUs, minputse s outputs

5.1 INDICES DE EFICIENCIA NAO RADIAIS ORIENTADOS ANPUTSOU OUTPUTS

5.1.1 Medida de Russell Orientadlnputs

A medida de Russell proposta por Fare e Lovell ) 9dinimiza a média aritmética
nao ponderada da reduc&o proporcional de tagmss individuais mantendo constante o
nivel deoutputs

Pode-se calcular a eficiéncia de Russell orientamdnputs para uma dada DMJ

com o seguinte modelo de programacao linear (5.8)- Ruggiero e Bretschneider (1998):

Min %Zml‘,@ (5.3)
Sujeito a

Zn:Aj X; £8Xq, 1=1...m, (5.4)
i

Zn;‘Aj Yi 2 VY0, F=1...5 ®.5
=

i/‘j =1 (5.6)
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Observa-se que a cabfgput esta associada uma redugédo, a fungdo objetivanédaa
aritmética simples das redu¢des em dapat

Pode-se notar que as restricbes da medida de Rs&geahuito parecidas com as do
modelo do envelope CCR, porém tem-se a introddedariaveld, ou seja, para cadiaput
h&a uma reducéo independente. Assim, ao invés dadedequiproporcional em todos os
inputsdetermina-se a maxima soma das reducdespots

Como provaram Fare e Lovell (1978) e Russell (1388)edida de Russell satisfaz
todas as propriedades desejaveis a uma medidaidéneifh exceto a propriedade da
homogeneidade, pois apresenta a restricdo de ddadex(5.6). Desta forma, esta medida
nao € aplicavel a casos onde sao utilizados moddH#s CCR. Verifica-se que ndo se tem
controle sobre a escolha do ponto de projecdo d& Dl fronteira e, além disso, o valor
encontrado para a eficiéncia € uma média que rgsupsentido fisico.

A versdo deoutputsda medida de Russell foi definida analogamente Haoe et al
(1985).

5.1.2. Medida Ponderada de Russell

Um problema na utilizacdo da medida de Russell mmteatribuido a suposi¢éo
invalida de pesos iguais para ioputs pois 0s recursos tém um impacto diferenciado nos
outputsno processo de producao.

Para acomodar diferentes pesos no processo decpmdRuggiero e Bretschneider
(1998) fizeram uma extensdo da Medida de Russelhsiderando retornos variaveis de
escala a medida ponderada de Russell para cada, pdtlé ser calculada como solucdo do

modelo de programacéo linear (5.7 — 5.10):

Min > w6 (5.7)
i=1

Sujeito a

DA X 6%, i=1..m, (5.8)

i=L

DAY 2V, =15 (5.9)
=1
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>A, =1 (5.10)

Neste modelo, € assumido que os p@sdgvem ser conhecidos a priori. Por isto, esta
medida deve se considerada semiparamétrica. Apsiie, ser requerido um primeiro estagio
de regresséo ou uma programacao linear para datergsses pesos. Para que a solugao deste
problema sempre resulte em 1 como maxima eficiéacs®ma desses pesos deve ser igual a
1. A performance da medida ponderada de Russekndepda habilidade de definir
corretamente os pesos dos fatores, que nem sempra tarefa simples ou conhecida.

Como na medida de Russell, a medida ponderada dseRusatisfaz 3 das 4
propriedades desejaveis para uma medida de efi@igmopostas por Fare e Lovell,
assumindo todos os pesos dos fatores positivosjedana forma que a medida de Russell
anterior. Nao satisfaz a propriedade da homogeteiddambém verifica-se que nédo ha
controle sobre o ponto de projecdo da DMU na ficate a determinagdo dos pesos néo é
uma tarefa simples. Além disso, o valor encontrpdoa a eficiéncia é dependente do

conjunto de pesos escolhido, ndo possuindo unfisigeo definido.

5.1.3 Medida de Zieschang Orientadajuts

Ziezchang (1984) procurou evitar o calculo da éficia com as folgas usando
elementos, primeiramente, da medida de Debreu{F@EBREU, 1951; FARRELL, 1957),
que vale a pena lembrar é uma medida radial, corindice ndo radial, a Medida de Russell
(FARE; LOVELL, 1978).

A medida de Zieschang (1984) é calculada em dagaet Na primeira, daputssao
reduzidos equiproporcionalmente até atingir a &wateficiente e, na segunda etapa, cada
input é reduzido até atingir regido Pareto-Koopmangegfie. Nesta segunda etapa, busca-se
eliminar as folgas.

Na resolucdo da primeira etapa obtém-se a propaficdem que todos oBputs
devem ser reduzidos. Para a segunda etapa saoidesus valores dasputsreduzidos na
proporcéod, ou seja, osnputs do modelo multiplicados pela eficiénc#, ai entdo o

problema deve ser resolvido com a medida de Russell
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A formulagdo da medida de Zieschang orientada iapsts para a DM, € a
apresentada em (5.11 — 5.13):

MmEZa (5.11)
miz

Sujeito a

A% <66 %), i=1...m, (5.12)

=1

DAYy 2V, =18, (5.13)

j=1

/‘j >0, j =1, ..n

O indice de eficiéncia fornecido pela medida deséhang orientada adsputs é

calculado segundo a formula (5.14):

z:@xlzq. (5.14)
m

i=1

O ponto de projecdo da DMU na fronteira € encootrseim nenhum controle por
parte do decisor. O modelo busca o ponto Paret@efe mais préximo do ponto de projecéo
radial sofrida inicialmente pela DMU.

Estes modelos podem ser facilmente deduzidos garatputs

5.1.4. Medida Assimétrica de Fare Orientadiapaits

A medida assimétrica de Fare (FARE, 1975; FARH.e1883) também é obtida com
duas etapas, primeiro, cag@ut da DMU em andlise é reduzido individualmente eutsos
inputs s&o mantidos constantes. Posteriormente, € sedetaoa menor das reducdes dos
inputs O modelo da medida assimétrica de Fare oriertasiaputsé apresentado em (5.15 —
5.18):
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Min 0, (5.15)
Sujeito a

DAX S =%, Oizi, (5.16)
i=L

S A% =0%,, i=i, (5.17)
=1

DAY =S =Y, r=1..5 (5.18)
=1

/‘j >0, j =1, ..n

Desta forma, na analise de eficiéncia de uma dadb Dsdo resolvidosn modelos

lineares e a medida assimétrica de Fare é defemdés.19):

Mini4 t,i=1,..m. (5.19)

O valor da eficiéncia encontrado neste modelo denai apenas o menor valor do
indice de reducdo dosh inputsdo modelo, assim, ndo representa nenhum significad
concreto. O valor da eficiéncia de uma DMU depehdgrenas de uma de suas variaveis e
nao de todo o conjunto.

Este modelo também pode ser reformulado para ammeagao dosutputs

5.2 INDICES DE EFICIENCIANAO RADIAIS ORIENTADOSA INPUTSE OUTPUTS

5.2.1 Medida de Russell Ndo Orientada

Proposta por Fare et al. (1985nedida de Russell ndo orientada € definida cameo u
combinagéo de forma aditiva das medidas de Ruzsetitada aosputse aooutputs

Para uma dada DMJb valor desta medida pode ser obtido a partir dad@cao
DEA (5.20 — 5.22):
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Min —* (ia +iij (5.20)

m+ S\ iz =/
Sujeito a
DA% 6%, i=1...m, (5.21)
=1
YAV 2@ Yor =1, (5.22)
j=1

/]j =0, j =1,..n

Este modelo satisfaz as 4 propriedades basicadadstpor Cooper e Pastor (1995).

Como na medida de Russell e na medida ponderadasell, verifica-se que o ponto
de projecdo da DMU na fronteira € encontrado pte esodelo sem nenhum controle do
decisor e o valor encontrado para a eficiénciapedsui um significado definido.

5.2.2 Medida de Russell Nao Orientada Melhorada

A medida de Russell ndo orientada melhorada fopgsta por Pastor et.g1999)
como uma alternativa para evitar as dificuldadesaio@adas da medida de Russell nédo
orientada apresentada anteriormente. Ao invés dwioar as medidas de Russell orientada
aosinputs e aosoutputsde maneira aditiva, como na funcédo objetivo (5.20jnedida de
Russell ndo orientada melhorada, propde um coefeentre estas duas medidas (5.23).

O resultado desta combinacéo € o modelo (5.236):5.2

1m

—2.6
MinT% (5.23)
3L
Sujeito a
DAX <O%,, i=1..,m, (5.24)
=1
DAY 2@ Y, =15, (5.25)
j=1
]:

A=0,j=1,..n (5.26)
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A funcdo objetivo (5.23) é o quociente entre ai@ficia média dosnputs e a
eficiéncia média dosutputs(PASTOR et a] 1999).

Como pode ser observado o modelo (5.23 — 5.26¢ndm modelo de programacao
linear. Através das substituicbes de variaveis rdascem (5.27 — 5.28) se inicia o
procedimento para linearizagcdo do modelo:

i . i=1..,m, (5.27)
XiO XiO
+q" +
@ Yo 'S 145 , r=1..,s (5.28)
er yI’O

Reformulando o modelo (5.23 — 5.26) substituindoegsacdes (5.27) e (5.28) é

obtido o modelo mostrado em (5.29 — 5.31), ondeedida € expressa em termos das folgas
totais (PASTOR et g311999).

-1y S
Min — =t Xo (5.29)
1& s
1+
St=1 Yo
Sujeito a
DAX +S =X, i=1..,m, (5.30)
=1
DAY =S T =L, (5.31)
=1

O indice de eficiéncia formulado na equacéo (5&2@gntico ao indice formulado por
Tone (2001), denominado Medida de Eficiéncia Basew$ Folgas ou SBMslacks-Based

Measurg, no qual se § indicam o excesso deputse a reducdo deutputs respectivamente,
e representam as folgas.
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Para transformar tanto SBM ou a medida de Ruséellonientada em um modelo de
programacao linear € usada a transformacdo devemigroposta por Charnes e Cooper
(1962). A substituicado de variaveis € a express@ged2 — 5.35):

18, )
ﬁz(“é;ﬁj , (5.32)
to=ps,, i=1..m (5.33)
t', =05, r=1..5s (5.34)
“ =P, j=L...n (5.35)

Esta substituicdo de variaveis resulta no modeéali (5.36 — 5.39):

Min ,6’—i L (5.36)
M=t Xio
Sujeito a
1St
B+=2 =1 (5.37)
STZ:;‘ er
- BXo +2/'Ij X+t =0, i=1..,m, (5.38)
j=1
_:Byro +Z/'lj er _t:— = 01 r :l---,s, (539)
j=1
t ,t" =0, i,r

1 10r

#=20, j=1,...n

Uma das mais importantes caracteristicas dos mo@#@ sdo os seus duais, onde se
podem fazer avaliacbes da eficiéncia através depirdtacdes econdmicas. Fazendo essa
consideracao, Tone (2001) formulou o dual do sedeloSBM (Slacks-Based Measyre
Este dual pode ser interpretado como a maximizegaocro, ao contrario da maximizacao
do coeficiente no modelo CCR classico. Isto temndgacontribuicdo no potencial de

aplicacao deste modelo.
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Comparando a medida de Russell melhorada e a SBINET 2001), pode-se
observar que elas sdo semelhantes no que dizteespkirma de lidar com as folgas. Além
disso, fornecem medidas de eficiéncia entre Ot@nihém sdo monotonicamente decrescentes
em relacdo as folgas e utilizam as mesmas tranat@es de variaveis para linearizar suas
fungbes objetivos.

Contudo, elas diferem das seguintes maneiras:

= A medida de Russell € uma média aritmética e sgnuifisado ndo é claro,
enquanto a medida SBM pode ser interpretada compraduto das ineficiéncias
dosinputspelas ineficiéncias damutputs(TONE, 2001).

* A medida de Russell ndo tem um dual definido.
Fare et al. (1978, 1994) introduziram a medida dssBll orientada aasputs

(output3, que é equivalente a SBM orientada iaput (outpu) se somente
tratarmos o numerador (denominador).

5.2.3 Medida de Escala Ajustada

A medida de escala ajustada, mais conhecida conM @ange-Adjusted Measyre
foi desenvolvida por Cooper e Pastor (1995). A idegdo desta medida (5.40 — 5.43) é uma
modificagcdo do Modelo Aditivo proposto por Chareéesl (1985), tendo-se:

1 (&8s &S
Max —+ — (5.40)
RS

Sujeito a

DAY *tS =X, i=1..,m, (5.41)
=1

DAY, =S T, =18, (5.42)
=1

YA =1 (5.43)
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As variaveis de escalR” eR" sdo obtidas através das equacgdes (5.44 — 5.45):

R =%-%, i=1..m, (5.44)
R'=y -y, r=1..s (5.45)
Onde:

A funcdo objetivo (5.40) mede as ineficiéncias dgsuts e dosoutputs logo uma

nova medida de eficiéncia é dada por (COOPER ,e1389), expressa pela equacao (5.48).

r=q-_1 (zm:i+z S:J (5.48)

Na equacao (5.48), a eficiéncia é igual a 1, seneeste se, as folgas e s forem
iguais a zero.

As propriedades desta medida por Pastor €1999) sédo as seguintes:

- 0=sr<1;
- Einvariante em relacéo as unidades de medida;
- E fortemente monotonica;

- Einvariante em relac&o a translac&o.

Entre as propriedades da medida RAM, foram citagasSueyoshi e Sekitani (2006)

as propriedades unidades invariantes e translagadante.
5.2.4 Medida de Eficiéncia Vetorial

Diferentemente dos trabalhos apresentados antenmen Soares de Mello et al.

(2005) deixam de tratar a eficiéncia como um es@ldefinem a eficiéncia como um vetor.
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Uma vez que a eficiéncia de uma DMU depende doopamtque esta DMU é projetada, ela é
caracterizada por um ndmero e por uma diregao.

A figura 5.1 representa esta formulacdo. O vépr chamado vetor eficiéncia, tem
como coordenadas aparentes o simétrico da efieiémientada anputs e a eficiéncia

orientada abutputs O simétrico da eficiéncia orientadanguts € usado no lugar da prépria

eficiéncia, visto que a projecao € feita na direg@crescente do eixo horizontal. O vetb,r
com origem no ponto o e extremidade no ponto roeha a direcdo de projecdo da DMU

localizada no ponto o (o ponto p € o alvo no quBaMU é projetada). Desta forma, o vetor

v determina também a direcéo da projecéo do vet(:ilé'laﬁiaéf e faz um angul® com este

vetor.

output

input

Figura 5.1 — Representacdo bidimensional da fnenEA BCC

A figura 5.1 representa o caso bidimensional. Piosteente os autores expandem o

desenvolvimento para o caso multidimensional.

Matematicamente, o vetor eficiénci&i € dado por (5.49), ondeg e e, sdo as

eficiéncias nas orientacéemputse outputs

_—

e =—§ i+ eo.] (5.49)
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O mddulo do vetor eficiéncie:f guando este € projetado na dire¢do do ve®dado

pela expresséao (5.50):

—

-V
e . (5.50)
Vvl

er.
v

Soares de Mello et al. (2005) mostram que a efic@édirecional maxima € obtida na

direcdo do vetor eficiéncizﬂ;f e, por isso, a formulacdo (5.50) apresenta instérsiia.

e, AX‘ =e+/2 >1, contrariando as propriedades propostas para o0s

Quandoe, = g = €, tem-se{

indices de eficiéncia. Assim, os autores utilizamfator de correcéo, dividindo a expressao
por (—cosa + serq).

A expressado {cosa +sera) nado tera valor nulo pois a formulacdo considera
projecdes dominadas. Sendo as9ffi< a <18(°. Entdo o indice de eficiéncia passa a ser
expressao por (5.51):

—

e v
e |= I (5.51)
v| —cosa+semr

Entretanto, como mostrado por Soares de Mello.gRaD5), este conceito pode ser
estendido para o caso n-dimensional. No caso bidilaeal, a direcdo de projecdo €
determinada através de um Unico angul®ara dimensdes superiores, varios angulos devem
ser considerados. Estes angulos sdo determinadegstios cossenos diretores do vetor que
indica a direcdo de projecdo, ou seja, pelas coad#s do unitério deste vetor. Assim, o
indice proposto é expresso pela equacao (5.52g onda; € a i-ésima coordenada do

unitario do vetor de projecéo.

er ‘ = (5.52)
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Neste indice, considera-se que o vetor eficiérazia nimero de coordenadas igual a

dimensado do problema em andlise, isto é, a somala@ro denputs (m) e do nimero de

outputs(s).

Cada coordenada do vetor estd associada aos irtdcasmento dosutputs@ e

reducado dosnputs ¢, conforme ajustes definidos por Soares de Mellal.e{2005). Estes

indices de aumento dosutputs e reducdo dosnputs sdo calculados, respectivamente,

segundo os PPLs (5.53 — 5.57) e (5.58 — 5.62), opmsidera projecdes radiais de cada

variavel do problema.

Min ¢

Sujeito a:

n
G X0 = D A X,
=1

Max ¢

Sujeito a:

X 2> X
i=1
BeYio < DA Vi
i=1

Y S zAj'yjk’

j=1

E importante destacar

i:io

i=1,.,m; ¥ip
k=1,.,s
i=1,..,m

k =k
k=1,...,s; kko

(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)

(5.62)

que o0s desenvolvimentos eapesos neste indice

consideraram que as projecdes orientadagpat, a output ou ndo radiais teriam os alvos

sempre na mesma face. Porém, como pode ser obgsemaatigura 5.2, nem sempre isso
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acontece. Neste caso, este indice supde que asealeontram-se no segmento BC, quando
na verdade estdo na face CD. Portanto, a efici@im@aional calculada € maior ou igual a
eficiéncia direcional real. Os autores afirmam entdo terem definido um indice, mas um
majorante do indice de eficiéncia quando a projed@ioretor eficiéncia ocorre sobre ele

mesmo, como demonstrado em Soares de Mello &0415]).

Y &

|7
-

X

Figura 5.2 — Projecdes radiais de uma DMU numafiatieia da fronteira de eficiéncia

Além do limite superior do indice de eficiéncialcagado pela equacao (5.52), esta
formulac&o propde também o célculo de um limiteriof para este indice.

Para o calculo do limite inferior, Soares de Madtoal. (2005) propdem estender a
face onde o alvo é projetado e calcular as efi@@narientadas sput e aoutputem relacéo
a uma fronteira ficticia, composta apenas por fs&te. Como a DMU em observagéo esta
mais afastada desta fronteira ficticia que da &iomtreal, estes calculos fornecem um valor
inferior a eficiéncia direcional real. No caso eue @s valores dos limites superior e inferior
forem iguais, ou seja, todas as projecOes ocor@mesma face, ter-se-a o valor exato da
eficiéncia direcional. Assim, o indice de eficiénaietorial, para o caso bidimensional da

figura 5.2, possui como limites inferior e supedefinidos pela equacéo (5.63).

—

f

- +
. ~ 6 cosa +eseny (5.63)
—cosa + seny

R R —
ax,(ax, +b)(semr +cosa)




74

Como observado pelos autores, a determinacdo die linferior exige o célculo da
equacgao da face de projecédo, o que pode acarretasleqmas computacionais de ordem de
dimensao superior (DULA, 2002; GONZALEZ ARAYA, 2003



6 EFICIENCIA NAO-RADIAL BASEADA EM CONCEITOS VETOR IAIS

Os indices de eficiéncia de Russell e suas demsagis medidas de eficiéncia de
Zieschang, medidas de eficiéncia de Fare ou asdaedie escala ajustada, descritas no
capitulo 5 sdo baseadas em média aritmética owarpédiderada, sem considerar, a priori, as
direcdes de projecao da DMU na fronteira de efaig&rou seja, ndo consideram os conceitos
vetoriais ligados a eficiéncia, assim, estes irsdig® possuem um significado definido.

Além disso, os indices baseados em somas perdeentmlcs para o célculo da
eficiéncia em relacdo a geometria do problema,ug esta baseado apenas em distancias
euclidianas. Nijkampb e Suzukia (2009) apresentam nuétodo para a minimizacdo de
distancias euclidianas. A menor distancia euclaiantre uma DMU ineficiente e um alvo
nem sempre apresenta a maior eficiéncia para édta &mo sera visto no estudo de caso
deste trabalho (capitulo 7). Ja os indices baseadgsonderacfes exigem arbitrariedade por
parte do decisor, 0 que € uma contrariedade desliganas de DEA. Além disso, diversos
destes indices ndo atendem a propriedade do iraticad ser caso particular do indice ndo
radial, apresentado na secéo 6.3.

O primeiro conceito de indice de eficiéncia questigra a eficiéncia como um vetor
surgiu, entdo, com Soares de Mello et al. (200®B)amostrado na secao 5.2.4. Entretanto,
como constatado pelos préprios autores, o desamaio ndo chegou a um indice, mas a
um majorante do indice, calculado em casos paatiesi|

Apresenta-se, a seguir, em carater inédito, o gekeamento de um indice de
eficiéncia para projecdes nao radiais em DEA quedzbos conceitos vetoriais propostos até
entdo, mas possui a vantagem de ser aplicavelendepte da face de projecdo na fronteira
das variaveis do problema, resolvendo as limitagiiesnajorante do indice de eficiéncia
proposto por Soares de Mello et al. (2005). Est®rindice de eficiéncia, denominattwlice
IV, sera desenvolvido apenas para os casos de mejeéd radiais dominadas pois, como

sera descrito mais adiante, projecdes ndo domingoldesm gerar distor¢des no indice de
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eficiéncia. Este € o grande diferencial deste thabhgois deixa de tratar a eficiéncia como
média, passando a trata-la vetorialmente.

Além disso, o indice desenvolvido permite, umaesmlhido o ponto de projecao de
uma DMU na fronteira de producédo, calcular suaiéima em relacdo a este ponto. Os
indices desenvolvidos anteriormente ndo permitiaes@lha do ponto de projecdo pelo
decisor pois o ponto de projecéo era determinaahooseontrole do decisor.

Esta € uma grande vantagem do indice IV em relagdmutros indices apresentados
no capitulo 5, pois proporciona aos gestores dlescie alvos reais na fronteira ao invés de
alvos virtuais. Alvos virtuais sdo muitas vezemémidos pelos modelos DEA classicos ou
outros métodos para determinacdo de alvos nadoigadiates alvos virtuais, apesar de
matematicamente viaveis, geralmente ndo possuehumesignificado gerencial.

Além disso, o indice de eficiéncia IV possui a agein de permitir que uma DMU
ineficiente seja projetada na DMU extremo eficiantgs vantajosa, ou seja, a DMU eficiente
que lhe proporciona a maior eficiéncia, como séséowno estudo de caso apresentado no
capitulo 7. Neste estudo de caso, pode-se vergmesampre a DMU extremo eficiente mais
proxima é o alvo que fornece a maior eficiéncia.

O indice de eficiéncia IV permite ainda a criac@ranking baseado em DEA
segundo as melhores projecdes de cada DMU.

Este indice sera desenvolvido para os casos deasddEA-BCC porque os modelos
DEA-CCR cléassicos definem que o valor da eficiénmma casos radiais dos modelos com
orientacdo ainputs e dos modelos com orientacdooatputs possuem valores iguais,

entretanto, ndo fazem nenhuma mencéo aos casosjeedes nao-radiais.

6.1 EFICIENCIAVETORIAL NAO-RADIAL PARA O CASOBIDIMENSIONAL

N&o faz sentido tratar a eficiéncia como um escalara vez que esta grandeza
depende do ponto de projecdo da DMU na fronteif@oe,sso, ela é caracterizada por um
namero e por uma direcdo de projecdo. Grandezastedradas desta forma séo vetoriais.

O desenvolvimento do indice de eficiéncia ndo taebtd baseado nas propriedades
vetoriais do problema, ou seja, para uma DMU atiagironteira de eficiéncia, ela deve se
deslocar até esta fronteira em uma direcédo quéeéntdieada pelo decisor, através da escolha
do alvo. Além disso, deve-se considerar o conatdominancia da projecdo onde nenhum

input pode aumentar de valor assim como nenbutputpode ter seu nivel diminuido. Como
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descrito em Soares de Mello et al. (2005) e Gonzataya (2003), projecdes ndo dominadas

podem gerar distor¢des no valor da eficiéncia como:

- a projecdo de uma DMU em uma regidao ndo Pareto#kdaop eficiente €, de
alguma maneira, arbitraria e ndo apresérade-offsque tenham algum sentido
para a DMU;

- 0 valor da eficiéncia pode ser superestimado, nodgede ndo estar refletindo a

presenca de grandes folgas.

A figura 6.1 ilustra os conceitos que serdo utilzs para a obten¢do do indice IV,
baseado nos conceitos vetoriais da eficiéncia. serdelvimento sera feito para o caso
bidimensional e generalizado posteriormente pa@so multidimensional.

Seja a DMU A, de coordenadas (X, y). Os modelos DBAsicos projetam esta DMU
sobre a fronteira no ponto A" quando o modelo dogsentacdo anput e no ponto A”
quando o modelo possui orientacaoudput No entanto, por um motivo gerencial qualquer,
estas projecfes podem nao ser satisfatorias. Desaatdo calcular a eficiéncia da DMU A
quando seu ponto de projecdo na fronteira de etiEé considerando dominancia, € o alvo
determinado pelo ponto P, de coordenadasy@®. A direcdo determinada pela DMU A e o
ponto P definem um angutocom o eixo horizontal, que € a direcdo de projelzZ@®dMU A

na fronteira de eficiéncia.

output
D
A-r
EL____ Af S
A
|
® |
|
|
F input

Figura 6.1 — Representacdo bidimensional da fnren@2EA-BCC.
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Para calcular a eficiéncia da DMU A, quando estaspoo ponto P como alvo,
utilizam-se os conceitos de eficiéncia e ineficiérins modelos DEA classicos. O indice sera
desenvolvido utilizando-se os conceitos de ingfici# ao invés da eficiéncia para permitir
que o indice formulado atenda as propriedadesidafima secédo 6.2. Considera-se que a
ineficiéncia de uma DMU é o complemento da suaéfaia para atingir a unidade.

A eficiéncia com orientacdo iaput ou com orientacdo autput nos modelos DEA
classicos sdo dadas pela razao entre a distanpi@j@gdo da DMU na fronteira de eficiéncia
até o eixo coordenado e a distancia entre a DM@igacoordenado. Assim, para a DMU A,
as eficiéncias orientadasi@put e aoutput calculadas pelos modelos DEA classicos, séo
dadas, respectivamente, pelas equagodes (6.1))e (6.2

Y

e =— (6.1) e e (6.2)

Por outro lado, a ineficiéncia é dada pela razdmeendistancia entre a DMU e sua
projecéo na fronteira e a distancia entre a DMU @xo coordenado. Para a DMU A, as
ineficiéncias com orientacaoiaput e com orientacdao autputsao dadas, respectivamente,

pelas equacdes (6.3) e (6.4).

(.;-_fv:1—<.;-ﬁ:A='A (6.3) e Ezl—em:i (6.4)
I EA FA"

o

O que se deseja é calcular o indice de eficiérei®MU quando esta se projeta na
fronteira segundo uma projecdo nao radial, umaguezo seu ponto de projecao € conhecido
(ponto P).

Como descrito, a DMU A se projeta na fronteira flei@éncia no alvo determinado
pelo ponto P, definindo uma direcdo de projeg&mm o eixo horizontal. A DMU A possui
coordenadas (X, y) e as coordenadas do ponto €bséecidas e denominadas, ().

A projecéo horizontal do ponto P se relaciona comeficiéncia da DMU A se esta
fosse projetada somente com orientacépat, dada pela equacéo (6.5) e a projecéo vertical
do ponto P esta relacionada com a ineficiéncia MdJA em relacdo a orientacdooatput

conforme a equacéo (6.6).
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e == (6.5) e e =— (6.6)

Desta forma, a ineficiéncia nao radial da DMU A mp@a esta tem como projegcéo o
alvo definido pelo ponto P pode ser calculado pglaacao (6.7).

(6.7)

Substituindo as coordenadas dos pontos A, E, Fsure projecbes P’ e P”, temos a

equacao (6.8).

a:\/(X—XEjz_'_(yE_yjz (68)
X Ye

Uma DMU eficiente deve ter o valor maximo da efici@ e este valor deve ser igual
a 1 (COOPER; PASTOR, 1995). Assim, a eficiéncial&yDMU A quando projetada no alvo

especificado pelo ponto P é igual & diferenca emtumidade e sua ineficiéncia, dada pela

equacao (6.9).

2 2
e, =h=l-e = h=1- (X_XEJ 4| YeTY (6.9)
X Ye

As coordenadas do ponto P, que é o alvo da DMUnanaeira, sdo definidas pelas
funcdes objetivo do modelo MORO-D-R (4.41 — 4.45)akculadas pelas equacdes (6.10) e

(6.11) para anput e ooutput respectivamente. Assim, as coordenadas do posdio:P

Xg = ¢.x (6.10)
Ye =@y (6.11)
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Na equacédo (6.10% representa a reducao que deve sofrgmpat da DMU A e na
equacao (6.11)prepresenta o aumento que deve teutputda DMU A.

Substituindo as expressodes (6.10) e (6.11) na ssdqwog6.9), o indice IV de eficiéncia
nao radial baseado em conceitos vetoriais de um& Qiando projetada em um ponto P
sobre a fronteira é definida pela expresséao (6.12).

hzl—\/(1—¢)2 +(1—3j2 (6.12)

4

O desenvolvimento do indice IV considerou a inéficia, ao invés da eficiéncia,
pois, como sera definido na secdo 6.2, uma dasiedagles deste indice € que as projecdes
radiais devem ser casos particulares da projecacatial. O desenvolvimento desta forma
permite que esta propriedade seja satisfeita.dSieyas desta formulacdo, o desenvolvimento
do indice for feito utilizando as eficiéncias, re@sos radiais teremos os valores da unidade
no termo referente a variavel que nao sofre vaviaRar este motivo, a eficiéncia da DMU
seria maior que a eficiéncia fornecida pelos madddA classicos, ndo atendendo a
propriedade dos casos particulares.

Na secdo 6.2 definem-se as propriedades que desersasisfeitas pelo indice de
eficiéncia 1V, definidas a partir das propriedadpse os indices de eficiéncia devem
satisfazer, descritas no capitulo 2. As demonstsag@stas propriedades séo feitas na secao
6.3.

6.2 PROPRIEDADE®O INDICE VETORIAL

l. O indice de eficiéncia deve ser menor ou igual a 1;
Il. A eficiéncia da DMU na fronteira de eficiéncia desez igual a 1;
Il ProjecOes radiais enput ou aoutputdevem ser casos particulares da projecao
nao-radial,
V. Unidades invariantes: a medida deve ser invarianterelacdo as unidades em
guais osnputse outputssao medidos;
V. Decrescente em relacdo a fronteira: a medida deve nmsnotonicamente

decrescente a medida que a DMU se afasta da frantei
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VI. Dependente do ponto de referéncia: a medida devdetsrminada somente
consultando o ponto de referéncia da DMU, ou seme vez determinado o alvo

da DMU, sua eficiéncia depende apenas das coordeiadte alvo.
6.3 DEMONSTRACOEDAS PROPRIEDADEDO INDICE VETORIAL

PROPRIEDADE I: O indice de eficiéncia deve ser mendgual a 1.

O valor da eficiéncia calculado pelo indice IV é dado pela equacéo J6.13

h:l—\/(X_XEj +(MJ (6.13)
X Ye

Alterando o lado da unidade na equacédo e elevamdms os termos ao quadrado,

encontra-se a equacao (6.14):

o (5 277 619

t:(X_XEj +(VE_VJ (6.15)
X Ye

O estudo o comportamento da fungdpode ser feito através do calculo de suas

derivadas parciais, definidas pelas expressdes)(6.06.17):

ﬂ - 2'XE'();_ XE) (6.16) e ﬂ - 2'(yE2_ y)
[0 X oy y

E

(6.17)
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Os pontos extremos da funcdo sdo os pontos §tndveOe % =0. Nestas condicdes,
X y
tem-se as equacdes (6.18) e (6.19):
ot ot
—=0=>x=X 6.18 e —=0=>y= 6.19
Pe e (6.18) oy y=ye (6.19)

Assim, 0 Unico ponto critico da funcéé o ponto(xE,yE).

Para verificar se este ponto é ponto de maximo antopde minimo da funcéo,

calcula-se o determinante Hessiano da fung¢@ste ponto, dado por (6.20).

o't 0%
e oxd

H(xy)= a)ét ;Zty (6.20)
0y.ox a_y2

Para o célculo do determinante Hessiano dado €20)(6 necessario o calculo das
derivadas parciais de segunda ordem da funcaddsdan (6.21), (6.22), (6.23) e (6.24):

0% _ —Axx, +6x.° 9%

2
=— 6.21

ox* x* :axz( X (6-21)
2. 2.

Ot _g, Ot -0 (6.22)
ox.0y ox.0y (xe.ye)

2 2

ot _p, 9t =0 (6.23)
0y.ox 0y.0x (xeve)

2 2
Ho2LM 2 (6.24)
oy” 'y 0y Ve

2
[ xe? _ 4
H(XE’yE)_ o |T 22 >0 (6.25)
0 Xe -Ye
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Como o hessiano é sempre positivo, a funcdo tenpreem mesma concavidade,
portanto o extremo local & também extremo absolldofuncdo. Alem disso, como

2 2
H(xc,yc)>0 e %(XE,yE)+%(xE,yE)>O, o ponto (x:,y:) é ponto de minimo da

funcéot.
Uma vez queh =1-+/t , o ponto(x, y.) é ponto de maximo da funckio

Como o valor da eficiéncia é dado pela equacéo (6.13), o seu valor maximexdé d
em (6.26).

hzl_\/(X‘XE) +(Hj = h(x.,ye)=1 (6.26)

Verifica-se entdo que o valor maximo que a funcédepassumir € igual a 1,
demonstrando a propriedade 1. Assim, o valor maximindice IV € igual a 1.

Como é possivel notar, o indice desenvolvido nesbalho ndo possui limite inferior
definido. Este limite ndo se justifica pois, mesasomodelos DEA-BCC classicos, podem
admitir, implicitamente, eficiéncias negativas. &giéncias negativas surgem pelo fato das
restricoes do modelo DEA-BCC orientadangut apenas imporem gue 0s pesos de uma
DMU quando aplicados aomputs e outputs de outras DMUs gerem eficiéncias nao
superiores a 1. Como uma das variaveis é livre rmenis negativos sdo evidentemente
inferiores a 1, ndo ha impedimento para surgiremiéeicias negativas (SOARES DE
MELLO et al., 2002; WU et al., 2009).

No entanto, é desejavel que os valores calculadosfidiéncia ndo sejam negativos
(COOPER; PASTOR, 1995).

Assim, uma vez definido o alvo de uma DMU, é nedéssuim estudo para identificar,
na regido viavel de producéo, as possiveis log@leza das DMUs que néo terdo eficiéncia
negativa quando projetadas no alvo escolhido. Bwo ¢ado, deve-se identificar, na fronteira
de producéo, qual regido uma DMU pode ser projgtadanéo ter eficiéncia negativa.

Ambas as regides sao limitadas pela equacédo (&a&)define o limite maximo para

a ineficiéncia igual a 1.
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(6.27)

Para a analise do comportamento da funcdo defipgla equacdo (6.27), sera
utilizado um exemplo numérico com 6 DMUs genéricasn linpute loutput cujos valores
sao apresentados na tabela 6.1.

Primeiramente, avaliou-se a eficiéncia DEA das DMitiizando o modelo BCC
(VRS) orientado anput e, posteriormente, a eficiéncia no modelo BCC (VBi&ntado a
output ambos apresentados na tabela 6.1. Pode-se aedfie, nos dois modelos, as DMUs

B, C e E séo as DMUs eficientes e, portanto, adajueam a fronteira de producéo.

Tabela 6.1 — Valores dagputse outputdo exemplo numérico

Eficiéncia | Eficiéncia
Dy Input Cutput

Input Output
A 5 B 0.6 0.5695
B 1 B 1 1
c 9 10 1 1
D o i 0.25 0.7143
E 4 g 1 1
F M 2 0.0909 0.2

Uma vez definida a fronteira de producgéo, formadkagp semi-retas que unem o
conjunto de DMUs de referéncia, ou seja, as DMUdegites do conjunto de dados, dois
estudos distintos podem ser realizados: o pringewerificar, uma vez definido o alvo, quais
pontos da regido viavel podem ser projetados rag¢tede modo a ndo encontrar eficiéncia
negativa e, o segundo estudo é determinar os pdatérenteira de eficiéncia nos quais uma
DMU pode ser projetada de forma a ndo possuirégfata negativa.

Para o primeiro estudo, escolhe-se inicialmente® @de os pontos da regido viavel
devem ser projetados. Assim, escolhendo inicialenar®MU B como alvo, tracou-se a curva
limite para que o indice de eficiéncia vetorial 3@ negativo. A equacao (6.27) define uma
curva Ccujos pontos em seu interior podem ser @@gst no alvo escolhido, possuindo
eficiéncia positiva. Os pontos sobre a curva repm@en 0S pontos que possuem eficiéncia
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nula quando projetados no alvo escolhido. A figitaapresenta a fronteira de producdo do
conjunto de dados e a curva limite para eficiépositiva definida pela equacéo (6.27).

7T D

=T ofF

|
T
123456?89101112131415161?1819X

Figura 6.2 — Fronteira DEA-BCC e curva limite pafe 0 tendo como alvo a DMU B

Pode-se verificar que a curva apresenta pontos @émm e minimo local cujas
abcissas séo iguais a coordenadéangat da DMU de referéncia (DMU B). Além disso, esta
curva define, sobre o conjunto viavel de produgdizas regibes nas quais o indice de
eficiéncia das DMUs ali localizadas sejam negatisaso esta DMU seja projetada da DMU
B. Uma regido localizada acima da parte superiorace abaixo da fronteira de producéo e
outra regido localizada abaixo da parte inferiocalaa e acima do eixo das abcissas.

Entretanto, € importante destacar que o indicediVdésenvolvido para projecdes
dominadas. Desta forma, para que uma DMU possare@tada na DMU B, o valor do seu
input deve ser maior queinput da DMU B e o valor do seautputdeve ser menor do que o
outputda DMU B. Assim, esta DMU deve estar localizad#iréita de uma reta vertical que
passe pela DMU B, assim como abaixo de uma retadmbal que passe pela DMU B.

Esta propriedade é importante pois impossibilita B¥Us localizadas acima da parte
superior curva sejam projetadas na DMU B, assimocBlUs que estejam a esquerda da
curva. Por esta razdo, nos estudos a sequir, @ ggverior da curva foi desconsiderada por
nao influenciar no estudo, ja que o indice IV cdes apenas projecbes dominadas e esta
regido da curva ndo provoca nenhuma alteracdo nurto de DMUs possiveis de ser

projetado na DMU alvo.
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No entanto, ainda é possivel encontrar DMUs conténde eficiéncia IV negativo,
gue seria a eficiéncia da DMU localizada abaixoedgéo inferior da curva limite e acima do
eixo das abcissas, como acontece com a DMU F,x@mn@o. Porém, uma DMU localizada
nesta regido teria praticas de producdo muito rpiois estaria consumindo valores elevados
deinput para producéo de baixo nivel @etput 0 que raramente acontece.

A sequir, as figuras 6.3 e 6.4 apresentam a fn@ntks producéo do conjunto de dados
e as curvas limites para que o indice de eficiéitiado seja negativo, tomando como alvo

as DMUs E e C, respectivamente.

X

w 11 12 12 14 15 16 17 18

Figura 6.3 — Fronteira DEA-BCC e curva limite pafa 0 tendo como alvo a DMU E

Na figura 6.3, verifica-se que a DMU F tera indieeeficiéncia IV negativo se o0 seu
alvo de projecéo for a DMU E, assim como aconte@@ndo esta DMU possui como alvo a
DMU B (figura 6.2). J& se o alvo for a DMU C, nenfaioutra DMU do conjunto de dados
tera o indice de eficiéncia IV negativo (figura)6.4
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J
T
1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 X

Figura 6.4 — Fronteira DEA-BCC e curva limite pafa 0 tendo como alvo a DMU C

O segundo estudo a ser realizado se refere a emfiproblema anterior de forma
inversa, ou seja, dada uma DMU ineficiente, deteama regido da fronteira na qual esta
DMU pode ser projetada de forma que o indice dméeitia IV ndo seja negativo.

Utilizando ainda o conjunto de dados do exemploénoun apresentado na tabela 6.1
e a equacao (6.27), definimos o conjunto de alwoe @as DMUs ineficientes A, D e F podem
ser projetadas para que suas eficiéncias nao sejgativas.

Verifica-se que a equacao (6.27) define uma cuevguel a regido em seu interior
constituem os pontos onde a ineficiéncia é mener Ijugarantindo uma eficiéncia IV nao
negativa.

A figura 6.5 apresenta a regido onde a DMU A poele gojetada para que sua
eficiéncia IV ndo seja negativa. Pode-se verifigae, para projecdes dominadas, qualquer

ponto onde esta DMU seja projetada, seu indicdiciérecia IV sera maior que zero.

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

Figura 6.5 — Fronteira DEA-BCC e curva limite ppraje¢cdo da DMU A
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De forma analoga, a figura 6.6 apresenta a regidoodteira onde a DMU D pode ser

projetada para que sua eficiéncia IV ndo seja mgoerzero. Verifica-se também que seu

indice de eficiéncia IV sera maior que zero paralguer projecdo dominada desta DMU na
fronteira de producéo.

I oF

1 2 2 4 5 6 7 8 % 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

Figura 6.6 — Fronteira DEA-BCC e curva limite pprajecdo da DMU D.

Para a DMU F, no entanto, nota-se que existem paté@rojecdo dominada para esta
DMU na fronteira de eficiéncia cujo indice de éfimia IV € negativo. No entanto, a DMU F

possui uma pratica gerencial muito ruim, utilizariddounidades denput para producdo de
apenas 2 unidades datput(tabela 6.1).

12 2 4 5 6 7 8 & 10 11 12 13 14 15 16 17 18 1% 20 21 22

Figura 6.7 — Fronteira DEA-BCC e curva limite pprajecdo da DMU F
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Apods estes estudos e utilizando apenas as DMUsrdfis como possiveis alvos para
as demais DMUs, tem-se que, para projecbes donsnage a DMU E € o Unico alvo
possivel para as DMUs A e D e, para a DMU F, ogsabdo as DMUs B, C e E. A tabela 6.2
apresenta o valor do indice de eficiéncia IV paaDdUs A, D e F quando estas sdo

projetadas nos alvos especificados.

Tabela 6.2 — Eficiéncias das DMUs do exemplo nucoéri

ALVO
DMU B DMU E oMU C
DU
A 0,772
B 04523
F 01273 -0.0048 0,179

Nota-se, como apresentado pelas figuras 6.2, 6.3, @ue a eficiéncia IV da DMU F
€ negativa quando € projetada nas DMUs B e E. Eateses de eficiéncia IV negativa deve-
se ao fato da DMU F possuir uma pratica de produgdibo ruim. Como pode ser visto na
tabela 6.1, esta DMU utiliza 11 unidadesinguts para produgcéo de apenas 2 unidades de
outputs enquanto que, por exemplo, a DMU B utiliza umacaniunidade denput para
producao de 6 unidades detputs

Desta forma, entende-se que, mesmo nao sendoladtipo limite inferior igual a
zero para o indice de eficiéncia IV, esta propiiedaroposta por Cooper e Pastor (1995) sera
atendida na maioria dos casos, ficando restrit&@®com praticas gerenciais muito ruins.

PROPRIEDADE II: A eficiencia da DMU na fronteira diciéncia deve ser igual a 1.

Sejar uma reta que passa pelos pontas, (e Pkg, ye) da figura 6.8.
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output

input

Figura 6.8 — Representacao bidimensional da fran@EA-BCC

Deseja-se fazer com que o pontpy) caminhe em direcao ao pontoxXg, () sobre a

reta r. Desta forma, quando a distancia entre gsvesos for infinitesimal, o valor da
eficiéncia IV deve se aproximar de 1 pois o porig)(estara a uma distancia infinitesimal da

fronteira de eficiéncia. Assim, para o céalculo @ébov da eficiéncia IV utiliza-se o limite da

equacao (6.28):

2 2
T X=X Ve~V
e = h= “m(X,y)ﬂ(XE,yE)l_\/( » Ej +( EyE j (628)

Os caminhos pelos quais 0 ponxQ y) se aproxima do ponto X( ye) sdo definidos

por retas. Assim, o0 conjunto de todas retas queapapelo ponto A y) e Pke, V&), OU seja,
0 caminho por onde esta aproximacao pode ocordsfiido pela equacgéo (6.29).

y-Ve =m(x—x¢ )=y =m(x-xc)+ye (6.29)

Aplicando a equacéao (6.29) sobre e expressao die ldefinida em (6.28), este limite

se transforma na equacéo (6.30):

h:”mXﬁXEl_\/(X_XEjz-'-(yE_m(X_XE)_yEJ (630)

X Ye
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No limite quando »>Xg 0 valor da expressao € igual a 1, o que garantidacao
desta propriedade do indice de eficiéncia IV patasm bidimensional.

PROPRIEDADE llI: Projecdes radiais a input ou a put devem ser casos particulares da

projecéo nao-radial.

- Projecéao radial com orientacdo a input

Neste caso o valor dmutputse mantém constante, ou s€ja& 1 (y = yg) € somente 0

valor doinput varia, temos a expresséao (6.31):

h:1—\/(1—¢)2+(1—%)] =1-/(l-¢)* =1-1+g=¢ (6.31)

Assim, a eficiéncia IV da DMU é a propria eficiémarientada anput dada pelos

modelos DEA classicos.

- Projecdo radial com orientacdo a output

Neste caso o valor daput se mantém constante, ou sdjas 1 XK = xg), alterando

apenas o valor doutput temos a expresséo (6.32):

h=1—\/(1—¢)2+(1—1j =1—\/(1—1j —p-1+ 1=t (6.32)
@ @ 9 @

Ou seja, a eficiéncia IV da DMU é a propria efici@orientada autputdos modelos

DEA classicos.

Assim, o indice de eficiéncia IV proposto satistaz casos de projecdo radial com
orientacdo @apute com orientacdo @utput

E uma propriedade importante e, por isso, sera feita verificacdo em relacéo aos
demais indices descritos na sec¢do 5, pois nem msldsdices desenvolvidos anteriormente

satisfazem esta propriedade.



92

- Medida de Russell Nado Orientada

Seja o caso bidimensional da medida de Russelli@mtada, expresso pela equacgao
(6.33):

Min 1(9&] (6.33)
2 @

Seja, por exemplo, o caso de projecéo radial coemtacado anput, entédo, o valor do
. . ~ a 6+1
outputse mantém constante e, assins 1. Entdo, o valor da eficiéncia € dado [aeéL que
nao equivale ao valor da eficiéncia radial orieatathput que deve ser igualta Assim, este

indice nao satisfaz a propriedade Ill.

- Medida De Russell Nao Orientada Melhorada

Pastor et al. (1999) e Tone (2001) consideram asdenadas de uma DMU dada
pelas equactes (6.34) e (6.35), onde $ representam as folgas dos conjuntosngeits e

outputs respectivamente:

X, = XA+ (6.34)

Yo =YA+S (6.35)

Desta forma, a metodologia proposta por Pastol. ¢1299) e Tone (2001) projeta a
DMU, inicialmente, de forma radial e, posteriormegnatravés da minimizacdo das folgas

dada pela equacéo (6.36), caminha com a DMU ppomto Pareto eficiente mais proximo.

(6.36)
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A equacao (6.37) representa 0 mesmo indice ondawvas de se trabalhar com as
coordenadas da DMU, considera os indices de reddedoputs e aumento deutputs
respectivamente.

EW
Min T—l (6.37)

N

S r=1

Verifica-se, como era de se esperar, que esteeirmende aos casos particulares de
projecbes radiais, uma vez que seu desenvolvimgdde desta projecdo para,
posteriormente, realizar projecdes nado-radiais. eNtanto, apesar deste indice atender a

propriedade lll, sua concepc¢ao possui conceitamttis do indice proposto neste trabalho.

- Medida de Escala Ajustada

Como na medida de Russell Nao Orientada Melhoradpopta por Pastor et al.
(1999) e Tone (2001), a medida de Escala Ajustadpogta por Cooper e Pastor (1995)
considera a minimizagao das folgas da DMU, dada @gliacdo (6.38). Esta medida também

realiza, de inicio, uma projecédo radial, caminhapdsteriormente para o ponto de fronteira
Pareto eficiente mais proximo.

+

h=1-_1 (i%*isj (6.38)

m+s R’

E, como no caso anterior, uma metodologia diferdatetilizada neste trabalho.

PROPRIEDADE IV: Unidades invariantes: a medida deee invariante em relacdo as

unidades em quais 0s inputs e outputs sdo medidos.

Seja um conjunto de DMUQ = (X, Y) composto pon DMUs. Sejam A, B Q,
onde A(x.,y.) é uma DMU eficiente e B,y) é uma DMU ineficiente. O indice de
eficiéncia IV da DMU B quando esta € projetada MDA € dado pela equacao (6.39).
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h:l—\/(X_XEj +(Mj (6.39)
X Ye

Seja agora um conjunto DMUs= (R, S), composto pelas mesmas DMUs do conjunto
Q=(X,Y),onde R XeS=IY, emqud éum parametro de escala. Assins, ("'X, I'Y)
e as coordenadas das DMUs A e B passam a serctigapeente, (Mx.,[y:) e (Tx,Ty).

Projetando novamente a DMU B de forma nao-radiatesa DMU A, tem-se o0 seu indice de

eficiéncia IV dado pelas equacdes (6.40 — 6.42):
rx=Tx. ) . (Tye -TyY
h=1- ( X XE] 4| YT (6.40)
X MYe
2 2
hzl_\/(r(x XE)j +(r(yE y)J (641)
x M'Ye

h=1—\/(X_XEj _,_(HJ (6.42)
X Ye

Assim, o indice de eficiéncia IV ndo apresentaaga® quando as unidades de medida

dosinputse outputssofrem varia¢des de escala.

PROPRIEDADE V: Decrescente em relacao a frontaramedida deve ser monotonicamente

decrescente a medida que a DMU se afasta da frantei

Seja um afastamento da DMU em relacdo ao porxo Y\(ara o ponto G, sofrendo
uma alteracdo de unidades no valor dmput e & unidades no valor doutput conforme

figura 6.9.
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Figura 6.9 — Deslocamento da DMU A

Como considera-se apenas projecoes dominadas,lacaleento da DMU A se da
sobre a reta r que é decrescente. Assim, as novagenadas da DMU s8a +£,y-3) e o

valor da eficiéncia IV passa a ser definido pelaaggo (6.43).

h:l-J(w—xEHvE—<y—5>]2 6.43
X+e Ye

A equacdo da reta r é dada pela equacgéao (6.44):

y=m(x=xc)+ Ve (6.44)
No ponto(x + £,y - 3), tem-se a expressao (6.45):
y—5=m(x+£—xE)+yE (6.45)

Assim, substituindo o valor déy—d) da expresséao (6.45) no valor da eficiéncia IV

da DMU A dada pela expresséao (6.43), define-sgpeesgao (6.46) para o valor da eficiéncia
IV no ponto G:
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h:1—\/(X+5'XEj +(‘m(X+5‘XE)j (6.46)
X+é€ Ve

No termo (%j da equacdo (6.46), o aumento deinidades no valor do
X+&

numerador € proporcionalmente maior que o aumeptovalor do denominador desta

expressao, 0 que ocasiona um aumento no valor elgatassao.

—m(x+€-x)
Ye

Da mesma forma, o termE j também da equacédo (6.46), ha um

aumento dee unidades no valor do numerador enquanto que ondeador permanece

constante, o que também gera um aumento no valta drpressao.

2 2
. X+&— -mX+&-—
Assim, como o valor do termd(fx'ﬁj +( ( XE)J , que representa a
X+& Ye

ineficiéncia da DMU A, aumenta a medida que a DMiJasasta da fronteira (dado pelo
deslocament& >0 e d > 0), o valor da eficiéncia que representa o indice de eficiéncia IV
desta DMU diminui.

Da mesma forma, o inverso pode ser provado moveada-DMU em direcdo a

fronteira. Neste caso, o valor da eficiéncia IVOMU aumenta.

PROPRIEDADE VI:Dependente do ponto de referéncia: a medida develeterminada
somente consultando o ponto de referéncia da DMisepa, uma vez determinado o alvo da

DMU, sua eficiéncia depende apenas das coordendelste alvo.

Esta propriedade pode ser deduzida a partir dacéqués.47), utilizada para a
determinacao da eficiéncia IV da DMU quando espeogetada em um ponto determinado da
fronteira de eficiéncia, a qual é definida apenédizando as coordenadas da DMU analisa e
as coordenadas do alvo desta DMU.

hzl_\/(X‘XEj +(MJ (6.47)
X Ye
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Vale ressaltar que o indice de eficiéncia IV nasspoa propriedade de translacdo
invariante proposta por Tone (2001) por ser uman®dade bastante restritiva.

A translacao invariante dos eixos coordenadosreltéionada com as coordenadas da
DMU em analise e o seu alvo, o que altera o vadoefetiéncia IV para as demais DMUs do
conjunto de dados como apresentado a seguir.

A eficiéncia IV de uma DMU é dada pela expressaé7(6 Seja uma translagdo dos
eixos coordenados de r unidades no eixo x e s desdao eixo y. Com esta translacéo, a

eficiéncia IV da DMU passa a ser expressa pelagémug.48).

h :1—\/(X'XEJ +(Mj (6.48)
X—r Ye —S

Como se deseja translacao invariante, a equagé®) (@eve ser atendida.
2 2 2 2
X X=r Ye =S Ve
Trabalhando os termos da equacéo (6.49), tem-gaaga@o (6.50):

e . e

2 2
Os termo{uj e(uj da equacao (6.50) ndo sao nulos. Assim, para
X Ye

satisfazer esta equacédo, algumas situagbes podemerocEntre estas situagles, tem-se
r=2x es=2y,.

Estas condig6es demonstram que o indice de efiai®iaao é invariante em relacéo
a translacdo pois as variacfes r e s dependemodedeacadas da DMU em analise e das
coordenadas do alvo, respectivamente. Assim, &l&gdio ndo € invariante em relacdo ao

conjunto de todas as DMUs.
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6.4 EFICIENCIAVETORIAL NAO-RADIAL PARA O CASON-DIMENSIONAL

A formulagéo bidimensional do problema determimir@cao de projecdo da DMU na
fronteira de eficiéncia através de um unico anguldefinindo assim as coordenadas do alvo
da DMU na fronteira.

Para dimensdes superiores, isto ndo ocorre e 0 penprojecédo da DMU da fronteira
é definido por mais de duas coordenadas. Assira,@8tU terA mais de duas ineficiéncias
radiais parciais, sendo seu numero definido pefoena de variaveis do problema.

Seja 0 caso multidimensional composto denputs e soutputs onde n =m + s e
representa o numero total de variaveis do probl®wuata forma, o indice de eficiéncia IV n-

dimensional é definido pela equacéo (6.51).

o ra(xxe Y 1 (Ye )
(e

A equacdao (6.51) também pode ser expressa pelogsnike reducdo de caiigut ou

aumento de cadautput definido pela expressao (6.52):

Y (1—% (6.52)
i=1 qQ

A divisdo dos termos pelos numeros idputs e outputs m e s, respectivamente,

n iR

h=1—J%i(1—¢i)2+

i=1

justifica-se para que o indice de eficiéncia IVime&hsional atenda a propriedade 3, que
determina que as projecdes radiaisnput ou aoutput devem ser casos particulares da
projecéo nao-radial.

Os indices de variacdo deputs e outputs podem ser determinados pelo modelo
multidimensional MORO-D-R (4.41 — 4.45), apreseatad secao 4.4, que permite variagdes
independentes de cada um destes indices, congideaadominéncia na projecdo da DMU,
conforme premissa do indice de eficiéncia IV.

O indice de eficiéncia IV nao-radial n-dimensioande as propriedades definidas na
secao 6.3 para o caso bi-dimensional. As demodssagestas propriedades sdo semelhantes

as demonstracoes realizadas para o caso bi-dimahsio



7 ESTUDO DE CASO: ANALISE DE EFICIENCIA DOS POLOS DO CEDERJ

7.1 INTRODUCAO

O CEDERJ (Centro de Educacéo Superior a Distarciastado do Rio de Janeiro) é
um consorcio criado em 1999 e formado pelas 08)(smiiversidades publicas sediadas no
Estado do Rio de Janeiro — UFRJ (Universidade BRéddo Rio de Janeiro), UFF
(Universidade Federal Fluminense), UFRRJ (UnivaxdédFederal Rural do Rio de Janeiro),
UERJ (Universidade Estadual do Rio de Janeiro),RIQI(Universidade do Rio de Janeiro)
e UENF (Universidade Estadual do Norte Fluminersen parceria com o Governo Estadual
e associado a prefeituras municipais, com a findkdde democratizar 0 acesso ao ensino
superior, atraves do oferecimento de cursos deugga publicos, gratuitos e de qualidade a
todas as regibes do Estado, revolucionando asstmnoeito de Educacdo a Distancia no
Brasil. Assim, 0 consorcio pretende contribuir parateriorizagdo do ensino superior publico
no Estado, bem como facilitar o acesso a cursoxigues de pessoas com indisponibilidade
de estudar em horarios normais.

A Fundacédo CECIERJ (Fundacéo Centro de Ciénciakiead€ado Superior a Distancia
do Estado do Rio de Janeiro) é responsavel poritddaestrutura logistica dos cursos do
Consorcio CEDERJ. Com base nos dados fornecidosgpar-undacéo, em julho de 2010, o
Consorcio oferece os cursos de Licenciatura em riktiea, Ciéncias Bioldgicas, Historia,
Pedagogia, Quimica, Turismo e Fisica, aléem de Tegizoem Sistemas de Computacéo e
Administracdo, todos na modalidade semi-presen@apossui 34 (trinta e quatro) poélos
regionais distribuidos por todo o Estado — Angra Beis, Barra do Pirai, Belford Roxo,
Bom Jesus do Itabapoana, Campo Grande (Rio derdgn€antagalo, Duque de Caxias,
Itaguai, Itaocara, Itaperuna, Macaé, Magé, Migueteira, Maracand (Rio de Janeiro),

Natividade, Niterdi, Nova Friburgo, Nova Iguacu,ré&&ambi, Petropolis, Pirai, Quatis,
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Resende (FAT/UERJ), Resende (centro), Rio Bonito,d&s Flores, Santa Maria Madalena,
Sao Fidélis, Sdo Francisco do Itabapoana, Sdo Gor8&o Pedro d’Aldeia, Saquarema, Trés
Rios e Volta Redonda.

Apesar de todas as dificuldades enfrentadas namepitacdo de uma acao inovadora
no setor publico, o Consércio CEDERJ vem servinganddelo em todo o Brasil, inclusive
inspirando agdes do MEC no fomento ao Ensino SoiparDistancia brasileiro.

O ensino superior a distancia € alvo de variasudggies por parte de profissionais da
area de educacdo, porém baseadas em andlisestyaalit Andrade et al. (2009) utilizam
dados quantitativos para realizar a analise deerssiperior a distancia, através da utilizacao
de DEA, buscando avaliar os p6los do CEDERJ quastiga eficiéncia. Outros trabalhos que
utilizam DEA para analise educacional podem sdpsiem Abbott e Doucouliagos (2003),
Soares de Mello et al. (2006), Abramo et al. (2@8ngulo Meza et al. (2011).

Em sua analise, Andrade et al. (2009) realizam awadiacdo dos pélos do CEDERJ
gue formaram alunos no curso de Licenciatura eneMatica no primeiro semestre de 20009.
Realizam ainda um estudo de selecé@o de varidveasdegerminar as melhores variaveis do
modelo DEA proposto.

A selecdo de variaveis utilizada por Andrade et(2009), adaptada do trabalho de
Senra et al. (2007) foi importante justamente malba da varidvel que define o periodo de
ingressos dos alunos em relacdo ao periodo qus éstédormam, dada a dificuldade de
estimar com precisdo o semestre principal de emtiad alunos que formaram no primeiro
semestre de 2009.

Desta forma, o modelo utilizado por Andrade et(2009) possui 13 DMUs, que
foram os polos do CEDERJ que formaram alunos neoade Licenciatura em Matematica no
primeiro semestre de 2009, connputs que sdo numero de alunos ingressantes por pélo no
segundo semestre de 2005 (Al-2/2005) e numerotdestupor pélo no primeiro semestre de
2009 (NT) e loutputque € o numero de alunos formados por cada poprimeiro semestre
de 2009 (AF), cujos valores sé&o apresentados eé&at@ll.

O modelo utilizado para o calculo das eficiénc@fmodelo DEA-BCC (VRS) com
orientacdo aputput A escolha do modelo DEA-BCC se justifica por ssajar retornos
variaveis de escala, uma vez que os polos possasranhos diferentes com diferentes
quantidades de alunos e tutores. A orientacéo dielm@outputocorre por se desejar uma
maximizacdo do numero de alunos formandos em céldaepndo em diminui¢cdo do numero

de vagas oferecidas em cada p6lo nem a diminuigéadichero de tutores.
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Tabela 7.1 — P6los CEDERJ e dados do modelo

Alunos Hamero de Alunos
Sigla Pdlo ingressantes Tutores formados
212005 (Al-22005) (NT) LAl
ARE Angra dos Reis 60 i} a
FAR Faracambi 72 7 2]
FIR Firai 23 ] 6
SFR SAo Francisco do tahapoana 20 5 1
YRE Yolta Redonda 99 10 10
ITA taperuna 36 4
SFE Sao Pedro da Aldeia G2 i 4
MAC Macag 29 ] 3
TRI Trés Rios &0 8 3
CAM Cantagalo 40 2
SAC Saguarema 61 i} Z
CGR Campo Grande G2 ] 1
FET Petrépolis 79 8 1
Total geral 703 a8 54

A tabela 7.2 apresenta a eficiéncia DEA-BCC oriéataoutput para os pélos do
CEDERJ, calculada com eoftware SIAD (Sistema Integrado de Apoio a Decisao)
(ANGULO MEZA et al., 2005).

Tabela 7.2 — Eficiéncia DEA-BCC dos polos CEDERJ

) Eficiéncia

Sigla Polo BCC
Outout
ARE Angra dos Reis 1,0000
FPAR Paracambi 1,0000
PIR Firai 1,0000
aFR S50 Frandsco do ltabapoana 1,0000
WRE Volta Redonda 1,0000
[TA [taperuna (,2886
=2PE SAo Pedro da Aldeia 0,5000
MAC Macae 04744
TRI Trés Rios 03630
CAR Cantagalo 02841
SAC Saguarema 0,2500
CGR Campo Grande 012580
FET Petropolis 01020

Total geral
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A tabela 7.3 descreve os pesos atribuidos por DBAAaveis do modelo.

Tabela 7.3 — Pesos das variaveis do modelo DEA-B&& os pdlos CEDERJ

Alunos Hiumero de Alunos
Sigla Pdlo ingressantes Tutores formados
212005 (Al-2/12005) (NT) (Al
ARE Angra dos Reis 0,006757 0,089089 0125000
PAR Paracambi 0,006006 0029039 0111111
FIR Firai 0043478 0,000000 0166667
SFR S&o Francisco do takhapoana 0054054 4 837838 1,000000
VRE Yolta Redonda 0,003704 0,000000 0100000
ITA ltaperuna 0015308 0,000000 0,250000
SPE 530 Pedro da Aldeia 0,000000 1,720000 0,250000
MAC Macaé 0018018 1612613 0333333
TRI Trés Rios 0020408 0,000000 0,333333
AN Cantagalo 0030612 0,000000 0,500000
SAC Saguarema 0,000000 0,500000 0,500000
CGR Campo Grande 0,000000 7.000000 1,000000
FET Petrépolis 0,037037 0,000000 1,000000

Os modelos DEA classicos fornecem um Uunico alvoapeada DMU como
apresentado na tabela 7.4, que descreve os alk@®paolos ineficientes dados pelo modelo
DEA com projecao radial. Além disso, estes alvaadoidos pelos modelos DEA classicos
podem nao ter significado gerencial. Como exenmmbole ser visto na tabela 7.4 que o pdlo
de Itaperuna possui um alvo formado por 27% do dél®@aracambi e 73% do polo de Pirai.
Alvos compostos desta forma representam alvosaisitja que a DMU em analise, no caso o
poélo de Itaperuna, deve se espelhar em um porftoniaira que ndo representa um polo real.
Este fato pode ser uma limitacdo a atividade gékre importante contar com um conjunto

de alvos a partir do qual os gestores possam esaokeu alvo preferido.

Tabela 7.4 — Alvos radiais do modelo DEA-BCC pas@06los CEDERJ

oLD ALVOl ape PAR PIR SFR VRE
ITA 27% 73%
SPE 100%
MAC 16% 84%
TRI 76% 24%
CAN 35% 65%
5AQ 100%
CGR 100%
PET 74% 26%
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7.2 DETERMINACAO DE ALVOS ALTERNATIVOS

Uma alternativa para determinacdo de alvos altenstos alvos fornecidos pelos
modelos DEA classicos € a determinacdo de alvos ma#lais através de modelos
multiobjetivos descritos no capitulo 4.

Para a determinacgéo de alvos alternativos, comsies 0 mesmo conjunto de DMUs
utilizado por Andrade et al. (2009) e descrito abeta 7.1, mantendo-se assim a mesma
fronteira de eficiéncia definida por DEA. Em seguidtiliza-se o modelo MORO-D-R (4.41
— 4.45) considerando retornos variaveis de esoARS) (secdo 4.4) ao grupo de polos
ineficientes para determinar um conjunto de alvassfveis néo radiais para cada um destes
polos.

Como ja mencionado, a consideracdo de uma front#R& permite-se lidar com
eficiéncias de escala. Esta caracteristica pemmiéepolos de tamanhos diferentes, como por
exemplo, Volta Redonda e S&o Francisco do Itabapadimensdes tdo diferentes, sejam
analisados utilizando o mesmo modelo (ANGULO ME2R02). A utilizagdo do modelo
MORO-D-R se justifica pois, como demonstrado nadsed.4, este modelo considera
dominancia assim como considerado na formulacdoindtice de eficiéncia IV e €
computacionalmente melhor que o modelo MORO-D.

Foram estdo formulados os modelos MORO-D-R, vex4d8, para todos os pélos
ineficientes. A formulagdo do modelo para o pdldtdperuna, por exemplo, esta apresentado
no modelo (7.1).

min ¢,

min ¢-

max @, (7.1)
Sujeito a:

369, = 604, + 721, + 231, + 201, + 994,
7.9, 26 +7.A, +6A, +51, +104;

4.9 <84, +9.4, +64, +11, +10A,
A+A,+ A+ A, + A =1

d1<1

<1

=1
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Uma vez formulados os modelos MORO-D-R, utilizousssoftware TRIMAP para
encontrar as solucdes destes modelos. O TRIMAPMBOO; ANTUNES, 1987, 1989) é
um ambiente interativo orientado a problemas tjeio que combina a reducdo da regido
admissivel com a reducdo do espaco dos pesos,, g8ssui vantagens em sua utilizacéo
neste caso, pois, 0s modelos a serem implemenfauksmiem exatamente trés objetivos.
Apesar de possuir uma filosofia subjacente quargaaautilizacdo, o TRIMAP sera usado
neste trabalho apenas como gerador de solucbesopamodelos. Outras aplicacdoes da
aplicacdo do TRIMAP em DEA podem ser vistas em &tionet al. (2008, 2010); Silveira et
al. (2008) e Soares de Mello et al. (2009).

Os valores numéricos destas solu¢des encontramsdalelas 7.5 a 7.12.

Nestas tabelas (7.5 a 7.12), os valore$de ¢, representas as redugdes dgzauts
(AI-2/2005) e (NT), respectivamente. O valor @lerepresenta o aumento que deve sofrer o
output (AF) da DMU em analise. Os valores dg, Az, A3, A4 € As representam,
respectivamente, as contribuicbes das DMUs (pdogjra dos Reis, Paracambi, Pirai, S&o
Francisco do Itabapoana e Volta Redonda na formdgdalvo da DMU em analise. As
colunas “Projecdo da DMU” apresentam as coordenguias DMU em analise deve alcancar
na fronteira de eficiéncia segundo cada uma dag&es descritas pelo TRIMAP, calculadas
pela multiplicacédo dos indicés, ¢. e ¢ pelas respectivas coordenadas da DMU. Os alvos de
cada DMU ineficiente em cada solucédo é apresemtadaolunas “Alvos” e sdo calculados
pelo somatoério da multiplicagdo da contribuicdo ad&la benchmarkpor sua respectiva
coordenada. As folgas em cada solugéo sdo calsufsla diferenca entre a coordenada de
projecdo da DMU e seu alvo. Verifica-se que emdaasolucdes, as folgas sao nulas, pois,
como apresentado na secao 4.4.2, o modelo MOROeBIdila solugdes na regido Pareto
eficiente da fronteira, que possui apenas folgéssnu

Pode-se verificar nas tabelas 7.5 a 7.12 que o ARIMpresenta solugbes com
valores repetidos. Isto acontece porque, para elugg dos modelos de programacao
multiobjetivo, sdo criadas variaveis artificiaisequdo aparecem na solucao final. Desta
forma, solu¢cdes que apresentam os mesmo resulfaabstiem, implicitamente, variaveis

artificiais com valores diferentes que néo intamemo escopo deste trabalho.



Tabela 7.5 — Solugbes do TRIMAP para o p6lo deshaipa
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Solucio Solugbes Trimap - POLO ITAPERUNA
=l e e # s Aa As Ae  As
1 0508 0,800 1,000 50% 40%
2 1,000 0777 1,000 40% 49 56%
3 1,000 0,895 1,599 27% 73%
4 1,000 0,857 1678 35% 55%
5 1,000 0,857 1676 35% 55%
5 0838 0857 1,500 100%
7 0538 0857 1500 100%
o Projecdo da DMU Alvos Folga e Observagio
Solugdo o Input2 Outpuid| Inpuii  InputZ Outpuil | inpuid1  input2 Outpuid| ChoiencialV ;mm]ga
1 21,80 550 4,00 21,80 5,60 4,00 0,00 0,00 0,00 06873
2 38,00 544 4,00 38,00 5,44 4,00 0,00 0,00 0,00 0,8428
3 36,00 527 5,30 36,00 52T 5,30 0,00 0,00 0,00 0,5819
4 38,00 8,00 8,70 38,00 5,00 8,70 0,00 0,00 0,00 0,5843
3 36,00 5,00 8,70 36,00 5,00 8,70 0,00 0,00 0,00 0,5843
5 23,00 8,00 8,00 23,00 5,00 8,00 0,00 0,00 0,00 0,5681 Péalo PIR
7 23.00 8,00 8,00 23,00 5,00 5,00 0,00 0,00 0,00 0,5681 Pélo PIR
Tabela 7.6 — Solucdes do TRIMAP para o pdlo deRs&bo da Aldeia
i Solughes Trimap - POLO SAQ PEDRO DA ALDEIA
Solugdo
P L] Ay Az Asg Asg As
1 0,352 0,933 1,000 50% 0%
2 0,599 0,905 1,000 43% 57%
3 0,868 1,000 2,000 100%
4 0,968 1,000 2,000 100%
5 0,371 1,000 1,500 100%
B Projecdo da DMU Alvos Folga e Observagio
Solugdo —r T Inputz Output1]| Inputi  InputZ Outpuil | inputi  InputZ Ouipuid1| Cheiencia v ;muo]?a
1 21,80 = 60 400 21,80 550 4,00 0,00 0,00 0,00 0,5381
2 37,14 5,43 4,00 37,14 543 4,00 0,00 0,00 0,00 0,7085
3 50,00 5,00 8,00 50,00 5,00 8,00 0,00 0,00 0,00 0,4985 Pélo ARE
4 80,00 5,00 8,00 80,00 8,00 8,00 0,00 0,00 0,00 0,495 Pdlo ARE
5 23,00 5,00 5,00 23,00 5,00 5,00 0,00 0,00 0,00 04442 Péle PR
Tabela 7.7 — Solugbes do TRIMAP para o po6lo de Maca
Solucio Solugdes Trimap - POLO MACAE
e e 4 As A As he s
1 0,731 0,800 1,000 40% 50%
2 1,000 0,885 1,000 22% 9% 59%
3 1,000 1,000 2,108 16% 84%
4 0,793 1,000 2,000 100%
5 1,000 1,000 2,108 16% 4%
5 0793 1,000 2,000 100%
o Projegdo da DMU Alvos Folga L Observagdo
Solugao [roit1  Input2 Outpuid| nputd  inputZ Outpuid | inputi inputZ Outputd| CroieneaV :Aluo]ga
1 21,20 5,40 3,00 2120 540 3,00 0,00 0,00 0,00 0,7971
2 29,00 5,3 3,00 29,00 531 3,00 0,00 0,00 0,00 0,9130
3 29,00 6,00 5,32 29,00 5,00 5,32 0,00 0,00 0,00 0,4744
4 23,00 5,00 5,00 23,00 5,00 8,00 0,00 0,00 0,00 0,470 Péle PIR
5 29,00 6,00 5,32 29,00 5,00 5,32 0,00 0,00 0,00 0,4744
5 23,00 5,00 5,00 23,00 5,00 5,00 0,00 0,00 0,00 0,4750 Péle PIR
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Solucio Solugdes Trimap - POLO TRES RIOS
=l e e & As Az As Ae  As
1 0,353 0675 1,000 40% 50%
2 0524 0861 1,000 29% 71%
3 1,000 0,844 2755 76% 24%
4 1,000 0,750 2,857 100%
5 0,383 0750 2,000 100%
5 1,000 0,750 2857 100%
7 1,000 0750 2857 100%
8 0383 0750 2,000 100%
o Projecdo da DMU Alvos Folga I Observagio
Solugae —rois : Iﬁ]utz Output1| Input1  Input2 Outputi | Input 1 Inputh Dutput 1| Cheiencia v ;muo]ga
1 21,20 5 40 3,00 21,20 5 40 3,00 0,00 0,00 0,00 04282
2 31,43 529 3,00 31,43 529 3,00 0,00 0,00 0,00 0,5866
3 50,00 576 827 50,00 576 827 0,00 0,00 0,00 0,3535
rl 50,00 6,00 8,00 50,00 5,00 8,00 0,00 0,00 0,00 0,3505 Pdlo ARE
5 23,00 5,00 5,00 23,00 5,00 5,00 0,00 0,00 0,00 0,3134 Polo PIR
5 50,00 5,00 8,00 50,00 5,00 8,00 0,00 0,00 0,00 0,3505 Pélo ARE
7 50,00 5,00 8,00 50,00 5,00 8,00 0,00 0,00 0,00 0,3505 Pdlo ARE
8 23,00 5,00 5,00 23,00 5,00 5,00 0,00 0,00 0,00 0,3134 Pélo PIR
Tabela 7.9 — Solugbes do TRIMAP para o poélo de &gho
Solucio Solugoes Trimap - POLO CANTAGALO
T e e At Az As Ae  As
1 0,515 0,743 1,000 20% B0%
2 0643 0,735 1,000 14% B6%
3 1,000 0,907 3,520 35% 55%
4 1,000 0,357 3,459 46% 54%
5 0,575 0,857 3,000 100%
5 0,575 0,857 3,000 100%
7 1,000 0,857 3,459 46% 54%
" Projegdo da DMU Alvos Folga o Observagio
Solugdo —ronts : |T13put2 Output1| Input1  InputZ Outputd | Input 1 Inputh Dutput 1| Chciencia v :mvo]ga
1 20,60 520 2,00 20,60 520 2,00 0,00 0,00 0,00 05118
2 2571 514 2,00 25 71 514 2,00 0,00 0,00 0,00 0,5854
3 40,00 535 7,04 40,00 5,35 7,04 0,00 0,00 0,00 0,2810
4 40,00 6,00 692 40,00 6,00 692 0,00 0,00 0,00 0,2819
5 23,00 5,00 5,00 23,00 5,00 5,00 0,00 0,00 0,00 0,2618 Pélo FIR
5 23,00 5,00 5,00 23,00 5,00 5,00 0,00 0,00 0,00 0,2618 Pdlo PIR
7 40,00 6,00 692 40,00 6,00 692 0,00 0,00 0,00 0,2819
Tabela 7.10 — Solugdes do TRIMAP para o pdélo dei&ama
solucio Solugbes Trimap - POLO SAQUAREMA
e I Ay Aa As Ae  As
1 0338 0867 1,000 20% 30%
2 0422 0857 1,000 14% B5%
3 0934 1,000 4,000 100%
rl 0984 1,000 4,000 100%
5 0377 1,000 3,000 100%
o Projegdo da DMU Alvos Folga L Observagdo
Solugao oy : ﬁmz Output1| Input1  InputZ Outputd | Inputd Inpugtz Output 1] Cheiencia v :Aluo]ga
1 20,60 5,20 2,00 20,60 520 2,00 0,00 0,00 0,00 01,5223
2 25 71 5,14 2,00 2571 5,14 2,00 0,00 0,00 0,00 0,5787
3 60,00 6,00 8,00 50,00 6,00 8,00 0,00 0,00 0,00 10,2499 Pblo ARE
4 50,00 5,00 8,00 50,00 5,00 8,00 0,00 0,00 0,00 10,2499 Pdlo ARE
5 23,00 6,00 6,00 23,00 5,00 5,00 0,00 0,00 0,00 0,2010 Pdlo FIR
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. Solugdes Trimap - POLO CAMPO GRANDE
Solugao
P4 P2 1 Ay y As Aq As
1 0,323 0,833 1,000 100%
2 0,323 0,833 1,000 100%
3 0,958 1,000 8,000 100%
4 0,371 1,000 5,000 100%
5 0,858 1,000 8,000 100%
5 0,371 1,000 5,000 100%
" Projecdo da DMU Alvos Folga . Observagio
Solugdo —rod : Iﬁ}ut 7 Output1| Input1  Input2 Outputd | Inputi Inputh Dutput 1| Cheiencia v :All.ro]pa
1 20,00 5,00 1,00 20,00 5,00 1,00 0,00 0,00 0,00 0,5067 Palo SFR
2 20,00 5,00 1,00 20,00 5,00 1,00 0,00 0,00 0,00 0,5067 Pélo SFR
3 50,00 5,00 8,00 50,00 5,00 8,00 0,00 0,00 0,00 0,1247 Polo ARE
4 23,00 8,00 5,00 23,00 8,00 8,00 0,00 0,00 0,00 0,0554 Palo PIR
5 50,00 5,00 2,00 50,00 5,00 8,00 0,00 0,00 0,00 0,1247 Pélo ARE
5 23,00 5,00 5,00 23,00 5,00 5,00 0,00 0,00 0,00 0,0554 Pilo PIR
Tabela 7.12 — Solugdes do TRIMAP para o p6lo debpelis
Solucio Solugbes Trimap - POLO PETROPOLIS
Tl e e % As Az As Ae  Rs
1 0,253 0,525 1,000 100%
2 0,253 0,625 1,000 100%
3 1,000 0,972 3,259 74% 26%
4 0,291 0,750 5,000 100%
5 0,911 0,375 3,000 100%
5 0,759 0,750 8,000 100%
7 0,759 0,750 8,000 100%
8 0,291 0,750 5,000 100%
o Projegdo da DMU Alvos Folga L Observagio
Solugao —routd : Iﬁ}utZ Output1| Input1  InputZ Outputd | Input 1 Inputh Dutput 1| Eheienca v wm]-;a
1 20,00 500 1,00 20,00 500 1,00 0,00 0,00 0,00 0,401 Palo SFR
2 20,00 5,00 1,00 20,00 5,00 1,00 0,00 0,00 0,00 0,4091 Pdlo SFR
3 79,00 7,78 9,25 79,00 778 9,25 0,00 0,00 0,00 0,1078
4 23,00 5,00 5,00 23,00 5,00 5,00 0,00 0,00 0,00 0,0116 Pélo PIR
5 72,00 7,00 3,00 72,00 7,00 9,00 0,00 0,00 0,00 0,1045 Polo PAR
5 50,00 5,00 8,00 50,00 5,00 8,00 0,00 0,00 0,00 0,0813 Pélo ARE
7 50,00 5,00 8,00 50,00 5,00 8,00 0,00 0,00 0,00 0,0813 Pélo ARE
8 23,00 5,00 5,00 23,00 5,00 5,00 0,00 0,00 0,00 0,0116 Pilo PIR

A eficiéncia IV de cada uma das DMUs analisadasirsgg cada ponto de projecéo é
apresentada na coluna “Eficiéncia IV". Entretante, alvos apresentados pelo TRIMAP,
assim como outros meétodos para identificacdo desahlternativos em DEA, nem sempre

permitem uma interpretacao gerencial por dois rostistintos:

1°) dizer que o alvo é formado por x % de uma DMU e g&outra pode, em muitos
casos, nao fornecer um entendimento da solucdos&m,a impedir sua
implementacdo. Como exemplo, a solucdo 1 do poltiageruna apresenta um
alvo formado por 60 % do pélo de Pirai e 40% doopi# Sao Francisco do

Itabapoana,;
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2°) os valores néo inteiros das variaveis apresenfaolsizem solugdes inviaveis de
serem implementadas (LOZANO; VILLA, 2006; KAZEMI NMAN;
KUOSMANEN, 2009; WU et al., 2010). Por exemplo,cdugdo 1 para o polo de
Itaperuna apresenta um numero de alunos ingressaat@® semestre de 2005
igual 21,8 alunos e 5,60 tutores para que se atinjaamero de 4 alunos
formandos no 2° semestre de 2009.

Estas situacbes ocorrem para as solucfes apreserdad todos os poélos. Deve-se
considerar, entao, as solugdes que apresentamn oawado por apenas uma DMU eficiente,
ou seja, o alvo é formado por 100% da DMU eficieRta exemplo, nas solugcbes 6 e 7 para o
polo de Itaperuna (tabela 7.5), smnchmarkinico é o polo de Pirai. Estas solu¢cfes possuem
valores inteiros das variaveis poishlEnchmarksao poélos reais. Verificando estas solucdes
das tabelas 7.5 a 7.12, constrdi-se a tabela E4fa. tabela apresenta a eficiéncia IV das
solugdes em que os polos eficientests@mchmarksinicos para pélos ineficientes.

Na tabela 7.13, as linhas representam os pélogierks e as colunas representam os
seusbenchmarksou seja, os polos eficientes. O valor da efig@alculada pelo indice IV
de cada um dos podlos ineficientes € representatéo eem relacdo ao seu respectivo
benchmark E importante destacar que estfo relacionadasas@nsolucdes dominadas do
conjunto de dados, premissa para o calculo deéafi@ do indice IV.

Tabela 7.13 — Eficiéncias para as solu¢cées dominadolanodelo MORO-D-R colmenchmarkinico

oo AlVOl aRE PAR PIR SFR VRE
ITA 05681
SPE 0,4905 04442
MAC 0,4790
TRI 0,3505 0,3134
CAN 02618
SAQ 0,2499 0,2010
CGR 01247 00554 | 05067
PET 00913 | 01045 | 00116 | 04099
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Com os resultados da tabela 7.13, o gestor poddidecmelhorbenchmarkpara o
pblo em andlise verificando o valor da sua efideérem relacdo a esteenchmark Como
exemplo, o pélo de Petrépolis, que possui qubaenchmakdiferentes, pode decidir por
adotar os valores de suas variaveis semelhantés pélo de S&o Francisco do Itabapoana,
pois apresenta a maior eficiéncia do conjunto da¢gées. O gestor possui ainda outras
opcdes de escolha pois pode optar por um alvo eatidade mais proxima a sua, mesmo néo
sendo o alvo que produza a maior eficiéncia. No dasCEDERJ, pode ser escolhido como
alvo um pdélo com dimensdes parecidas com as dognl@analise. Por exemplo, ainda em
relacdo ao polo de Petropolis, uma outra escoldarfoser o pélo de Paracambi que, apesar
de apresentar a segunda maior eficiéncia, € umqmitodimensfes muito parecidas com as
dimensdes do polo de Petrépolis, pois € mais ajaigpaumentar o numero de formandos.

E importante destacar que este método permite fitsesdade de escolha aos
decisores na busca do alvo para a DMU.

E importante ressaltar ainda que a maior eficiéiviaem sempre ocorre quando uma
DMU é projetada na DMU eficiente mais proxima, @jasna DMU extremo eficiente que
possui a menor distancia euclidiana para a DMU geélise. Para demonstrar este fato, a
tabela 7.14 apresenta as distancias euclidianes &ntoordenadas dos polos ineficientes aos

polos eficientes que sédo seus respectdarshmarks

Tabela 7.14 — Distancia euclidianas entre as coates polos ineficientes e eficientes

bolo Aol 4Re PAR PIR SFR VRE
ITA 0,0429
SPE 0,0741 0,0667
MAC 0,0562
TRI 0,0053 0,0798
CAN 0,0787
SAQ 0,1111 0,0917
CGR 0,1207 01079 | 00608
PET 01344 | 01489 | 01242 | 00905

Verifica-se, no caso do poélo de Petrépolis, queagomeficiéncia IV ocorre quando
este se projeta no pélo de coordenadas mais préxiquee € o pélo de Sdo Francisco do
Itabapoana. Entretanto, no caso do polo de Sagaaepolo de coordenadas mais proximas
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€ 0 polo de Pirai enquanto que a maior eficién¢iadorre quando a projecdo se dé no pélo
de Angra dos Reis. Fato semelhante ocorre comadmilrés Rios.

O conhecimento do valor da eficiéncia IV permiteriacdo deankingsalternativos
aos fornecidos pelos modelos DEA classicos. Conemelo, a tabela 7.5 apresenta a
comparacgao entrerankingdo modelo DEA-BCC e mankingformado pela melhor projecao,
ou seja, a projecdo da DMU no alvo que fornece mmediciéncia IV dentre os possiveis

alvos nao radiais.

Tabela 7.15 Rankings

Eficiéncia Ordenagao Eficiéncia Ordenagao

Sigla Polo BCC indice

Qutput DEA BCC Vetorial vetorial
ARE Angra dos Reis 1,0000 1 1,0000 1
PAR Paracambi 1,0000 1 1.0000 1
PIR Pirai 1,0000 1 1.0000 1
SFR Sdo Francisco do ltabapoana 1,0000 1 1,0000 1
VRE Volta Redonda 1,0000 1 1.0000 1
ITA [taperuna 0,5886 6 0,5681 6
CGR Campo Grande 0,1250 12 05067 7
SPE S3o Pedro da Aldeia 0,5000 7 0,4995 8
MAC Macaé 0.4744 8 0.4790 9
PET Petrdpolis 0,1080 13 04091 10
TRI Trés Rios 0,3630 9 0,3505 11
CAN Cantagalo 0.2841 10 0.2618 12
SAQ Saguarema 0,2500 11 0,2499 13

Analisando os dados da tabela 7.15, verifica-se aju@o6los de Campo Grande e
Petropolis sdo os polos que tiveram maior modificago valor de sua eficiéncia a partir do
momento que puderam alterar seu ponto de projegafvonteira de eficiéncia. Este fato
ocorre porque, com a utilizacdo de alvos alternativéo radiais e o calculo de sua eficiéncia
com o indice IV, os polos possuem diferentes oppaes sua projecdo. Assim, um polo pode
optar por se projetar em um alvo formado por uno miciente com caracteristicas mais

parecidas as suas.



8 CONCLUSOES

Os modelos DEA classicos trabalham com projec@haisadas DMUs na fronteira de
eficiéncia que consideram redugbes equiproporcsondos inputs ou aumentos
equiproporcionais dosutputs No entanto, em varios problemas € necessarioirques
(outputg variem de valores de forma independente. Em DE&#e tipo de projecdo é
denominado nao radial.

Para considerar estas variacdes ndo radiais, nsodédéo programacao linear
multiobjetivo vém sendo desenvolvidos ao longo @wss. Assim, apresentou-se uma revisao
dos modelos multiobjetivos para determinacdo desahéo radiais existentes e, ainda, 0
desenvolvimento do modelo multiobjetivo para deteagéo de alvos alternativos em DEA
denominado MORO-D-R, que € uma variagcdo do modeéliRKAd-D. A vantagem do modelo
MORO-D-R, como apresentado, € diminuir o trabalmgutacional, evitar inviabilidade do
modelo e possui uma regido viavel maior que o nwodaterior. Além disso, os alvos sao
encontrados sem a necessidade de se estabelezénqums do decisor como nos demais
modelos apresentados.

Apesar disso, os modelos multiobjetivos ndo caloutaindice de eficiéncia da DMU
analisada, o que impede um ranqueamento destas DMUs

Desde que Farrell (1957) implementou a primeiraideede eficiéncia técnica, varias
pesquisas desenvolveram novas medidas ou aprimoesranedidas ja existentes.

Varios séo os indices desenvolvidos que buscans@@tassificar as DMUs segundo
a eficiéncia de Pareto-Koopmans, mas também alpigca-casos mais diversos. Entretanto,
0s modelos para o calculo de eficiéncia ndo raajaésentados neste trabalho apresentam
deficiéncias em suas utilizacdes, seja pela formmocforam desenvolvidos, utilizando

médias aritméticas ou ponderadas, seja por ressrie sua utilizacao.
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Buscando sanar estas deficiéncias, apresentoustetrebalho o desenvolvimento de
um indice de eficéncia que utiliza os conceitosfigéncia vetorial em sua formulagcédo e
calcular a eficiéncia de uma DMU quando se conteg®nto de projecdo, denominado
indice IV.

Foram ainda definidas as propriedades que o indicdeve satisfazer. Todas as
propriedades do indice foram entdo demonstradadamdo a sua formulacao.

Assim, uma integracdo do modelo multiobjetivo MORER para a determinacao de
alvos nao radiais, alternativos aos alvos rada@iseicidos pelos modelos DEA classicos com
a formulacgdo do indice IV permite calcular a efici&d de uma DMU segundo diversos alvos
sobre a fronteira de eficiéncia.

Desta forma, é possivel aos gestores, conhecéci@nefa de uma DMU em relacéo
as DMUs Pareto-eficientes e deteminar qual o melhar para a DMU.

Este novo indice, integrado com o modelo multidbjeMORO-D-R proporciona,
entdo, mais opgoes para determinacdo de alvosapanaidades produtivas ineficientes e o
calculo da eficiéncia em relacdo a estes alvosniiedo um melhor entendimento das
alternativas de solucdo por parte dos gestores,wamajue se pode projetar as DMUs em
alvos reais, ao invés de alvos virtuais fornecpmsoutros modelos.

Um estudo de caso sobre a eficiéncia dos polosEdERJI que formaram alunos no
segundo semestre de 2009 foi apresentado, disouindvantagem e desvantagem da
utilizacdo do modelo DEA classico e a integracdomdalelo MORO-D-R com o indice IV,
que permitiu mais opcdes denchmarkgpara as DMUs ineficientes e o estabelecimento de
umranking destas DMUs segundo a proje¢&o no alvo que foraecaior eficiéncia.

Como continuagao deste trabalho, propde-se:

* Incluir restricbes ao modelo MORO-D-R que impecauheterminacédo de alvos
para uma DMU que forneca eficiéncia negativa,

* Analizar seu comportamento em modelos DEA-CCR.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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