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RESUMO 
 

Este trabalho demonstra a aplicação das funções wavelet para resolução de problemas 

eletrostáticos, através do método dos momentos. As funções wavelets serão utilizadas para 

reduzir a complexidade computacional na resolução de sistemas de equações lineares. Para 

que essa redução seja possível, foi realizada a descrição do método de Galerkin, utilizando 

funções wavelets como função de expansão e função de teste, tornando as matrizes do 

problema esparsas. Através das ferramentas de simulações corretas, a esparsidade da matriz é 

utilizada adequadamente, tornando os resultados esperados possíveis. Serão desenvolvidas 

três aplicações para a demonstração do método, utilizando funções wavelets unidimensionais 

e bidimensionais, que serão descritas no trabalho. Como resultado, serão apresentadas as 

diferenças entre o tempo de resolução da equação linear e entre as saídas do problema, com a 

utilização do método dos momentos tradicional e o método utilizando as funções wavelet, 

destacando a vantagem da utilização do método proposto. 

PALAVRAS-CHAVE: matriz esparsa, método dos momentos, wavelets. 
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ABSTRACT 
 

This work presents the application of wavelet functions in the simulation of electromagnetic 

phenomena through the method of moments. These functions are used aiming the reduction of 

computational complexity in the solution of linear equation systems. To make this possible, 

the Galerkin procedure was applied using wavelets as expansion and weighting functions, 

converting the matrices of the problem, which were originally full, into sparse matrices. 

Through the correct simulation tools the matrix sparsity is properly handled, making the 

expected results possible. Three applications of the proposed method are developed, using 

one-dimensional and two-dimensional procedures which are described in the work. The 

results section shows the differences between the processing time in the solution of linear 

equations using the traditional method of moments and wavelet-like method, highlighting the 

advantages of it. 

KEYWORDS: method of moments, sparse matrices, wavelets 
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1 INTRODUÇÃO 

A aplicação de métodos numéricos à solução de problemas físicos tem 

progredido consideravelmente nas últimas décadas devido à evolução dos métodos de 

matemática aplicada e dos sistemas informáticos de processamento. No caso específico 

do eletromagnetismo computacional em baixa e alta freqüência, técnicas como o 

método das diferenças finitas [1], método dos momentos [2] e método dos elementos 

finitos [3] são amplamente utilizados. Os dois últimos métodos pertencem à categoria 

dos métodos variacionais e uma das características fundamentais comum a ambos é a 

utilização de funções de base e funções de peso, ou de teste, que devem ser selecionadas 

cuidadosamente para obter soluções computacionais confiáveis e de forma eficiente 

[4][5][6]. Além disso, os métodos variacionais levam à formação de sistemas matriciais 

cuja dimensão depende da extensão do problema físico simulado. A resolução destes 

sistemas constitui uma fase delicada no cálculo da solução desejada, pois dependendo 

das características da matriz resultante, como grau de preenchimento, dimensão e 

número de condição, o processo de inversão pode vir a ser grande consumidor de 

recursos computacionais, memória e processamento, e a solução pode conter erros 

acima dos valores aceitáveis. 

Do ponto de vista da modelagem computacional, o método dos momentos é 

particularmente adequado para a simulação de problemas baseados em equações 

integro-diferenciais em domínio aberto [7], sendo largamente utilizado para obtenção da 

distribuição de correntes em antenas do tipo dipolo[8][9]. Entretanto, as matrizes de 

impedância construídas com este método são cheias em oposição ao método dos 

elementos finitos que leva a formação de matrizes de rigidez esparsas e 

predominantemente diagonais. A resolução de sistemas baseados em matrizes cheias 

por métodos diretos exige complexidade computacional da ordem de 6N , sendo N o 

número de elementos da matriz em uma dimensão [9], enquanto que para resolução dos 

sistemas matriciais gerados pelo método dos elementos finitos o tempo de solução 

depende de )ln(3 3 NN [10]. 

Assim, torna-se essencial o estudo de técnicas que permitam que estas matrizes 

sejam transformadas em matrizes esparsas, sem que isto leve a uma diminuição da 

precisão do resultado final. Uma das técnicas que tem sido desenvolvida nos últimos 

anos propõe a utilização de funções wavelets como funções de base ou de teste, ou 
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ambas, tendo por resultado a formação de matrizes de impedância esparsas e fortemente 

diagonais [11], [12], [13], [14], [15]. 

As funções wavelets ortogonais vêm sendo aplicadas com grande sucesso em 

diversas áreas da engenharia, tais como, processamento de sinais, visão computacional. 

GALVÃO et al. [16] discutem as relações entre a Transformada de Fourier e a 

Transformada de Wavelet para filtragem de sinais instrumentais. O estudo elucida as 

limitações da Transformada de Fourier, como, por exemplo, a incapacidade de realizar 

uma análise diferenciada em diferentes trechos do sinal. Os autores também apresentam 

as vantagens da utilização da Transformada de Wavelet neste tipo de aplicação. 

Em 1930 foi realizado um estudo do movimento Browniano no qual foi 

possibilitado pela aplicação da Transformada de Wavelet [17]. Após a década de 60 

vários pesquisadores desenvolveram seus trabalhos nesta área, como Grossman e Morlet 

que definiram as wavelets no contexto da física quântica, e Ingrid Daubechies [18], que 

construiu uma série de funções base ortonormais de wavelet. Nesta referência 

encontram-se os conceitos de função base e funções base de escala variável [17]. Em 

[19] as wavelets são aplicadas na redução de ruídos em sinais, compressão e detecção de 

borda de imagens. 

BERNAL et al. [20] utilizam a Transformada de Wavelet no algoritmo LMS 

aplicado à série de Volterra, ao trabalhar com filtros adaptativos. Este estudo tem como 

objetivo aumentar a velocidade de convergência do algoritmo através da capacidade de 

concentração de energia das wavelets. 

Entre as propriedades atraentes da Transformada de wavelet, estão a análise de 

multiresolução (AMR), a ortogonalidade e a capacidade de localização simultaneamente 

no domínio do tempo e da freqüência [21]. 

A análise de multiresolução é discutida em AKANSU e HADDAD [22], onde os 

autores ilustram a utilização de algumas famílias de wavelet como função de base, tais 

como as wavelets de Shannon, Coiflet e Daubechies. O suporte natural para AMR e 

suas propriedades de localização nos domínio espectral e temporal, além de possuírem 

momento zero [10], fazem com que a utilização de wavelets proporcione a formação de 

sistemas esparsos de equações lineares algébricas [23]. 

 Entre as famílias de wavelets conhecidas a wavelet de Haar é a mais simples e 

pode ser estudada sem maiores pré-requisitos matemáticos [19]. A aplicação das 

wavelets de Haar ao pré condicionamento de matrizes de impedância no método dos 

momentos é discutida em [11] e [12], onde as wavelets são utilizadas conjuntamente 
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com o método point-matching na resolução de problemas eletrostáticos. Pode ser 

mostrado que a utilização de wavelets de Haar como funções de teste e funções de base 

no método de Galerkin conduz a um sistema linear no qual uma matriz de impedância Z 

é pré multiplicada por uma matriz de coeficientes de wavelets de Haar e pós 

multiplicada pela transposta da mesma matriz [24]. A matriz de impedância resultante é 

análoga àquela que é obtida com o uso da função generalizada delta de Dirac, como 

função de teste, em um método conhecido como point-matching [25]. Este fato pode ser 

explorado de forma que o método dos momentos seja implementado utilizando a técnica 

de point-matching, com simplicidade consideravelmente maior com o uso do método de 

Galerkin, e a realização de um pré processamento com a matriz de coeficientes de Haar 

[24], [11], [12]. O número de termos não nulos da matriz de wavelets é proporcional a 

)log(. NN  e a matriz pré processada será evidentemente esparsa com número de 

elementos não nulos da mesma ordem que a matriz de wavelets [26]. 

 Neste trabalho são utilizados os conceitos da teoria de wavelets na formação de 

matrizes esparsas para a aplicação do método dos momentos na solução de problemas 

eletrostáticos e de antenas. Algumas propriedades importantes do uso do método de 

Galerkin com wavelets de Haar serão cuidadosamente discutidas, assim como os efeitos 

da esparsidade do sistema linear resultante. Assim, pode-se citar como objetivos 

específicos: 

• Estudos das propriedades fundamentais das funções wavelet. 

• Estudar as consequências da utilização de funções wavelet de Haar como função 

de base e de teste no método dos momentos. Demonstrar que neste caso o 

método de Galerkin é análogo ao pré processamento da matriz de impedâncias 

do método de point-matching. 

• Analisar a esparsidade da matriz de coeficientes de wavelet de Haar e seu 

impacto no custo computacional na solução do sistema linear algébrico. 

• Resolver problemas de irradiação de antenas com o programa implementado 

com o método dos momentos utilizando wavelets de Haar. 

 Esta dissertação está organizada da seguinte maneira: no Capítulo 2 serão 

apresentadas as propriedades das wavelets e suas transformadas. O capítulo 3 é 

apresentado o método de Galerkin e sua utilização no método dos momentos. No 

capítulo 4 são apresentados os problemas os quais são resolvidos com o método dos 

momentos proposto neste trabalho e os resultados obtidos são discutidos.  
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2 WAVELETS 

2.1 INTRODUÇÃO 

 Este capítulo apresenta as propriedades básicas das funções wavelet, de maneira 

a fundamentar a sua aplicação na solução de problemas matriciais como será mostrado 

nos capítulos subsequentes. A formação da matriz wavelet de Haar é descrita 

juntamente com a análise da esparsidade desta matriz, a qual permite a transformação de 

um sistema algébrico cheio em um sistema esparso. 

 

2.2 CONCEITOS BÁSICOS 

O termo wavelet deriva do francês, Ondelette, que significa pequena onda [27]. 

Como o próprio nome evidencia, wavelets são pequenas ondas que concentram energia 

em uma pequena região. Além disso, para que uma função possa ser classificada como 

wavelet ela deve ser quadraticamente integrável, ou seja, possuir energia finita de forma 

que a função possa ser usada para analisar e depois reconstruir um sinal sem perda de 

informação. Em outras palavras, a transformada de Fourier da função wavelet ( )tψ  deve 

satisfazer a seguinte condição de admissibilidade [28]: 

( )
+∞<

Ψ
∫

∞

∞−
ω

ω

ω
d

2

                                                    (2.1) 

A condição de admissibilidade implica que a função ( )ωΨ  se anule na frequência zero, 

ou seja, não possua nível d.c. [29]. 

( ) 02

0
=Ψ

=ω
ω                                                        (2.2) 

 Isto também significa que o valor médio da função wavelet do domínio do tempo 

é nulo, ou seja,  

( )∫
∞

∞−
= 0dttψ ,                                                       (2.3) 

e a função wavelet é portanto, realmente uma onda.  

 As wavelets são compostas por três tipos de funções: a wavelet-mãe, a wavelet-

pai (scalet) e as wavelet-filhas. A wavelet-mãe e as wavelet-filhas são relacionadas pela 

seguinte equação: 

( ) ( ) 





 −

=
a

bt
a

tba ψψ
1

, ,                                              (2.4) 
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onde ψ  é a wavelet-mãe escolhida para a aplicação desejada, a é o fator de escala e b é 

o fator de translação. As versões transladadas pelo parâmetro b e com mudança de 

escala definem as wavelet-filhas. O parâmetro de escala tem como objetivo a 

representação de um sinal, ou parte dele, em resoluções diferentes e a escala é 

inversamente proporcional à frequência de determinado sinal, ou seja, quanto maior a 

escala, menor será a freqüência representada. O parâmetro de translação desloca as 

wavelets em cada escala, sobre o sinal a ser analisado. A wavelet-pai, ou scalet, possui 

formulação similar à equação (2.4), considerando a função utilizada diferente daquela 

utilizada para wavelet-mãe e wavelets-filhas. A scalet apresenta o nível d.c. do sinal a 

ser analisado. 

Entre as diversas famílias de wavelets conhecidas, podem-se citar Wavelet de 

Haar, Wavelet Chapéu Mexicano e Wavelet de Morlet, que serão brevemente descritas 

abaixo. 

2.2.1 Wavelet de Haar 

 A wavelet de Haar é conhecida como a mais simples das wavelets, pois utiliza 

como função base para a wavelet-mãe e wavelet-pai, a função degrau e o pulso 

respectivamente. Esta wavelet é descrita como segue e pode ser vista na figura 1: 

( )








<≤−
<≤

=
outros

t
t

t
0

11
01

2
1

2
1

ψ ,                                                  (2.5) 

 
Figura 1 – Wavelet-mãe de Haar 

 
Já a função scalet (figura 2) de Haar pode ser descrita como: 
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( )


 <≤

=
outros

t
t

0
101

φ                                                   (2.6) 

 
Figura 2 – Wavelet-pai de Haar 

 A wavelet de Haar é utilizada como função de base e função de teste no método 

dos momentos neste trabalho. 

2.2.2 Wavelet Chapéu Mexicano 

A Wavelet “Chapéu Mexicano” tem este nome devido a forma da função que ela 

descreve, conforme mostrado na Fig. 3. Esta família é composta apenas pela wavelet-

mãe e suas derivadas, não existindo então uma função scalet (ou wavelet-pai). Sua 

wavelet-mãe pode ser escrita como: 

( ) ( ) 224
1 2

1
3

2 t

MH ett
−−

−= πψ
                                            (2.7) 
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Figura 3 – Wavelet Chapéu Mexicano 

2.2.3 Wavelet de Morlet 

A wavelet Morlet (figura 4), a qual foi uma das primeiras wavelets exploradas 

para o propósito de processamento de sinais, é composta por valores complexos, e 

descrita como [28]: 

 

( ) 









=












−=

−−−−

2ln
2224

1 22

παπψ
α

α
t

tj
M eeet

                            (2.8) 

 

 
Figura 4 – Wavelet de Morlet 

 

2.3 DISCRETIZAÇÃO 

 Na sequência deste trabalho serão analisadas da wavelet de Haar e sua aplicação 

como função de base no método dos momentos. As funções wavelet-mãe, scalet e 

wavelet-filhas são dadas, respectivamente, pelas equações (2.4), (2.5) e (2.6). Para a 
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discretização em alta resolução, o parâmetro de escala é definido como 2 ja −=  e o 

parâmetro de translação é igual a 2 jkb −= , os quais substituídos na equação (2.4) 

conduzem à  

( ) ( )ktt jj

kj −= 222, ψψ ,                                             (2.9) 

onde j e k são inteiros, j denota o nível (ou escala) e k o deslocamento (ou translação). 

Analogamente, a wavelet-pai pode ser escrita, para um determinado nível j e 

deslocamento k, como: 

( ) ( )ktt jj

kj −= 222, φφ                                           (2.10) 

Na figura 5 é ilustrada a wavelet-filha com amplitude 22
j
 e transladada por 

12
21
+

+
= j

kt  e período 2 j− . 

 
Figura 5 – Amplitude e período da wavelet dependente de j. 

Na tabela 1 o período de cada wavelet para cada escala j, e o ponto central de uma 

wavelet-filha são calculados para alguns valores de j e k. A tabela 2 contem as 

amplitudes escalonadas para diversos valores de j. 
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Tabela 1 - Período e localização da wavelet dependente de j e k. 

 
 

Tabela 2 - Amplitude da wavelet dependente de j. 

 
 

 Na figura 6 observa-se a wavelet-filha onde j = 1 e k = 1, a qual é descrita por: 

( ) ( )1221,1 −= tt ψψ                                                 (2.11) 

 

 
Figura 6 - Wavelet Haar 1,1ψ  

 Pode ser observado que neste caso o centro da wavelet é 75,0=t e seu período é 

5,0=T , como dado na tabela 1. 

 As diversas wavelets para os valores de j e k das tabelas 1 e 2, são ilustradas na 

figura 7. 
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Figura 7 – Wavelets de Haar escalonadas e transladadas. 

 Com base nas equações (2.9) e (2.10) e na figura 7 pode ser facilmente 

verificado que [27]: 

1. as scalets e as wavelets são ortogonais; 

2. as scalets de mesmo nível formam um sistema ortonormal; 

3. as wavelets em um mesmo nível formam um sistema ortonormal; 

4. as scalets são ortogonais a todas as wavelets de nível igual ou mais alto; 

5. wavelets em níveis diferentes são sempre ortogonais. 

 

2.4 ANÁLISE DE MULTIRESOLUÇÃO 

 A análise de multiresolução é baseada na decomposição de um sinal em 

subfunções projetadas em subespaços, gerando aproximações sucessivas deste 

determinado sinal. Obtém-se assim, uma sequência de subespaços fechados jS  de 2L , 

onde 2L  define o espaço das funções quadraticamente integráveis, tal que, 
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......... 12101 ⊂⊂⊂⊂⊂⊂ +− jSSSSS ,                                   (2.12) 

 As scalets de determinado nível j são definidas no subespaço jS , os quais 

contem quaisquer translações de cada função de mesmo nível. Assim, de acordo com a 

definição (2.10) para as funções wavelets, alguns subespaços jS  podem ser descritos 

como conjuntos de funções, (2.13-16) e mostrado na figura 8, 

( ){ }tS φ=0                                                                                                                  (2.13) 

( ){ ( )}122221 −= ttS φφ                                                                                    (2.14) 

( ){ ( ) ( ) ( )}342242142422 −−−= ttttS φφφφ                                                 (2.15) 

( ){ ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 





−−−

−−−−
=

788688588

48838828818888
3

ttt

ttttt
S

φφφ

φφφφφ
          (2.16) 

 

                                                                                  

                                                                       0123 SSSS ⊃⊃⊃  

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8 – Subespaços jS . 

 

 Além da propriedade (2.12) a AMR também satisfaz: 

( ) 12)( +∈↔∈ jj StfStf  

( ) jj SntfStf ∈+↔∈)(  

Assim, para uma função scalet, pode-se escrever (ver figura 9): 

( ) ( ) ( )122 −+= ttt φφφ                                            (2.17) 
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                          ( ) ( ) ( )122 −+= ttt φφφ  

Figura 9 – Função escala composto por componentes de 1+jS . 

 A função scalet pode, portanto, ser definida de forma geral como: 

( ) ( ) ( )ntnht −= ∑ 22 φφ .                                           (2.18) 

Para este caso, 
2

1)1()0( == hh . 

 Por outro lado a wavelet-mãe ( ) 0Wt ∈ψ  é definida como a diferença de scalets 

pertencentes ao subespaço 1S , como pode ser visto na figura 10.  

 

                  ( ) ( ) ( )122 −−= ttt φφψ  

Figura 10 - Wavelet-mãe composta por membros do subespaço 1S . 

 

Segue-se então que a wavelet ( )tψ  é uma combinação de scalets de Haar deslocadas e 

escalonadas, logo, tem-se que: 
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( ) ( ) ( )ntnht
n

−= ∑ 221 φψ                                            (2.19) 

onde os coeficientes )(1 nh  são determinados pela equação abaixo: 

( ) ( ) ( )nhnh n −−= 111                                                  (2.20) 

 Como dito no item anterior 2.3 as funções wavelets e scalets são ortogonais, ou 

seja, os membros de jS  são ortogonais aos membros de jW , e portanto pode ser escrito 

que: 

jjj WSS ⊕=+1                                                       (2.21) 

Logo, substituindo 11 −− += jjj WSS  repetidamente o espaço 2L  pode ser decomposto 

como mostrado abaixo. (Ver figura 11) 

K⊕⊕⊕⊕= 2100
2 WWWSL                                          (2.22) 

                                                                        

                                                              0123 SSSS ⊃⊃⊃  

 

 

     2W      1W          0W               0S  

        

 

 

Figura 11 – Subespaços jS  e seus complementos jW . 

 

2.5 TRANSFORMADA DE WAVELET 

 A transformada de wavelet é determinada pela projeção de um sinal )(tf  sobre 

os subespaços descritos na seção anterior. A projeção de )(tf  sobre o subespaço 0W  é 

descrita pela equação (2.23), onde serão determinados os coeficientes da projeção. 

)()(
,

, tdtfB
kj

kj
j

kj ∑= ψ                                               (2.23) 
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onde m
nd são os coeficientes determinados pelo produto interno entre a função )(tf  e a 

wavelet em um determinado nível de resolução, ou seja, 

)(),( , ttfd kj
j

k ψ=                                                   (2.24) 

O mesmo ocorre com a função projetada sobre os subespaços jS , onde a função )(tf  é 

descrita através de uma série de funções scalet e seus coeficientes. 

)()(
,

, tstfA
kj

kj
j

kj ∑= φ                                                 (2.25) 

onde  

)(),( , ttfs kj
j

k ϕ=                                                    (2.26) 

Assim, de acordo com (2.21), tem-se que 

)()()(1 tfBtfAtfA jjj +=+                                            (2.27) 

De forma que, por (2.22) )(tf  pode ser escrita como: 

)()()(
1

1
'

'∑
=

+=
j

jj
jj tfBtfAtf                                             (2.28) 

sendo 1j  o menor nível de resolução possível. Neste trabalho os coeficientes de 

projeção serão obtidos através do método dos momentos. 

2.6 CONCLUSÃO 

 Neste capítulo foram apresentados os conceitos básicos da teoria de wavelets do 

ponto de vista da representação de uma função f em termos de sua projeção em 

subespaços jW  de wavelets e jS  de scalets. Estes conceitos serão aplicados no capítulo 

seguinte, onde as funções de base e de teste do método dos momentos serão escritas 

como combinações de uma função scalet no subespaço 0S  e uma série de funções 

wavelets nos subespaços jW  onde  0≥j . 
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3 WAVELETS, FUNÇÕES DE BASE E O MÉTODO DOS MOMENTOS 

3.1 MÉTODO DOS MOMENTOS 

O método dos momentos é uma técnica muito utilizada na solução de problemas 

baseados em equações integro-diferenciais em domínio aberto. Neste método o 

problema na sua forma clássica tem suas condições de diferenciabilidade enfraquecidas, 

obtendo-se um sistema linear algébrico, o qual pode ser facilmente calculado. 

Considera-se o problema abaixo: 

( ) gfL = ,                                                         (3.1) 

onde L é um operador que pode representar uma integração ou diferenciação, g é a 

excitação ou fonte (função conhecida) e f é a função a ser determinada. Se a solução 

para (3.1) e é única, então a função f pode ser determinada a partir da inversão do 

operador L, ou seja, 

( )gLf 1−= ,                                                     (3.2) 

O objetivo neste método é resolver (3.2) numericamente, para isso a função f é 

expandida como uma combinação de funções de base nf  de forma que, 

∑=
n

nn fcf ,                                                     (3.3) 

onde nc  são constantes de projeção desconhecidas. Substituindo (3.3) em (3.1), tem-se 

( ) gfLc
n

nn =∑                                                   (3.4) 

 Para a solução exata 0=− gLf  em todo espaço. Na solução aproximada pelo 

método de Galerkin, gLf −  é nulo apenas em média. Para isso, define-se uma família 

de funções de teste mw , onde m = 1, 2, 3,..., com a qual pode ser definido o seguinte 

produto interno 

gwLfwc m
n

nmn ,, =∑ .                                         (3.5) 

Reescrevendo (3.5) na forma matricial obtem-se  

[ ][ ] [ ]mnmn gcl =                                                   (3.6) 

onde  



28 
 

[ ]
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


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                                  (3.7) 

[ ]

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






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





=

n
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c
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1

                                                        (3.8) 

[ ]





















=
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g

m

m

,

,

,

2

1

M
                                                    (3.9) 

 Finalmente, a [ ]l  é invertida e os coeficientes de projeção nc  são dados por  

[ ] [ ][ ]mmnn glc 1−= .                                                   (3.10) 

No método de Galerkin as funções de expansão nf  e as funções de teste mw  pertencem 

ao mesmo espaço, de forma que as equações (3.7) e (3.9) possam ser reescritas como 

 

[ ]




















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nmmm
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LffLffLff

LffLffLff

l

,,,

,,,

,,,
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22212

12111

L

MLMM

L

L

                                      (3.11) 

 

[ ]





















=

gf

gf

gf

g

m

m

,

,

,

2

1

M
                                                      (3.12) 

 

3.2 PRÉ-PROCESSAMENTO 

 A matriz (3.11) é densamente preenchida de forma que o sistema algébrico 

necessita de grande esforço computacional para sua resolução. Para que o sistema seja 

resolvido mais eficientemente a matriz (3.11) pode ser transformada em uma matriz 



29 
 

esparsa através de técnicas adequadas. Neste trabalho funções wavelets são utilizadas na 

formulação em método de Galerkin, como descrito a seguir. 

 Seja a equação integral dada por  

')',()( dxxxGfxg ∫=                                            (3.13) 

onde G(x,x’) é a função de Green para o problema. 

 Lembrando que no método de Galerkin utiliza-se a mesma função para expansão 

e teste, tem-se que  

∑∑+=
i k

k
i

k xcxcf
i

)()'(0 ψφ                                        (3.14) 

 Desta forma, o lado esquerdo de (3.5) pode ser reescrito como 

∫ ∑∑∫∫ ∫ +
L i k L

k
i

k
i

L L

dxdxxcxxGxdxdxxcxxGx ')'()',()(')'()',()( 0 ψφφφ                  (3.15) 

onde as integrais internas correspondem ao operador integral que define o problema e as 

integrais externas definem o produto interno com a função de teste. 

 Na apresentação que segue, são utilizadas as funções scalet e wavelet para o 

nível 0=j , e o problema é dividido em dois segmentos, de forma que as funções são 

avaliadas no centro de cada um. Esta simplificação não implicará em perda de 

gerneralidade. 

 Desta forma, expandindo-se as integrais internas de (3.15), obtem-se, 

{ }

{ }∫

∫
∆+

+∆+

L

L

dxxxxGxxxGcx

dxxxxGxxxGcx

)'()',()'()',()(

)'()',()'()',()(

2002100100

22110

ψψφ

φφφ

               (3.16) 

onde 00c  é o coeficiente da wavelet para 0=j  e 0=k  e 00ψ  é a wavelet 

correspondente. Em (3.13) as integrais são avaliadas em cada segmento i, de forma que 

 ∫ ∆= )(),()'()',( ''
ii xxxGxxxG φφ                                   (3.17) 

Desenvolvendo-se cada integral em (3.16) separadamente, pode-se escrever que  

{
} 2

2220222101

11202111011

)'()',()()'()',()(

)'()',()()'()',()(

∆+

++=

xxxGcxxxxGcx

xxxGcxxxxGcxI

φφφφ

φφφφ
      (3.18) 

 ou, 

[ { }
{ }] 2

02221122

22111111

)'()',()'()',()(
)'()',()'()',()(

∆+

++=

cxxxGxxxGx
xxxGxxxGxI

φφφ

φφφ
              (3.19) 

 E 
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{
} 2

2002200220021001

10012002100110012

)'()',()()'()',()(

)'()',()()'()',()(
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++=

xxxGcxxxxGcx

xxxGcxxxxGcxI
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   (3.20) 

ou, 

[ { }
{ }] 2

0020022100122

200211001112

)'()',()'()',()(
)'()',()'()',()(

∆+

++=

cxxxGxxxGx
xxxGxxxGxI

ψψφ

ψψφ
        (3.21) 

 Agora (3.19) e (3.21) podem ser escritas na forma de produto vetor por matriz, 

ou seja 
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 e 
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 Somando-se as integrais parciais 1I  e 2I , tem-se que  
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e finalmente (3.25) 
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 Este sistema corresponde à forma matricial da equação (3.16). Para que os dois 

coeficientes sejam obtidos torna-se necessário uma nova equação, onde a função ( )x00ψ  

é utilizada como função de teste, e assim obtem-se para as integrais parciais 1I  e 2I , 

{ }∫ ∆+=
L

dxxxxGxxxGcxI )'()',()'()',()( 22110001 φφψ               (3.26) 

{ }∫ ∆+=
L

dxxxxGxxxGcxI )'()',()'()',()( 2002100100002 ψψψ ,           (3.27) 

cuja soma é escrita na forma matricial como: 
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(3.28) 
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 As equações (3.25) e (3.28) podem ser arranjadas em uma expressão matricial na 

qual a matriz de funções de Green é pré multiplicada pela matriz de wavelets e pós 

multiplicada pela transposta desta mesma matriz. Generalizando para um número N de 

níveis. 
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Fazendo o mesmo para o lado direito, tem-se 
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 Em (3.29) a matriz das funções de Green é exatamente a matriz de impedâncias 

a qual é obtido no método dos momentos utilizando point-matching ao invés do método 

da interpolação da Galerkin, portanto a resolução do problema consiste na construção da 

matriz de impedâncias pelo método de point-matching e na sua pré e pós multiplicação 

pela matriz de wavelet. As propriedades da matriz resultante dependem das 

propriedades da matriz wavelet, como será discutido na próxima seção. 

 

3.3 MATRIZ WAVELET 

 Considera-se um segmento subdividido em 8 segmentos, figura 12, e a matriz de 

wavelets correspondente é dada pela equação (3.31). 
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Figura 12 – Contribuição das wavelets e scalet sobre um fio. 
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                  (3 .31) 

 Pode ser facilmente observado na equação (3.31), que a matriz de wavelets de 

Haar é esparsa, com muitos elementos nulos, sendo N o número de linhas da matriz ou o 

número de elementos em cada linha. Pode ser verificado que a primeira linha, 

correspondendo a scalet, possui N elementos não nulos da mesma forma que a segunda 

linha correspondente a wavelet 00ψ . Na terceira linha encontram-se 
2
N  elementos não 
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nulo, correspondente a 10ψ . O mesmo número de elementos não nulos é encontrado na 

quarta linha correspondente a 11ψ , e assim por diante. Na tabela 3 são mostradas as 

quantidades de elementos não nulos para as 8 linhas da matriz de wavelets. 

Tabela 3 - Número de elementos não nulos em cada linha de Ψ . 

 
 Na tabela 4 é descrita uma correspondência entre o número de linhas da matriz e 

o número de termos não nulos. 

Tabela 4 - Número de elementos não nulos da matriz Ψ  comparado ao número de 
linhas. 

 
 De forma geral, os dados da tabela 4 podem ser descritos pela seguinte relação 

de correspondência: 

Nnn )1(2 +→  

onde n2 é o número de linhas e Nn )1( + é o número de termos não nulos. 

Como ( )Nn 2log= , então o número de elementos não nulos na matriz pode ser 

calculado como 

( )( )NNENN 1log 2 +=  

 Na tabela 5 é mostrada a comparação entre a quantidade de elementos de uma 

matriz e os elementos não nulos. 
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Tabela 5 - Comparativo entre número total de elementos e número de elementos 
não nulos dependente do número de linhas da matriz Ψ . 

 
 A esparsidade da matriz de wavelets é utilizada neste trabalho no pré-

processamento da matriz global de impedâncias no método dos momentos. A 

complexidade computacional da solução de um sistema linear é proporcional ao número 

de elementos não nulos da matriz. Por outro lado, a complexidade depende também do 

número de linhas e do número de colunas da matriz, mas não depende do produto entre 

eles, ou seja, não depende do número total de elementos. O MATLAB®, para matrizes 

esparsas, armazena apenas os elementos não nulos da matriz e seus índices, 

diferentemente das matrizes cheias, que requerem armazenamento de todos os 

elementos, inclusive nulos. Desta forma a quantidade de memória necessária para o 

armazenamento da matriz esparsa é reduzida. 

 No processo de armazenamento de matrizes esparsas no MATLAB® são 

utilizados três vetores. O primeiro deles armazena todos os elementos não nulos da 

matriz e sua dimensão é igual ao número de elementos não nulos. Já o segundo vetor é 

formado pelos índices destes elementos, ou seja, o índice correspondente da linha onde 

se encontra o elemento, sendo que, este vetor também tem dimensão igual ao número de 

elementos não nulos. No terceiro vetor são armazenados os índices do início de cada 

coluna dos demais vetores, e um ponteiro adicional que marca o seu fim. Um quarto 

vetor é utilizado quando os elementos da matriz são complexos, e é responsável pelo 

armazenamento dos termos imaginários dos elementos não nulos. 

3.3.1 Wavelets unidimensionais 

 As wavelets unidimensionais foram estudadas no capítulo 2. Nesta seção )(xf  

será descrita como uma expansão em funções wavelets unidimensionais. Desta maneira, 

conforme equações (2.9) e (2.10), )(xf  pode ser expandida como: 



35 
 

)()()( ,,,0 xdxsxf kj
k j k

kjk ψφ∑ ∑ ∑
∞

−∞=
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−∞=

∞

−∞=

+=                                  (3.32) 

onde ks ,0 e kjd ,  foram definidas em (2.24) e (2.26). 

 Utilizando as wavelets de Haar na equação (3.32), esta por ser reescrita na forma 

matricial como [12]: 
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3.3.2 Wavelets bidimensionais 

 As wavelets bidimensionais são formadas pelo produto entre wavelets e scalets 

nos dois eixos analisados. Desta maneira, a scalet e as wavelets bidimensionais podem 

ser encontradas como: 

( ) ( ) ( )yxyx φφφ =,                                                  (3.34 ) 

( ) ( ) ( )yxyx ψφψ =,1                                                (3.35 ) 

( ) ( ) ( )yxyx φψψ =,2                                               (3.36 ) 

( ) ( ) ( )yxyx ψψψ =,3                                               (3.37 ) 

 Os elementos da matriz wavelet bidimensional são formados pelo produto de 

cada wavelet (ou scalet) por todas as wavelets e scalet que vão contribuir para a solução 

do problema, como comentado anteriormente. A figura 13 mostra o caso de aplicação 

da wavelet bidimensional sobre uma placa plana, onde os elementos encontrados na 

matriz terão como referência cada ponto relacionado na placa [12]. 
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Figura 13 – Contribuição das wavelets em um problema de placa plana. 

 A contribuição de cada wavelet para a expansão da função no ponto 1 é dada 

por: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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               (3.38), 

Onde 1C  é a primeira coluna da matriz de wavelets bidimensional. Neste caso, 

substituindo os valores, a coluna 1C  se torna em: 

{ }0,0,0,0,0,2,2,2,0,2,1,1,0,2,1,11 =C                              (3.39). 

Da mesma forma, as outras colunas podem ser determinadas a partir de cada ponto da 

placa, formando a matriz Ψ . 
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 A matriz Ψ  será utilizada nas equações (3.29) e (3.30) para o pré-

processamento da matriz de impedâncias para resolução de problemas com menor 

esforço computacional. Desta forma é definida a matriz [ ]'mnl  por 

[ ] [ ][ ][ ]T
mnmn ll ΨΨ='                             [11][12] (3.40) 

 A estrutura da matriz [ ]'mnl , considerando apenas os elementos não nulos, é 

ilustrada na figura 14, onde cada bloco representa um dos produtos entre scalets e 

wavelets. As áreas são determinadas pelas equações (3.41) a (3.44) e representam as 

projeções de ( )xφ e ( )xψ , sendo j o maior nível de resolução. 

 
Figura 14 – Distribuição das seções da matriz esparsa. 

  

)(),( xLxD φφ=                                              (3.41) 

)(),( xLxA ψψ=                                               (3. 42) 

)(),( xLxB φψ=                                                (3.43) 

)(),( xLxC ψφ=                                                (3.44) 

O formato da matriz será mostrado posteriormente, onde as matrizes de impedância de 

todos os problemas são ilustradas na apresentação dos resultados. 
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3.4 CONCLUSÃO 

 Neste capítulo foram apresentados os conceitos do método dos momentos 

juntamente com o método de Galerkin para o pré-processamento das matrizes de 

impedâncias. Foi apresentada também a determinação das matrizes wavelet 

unidimensional e bidimensional, que serão aplicadas ao método de Galerkin, para 

determinação de matrizes esparsas, com o objetivo de diminuir o esforço computacional 

para solução de sistema linear. 
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4 APLICAÇÕES E RESULTADOS 

4.1 INTRODUÇÃO 

Muitas são as aplicações do método dos momentos e algumas delas serão 

demonstradas neste trabalho, e são elas: 

1. Cálculo de densidade linear de carga em um fio reto finito; 

2. Cálculo de capacitância entre placas paralelas; 

3. Cálculo de corrente em antenas. 

 

4.2 DESCRIÇÃO DOS PROBLEMAS SIMULADOS PELO MÉTODO DOS 

MOMENTOS E MÉTODO DE GALERKIN 

 Como já discutido na seção 3.2 o pré-processamento realizada o produto da 

matriz de wavelets pela matriz de impedâncias e a transposta da matriz de wavelets. A 

matriz de impedâncias para o problema determinado é obtido utilizando-se funções 

pulso como funções de base e o delta de Dirac como função de teste. Entretanto o 

resultado final é equivalente a utilização do método de Galerkin no qual as funções 

wavelets são utilizadas como funções de base e de teste. Portanto, nas subseções abaixo, 

os problemas analisados são apresentados resumidamente, assim como seus modelos 

pelo método dos momentos usando point matching. 

4.2.1 Cálculo da densidade linear de carga em um fio reto finito 

 Considera-se o fio da figura 15, de comprimento L e raio a, o qual é mantido a 

um potencial 0V  dado. No método dos momentos o fio é dividido em N segmentos 

iguais de comprimento ∆ , onde  

N
L

=∆                                                            (4.1). 

 A densidade de carga é obtida através de [30]. 
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Figura 15 – Fio reto finito onde será determinada a densidade de carga. 
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                                                           (4.2) 

onde Lρ  é a densidade de carga sobre o fio e ky  é o ponto onde o potencial é conhecido 

e a integração é feita sobre y. 

 Utilizando-se a função delta de Dirac como função de base na formulação 

variacional do problema, (4.2) pode ser expandida como 

Nk

N

kk yyyyyy
V

−
∆

++
−
∆

+
−
∆

=
ρρρ

πε L
2

2

1

1
004                               (4.3) 

 Assim determina-se a matriz de impedâncias deste problema dependente de cada 

segmento do fio. A matriz [ ]mnZ  será composta de elementos mnA , que são 

determinados por  

nm
mn yy

A
−
∆

= ,                                                   (4.4) 

para nm ≠  e [30] 







 ∆

=
a

Amn ln2                                                      (4.5) 

para nm = .  

4.2.2 Cálculo de capacitância entre placas paralelas 

 A figura 16 mostra um capacitor, no qual as placas são mantidas a um potencial 

V, separadas por uma distância igual a d. 
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Figura 16 – Capacitor de placas paralelas. 

 Para a determinação da capacitância entre as placas, é necessário determinar a 

densidade superficial de carga Sρ  sobre cada placa a partir da equação (4.6), 

∫= dSQ Sρ                                                           (4.6) 

Desta forma, a capacitância é determinada por 

0V
QC = ,                                                             (4.7) 

sendo 0V  a diferença de potencial entre as placas. 

 Considerando cada uma das placas divididas em N subseções 
NS∆ , determina-se 

o potencial no centro de cada subdivisão através da equação (4.8), descrita abaixo: 

∫∑∫
=

≅=
ij

N

j
j

S
i R

dS
R

dSV
2

1 00 4
1

4 πε
ρ

πε
ρ

                                       (4.8) 

 A equação (4.8) pode ser escrita também, como 

∑
=

=
N

j
ijji AV

2

1

ρ                                                     (4.9) 

sendo 

∫=
ij

ij R
dSA

04
1

πε
                                                   (4.10) 

 Na forma matricial, a equação (4.9) pode ser reescrita na forma matricial como 
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[ ] [ ] [ ]BA =ρ                                                     (4.12) 

Finalmente, determina-se jρ  por: 

[ ] [ ] [ ]BA 1−=ρ                                                    (4.13) 

 Em (4.12) os termos ijA  podem ser obtidos como [30] 

ij
ij R

lA
0

2

4πε
∆

= , ji ≠                                                     (4.14) 

onde  

1212 yyxxl −=−=∆  e                                          (4.15) 

( ) ( ) ( )222
ijijijij zzyyxxR −+−+−=                              (4.16) 

 Para os elementos onde ji = , tem-se que 

( )8814.0
0πε
lAij

∆
=                                                (4.17) 

4.2.3 Cálculo de corrente em antenas dipolo 

 Neste trabalho utiliza-se a formulação descrita em [13], onde a corrente em uma 

antena do tipo dipolo é determinada pela expressão (4.18). 

[ ] [ ][ ]IZV =                                                          (4.18) 

onde [ ]V  é um vetor de tensões, [ ]I  é um vetor de correntes e [ ]Z  é a matriz de 

impedâncias obtida pelo método dos momentos com point matching. O vetor [ ]V  pode 

ser escrito em função dos campos elétricos nos segmentos Nl∆ , como 
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onde  
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l
AjE l

i
l ∂

Φ∂
−−=− ω                                                  (4.20) 

Como a antena é dividida em segmentos iguais, onde 
−

n  e 
−

m  são os pontos iniciais do 

segmento, n  e m  são os pontos medianos e, 
+

n  e 
+

m  são os pontos finais do segmento. 

Desta forma, pode-se aproximar a equação (4.20) por  

m
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onde i
lE  é o campo incidente no segmento l, lA  é o potencial vetor no mesmo segmento 

e Φ  é o potencial escalar definido nas extremidades do segmento. O potencial vetor 

pode ser encontrado por  

dl
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jkR
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ou 

( ) ( )mnlnIA n ,γµ ∆=                                                  (4.23) 
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e ( )nI  é dado por 
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 Na figura 17 são mostrados dois segmentos nl∆  e ml∆ , onde as cargas em nl∆  

são dadas por (4.27) e (4.28): 
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Figura 17 – Dois segmentos de fio. 
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( ) ( ) 











−






=






Φ

−−−+−

mnnImnnI
j

m ,,1
γγ

ωε
 

 Para encontrar mnZ  que gerará a matriz [ ]Z , tem-se a expressão ( )nI
lEZ m

i

mn
∆

= , 

encontrando-se então 
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A expressão (4.30) será determinada a partir de (4.31), onde 

( )
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R mm

mn
22

2ρ
                                  (4.31) 

 Assim, I é determinada por  

[ ] [ ][ ]VZI 1−=                                                     (4.32) 
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4.3 APRESENTAÇÃO DOS RESULTADOS NUMÉRICOS 

Três exemplos são simulados de forma a validar os resultados obtidos. Nestes 

exemplos o método dos momentos é utilizado com as funções wavelets na formação do 

sistema matricial e este é resolvido por meio de decomposições LU e Cholesky. Para a 

inversão da matriz é utilizada a inversão direta do MATLAB executada por meio do 

comando backslash (\).  

 O computador utilizado apresenta a seguinte configuração: 

• Processador: INTEL®CORE™2 QUAD 

• CPU Q6600@2,4GHz 

• Memória RAM: 4GB 

• Sistema Operacional: Windows Vista Business 2007 SP2 64bits  

4.3.1 Cálculo da densidade linear de carga em um fio reto finito 

Considerando um fio de comprimento L igual a 1m, raio a igual a 0,0001m e 

submetido a uma tensão constante de 1V, determina-se então, através do método dos 

momentos programado no ambiente MATLAB®, a solução do problema. Após 

aplicação do método de Galerkin, para o pré-processamento, foi utilizado um limiar que 

elimina os elementos da matriz de impedância que não interferem na resolução do 

problema. Neste caso, os limiares utilizados foram de 0,01% e 0,1% da diferença entre o 

maior e o menor valor encontrado na matriz. 

O resultado encontrado para este caso pode ser na tabela 6, onde são utilizados 

1024 pontos de discretização e um limiar de 0,01%. A tabela mostra o valor da carga 

encontrada no fio e o tempo de resolução do sistema de equações lineares para cada 

caso. 

Tabela 6 - Comparativo do valor de carga e tempo de resolução da equação linear 
para cada caso. 

 
 Utilizando-se apenas 8 pontos de discretização, pode-se facilmente comparar as 

densidades lineares de carga obtidas pelo método tradicional e com wavelets, usando-se 

um limiar de 0,01%, conforme tabela 7. Pode se visto que a diferença nos valores 

obtidos ocorre apenas na terceira casa décima, ou seja, um erro de 0,008%. Por outro 
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lado com 1024 pontos a utilização de wavelets pode levar a uma solução até 17 vezes 

mais rápida, dependendo da decomposição utilizada. 

Tabela 7 - Comparativo do vetor de densidade de carga. 

 
 Pode-se também, comparar a estrutura das matrizes para os dois métodos 

analisando 32 pontos. No método tradicional, a matriz de impedância [ ]mnZ , é uma 

matriz cheia como mostrado na figura 18, através da função spy do MATLAB®. 
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Figura 18 – Número de elementos não nulos da matriz [ ]mnZ  tradicional. 

 Já para o caso onde as wavelets são utilizadas, o número de elementos não nulos 

da matriz [ ]mnZ  é mostrado na figura 19. Nota-se que houve 27,93% de redução do 

número de elementos da matriz para o limiar especificado. 
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Figura 19 – Número de elementos não nulos da matriz [ ]mnZ  com aplicação de 
wavelets no método de Galerkin. 

 Ao realizar a mesma análise para 1024 pontos, encontra-se uma matriz cheia 

com 1.048.576 elementos não nulos. Após a aplicação do método de Galerkin, 

encontra-se uma matriz com 45.330 elementos não nulos na matriz, ou seja, 95,68% de 

redução da matriz. 

 Da mesma forma, as figuras 20 e 21 mostram a distribuição da densidade de 

carga sobre o fio, obtida com os dois métodos. Na figura 21 uma pequena perturbação, 

que pode ser atribuída à escolha do limiar, pode ser vista na distribuição de carga. 
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Figura 20 – Densidade linear de carga sobre o fio reto, encontrada pelo método 

tradicional 
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Figura 21 – Densidade linear de carga sobre o fio reto, encontrada com a utilização 

de wavelets no pré-processamento da matriz. 
 Para uma discretização de 2048 pontos, têm-se os resultados apresentados na 

tabela 8. As estruturas das matrizes são semelhantes às vistas nas figuras 20 e 21. 
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Tabela 8 - Resultado encontrado para análise de 2048 pontos, quanto ao valor da 
carga total e tempo de resolução da equação linear. 

 
 Pode ser visto que para a matriz de maiores dimensões os benefícios obtidos 

com o uso de wavelets também são muito maiores.  

4.3.2 Cálculo de capacitância entre placas paralelas 

 Para o cálculo da densidade superficial de carga em um capacitor de placas 

paralelas, consideram-se as placas com dimensões 1m x 1m unidades cada, e separadas 

também por 1m. A placa superior está mantida a um potencial de 1V e a placa inferior 

está mantida a um potencial de -1V. 

 Assim, para as placas divididas em 1024 pontos cada uma, encontram-se os 

resultados apresentados na tabela 9, considerando os limiares de 0,1% e 0,01%. 

Tabela 9 - Resultado encontrado para análise de 1024 pontos, quanto ao valor da 
carga total, capacitância e tempo de solução da equação linear, para placas 

paralelas. 

 
 Para este caso, tem-se a matriz de impedâncias cheia possui 1.048.576 elementos 

não nulos. 

 Quando as funções wavelets são aplicadas através do método de Galerkin, com 

limiar de 0,01% encontra-se uma matriz esparsa com apenas 118.824 elementos não 

nulos, representando 88.67% de redução de elementos da matriz [ ]mnZ , com erro de 

0,0013% no resultado entre o método tradicional e o método de Galerkin. A matriz final 

pode ser mostrada na figura 22. 
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Figura 22 – Matriz [ ]mnZ  com a utilização de wavelets com limiar de 0,01%. 

 Utilizando-se um limiar de 0,1%, encontra-se uma matriz [ ]mnZ  com apenas 

19.820 elementos não nulos, representando 98,11% de redução da matriz como 

mostrado na figura 23 e 0,5% de erro no resultado. 

 
Figura 23 - Matriz [ ]mnZ  com a utilização de wavelets com limiar de 0,1%. 

 As distribuições de densidade de carga obtida pelo o método tradicional e com 

funções wavelets são mostradas na figura 24. 
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         (a)                                                                    (b)  

Figura 24 – (a) Densidade superficial de carga sobre a placa superior utilizando 
método dos momentos tradicional, (b) Densidade superficial de carga sobre a placa 

superior utilizando wavelets. 
 Finalmente, os resultados para uma discretização de 16 pontos é mostrada na 

tabela 10, onde pode ser visto que a diferença a densidade em cada ponto da placa é 

menor que 0,9332E-13. 

Tabela 10 - Densidade de carga em uma placa plana com 16 subdivisões. 

 
 

4.3.3 Cálculo de corrente em antenas dipolo 

 Para esta aplicação é utilizada uma antena dipolo de meio comprimento de onda, 

que consiste em um fio fino excitado em seu centro por uma linha de transmissão, por 
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uma fonte senoidal. A distribuição de corrente em uma antena dipolo de meia onda é 

ilustrada na figura 25. 

 

 
Figura 25 – Distribuição de corrente em uma antena dipolo de meia onda. 

 

 Neste caso o limiar para cancelamento dos termos da matriz é 0,01%. Para este 

exemplo foi utilizada apenas a decomposição LU juntamente com a inversão direta de 

matrizes. Na tabela 11 podem ser vistos os tempos de processamento com 1024 e 

2048 e a tabela 12 são apresentadas as distribuições de corrente para as matrizes cheia e 

esparsa respectivamente, obtidas com 16 pontos. A diferença máxima entre os 

resultados é na ordem de 0,244%. 
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Tabela 11 - Resultado encontrado para análise de 1024 e 2048 pontos, quanto ao 
valor da impedância de entrada e tempo de resolução da equação linear. 

  
Tabela 12 - Corrente sobre uma antena com 16 subdivisões. 

 
 As distribuições de corrente sobre a antena são mostradas na figura 26 

para 1024 pontos. Já na figura 27, encontra-se uma matriz esparsa com 97,47% de 

redução em número de elementos não nulos. Nota-se que conforme a figura 25, a 

distribuição de corrente sobre a antena, é nula em suas extermidades e máxima em seu 

centro, onde é aplicada a excitação. 
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(a)                                                                 (b)  

Figura 26 – Corrente sobre a antena com 1024 subdivisões para (a) método dos 
momentos tradicional e (b) utilizando pré-processamento. 

  

 
Figura 27 – Matriz [ ]mnZ  pré-processada para 1024 elementos. 

 

 Para a análise de 2048 pontos, encontra-se uma matriz com 98,46% de redução 

de elementos, gerando uma matriz extremante esparsa, conforme figura 28. As 

distribuições de corrente na antena para o método tradicional e o método de Galerkin 

são ilustradas na figura 29. 
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Figura 28 - Matriz [ ]mnZ  pré-processada para 2048 elementos. 
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Figura 29 - Corrente sobre a antena com 2048 subdivisões para (a) método dos 

momentos tradicional e (b) utilizando pré-processamento. 
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5 CONCLUSÃO 

   

As soluções de problemas físicos através de métodos numéricos agregam grande 

valor em estudos relacionados ao eletromagnetismo, mas demandam grande esforço 

computacional para resolução dos problemas, pois geram matrizes grandes e cheias. 

Neste contexto, as wavelets foram estudadas e utilizadas neste trabalho com o objetivo 

de tornar as matrizes dos problemas mais esparsas, diminuindo consideravelmente o 

esforço computacional e o tempo de solução do problema. 

As funções wavelets aplicadas ao método de Galerkin, realizando o pré-

processamento de matrizes de impedância geradas pelo método dos momentos, 

trouxeram uma diminuição maior que 99% no número de elementos da matriz de 

impedâncias, dependendo do limiar e da discretização utilizada no problema. Foram 

destacadas, nas três aplicações, vantagens na utilização do método, principalmente no 

tempo de resolução do sistema, apresentando erros entre 0,0013% e 2%, dependendo da 

aplicação analisada.  

Outras pesquisas podem ser realizadas na área de eletrostática, com a utilização 

de wavelets. O mesmo método pode ser aplicado utilizando outras funções wavelets 

além da wavelet de Haar, como Chapéu Mexicano e Daubechies. Além disso, pode-se 

avaliar a utilização da nova geração de transformada de wavelet (lifting scheme) para 

utilização no método de Galerkin e estudo da aplicação das funções wavelets no método 

dos elementos finitos.   
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