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Este trabalho tem como referéncia Bianchi Surfaces with constant Chebyshev angle.
Atsushi Fujioka,

Bianchi Surfaces with constant Chebyshev angle.



Resumo

Bezerra, Adriano Cavalcante. Superficies de Bianchi com angulo de
Chebyshev constante. Goiania, 2010. 69p. Dissertacao de Mestrado. IME-
Instituto de Matematica e Estatistica. UFG - Universidade Federal de Goiés.

As superficies de Bianchi pertencem a uma classe de superficies com curvatura
Gaussiana negativa, descobertas pela generalizacao da transformacao de Backlund
para superficies com curvatura Gaussiana negativa constante [3]. Hoje em dia estas
superficies sao estudadas do ponto de vista da teoria dos sistemas integraveis.

Neste trabalho estudaremos superficies de Bianchi parametrizadas pela Malha de
Chebyshev Generalizada e mostraremos que tal superfice com angulo de Chebyshev

constante ¢ um pedago de helicéide, ver [1].

Palavras-Chave

Superficies de Bianchi, angulo de Chebyshev.
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Abstract

Bezerra, Adriano Cavalcante. Bianchi Surfaces with constant
Chebyshev angle. Goiania, 2010. 69p. MSc Dissertation. IME - Institute of
Mathematics and Statistics. UFG - Federal University of Goias.

The Bianchi surfaces belong to a class of surfaces with negative Gaussian curvature,
discovered by generalization of Backlund transformation for surfaces with constant
negative Gaussian curvature [3]. Today these areas are studied from the viewpoint of
the theory of integrable systems.

In this paper we study Bianchi surfaces parameterized by a Generalized Chebyshev
net and show that such a surfaces with Chebyshev constant angle is a piece of a right

helicoid, see [1].

Keywords
Bianchi Surfaces, Chebyshev angle.
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Introducao

Bianchi foi um gedémetra italiano que na segunda metade do século X1X deu inicio
a teoria das transformacoes que levam superficies de um certo tipo em superficies do
mesmo tipo. Estas superficies estao associadas a solucoes de certas edp’s nao lineares de
segunda ordem cuja importancia se deve ao fato de estarem intimamente relacionadas
a diversos fenomenos fisicos.

Nestas notas iniciaremos com um apanhado geral da teoria de Superficies, que
em particular sao também Variedades Riemannianas. Trabalharemos com superficies

1
parametrizadas por linhas assintdticas e com curvatura Gaussiana negativa K = ——

5
onde p = p(z,y) é uma fungao positiva. Diremos que uma superficie é de Bianchipse
p = f(z)+ g(y). Diremos também que a superficie estd parametrizada pela Malha
de Chebyshev Generalizada se |X,| = |X,|, onde X = X(z,y) é a parametrizacao
da superficie. Neste trabalho estudaremos superficies de Bianchi parametrizadas pela
Malha de Chebyshev Generalizada e mostraremos que tal superfice com angulo de
Chebyshev constante é um pedago de helicéide.

No capitulo 1 introduziremos alguns conceitos sobre a Geometria das superficies.
Definiremos as primeira e segunda formas fundamentais. Explicitaremos os simbolos
de Christoffel e concluiremos com o classico Teorema Fundamental das Superficies.

No capitulo 2 encontraremos as expressoes para as equagoes de compatibilidade
de uma superficie cujas curvas coordenadas sao linhas assintéticas. Provaremos que
o angulo de Chebyshev para uma Superficie de Bianchi parametrizada pela Malha de
Chebyshev Generalizada é constante igual a g e que p é uma funcao de uma sé variavel.

Concluiremos com um teorema de classificacao, exibindo uma superficie com curvatura

Gaussiana negativa nao constante.

13



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo faremos uma breve abordagem dos resultados basicos sobre a geome-
tria das superficies. Obteremos as equagoes de compatibilidade e explicitaremos as
expressoes dos simbolos de Christoffel. Concluiremos com o classico teorema funda-

mental da teoria das superficies.

1.1 Resultados basicos de Geometria
Para expormos alguns dos resultados basicos, iniciaremos com algumas definigoes.

Definicao 1.1 Uma variedade diferencidvel de dimensao n é¢ um conjunto M
e uma familia de aplicacoes biunivocas X, : Uy, C R™ — M de abertos U, de R™ em
M tais que:

i) U, Xa(Us) =M.

i) Para todo par a, 3, com X,(U,) (N Xp(Us) = W # ¢, o0s conjuntos X;* (W) e
Xgl(W) sao abertos em R" e as aplicagoes X' o X sdo diferencidveis.

iii) A familia {(Uy, Xo)} € mdzima relativamente as condigoes i) e ii).
A aplicacao X, é chamada uma parametrizacao de M em p € X, (U,).

Definicao 1.2 Sejam M e N wariedades diferencidveis de dimensao m e n, respecti-
vamente. Uma aplicacao diferencidvel ¢ : M — N € uma tmersao se dy, : T,M —

T,

wipyM € injetiva para todo p € M. Se além disso, ¢ € um homeomorfismo sobre

14



1.1 Resultados basicos de Geometria Preliminares

e(M) C N, onde p(M) tem a topologia induzida por N, dizemos que ¢ é um mer-
gulho.

O préprio R? é uma variedade de dimensao 3.

E de f4cil verificacao que uma superficie regular é uma subvariedade de dimensao 2
do R3, isto é, mergulhada em R3. Trabalharemos apenas com superficies S mergulhadas
em R3. Daremos entao uma definicao de superficie regular, equivalente & definicao de

uma variedade diferencidvel de dimensao 2.

Definicao 1.3 Um subconjunto S C R? é uma superficie regular se, para cada
p € S, existe uma vizinhanca V de p em R® e uma aplicacio X : U — V N S de um
aberto U de R? sobre VNS C R? tal que:

i) X € diferencidvel.

ii) X é um homeomorfismo.

i) Para todo q € U, a diferencial dX, : R* — R?® € injetiva.

A aplicacao X(x,y) = (z(z,v),y(z,y), z(z,y)) é chamada uma parametriza¢ao ou
um sistema de coordenadas (locais) em uma vizinhanca de X(¢) = p. A vizinhanca
V' NS de p é chamada uma vizinhanga coordenada.

Analisemos a matriz da aplicagao linear dX, nas bases canonicas e; = (1,0), ex =
(0,1) de R? com coordenadas (z,y) e fi = (1,0,0), fo = (0,1,0) e f3 = (0,0,1) de R?
com coordenadas (z,v, 2).

Seja ¢ = (zo,Y0). O vetor e; é tangente a curva x — (z,%p) cuja imagem por X é

a curva

T — (I($ay0)7y(x>y0)v Z([L’,yo)).

Esta curva é chamada curva coordenada v = v e esta contida em S, tendo em X (q)

o vetor tangente

or 0y 02\ _ox
ox’ Ox’ 0x ) Oz’

onde as derivadas sao calculadas em (¢, o) e um vetor é indicado pelas suas compo-

nentes na base { f1, f2, f3}. Pela defini¢ao de diferencial,

15



1.1 Resultados basicos de Geometria Preliminares

or Oy 0z 0X
dX ==, =, — ]| =—=.
(1) (893’033’093) oz
Analogamente, usando a curva coordenada r = xy (imagem por X da curva y —
(x0,y)), obtemos
Or Oy 0z 0X
o= (G oy ay) = %

Portanto, a matriz da aplicacao linear d.X, nas bases consideradas ¢,

00 on
5 %
Y Y
X | 22 ZZ
dXq or 0Oy
0: 0
or Oy

A condigao #ii) da definigao 1.3 pode ser expressa equivalentemente da seguinte
forma: os dois vetores coluna da matriz de dX, sao linearmente independentes, o que
- ., 0X  0X ,
significa que o produto vetorial — A — ¢é nao nulo.

or Oy

Um vetor w tangente a superficie S, w € 1,5, é o vetor tangente a uma curva
parametrizada «a(t) = X (z(t),y(t)), t € (—e€,€), com p = a(0) = X(xg,yo) em um
ponto X(¢) = p € S. Assim, w é expresso como w = ¢/(0) = X,dzr + X,dy, onde
a: (—€€) — X(U) C S é uma aplicagao diferencidvel que descreve uma curva em S,
com «(0) = p.

Denotaremos por 7,5 o plano tangente a superficie S em p, que pela condicao

i11) da defini¢do de superficie regular é exatamente o conjunto de vetores tangentes as

curvas parametrizadas de S, passando por p.

Defini¢ao 1.4 Uma forma bilinear e simétrica é uma aplicagao { , ) : R*xR" —

R tal que (w,v) = (v,w) e {, ) € linear em w e v.

Defini¢ao 1.5 Seja (, ) : R" X R™ — R uma forma bilinear simétrica. Consideremos
a fungio L : R" — R definida por L(w) = (w,w), para todo w € R™. Esta funcdo de
uma varidvel € denominada forma quadrdtica sobre R" associada a forma bilinear

()

O produto interno natural do R* O S, induz em cada plano tangente 7,S de

uma superficie regular S um produto interno, que indicaremos por (, ) . Se w,v €

P’

16



1.1 Resultados basicos de Geometria Preliminares

T,S C R?, entdo (w,v), é igual ao produto interno de w e v como vetores em R?. A
esse produto interno, que é uma forma bilinear e simétrica, corresponde uma forma

quadratica I, : 7,5 — R dada por
Iyw) = (w,w), = |uf* 2 0.

Definicao 1.6 A forma quadratica I, em T,S definda por I,(w) = (w, w),, = lw|* >0,

¢ chamada a primeira forma fundamental da superficie reqular S C R®* emp € S.

A primeira forma fundamental é antes de tudo uma forma de dizer que a superficie
S herda o produto interno natural do R3.

Vamos agora expressar a primeira forma fundamental na base {X,, X, } associada a
uma parametrizacao X (x,y) em p. Como um vetor tangente w € 1,5 é o vetor tangente
a uma curva parametrizada a(t) = X (z(t),y(t)), t € (—¢€,¢€), com p = a(0) = X (z0, Yo),

obtemos

I(e(0)) = (a’(0),a'(0)),
= (Xodz + Xydy, Xpdr + Xydy),,
= (Xo, Xm>p (dl‘)2 + 2( X, Xy>p dxdy + <Xy7 Xy>p (dy)2
= E(dr)* 4 2Fdxdy + G(dy)?,

onde os valores das funcoes envolvidas sao calculados em t = 0, e

E('x()?y()) = <Xx7Xx>p7
F(ajO)yO) = <X967Xy>pa
G(ZL‘07 yO) = <Xy7 Xy>p

sdo os coeficientes da primeira forma fundamental na base { X, X, } de T,,S. Fazendo p
variar na vizinhanga coordenada correspondente a {X,, X, }, obtemos funcoes E(z,y),
F(z,y), G(x,y) que sao diferencidveis nessa vizinhanca.
De agora em diante, omitiremos o indice p na indicagao do produto interno ( , >p
ou da forma quadratica I,, quando for claro pelo contexto a que ponto nos referimos.
Dada uma parametrizacao X : U C R? — S de uma superficie regular S em um

ponto, podemos escolher, para cada ponto de X (U), um vetor normal unitério pela

regra

17



1.1 Resultados basicos de Geometria Preliminares

X, A X,

N(q) = m@’ q € X(U).

Temos entao uma aplicagao diferencidvel N : X(U) — R3 que associa a cada
¢ € X(U) um vetor normal unitério N(q).

Se V C S é um conjunto aberto em S e N : V — R? é uma aplicacao diferencidvel
que associa a cada ¢ € V um vetor normal unitario em ¢, dizemos que N é um campo
diferenciavel de vetores normais unitarios em V.

Nem toda superficie admite um campo diferenciavel de vetores normais unitarios
definidos sobre toda a superficie. Mas quando tal fato se verificar diremos que a
superficie regular é orientavel. A escolha do campo N é chamada uma orientacao de S.
E claro que toda superficie é localmente orientavel. E a orientagao é uma propriedade
global (das superficies que sao orientaveis).

Daqui pra frente vamos nos referir a uma superficie S como sendo uma superficie

regular orientavel e orientada.

Definicao 1.7 Seja S C R3 uma superficie com uma orientacio N. A aplicagdo

diferencidvel N : S — R3 toma seus valores na esfera unitdria
§?={(z,y,2) R’ 2® +4 + 22 =1}.

Logo, N : S — S?. Esta aplicagdo é conhecida como aplicagdo normal de Gauss

de S.

A diferencial dN,, de N em p € S é uma aplicagdo linear de 7,,S em 7,5%. Como
os espagos T,S e T,5% sao isomorfos, podemos olhar a dN,, como uma aplicagao linear
em 7,5, ou seja, dN, : 71,5 — T,S.

Para cada curva parametrizada a(t) em S, com «a(0) = p, consideramos a curva
parametrizada N o «(t) = N(¢) na esfera S?; isso equivale a restringir o vetor normal
N a curva a(t). O vetor tangente N'(0) = dN,(a/(0)) é um vetor de 7,,S. Ele mede a
taxa de variacao do vetor normal NV, restrito a curva a(t) em ¢t = 0. Assim, a dN, mede
quanto N se afasta de N(p) em uma vizinhanga de p. Esta medida é caracterizada por

uma aplicacao linear.

Proposicao 1.1 A diferencial dN, : T, — T,S da aplicacio de Gauss € uma

aplicacao linear auto adjunta.

18



1.1 Resultados basicos de Geometria Preliminares

Demonstracao. Como dN,, é linear, basta verificar que (dN,,(wy ), we) = (w1, dN,(w2))
para uma base {wy, we} de T),S. Seja X (z, y) uma parametrizagao de S em p e {X,, X, }
a base associada de 1),S. Se «a(t) = X(z(t),y(t)) é uma curva parametrizada em S,

com «(0) = p, temos

AN,(@'(0)) = dN,(X,2 + X,y)

= %N(w(t),y(t)) emt=0

= Noa'(0) + Nyy/'(0);
como dN,(X,) = N, e dN,(X,) = N, basta mostrar que
(Nz, Xy) = (X5, Ny).

Derivando (N, X,) =0 e (N, X,) =0, em relagdo a = e y, respectivamente, obtemos

Logo, igualando as duas equacoes acima temos
<Nva:v> + <N7 wa> = <N967Xy> + <Na Xy:v>7
ou seja, como (N, X, ) = (N, X,,) temos que
(Na, Xy) = (Ny, Xz).

O

Sendo dN,, : T,S — T,S uma aplicacao linear auto-adjunta podemos associar a
dN, uma forma quaqratica @) em 7,,(5), dada por Q(v) = (dN,v,v). Para darmos uma

interpretacao geométrica desta forma quadratica, precisamos de algumas definigoes.

Definicao 1.8 A forma quadrdtica 11, definida em T,S por I1,(v) = — (dNyv,v) €

chamada o segunda forma fundamental de S em p.

Definicao 1.9 Seja C' uma curva reqular em S passando por p € S, k a curvatura de
C em p, e cosb = (n,N), onden é o vetor normal a C' e N € o vetor normal a S em

p. O niumero k, = kcos € chamado a curvatura normal de C C S em p.

19



1.1 Resultados basicos de Geometria Preliminares

k, é o comprimento da projecao do vetor kn sobre a normal a superficie em p, com um

sinal dado pela orientacao N de S em p.

Observacgao 1.1 A curvatura normal de C nao depende da orientacdo de C, mas

inverte o sinal com uma mudanca de orientacdo da superficie.

Considere uma curva regular C' C S parametrizada por a(s), onde s é o compri-
mento de arco de C' com «(0) = p. Se indicarmos por N(s) a restrigdo do vetor normal

N a curva a(s), teremos (N(s),a/(s)) = 0, donde

(N(s),a"(s)) = = (N'(s),&'(s)).

Logo,

p(a(0)) = —(dNy(a'(0)),a’(0))
= —(N'(0),/(0)) = (N(0),a"(0))

= (N,kn) (p) = kn(p)

Portanto, o valor da segunda forma fundamental /I, em um vetor unitario v € 7,5 ¢é
igual a curvatura normal de uma curva regular passando por p e tangente a v. Assim,

segue-se o resultado abaixo.

Proposicao 1.2 (Meusnier) Todas as curvas de uma superficie S que tém, em um

ponto p € S, a mesma reta tangente tém, neste ponto, a mesma curvatura normal.

A proposicao acima nos permite falar em curvatura normal ao longo de uma dada
direcao em p. Dado um vetor unitario v € 7,5, a intersecao de S com o plano contendo
v e N(p) é chamada a se¢ao normal de S em p segundo v. Em uma vizinhanga de p,
uma secao normal de S em p é uma curva regular plana em .S, cujo vetor normal n em
p é £N(p) ou zero; a sua curvatura é, portanto, igual ao valor absoluto da curvatura
normal segundo v em p. Assim, a proposicao acima afirma que o valor absoluto da
curvatura normal em p de uma curva «a(s) ¢ igual a curvatura da se¢do normal de S
em p, segundo o/ (0).

O teorema abaixo nos diz que para cada p € S existe uma base ortonormal {e;, es}
de T,,S tal que dN,(e1) = —kier, dNy(e2) = —kaeo. Além disso, ki e ko (k1 > ko) s@o o
méaximo e o minimo da segunda forma fundamental I/, restrita ao circulo unitario de

T,S, ou seja, sao os valores extremos da curvatura normal em p.
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Teorema 1.1 Seja A : R" — R" uma aplicagdo linear auto-adjunta. Entao eziste
uma base ortonormal {e1,es} de R™ tais que A(er) = Ae1, A(es) = Aea, (isto €, e; e
ey $ao auto-vetores, e Ai, Ag sao auto-valores de A). Na base {e1,e2}, a matriz de A
¢ diagonal e os elementos A1 e Ao, \; > Ao, da diagonal sao o maximo e o minimo,

respectivamente, da forma quadrdtica Q(w) = (Aw,w) sobre o circulo unitdrio de R™.

Definicao 1.10 O maximo da curvatura normal, ki, e o minimo da curvatura normal,
ko, sao chamados curvaturas principais em p; as direcoes correspondentes, isto €,

as direcoes dadas pelos auto-vetores e € es sao chamadas diregcoes principais em p.

O conhecimento das curvaturas principais em p permite calcular a curvatura normal
segundo uma direcao dada de 7,,S. De fato, se v € T,,S e |v| = 1, como e; e e; formam

uma base ortonormal de 7,5, temos
v = ejcost + essend,

onde 0 é o angulo de e; a v na orientacao de 7),S. A curvatura normal £, na diregao

de v é dada por

kn = 11,(v) = —(dNp(v),v)
= — (dN,(e1cos0 + exsenb), e;cost) + exsend)
= —(e1kicosl + eskasend, e;cosh + exsend)

= kyc0s%0 + kysen®6.

A expressao kycos?0 + kysen?f é conhecida como férmula de Euler. Ela é a expressao
da segunda forma fundamental na base {e, es}.
Dada uma aplicacao linear A : V' — V em um espago vetorial de dimensao 2 e dada

uma base {vy, vy} de V, lembramos que determinante de A e trago de A é dado por

det A = ay1a22 — ai2a91,

TT'A = a11+a22,

onde (a;;) é a matriz de A na base {vy,v2}. Esses nimeros nao dependem da base

escolhida, sendo, portanto, associados a aplicacao linear A.
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No nosso caso, o determinante de dN é o produto (—k;)(—ks) = kiks, e o traco de
dN é —(k1 + ko). Se mudamos a orientagdo da superficie, o determinante ndo muda

(aqui é fundamental o fato da dimensao ser par); o traco, porém, muda de sinal.

Definicao 1.11 Seja p € S e seja dN, : 1,5 — 1,5 a diferencial da aplicagcao de
Gauss. O determinante de dN, € chamdo a Curvatura Gaussiana K de S em p.

O negativo da metade do trago de dN é chamado a Curvatura Média de S em p.

Logo temos as seguintes expressoes para a curvatura Gaussiana K e para a curvatura

média H
1
K:klkg, H: §<k1+k2)

Definicao 1.12 Um ponto p de uma superficie S € dito um ponto:
i) Eliptico se det(dN,) for positivo.
ii) Hiperbolico se det(dN,) for negativo.
iii) Parabdlico se det(dN,) =0, com dN, # 0.
i) Planar se dN, = 0.

A classificagao acima nao depende da orientacao escolhida para S.

Cada ponto tem, conforme sua natureza, suas particularidades em relacao as cur-
vaturas principais. Por exemplo em um ponto hiperbdlico, a curvatura Gaussiana é
negativa. Logo, as curvaturas principais tém sinais contrarios e, portanto, existem cur-
vas passando pelo ponto p cujos vetores normais em p apontam para lados diferentes

do plano tangente a superficie S em p.

Definicao 1.13 Seja p um ponto em S. Uma dire¢ao assintdtica de S em p € uma
direcao de T,S para a qual a curvatura normal é nula. Uma curva assintética de S
¢ uma curva conexa e reqular C C S tal que para cada p € C' a reta tangente a C' em

p € uma direcao assintotica.

Logo, pela definicao temos que em um ponto eliptico nao existem diregoes assintéticas.
Uma interpretacao geométrica para as direcoes assintoticas é dada pela indicatriz

de Dupin. Vejamos.
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Definicao 1.14 Seja p um ponto de S. A indicatriz de Dupin em p € o conjunto
de vetores de T,S tais que I1,(w) = £1.

Para escrever as equacoes da indicatriz de Dupin de uma maneira conveniente,
sejam (e,7) as coordenadas cartesianas de 7,5 na base ortonormal {ey, e3}, onde e; e
ey sao autovetores de dN,. Dado w € T,,S, considere v e § como se fosse coordenadas
polares definidas por w = v, com |v] = 1 e v = ejcosl + eysend, se v # 0. Pela

férmula de Euler,

+1=1L(w) = ~I1,(v)
= k17v%cos*0 + kyy?sen?0

= k'1€2 + k2?72,

onde w = €ey + ney. Assim, as coordenadas (€,7) de um ponto da indicatriz de Dupin

satisfazem a equagao
ki€? + kon? = £1;

logo, a indicatriz de Dupin é a uniao de conicas em 7,,S. Notamos que a curvatura

normal ao longo da direcao determinada por w é
kn(v) = 11,(v) = £—.

Para um ponto hiperbdlico, ki e ky tém sinais opostos. A indicatriz de Dupin é
entao formada por duas hipérboles com um par comum de linhas assintéticas. Ao
longo das direcoes assintoticas, a curvatura normal é nula; elas sao, portanto, direcoes
assintéticas. Isso justifica a teminologia e mostra que um ponto hiperbdlico tem ex-
atamente duas diregoes assintoticas.

Para um ponto parabdlico, uma das curvaturas principais é nula, e a indicatriz de
Dupin degenera em um par de retas paralelas. A direcao comum dessas retas é a unica
direcao assintética no ponto em questao.

Definiremos a seguir um conceito relacionado com o de direcao assintética.

Definicao 1.15 Seja p um ponto de uma superficie S. Dois vetores nao nulos wq,

wy € T),S sdo conjugados se (dN,(wy),ws) = (wy, dNy(ws)) = 0. Duas diregoes ry, 2
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em p sao conjugadas se um par de vetores nao nulos wy, we, paralelos, respectivamente,

ary ery, $ao conjugados.

As diregoes conjugadas nao depende da escolha dos vetores wy e wy em 1y € 7.

Segue-se da definicao que as direcoes principais sao conjugadas e que uma direcao
assintotica é conjugada de si mesma.

Obteremos agora as expressoes da segunda forma fundamental e da diferencial da
aplicacao de Gauss, em um sistema de coordenadas locais.

Todas as parametrizacoes X : U C R? — S consideradas nesta secio sao com-
Xa N X,y

| X A Xy
Seja X (z,y) uma parametrizagdo em um ponto p € S de uma superficie S, e seja

pativeis com a orientagdo N de S; ou seja, em X (U), temos que N =

a(t) = X(x(t),y(t)) uma curva parametrizada em S, com «a(0) = p. Por conveniéncia

e simplificacao da notacao, todas as fungdes que aparecerem serao tomadas no ponto

P.
O vetor tangente a «(t) em p é o = X2’ + X, e

dN(a/) = N'(x(t),y(t)) = Nyo' + Ny’
Como N, e N, pertencem a 7,5, temos

Nx = allxx + a21Xy7
Ny = angx + (IQQXy,

e portanto,
AN(/) = (anz’ + a21y’) Xp + (122" + asny') Xy;
ou seja,

X ajpr Qa2 Xz

Yy ag1 Q22 Y

Isto mostra que, na base {X,, X,}, dN é dada pela matriz (a;;), i, j = 1, 2.
Esta matriz ndo é necessariamente simétrica, a nao ser que {X,, X,} seja uma base

ortonormal.
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Por outro lado, a expressao da segunda forma fundamental na base {X,, X, } é dada

por
II,(a/) = —(dN(d/),a'y = —(N,dx+ N,dy, X,dx + X,dy)
= e(dz)? + 2fdrdy + g(dy)?,
onde
e = —- <Nac7Xa:> = <N7Xa:ac>7
f - - <Ny7XZ> = <N7 Xry> = <N7 wa) - = <NI7Xy> )
g = - <Ny’Xy> = <N7ny>-

Os coeficientes e, f e g sao chamados coeficientes da segunda forma fundamental.

Obteremos agora os valores de a,;; em termos dos coeficientes e, f, g. De

N, = an X, + an Xy,
Ny = 12X, + a22X,,

obtemos

—e= (N, X;) =anFE +anF,
—f=(N;, Xy) = anF + anG,
—f = (Ny, Xo) = appE + anF,
—g = (Ny, Xyy) = arnF + anG,

onde E, F' e G sao os coeficientes da primeira forma fundamental na base {X,, X,}.

As relacoes acima para os coeficientes e, f e g podem ser expressas em forma matricial

por
e f apl Az E F
[ g Q21 Q22 F G
donde
-1
aiy  ag e f E F
a2 Q22 I g F G
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Com um simples cédlculo pode-se mostrar que

-1

E F 1 G -F
rqg) EG-F2| _p p

e portanto temos as seguintes expressoes para os coeficientes a,; da matriz de dN na

base {X,, X, }:

_JF —eG _gF - fG
M= pa T ey
_eF—fE _ fF—gE
T~ 2= o

As expressoes para N, e N, com os valores dos a;;rs obtidos acima sao conhecidas

como equacoes de Weingarten. Vejamos entao como ficam as expressoes das equacoes

de Weingarten.
P - eG’X el — fE

Ne=fpa— Nt ga_m
gl — fG fF —gE

N, =IO SRR

v =BG _ 2 BG_ 2

A partir da equacao matricial

e f app A E F
f g az1 A2 F G
obtemos a seguinte expressao para a curvatura Gaussiana
eg — f?
K =det(a;;) = ———.
(@5) = e =

Para uma expressao da curvatura média em termos dos coeficientes da primeira e
segunda forma fundamental, lembremos que —k; e —ks sao os autovalores de d/N. Logo

k1 e ko, satisfazem a equacao
dN(v) = —kv = —klI(v), para algum v € TS, v # 0,

onde [ é a aplicagao indentidade. Decorre que a aplicacao linear d N +k1 nao é invertivel

e, portanto, tem determinante nulo. Assim,
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det an + k ai2 _ o

asq a99 + k

ou
k* + k(a1 + ag) + arrass — agiags = 0.

Como k; e ky sao raizes da equacao quadratica acima, temos que

1 leG —2fF + gFE
(k1+k2):—§(a11+a22):— f J ;

H =
2 EG-F?

N —

o que implica
k? —2Hk+ K =0,
e portanto,

k=H++VH? - K.

A partir da relagao acima, segue-se que, escolhendo ko (q) < k1(q), ¢ € S, as fungoes
k1 e ko sao continuas em S. Além disso, k; e ky sao diferencidveis em S, com uma
possivel excecao dos pontos de S onde k; = ky, ou seja, H?> = K. Tais pontos sao
conhecidos como pontos umbilicos.

Observemos agora um fato local geral para superfices. Dada a natureza de alguns
pontos, podemos observar a posicao de uma superficie S em relagao ao plano tangente

T,S. Hustremos este fato na seguinte proposigao.

Proposicao 1.3 Seja p € S um ponto eliptico de uma superficie S. Entao existe uma
vizinhanga V' de p em S tal que todos os pontos de V estao do mesmo lado do plano
tangente T,S. Seja p um ponto hiperbolico. Entao em cada vizinhanga V' de p existem

pontos de ambos os lados de T,S.

Demonstragao. Seja X(x,y) uma parametrizacao em p, com X (0,0) = p. A distancia

d, de um ponto ¢ = X (z,y) ao plano tangente 7,5 é dada por
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Como X (z,y) é diferencidvel, temos a férmula de Taylor:
1 —
X(z,y) = X(0,0) + X,2' + X,v/ + 3 (Xma: +2X vy + nyy2) + R,

onde as derivadas sao calculadas em (0,0) e o resto R satisfaz a condigao

li R

Segue-se que

)
Il
—

X(z,y) — X(0,0), N(p))

{{(Xaw, N(p)) 2 +2(Xay, N(p)) 2y + (X, N(p)) v*} + R

N~ DN~

1
(ex® +2fxy + gy*) + R = 5[1},(11)) + R,

onde w = X,z + Xy, R = < E,N(p», lim (%) =0 com w — 0.

Em um ponto eliptico p, I1,(w) tem sinal fixo. Portanto, para todo (x,y) suficiente
préximo a p, d tem o mesmo sinal que I1,(w); isto é, todos os pontos (x,y) estdao do
mesmo lado de 7,,5.

Para um ponto hiperbdélico p, em cada vizinhanga de p existem pontos (z,y) e (T,7)
tais que I1, (%) e I, (%) tém sinais opostos; tais pontos pertencem, portanto,
a lados distintos de 7,,S. Observe que w = X,7 + X, 7.

O

A expressao da segunda forma fundamental em coordenadas locais é particular-
mante 1til para estudar as diregoes assintéticas.

Seja X (x,y) uma parametrizacao de p € S, com X(0,0) = p, e sejam e(z,y) =
e, f(r,y) = f, e glx,y) = g os coeficientes da segunda forma fundamental nesta
parametrizagao.

Lembramos da definicao 1.13 que uma curva regular conexa C' em uma vizinhanca
coordenada X ¢é uma assintética se e somente se, para uma parametrizacao qualquer
a(t) = X(z(t),y(t)), t € I, de C temos II,(a/(t)) = 0, para todo ¢ € I; isto é, se e

somente se

e(x )2 +2fz'y +g(v')*=0, tel.
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A equacao acima é conhecida como equagao diferencial das linhas assintéticas.

Uma condicao necessaria e suficiente para uma parametrizagdo em uma vizinhanga
de um ponto hiperbdlico (eg — f? < 0) ser tal que as curvas coordenadas da parame-
trizacao sejam linhas assintdticas é que e = g = 0.

De fato, se ambas as curvas u = constante, v = v(t) e u = u(t), v = constante
satisfazem a equacgao das linhas assintéticas, temos que e = g = 0. Reciprocamente,
se vale esta ultima condicao e f # 0, a equacao das linhas assintdticas se reduz a
fx'y’ =0, que é evidentemente satisfeita pelas curvas coordenadas.

Uma interpretacao geométrica da curvatura Gaussiana em termos da aplicagao de
Gauss N : S — S? é a que segue.

Sejam S e S duas superficies regulares orientadas. Seja ¢ : S — S uma aplicacio
diferencidvel e suponha que para algum p € S, dy, seja nao singular. Dizemos
que ¢ preserva orientacdo em p se dada uma base positiva {w;, ws} em 1,5, entdo
{do,(wy),dp,(ws)} é uma base positiva em T,S. Se {dy,(w),dp,(ws)} ndo é uma
base positiva, dizemos que ¢ reverte orientagao em p.

Observamos agora que tanto S como a esfera unitdria sao mergulhadas em R3.
Logo, uma orientacao N em S induz uma orientagao N em S?. Seja p € S tal que dN,

¢ nao-singular. Como, para uma base {wy, ws} em 1,5,
dNy(wy) A dNy(we) = det(dNy) (w1 A we) = Kwy A wa,

a aplicagao de Gauss N preserva a orientagao em p € S se K(P) < 0. Intuitivamente,
isso significa o seguinte: uma orientacao de 7,5 induz uma orientagao para pequenas
curvas fechadas em S, em torno de p; a imagem por N dessas curvas tera orientagao
igual ou oposta as primeiras curvas, conforme o ponto seja eliptico ou hiperbdlico,
respectivamente.

Convencionaremos que a area de uma regiao contida em uma vizinhanca conexa V',
onde K # 0, e a area da sua imagem por N tém o mesmo sinal se K > 0 em V, e sinais
opostos se K < 0 em V. Como V é conexo, K nao muda de sinal em V. Supondo

K # 0, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.4 Seja p um ponto de uma superficie S tal que a curvatura Gaussina

K, # 0, e seja V uma vizinhanga conexa de p onde K nao muda de sinal. Entao
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/

A
K(p) = limz, A—0,

onde A € a drea de uma regiado B C V' contendo p A" € a drea da imagem de B pela
aplicacio de Gauss N : S — S2, e o limite € tomado através de uma sequéncia de
regioes B, que convergem para p, no sentido em que toda esfera centrada em p contém

todos B,,, para n suficientemente grande.

Demonstragao. A area A de B é dada por

A://|X$/\Xy|dxdy,
R

onde X (z,y) é uma parametrizagdo em p, cuja vizinhanga coordenada contém Ve R é a
regiao do plano xy correspondente a B. Podemos supor a vizinhanga V suficientemente

pequena. A drea A’ de N(B) é

A’:// | Nz A Ny| dxdy,
R

Utilizando a equacao acima, a definicao de K, e as equacoes abaixo

Ny = an Xy + an Xy,
Ny = a12X,; + anX,,

obtemos
A= / K| X, N X,| dzdy,
R

Passando ao limite, e indicando por R a area da regiao R, obtemos

A/
lim—, A—0,=lm

A )

limg [ [ K |Xo A Xy|dady

Y A_>07: . Y
limg [ [ Xe A X, dady

EPNERES

Observe que utilizamos o teorema do valor médio para integrais duplas.

O

Daremos um exemplo para ilustrar as primeira e segunda formas fundamentais.

Exemplo 1.1 Se (f(z),g(x)) é uma parametrizagdo de uma curva regular plana C,
onde f(z) > 0, entdo X : U — S, onde U = {(z,y) € R*,a <z < b,0 < y < 27}
e X(z,y) = (f(x)seny, f(x)cosy, g(x) + cy), onde ¢ é uma constante, ¢ uma parame-

trizagao generalizada de um helicéide. Considere a seguinte parametrizagao

30



1.1 Resultados basicos de Geometria Preliminares

X(x,y) = 5 (senh(ciz + cz)sen(c1y), senh(ciw + cz)cos(c1y), cry).

(e2)?

Temos que esta é uma parametrizacao generalizada de um helicéide. Seus vetores

coordenados e suas derivadas sao dados por

Xo(z,y) = C—ll(cosh(clx + co)sen(c1y), cosh(cix + ca)cos(cry), 0)
Xez(z,y) = (senh(cix + co)sen(cyy), senh(cix + ¢3)cos(cry), 0)
Xy(z,y) = C—ll(senh(clsc + co)cos(cry), —senh(cix + cy)sen(cry), 1)
Xyy(z,y) = (—senh(ciz + c3)sen(c1y), —senh(cix + c2)cos(c1y), 0)
Xoy(x,y) = Xyu(z,y) = (cosh(crx + c2)cos(c1y), —cosh(cix + c2)sen(cyy), 0)

Portanto, temos que os coeficientes F, F' e G da primeira forma fundamental da para-

metrizagao acima sao dados por

1
E = (X, X,) = Wcoszh(clx + ¢2)

1
= (Xy, Xy) = o)
=0

cos*h(ci1z + ¢3)

F = (X, Xy)

X AN X,
| X2 N X,

N ( cos(c1y) sen(ciy) _senh(cl$+02>))'

O vetor N = normal ao helicéide da parametrizacao X é igual a

cosh(ciz + ¢3)”  cosh(cix + ¢3)”  cosh(cir + ¢

Os coeficientes da segunda forma fundamental sdo dados por e = (N, X,,) = 0,

f=(N,Xp) = (N, Xp) =1,  g=(N,X,)=0

Observacgao 1.2 Usamos o seguinte fato: da definicao de cosseno hiperbdlico e seno

cosh(m):(#) e senh(x):<¥>,

podemos observar que

(cosh(z)) = (%) — senh(z) o (senh(z)) = (HTQ_> — cosh(z).

hiperbdlico ,

Também usamos a identidade cos*h(z) — sen*h(z) = 1.

Um fato interessante em geometria que convém ser mencionado é a existéncia de
certos sistemas de coordenadas em superficies. Vejamos algumas definicoes e resultados

das equacgoes diferenciais ordinarias.
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1.2 Campos de Vetores

Nesta secao daremos algumas defini¢oes sobre campos de vetores. Comentaremos a
existéncia de certas parametrizagoes especiais em vizinhancas de certos pontos de uma

superficie, dependendo da natureza desses pontos.

Definicao 1.16 Um campo de wvetores em um conjunto aberto U C R? é uma
aplicacio que associa a cada ponto ¢ € U um vetor w(q) € R2. O campo de vetores w
¢ diferencidvel se, escrevendo q = (z,y) e w(q) = (a(z,y),b(z,y)), as fungdes a e b

sao diferencidvets em U.

Lema 1.1 Sejam w um campo de vetores em um conjunto aberto U C R? ep € U tais
que w(p) # 0. Entao eziste uma vizinhanga W C U de p e uma funcdo diferencidvel
f: W — R tais que f é constante ao longo de cada trajetoria de w e df, # 0 para todo
qe W.

A fungao f do lema acima é chamada uma integral primeira (local) de w em uma
vizinhanga de p.

Um conceito relacionado ao campo de vetores é o conceito de campo de diregoes.

Definicao 1.17 Um campo de direcées r em um aberto U C R? é uma corre-
spondéncia que associa a cada p € U uma reta r(p) em R? passando por p. Diz-se que
r € diferencidvel em p € U se existe um campo de vetores diferencidvel w, que nao
se anula, definido em uma vizinhanga V C U de p, tal que para cada ¢ € V, w(q) # 0

¢ uma base de r(q); r é diferencidvel em U se é diferencidvel para todo p € U.

As idéias introduzidas acima podem ser transportadas naturalmente para uma su-

perficie regular, da seguinte maneira.

Definicao 1.18 Um campo de wvetores w em um conjunto aberto U C S de
uma superficie regular S é uma correspondéncia que associa a cada p € U um
vetor w(p) € T,S. O campo de vetores w € diferencidvel em p € U se, para alguma

parametrizacio X (x,y) em p, as fungoes a(x,y) e b(z,y) dadas por

w(p) = a(z,y) X, + b(z,y) X,
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sao fungoes diferencidveis em p; essa definicdo nao depende da escolha da parame-

trizacao X.

De maneira analoga pode-se definir trajetorias, campos de diregoes e curvas integrais

para superficies.

Teorema 1.2 Sejam wy e wy dois campos de vetores em um conjunto aberto U C
S, que sao linearmente independentes em algum ponto p € U. FEntdao é possivel
parametrizar uma vizinhanga V- C U de p de tal maneira que para cada ¢ € V' as
curvas coordenadas dessa parametrizacao passando por q sao tangentes as curvas inte-

grais determinadas por wi(q) e ws(q).

Demonstracgao. Seja W uma vizinhanga de p onde as integrais primeiras f; e fo de

w; e wy, respectivamante, estejam definidas. Defina a aplicacao ¢ : W — R? por

o(q) = (fi(q), fo(q)), qeW.

Como f; ¢é constante ao longo das trajetdrias de wy e (df1) # 0, temos em p

dipp(w1) = ((df1)p(wr), (df2)p(wr)) = (0, a)

onde a = (df1),(wy) # 0, pois s@o linearmente independentes. Analogamente,
dep(w2) = ((df1)p(w2), (df2)p(w2)) = (b,0),

onde b = (dfy),(w2) # 0.

Segue-se que dyp, é nao-singular, e portanto que ¢ ¢ um difeomorfismo local. Logo,
existe uma vizinhanca U C R? de ¢(p) que é levada difeomorficamente por X = ¢!
em uma vizinhanca V = X (U) de p; isto é, X é uma parametrizacio de S em p, cujas

curvas coordenadas
fi(q) = constante e fy(q) = constante,

sao tangentes em ¢ as curvas determinadas por wi(q) e ws(q), respectivamente.
]
Deve-se observar que o teorema nao implica que as curvas coordenadas podem ser

parametrizadas de modo que os respectivos vetores velocidade sejam wq(q) e wo(q)
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Corolario 1.1 Dados dois campos de direcoes r e r' em um conjunto aberto U C S
tais que em p € U, r(p) # r'(p), existe uma parametrizacao X em vizinhanga de p tal

que as curvas coordenadas de X sdo as curvas integrais de r e r’.

Uma primeira aplicacao do teorema acima é a prova da existéncia de uma parame-

trizacao ortogonal em qualquer ponto de uma superficie regular.

Corolario 1.2 Para todo p € S eziste uma parametrizacio X (x,y) em uma vizinhanga
de V de p tal que as curvas coordenadas x = constante, v = constante intersectam-se

ortogonalmente para cada q € V. X € chamada de parametrizagao ortogonal.

Demonstragao. Considere uma parametrizacao arbitraria X : U — S em p, e defina

dois campos vetoriais wy; = Xz, wy = — (%) Xz + Xy em X(U), onde E, F, G

sdo os coeficientes da primeira forma fundamental em X. Como wi(q), wa(q) sdo

vetores ortogonais, para todo ¢ € X(U), uma aplicacdo do Teorema 1.2 nos fornece a
parametrizacao desejada.

O

O Teorema 1.2 nos auxilia também a mostrar a existéncia de coordenadas dadas

pelas direcoes assintoticas.

Corolario 1.3 Seja p € S um ponto hiperbolico de S. Entao € possivel parametrizar
uma vizinhanga de p de tal modo que as curvas coordenadas desta parametrizacao sejam

as curvas assintoticas de S.
Demonstracgao. Ja vimos que que as curvas assintoticas sao solugoes da equacao
e(x )2+ 2f2'y + g(y')? = 0.

Em uma vizinhanca de um ponto hiperbdlico p, temos eg — f? < 0. Considere uma
rotagao do plano xy, de maneira que e(p) > 0. Podemos entao decompor o lado equerdo

da equacao acima em dois fatores lineares distintos, o que nos da
(Az' + By')(Az" + Dy') =0
onde os coeficentes sao determinados por
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A*=¢,  AB+D)=2f, BD=g.

O sistema de equacoes acima tem solucoes reais pois eg — f2 < 0. Assim, a equacao

(Ax' + By')(Ax" + Dy’) = 0 d4 origem a duas equagoes:

Ax'+ By =0
Ax' + Dy =0

Cada uma destas equagoes determina um campo diferenciavel de direcoes, e em cada
ponto da vizinhanga considerada as diregoes dadas pelas equagoes acima sao distintas.
Pelo corolério 1.1 vemos que é possivel parametrizar uma vizinhancga de p de modo que
as curvas coordenadas sejam curvas integrais das equagoes acima.
O
Em geometria diferencial temos alguns exemplos de superficies que sao bastante
interessantes pela sua simples representacao e pela conexao com a teoria das equacgoes
diferenciais. E o caso das superficies minimas, cuja importancia se deu devido a algu-
mas questoes nao triviais ainda nao terem sido esclarecidas, o que chamou a atencao.
A teoria das superficies minimas esta intimamente relacionada com a teoria das fungoes

analiticas de vardveis complexas e equacgoes diferenciais parciais.

Definigao 1.19 Uma superficie reqular S C R3 é minima se a sua Curvatura Média

¢ identicamente nula para cada uma de suas parametrizacoes.

Na proxima secao encontraremos as expressoes dos simbolos de Christoffel, que serao
necessarios no capitulo 2. Deduziremos as equacoes de compatibilidade da teoria de

supeficies e concluiremos com o classico teorema fundamental da teoria de superficies.

1.3 Simbolos de Christoffel e as Equacoes de Com-
patibilidade

Nesta se¢ao encontraremos as expressoes para as derivadas do triedro X,, X, e N
na base {X,, X,, N}, a fim de deduzirmos os simobolos de Christoffel e as equacoes de

compatibilidade. Iniciaremos com o conceito de isometria.
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Definicao 1.20 Uma aplicacdo ¢ : S — S é chamada wma isometria se ¢ é um
difeomorfismo e para todo p € S e todos os pares wi, wy € T,S, temos
(wi,w2), = {dpp(wr), dpp(w2)) -

Dizemos entdo que as superficies S e S sdo isométricas.

Um difeomorfismo ¢ é uma isometria se a diferencial dy preserva o produto interno.

Se ¢ é uma isometria, temos que

L(w) = (w,w), = ([dey(w), dey(w)),,) = Loy (dpp(w)).

para todo w € T,,S. Reciprocamente, se um difeomorfismo ¢ preserva a primeira forma

fundamental, ou seja,
I,(w) = Ly (dey(w)), para todo w € T,S.
entao

2(wi,wa), = Ip(wi+ws) — Ip(w1) — I (wo)
= L) (dop(wr +w2)) — L) (dpp(wr)) — Lpp) (dpp)w2)

= 2 <d¢p(w1)7 dspp(wQ))@(p) ?
e ¢ ¢, portanto, uma isometria.

Definicao 1.21 Uma aplicacdo ¢ : S — S de uma vizinhanca V de p € S é uma
isometria local em p se existe uma vizinhanca V de o(p) € S tal que p: V — V é
uma isometria. Se existir uma isometria local em S para todo ponto p € S, diz-se que
a superficie S € localmente isométrica a S. S e S sdo localmente isométricas se S €

localmente isométrica a S e S ¢ localmente isométrica a S.

Se ¢ : S — S é um difeomorfismo e uma isometria local para todo p € S, entéo ¢ é
uma isometria (globalmente). No entanto, nem todo par de superficies S e S que sdo

localmente isométricas sao (globalmente) isométricas.

Proposicao 1.5 Suponha o existéncia de parametrizacées X : U — S e X : U — S
tais que E=E, F=F, G =G em U. Entio a aplicacio ¢ = X o X' : X(U) — S é

uma isometria local.
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A nocgao de isometria é o conceito natural de equivaléncia para propriedades métricas
das superficies regulares. Da mesma maneira que superficies difeomorfas sao equiva-
lentes do ponto de vista da diferenciabilidade, as superficies isométricas sao equivalentes
sob o ponto de vista métrico.

Seja X : U C R? — S uma parametrizacao na orientacao de S. E possivel associar
a cada ponto de X (U) um triedro natural dado pelos vetores X,, X, e N.

Expressando as derivadas dos vetores X,, X, e N na base {X,, X,, N}, obtemos

Xpw = X, +THX, + LN,
Xoy = TXe+THX, + LoN,
Xyo = Iy Xe+T5X, + LN, (1.1)
Xy = TpuXe +T5,X, + L3N,
N, = anX,+anX,,
Ny = a;2X; + anX,

onde os a;j, ¢, j = 1,2 ja foram obtidos. Recordemos:

 fF—eG  gF - fG
~ EG - F? W= o

a1

_eF—fE _ fF—gk
Ty 2= e

Os outros coeficientes devem ser determinados. Os coeficentes Ffj,

i, j, k= 1,2 sao
chamados simbolos de Christoffel de S na parametrizagao X. Como X, = X,
concluimos que I'{, = T3, e '3, = '3, ou seja, os simbolos de Christoffel sao simétricos
em relacao aos indices inferiores.

Tomando o produto interno das quatros primeiras expressoes, que Sao as expressoes

de Xoz, Xoy, Xyz, Xy, com a expressao de N, obtemos:
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TWE4+THE = (Xew Xo) = %Ex
F%IF + F%1G = (Xow, Xy) = Fo — %Ey
FbE+ﬁJ’:<XWXQ=%@
F%QF + F%QG = <Xxy>Xy> = %Gaz
I%E+F§F::@@W&):@—%Gm

1
F§2F+F32G = <nyva> = §Gy

Como para cada par de equacoes o determinante igual a EG — F? # 0, podemos
resolver o sistema acima e calcular os simbolos de Christoffel em termos dos coeficientes
E, F, G da primeira forma fundamental e de suas derivadas. Eo que iremos fazer agora.
Um detalhe importante que deve ser observado da importancia de podermos resolver
os sistemas acima para podermos determinar os Fi?‘j é que os conceitos geométricos
e propriedades expressas em termos dos simbolos de Christoffel sao invariantes por
isometrias.

Recordemos que

-1

E F 1 G -F
Frag) EG-F| _p g

Logo, do primeiro par de equagoes temos

1
E F Iy B §Ecc
- 1
1
=~ ~EG_F? 1
s - —-F K F, — iEy
Do segundo par de equagoes temos
1 1 E
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rz, | EG-F*\ _p g G,
Finalmente, do terceiro par de equagoes temos
! F L G
- 1
1
= T RCG_F2 1
rz, | EG-F*\ _p p 3Gy

Temos entao as seguintes para os expressoes para os simbolos de Christoffel:

GE, —2FF, + FE, —FE, +2EF, — EE,

Iy, = i =

1 2(EG — F2) 1 2(EG — F2)

. GE, - FG, , —FE,+EG,
P = sEa—m) b= S =) (1.2)
o _ 26K, -GG, —FG, ., —2FF,+FG,+EG,

2 2(EG — F?) 2 2(EG — F?)

Como acabamos de ver, as expressoes das derivadas de X,, X, e N na base
Xz, Xy, N dependem apenas do conhecimento dos coeficientes das primeira e segunda
formas fundamentais de S. Uma maneira de obter relagoes entre estes coeficientes é

considerar as expressoes

Ny — Ny = 0.
Introduzindo os valores de (1.1), podemos escrever as relagoes acima na forma
Ale + Ble + OlN - 0,

AsXx + Bng + CgN = 0,

onde A;, B;, C;, 1 =1,2,3, sao fungdes de F, F, G, e, f, g e de suas derivadas. Como
os vetores X,, X, e N sao linearmente independentes, as equacoes acima nos diz que

temos 9 relagoes: A; =0, B;=0,C; =0,i=1,2,3.
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Olhemos o primeiro caso, A; =0, By = 0, C; = 0. Utilizando os valores de (1.1), a

primeira das trés relagoes de (1.3) pode ser escrita

F%lXxy + F%ley +eNy + (Fh)yXx + (F%)yXy + ey N

= TlXaw + T Xpe + [N+ (Th)e Xa + (T32)2 Xy + foN. (1.4)
Utilizando (1.1) novamente e igualando os coeficientes de X, obtemos
PLT% + THI%, + ean + (T)y = Tl + THI% + faa + (T)..

Introduzindo os valores de a;; ja calculados anteriormente segue-se que

eg — f?
(T)e — (T)y + Tilh + THTT, — THIS, — T, = _Em =—EK
ou seja
—EK = (Fﬁz)az - (F%l)y + F%2F%1 + F%zré - P%IF%Q - F%1F%2 (1-5)

A equagao (1.5) acima é conhecida como Equac¢ao de Gauss, e prova o seguinte

teorema.

Teorema 1.3 (Teorema Egregium de Gauss) A curvatura gaussiana K de uma su-

perficie S € invariante por isometrias locais.

De fato, se X : U C R? — S é uma parametrizacdo de Sem pesep: V C S — S, onde
V C X(U) é uma vizinhanca de p, é uma isometria local em p, entdo Y = o X é uma
parametrizacdo de S em ¢©(p). Como ¢ é uma isometria, os coeficientes da primeira
forma fundamental nas parametrizagoes X e Y coincidem em pontos correspondentes
q e p(q), g € V; assim, os respectivos simbolos de Christoffel também coincidem.
Pela equacao (1.5), K pode ser calculada em um ponto como fungao dos simbolos de
Christoffel em uma parametrizagdo dada no ponto. Logo K(q) = K(p(q)) para todo
ponto g € V.
O
Igualando os coeficientes de X, vemos que a relagao A; = 0 pode ser escrita na

forma
FK = (Fb)z - (Fh)y + F%zr%z - F%1F52 (1-5-1)

40



1.3 Simbolos de Christoftel e as Equacgoes de Compatibilidade Preliminares

Igualando também na equagao (1.4) os coeficientes de N, obtemos C; = 0 na forma
ey — fo=eliy + [T, —T1y) — 9T (1.6)

A equagao (1.5.1) é uma outra forma de escrever a equagao de Gauss, quando F' # 0.
Aplicando o mesmo processo a segunda expressao de (1.3), obtemos que ambas as
equagoes As = 0 e By = 0 nos dao novamente a equacao de Gauss. Além disto, Cy = 0

¢ dada por

fy— 9. = eP%Q + f(ng - Fb) - griz (1.6.1)

Finalmente, o mesmo processo pode ser aplicado a tltima expressao de (1.3), resultando
que C3 = 0 é uma identidade e que A3 = 0 e B3 = 0 sdo novamente as equagoes (1.6) e
(1.6.1). As equagoes (1.6) e (1.6.1) sdo chamadas equacoes de Codazzi-Mainardi
A equacao de Gauss juntamente com as equacoes de Codazzi-Mainardi sao bastante
conhecidas e s@o chamadas as equacoes de compatibilidade da teoria das superficies.

Destaquemos as equagoes de compatibilidade
—EK = (F%2)x - (Ffl)y + F%2P%1 + F%2F%2 - F%1F§2 - Fhfﬂ (1-5)

ey = Jo = eF%Q + f(F%2 - F%l) - QF%

(1.7)
fy — Gz = €F52 + f(rgz - F%Q) - gf‘%g

O teorema abaixo nos diz que nao existem outras relacoes de compatibilidade entre
a primeira e a segunda formas fundamentais além das ja obtidas. Em outras palavras,
por derivacoes sucessivas ou qualquer outro processo nao se obtém novas relagoes entre
os coeficientes E, F', G, e, f, g e suas derivadas. O teorema é mais explicito e afirma
que o conhecimento da primeira e segunda formas fundamentais determina a superficie

localmente.

Teorema 1.4 (Fundamental das Superficies) Sejam E, F, G, e, f, g fungoes dife-
rencidveis definidas em um conjuto aberto V.C R%, com E > 0, G > 0. Suponha que
as fungoes dadas satisfacam formalmente as equacgoes de Gauss e Codazzi-Mainardi
e que EG — F? > 0. Entdo, para todo q € V existe uma vizinhanca U C V de q
e um difeomorfismo X : U — X(U) C R3 tal que a superficie reqgular X(U) C R3
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tem E, F, G, e, f, g como coeficientes da primeira e sequnda formas fundamentais,
respectivamente. Além disto, se U € conexo e se

X:U— X(U)CR?

€ um outro difeomorfismo satisfazendo as mesmas condigoes, entao existe uma transla¢ao

T e uma transformacdo ortogonal prépria P em R? tal que X=ToPoX.

A demonstragdo do teorema acima pode ser encontrada em [8]. No préximo capitulo
trataremos das Superficies de Bianchi, que generalizam as superficies com curvatura

Gaussiana negativa constante.
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Capitulo 2

Supertficies de Bianchi

Neste capitulo definiremos uma superficie de Bianchi e a parametrizacao do tipo Malha
de Chebyshev Generalizada. Explicitaremos as expressoes da primeira e segunda formas
fundamentais e as equacoes de compatibilidade para uma superficie parametrizada por

linhas assintdticas e com curvatura Gaussiana negativa K = ——, onde p = p(x,y) é

;7
uma funcgao positiva. Concluiremos com um teorema de classificacao que lista quais
sao as Superficies de Bianchi parametrizadas pela Malha de Chebyshev Generalizada

e com Angulo de Chebyshev constante.

2.1 Equacoes de Compatibilidade para superficies
parametrizadas por linhas assintoéticas

A seguir consideraremos apenas superficies com curvatura gaussiana negativa no
espaco euclidiano R3. Desde que uma tal superficie possui duas direcoes denominadas
diregoes assintéticas, onde a curvatura normal se anula, podemos parametrizar a su-
perficie localmente por coordenadas assintéticas (z,y), utilizando a parametrizagao
X : D C R? - R Em todo capitulo 2 consideraremos superficies parametrizadas por
linhas assintoéticas.

~ . L : . 1
Proposicao 2.1 Seja S uma superficie com curvatura Gaussiana negativa K = ——

2 )
p
onde p é uma funcao positiva. Entdo existe um sistema de coordenadas X : D C R? —

R3 tal que as curvas coordenadas sao linhas assintéticas e a primeira e sequnda formas
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quadrdticas sao dadas por:

I = A%dz? + 2ABcospdxdy + B2dy?,

_ 2ABsengdxdy
p )

17

onde A =|X,|, B=1|X,| e ¢ € o angulo entre X, e X,, chamado d@ngulo de Cheby-

shew.

Demonstragao. Demonstraremos a proposicao para as expressoes da primeira e se-
gunda formas fundamentais. Fazendo uma mudanca de coordenadas, se necessario,
podemos assumir que 0 < ¢ < m. Na secao 1.1 vimos que a expressao da primeira

forma fundamental é dada por
I = Edx? + 2Fdxdy + Gdy?.

Fazendo E = |X,|" = A%, F = (X,, X,) = ABcos$ ¢ G = |X,|> = B2, temos que a
proposicao estd demonstrada para a expressao da primeira forma fundamental.
Para demonstrar a expressao da segunda forma, vimos também na secao 1.1 que a

expressao da segunda forma fundamental é dada por
IT = eda® + 2 fdxdy + gdy?.

Como os pontos de S s@o pontos hiperbélicos, usando o corolario (1.3) temos a ex-
istencia de uma parametrizagao tal que as curvas coordenadas sao linhas assintéticas

e que e = g = 0. Assim para a segunda forma fundamental ficamos com a expressao
Il =2fdzxdy.

A expressao para a curvatura Gaussiana também se simplifica, tornando-se

_f2

K=—27" _.
EG — F?

Assim, para f temos a seguinte expressao
f?=—-K(EG — F?).

Substituindo os coeficientes da primeira forma fundamental e o valor de K, obtemos

ABseng
—p .

f=+-K(EG-F?) = \/p—lz(AzB2 — A2B?%c0s?¢) = +
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Portanto temos a seguinte expressao para a segunda forma fundamental

7= 2ABsen¢dxdy'
p
O
~ . B o : o
Observagao 2.1 Sejam a = — e b = —. Da definicao dos coeficientes da primeira
P P

e sequnda formas fundamentais, temos E(x,y) = (X;, X.), e como A = |X,|, temos
que E = A* = a*p*. Analogamente, G(z,y) = (X,,X,). Como B = |X,|, temos
G = B? = b*p?. De F(z,y) = (X:, X,) e (Xo, X)) = |Xo||X,| cosp temos F =
ABcosg = abp*cosp. Assim os coeficientes da primeira forma fundamental ficam com

a sequinte expressdo
E = a?p?, G = b2, F = abp?coso.

Como A = ap e B = bp, obtemos f = abpsen¢. Destaquemos os coeficientes da

primeira e sequnda formas fundamentais, que serdao utilizados no lema a sequir.
E =d*p?, G="0p? F =abp’cosp, e=g=0, f=abpseng. (2.1)

Lema 2.1 Com as expressoes dos coeficientes da primeira forma fundamental (2.1),

temos as sequintes expressoes para os simbolos de Christoffel.

bp(ap). — cosp(abp*cosd), + apcosd(ap),

Iy, = bpEsen’s (2.2.1)
r2o_ (abp*cosd), _bg;(zggqs_ bpcosp(ap)s (2.22)
ry = o, =
rg, - )”"b;;f;i(ap ) (2.2.4)
2 _ _
r, - (abp®cose), ai);(i)g?);% apcos(bp), (2.2.5)
2
rz _ ap(bp)y — cosab(sé?;g;f;y + bpcosp(bp). (2.2.6)

Demonstracgao. O lema acima é de facil demonstracao, bastando simplesmente substi-
tuir os coeficientes da primeira forma fundamental de (2.1) nas expressoes dos simbolos
de Christoffel. Demonstraremos estas férmulas para alguns dos Ffj Na secao 1.3 ex-

plicitamos as expressoes para os simbolos de Chistoffel, a fim de podermos utiliza-los
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quando trabalhdssemos com as equagoes de compatibilidade. Usando (1.2) e (2.1) o
simbolo de Christoffel T'{; é dado por
GE, — 2FF, + FE,
2(EG — F?)
b*p*[(ap)?]s — 2abp*cosd(abp?cosd), + abpcosg((ap)?],
2(a?b?p* — a?b?prcos? o)
bplap)e — cosdlabpcosd). + apcosplap),
abp?sen2¢ '

L
Fll -

Analogamente de (1.2) e (2.1), temos

GE, — FG,

2(EG — F?)

2202 [(ap)?), — abpeossl(bp)’).
2(a?b?p* — a?b?prcos?)

(ap), — coso(bp).

1 _
F12 -

apsen’o

Ainda, de (1.2) e (2.1) obtemos
o _ BG.-FE,
12 2(EG — F2)

a?p*(bp)?]. — abp®cosg|(ap)?],
2(a?b?p* — a?b?p*coso)
(b,o)m B COS¢(ap)y
bpsen?¢ '

Analogamente, usando (1.2) e (2.1) coseguimos

_9FF, + FG, + EG,
2(EG — F?)
—2abp?cosg(abpcosg), + abp*cosd|(bp)?). + a?p*[(bp)?],
2(a?b?p* — a?b?prcos?)
ap(bp), — cosd(abp®cose), + bpcosp(bp).
abp?sen?¢ '

2
F22 -

De maneira analoga se demonstra o lema para os demais simbolos de Christoffel.
OJ

O teorema abaixo nos da as equacoes de compatibilidade para uma superficie pa-

. . g . 1
rametrizada por linhas assintéticas e com curvatura Gaussiana K = ——.

2
0
Teorema 2.1 Seja S uma superficie parametrizada por linhas assintoticas e com Cur-

1

vatura Gaussiana K = —— e considere a = — eb = —, onde A = |X,| e B = |X,|.
P P

Entdao as equagoes de compatibilidade sao dadas por
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o)
Gy + p seng | + Msengb — abseng =0 (2.3)
2pa 2pb
x y
b
2p 2p 2.4
peb pya (2.4)
e+ — P cosp =0
2p 2p

Demonstragao. Primeiramente demonstraremos o teorema para as equacoes de
Codazzi-Mainardi. Das equagdes de Codazzi-Mainardi (1.7) e lembrando que as curvas

coordenadas da parametrizagao sao linhas assintoticas, isto é e = g = 0, temos

_f:c = f(F%Q - Ph) (2‘5)
fy = f(F§2 - F%Q) (2-6>

Usando (2.1), (2.2.1) e (2.2.4) em (2.5), obtemos

b
—(abpsend), = % {ap[(bp). — cosp(ap),] — bplap).}
b
% {cosp(abp?cosd). — ap(apy)cosd} .

Esta equacao pode ser escrita da seguinte forma

— [(abpseng)?] = 2ab{ap[(bp), — 2cosp(ap),] — bp(ap).}

+2ab {cos¢ [pyabpcose + p (abpcosy) ]} .

Simplificando obtemos

—[(abpsend)® + (abpcosg)?], = 2ab{ap|(bp). — 2cosp(ap),] — bp(ap),

+prabpcos’d}.

Novamente podemos utilizar propriedades de derivadas e simplificar, conseguindo

—[(abp)?s = 2ab{ap [bup + bps] — 2apcos(ap), — bp [azp + ap,]

+prabpcos®e}.

Expandindo a derivada em relacao a x e simplificando as expressoes temos

—2(abp)(abp), = 2ab{ab,p® — 2apcosd(ap), — ba.p® + prabpcos®e}.
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Esta equacao ¢é equivalente a

—p (azbp + abyp + abp,) = {abyp® — 2apcos(ap), — bayp* + prabpcos®¢}.

Podemos ainda simplificar a equacao acima e obter a seguinte equacao equivalente a

primeira equacdo de Codazzi-Mainardi (2.5)
2b,p + bp, — 2a,pcosp — 2ap,cosp + bpycos’p = 0. (2.5.1)

Analogamente, encontraremos uma equagao equivalente a segunda equacao de Codazzi-
Mainardi (2.6). Usando (2.1), (2.2.3) e (2.2.6) em (2.6), obtemos
abpseng

abp?sen?¢
abpseng

(abpseng), = {—cosp(abp®cosp), + bp(bp)scosp + ap(bp), }

{bp[(ap)y + cosp(bp).]} -

 abp?sen¢

Esta equacao pode ser escrita da seguinte forma

[(abpsen¢)2]y = 2ab {—cos¢ [pyabpcosqb + p (abpcosg),, | + 2bp(bp).cosp + ap(bp)y}
—2ab {bp(ap)y} -

Simplificando obtemos
[(abpseng)® + (abpcosgb)ﬂy = 2ab {—pyabpcos®p + 2bp(bp),cos¢ + ap(bp), — bp(ap),,} -
Novamente, podemos usar propriedades de derivadas na expressao acima, obtendo
[(abp)?], = 2ab{—pyabpcos’p + 2bp(bp).cos¢ + ap(byp + bpy,) — bp(ayp + apy)} .
Expandindo a derivada em relagao a y e simplificando alguns termos temos
2abp(abp), = 2ab{—pyabpcos*d + 2bp(bp)scos + abyp® — a,bp®} .
Esta equacao é equivalente a
pla,bp + abyp + abp,) = —p,abpcos®d + 2bp(bp).cosp + ab,p® — a,bp®.

Assim podemos também simplificar a equagao acima e obter a seguinte equagao equiv-

alente a segunda equagao de Codazzi-Mainardi (2.6)
2pa, + pya — 2pybcosg + ap,cos* — 2cospb,p = 0. (2.6.1)
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Portanto, juntando (2.5.1) com (2.6.1) temos o seguinte par de expressoes para equagoes

de Codazzi-Mainardi:

2pay + ap, — 2bpycosp + apycos®p — 2b,pcosp = 0 27)
2pb; + bpz — 2ap,cosp + bpycos*d — 2a,pcosg = 0 '

Multiplicando a primeira equagao de (2.7) por cos¢ e somando com a segunda equagao

temos

0 = 2pa,cosp + ap,cosd — 2bp,cos’p + ap,cos®p — 2b, pcos*d
+2pby + bpy — 2apycosp + bpycos®p — 2a,pcosg
= —bp,cos’d + ap,cos’p — 2b,pcos®p + 2pb, + bp, — ap,cose
= —ap,cosd(1 — cos’p) + bp,(1 — cos’9) + 2b,p(1 — cos’¢)

= sen’¢[—ap,cosp + bp, + 2b.p].
Podemos escrever esta equacao da seguinte forma
2byp + bp, — apycosp = 0.

Esta equagao é equivalente a segunda equacao Codazzi-Mainardi (2.4). Analogamente,
multiplicando a segunda equagao de (2.7) por cos¢ e somando com a primeira equacao

temos

0 = 2pbycosd + bpycosg — 2ap,cos’d + bp,cos®d — 2a,pcose
+2pa, + ap, — 2bp,cosp + ap,cos*d — 2b, pcose
= —ap,cos’p + bp,cos’d — 2a,pcos*d + 2pa, + ap, — bp,cosd
= —pybcosg(1 — cos*d) + ap,(1 — cos’¢) + 2pa,(1 — cos®¢)

= sen’¢[—p.bcosp + ap, + 2pa,).
Podemos escrever esta equacao da seguinte forma
2pa, + ap, — pybcosp = 0.
Esta equagao é equivalente a primeira equacao de Codazzi-Mainardi (2.4) e, portanto,

as equagoes de Codazzi-Mainardi dadas por (2.4) sao satisfeitas. Demonstraremos
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agora que a equagao de Gauss (2.3) é satisfeita. Das equagoes de Codazzi-Mainardi

(2.5) e (2.6) para uma superficie parametrizada por linhas assintéticas, temos

2, —r} = —&,
12 1 7
I, —T3 = —&.
12 22 ¥
1
Utilizando as duas equagoes acima, (2.1) e K = —— podemos reescrever a equagao de
P
Gauss (1.6), obtendo
Jfo J
a’> = (I%y)s — (F%l)y - F%Q? - F%?y- (2.8)

Calcularemos cada parcela da equacao (2.8) separadamente. Temos entao a seguinte

relacdo de parcelas da equagao (2.8)

(T75)2 (2.8.1)
(T, (2.8.2)
F§2% (2.8.3)
Fi% (2.8.4)

Da primeira equagao de (2.4) temos que

2pa, = bpycosp — pya.
Usando esta equagao podemos reescrever (2.2.2) da seguinte forma

o albpeoso+pay]  ad,
= b2 2 b
psen?o seng
ab,coso aay ad,
b2sen?¢p  b%sen2¢p  bseng’

Assim, para (2.8.2) temos a seguinte expressao

) [ abgcosp Ay (0P
(Fll)y - <b286n2¢)y+(b23@n2¢>y (b86n¢)y

(ab,), cosp — abysengg,  abycosg (b256n2¢)y (aay),

b2sen?¢ B b*sentop b2sen?¢
oy Pl gay o, _g( b )
btsentep b/ysend b \seng/,
aybycosgp  aby,cosp  abyp, — abycosg (b2sen2¢)y (ay)2
b2sen?¢p  b’sen¢p  b*seng btsent¢ b2sen?¢
aay, ~ aay (b2sen2¢)y B (g) b a ( O )
b2sen?¢ bisento b/yseng b \senp/) =
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Usaremos algumas equivaléncias das equagoes de Codazzi-Mainardi (2.4) para poder-

mos simplificar a equagao (2.8). Da primeira equagao de (2.4) temos

pya | pzb
a, = __Qyp +—2p cosQ (2.4.1)
Py@ Pmb> (parb>
Qyy = — + | =— ) cosp— sengo 2.4.2
. < 2p >y ( 20/, 2p ! (242)
o = = (55) +(5) o= (57)snoer @49
Da segunda equagao de (2.4) temos
by = Ll s (2.4.4)
2p 2p
pzb Pya Pya
o (pd Py _ (P 2.4,
b ( 2p )x i ( 2p )x 0s0 ( 2p ) ot (249
pub Pyl Pyl
o= (), () e () o

Substituindo em (2.8.2) as derivadas segundas b,, e a,, e simplificando alguns termos,

ficamos com a seguinte expressao para (F%l)
y

aybycosd a (_ <p2Lpb>y + (%)y cosp — <%> 36n¢¢y) coSQ

2
(Fn)y B b2sen?¢ * b2sen?¢
abyp,  abycosg (b’sen’¢), (a,)’
b2seng bisento b2sen?¢
a (— (%)y + (%’)ycosgb — (%’) sengbgby)
+ b2sen?¢
_aay (B*sen’d), (g) ¢r g( o )
b*sente b/yseng b \senp),

W2sen2¢  b2sen?p \ 2p b2sen?¢ 2p
B acospsendp, (pya) abyp,  abycoso (b*sen?¢)

b2sen?¢ %  B2send b*sento
_a <M> N acoso (&b) _asengg, (pib)
bsen?¢ \ 2p ), b*sen*¢ \ 2p ) b%sen’d \ 2p
_ aa (b236n2gb)y B (a) b g( on > N (ay)2
y

biseni¢ b/, seng b \ seng b2sen?¢p

_aybycosp  acose (pxb> N a(l — sen?9) <M>
y

Y

b
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Novamente, usando propriedades de derivadas e simplificando alguns termos, obtemos

9 aybycosp  a [ pya acosep, ([ pya aby @y
M)y, = 955, w5 ) ~ 72 (o0 ) ~ 3
Y b’sen?¢p b 2p b’seng \ 2p b*seng
2bjaay  2cosppyaa,  2byabycosg 2ab,.cos*pg,

 b3sen2d b2send¢ b3sen?¢ b2sen3¢
N (a))”  apaddy _<g> ¢ a( ¢
b2sen?¢p  2bpseng b/yseng b \senp),
aybycosd _a (pya acospo, pya\ aby @y B 2byaay,
b2sen?¢p  b* \ 2p b%seng \ 2p b?’seng  b3sen?¢
_ 2cosppyaay  2byabycosd  2abypy | 2absd, (ay)2
b2sen3¢ b3sen2¢ b2sen3¢p  b%sen¢  b*sen’¢

i ap:c¢y B ay¢:(: + abyqu . agbzy + a¢x608¢¢y

2bpsen¢  bseng  b2sen¢  bseng bsen?¢

b o .
Da segunda equagao de (2.4) temos b, = _p2_ + '02y—acos<b. Substituindo b, na sétima
P P
2b,ab, - .
parcela —M da expressao acima, obtemos
b3sen?¢

(r2) - aybzcosp  a (M) _acospp, (M) ab, ¢, 2b,aa,
1)y = TJooan ETy

b?sen?¢p b2 \ 2p b’seng \ 2p " b2sen¢  bPsen2d

_ 2cosggyaay N pabyacosp  pbya®  pba®  2abyp, | 2aby¢,
b2send¢ pb’sen?¢p  pbisen?¢ pb? b2sen3¢p  b2seng
(@) apedy  ayde | abyds  abu | aducos6d,

b2sen2¢  2bpsend  bsend = bisend  bsend bsen?¢

Da segunda equagao de (2.2) temos
—apycosd + pyb = —2pb,.

Logo podemos reescrever (2.2.4) da seguinte forma

—a,c05¢ — by

r2, =
12 bsen?¢

Obtemos entdo a seguinte expressao para (2.8.1)

@y COSP by
(ng)z - <bsen2¢)z a <bsen2gb>r

(aycosp), bsen’¢ N aycosp (bsen¢),  bygbsen’¢ N b (bsen¢),

b2sentep b2sent b2sento b2sent¢p
AyeCOSP  aydy  aycos’dp,  aycosd (bsend),
 bsen2¢ | bsend bsen3¢ b2sen3¢
bur  bocosod, | b (bsend),
B bsen?¢ bsen3¢ b2sen3¢
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Novamente, usando as equivaléncias das equagoes de Codazzi-Mainardi (2.4.5) e (2.4.6)

para substituirmos alguns termos de derivadas segundas, como a,, € b, temos

((5), + (5), om0 = (5) senooe) om0y, ayconton,

ry) = -
( 12)‘” bsen?¢p + bseng bsen3¢
zb y @ y @
+aycosgz5 (bseng), <_ <p2_p>x + (pz_p>x cosp — (%) 5€n¢¢x>
b2sen3¢ bsen?¢
b,cOSPD, N b, (bseng),
bsen3¢ b2sen3¢

_ coso pyay cos?¢ pib +sen¢¢xcos¢ pib
~ bsen2¢ \ 2p . bsen?¢ \ 2p ). bsen?¢ 2p

Ay N a4y COS> Py, N aycosg (bseng), 1 (pxb>

bseng bsen3¢ b2sen3¢ bsen?¢p \ 2p
cos¢ [ pya send, [ pya bycospp, by (bseng),
- g T P + .
bsen?¢ \ 2p ), bsen?¢ \ 2p bsen3¢ b2sen3¢

Assim, ficamos com a seguinte expressao para (2.8.1)

(F%Q) — 1 (psd +cos¢¢m pab L Ay Dy +bxcos¢¢x+aycos¢bx
z b\ 20/, bseng \ 2p bsen3¢ bsen® bsen’o

L0500, (b)' | becosode | 0 (pya)
bsen3¢ b%sen?¢ bsen3¢ bseng \ 2p

Encontraremos agora as expressoes para (2.8.3) e (2.8.4). De (2.1) temos

Jo _ (abpseng),  (abp),  cosde,

f  abpsend abp seng

Logo, para (2.8.3) temos
F%Qf— _ ( a,cosp > ((a 0), N cospd )

f bsen?¢ abp seng
_ay(abp),cosp  ayp, (1 —sen*d) by (abp),  bycospd,
T ab?psen?¢ B bsen3¢ B ab?psen?¢  bsen3o
Ay, cOSP  aybycosp  aypycose Ay Dy Ay Oy
B absen?¢ B b%sen2¢ B bpsen?o B bsen3¢  bsen¢
ab, (bs)? bupe  bucosgd,

absen2¢  b2sen¢ bpsen?¢ " bsend¢

Usando (2.4.1) para substituirmos a, na expressao de (2.8.3), obtemos

ya zb
2 Lo <_p2_p + %COSQb) (g COSP _aybcosdp aypicosd  aygy
2y absen?¢ b2sen2¢ bpsen¢  bsen3¢p
Qe | Wb agby (by)? bepa byCOSOP,

bsen¢ = bsen¢  absen?¢ B b%2sen?¢ B bpsen?¢ bsendg
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Assim conseguimos a seguinte expressao para (2.8.3)

2 f:c . pyaggCOSQb PaCy Pzly abeCCOSQb aypx008¢ ayqu
126 2bpsenp 2apsenp  2ap  b2sen2¢ bpsen?¢  bsen3¢
aybs by (b)) beps  bucosog,

+bsen¢ " absen?d  b2sen?¢  bpsen2p  bsend¢

Finalmente para (2.8.4) temos

fy [ abycosg aa, aQy (abp)y coSQQ,
o (b236n2¢ b236n2¢_bsen¢)( abp + sengb)

abzcosg (abp),  abyp, aby¢,  aay (abp),

- ab3psen?¢ Wsend¢  b2seng  abdpsend

aa,cospp, A (abp)y bx acosppLd,

2
1_‘11

b2sen3¢ ab?pseng bsen?¢

Resolvendo algumas derivadas obtemos

bycospbya  bycosppya  abyo, aby ¢,

2 Ty _ bycospa, B

g b2sen?¢ b3sen?¢ b2psen?¢ — b send3¢p  b2seng
(ay)2 aayb, aaypy aa,cospd,
b2sen?¢p  b3sen?¢p  b2psen?¢ b2sen3¢

. a,bpo, _ aby @, _ apydy _ acospoLoy
b’pseng b sen¢  bpseng bsen2¢p

Substituindo (2.8.1), (2.8.2), (2.8.3) e (2.8.4) em (2.8) e multiplicando a equagao obtida

bseng ) - .
, obtemos a seguinte expressao para a equacao de Gauss

por
[ pb\ seno Pzb pzazbsend pya seng Py
0 = (2,0 )x . + (Qap> COSPP, 2pa? + 2 ), + 2hp cosPop,
b
—W + ¢uy — absene + R (z,y), (2.8.5)

onde R (z,y) é dado por
2pbyay  pabbycose

Rie.y) = s | 3bicosie, 2(b,)" | 3pyde
’ asen?¢ asen?¢ abseng 2p 2pb%seng  2b%pseng
pybya a,cospd, bipy 2 (ay)2 N Pudy  Pyaagzcose
2b%pseng bsen?¢ bsen’¢  abseng 2p 2a%pseng
Pzzb 2pazb,  aypycosp  byps bycosdpy  aypy
2a%psend  2pa’send * apseng apseng B bpseng B bpseng

Podemos colocar a expressao da equagao de Gauss (2.8.5) em uma forma mais simples

utilizando propriedades de derivadas. Assim obtemos a seguinte equagao
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pxb P B
Py + (2pasen¢) + (besengb)y —absen¢ + R (x,y) = 0. (2.8.6)

Afirmamos que R (z,y) = 0. Inicialmente podemos fazer uma reordenagao das parcelas

de R (z,y) e colocar alguns termos em evidéncia, obtendo

3a, 0, 3b,cosPpP, by
R = J 2b, b —
(z.9) asen?¢o * asen?o * abpseng (2bep +p cosgapy) +

Pz ¢y by
2p 2pb%seng

da (—pyacosp + pyb + 2pb,) —

3Py Pz
2p

Ay COSPPy i by @y
bsen?¢ bsen?¢

+

(2pa, — pybcosp + pya) +
a,
abpsend (2ayp + pya — cospbp,,) .

Pelas equacoes de Codazzi-Mainardi (2.4), temos que as parcelas que estdo entre

+—
2a?pseng

parénteses sao nulas, ou seja,

3ay¢x 3bx005¢¢x 3py¢x +px¢y + aycos¢¢y + bz(by
asen?¢o asen?¢o 2p 2p bsen?¢ bsen?¢p

R(z,y)

Novamente, podemos colocar alguns termos em evidéncia, obtendo

_30a
2pasen?o
PRI

2pbsen?¢

R(xz,y) = (2pay + 2pbycosp + pyasen ¢)
(2pb + 2paycosp + pybsen gb)

Substituindo sen?¢ por (1 — cos?¢) temos

3¢z
R(z,y) = Spasen®s (2pay + 2pbycosg + pya — pyacos®e)
+¢— (2pb + 2pa,cosp + pgb pxbcosng) :
2pbsen?¢ v

Das equagoes de Codazzi-Mainardi (2.4), temos
2pay + pya = prbcosd e 2pby + pgb = pyacose.

Portanto ficamos com a seguinte expressao para R (z,y)

3Py
R(x,y) = m (pwbcosqﬁ + 2pb,cos¢ — pyacos2gb)
+2be#2¢ (pyacos¢ + 2pa,cosp — pxbcos%) .

Finalmente, colocando cos¢ em evidéncia obtemos
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30,080
2paseno

¢ycose

R p—
(z,9) 2pbsen?¢

(pzb + 2pb, — pyacose) + (pya + 2pa, — pybcosg)

Ora, pela equagoes Codazzi-Mainardi (2.4),
pzb + 2pb, — pyacosd =0 e pya + 2pa, — pybcosp = 0.

o que nos mostra que R (z,y) = 0. Assim a expressao para a equacao de Gauss (2.8.6)

se reduz, tornando-se

b
Gy + (536 semb) + (%sengﬁ) — abseng = 0,

provando assim o teorema.
O
Na proxima secao daremos a definicao de Superficies de Bianchi e definiremos

também a malha de Chebyshev generalizada.

2.2 Swuperfices de Bianchi

Além de nossas superficies estarem parametrizadas por linhas assintéticas e pos-
suirem curvatura Gaussiana negativa, acrescentaremos mais uma condi¢ao para que

uma superficie seja de Bianchi, que sera dada na definicao a seguir.

1

Definicao 2.1 Uma superficie com curvatura Gaussiana K = —— € dita de Biancha
p

se pgy = 0, ou seja, p = h(x) + r(y) onde h € uma funcdo apenas de x, e r € uma

funcdo apenas de y.

Definicao 2.2 Uma parametrizacao de uma superficie é dita malha de Chebyshev

B
generalizada se A = |X,| =|X,| = B, ou seja, a=0b, ondea=— eb=—.
P

Exemplo 2.1 Para uma superficie com Curvatura Gaussiana constante negativa, (2.4)
implica que a e b sao fungoes de = e de y apenas, respectivamente.

De fato, das equagoes de Coddazzi-Mainardi (2.4) temos que

pya  pab

ay—i-z—%cos¢:O:>ay:0:>a:h(x).
b

bJ;—I—IO——MCOS¢:0:>bz:0:>b:T(y).
2p 2p
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Mudando as coordenadas conforme necessario, podemos assumir que a = b = ¢ para

uma constante positiva c.

Exemplo 2.2 Uma superficie com curvatura Gaussiana negativa é minima se, e so-

1
mente se, ¢ = g, ja que a curvatura média é dada por H = ——cotg¢. De fato,
P
H_eG—QfF+Eg_ —fF o @ABCOS(? _ lcos¢
 2(EG-F?)  (EG - F?) - A2B2 — A2B2(cos¢)?  psend

T
Supondo S ser minima temos cotgp = 0, ou seja, cos¢ = 0. Dai ¢ = 5 Por outro

1
lado, supondo ¢ = g, temos H = ——cotg¢ = 0. Logo S é minima. Neste caso, das
P

equagoes (2.4) de Codazzi-Mainardi temos:

i) 2pa, + pya =0,
i) 2pb, + peb = 0.

De i), temos que

2% _ Py

a p

Usando propridedades de derivadas de logaritmos obtemos
(Ina®), = (Inp™),.
Integrando a equagao acima temos
In(a®) = In(p™") + f(x),
Assim fazendo f(x) = In]hi(x)] obtemos a seguinte expressao
In(a?) = In[p~'] + In[hi(z)] = In(a®) = In[p~ hi(x))].
Podemos entao isolar a e assim obter
a? = p~thi(z) = a = p2[h(2)]2 = a = p 2alx).

Analogamente, de ii) temos
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Novamente, usando propriedades de derivadas de logaritmos temos
(Inb?*), = (Inp™1),.
Da mesma forma, integrando a equacao acima conseguimos
In(v?) = In(p~") + g(y).
Fazendo g¢(y) = In[ha(y)], obtemos a seguinte expressao
In(b*) = in(p™') + Inlha(y)] = In(b?) = In[p~ ha(y)].

Podemos isolar b e obter

1

b2 =p ' ha(y) = b= p 2 [ha(y)]z = b= p 2p(y).

Logo, pela defini¢ao (2.2), a superficie estd parametrizada pela Malha de Chebyshev

Generalizada, basta tomar a(z) = 5(y) = c.

Proposicao 2.2 Para uma Superficie de Bianchi com angulo de Chebyshev constante

e parametrizada pela malha de Chebyshev generalizada as equagoes de compatibilidade

(2.3) e (2.4) tornam-se

a2 20707 (2.10)
Qo 4 Po_ Py cosp =0
a 2p 2

Demonstracao. Para a equacao de Gauss (2.3) basta observarmos que ¢,, = 0 e

fazermos sen¢ = ¢, onde ¢ é uma constante. Como a = b a equagao (2.3) torna-se

). @),

que é equivalente a equagao (2.9). Para as equagoes de Codazzi-Mainardi (2.4), basta
dividir as equacgoes por a e usar o fato que a = b.

O

Mais adiante proveremos que o angulo de Chebyshev é igual a g Mas antes pre-

cisaremos de alguns resultados.
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Proposicao 2.3 Integrando as equagoes em (2.10), as quais sao equivalentes as equagoes

de Codazzi-Mainardi (2.4), temos que

0= a(x)pte T FW = gy)pre T T (2.11)
Demonstragao. De fato, da primeira equacao temos que
(Ina), + (Inp?), = _cos¢,
= [ln(ap%)]y = ——c0so,

onde usamos propriedades de derivadas. Integrando em relagao a y obtemos

s(x) + ln(apé) = / g—;cosgbdy

Elevando a exponencial e aplicando propriedades de logaritmos temos

( )+Jn(ap§) — e 2pcosqﬁdy

ou seja,

Esta equacao ¢é equivalente a

onde « é uma fungao apenas de z. Analogamente, para a segunda equagao em (2.10)

obtemos que

onde 3 é uma funcgao apenas de y. Deste modo,

1 coso 1 cos¢ f Pfydx
P .

a=a(@)p e 15 =py)p e

Para verificarmos que as expressoes obtidas acima sao solugao das equagoes em (2.10),

vamos calcular primeiramente a, e substituir na primeira equagao (2.10).

o = afo)[ L Tt e (0]

Qp% 2 p
Ccos @ 1
= e H I (L L0, )
2p2 P2 2
1 cos " px
= ale) e S (pycosd — py).
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Logo temos que

1 cos x
o Mm%f2”?@mmw—%> ,
Y Y z Yy T
— 4+ —= — —cos¢p = — + — — —cos¢
a 2p  2p a(x)p_%e%f%dy 20 2p
Y P N
= 2pcos % + % 2pcos¢

= 0.

~ 1 coso Pz g
Portanto, a expressao a = a(x)p ze 2 Sy

satisfaz a primeira equagao em (2.10).

, . - 1 cosp &d
De forma andloga pode-se verificar que a segunda expressao a = ((y)p 2e 2 J e

satisfaz a segunda equagao em (2.10).

U
1

Proposicao 2.4 Para uma supeficie de Bianchi com curvatura Gaussiana K = ——,
p
com angulo de Chebyshev ¢ constante e parametrizada pela malha de Chebyshev gen-

eralizada, temos
[(02) — (p,)?] cosp = 0. (2.12)

Demonstragao. Derivando a primeira equagao de (2.10) com respeito a x e subtraindo

da derivada da segunda equacdo de (2.10) com respeito a y, temos:

ya@ — GyQy pyZQP — py2p:r . pw:v2p — szp:v p_z
@ @ K (2)? 00t 5050
AgyQ — zQy  Pay2p — Pu2py Pyy2P — Py2pPy Py
— — —_ = = — = 0.
a’ @ K (2)2 00t 2p<608¢)y

Simplificando, obtemos

P:v:cZP - pz2px p_LB Pyy2P—Py2py & =
{<—(2p)2 ) cosp + 2p(cos¢)x] + [( )? )cosqﬁ—l— 2p(cos¢)y = 0.

Usando propriedades de derivadas e o fato de ¢ ser constante, podemos colocar a

expressao acima em uma forma mais simples,

(&) cos¢p = (@) cos. (2.13)
p), p),

A equagao (2.13) é equivalente a

(LW) cos¢_(w) cost = 0

p? p?
= {(pzx - pyy)p - [(pw)g - (Py)Q] } cosp = 0. (2'14)

Usaremos as equagoes (2.9), (2.11), e (2.13). Da equagao (2.9), temos que
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()0,

Isolando (p_x) , temos
P/

Da mesma forma temos
5) )
Elevando as expressoes de a em (2.11) ao quadrado, obtemos

02— (a(l‘))Qeco‘S(bf %ﬂdy _ (ﬁ(y))zecosd)f %’da:'
P p

Substituindo (&) em (2.13) conseguimos a seguinte equagao
y

) () e

Substituindo a primeira expressao de a(z,y) de (2.11) na equacdo acima obtemos

) [(%> . <a<;c>>2ecos¢ ; ] cos— 0.

Analogamente com (&> e a segunda expressao de a(z,y) de (2.11) obtemos
P

xT

5 [(%) _ (ﬁ(i))Qecow'/‘ﬂgdx] cosd = 0.
Yy

Temos entao as seguintes equacoes
()

P/
(%)

P /Ty

Por outro lado, de (2.15) temos

—ecos‘”p;dy] cosp = 0, (2.15)

o?
)
62 cos¢ [ P dx
— —e rlcosp = 0 (2.16)
p

przp = (pr)° 0P couy [ ez
5 — — e cosp = 0
p p

= [,Omp — (pa)? — 042/)6“’5(1’-/' %zdy} cos¢p = 0. (2.17)
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Analogamente, de (2.16) temos:

2 2
[pyyp _2(py) N ﬁzpecomﬁf ppydr] COS¢ -0
p P

= [pyyp - (py)2 - ﬁQpeCOSMTydI] cos¢p = 0. (2.18)

Como p,,, = 0, derivando (2.17) duas vezes em relagao a y, temos

{pypm + PPazy — 20upry — O (pyemd’f W 4 pet ] (coscb%x))} cos¢ = 0.

Simplificando a expressao acima ficamos com a seguinte equagao

[Pypm — a2t Gy (cosdp, + py)] cosp = 0.

Derivando a expressao obtida acima novamente em relagao a y, temoS

|:pyypmac + PyPrry — a2€cos¢f ’%dy (Cos¢p_;) (COS¢p$ + py):| COSgb

— [aQGCOSM TW (cosppyy + pyy)] cos¢p = 0.

Simplificando, obtemos

2
= [pyypm — 2ert <(COS¢)2 % 1 cos¢% + pyy>

cos¢p = 0.

2
2 CY_ 6cos¢ J %”dy

Como da primeira expressao em (2.11) temos que a* = , podemos entao

reescrever a equacao acima da seguinte forma

[Pyypze — (PPyy + (cosp)? (pa)” + cosppypy) a*] cosg = 0. (2.19)

Similarmente, para (2.18), derivando duas vezes em relacao a z, e procedendo de

maneira andloga & equagao (2.17), conseguimos a seguinte equagao

[pyypzz — (ppe + (c0s8)* (py)? + cosppapy) a*] cosp = 0. (2.20)

Usaremos agora (2.14), (2.19) e (2.20). Multiplicando (2.20) por (—1) e somando com
(2.19) temos

[(pcv:c - pyy) p— ((pz)2 - (py)2> 0082¢] CL2COSQZ5 = 0.

Usando a identidade cos?(z) + sen?(x) = 1, a equagao acima torna-se
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[(Paz — pyy) P — ((02)* = (py)) + ((p2)* = (py)*) sendla*cosp = 0.

Novamente, usando sen?(x) = 1 — cos?(z), obtemos

{[(prz = puy) p = ((p2)” = (py)?)] cos + [((p2)* = (py)°) (1 = cos*¢)]cosd} a = 0.
De (2.14), temos que a primeira parcela da equagao acima é nula. Assim temos
[((02)? = () cos6] asens =0,
Mas esta equagao é equivalente a
((P2) = (py)?) cosp = 0.

0

Lema 2.2 Para uma superficie de Bianchi com angulo de chebyshev constante e pa-
rametrizada pela malha de Chebyshev generalizada, temos que o angulo de Chebyshev

. I ™
¢ igual a —.
Juar ey
Demonstracgao. Supondo que ¢ # g, de (2.12) temos que

(p2)? = (py)* = pu = £p,.

Integrando p, obtemos p = ¢(x £ y), onde ¢ é uma constante ndo nula. Da equagao

(2.9), temos:

. (g_;)x N (g_;)y _ 2(%(/;;)2(/)30))2 N 2(pyy(p2;)2(py))2‘

Como p = ¢ (z £ y), temos que p,, = py, = 0 e portanto

2 =2(pa) —2(p)"
(2p)°

Substituindo as expressoes de p e suas derivadas p, = ¢ = £p, na expressao acima

temos
Pl okl }
4¢2 (z £ y)?
Simplificando, ficamos com a seguinte expressao
1
@ =——7,
(z +y)
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. . T
que ¢ uma contradicao, e nos leva a ver que ¢ = 5

O

Observagao 2.2 Pelo Exemplo 2.2, uma superficie com curvatura Gaussiana negativa
¢ minima se, e somente se, ¢ = g No Lema 2.2 mostramos que uma superficie de
Bianchi, parametrizada pela malha de Chebyshev generalizada e com angulo de Cheby-
shev constante, possui angulo de Chebyshev igual a g Provamos entao o seguinte

corolario.

Corolario 2.1 Se uma superficie de Bianchi S esta parametrizada pela malha de
Chebyshev generalizada, e possui angulo de Chebyshev constante, entdo S é uma su-

perficie minima.

Observacgao 2.3 Como o angulo de Chebyshev ¢é igual a g, das equagoes em (2.10)

temos que

Doy By e Y
a 2p a 2p

Aplicando propriedades de derivadas de logaritmos nas equagoes acima, obtemos

tn(a)], = [tn(p2)], e tn(a)]s = [In(p~2)]a

Integrando as equagoes acima e novamente aplicando propriedades de logaritmos obte-

mos as expressoes
Logo
ou seja, a(x) = ((y) = constante. Podemos entao assumir que o = = 1, e dali,

Mostraremos p que é uma funcao de uma sé variavel.

Lema 2.3 p € uma fungao apenas de x ou apenas de y.
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Demonstragao. De fato, como a = p_%, usando (2.9) temos

Pea2p = 2 (pa)’ L Puy2p =2 (py)* 1 _ 0
(2p)° (2p)° p

= (pae + Pyy) p — [(p2)* + (py)°] —2p = 0. (2.21)

Derivando (2.21) em relacao a x temos

(pmx + pyy:t) p+ (Pm + pyy) P — 2 (p:tpm + pypyx) —2p, = 0.
Como as derivadas mistas de p sao nulas, temos
= PacaP — P (Prz — Pyy T 2) = 0.

Derivando esta ultima equagao em relagao a y, temos

PrzzPy T PaPyyy =0 (2'22)

Suponha agora que p = h(z) + r(y), onde h e r sdo fungdes de x e y apenas, respecti-

vamente, tal que b’ # 0 e ' # 0. Por (2.22) temos que
W (x)r'(y) + W' (z)r'" (y) = 0.

Logo temos

h/l/(x) B 7,,/I/(y)

_ =G,

Wz) — r'(y)

onde ¢ é uma constante, pois isso sé é possivel neste caso, ja que (2.22) vale para todo

x,y pertencente ao dominio D. Multiplicando ambos os lados de "' (z) — h/(z)e¢ = 0

por h'(x), temos que
R'(x)h" (z) —eh'(x)h" (x) = 0.

Podemos observar ainda que

()] =2 [(n)?]

[(h//)Z}’ — W' o [(h/)Z}’ — WK = KB'B" — G h = 5 :

ou seja

[(h")" — 2]

c

()] =2 (0] = 0= () —2(W)’ =2 = (W) =
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Novamente, temos que
h"(z) — W' (x)e =0 = h"(xz) — h(z)ec =¢3 = h"(x) = ¢ + h(x)e.

Dessa forma,

) (Gs+ hx)e)® —C @+ 2e;ch(x) + 2 (h(z))? -

(7)

c
ou seja,
(0)? = Sh(z)? + 265h(z) — 22,
c c

Fazendo uma reordenacao das constantes temos que

=2 —
c; —¢C
(h,)z - Clh2 + Cth + Cs, Onde c = Cy, 263 = C9 € M = c3.
c
Analogamente,
T”/
——=c=r"+0o’ =0.
r/
Ainda,

/

[(7’”)2}, =2r'"r" e [(7")2] = 2r'r".
Multiplicando a equacao acima por r’ temos:
e = 0= ()] 2 [()] =o.
Integrando a equacao acima obtemos
(") +e () =T = () = = [ = (")?].
Observe que
"y =0=1"+er=k=1r"=k—or.

Mas entao

1
G

=2 [l 0] = P = 2[R - —2)?).

Desenvolvendo o quadrado acima e simplificando a expressao temos que
- =2
ky — k

C

11— — — —
(") = = [Fo =B+ 2er — 2] = ()" = o0 + 2r +
Cc
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Novamente, fazendo uma reordenacao das constantes temos
—2

2 _ - kg —k _
()" = —c1r®* + cqr + ¢5, onde € = ¢y, 2k = ¢4 ¢ ——— = Cs.
c

Portanto temos as seguintes expressoes para as derivadas de h e r

(h,/)Q = Clh2 + Cgh +c3

o , (2.23)
(r')" = —cr* + cur + ¢5
onde ¢y, ¢o, ..., c5 € R. Agora como
W' =¢+ch=hn" = %2 + ¢1h, pois ¢3 = %,

M =k—cr=r"= % — ¢y, pois k = %.

De (2.21) temos

N2 N2 " " Co Cq

W)Y+ @)y =Mm"+r")(h+r)—2(h+r)= (5"—01}14—5—617"—2) (h+7)
E de (2.23) temos:
(h/>2 + (T/)2 = clh2 + C2h + C3 — C1T + cyr + Cs.
Portanto temos entao a seguinte igualdade
Co

(5+01h+%—clr—2> (h+71) =c1h® + coh + c3 — 17 + cqar + c5.

Efetuando a multiplicacao do lado esquerdo obtemos

C2 2 C4 Ca C4 2 2

Eh—i—clh + Eh—clrh— 2h+ Er%—clrh—f— 57‘—01 —2r = cth*+ch+c3—cir+car+cs.
Simplificando a equagao acima ficamos com a seguinte expressao

%h—i—%h—ﬂz—@h—k62—27“—1—%47“—27'—041”—(03+c5):0.

Podemos colocar alguns termos em evidéncia e obter

(—9+%—2)h—|—(%—%—2)7’—(03—1—05):0.

Mas entao temos que

(-5+5-2)=0(3-5-2) =0 (are) =0

e asssim obtemos uma contradicao.

Na secao a seguir demonstraremos o principal resultado deste trabalho.

67



2.3 Sup. de Bianchi com angulo de Chebyshev constante Superficies de Bianchi

2.3 Superficies de Bianchi com angulo de Cheby-
shev constante

Na secao anterior definimos o angulo de Chebyshev para uma parametrizacao. Con-

cluiremos este capitulo com o principal teorema.

Teorema 2.2 Uma superficie de Bianchi com angulo de Chebyshev constante e para-

metrizada pela malha de Chebyshev generalizada € um pedaco de helicoide.

Demonstragao. Sem perda de generalidades, consideraremos p = p(z). Da equagao

(2.21) e usando a = p~2 temos

pup — (pe)? = 2p =0

Colocando p em evidéncia obtemos entao a seguinte edp

(pwx - 2) p— (px)z =0. (2'24)

1 N .
Afirmamos que p = mcos%(clx + ¢3), com ¢p, ¢y € R constantes nao nulas, satisfaz
1

(2.24). De fato, para a primeira derivada de p temos a seguinte expressao

2
Pz = EQcosh(Clx + cg)senh(cix + co)cy = c—senh(clx + ¢9)cosh(cix + ¢3).
1 1
Analogamente para a segunda derivada temos
1 2 2
Doz = —2 [(sen h(ciz + ¢)cy + cos“h(cix + 02)01)]

(&1
= 2[(sen’h(c1z + ¢2) + cos’h(c1z + )] -

Logo p tem que satisfazer

(pzz —2) p— (px>2 =0.

Substituindo as expressoes de p e suas derivadas na equagao acima temos
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1
2 (sen®h(c1z 4 ¢2) + cos*h(c1x + 2)) — 2] —~cos’h(c1z + )

(cf)

—[=senh(c1x + co)cosh(ciz + c3))?
(&1

2 2
= Scos’h(ciz + ) sen’h(ciz + ¢3) + S cos*h(c1x + ) — Scos h(ciz + ¢2)
1 1 1

——co8’h(c1m + c3)sen®h(ciz + )
= —2sen’h(ciz + c3)cos*h(ciw + c3) — 2cosh(cyx + ¢o)(—cos*h(ciw + ¢3) + 1)
= —2sen’h(ciz + c3)cos*h(ciw + c3) — 2cosh(cix + c3)(—sen*h(c1x + ¢3))

= —2sen’h(c1z + ca)cos*h(ciw + o) + 2sen’h(cix + ca)cos*h(ciz + ¢2)

= 0.

Podemos agora obter as formas fundamentais concretamente. Da proposigao (2.1),

temos
I = A%dx? + 2ABcospdxdy + B2dy?,
2AB
7 sengdxdy .
p
Mas

Comoa:beB:bp:B:p_%. Logo
I = (p2)*da® + (p?)*dy? = p(da® + dy?)

Substituindo a expressao de p temos

1

I = C—%coszh(cla: + co)(da® + dy?).

o que mostra que os coeficientes F e GG da primeira e segunda formas fundamentais sao

dados por

1 1
E = ECOSQh(Clx + ¢o) e G= C—%COSQh(Clx + c2).

Ainda,
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2AB 2ptprsens
_ 2ABsen¢ _ PEPTINS Gdy = IT = 2dady.

1 1
EPR T
absen¢  p2prseng

p P
primeira e segunda formas fundamentais, sendo eles

Como [ =

= 1, temos determinados entao os coeficientes das

1 1
E = —cos’h(ciz + ¢2), F =0, G = Scos’h(c1z + ¢3),
“ il

Pelo Teorema (1.4), Teorema Fundamental das Superficies, como as fungdes encon-
tradas acima sao diferencidveis e £ > 0, G > 0, existe uma superficie S que possui
E, F, G, e, f, g como coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais,
respectivamante. Ora, pelo exemplo (1.1) os coeficentes acima sdo os coeficentes da
primeira e segunda formas do helicéide. O teorema nos diz ainda que, se houver outra
superficie S que possui os mesmos coeficentes acima como coeficientes da primeira e
segunda formas, entdo S e S sdo a mesma superficie, a menos de uma translacao T e

uma transformacao ortogonal propria P. O teorema estd demonstrado.

Usando o exemplo 2.2 temos o seguinte corolario

Corolario 2.2 Uma superficie de Bianchi minima € um pedacgo de helicoide.
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Conclusao

Existe uma certa familiaridade entre solucoes de certas edp’s nao lineares de se-
gunda ordem e algumas superfices. A medida que vamos impondo condi¢bes sobre
as parametrizacoes das superficies, e consequentemente sobre as edp’s associadas a
essas superficies, vamos restringindo essa classe de superficies e preservando algumas
caracteristicas em comum.

O Teorema 2.1 nos da explicitamente as equagoes de compatibilidade para uma
superficie parametrizada por linhas assintéticas e com curvatura Gaussiana negativa
K = —%. Neste trabalho, uma de nossas contribuicoes, além de fazermos um es-
tudo sobre as relagoes entre as superficies minimas e algumas superficies de Bianchi,
foi dar uma demonstracao para o Teorema 2.1 diferente da demonstracao encontrada
em [3]. Em [3] é feita uma ponte com a algebra dos quatérnios e sdo usados alguns
conceitos novos. Aqui usamos apenas as expressoes dos simbolos de Christoffel dadas
pela proposicao 2.1. O Teorema 2.1 foi essencial para mostrar que existe uma tnica
superficie S de Bianchi parametrizada pela malha de Chebyshev generalizada e com
angulo de Chebyshev constante, a saber, S é um pedaco de helicéide.

Uma observacao interessante seria: se retirarmos a hipétese do angulo de Chebyshev
ser constante, quais seriam as Superficies de Bianchi parametrizadas pela malha de
Chebyshev generalizada? E se a funcao p nao for de variaveis separaveis, que superficies
podemos obter? Ou ainda, que caracteristicas comuns possuem todas as Superficies de
Bianchi?

Existem outras perguntas interessantes que podemos fazer sobre as Superficies de

Bianchi, bastando apenas acrescentar ou retirar alguma hipétese.
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Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
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Baixar livros de Teologia
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