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Resumo

Neste trabalho, propoe-se a utilizagao de modelos fuzzy Takagi-Sugeno (T-S), em conjunto
com ferramentas de otimizagao convexa, empregadas no contexto de controle robusto de
sistemas lineares variantes no tempo, para o tratamento de problemas que envolvem a
estabilizacao de sistemas nao-lineares discretos no tempo, sujeitos a atraso variante nos
estados. Isso é possivel porque sistemas nao-lineares, representados por modelos fuzzy T-
S, podem ser interpretados como sistemas lineares politopicos variantes no tempo. Para
essa classe de sistemas, sao obtidas condi¢oes convexas, dependentes do intervalo de va-
riacao do atraso, para a analise de estabilidade e para a sintese de controladores por
realimentacao de estados ou de saida. O uso de técnicas de controle robusto possibi-
lita expressar as condigbes propostas como desigualdades matriciais lineares (LMIs, do
inglés linear matriz inequalities). Dessa forma, através de testes de factibilidade de um
conjunto de LMIs, os problemas de andalise de estabilidade e sintese de controladores
podem ser resolvidos eficientemente, em tempo polinomial, com ajuda de softwares espe-
cializados. Uma nova técnica para obtencao de condig¢oes convexas destinadas ao projeto
de controladores por realimentacao de estados é apresentada nesta dissertacao. A prin-
cipal diferenca em relacao as abordagens convencionais é a consideracao de uma equagao
adicional, que relaciona os estados do sistema a uma variavel instrumental. Mostra-se que,
em relacao a formulagoes correspondentes, as condicoes propostas podem levar a resulta-
dos menos conservadores, obtidos com menor custo computacional. Condicoes convexas
para a sintese de controladores por realimentacao dinamica de saida também sao apresen-
tadas. Tais condi¢oes permitem que esses controladores sejam implementados por meio
da técnica conhecida como compensagao paralela distribuida (PDC, do inglés parallel-
distributed compensation), comumente utilizada na realimentagao de estados de sistemas
fuzzy T-S. Baseados nos estados ou nas saidas do sistema, os controladores propostos
diferenciam-se por possibilitarem a realimentacao de sinais atuais e em atraso. Porém,
caso os valores do atraso estejam indisponiveis, é possivel simplificar as leis de controle
consideradas, recuperando os métodos de realimentacao tradicionalmente encontrados na
literatura. Os resultados obtidos sao analisados por meio de simulagoes computacionais
realizadas a partir de modelos fuzzy T-S que descrevem sistemas recentemente investigados
na literatura e, sempre que possivel, comparados com resultados correlatos. Demonstra-
se que as condicoes propostas nesta dissertagao podem ser menos conservadoras do que
outras formulagoes recentemente publicadas.



Abstract

In this work it is proposed the use of Takagi-Sugeno (T-S) fuzzy models conjointly with
convex optimization tools employed on the context of robust control of linear time-varying
systems, for dealing with stabilization problems of nonlinear discrete time systems subject
to time-varying delay in the states. This is possible because nonlinear systems, represented
by T-S fuzzy models, can be seen as polytopic time-varying linear systems. For this
class of systems, convex conditions, dependent on the variation range of the delay, are
obtained for stability analysis and synthesis of state or output feedback controllers. The
use of robust control techniques allows to express the proposed conditions as linear matrix
inequalities (LMIs). In this way, by testing the feasibility of a set of LMIs, the problems of
stability analysis and controller design can be efficiently solved, in polynomial time, with
aid of specialized softwares. A new technique for obtaining convex conditions for state
feedback controller design is presented in this text. The main difference with respect
to conventional approaches is the introduction of an extra equation, which relates the
system states to an instrumental variable. It is shown that, with respect to corresponding
formulations, the proposed conditions can lead to less conservative results, obtained with
less computational burden. Convex conditions for designing a dynamic output feedback
controller are also presented. Such conditions allow these controllers to be implemented
using the so-called parallel distributed compensation (PDC) technique, commonly used
in the state feedback of T-S fuzzy systems. Based on the states or on the outputs of
the system, the proposed controllers are differentiated because they allow to feedback
current and delayed signals. However, if the delay values are unavailable, it is possible
to simplify the considered control laws, recovering the feedback methods traditionally
found in the literature. The obtained results are analyzed by means of computational
simulations carried with T-S fuzzy models that describe systems recently investigated in
the literature and, whenever possible, compared with related results. It is shown that the
proposed conditions can be less conservative than others recently published.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Problema Estudado

A estabilizacao de sistemas nao-lineares pode ser realizada por meio da obtencao
de modelos lineares desses sistemas. Nesse sentido, algumas abordagens consistem na
linearizacao, em torno de um ponto de funcionamento, do modelo que representa o sistema
que se deseja controlar e, posteriormente, na aplicacao de técnicas destinadas a sistemas
lineares, como, por exemplo, as de controle robusto. A principal desvantagem dessa
técnica é que nem sempre a linearizacao do sistema nao-linear em torno de um tnico
ponto é capaz de descrever corretamente seu comportamento ao longo de toda sua faixa
de operacao.

Uma das alternativas para se resolver esse inconveniente é descrever os sistemas nao-
lineares a serem controlados através de modelos fuzzy Takagi-Sugeno (T-S)!. Os modelos
obtidos com essa abordagem baseiam-se na utilizagao de um conjunto de regras fuzzy para
descrever um sistema nao-linear em termos de submodelos localmente lineares, conectados
por fungoes de pertinéncia. Isto é, por meio da combinacao difusa de submodelos lineares é
possivel descrever o comportamento de um sistema nao-linear [TW01]. A grande vantagem
dessa abordagem vem da linearidade dos submodelos, isso permite que o modelo global
possa ser interpretado como um sistema linear precisamente conhecido com parametros
variantes no tempo. Sendo assim, existe a possibilidade de que a andlise de estabilidade
e a sintese de controladores para esse sistema sejam realizadas com o auxilio de algumas
das ferramentas desenvolvidas para controle robusto de sistemas lineares. Em resumo, os
modelos fuzzy T-S, utilizados dessa maneira, permitem que a estabilizacao de sistemas
nao-lineares seja tratada com o uso de técnicas desenvolvidas para o controle robusto de
sistemas lineares variantes no tempo.

Além disso, a abordagem através de modelos fuzzy T-S também permite que os sis-
temas nao-lineares a serem controlados contenham atraso, inclusive variante no tempo.
Similarmente ao procedimento descrito no paragrafo anterior, esses sistemas também po-
dem ser representados por um conjunto de submodelos lineares conectados por fungoes
de pertinéncia. Porém, devido a presenca de atraso nos estados dos sistemas nao-lineares
considerados, deve-se construir o modelo fuzzy T-S utilizando submodelos lineares que

! Algumas vezes, o modelo genérico proposto por Takagi-Sugeno é referido na literatura como modelo
Takagi-Sugeno-Kang (T-S-K). Porém, de acordo com [TWO01, pdg. 8|, é mais apropriado se referir aos
modelos fuzzy investigados neste trabalho como modelos fuzzy Takagi-Sugeno (T-S).
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também contenham atraso nos estados. Por exemplo, para os sistemas discretos no tempo
com atraso variante nos estados estudados neste trabalho, a i-ésima regra de um modelo
fuzzy T-S assume o seguinte formato:

Regrai (i=1,...,N):
SE Zl(t) é Mil e--- ¢ Zp(t) é Mip s

ENTAO { §t+1 = Az, + Agivi—a, + Biug
¢

= i, t=0,1,...

em que z;(t) é a j-ésima variavel da premissa, a qual supde-se ser dependente apenas dos
estados, de distirbios e/ou do tempo; M;; é o conjunto fuzzy; p é o nimero de varidveis
da premissa e N é o numero de regras do modelo; x; = z(t) € R™ é o vetor de estados;
uy = u(t) € R™ é o vetor de entradas; y; = y(t) € R? é o vetor de saidas; A; € R™",
Ay € R B, € R™™ e C; € RT*™; d, = d(t) € N* é a variavel escalar que representa
o atraso variante no tempo, limitado por 0 < d < d; < d < oo,comd € N:§=d—d
representando o intervalo de possivel variacao do atraso, d;. Cada par de equacoes lineares,
representado por A;x; + Agixi_q, + Biug e y, = Cizy, que compoe a consequéncia de uma
regra fuzzy, é chamado de “subsistema”. Sendo assim, o comportamento do sistema global
pode ser descrito por

i1 = Alwp) e + Ag(wi)zi—g, + Bwy)uy
yr = Clwy)z(t) (1.1)

em que w; = w(t) € NV é o vetor composto pelos elementos w;(t), dados por

p
HMM

j=1

N
ZH’MMU ZJ

=1 j=1

com finr,;(%(t)) representando o grau de pertinéncia da varidvel z;(t) em relacao ao
conjunto fuzzy M;;, i = 1,...,N, j = 1,...,p. Portanto, w;(t) € [0 1] ¥ i e o vetor

w; satisfaz
N
Zwl(t) =1 )
i=1
permitindo que se defina

e BRI =

Observacao 1.1. A abordagem proposta por Takagi-Sugeno também permite que sis-
temas sujeitos a atrasos multiplos sejam representados. Por exemplo, caso o atraso na
acao de controle fosse incluido nos sistemas estudados, em termos de modelagem, bastaria
considerar subsistemas compostos por x;41 = A;xy + Agiti—g, + Biug + Bijug_g,. Porém,
problemas envolvendo sistemas com atrasos multiplos nao serao tratados neste trabalho.
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Observacao 1.2. Note também que o comportamento de um sistema descrito com essa
abordagem é regido por equagoes matematicamente muito semelhantes as utilizadas para
representar sistemas com incertezas politopicas variantes no tempo. Com o objetivo de
aproveitar ferramentas ja disponiveis para o controle robusto desses sistemas, tal seme-
lhanga ¢é investigada de forma aprofundada no Capitulo 3 desta dissertacao.

Ao se representar um sistema nao-linear com atraso variante nos estados por um
modelo fuzzy T-S, é possivel obter, através das técnicas de controle robusto para sistemas
lineares variantes no tempo, condigoes convexas para analise de estabilidade e sintese
de controladores destinadas a esse sistema. Tais condicoes, expressas sob a forma de
desigualdades matriciais lineares (ou LMIs, do inglés Linear Matriz Inequality), podem ser
dependentes ou nao do atraso inerente ao sistema. Neste trabalho utiliza-se uma técnica
baseada na Teoria de Lyapunov, conhecida na literatura como abordagem Lyapunov-
Krasovskii (veja, por exemplo, [NicOl] e [Kra63]). Uma das principais caracteristicas
dessa técnica é que, como a dinamica dos sistemas em estudo possui dependéncia linear
de estados atrasados, nao se utiliza uma funcao de Lyapunov, mas um funcional. Nesse
caso, o funcional depende de estados do sistema no instante ¢ e nos instantes passados.

Um exemplo:
t—1

V(x,) = al Po, + Z r! Qu;
i=t—d;

em que ambas as matrizes P e () sao definidas positivas. Por estarem baseadas em
funcionais dependentes do atraso, as condi¢oes obtidas neste trabalho tém caracteristicas
bem mais elaboradas do que se fossem baseadas em fungoes de Lyapunov classicas.

Nota-se na literatura uma quantidade razoavel de trabalhos que utilizam modelos
fuzzy T-S para representar, com o objetivo de analise ou de controle, sistemas nao-lineares
com atraso no tempo. Uma pesquisa por artigos que contivessem as palavras “Fuzzy”,
“Delay” e “Lyapunov” em seus titulos, resumos ou como palavras-chave, realizada no
portal Science Direct (www.sciencedirect.com) em Janeiro de 2010, resultou em setenta
e duas publicacoes distintas. Os trabalhos encontrados foram classificados por data de
publicacao, conforme mostrado na Figura 1.1.

25

201 q

i
13
T
L

Publicacoes

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010
Ano

Figura 1.1: Artigos em que a teoria de Lyapunov é utilizada para tratar sistemas fuzzy
com atraso no tempo.
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Como pode ser observado, problemas similares ao proposto como foco deste trabalho
tém recebido consideravel atencao da comunidade cientifica. Acredita-se que esse fato seja
um indicador da atualidade do problema proposto, sobretudo ao se verificar o crescimento
da quantidade de trabalhos publicados a partir de 2008. E importante ressaltar que, em
2010, apenas o més de janeiro foi considerado. Ou seja, o crescimento apresentado nos
ultimos anos tende a ocorrer novamente.

1.2 Proposta de Trabalho

1.2.1 Objetivos
Objetivo Geral

Neste trabalho pretende-se investigar a classe dos sistemas fuzzy Takagi-Sugeno dis-
cretos no tempo com atraso variante nos estados. O principal objetivo é propor condi¢oes
convexas para analise de estabilidade e sintese de controladores estabilizantes, incluindo
termos que sejam dependentes do atraso.

Objetivos Especificos

Para alcancar o objetivo geral, os seguintes objetivos especificos serao considerados:

e Desenvolver condicoes convexas para analise de estabilidade, apropriadas a classe
dos sistemas estudados;

e Desenvolver condigoes convexas para sintese de controladores fuzzy que utilizem
como sinal de controle u; a realimentacdo de estados do tipo u; = K(w)z; +
Ka(wi) -y

e Desenvolver condigoes convexas para sintese de controladores fuzzy que permitam
produzir sinais de controle u; a partir da realimentagao dinamica do(s) sinal(is) de

saida do sistema, ou seja, permitam utilizar leis de controle dadas por

T = Ac(wi) @ + Aca(wi)Te—a, + Be(wr)yr + Bea(wi)Yi—a,
up = Co(wy) Tt + Ceg(wi)Ti—a, + Deyt + Ded Yi—a,

em que y(t) é a saida do sistema dada por (1.1);
e Implementar computacionalmente as condigoes desenvolvidas;
e Aplicar as implementacoes a modelos de sistemas que pertengam a classe estudada;

e Analisar e discutir os resultados obtidos, sempre que possivel comparando-os com
outros similares encontrados na literatura.
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1.2.2 Metodologia Adotada

Para o estudo da estabilidade de sistemas fuzzy T-S discretos no tempo com atraso va-
riante nos estados, elaboram-se condi¢oes de andlise baseadas em funcionais de Lyapunov-
Krasovskii [NG04] e formuladas em termos de LMIs, portanto, numericamente tratéveis.
A partir desse primeiro tipo de condicao, derivam-se condi¢oes para sintese de contro-
ladores. Essas tultimas, também formuladas em termos de LMIs, sao utilizadas para
obtencao de ganhos destinados a estabilizar os sistemas estudados. A aplicacao desses
ganhos ocorre por meio de um controlador fuzzy, que os utilizam para realimentacao de
estados. Uma abordagem semelhante é adotada para investigar condigoes convexas de
sintese para a realimentacao dinamica de saida.

Tais consideracoes baseiam-se em uma revisao da literatura, previamente realizada, a
respeito dos conceitos fundamentais da teoria de controle e das ferramentas matematicas
necessarias para estudar o problema de estabilizagao de sistemas nao-lineares discretos
no tempo com atraso variante nos estados. Sendo, basicamente, os primeiros: sistemas
lineares e nao-lineares, representacao de sistemas em espago de estados, estabilidade,
realimentacao de sinais, e sistemas com atraso no tempo. FE, basicamente, as tltimas:
ferramentas para representacao de sistemas nao-lineares através de modelos fuzzy T-S e
técnicas de controle robusto para sistemas lineares variantes no tempo.

Conforme percebido na etapa de revisao da literatura, observa-se que o primeiro passo
para a elaboracao das referidas condigoes é a construcao de Funcionais de Lyapunov-
Krasovskii candidatos a satisfazer as condigoes de estabilidade propostas no Segundo
Método de Lyapunov [NGO4]. Em seguida, os coeficientes das equagoes diferenciais que
regem os sistemas estudados devem ser incorporados as especificagoes de estabilidade de
tais funcionais. Isso pode ser realizado, dentre outras maneiras, através de substituicoes
de varidveis, soma de equagoes nulas (por exemplo, x4 — Ax; — Agzy_g, — Bu, = 0) ou
com auxilio de ferramentas da algebra linear, como o Complemento de Schur e o Lema de
Finsler. Neste trabalho, utiliza-se principalmente o Lema de Finsler, visto que as demais
técnicas levam a condigoes convexas que podem ser obtidas como casos particulares das
condicoes elaboradas com o auxilio desse lema.

As condigoes convexas para analise de estabilidade e sintese de controladores sao im-
plementadas computacionalmente, permitindo a avaliacao e o projeto de ganhos estabi-
lizantes para os sistemas pertencentes a classe estudada. A avaliacao e a discussao dos
resultados encontrados baseiam-se principalmente em simulagoes computacionais, reali-
zadas a partir de modelos fuzzy T-S que descrevem sistemas recentemente estudados na
literatura e com auxilio de software especializado (MATLAB®). Sempre que possivel,
os resultados obtidos sao comparados com resultados correspondentes apresentados por
outros autores. Em alguns casos comparacoes nao sao possiveis, devido ao desconheci-
mento, por parte deste autor, de resultados semelhantes. Isso acontece, por exemplo, com
o projeto de compensadores dinamicos de saida para a classe dos sistemas estudados.

1.3 Estrutura da Dissertacao

Este trabalho encontra-se organizado da seguinte forma: no Capitulo 2, sao apresenta-
dos conceitos fundamentais e ferramentas matematicas relacionadas as principais classes
que envolvem os sistemas estudados, dentre elas: sistemas discretos no tempo, sistemas
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fuzzy, sistemas nao-lineares, sistemas com atraso no tempo e sistemas variantes no tempo.
Um estudo comparativo de métodos para estabilizacao de sistemas variantes no tempo é
apresentado no Capitulo 3. Os Capitulos 4, 5 e 6 sao baseados em trabalhos elaborados
com participacao deste autor, no escopo desta dissertacao. Respectivamente, seus temas
sao: controle fuzzy de sistemas discretos no tempo com atraso constante nos estados, utili-
zando condig¢oes convexas que reduzem o conservadorismo de resultados recentes de outros
autores; analise de estabilidade e projeto de controladores para sistemas fuzzy discretos
no tempo com atraso variante nos estados; projeto de compensadores dinamicos de saida
para a mesma classe de sistemas do trabalho anterior. No Capitulo 7, sao apresentados
alguns comentarios sobre os estudos desenvolvidos, além de alguns temas selecionados
para trabalhos futuros. O Apéndice A contém as provas do complemento de Schur e do
Lema de Finsler, ferramentas algébricas frequentemente utilizadas no desenvolvimento de
condicoes convexas para a estabilizacao de sistemas com incertezas descritas por polito-
pos.

1.4 Comentarios Gerais

Supoe-se que todos os sistemas fuzzy investigados neste trabalho descrevam sistemas
nao-lineares através da combinacao difusa de um ntimero finito e conhecido de subsistemas
lineares.

Os resultados dos exemplos numéricos apresentados neste trabalho foram obtidos
utilizando-se o software MATLAB® e os toolbozes desenvolvidos por terceiros para o
mesmo, SeDuMi [Stu99] e Yalmip [L6f08]. Ao buscar solugoes para os problemas propos-
tos, o nimero de operagoes com ponto flutuante realizadas pelo SeDuMi é da ordem de
JC2LP? + L7 em que K é o ntimero de varidveis escalares e £ é o ntimero de linhas nas
LMIs. Outros algoritmos de otimizagao podem apresentar complexidades diferentes. Por
exemplo, caso o LMI Control Toolbox |[GNLC95] fosse utilizado, o ntimero de operagoes
com ponto flutuante seria da ordem de K3L.



Capitulo 2

Fundamentos

2.1 Conceitos Gerais

2.1.1 Sistemas de Controle

O controle automatico tem desempenhado um papel fundamental no avanco da en-
genharia e da ciéncia. Além da importancia em sistemas que compoem equipamentos
militares e civis, como misseis e automédveis, o controle automatico tem se tornado de
grande importancia e parte integrante dos modernos processos industriais e de produgao
[Oga03]. Por exemplo, no ambito industrial, em operagoes como o controle de pressao,
de temperatura, de nivel e de vazao, dentre diversas outras grandezas. Os avancos do
controle automatico, na teoria e na pratica, vém produzindo meios para otimizar o de-
sempenho de sistemas, melhorar a produtividade, diminuir a necessidade de trabalhos
manuais perigosos ou repetitivos, dentre outros beneficios.

Na éarea de controle de processos, um grande ntimero de técnicas para analise de esta-
bilidade de sistemas e para sintese de controladores tém sido desenvolvido. Em geral, para
a analise de estabilidade de um sistema real, a primeira etapa ¢ a sua representacao ma-
tematica. Os modelos matematicos mais adequados buscam reproduzir, de forma aproxi-
mada, o comportamento dos sistemas reais, representando suas principais caracteristicas,
sempre com o compromisso entre precisao e simplicidade. Havendo a intengao de controle,
a realimentacao de sinais é uma ferramenta poderosa para se tratar sistemas dinamicos,
reduzindo a sensibilidade dos mesmos as possiveis incertezas presentes no processo e mo-
dificando seu comportamento de forma a melhorar sua rejeicao a perturbagoes.

No que concerne a area computacional, durante as tltimas décadas, a medida em que
se tornaram mais baratos e compactos, os processadores digitais passaram a ser utilizados
como parte integrante dos sistemas de controle.

2.1.2 Sistemas Discretos no Tempo

Os sistemas de controle, assim como outras aplicacoes que envolvem processamento
de sinais, podem ser implementados de duas maneiras fundamentalmente distintas: i)
abordagem analdgica ou de tempo continuo e ii) abordagem digital ou de tempo discreto.
No tltimo século, a abordagem analégica do controle de processos, assim como em
outras areas, foi predominante durante muitos anos, permanecendo, ainda hoje, como

7
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uma opgao viavel para muitas aplicagoes [HV01]. Conforme o nome indica, essa aborda-
gem recorre ao uso de componentes eletronicos analégicos como, por exemplo, resistores,
capacitores, amplificadores e diodos. Em geral, controlador continuo no tempo é capaz
de gerar sinais de controle em tempo real, evitando problemas tais como os associados ao
atraso e ao falseamento da informacao. Por sua vez, os controladores digitais recorrem
a computacoes numeéricas para suas operagoes. O tempo necessario para executar essas
operagoes determina se esse tipo de dispositivo é capaz de atualizar os sinais de controle
em intervalos adequados a dinamica do processo controlado.

Porém, o controle discreto no tempo tem uma vantagem importante sobre o controle
analogico [HVO1]: flexibilidade, pela qual o mesmo hardware pode ser usado para imple-
mentar diferentes tipos de controle, inclusive simultaneamente, simplesmente fazendo-se
modificacoes de software. Em contrapartida, um controlador continuo no tempo geral-
mente é dedicado a um determinado processo. Nesse caso, é mais dificil reprojetar o
controlador, caso as especificagoes de controle ou as condicoes de operacao sejam modifi-
cadas.

Além disso, a sempre crescente disponibilidade de processamento digital, encontrado,
por exemplo, em computadores pessoais e controladores 16gicos programaveis, tornou o
controle digital financeiramente mais atrativo. Sendo assim, a abordagem digital tem sido
mais amplamente utilizada em aplicacoes praticas do que a abordagem analdgica. Esse
¢é o principal motivo que direciona o presente trabalho para o tratamento de sistemas
discretos no tempo. Note que uma maneira (indireta) de se obter um controlador discreto
no tempo é realizar toda a sintese do controlador em tempo continuo e, depois, discretizar
o controlador determinado.

Em relacao a modelagem, pode-se dizer que a maioria dos modelos continuos sao
descritos por equagoes diferenciais e representam a evolugao do sistema continuamente
no tempo. Em contraste, modelos discretos no tempo representam a dinamica do sistema
em instantes discretos e sdo descritos por equagoes a diferencas [Agu07]. No tocante a
elaboracao de modelos, sabe-se que a maioria dos métodos deterministicos de identificacao
fornece modelos continuos no tempo, ainda que os dados sejam amostrados. Por outro
lado, a grande maioria dos métodos estocasticos de identificacao resulta em modelos
discretos no tempo, ainda que praticamente todos os sistemas reais sejam continuos no
tempo [Agu07].

2.1.3 Estabilidade

Estabilidade! é um dos temas mais antigos nas ciéncias bésicas e aplicadas. Muitos
matematicos e fisicos do século 18 estudaram a questao da estabilidade de um sistema
dinamico, e Routh, Maxwell, Lyapunov, Hurwitz e Schur sao alguns nomes frequente-
mente associados a esse tema [Bha07]. Em 1868, Maxwell publicou seu trabalho sobre
a estabilidade do sistema de controle de velocidade, chamado governador, da maquina a
vapor de James Watt. Utilizando uma equacao diferencial para modelar o sistema fisico
e explicando as instabilidades observadas em termos matemaéticos, esse trabalho pode ser
considerado a origem da teoria matematica de sistemas de controle.

10s conceitos e consideragoes sobre estabilidade apresentados aqui foram extrafdos de [Bha07]. Ou
seja, a presente subsecao estd fundamentada nesta referéncia.
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Os tipos de estabilidade podem ser ilustrados ao se imaginar o comportamento de
uma esfera colocada em superficies de diferentes formatos. Na Figura 2.1A, assumindo a
presenga de atrito, uma perturbacao em torno do ponto de equilibrio causard oscilacoes
decrescentes em torno do mesmo, cessando com a esfera na posicao mostrada na figura.
Como esse resultado nao depende do tamanho da perturbacao inicial, o equilibrio é dito
globalmente assintoticamente estavel [Bha07]. Na Figura 2.1B, uma perturbagao causara
deslocamento da esfera no sentido da forca aplicada e o atrito provocara sua parada em
um novo ponto de equilibrio. Esse tipo de estabilidade é denominada neutra. Na Figura
2.1C, sob qualquer perturbacao, a esfera se afastarda do ponto de equilibrio original e nao
mais retornara. Tal tipo de equilibrio é chamado instavel. Finalmente, na Figura 2.1D,
uma perturbacao relativamente pequena e o atrito com a superficie farao com que a esfera
oscile em torno do ponto 1 e posteriormente retorne ao mesmo. Porém, se a perturbacgao
for suficiente, a esfera poderda ultrapassar o ponto 3 e cessar seus movimentos oscilando
de forma decrescente em torno do ponto 2. Observe que a mesma descricao é vélida ao
se trocar “1” e “2” nas frases anteriores. Sendo assim, esses pontos de equilibrio sao
denominados localmente estaveis.

2

Figura 2.1: Ilustragao, através de analogia mecanica, de diferentes tipos de equilibrio.

Pode-se sempre considerar, sem perda de generalidade, que o ponto de equilibrio de
um sistema ocorre na origem de seu espaco de estados. Isso pois, é sempre possivel fazer
a mudanca de variaveis

Ty = Ty — Leg

em que x; ¢ o vetor de estados do sistema e z., é o vetor constante que descreve seu ponto
de equilibrio original. Sendo assim, pode-se definir formalmente os seguintes conceitos:

Definicao 1. Um sistema € denominado estavel se, para qualquer ty, existam 0 < 6 < €
tal que, se ||To|| < 0, entao ||Z:|| < € para todo t > t,.

Definicao 2. Um sistema é denominado convergente (ou atrativo) se, para qualquer to,
exista 0 > 0 tal que, se ||To|| < 0, entdo tlim 7 = 0.

Definigao 3. Um sistema é denominado assintoticamente estdvel se o mesmo for estavel
e convergente.

Se 6, nas defini¢coes apresentadas, pode ser escolhido independente do tempo inicial
tg, acrescenta-se o advérbio “uniformemente” ao tipo de estabilidade correspondente.
Finalmente, um sistema que nao seja estavel ¢ denominado instavel [Bha07]. A Figura
2.2 ilustra geometricamente as definigoes de, sistema estavel (A), sistema assintoticamente
estével (B) e sistema instavel (C).
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Figura 2.2: Ilustragao dos conceitos de estabilidade no plano de estados.

Frequentemente, neste trabalho, o conceito de estabilidade assintdtica é referido de
forma simplificada como “estabilidade”. Assim, quando é indicado que um sistema é
estavel, deve-se entender que seu vetor de estados converge assintoticamente para a origem
do espacgo de estados, para toda condigao inicial diferente de zero, quando o tempo tende
a infinito. Na Secao 2.4, sao apresentadas algumas técnicas para analise de estabilidade
de sistemas incertos, tanto para o caso continuo como para o caso discreto no tempo.

2.1.4 Sistemas Fuzzy

Diferentemente das técnicas tradicionais, o controle fuzzy foi inicialmente utilizado
como um método baseado na representacio, através de regras do tipo “SE - ENTAQO”, do
conhecimento pessoal de um ou mais operadores a respeito de um determinado processo
[Zad73], [MAT5] e [Rez03]. Dessa forma, como a agao de controle pode ser projetada
diretamente através das regras que descrevem o comportamento da planta, essa técnica é
conhecida como controle fuzzy livre de modelo matematico ou controle fuzzy convencional.
Uma das principais caracteristicas desse método é a facilidade de captura e implementacao
da natureza continua do processo de decisao humana. Por essa razao, nao é de se estranhar
que as aplicagoes praticas desse tipo de controle comegaram a aparecer muito rapidamente
apos a publicacao dos primeiros resultados sobre esse assunto.

Uma desvantagem do controle fuzzy livre de modelo matematico é que sua utilizagao
nao permite que a estabilidade do sistema seja adequadamente analisada. As possibili-
dades de analisar a estabilidade e de garantir a robustez e o desempenho do sistema a ser
controlado estimularam o recente interesse em se projetar controladores fuzzy baseados
em modelo matemdtico e se obter modelos fuzzy a partir de dados de processo, através
de técnicas de identificagao [SGBO05].

Desde o trabalho pioneiro de Takagi e Sugeno [T'S85], o controle fuzzy baseado em
modelo matematico (ou modelo fuzzy T-S, em referéncia aos autores citados) tem sido
intensamente investigado. Nesse caso, combina-se a flexibilidade da teoria fuzzy e a ja
consolidada teoria de sistemas lineares, agrupando-as para descrever, analisar e controlar
sistemas nao-lineares. Tal combinacao torna-se uma ferramenta poderosa para lidar com
modelagem e controle de sistemas complexos, incluindo sistemas com atraso no tempo.
Assim, o potencial do controle fuzzy baseado em modelo matematico é notavel, ja que
nao-linearidades e atrasos muitas vezes aparecem em diversos tipos de sistema e sao fre-
quentemente fontes de deterioracao de desempenho ou mesmo de instabilidade [KM99].
Ao longo das tultimas duas décadas, muitas questoes relacionadas com a andlise de es-
tabilidade e sintese de controladores de sistemas fuzzy T-S foram publicadas. Veja, por
exemplo, [T'S92], [CRF96], [CF00], [TAA03], [LZ03], [LWL04], [SGBO05] e [Fen06].
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A situacao atual no contexto dos sistemas de controle fuzzy é caracterizada por um
certo desencontro entre simplicidade (uso apenas de regras compreensiveis para se descre-
ver o comportamento e controlar um determinado sistema) e o uso de técnicas envolvendo
equacoes diferenciais que podem garantir a estabilidade robusta mesmo para sistemas
nao-lineares. Do ponto de vista de pesquisa, a abordagem convencional parece ter sido,
em grande parte, substituida pela baseada em modelo mateméatico, quando se trata de
aplicagoes voltadas para controle de um ou mais sinais de saida de um sistema. Porém,
a abordagem convencional continua a ser uma opcao, principalmente nos niveis mais ele-
vados de controle, como nos casos de supervisao e diagnéstico [SGB05].

2.2 Sistemas Nao-Lineares com Atraso no Tempo

2.2.1 Sistemas Nao-Lineares

Um sistema é nao-linear se o principio da superposi¢ao nao se aplica a ele [Oga03,
pag. 92]. Assim, para um sistema nao-linear, em geral, nao se pode obter a resposta a
soma de dois sinais de entrada distintos somando os resultados obtidos com a consideracao
individual de tais sinais [Che99]. Na pratica, muitos sistemas eletromecanicos, hidraulicos
e outros envolvem relagoes nao-lineares das variaveis. Por exemplo, um refrigerador para
o qual considera-se como entrada a poténcia elétrica entregue ao mesmo e como saida
sua temperatura interna. Tal sistema tem dois comportamentos distintos, uma vez que
seu resfriamento é forcado e o aquecimento se dé por troca natural de calor com o meio
ambiente. Consequentemente, a constante de tempo dominante no aquecimento serd
maior do que a predominante no resfriamento. Em geral, um tnico modelo linear nao
conseguiria representar satisfatoriamente esse tipo de dinamica [Agu07].

Embora muitas relacoes de grandezas fisicas sejam representadas por equagoes lineares,
na maioria dos casos a relacao entre elas nao é efetivamente linear. De fato, um estudo
cuidadoso revela que os sistemas fisicos, mesmo os chamados “sistemas lineares”, sao
realmente lineares somente em determinados intervalos de operacao. E bem verdade
que, em alguns casos, aproximagoes lineares sao suficientes para aplicagoes praticas, mas
infelizmente essa abordagem nao é adequada para uma grande quantidade de situagoes.
Veja, por exemplo, a operacao de colunas de separagao de gés na industria petrolifera
[Cav08|. Para casos equivalentes, a Se¢ao 2.3 deste trabalho apresenta possibilidades
recentes de modelagem e controle através de uma abordagem com modelos fuzzy T-S.

2.2.2 Sistemas com Atraso no Tempo

Em outra direcao de pesquisa, sistemas com atraso no tempo tém sido objeto de
estudo por quase meio século [HLI3|, [NicO1]. Pode-se dizer que a presenca de atraso em
sistemas reais é uma caracteristica frequente. Exemplos praticos podem ser encontrados
em sistemas de comunicagao, eletronicos, quimicos, bioldgicos, dentre outros [KM99],
[Nic01], [GKCO03], [Mac89]. A presenca de atraso nesses sistemas pode causar a degradagao
de seus desempenhos ou mesmo leva-los a instabilidade, justificando, assim, o interesse de
varios autores nesse assunto. Registra-se, entao, uma quantidade consideravel de aten¢ao
aos problemas de analise de estabilidade e sintese de controladores para sistemas com



12 Capitulo 2. Fundamentos

atraso no tempo, porém, em maioria, para sistemas continuos e lineares [NicO1], [FS02],
[WHSL04], [Par06], [LWLHO7].

Sabe-se que o projeto de controladores para sistemas fisicos frequentemente se depara
com alteracoes de comportamento causadas por atrasos nos estados, nas entradas ou nas
saidas desses sistemas. No entanto, este trabalho limita-se ao tratamento de sistemas cujo
atraso ocorra nos estados. Os atrasos também podem ser considerados como concentrados
ou distribuidos. Para um sistema apresentando apenas atrasos concentrados, a exemplo
dos que sao foco deste trabalho, diz-se que o mesmo apresenta “atraso simples” caso seus
estados atuais dependam de apenas um determinado instante anterior e “multiplos atra-
sos” caso contrario. Atrasos multiplos sao ditos comensurados se os instantes anteriores
de que dependem os estados atuais do sistema sao multiplos inteiros de um fator comum.
Caso contrario, os atrasos sao denominados incomensurados [GLO7].

Outra forma de classificagao dos atrasos é com relagao a origem dos mesmos. Em
geral, trés tipos fundamentais de ocorréncia podem ser identificados. No primeiro deles,
o atraso pode advir de uma caracteristica intrinseca do sistema, ou seja, o atraso aparece
explicitamente nas equacoes que descrevem o comportamento do sistema. Em muitos
outros sistemas, os atrasos aparecem ainda na aplicacao dos sinais de controle ou na
medicao das variaveis controladas. A fonte desses atrasos esta relacionada a utilizacao
da técnica de realimentacao digital de sinais, devido ao uso de medidores e atuadores
que atualmente podem enviar e receber informacoes dos controladores através de redes
digitais [GLO7]. Uma conclusao comum entre varios autores é que, na maioria dos casos, os
atrasos tém um efeito desestabilizante ou provocam perda de desempenho nos sistemas de
controle. Porém, como ultima, mas nao menos importante origem, existem situagoes em
que os atrasos sao intencionalmente introduzidos na agao de controle dos sistemas. Esse
é um caso comum, por exemplo, na estabilizacao (ou rejeicao) de vibragoes em estruturas
mecanicas [GKCO03].

Em muitos sistemas, os atrasos sao, ou podem ser considerados, invariantes no tempo.
Esses atrasos podem ser conhecidos ou incertos, isto é, os atrasos incertos assumem um
valor fixo, porém desconhecido, dentro de um certo intervalo. Por outro lado, em uma
grande quantidade de casos praticos, os atrasos podem variar ao longo do tempo, sendo
esse um dos principais motivos que direcionam o presente trabalho ao estudo de sistemas
com essa caracteristica. Para fins de analise de estabilidade, considera-se também que a
variacao do atraso da-se dentro de um certo intervalo. Por exemplo, considerando que
o atraso variante seja descrito pela variavel d;, tem-se d; € [d,d], com 0 < d e d < o0
[GLO7].

Vale mencionar que os atrasos afetam tanto os sistemas continuos como os discre-
tos no tempo e, como apresentado, estao presentes em diversos tipos de sistemas reais.
Considerando-se que a maioria dos sistemas fisicos sao continuos no tempo, pode parecer
natural que as teorias para andlise de estabilidade e sintese de controladores sejam em
sua maioria voltadas para esse tipo de sistema. No entanto, é razoavel que a abordagem
discreta seja utilizada para o proposito de controle, visto que a maioria dos controladores
atuais é implementada de forma digital [SDMO7]. Apesar disso, no ambito de sistemas
com atraso, os sistemas continuos no tempo receberam muito mais atencao do que os
discretos. A principal razao para isso vem do fato de que, em alguns casos, a estabilidade
dos sistemas discretos no tempo pode ser investigada utilizando-se um sistema aumentado
livre de atraso, como referenciado em [KH98]. Por exemplo, se a dinamica de um sistema
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depende do ultimo instante de amostragem, tem-se
Ty = Az + Agri
em que t corresponde ao instante de amostragem. Sendo assim, pode-se fazer

P = Ay (2.1)

~ Ty o AAd
() 28]

Similarmente, se a constante de atraso é igual a dois, tem-se

em que

Tpp1 = Axy + Agri_o,

que pode ser reescrito como em (2.1) com

x4 ) A 0 Ay
=2 |, A=|[T1T 0 O
Tt—2 01 0

e assim sucessivamente. Como visto, quanto maior for o atraso, maior sera a dimensao do
sistema aumentado obtido com o uso dessa técnica. Além disso, a mesma nao é indicada
ao estudo da estabilidade de sistemas incertos, sistemas com atraso variante no tempo
e sistemas originalmente de grandes dimensoes [KH98|, [FS03] e [MLO08]. Sobretudo, a
mesma nao ¢ aplicavel a sintese de controladores robustos e obtencao de critérios de
estabilidade independentes do atraso [LMO08a].

Os resultados existentes para estabilizacao de sistemas, continuos ou discretos no
tempo, com atraso nos estados podem ser classificados em dependentes ou independentes
do atraso. As condigoes independentes do atraso fornecem um controlador capaz de esta-
bilizar um sistema seja qual for o tamanho de seu atraso. Por outro lado, ao considerar
o valor do atraso, as chamadas “condi¢oes dependentes do atraso” fornecem um limite
maximo para o mesmo, garantindo que o sistema em malha fechada seja estavel desde
que o atraso esteja dentro desse limite [Ric03]. Observa-se que a utilizacao de condigoes
independentes do atraso para andlise de sistemas com atrasos limitados pode levar a re-
sultados muito conservadores. Sabe-se também que, em geral, condi¢oes dependentes do
atraso levam a resultados conservadores se aplicadas em sistemas cuja estabilidade inde-
pende do valor do atraso [MLO08]. Outro ponto importante é que as condigoes indepen-
dentes do atraso nao podem ser obtidas simplesmente tomando-se o limite das condigoes
dependentes quando esse tende a infinito [Nic01, pag. 146].

Recentemente, problemas relacionados a sistemas incertos e com atraso no tempo
atrairam o interesse de muitos pesquisadores e um grande esfor¢co tem sido dedicado ao
desenvolvimento de métodos e procedimentos para a sintese de controladores destinados
a estabilizagao de tais sistemas. Isso fez com que muito mais atencao fosse destinada as
técnicas dependentes do atraso, pois, ao se considerar essa caracteristica, pode-se diminuir
o conservadorismo de resultados em vérias situagoes [Ric03]. A presenga de incerteza nos
parametros do sistema torna a tarefa de assegurar sua estabilidade mais complexa. Sem
duvida, uma das principais abordagens utilizadas para a analise de estabilidade desse tipo
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de sistema é a utilizacao de funcionais de Lyapunov-Krasovskii, como referenciado em
[XLO08]. Essa abordagem vem sendo muito utilizada na obtengao de condicoes convexas
que permitem a andlise de estabilidade robusta por meio de desigualdades matriciais
lineares, descritas na Secao 2.4 deste trabalho.

2.3 Sistemas Fuzzy Takagi-Sugeno (T-S)

Nas tultimas décadas registrou-se um crescimento rapido da popularidade dos sistemas
de controle fuzzy nas aplicacoes de engenharia. As numerosas e bem sucedidas aplicacoes
motivaram um fluxo intenso de atividades de andlise e projeto de sistemas de controle
fuzzy [TWO1].

Foi reconhecido que os sistemas fuzzy sao aproximadores universais de fungoes e, conse-
quentemente, podem ser usados para modelagem de uma vasta classe de processos [TWO01].
Enfatiza-se que muitos sistemas reais, por exemplo, mecanicos e quimicos, tém sido re-
presentados por modelos fuzzy T-S [FKO01], [BMVSSO04], [CCO05] e [CLO5]. A utilizagao
desse tipo de modelo pode mostrar-se adequada ao tratamento de sistemas que possuam
nao-linearidades acentuadas e ao projeto de controladores destinados a processos cujas
faixas de operacao sao muito largas, como em processos petroquimicos, colunas de des-
tilagao etc.

2.3.1 Modelos Fuzzy Takagi-Sugeno (T-S)

O modelo fuzzy proposto por Takagi e Sugeno [TS85] utiliza regras do tipo “SE -
ENTAQ” para representar, através de regioes de operacao que possam ser consideradas
lineares, um sistema nao-linear. A principal caracteristica desse modelo é associar submo-
delos lineares, que expressam as dinamicas dessas regioes, a cada uma de suas regras. Ou
seja, esse modelo baseia-se na utilizacao de um conjunto de regras fuzzy para descrever um
sistema nao-linear em termos de subsistemas localmente lineares, conectados por fungoes
de pertinéncia [Fen06]. O modelo global, que descreve o sistema nao-linear, é obtido pela
combinacao difusa desses subsistemas.

Como visto, esse tipo de modelagem oferece uma abordagem alternativa para des-
crever o comportamento de sistemas nao-lineares, inclusive os considerados complexos.
Além disso, e tao importante quanto, os modelos fuzzy T-S fornecem uma base para o
desenvolvimento de condigoes para analise de estabilidade e sintese de controladores por
meio de varias das ja consolidadas teorias e técnicas de controle disponiveis para sistemas
lineares variantes no tempo. Desenvolvidos durante a ultima década, um grande niimero
de resultados tedricos comprovam a viabilidade de tais possibilidades. Para detalhes veja
[Fen06] e referéncias internas. Tanto sistemas continuos quanto discretos no tempo po-
dem ser descritos por modelos fuzzy T-S, porém, neste trabalho, enfoca-se essa ultima
categoria.

Para sistemas discretos no tempo, a i-ésima regra de um modelo fuzzy T-S tem o
seguinte formato:

Regrai (i=1,...,N):
SE Zl(t) é Mil e--- ¢ Zp(t) é Mip s
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T = Ay + Biuy

t=20,1,... 2.2
yr = Cimy (22)

ENTAO {
em que z;(t) é a j-ésima variavel da premissa, a qual supde-se ser dependente apenas dos
estados, de disturbios e/ou do tempo; M;; é o conjunto fuzzy; p é o nimero de varidveis
da premissa e N é o niumero de regras do modelo; x; € R™ é o vetor de estados; u; € R™
é o vetor de entradas; y; € R? é o vetor de saidas; A; € R™", B, € R™™ e (; € R,
Cada equacao linear, representada por A;x; + B;u;, que compoe a consequéncia de uma
regra fuzzy, é chamada de “subsistema”. O comportamento do sistema global é descrito
por

N

Tpy1 = Zwi(t)(A,-:Et + Biuy) (2.3)
i=1
N

Y = Zwi(t) Cixy (2.4)
i=1

em que

H 2oy (Zj (t>>

wi(t) = — > (2.5)
Z H 2008 (Zj (t))

sendo fia,;(2;(t)) o grau de pertinéncia da varidvel z;(¢) em relacdo ao conjunto fuzzy
M, i« =1,...,N, 7 = 1,...,p. Em geral, as fungoes de pertinéncia relacionam os
subsistemas com os valores dos estados, em cada instante de amostragem, contribuindo
para a descricao do ponto de operacao do sistema. Assim, para simular a evolucao dos
estados de um determinado sistema, dadas as funcoes de pertinéncia e uma condigao
inicial, basta calcular iterativamente o estado seguinte utilizando (2.3)-(2.5). Observe
também que

wit) €01V, Y wlt)=1 (2.6)

Para o projeto de um controlador fuzzy, primeiramente é preciso o desenvolvimento
de um modelo fuzzy T-S do sistema a ser controlado. Em geral, existem duas abordagens
para a obtengao de modelos fuzzy [TWO01]:

1. Identificagao, utilizando uma base de dados composta por uma grande quantidade
de amostragens dos sinais de entrada e saida do sistema;

2. Utilizacao das informagoes contidas nas equacgoes diferenciais que descrevem o com-
portamento do sistema.

O préprio Sugeno, juntamente com outros pesquisadores, foi pioneiro na obtencao de
modelos através do primeiro método [SK86] e [Sug98]. O procedimento consiste basi-
camente de duas etapas: identificacao da estrutura e identificacao paramétrica. A mo-
delagem através de identificacao é adequada a plantas cuja representacao por modelos
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analiticos e/ou fisicos é muito dificil ou impossivel. Por outro lado, modelos dinamicos
nao-lineares para sistemas mecanicos podem ser obtidos, por exemplo, através dos métodos
de Lagrange ou de Newton-Euler [TWO01]. Nesses casos, a segunda técnica de modelagem
pode ser mais apropriada.

Para exemplificar os conceitos apresentados, supoem-se que as caracteristicas de um
sistema, originalmente estudado por Tanaka e Wang [TWO01, pag. 27] e apresentado a
seguir, tenham sido obtidas através de um processo de identificacao. Considera-se aqui
uma planta discreta no tempo representada por um modelo fuzzy que incorpora duas
regras.

Regra i (i = 1,2):
SE [L’g(t) é Mil s
ENTAO x4y = Az, + Biuy , t=0,1,... (2.7)

em que

1 —05 —1 =05 1 —2
Sl E e R M B R M A

e as fungoes de pertinéncia sao

1, se  o(t) < —1,
fan, (22(t)) = ¢ —Ltao(t) + 31, se —1<as(t) <1,
0, se mo(t) > 1;

0, se xo(t) < —1,
iy, (Ta(t)) = ¢ 2za(t) + 3, se  —1<m(t) <1,
1, se  mo(t) > 1.

A Figura 2.3 mostra o comportamento instavel dos estados deste sistema, z; (linha sélida)
e o (linha tracejada), para simulagoes realizadas com u; = 0 e condic¢@o inicial x =
0.9 —0.7]7. E interessante notar que a instabilidade ocorre apesar dos autovalores de
Ay e Ay, respectivamente, 0.5(1 +4) e —0.5(1 £ i), estarem localizados dentro do circulo
unitario centrado na origem do plano complexo Z. Portanto, esse exemplo ilustra também
que a estabilidade de cada subsistema nao ¢ suficiente para assegurar a estabilidade global
do modelo fuzzy T-S.

2.3.2 Compensagao Paralela Distribuida

Uma vez disponivel, um modelo fuzzy pode ser utilizado de duas maneiras para se
projetar controladores. Na primeira, através da aplicacao de qualquer técnica de projeto
baseada em modelo nao-linear. Na outra, o controlador pode ser um sistema fuzzy inde-
pendente, com a estrutura projetada a partir do modelo fuzzy T-S que descreve a planta
[SGB05]. Compensagao paralela distribuida (PDC, do inglés Parallel Distributed Com-
pensation) é o termo usualmente empregado a possibilidade de se projetar um controlador
dessa maneira [TWO01].
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Figura 2.3: Simulagao dos estados do sistema em malha aberta: z; (linha sélida) e
(linha tracejada).

Em um projeto que utiliza PDC, cada regra de controle é projetada de forma cor-
respondente a uma regra do modelo fuzzy T-S. O controlador projetado compartilha os
mesmos conjuntos difusos utilizados nas premissas das regras do modelo [TWO01]. Para
o modelo fuzzy T-S apresentado em (2.2), pode-se construir o seguinte controlador fuzzy
via PDC:

Regrai (i=1,...,N):
SE z1(t) é My e --- e zy(t) é My, ,
ENTAO w, = Kz, , t=0,1,... (2.8)

em que K; € R™*™ é o vetor que contém os ganhos de realimentacao da regra ¢. Nesse
caso, os termos consequentes das regras de controle utilizam a realimentacao de estados
para compor o sinal de entrada do sistema. Porém, outras formas de controle podem ser
utilizadas, por exemplo, realimentacao estatica ou dinamica da saida [TWO01]. A saida do
controlador fuzzy ¢é inferida por

N
Uy = Z wi(t)K; oy
i=1

com w;(t) satisfazendo (2.5) e (2.6).

Apesar do controlador fuzzy ser construido a partir da estrutura local utilizada no
modelo, os ganhos de realimentacao K; devem ser determinados com o uso de condigoes
globais de projeto. Tais condigoes sao necessarias para garantir a estabilidade global
e o desempenho de controle do sistema. Utilizando-se PDC, tem-se um procedimento
simples e natural para aplicacao dos ganhos obtidos a partir de condigoes de sintese
globais. O desenvolvimento de tais condigoes serd abordado, inicialmente, na Secao 2.4
deste trabalho.

Como exemplo, aplica-se a planta descrita em (2.7) a condi¢do global de sintese
apresentada por Tanaka e Wang em [TWO01, pag. 31]. Os ganhos encontrados sao
Ky, = [-0.65 0.5] e Ky = [-0.87 0.11]. Utilizando a compensagao paralela distribuida
(2.8) em (2.7), o controlador fuzzy pode ser entao projetado como mostrado a seguir. Os
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efeitos de sua utilizacao sao ilustrados na Figura 2.4, na qual pode-se notar a estabilizacao
dos estados do sistema original, x; (linha sélida) e x5 (linha tracejada), para a mesma
condigao inicial utilizada na simulacao anterior.

Regra i (i = 1,2):
SE I‘Q(t) é Mil y
ENTAO w, = Ky, t=0,1,...

em que
Ki=[-065 05], Ky=[—-087 0.11 ]

(x1 e x2)
o o o
J‘> [} o] -

o
N

Estados

s &

S N o
I
\

|
o
=)

Amostras (t) ° ”
Figura 2.4: Simulagao dos estados do sistema em malha fechada: x; (linha sélida) e z9
(linha tracejada).

2.4 Controle Robusto

2.4.1 Sistemas Lineares Incertos

Um controlador é dito robusto se ele assegura ao sistema em malha fechada esta-
bilidade e, eventualmente, alguma especificacao de desempenho, mesmo na presenca de
um conjunto de incertezas. Tais incertezas podem estar relacionadas a desconformidades
entre o modelo e a planta ou, simplesmente, a imprecisdes previstas no modelo [SP05].
Dessa forma, um dos grandes desafios na sintese de controladores é garantir a estabilidade
e o desempenho dos sistemas a serem controlados frente as situagoes nas quais torna-se
necessario ou conveniente a utilizacao de modelos com parametros incertos. Por exemplo,
pode ser necessario descrever um sistema cujos parametros nao sao precisamente conheci-
dos ou estejam sujeitos a variagoes no tempo. Por outro lado, pode-se também negligenciar
propositalmente algumas dinamicas e nao-linearidades de um sistema, representando-o
através de um modelo mais simples, porém com parametros incertos [Gon06].

Além de variantes ou invariantes no tempo, as incertezas podem ser classificadas em
fungao do tipo de descri¢ao do conjunto que as contém. As incertezas podem ser descritas
matematicamente de varias maneiras, merecendo destaque as formulac¢oes: politépicas,
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limitadas em norma e intervalares. Além de auxiliar no tratamento de incertezas, tais
formulagoes podem ser utilizadas para estabelecer o dominio de variacao de parametros
conhecidos de um sistema. Nesse sentido, o presente trabalho adota a formulacao po-
litopica. Por exemplo, considere o sistema:

olz] = A(oy)x + Buy

em que o[-] representa o operador “derivada temporal” no caso da varidvel ¢ ser continua
no tempo ou o operador “avanco” no caso da variavel ¢ ser discreta no tempo, e

0 1 0
A(at)_|:_2 _3+at:|7 B—|:1:|, -1 <o <4.

Os menores politopos P4 e Pp que descrevem as matrizes A(qy;) e B, respectivamente,

([ 2[5
.

Ao se generalizar o conceito de sistemas lineares com incertezas variantes no tempo,
chega-se a classe formada pelos sistemas lineares com parametros variantes no tempo.
Essa classe abrange todos os sistemas lineares nos quais as matrizes do modelo em espago
de estados sao fungdes de um vetor de parametros variantes no tempo o, [AGB95]. A
principio, a maioria dos sistemas pertencentes a essa classe podem ser tratados através
das técnicas de controle robusto para sistemas lineares variantes no tempo, encontradas
amplamente na literatura. Isso inclui os sistemas nao-lineares descritos através de modelos
fuzzy T-S.

O controle robusto de sistemas lineares pode ser implementado, dentre outras manei-
ras, através da realimentacao estatica de estados ou realimentacao dinamica de saida. A
realimentacao estatica de estados ocorre através da utilizacao de um determinado ganho
para cada sinal de estado. Por outro lado, o emprego de compensadores dinamicos em
sistemas reais pode ser mais favoravel, pois utiliza a(s) saida(s) do sistema, em geral dis-
ponivel(is), e ndo os estados, nem sempre medidos. A principio, para ambos os métodos, a
obtencao desses ganhos é um problema de dificil tratamento. Isto porque é necessario ga-
rantir a estabilidade de infinitos sistemas pertencentes ao dominio de incertezas. A Teoria
de Lyapunov tem sido intensamente empregada no tratamento desse tipo de problema,
uma vez que essa teoria pode ser explorada para obtencao de formula¢oes numericamente
trataveis [BEFB94], [Bar94].

Inicialmente, utilizava-se a Teoria de Lyapunov apenas para obtencao de ganhos a
serem utilizados na realimentacao estatica de estados. A andlise de estabilidade e a
sintese de controladores baseavam-se exclusivamente em critérios que utilizam candidatas
a funcao de Lyapunov quadraticas nos estados e invariantes para todos os valores de
incertezas associados ao sistema em estudo [Bar94]. Embora a estabilidade quadrética
seja especialmente adequada a analise de sistemas incertos com parametros variantes no
tempo, os resultados obtidos podem ser bastante conservadores em muitas situagoes. Ou
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seja, a obtencao de um unico vetor de ganhos que estabilize todas as variacoes possiveis
do sistema incerto pode nao ser viavel.

Em seguida, desenvolveram-se abordagens alternativas nas quais as faixas de variacao
dos parametros incertos foram consideradas, permitindo-se a hipotese de que as matrizes
que descrevem o sistema no espaco de estados dependam de forma afim desses parametros
[GAC96], [BEFB94]. Nesse caso, a analise de estabilidade e a sintese de controladores
sao realizadas com base em critérios que utilizam candidatas a funcao de Lyapunov,
quadraticas nos estados e dependentes de parametros. Obtém-se assim um conjunto
de ganhos para realimentacao de estados que sao escalonados automaticamente. Tais
controladores geralmente dependem do mesmo parametro que influencia o comportamento
da planta, necessitando que medicoes desse parametro estejam disponiveis em tempo real.

Em relacao a realimentacao de saida, trés abordagens principais podem ser consi-
deradas. A primeira baseia-se na utilizacao de um observador de estados, tornando-
se interessante quando nao se tem medigoes disponiveis de todos esses ultimos, veja
[WHU99| para sistemas discretos no tempo e [WHUO1] para sistemas continuos no tempo.
A segunda abordagem, chamada de “realimentacao estatica de saida”, favorece imple-
mentacoes praticas de controladores em tempo real, pois utiliza uma quantidade reduzida
de operagbes matriciais para compor o sinal de controle, veja [GPTZ03] e [DY08| para
detalhes. Finalmente, a utilizacao de um “compensador dinamico de saida” é a terceira
maneira de se abordar a realimentacao de saida de um sistema. Ao custo de um maior
nimero de operacoes matriciais, realizadas para compor o sinal de controle a cada ins-
tante, o comportamento dinamico desse tipo de controlador favorece sua aplicacao em
diversas situagoes. Veja, por exemplo, [SGCI7], [KSVS04] e [QFY08]. No Capitulo 6,
utiliza-se essa ultima abordagem para o controle de sistemas fuzzy T-S. Ressalta-se que
a sintese de um compensador dinamico de saida pode ser vista como o caso da reali-

mentacao estatica de saida para um sistema aumentado. Para detalhes a esse respeito,
veja [SADGIT].

2.4.2 Principais Ferramentas Matematicas
Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs)

Do ponto de vista de otimizagdo, uma desigualdade matricial linear (LMI) é uma
restricao convexa. De forma genérica, uma LMI pode ser representada por

i=1

em que F; = FI' € R™" § = 0,...,r sdo matrizes simétricas conhecidas e z; € R,
1 =1,...,r sdo variaveis escalares a serem determinadas de forma a satisfazerem a desi-
gualdade. Ou seja, F'(z) é uma fungao afim do vetor z = [zy,...,z,]7. Diz-se que uma
LMTI é factivel se existe uma solugdo x tal que F'(x) seja uma matriz definida positiva,
isto é,
vIF(x)v >0, Yv#0, veR™

A equacgao (2.9) é uma LMI estrita. A exigéncia de que F'(x) seja apenas semidefinida

positiva (> 0) tornaria esta LMI nao estrita. Em ambos os casos, as formulagoes sao
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equivalentes a conjuntos de n desigualdades polinomiais e, caso desejado, assim podem
ser reescritas. Como exemplo, para n = 2, considere uma desigualdade sob a forma
genérica (2.9) sendo

* ba Ca2

/ NG J/ N /
WV WV
Fo F1 >

F([L’): ail a2 + bi1 bio z + €11 (12 2y >0,
*

em que o simbolo % ¢é utilizado para indicar os blocos simétricos em relagao a diagonal
principal. Operando algebricamente tem-se

| an Fbna Fenwe arg + biaxr + craxo
Fle) = [ * a2 + b1 + Coay ] -

Da teoria de matrizes, [WB95, pdg. 951], tem-se que uma matriz simétrica F € R**?
¢é definida positiva se e somente se o determinante de F' e um de seus menores princi-
pais forem positivos. Assim, a LMI exemplificada é factivel caso as duas desigualdades
polinomiais a seguir sejam satisfeitas:

det F(x) >0 e ay;+ bz +cpiee >0

Ao se dizer que uma LMI define uma restricao convexa, indica-se outra propriedade
importante: o conjunto de solugoes = que atende a restricao é convexo. Um conjunto C é
convexo se 0 segmento de reta entre quaisquer dois pontos do conjunto estiver completa-
mente contido no conjunto, por exemplo, para ;1 € R" e 25 € R”

zA)eC = z(AN)=A1+(1—-NzeC para 0< A<

Uma LMI pode ser representada de véarias formas e raramente aparece num problema
na forma apresentada em (2.9). No entanto, toda LMI pode ser reescrita nessa forma
genérica, possibilitando que os algoritmos de resolucao sejam desenvolvidos para essa
representacao. Assim, uma das vantagens imediatas de se formular um problema em
termos de LMIs é a disponibilidade de softwares, comerciais ou gratuitos, capazes de
solucionar numericamente tais desigualdades de forma eficiente, em tempo polinomial
[BEFB94]. Por exemplo, o LMI Control Toolbox [GNLC95] e o SeDuMi [Stu99], ambos
para uso com o MATLAB®.

Varios problemas de restricao convexa podem ser escritos como LMI. Em particular,
desigualdades lineares, desigualdades quadréticas (convexas), desigualdades de norma de
matrizes e restricoes que aparecem na teoria de controle, como na teoria de Lyapunov,
podem ser reescritas na forma de LMIs [BEFB94] e [VB00]. Cabe salientar que caracte-
rizar um problema de controle na forma de um problema baseado em LMIs significa, na
pratica, a sua solugao [BEFB94]2.

2Maiores detalhes a respeito de desigualdades matriciais lineares e suas aplicacdes na teoria de controle
podem ser encontrados nessa referéncia.
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Complemento de Schur

O complemento de Schur possibilita a conversao de uma classe de desigualdades conve-
xas nao-lineares, que aparece frequentemente em problemas de controle, em LMIs [VB00].
A referida classe é composta pelas desigualdades

R(z)>0 e Q(x)— S(x)R(z)*S(z)" >0, (2.10)

em que R(z) = R(x)", Q(z) = Q(z)T e S(x) dependem de forma afim do parametro z.
O complemento de Schur converte, de forma equivalente, esse conjunto de desigualdades
nao-lineares em uma LMI. Assim, (2.10) é verificada se e somente se

Q(z) S(z)
|:S({ET i) | = (2.11)

A prova do complemento de Schur pode ser encontrada no Apéndice A deste trabalho.

Lema de Finsler

Atualmente, essa ferramenta da algebra linear tem sido utilizada na teoria de controle
principalmente para se fazer a incorporacao das equagoes diferenciais que regem o compor-
tamento dos sistemas a serem controlados as funcoes de Lyapunov, usadas para verificar
a estabilidade dos mesmos (veja a Subsegao 2.4.5 adiante). Tal abordagem permite que
isso seja feito por meio de multiplicadores escalares ou matriciais. Dessa forma, novas
condigoes para estudo de estabilidade e sintese de controladores podem ser formuladas,
reduzindo, em geral, o conservadorismo das condigoes obtidas sem o auxilio dessa ferra-
menta.

A abordagem através do Lema de Finsler permite uma nova leitura dos resultados
classicos, provendo também uma base comum e consistente para interpretagao de muitos
resultados em andlise de estabilidade e em sintese de controladores obtidos na tultima
década. Por exemplo, [GAOH98], [AOBG99], [dOGH99], [PABB00] e [LP03] para andlise
de estabilidade e [dOGB02] e [GAOB02] para sintese de controladores. Todos esses traba-
lhos podem ser vistos como aplicagoes particulares do seguinte lema, atribuido a Finsler
(1937).

Lema 1 (Lema de Finsler). Sejam ¢ € R", Q(oy) = Q(ay)T € R™" e B(ay) € R™ " tais
que posto(B(az)) < n. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

i) p"Qn)p <0,y : Bla)p =0, ¢#0
i) B(oy)*TQ(a)Blay)t <0
iii) (o) e Ry Qay) — plag)Blaw)"Blay) < 0

iv) 3X(ay) € R™™ ¢ Q) + X () B(aw) + Blay)T X ()T < 0

A prova do Lema de Finsler pode ser encontrada no Apéndice A desta dissertagao.
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2.4.3 Estabilidade de Sistemas Continuos no Tempo

A historia das LMIs na analise de sistemas dinamicos comecou ha mais de cem anos, em
1890, quando Lyapunov publicou o trabalho introduzindo o que é conhecido atualmente
como Segundo Método de Lyapunov [Lya92]. Na sequéncia, sdo apresentados alguns
resultados para analise de estabilidade e sintese de controladores para sistemas continuos
no tempo. Como exemplo, considere o sistema linear sujeito a incertezas variantes no
tempo descrito por

oz = Aoy (2.12)

em que o] é o operador derivada e t representa o tempo continuo até segunda especi-
ficacao. Em particular, suponha que esse sistema possua a seguinte descricao politépica:

Alon) = (A, ai(t) €[01]Vi e Zai(t)zl, (2.13)

1=1

em que os vértices A; sao conhecidos. De acordo com a teoria de Lyapunov, esse sistema é
globalmente assintoticamente estavel em torno da origem (ponto de equilibrio do sistema)
se existir uma fungao (chamada de “funcao de Lyapunov”) a valores reais V' (x:, oy) tal
que:

1. V(0,a4) = para todo t > 0
2.

<

Ty, ) — oo quando ||x|| — oo;

(

(
3. V(zy,0) >0 para todo x; # 0 para todo t > 0;
1. V(

x,0q) <0 para todo x; # 0 para todo ¢t > 0.
Uma condicao suficiente para que a candidata a funcao de Lyapunov
V(z,) = 2] P, (2.14)
garanta a estabilidade do sistema descrito por (2.12) e (2.13) é a factibilidade das seguintes

LMIs:

{ P=PT>0 (2.15)

ATP+PA; <0, Vi=1,...,N.
Isso pois, a fungao candidata considerada atende diretamente aos dois primeiros itens das
condigoes de Lyapunov. O terceiro item é atendido impondo-se a primeira desigualdade
apresentada em (2.15). As demais desigualdades em (2.15) tém o objetivo de atender ao
quarto item das condicoes de Lyapunov. Para verificar essa ultima afirmacao, calcula-se
a derivada temporal de (2.14) ao longo das trajetérias de (2.12), podendo-se obter:

V(xt) &l Pz, + 2] Pi,
= (el A(o)") Py + ol P(A(ay) )
= a7 [A(o)T P + PA(o)] 2y

Portanto, deve-se verificar
Ala)' P+ PA(oy) < 0.
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Essa condi¢ao pode ser recuperada de (2.15) por meio dos seguintes passos: i) em (2.15)
multiplique as desigualdades indexadas em ¢ por «;(t) conforme definido em (2.13) e i)
some para?=1,...,N.

Como se veé, essas LMIs fornecem um caminho relativamente simples para se analisar
a estabilidade de sistemas sujeitos a incertezas variantes no tempo. E interessante notar
que apenas a verificacao dos vértices é suficiente para garantir a estabilidade de todos os
sistemas pertencentes ao politopo, desde que a mesma matriz P seja usada em todos os
vértices.

No periodo entre 1990 e 2000, pode-se verificar que a grande maioria dos trabalhos
encontrados na literatura utilizam (2.14) como candidata & fungdo de Lyapunov para
(2.12). Essa abordagem ficou conhecida como “Estabilidade Quadrética” [Bar83]. Assim,
(2.15), que é uma condigao apenas suficiente para a estabilidade global e assintdtica do
sistema continuo no tempo descrito por (2.12) e (2.13), torna-se necessaria e suficiente
para a estabilidade quadrdtica desse sistema.

Como nao existem restri¢oes em ¢, a formulagao (2.15) trata sistemas que possuem
taxas temporais de variacao paramétrica arbitrariamente elevadas. Por outro lado, (2.15)
pode ser usada mesmo quando o sistema é incerto e invariante no tempo, isto é, oy = «,
V t. Naturalmente, nesse ultimo caso, a condi¢ao proposta em (2.15) podera apresentar
um grande conservadorismo, ou seja, pode nao existir uma matriz P > 0 que satisfaca as
demais desigualdades mesmo que o sistema seja estavel.

Além disso, a partir de (2.15), pode-se derivar, facilmente, uma condi¢ao de sintese.
Isso pode ser feito de duas maneiras: usando uma transformagao de congruéncia ou ob-
servando que, se o sistema i, = A(ay)Tx, é estavel, entdo o sistema i; = A(oy)2; também
o é. Essa ultima maneira é utilizada iniciando-se pela consideracao do seguinte sistema:

oz = Alaw)ze + B(ow)uy (2.16)
em que B(ay) € R B(ay) = Zf\il a;(t)B; e uy é o sinal de controle dado por
U = K.Z’t y (217)

sendo K € R™*"™ um vetor de ganhos estaticos a ser projetado para estabilizar (2.16).
Levando (2.17) em (2.16) obtém-se

Ty = Act(0) T (2.18)

com Ae(ay) = A(oy) + B(oy) K. Portanto, se @, = Aqo(a;)Tx, é estavel, também é estavel
o sistema (2.18). Note ainda que, A () pode ser escrito como Aqp(ay) = 21111 a; (1) (A; +
B;K). Assim, em (2.15), substitui-se A4; por (A4; + B;K)T, obtendo-se

AP+ B;KP + PK'BT + PAT <0, Vi=1,...,N.

Fazendo-se uma mudanga de varidvel para linearizagao das desigualdades obtidas (conforme
exemplos em [BPG89], [GPBI1] e [GPS93]), KP = Z € R™* ™, chega-se a condigao para
sintese de controladores

P=P'>0

AP+ B;Z + ZT'BI + PAT <0, Vi=1,...,N.

A factibilidade dessas LMIs garante a estabilizagdo do sistema (2.16) por meio da lei de
controle (2.17). Nesse caso, para a realimentagao de estados, utiliza-se o ganho K = ZP~1.
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2.4.4 Estabilidade de Sistemas Discretos no Tempo

As condigoes de Lyapunov também podem ser aplicadas para sistemas discretos no
tempo. Para tal, a partir desse ponto, considere ¢[-] como o operador avango e t como
instantes de amostragem. Como exemplo, em comparacao ao caso continuo no tempo,
escolhe-se 0 mesmo sistema linear sujeito a incertezas variantes no tempo descrito por
(2.12) e (2.13) e a mesma funcao candidata quadrética (2.14).

Similarmente ao caso anterior, os dois primeiros itens das condi¢oes de Lyapunov sao
prontamente atendidos pela funcao candidata e a positividade dessa, requerida no terceiro
item, assegurada por P > (0. Para atender ao quarto item das condicoes de Lyapunov
que, nesse caso, corresponde a

AV (ze, 00) = V(w1 apq1) = Vg, ) <0,

obtém-se
xl Py — o) P, < 0. (2.19)

Substituindo (2.12) em (2.19), pode-se resumir a anélise de estabilidade do sistema des-
crito por (2.12) e (2.13) através das seguintes LMIs:

P=P">0
{ Alay)"PA(oy) — P <0. (2.20)
Mostra-se posteriormente que uma condigao suficiente para (2.20) é dada por:
P=P"'>0
{A,-TPAZ-—P<0, Vi=1,...,N. (2.21)

Da mesma forma que para o caso continuo no tempo, a estabilidade de todos os
sistemas pertencentes ao politopo pode ser garantida apenas com a verificacao de seus
vértices com a mesma matriz P. A condigdo (2.21) é necesséaria e suficiente para a
estabilidade quadrdtica do sistema discreto no tempo descrito por (2.12) e (2.13), porém
apenas suficiente para a estabilidade global e assintotica desse.

A verificagao de (2.21) a partir de (2.20), assim como a obtengao da condigao de sintese
correspondente, podem ser facilmente realizadas com a utilizagao do Complemento de
Schur. Para atingir tais objetivos, inicialmente reescreve-se a condi¢ao (2.20) utilizando-
se a propriedade PP~! =1 da seguinte forma,

P=PrP">0

P — A(ay) " (PP PA(ay) > 0.
Entdo, utilizando-se R(z) = P, Q(x) = P e S(z) = A(ay)" P, (2.10) e (2.11), pode-se
obter uma condigao de estabilidade equivalente a (2.20) com o seguinte formato:

[ P A(a)TP

. >0 (2.22)

Nesse ponto, é possivel perceber que essa tltima condi¢ao pode ser testada, de forma
equivalente, somente para os vértices do politopo que define A(«y):

lP ATP

L }>0, Vi=1,...,N. (2.23)
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Isso pois, (2.22) pode ser recuperada de (2.23) ao se multiplicar essa por «;(t) conforme
definido em (2.13) e somar o resultado para ¢ = 1,..., N. Finalmente, aplicando o
complemento de Schur em (2.23), pode-se obter (2.21). Ou seja, pode-se concluir que
(2.20) e (2.21) sdo equivalentes.

Além disso, conforme feito para o caso continuo no tempo, substituindo A; por (A; +
B;K)T em (2.23), pode-se reescrever essa tltima condigdo como

P AP+ B,KP
* P

} >0, Vi=1,...,N.

Considerando K P = Z € R™*" uma matriz livre, a factibilidade das LMIs

[ P AP+ B, Z

N J }>o, Vi=1,....N (2.24)

garante a estabilizacao de (2.16) por meio do ganho estatico de realimentacao de estados
K=7pP %

2.4.5 Estabilidade via Lema de Finsler

Atualmente, visando obter novas condicoes para andlise de estabilidade e sintese de
controladores, o Lema de Finsler é geralmente utilizado como se segue. Nesta dissertacao,
apenas o caso discreto no tempo é discutido. Com o objetivo de se identificar, no dominio
do problema de estabilizacao do sistema em estudo, relacoes equivalentes as descritas no
item i) do Lema 1, reescreve-se (2.12) como

[ Afay) —1]{ B ]:0

Ti41

e (2.19) como
-P 0[] =
[xf a:tTH][O p {xtil}<0.

Feito isto, as seguintes equivaléncias com o Lema 1 podem ser facilmente percebidas

[ | ifiil ’
Blay) = [_A(at) 1],
Q(at> = _OP g :| .

Assim, utilizando o item iv) do Lema de Finsler, pode-se escrever:

[_OP H+X(at)[A(at) _IH[A@T} Yoy <0,

Considerando, para este caso, X(oy) = X = [X{  XI]T, X, e X5 € R™™ apés poucas
operacoes algébricas, tem-se

{ P+ X A(ay) + A(a)"XT — X1 + A(a,)"XT

. P X, XT } < 0. (2.25)
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Note que a escolha de varidveis de folga invariantes no tempo é conservadora®. Por outro
lado, evita-se que ocorram produtos de matrizes variantes no tempo em (2.25), permitindo
que essa desigualdade seja garantida apenas pela condicao formulada a seguir:

O sistema descrito por (2.12) e (2.13) é globalmente assintoticamente estavel em torno
da origem caso as sequintes LMIs sejam satisfeitas

P=P'>0
—P+ X A; + ATXT X, + ATXT
* P—-X,— XTI

<0, Vi=1,...,N. (2.26)

A verificagao de (2.25) a partir de (2.26) é realizada por meio de um recurso ja apre-
sentado em situacoes similares: multiplicam-se as desigualdades indexadas a ¢ de (2.26)
por «;(t) conforme definido em (2.13) e soma-se o resultado parai = 1,..., N. Assim, a
desigualdade original pode ser recuperada dessas tltimas. Também, similarmente a casos
anteriores, (2.26) é uma condi¢ao necessaria e suficiente para a estabilidade quadrdtica do
sistema descrito por (2.12) e (2.13), porém apenas suficiente para a estabilidade global e
assintotica do mesmo.

Além disso, pode-se derivar uma condigao de sintese a partir de (2.26). Substituindo-
se A; por (A; + B;K)T em (2.26), considerando-se K X] = Z € R™*™ uma matriz livre e
X, =0, apos algumas operacoes algébricas, tem-se

P=PT>0
—P AXI+BZ
x P—Xy— XTI

<0, Vi=1,...,N. (2.27)

Nesse caso, para a realimentagao de estados, utiliza-se o ganho K = Z(X1)~!.

E interessante notar que, durante o desenvolvimento para a obtengao de (2.26), fez-se
necessaria a introdugao das variaveis adicionais X; e X5, tornando o problema numerica-
mente mais complexo. Essa aparente desvantagem se reverte, no entanto, na obtengao de
condi¢oes menos conservadoras, especialmente no caso de sistemas invariantes no tempo.
Nesse caso, pode-se substituir P por P; em (2.26), resultando em uma candidata a fungao
de Lyapunov dada por

V(zy, @) = 2] P(a)my ; (2.28)

em que
N N

Pla)=Y aP;, a;€[01Vi e Y aj=1.
i=1 1=1

Observe que, nesse caso, o parametro « € invariante no tempo. Caso a condi¢ao resultante
seja factivel, mostra-se que (2.28) é uma fungao de Lyapunov que assegura a estabilidade,
nesse caso dita robusta, do sistema o[z;] = A(a)x;. Essa redugao de conservadorismo
permite que alguns problemas originalmente sem solugao via (2.23) possam ser resolvidos
em espacos aumentados e utilizando fungoes de Lyapunov dependentes de parametro.
Porém, deve-se ressaltar que, por aplicar-se exclusivamente a sistemas invariantes no
tempo, essa técnica nao pode ser utilizada diretamente em problemas de estabilizagao,

3No Lema 1, escolhendo-se X () = X, iv) = i), mas nio o contrario.
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por exemplo, de sistemas fuzzy T-S. No Capitulo 3 desta dissertagao, e em [DB01], sdo
apresentas técnicas que permitem a utilizacao de funcoes de Lyapunov dependentes de
parametros variantes no tempo. Isso possibilita a obtencao de condig¢oes adequadas ao
tratamento de sistemas variantes no tempo e que tendem a ser menos conservadoras do que
as apresentadas neste capitulo. Nessa referéncia, o conceito de estabilidade poliquadratica
¢ introduzido.

A respeito da condigao de sintese (2.27), vale mencionar que uma vantagem importante
em relagao a (2.24) estd no fato de que ganhos descentralizados — isto é, com K bloco-
diagonal — podem ser obtidos sem a imposicao de qualquer restricao adicional a matriz P.
Por outro lado, utilizando (2.24), P deverd possuir uma estrutura bloco-diagonal seme-
lhante a do ganho K, restringindo significativamente as solugoes possiveis. Novamente,
fungoes de Lyapunov dependentes de parametro podem ser empregadas substituindo-se
P por P, em (2.27). Resultados semelhantes podem ser obtidos para o caso continuo no
tempo, entretanto os resultados de sintese sao mais limitados do que os obtidos para o
caso discreto no tempo [PABBO00] e [dOSO01].



Capitulo 3

Manipulacoes Algébricas para
Sistemas Variantes no Tempo

Sistemas lineares com incertezas variantes no tempo e sistemas fuzzy T-S pertencem
a classe dos sistemas variantes no tempo. Sendo assim, algumas semelhangas podem
ser identificadas entre esses dois tipos de sistema, principalmente quando as incertezas
do primeiro sao descritas por meio de politopos. Dessa forma, em ambos os casos, os
sistemas podem ser representados pela combinagao convexa de seus vértices.

Assim, um dos objetivos deste capitulo é comparar algumas abordagens utilizadas
para o tratamento de problemas que envolvem a estabilidade de sistemas com incerte-
zas politopicas variantes no tempo e sistemas fuzzy T-S, considerando ambos discretos
no tempo. Para evidenciar as diferencas e semelhancas entre as manipulacoes algébricas
associadas as caracteristicas de cada tipo de sistema, escolhe-se fazer esse estudo compa-
rativo desprezando-se a presencga de atrasos e utilizando-se uma candidata a fungao de
Lyapunov bastante simples. Porém, deve-se ressaltar que, a partir do uso dos chama-
dos funcionais de Lyapunov-Krasovskii, as abordagens em questao podem ser estendidas
para o tratamento de sistemas com atraso no tempo, conforme mostrado nos préximos
capitulos.

Conforme mostrado nas proximas secoes, as descrigoes, em malha aberta, dos siste-
mas com incertezas politépicas variantes no tempo e dos sistema fuzzy T-S sao bastante
similares. A diferenca estd apenas no parametro que rege a variacao dos sistemas, justa-
mente por ser incerto no primeiro caso e, de acordo com as formulagoes apresentadas na
Segao 2.3, conhecido no segundo. Contudo, uma vez que a estabilidade deve ser garantida
para qualquer combinacao convexa dos vértices desses sistemas, independentemente da
possibilidade de se determina-la a cada instante, mostra-se que desenvolvimentos isolados
levam a condigoes para andlise de estabilidade que satisfazem aos dois tipos de sistema.

No entanto, a possibilidade de se calcular o parametro que determina o ponto de
operagao do sistema permite que leis de controle mais elaboradas sejam consideradas para
a estabilizacao dos sistemas fuzzy T-S. O referido parametro é utilizado para ponderar
ganhos de realimentacao, previamente projetados para cada vértice do sistema. Essa
técnica, introduzida na Secao 2.3, é conhecida como PDC. J& para o caso dos sistemas
com incertezas variantes no tempo, restringe-se a realimentacao de estados a um tnico
ganho estabilizante, visto que o ponto de operacao do sistema nao pode ser determinado
a cada instante. Veja [LMO8b] para detalhes. Essa diferenga entre as leis de controle
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¢ a principal razao para que as condicoes dedicadas a analise de estabilidade em malha
fechada e a sintese de controladores sejam desenvolvidas especificamente para os dois tipos
de sistema em questao. Ou seja, apesar da possibilidade de se investigar a estabilidade em
malha aberta de sistemas lineares com incertezas variantes no tempo e sistemas fuzzy T-S
por meio de uma mesma condicao, geralmente, o mesmo nao acontece para a estabilidade
em malha fechada e para a sintese de controladores.

Outro objetivo deste capitulo é propor novas abordagens para o tratamento de pro-
blemas que envolvem a analise de estabilidade e a estabilizacao de sistemas fuzzy T-S
discretos no tempo. A técnica para formulacao de condigoes que possibilitam a andlise
de estabilidade de sistemas fuzzy T-S em malha fechada proposta em [LLO8] é aprimo-
rada com o uso do Lema de Finsler, ao invés da soma de equacoes nulas, originalmente
utilizada. Além disso, uma nova técnica para elaboracao de condigoes convexas desti-
nadas a sintese de controladores fuzzy também é apresentada. Conforme levantamento
bibliografico, parece que essas abordagens, estendidas no Capitulo 4, para sistemas com
atraso constante nos estados, e no Capitulo 5, para o caso em que o atraso é variante no
tempo, ainda nao foram utilizadas por outros autores. Mostra-se que as mesmas podem
levar a condigbes mais eficientes do que as obtidas por métodos convencionais, reduzindo
tanto o conservadorismo dos resultados como o custo computacional para obté-los.

3.1 Sistemas com Incertezas Variantes no Tempo

Considere o sistema discreto no tempo sujeito a incertezas variantes no tempo, dado
por:
Tir1 = A(Oét)flft + B(ozt)ut (31)

em que x; € R" é o vetor de estados, u; € R™ é o vetor de entradas, A(ay) € R™*"
e B(ay) € R™™.  Em particular, suponha que esse sistema possua a seguinte descrigao
politopica:

N N
[AlB](ay) =Y ea(W)AIBl;, au(t) €[01]Vi e > ay(t)=1, (3.2)

i=1 i=1
em que os vértices [A|B];, i = 1,..., N, sao precisamente conhecidos e «;(t) sdo os

elementos incertos que compoem o vetor de parametros a; € RY.

Considere também a lei de controle
Uy = th (33)

em que K € R™*™ é o ganho de realimentacao que assegura a estabilidade robusta do
sistema (3.1)-(3.2) para todo a;. Portanto, o sistema com incertezas variantes no tempo
em malha fechada, formado por (3.1)-(3.2) e (3.3), pode ser definido como

~

T = Alay)zy (3.4)

co1m

~

Aloy) = Alay) + B(aw) K. (3.5)
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Virias candidatas a fungao de Lyapunov, disponiveis na literatura, podem ser utiliza-
das como base para o desenvolvimento das abordagens apresentadas neste capitulo. Além
disso, utilizando-se os chamados funcionais de Lyapunov-Krasovskii, as abordagens em
questao podem ser estendidas para o tratamento de sistemas com atraso no tempo, por
exemplo, conforme mostrado nos Capitulos 4 e 5 deste trabalho. Porém, para evidenciar
as diferencas e semelhancas entre as manipulagoes algébricas associadas aos sistemas com
incertezas politépicas variantes no tempo e aos sistemas fuzzy T-S, escolhe-se fazer esse
estudo comparativo desprezando-se a presenca de atrasos e utilizando-se uma candidata
a funcao de Lyapunov bastante simples, dada por

V(t) =i P(a)r, , com Play) =Y ai(t)P; (3.6)

i=1

Sendo assim, o objetivo especifico desta secao é apresentar condi¢oes convexas para solu-
cionar os seguintes problemas:

Problema 3.1 (Andlise de estabilidade em malha aberta). Dadas as matrizes A;, i =
1,..., N, determinar se o sistema (3.1)-(3.2), com B(oy) = 0, € assintoticamente estdvel.

Problema 3.2 (Anilise de estabilidade em malha fechada). Dadas as matrizes K, [A|B);,
i=1,...,N, determinar se o sistema (3.4)-(3.5) € assintoticamente estdvel.

Problema 3.3 (Projeto do controlador). Dadas as matrizes [A|B);, i = 1,..., N, deter-
minar, se possivel, o ganho K, de forma que o sistema (3.4)-(3.5) seja assintoticamente
estdavel.

3.1.1 Analise em Malha Aberta

A seguir, propoe-se uma condi¢ao convexa para analise de estabilidade assintotica de
sistemas com incertezas variantes no tempo em malha aberta. A partir da candidata a
funcao de Lyapunov (3.6), da equagdo que rege o comportamento do sistema e de um
bloco apropriado de variaveis de folga, utiliza-se o Lema de Finsler para a formulagao do
conjunto de LMIs apresentado.

Proposicao 3.1. Se existirem matrizes simétricas e definidas positivas P; € R™*" ¢ =
1,..., N e matrizes X1 € R™" e Xy € R™", tais que as sequintes LMIs sejam verificadas

—P,+ X A+ ATXT X, + ATXT

F(i>j): * f)j—Xg—X;[

<0, 45=1,...,N (3.7)
entao o sistema discreto no tempo sujeito a incertezas variantes no tempo, dado por (3.1)-
(3.2), com B(ay) =0, é assintoticamente estdvel.

Demonstracao. Claramente, o requisito P; > 0 assegura a positividade da candidata a
funcao de Lyapunov (3.6). Como visto no Capitulo 2, para ser considerada uma fungao
de Lyapunov e assim assegurar a estabilidade assintética do sistema considerado, ainda é
necessario que

AV (ay,t) =z} Plagr) v — o) Play)z, < 0 (3.8)
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Considerando um espaco aumentado dado por ¢ € R* : ¢ = [ xzf ozl }T, pode-se
reescrever (3.8) como
7| —Pla) 0
v 0 P(a1)

e (3.1), com B(a;) = 0, como

¢ <0 (3.9)

[ A() —I]p=0 (3.10)

Dessa forma, por meio do Lema de Finsler, considerando (3.9), (3.10) e o bloco de varidveis
de folga X € R?"*" composto por X; € R™*" ¢ X, € R™", é possivel obter

—Play) + X1 A(oy) + A(a)TXT =X + A(ay) T XT

Flow) = x P(ans) — Xo — XTI

<0 (3.11)

Completando a prova, note que (3.11) pode ser recuperada de (3.7), bastando fazer

Flow) =Y > aj(t+1)ailt) F (i, 5) O

=1 i=i

3.1.2 Analise em Malha Fechada

A seguir, mostra-se que, apds pequenas modificacoes, a condicao convexa apresen-
tada na Proposicao 3.1 pode ser utilizada para analise de estabilidade de sistemas com
incertezas variantes no tempo em malha fechada.

Proposicao 3.2. Se existiremm matrizes simétricas e definidas positivas P; € R"*" ¢ =
1,..., N e matrizes X1 € R™" e Xy € R"™™, tais que, substituindo-se A; por A; =
(A; + B;K) em (3.7), as LMIs obtidas sejam verificadas, entdo o sistema discreto no
tempo sugeito a incertezas variantes no tempo, dado por (3.4)-(3.5), é assintoticamente
estavel.

Demonstragao. Note que, respectivamente, o sistema em malha aberta, dado por (3.1)-
(3.2), com B(a;) = 0, e o sistema em malha fechada, dado por (3.4)-(3.5), podem ser
reescritos como

N N
Tir1 = Zaz(t)Az Tt e Tir1 = Zal(t)fllxt y (312)
i=1 =1

com A; = (A; + B;K). Sendo assim, por analogia, fica claro que as LMIs em (3.7) podem
ser utilizadas conforme proposto. O

3.1.3 Sintese de Ganhos para Realimentacao de Estados

A partir da Proposicao 3.1, além da possibilidade de se analisar a estabilidade de
sistemas em malha fechada, pode-se derivar facilmente uma condicao de sintese. Para
tal, seguem-se passos relativamente convencionais, usados para obtengao de formulacoes
convexas destinadas ao projeto de ganhos para realimentacao de estados. Veja [LMO8b],
para o caso de sistemas com atraso variante nos estados.
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Proposicao 3.3. Se existirem matrizes simétricas e definidas positivas P; € R"*" ¢ =
1,..., N, ematrizes Xo € R™" e W € R™*" tais que as sequintes LMIs sejam verificadas

~P, AXI+BW

* P]_Xz_X2T <07 Z7j:17"'7N (313)

entao o sistema discreto no tempo sujeito a incertezas variantes no tempo, dado por (3.1)-
(3.2), € assintoticamente estdvel quando sugeito a lei de controle (3.3) com

K=W(XH™.
Demonstracao. Observe que, se o sistema

Tiy1 = A(Oét)Tl"t

I
[]=
8
=
_l’_
Sy
=
S
&

é estdvel, entao o sistema (3.4)-(3.5) também o é. Sendo assim, a partir de uma analogia
similar & realizada com os sistemas em (3.12), pode-se obter a prova dessa proposi¢ao por
meio das seguintes manipulagoes em (3.7):

e substitui-se A; por (A; + B;K)T ;
e impoe-se X; =0 ;
e faz-se a substituicao de varidvel W = KXI |

resultando em (3.13). O

3.2 Sistemas Fuzzy Takagi-Sugeno (T-S)

Para fins de comparacao, considere agora o sistema fuzzy T-S discreto no tempo, em
que a i-ésima regra é dada por (veja a Segao 2.3 para detalhes):
Regrai (i=1,...,N):

SE z1(t) é My e --- e zy(t) é My, ,

ENTAO 2441 = Ajzy + Bowy , t=0,1,...

em que z;(t) é a j-ésima variavel da premissa, a qual supde-se ser dependente apenas dos
estados, de distirbios e/ou do tempo; M;; é o conjunto fuzzy; p é o nimero de varidveis
da premissa e N é o niumero de regras do modelo; x; € R™ é o vetor de estados; u; € R™
é o vetor de entradas; A; € R™" e B; € R™™. (Cada equacao linear, representada por
A,z + Byug, que compoe a consequéncia de uma regra fuzzy, é chamada de “subsistema”.

Sendo assim, para um dado estado x;, pode-se inferir a dinamica do sistema como:

Tir1 = A((A}t)xt + B(u}t)ut (314)
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em que w; € o vetor composto pelos elementos

wilt) = (3.15)

com finr;(2(t)) representando o grau de pertinéncia da varidvel z;(t) em relagao ao
conjunto fuzzy M;;, 1 = 1,...,N, j = 1,...,p. Portanto, w;(t) € [0 1] ¥ i e o vetor

w; satisfaz
N
D wit) =1,
i=1

permitindo que se defina

[A|B)(w;) = E)% )[A|B); . (3.16)

Considere também a lei de controle
w = K(w)zy = Zwl (t)K;zy (3.17)

em que K; € R™™ sao os ganhos de realimentagao que asseguram a estabilidade as-
sintética do sistema (3.14)-(3.16) para todo w;. Portanto, o sistema fuzzy T-S em malha
fechada, formado por (3.14)-(3.16) e (3.17), pode ser definido como

~

Tiy1 = A(wt)xt (318)

co1m

~

A(wy) = A(wr) + B(w) K (wr) (3.19)

Para facilitar a comparacao com as abordagens apresentadas na secao anterior, despreza-
se a presenca de atraso nos sistemas considerados e utiliza-se a mesma candidata a funcao
de Lyapunov, evidenciando as diferencas e semelhancas entre as manipulagoes algébricas
associadas aos sistemas fuzzy T-S e aos sistemas com incertezas politépicas variantes no
tempo. Para tal, basta substituir P(ca;) por P(w;) em (3.6), obtendo-se

V(t) = o P(w)z, , com P(w) Zw, P (3.20)

Note que, do ponto de vista matemadtico, essa equagao é a mesma que (3.6), pois o vetor w,
possui as mesmas caracteristicas que o vetor oy, ou seja, todos seus elementos pertencem ao
intervalo [0 1] e a soma dos mesmos ¢ igual a 1. Entretanto, w; é precisamente conhecido e
oy, incerto. Sendo assim, o objetivo especifico dessa secao é apresentar condicoes convexas
para solucionar os seguintes problemas:
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Problema 3.4 (Andlise de estabilidade em malha aberta). Dadas as matrizes A;, i =
1,..., N, determinar se o sistema (3.14)-(3.16), com B(w;) = 0, é assintoticamente
estavel.

Problema 3.5 (Analise de estabilidade em malha fechada). Dadas as matrizes K;, [A|B);,
i=1,...,N, determinar se o sistema (3.18)-(3.19) é assintoticamente estdvel.

Problema 3.6 (Projeto do controlador). Dadas as matrizes [A|B);, determinar, se possivel,
0s ganhos K;, i = 1,..., N, de forma que o sistema (3.18)-(5.19) seja assintoticamente
estavel.

3.2.1 Analise em Malha Aberta

A seguir, propoe-se uma condi¢ao convexa para andlise de estabilidade assintética de
sistemas fuzzy T-S em malha aberta. Mostra-se que o mesmo conjunto de LMIs utilizado
na Proposicao 3.1, para andlise de estabilidade de sistemas com incertezas variantes no
tempo em malha aberta, aplica-se a esse caso.

Proposicao 3.4. Se existirem matrizes simétricas e definidas positivas P; € R™", ¢ =
1,..., N e matrizes X1 € R""™ ¢ Xy € R"*", tais que as LMIs em (3.7) sejam verificadas,

entao o sistema fuzzy T-S discreto no tempo, dado por (3.14)-(3.16), com B(wy) = 0, ¢é
assintoticamente estavel.

Demonstracao. Claramente, o requisito P; > 0 assegura a positividade da candidata a
fungao de Lyapunov (3.20). Conforme mencionado anteriormente, para ser considerada
uma funcao de Lyapunov e assim assegurar a estabilidade assintdtica do sistema em malha
aberta, ainda é necessario que

AV (wp,t) = o) P(wig1) w1 — 2 P(w)a, <0 . (3.21)

Considerando um espaco aumentado dado por ¢ € R* : ¢ = [ ol ozl }T, pode-se
reescrever (3.21) como
r| —P(w) 0
4 0 P(wit1)

e (3.14), com B(w;) = 0, como

<0 (3.22)

[ A(w) -I]p=0. (3.23)

A partir desse ponto, seguindo-se os mesmos passos usados na prova da Proposicao 3.1,
porém considerando (3.22)-(3.23) ao invés de (3.9)-(3.10), pode-se facilmente completar
essa prova. [

3.2.2 Analise em Malha Fechada

A seguir, duas abordagens para a analise de estabilidade de sistemas fuzzy T-S em
malha fechada sao apresentadas. Diferentemente do que foi apresentado na secao ante-
rior, para sistemas com incertezas variantes no tempo, a estabilidade dos sistema fuzzy
T-S em malha fechada nao pode ser analisada utilizando-se formulagoes com a mesma
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quantidade de LMIs empregadas na andlise de estabilidade de sistemas em malha aberta.
Isso pois, a disponibilidade do parametro w, permite que leis de controle mais elaboradas,
implementadas de acordo com a técnica conhecida como PDC, sejam consideradas para
a estabilizagao dos sistemas fuzzy T-S. Por exemplo, considere (3.17), em que o referido
parametro é utilizado para ponderar os ganhos de realimentagao K;, previamente proje-
tados para cada subsistema. Sendo assim, a matriz K (w;) é recalculada a cada instante
de amostragem, e o produto de matrizes variantes no tempo, B(w;) K (w;), que aparece na
descricao do sistema em malha fechada, deve ser adequadamente tratado, por exemplo,
conforme apresentado na Proposi¢ao 3.5, a seguir. Outra opg¢ao, mostrada na Proposicao
3.6, é evitar esse produto. Para tal, ao invés do sistema (3.18)-(3.19), obtido ao se levar
(3.17) em (3.14), o desenvolvimento dessa proposigao considera essas tltimas equagoes
individualmente.

Abordagem Convencional

A partir da candidata a fungao de Lyapunov (3.20), do sistema em malha fechada,
descrito em (3.18)-(3.19), e de um bloco de variaveis de folga, utiliza-se o Lema de Finsler
para formular o conjunto de LMIs apresentado na proposi¢ao a seguir. O produto de
matrizes variantes no tempo, que aparece em (3.19), é tratado conforme indicado em
[TWO01, Cap. 2].

Proposicao 3.5. Se existirem matrizes simétricas e definidas positivas P; € R™*", ¢ =

1,..., N e matrizes X1 € R"™"™ e Xo € R"", tais que as sequintes LMIs sejam verificadas
coooon | —05(P+ Py) + XAy + ALXT  —Xy + ALXT

i0=1,...,N
{ i B2

com Aij = 0.5(A; + B;K; + A; + B;K;), entao o sistema fuzzy T-S discreto no tempo,
dado por (3.18)-(3.19), é assintoticamente estdvel.

Demonstracao. Claramente, o requisito P; > 0 assegura a positividade da candidata a
funcao de Lyapunov (3.20). Para ser considerada uma func¢ao de Lyapunov e assim assegu-
rar a estabilidade assintética do sistema considerado, ainda ¢é necessério verificar (3.21).
Para tal, considerando um espaco aumentado dado por ¢ € R* : ¢ = [ ol ozl }T,
pode-se reescrever (3.21) como (3.22) e (3.18) como

~

[ A(w;) -I]¢=0. (3.25)

Dessa forma, por meio do Lema de Finsler, considerando (3.22), (3.25) e o bloco de
variaveis de folga X € R?*"*" composto por X; € R™" e X, € R™ " ¢ possivel obter

o —P(w;) + X1 A(w) + A(w)TXT =X, + A(w)"XT

f(wt) == « P(u}t+1) . X2 . X2T <0. (326)
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Para completar a prova, note que A(w;) pode ser escrita como!

N
wz A +sz zzwz(t)K

w?(t) (A; + BK;) +2zzw, Yw;(t) 0.5(A; + BiK; + A; + BjK))

1 i=1 j=i+1

Mz

Awy) =

.
Il

[
Mz

.
Il

N
Z Oj Z wl )u)j(t) 05(AZ + BZK] + Aj + BjKZ) .

1 j=1

Il
Mz

7

Além disso, por conveniéncia, pode-se reescrever P(w;) como

w) =D _wiOP=3 3 (2= 0T wilt)ws(t) 0.5(P+ Fy) - (3.27)

i=1 j=i
Sendo assim, (3.26) pode ser recuperada de (3.24), bastando fazer

N N

Flw) =YD (2= 0 wlt + 1) wi(t) wy(t) F(i, j, ) . O

(=1 i=1 j=1

Observacao 3.1. Note que, também ¢é matematicamente correto analisar a estabilidade
de um sistema fuzzy T-S em malha fechada aplicando-se condi¢oes desenvolvidas para
andlise de sistemas em malha aberta aos N(N + 1)/2 vértices dados por

i=1,...,N

j=i,...,N. (3.28)

Ay =05(A; + B,K;+ A, + B;K);) {
Isso porque esse politopo é capaz de limitar todas as combinagoes convexas que podem
advir de sistemas descritos por (3.18)-(3.19). Isto é, o produto de matrizes variantes no
tempo, que aparece em (3.19), pode ser tratado previamente a utilizagdo de uma condigao
para analise de sistemas em malha aberta, ou implicitamente, por uma condicao dedicada
a analise de sistemas em malha fechada, por exemplo, conforme mostrado nessa ultima
proposicao. No caso particular em que essas condicoes sejam obtidas a partir de uma
candidata a funcao de Lyapunov invariante no tempo, ou seja, com matrizes de Lyapunov
fixas, pode-se mostrar facilmente que essas duas formas de se analisar a estabilidade de
um sistema fuzzy T-S em malha fechada sao equivalentes.

No entanto, é importante ressaltar que, caso se esteja trabalhando com condigoes para
analise de estabilidade de sistemas fuzzy T-S obtidas a partir de uma candidata a funcao
de Lyapunov dependente de parametros, como se faz nesta secao, as opgoes para analise
de estabilidade de sistemas em malha fechada mencionadas no paragrafo anterior nao sao
equivalentes. Por exemplo, a possibilidade de se escrever P(w;) conforme (3.27) permite
que a mesma seja considerada na Proposicao 3.5 apenas por meio das matrizes P, € R™*™
i=1,...,N. Caso a Proposigao 3.4 fosse aplicada ao politopo (3.28), a quantidade de
matrizes P; € R"*" utilizadas para a consideragao de P(w;), acompanharia o nimero de

'Defina 0°=1e 0" =0, r € N*.
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vértices do politopo, ou seja, N(N + 1)/2. Conforme o estudo de complexidade numérica
apresentado mais adiante, essa diferenca pode se refletir em uma significativa variagao no
esforco computacional necessario para se analisar a estabilidade de sistemas fuzzy T-S em
malha fechada.

Além disso, nao é possivel derivar uma condicao de sintese a partir do conjunto de
LMIs obtido com esse método para analise de estabilidade de sistemas fuzzy T-S em malha
fechada. Ja a partir da Proposigao 3.5, isso é possivel, conforme mostrado na Subsegao
3.2.3.

Abordagem Alternativa

Uma nova condicao convexa para andlise de estabilidade de sistema em malha fechada
é apresentada a seguir. Apesar de basear-se na mesma candidata a fungao de Lyapunov
considerada no desenvolvimento anterior, essa nova condi¢cao pode levar a deteccao de
diferentes conjuntos de sistemas estaveis. Isso pode ocorrer pois, conforme introduzido
em [LLO08], o desenvolvimento dessa proposi¢ao considera o sistema em malha fechada
utilizando, individualmente, (3.14) e (3.17). Isso evita o produto de matrizes variantes no
tempo, que ocorre ao se considerar esse mesmo sistema por meio da descrigao (3.18)-(3.19).
Note que essa tltima pode ser obtida apenas levando-se (3.17) em (3.14). Mostra-se que,
em relagao a condigoes correspondentes, obtidas por abordagens tradicionais, esse método
alternativo pode levar a formulagoes que, em muitos casos, sao menos conservadoras e
computacionalmente menos complexas. Pois, as condi¢oes obtidas dessa forma utilizam
uma quantidade significativamente menor de LMIs, apesar de uma maior quantidade de
variaveis. Em relagdo ao desenvolvimento proposto em [LLO08], a diferenca é que aqui, ao
invés da soma de equagoes nulas, o Lema de Finsler é utilizado para formular o conjunto
de LMIs cuja factibilidade deve ser testada. Sendo assim, ao se estender essa abordagem,
por meio da consideragao de fungoes ou funcionais de Lyapunov mais elaborados, pode-se
ter, como caso particular, a condicao para analise de estabilidade proposta no trabalho
referenciado.

Proposicao 3.6. Se existirem matrizes simétricas e definidas positivas P; € R™", i =
1, .. .,N e matrizes Xy, € Rnxm; Xg € Rnxn’ X9 € Rmxm’ Xoy € Rmxn; X31 c Rnxm;
X3o € R™" tais que as sequintes LMIs sejam verificadas

—P+ X1 K; + X104, + KF XL + ATXT
F(i,j) = *
*
—X11 + X1oB; + K XT, + AT X,
—Xo1 + X2 B; — X2Tl + B?Xég
*
— X2 + KiTXgl + A?X?Eg
Xy — XTI 4+ BTXL | <0, di,j=1,...,N (3.29)

P; — X359 — XL

entao o sistema fuzzy T-S discreto no tempo, dado por (3.18)-(3.19), é assintoticamente
estavel.
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Demonstracao. Claramente, o requisito P; > 0 assegura a positividade da candidata
a fungao de Lyapunov (3.20). Para ser considerada uma funcao de Lyapunov e assim
assegurar a estabilidade assintética do sistema considerado, ainda é necessario verifi-

car (3.21). Para tal, considerando um espaco aumentado dado por ¢ € R*™™ : o =

T
[ 2] ul 2., ], pode-se reescrever (3.21) como

@7 0 0 0 ©<0 (3.30)
0 0 P(wt+1)

e agrupar (3.14) e (3.17) em

Kw) -1 0

Alor) Blay —1 |70 (3.31)

Dessa forma, por meio do Lema de Finsler, considerando (3.30), (3.31) e o bloco de
varidveis de folga X € R?"*mXn+m composto por X;; € R X5 € R™" X, € R™X™,
Xop € R™ X317 € R™™ e X35 € R™™™, é possivel obter

—P(wt) + XUK(wt) -+ X12A(wt) + K(wt)TXﬂ -+ A(wt)TXsz
f(wt) = *
*
—X11 + XlgB(wt) -+ K(wt)TXgl + A(u)t)Tng
—X21 —|— XQQB(wt) — X2Tl —|— B(u}t)TX2T2
*
— X1 + K (w)" X5, + Aw)" X5,
P(wir) — Xz2 — ng

Completando a prova, note que (3.32) pode ser recuperada de (3.29), bastando fazer

Flwy) = Z ‘ wi(t + 1) w;(t) F(i, ) O

7=1 =1

Observacao 3.2. Note que, apesar de ser uma op¢ao mais restrita, também é matema-
ticamente possivel assegurar a estabilidade de um sistema fuzzy T-S por meio da lei de
controle (3.3), que utiliza um tnico ganho K. Nesse caso, nao ha diferengas algébricas
entre os sistemas fuzzy T-S e os sistemas lineares com incertezas politopicas variantes
no tempo, e quaisquer formulagoes desenvolvidas para esses ultimos, por exemplo, as da
Secao 3.1, passam a ser aplicaveis aos primeiros.

Complexidade Numérica

Conforme apresentado na Se¢ao 1.4, as complexidades numéricas das condigoes apre-
sentadas neste capitulo podem ser determinadas pela quantidade de varidveis escalares,
IC, e o nimero de linhas nas LMIs, £, envolvidas nos problemas de otimizagao que as mes-
mas representam. Em sequéncia, apresentam-se os valores de K e £ associados aos testes
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de factibilidade formulados nas Proposigoes 3.5 e 3.6. Além disso, esses valores também
sao investigados para o caso em que a Proposicao 3.4 é utilizada conforme indicado na
Observacao 3.1. Ou seja, para o caso em que uma condicao desenvolvida para analise de
sistemas em malha aberta é aplicada ao politopo que limita as possiveis variagoes de um
sistema em malha fechada, descrito por (3.28).

Nesse ultimo caso, dentre as situacoes consideradas, pode-se identificar a complexidade
computacional mais elevada, com K34 = 0.25(n* + n)N? + 0.25(n* + n)N + 2n? e L34 =
0.5nN*+nN3+nN2+0.5nN. Em relacao as condicoes dedicadas & analise de sistemas em
malha fechada, é possivel observar que a condicao apresentada na Proposicao 3.5 utiliza
uma menor quantidade de variaveis escalares do que a condicao formulada na Proposicao
3.6, ao passo que a segunda possui uma menor quantidade de linhas em suas LMIs do que
a primeira. Pois K35 = 0.5(n* + n)N + 2n? e K36 = 0.5(n? + n)N + 2n% + m? + 3nm,
e as quantidades de linhas nas LMIs sao dadas por L35 = nN? + nN? +nN e L34 =
(2n +m)N? +nN.

Note que, dentre as formas de se analisar a estabilidade de sistemas fuzzy T-S em malha
fechada apresentadas nesta secao, em que todas as condigoes baseiam-se na candidata a
funcao de Lyapunov dependente de parametros (3.20), a utilizacao da condigao formulada
na Proposicao 3.4, conforme indicado na Observagao 3.1, resultara sempre em um custo
computacional mais elevado. Visto que K34 > K36 > K35 € L34 > L35 > L34. Ja em
relacao as condigoes dedicadas a andlise de sistemas em malha fechada, formuladas nas
Proposic¢oes 3.5 e 3.6, ao se utilizar o SeDuMi, pode-se afirmar que a primeira tem um
maior custo computacional para qualquer sistema com N >4 en > m.

3.2.3 Sintese de Ganhos para Realimentacao de Estados

A seguir sao apresentadas trés abordagens para sintese de controladores baseados em
PDC. Pode-se dizer que, assim como para a analise de estabilidade, as condi¢oes desen-
volvidas baseiam-se na mesma candidata a fungao de Lyapunov, no caso, (3.20). O desen-
volvimento da primeira condicao segue passos relativamente convencionais, usados para
obtencao de formulagoes convexas destinadas ao projeto de ganhos para realimentacao de
estados. A segunda condicao é obtida de forma bastante direta, a partir da condicao para
andlise de estabilidade em malha fechada formulada na Proposicao 3.6. Porém, mostra-
se, por meio de um exemplo numérico, que essa ultima pode levar a resultados muito
conservadores em relagao as outras abordagens. Motivada pela investigagao que indica os
inconvenientes que possivelmente explicam esse fato, a terceira abordagem é desenvolvida.
O exemplo mencionado mostra também que essa tltima pode levar a resultados menos
conservadores em relacao aos obtidos com a aplicacao das demais. Até o momento, essa
técnica parece nunca ter sido utilizada por outros autores.

Abordagem Convencional

A partir da condigdo para andlise de estabilidade em malha fechada formulada na
Proposicao 3.5, apresenta-se a seguir uma condicao convexa para sintese de ganhos para

realimentacao de estados, a serem utilizados por controladores baseados na técnica conhe-
cida como PDC.
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Proposicao 3.7. Se existirem matrizes simétricas e definidas positivas P; € R™™ e
matrizes Xo € R™" e W, € R™", ¢ = 1,..., N, tais que as sequintes LMIs sejam
verificadas

4&B+m(MW%HWW+&%+&MW<O{@hﬂWWN

* Py — X, — X7 j=i,...,N (3.33)

entao o sistema fuzzy T-S discreto no tempo, dado por (3.14)-(3.16), é assintoticamente
estavel quando sugeito a lei de controle (3.17) com

Ky =W;(X3)™.
Demonstragao. Observe que, se o sistema (3.18) é estdvel com

N N

i=1 j=t

entao esse mesmo sistema é estavel com (3.19). Sendo assim, (3.33) pode ser obtida por
meio das seguintes manipulagoes em (3.24):

e substitui-se Aij por 0.5(A; + B;K; + A; + B;K;)" ;
e impoe-se X; =0 ;

e faz-se a substituicao de variavel W; = K,-XQT O

Abordagem Alternativa

Uma nova condi¢ao convexa para sintese de controladores é apresentada na proxima
proposicao. O conjunto de LMIs apresentado ¢ obtido de forma bastante elementar, a
partir das condicoes formuladas na Proposicao 3.6, por meio de manipulagoes bastante
usuais.

Proposicao 3.8. Se existirem matrizes simétricas e definidas positivas P; € R™™ e
matrizes X9 € Rnxn; Xo1 € Rmxm; Xog € Rmxn; Xz e R e W, € Rmxn’ 1=1,.. .,N,
tais que as sequintes LMIs sejam verificadas

— P+ X19A; + ATXT X192B; + W + AT X7, — X1 + AT XD
* —X21 + XQQBi — X2Tl -+ BZTX2T2 —X22 -+ BZTX3T2 < 0,
* * P] — X32 — X3T2

i,j=1,...,N (3.34)

entao o sistema fuzzy T-S discreto no tempo, dado por (3.14)-(3.16), é assintoticamente
estavel quando sugeito a lei de controle (3.17) com

K; = X5,'W; .

Demonstracao. Conforme mencionado, a proposicao em questao pode ser derivada, de
forma bastante direta, a partir da condicao para andlise de estabilidade de sistemas em
malha fechada apresentada na Proposicao 3.6. Para tal, note que (3.34) pode ser obtida
apenas impondo-se X717 = X3; = 0 e utilizando-se a substituicao de variavel W; = Xq, K;
em (3.29). O
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Observacao 3.3. Apesar de ser facilmente obtida a partir da Proposicao 3.6, a condicao
para sintese de controladores formulada na Proposicao 3.8 parece nao ter um valor pratico,
levando, em todos os testes realizados, a resultados bastante conservadores. A razao disso
pode estar nos inconvenientes indicados a seguir. Note que, em (3.29), os produtos que
envolvem as varidveis K; sao X1 K;, K X{,, K'X], e KI' X1 . Porém, para a obtencio
de uma condicao convexa de sintese, deve-se, obrigatoriamente, impor X;; = X3, = 0.
Visto que essas ultimas sao matrizes de dimensoes n X m e, dessa forma, nao permitem
que os ganhos K; sejam obtidos posteriormente a linearizacoes do tipo W; = X1 K; ou
W; = X3 K;, pois nao podem ser invertidas. Nesse caso, resta apenas a opcao de se
linearizar a condigao de sintese utilizando-se a substituicao de variaveis W; = Xq K.
Além disso, note que X9, € R™*™. Como, na grande maioria dos casos, m < n, esse
fato parece restringir bastante a possibilidade de solugao das LMIs em (3.34), sendo uma
das possiveis causas do conservadorismo observado. Situacoes semelhantes acontecem ao
se utilizar esse método a partir de condigcoes para analise em malha fechada baseadas
em candidatas a funcao de Lyapunov mais elaboradas. Nesses casos, a substituicao de
variaveis pode nao estar restrita a uma unica possibilidade, mas as variaveis K; sempre
estarao envolvidas em produtos com varidveis de dimensoes m x m.

Essas afirmacoes podem ser verificadas no Exemplo 3.1, para o conjunto de sistemas
considerado. Além disso, é possivel observar que, em [LLO8], uma condi¢ao de sintese
poderia ser obtida utilizando-se a técnica em questao, a partir da condi¢cao para andlise
de estabilidade em malha fechada apresentada no referido trabalho. Ao invés disso, os
autores optam por utilizar técnicas muito mais elaboradas para esse fim, o que reforca a
argumentacao aqui realizada.

Abordagem Proposta

Com a motivacao de evitar os inconvenientes apontados na Observacao 3.3, a condicao
formulada a seguir é obtida de forma diferente em relacao ao que usualmente se encontra
na literatura. Além da substituicio de A(w,) por A(w;)T em (3.18), baseada no fato de
que se a segunda matriz compoe um sistema estavel, o mesmo acontece com a primeira,
uma equacao adicional é considerada, relacionando os estados do sistema a uma variavel
instrumental. Sendo assim, em relagao ao uso da Proposicao 3.7, essa nova condigao pode
levar a deteccao de diferentes conjuntos de sistemas estabilizaveis. Outras diferencas sao
a significativa reducao do niimero LMIs e a maior quantidade de variaveis de folga.

Proposicao 3.9. Se existirem matrizes simétricas e definidas positivas P; € R™™ e
matrizes X1 € Rnxm; Xo € Rmxm; X3 € Rnxm’ Xzy € R e W, € Rmxn’ 1 =
1,..., N, tais que as sequintes LMIs sejam verificadas

—P,+ X Bl + BX], —Xu+ BX} BXL+ AXL
* — X — X4 X5 + W, <0,
* * P] — X32 — Xg;

i,j=1,...,N (3.35)

entao o sistema fuzzy T-S discreto no tempo, dado por (3.14)-(3.16), é assintoticamente
estavel quando sugeito a lei de controle (3.17) com

K = Wi(X$)™.
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Demonstracao. Note que, se o sistema
T = (Alw) + K(Wt)B(wt))Txt (3.36)

é assintoticamente estavel, entao o sistema (3.18)-(3.19) também o é. Sendo assim, utiliza-
se a varidvel instrumental v, = B(w;)?x, para reescrever (3.36) como

T = A(w) 2 + K(w) v, (3.37)
Considerando um espaco aumentado dado por ¢ € R?*™ . o = [ ol vl oxl, }T,
pode-se reescrever (3.21) como
T 0 0 0 ©<0

0 0 P(wt+1)
e agrupar a equagao que descreve o sinal instrumental e (3.37) em

B(w)T -1 0
Alw)?T K(w)? -1 |7

A partir desse ponto, seguindo-se passos similares aos da prova da Proposicao 3.6, consi-
derando X5 = 0, X2 = 0 no mesmo bloco de varidveis de folga X' € R2+mxntm origj
nalmente formado por X;; € R™™, X5, € R™" Xy € R™™ X9y € R™*", X3, € R™™
e X3 € R™" e fazendo-se a mudanca de variavel W, = Kng“z, pode-se obter (3.35). O

=0.

Observagao 3.4. E possivel verificar neste tltimo desenvolvimento que, ao se utilizar
a abordagem proposta, os produtos que envolvem as variaveis K; e variaveis de folga
inversiveis sao X1oK! e K;X1. Ou seja, em relacio ao desenvolvimento da Proposicio
3.8, comentado na Observagao 3.3, existem agora mais opgoes para se obter uma condigao
de sintese, inclusive com a possibilidade de se fazer linearizacoes do tipo X5 = 1X39, com
0 <7 <1 (no caso da Proposicao 3.9, escolheu-se n = 0). Além disso, note que X5 e
X3o pertencem ao espago R™™, eliminando o inconveniente apontado na Observacao 3.3,
que relaciona o conservadorismo da condi¢ao formulada na Proposigao 3.8 as dimensoes
reduzidas da varidvel de folga utilizada em sua linearizacao. Esse mesmo inconveniente
parece ter sido semelhantemente evitado em [LLO8], porém, por meio de uma abordagem
matematicamente mais complexa do que a proposta na presente secao.

Complexidade Numérica

Conforme mencionado anteriormente, as complexidades numéricas das condigoes apre-
sentadas neste capitulo podem ser determinadas pela quantidade de varidveis escalares,
IC, e o numero de linhas nas LMIs, £, envolvidas nos problemas de otimizagao que as
mesmas representam. Os valores de K e £ associados aos testes de factibilidade propostos
nessa subsecao sao mostrados na Tabela 3.1.

Note que, as condicoes formuladas nas Proposicoes 3.8 e 3.9 apresentam uma com-
plexidade computacional muito semelhante, existindo apenas uma pequena diferenca na
quantidade de varidveis escalares utilizadas. Sendo assim, e por se mostrar mais impor-
tante, conforme exposto na Observacao 3.3, apenas a Proposicao 3.9 serd comparada com
a Proposicao 3.7. Dessa forma, ao se utilizar o SeDuMi, pode-se afirmar que a condicao
formulada na primeira tem um menor custo computacional para qualquer sistema com
N>3en=>=m.
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Tabela 3.1: Quantidade de varidveis escalares (K) e linhas (£) nas LMIs propostas

Proposicao K L
3.7 0.5(n*+2nm+n)N+n? nN3+nN? +nN
3.8 0.5(n*+2nm+n)N+2n*+m?*+nm  (2n+m)N?*+nN
3.9 0.5(n*+2nm+n)N+n*+m?*+2nm  (2n+m)N?*+nN

Exemplo

No exemplo a seguir, as condicoes de sintese formuladas nas Proposicoes 3.7, 3.8 ¢ 3.9
sao utilizadas para procurar regides em que sistemas dados por (3.14)-(3.16) possam ser
estabilizados por meio da lei de controle (3.17). Além disso, sabendo-se que também é ma-
tematicamente possivel assegurar a estabilidade desses sistemas por meio da lei de controle
(3.3), que utiliza um tnico ganho K, a condigao de sintese formulada na Proposic¢ao 3.3,
para sistemas com incertezas variantes no tempo, também é avaliada. Este exemplo foi
executado utilizando-se um processador AMD Phenom® 9500 Quad-Core, 2.21 GHz com
4 Gb de meméria RAM e o toolbor SeDuMi, desenvolvido para MATLAB®.

Exemplo 3.1 (Projeto de Ganhos para Realimentagao de Estados). Neste exemplo, as
condicoes para sintese de controladores propostas neste capitulo sao comparadas entre
si. Para formagao do conjunto de sistemas a ser avaliado, considere o sistema fuzzy T-S
discreto no tempo dado por (3.14)-(3.16), com N = 3, n = 2, m = 1 e as possiveis
variacoes de seus subsistemas, dados por

(105 |0
ABL=r1 051 —01]1 ]

[ 01 025 1
AlB=r] 015 —05 —0.5]

(12 075 | b
AlBls=r] 025 —08]05 ]

O objetivo é determinar regioes, no plano b x p, em que é possivel projetar ganhos
para estabilizagao dos sistemas considerados. A Figura 3.1 mostra, abaixo de cada curva,
as regioes obtidas com a utilizacdo das condigoes formuladas nas Proposigoes 3.3 (linha
em trago—ponto), 3.7 (linha pontilhada), 3.8 (linha tracejada) e 3.9 (linha sélida).

Como pode ser observado na Figura 3.1, a aplicacao da Proposicao 3.8 claramente
apresenta um resultado bastante inferior aos obtidos pelas demais abordagens, detectando
uma regiao de sistemas estabilizdveis muito reduzida em relacao as outras condicoes. A
Observacao 3.3, apresentada anteriormente, indica um dos possiveis motivos para esse
resultado.

Além disso, no caso em que se considera que a estabilizacao dos sistemas seja realizada
por meio da lei de controle (3.3), que utiliza um tnico ganho K, sempre projetado,
nesse exemplo, com a aplicacao da Proposicao 3.3, os resultados encontrados sao mais
conservadores do que os obtidos com as condigoes formuladas nas Proposigoes 3.7 e 3.9.
Isso justifica o uso mais elaborado da lei de controle (3.17), que pode ser implementada
de acordo com a técnica conhecida como PDC, em que o parametro w; é utilizado para
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Figura 3.1: Regioes em que os sistemas considerados podem ser estabilizados com as
Proposigoes 3.3 (linha em trago—ponto), 3.7 (linha pontilhada), 3.8 (linha tracejada) e 3.9
(linha sélida).

ponderar os N ganhos de realimentacao, projetados, por exemplo, com o uso das tltimas
proposicoes mencionadas.

Ainda observando a Figura 3.1, pode-se notar que as condi¢oes apresentadas nas Pro-
posicoes 3.7 e 3.9 nao sao equivalentes. Apesar de levemente complementares, as areas de
factibilidade determinadas por essas condigoes sao 8.28 e 9.21, respectivamente, para o
espago limitado por —2 < b < 13 e p > 0.5. Logo, a regiao identificada com a Proposi¢ao
3.9 é aproximadamente 11.3% maior do que a regiao detectada com a Proposicao 3.7.
Além disso, com auxilio da Tabela 3.1, pode-se observar que o problema de factibilidade
formulado na Proposi¢ao 3.9 é 50.63% numericamente menos complexo em relagao ao
formulado na Proposicao 3.7.

3.3 Conclusoes

Algumas abordagens utilizadas para o tratamento de problemas que envolvem a es-
tabilidade de sistemas com incertezas variantes no tempo e sistemas fuzzy T-S foram
comparadas nesse capitulo. A investigagao realizada baseou-se principalmente no Lema
de Finsler e em uma candidata a funcao de Lyapunov bastante simples, porém depen-
dente de parametro, procurando evidenciar, sem perda de generalidade, as diferencas e
semelhangas entre as manipulagoes algébricas associadas as caracteristicas dos tipos de
sistema estudados.

Como semelhanca entre os sistemas com incertezas variantes no tempo e os sistemas
fuzzy T-S, foi mostrado que, quando considerados em malha aberta, desenvolvimentos
isolados levam a condigoes para andlise de estabilidade que satisfazem aos dois tipos de
sistema. Por outro lado, apesar da possibilidade de se investigar a estabilidade em malha
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aberta desses dois tipos de sistema por meio de uma mesma condi¢ao, geralmente, o
mesmo nao acontece para o estudo da estabilidade em malha fechada e para a sintese
de controladores. Sendo assim, nos proximos capitulos deste trabalho, além da sintese
de controladores, apenas a estabilidade em malha fechada dos sistemas fuzzy T-S serd
considerada, caso contrario, recai-se em problemas de controle robusto, correndo-se o
risco de que resultados ja disponiveis na literatura sejam reinvestigados.

Foi observado que é matematicamente correto analisar a estabilidade de um sistema
fuzzy T-S em malha fechada aplicando-se condigoes desenvolvidas para andlise de siste-
mas em malha aberta a um politopo capaz de limitar todas as combinagoes convexas do
sistema em malha fechada. Porém, estudando-se a complexidade numérica desse método,
verificou-se que sua aplicacao pode nao ser interessante quando se utiliza condigoes obtidas
a partir de candidatas a funcao de Lyapunov dependentes de parametros. Por outro lado,
se a funcao de Lyapunov for considerada constante, condicoes baseadas na abordagem
conhecida como “estabilidade quadratica” podem ser recuperadas como casos especiais
de todas as proposicoes apresentadas. Nesse caso, conforme indicado na Observacao 3.1,
nao haveriam inconvenientes em se analisar a estabilidade de sistemas fuzzy T-S em malha
fechada utilizado-se o referido método.

Com ajuda do exemplo numérico apresentado, uma vez que nao ha impedimentos
matematicos para tal, o caso em que se considera a estabilizacao de sistemas fuzzy por
meio da lei de controle tradicionalmente utilizada no contexto de sistemas com incertezas
variantes no tempo, que emprega um unico ganho K, também foi estudado. Os resultados
encontrados foram mais conservadores do que os obtidos com o uso mais elaborado da lei
de controle implementada de acordo com a técnica conhecida como PDC, justificando sua
utilizagao nos demais capitulos deste trabalho.

Além dos estudos mencionados, uma nova técnica para elaboracao de condicoes con-
vexas destinadas a sintese de controladores fuzzy foi apresentada. Mostrou-se, por meio
de um exemplo numérico e com andlises de complexidade, que a mesma pode levar a
condicoes mais eficientes do que as obtidas por métodos convencionais, reduzindo tanto
o conservadorismo dos resultados como o custo computacional para obté-los. Ja para a
analise de estabilidade de sistema fuzzy T-S, foi mostrado que a combinacao do Lema
de Finsler com técnica para consideragao de sistemas em malha fechada, proposta em
[LLO8|, também pode levar & obtengao de condigoes convexas inéditas na literatura?, por
meio de um desenvolvimento matematico menos complexo do que o proposto nesta tltima
referéncia.

E importante ressaltar que varias das candidatas a funcao de Lyapunov disponiveis na
literatura podem ser utilizadas como base para estender as abordagens apresentadas nesse
capitulo. Além disso, utilizando-se os chamados funcionais de Lyapunov-Krasovskii, as
abordagens apresentadas podem ser ampliadas para o tratamento de sistemas com atraso
no tempo, conforme mostrado nos proximos capitulos.

2De acordo com a revisao bibliogrifica realizada para o presente trabalho.



Capitulo 4

Sistemas com Atraso Constante no
Tempo

Neste capitulo, algumas condi¢oes convexas, propostas originalmente no Capitulo 3,
sao estendidas para permitir a andlise de estabilidade e a sintese de controladores por rea-
limentagao de estados para sistemas fuzzy T-S discretos no tempo com atraso constante
nos estados. Tais condigoes sao obtidas a partir de um funcional de Lyapunov-Krasovskii
dependente de parametros, matrizes de folga e, no caso da condicao de sintese, uma
variavel instrumental. Em todos os casos, as condigoes sao formuladas como testes de fac-
tibilidade de um conjunto de LMIs, que podem ser resolvidos eficientemente, em tempo
polinomial, por softwares especializados. Mostra-se que as condigoes propostas englobam
formulagoes baseadas na abordagem conhecida como “estabilidade quadratica”. Além
disso, para a andlise de estabilidade, demonstra-se que uma condi¢gao publicada recen-
temente pode ser recuperada como caso particular das formulagoes apresentadas neste
capitulo. Ja para o caso da sintese de controladores, mostra-se com um exemplo numérico
que as condigoes propostas podem levar a resultados menos conservadores, porém comple-
mentares em relacao aos apresentados na publicacao mencionada anteriormente. Exem-
plos numéricos sao apresentados para demonstrar a eficiéncia das condigoes propostas,
ilustrando as referidas comparagoes. Alguns dos resultados apresentados neste capitulo
podem ser encontrados em [VLM10a].

4.1 Introducao

A partir de 1990, vérias abordagens de controle fuzzy foram propostas, estando aquelas
baseadas em modelos Takagi-Sugeno (T-S) dentre as mais relevantes e teis, principal-
mente pela facilidade advinda da representacao de sistemas nao-lineares pela ponderagao
de N sistemas lineares [TWO01]. Como visto na Secao 2.3, essa ¢ uma grande vantagem
dos modelos fuzzy T-S.

Recentemente, os modelos fuzzy T-S tém sido utilizados para representar sistemas nao-
lineares com atraso nos estados. Nesse caso, é possivel verificar que a maioria da literatura
estd dedicada a sistemas fuzzy continuos no tempo. Apesar disso, a importancia dos
modelos (fuzzy) discretos no tempo é inquestionavel, uma vez que esses estao diretamente
relacionados a implementagao de controladores digitais. Por exemplo, veja [LLO7], em que
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um controlador fuzzy é projetado a partir de dados amostrados. Além da relacao direta
com o controle digital, o dominio de tempo discreto é mais apropriado para lidar com
sistemas com atraso nos estados do que o dominio de tempo continuo. Visto que, no
primeiro caso, apenas um numero finito de estados em atraso precisa ser armazenado,
enquanto no ultimo, conjecturas mais elaboradas precisam ser utilizadas, caso contrario
a quantidade de dados a ser armazenada seria infinita.

Diferentes abordagens tém sido empregadas para lidar com sistemas fuzzy com atraso
nos estados. Duas delas sdo a que utiliza funcionais de Lyapunov-Krasovskii (L-K) e a
que utiliza funcionais de Lyapunov-Razumikhin. Pela quantidade de trabalhos na lite-
ratura, a primeira parece ser mais utilizada. Provavelmente, a razao para isso estd no
fato de que varias condicoes convexas podem ser desenvolvidas empregando-se técnicas
de controle robusto ja consolidadas para analise de estabilidade, estabilizacao e especi-
ficacoes de desempenho para sistemas lineares variantes no tempo, como a garantia do
esfor¢o de controle por meio da norma H.,. Essas condigoes sao, em geral, classificadas
como dependentes ou independentes do atraso. No primeiro caso, nenhuma informacao a
respeito do atraso é considerada; ja no segundo, os sistemas sao analisados ou projetados
de acordo com essa caracteristica.

A maioria dos resultados baseados na abordagem que utiliza funcionais L-K sao obtidos
a partir de funcionais com matrizes constantes e independentes de parametros. Como
exemplo, considere [LL07], em que o sistema é continuo no tempo e o controlador é
digital, [TYZ09] e [LL09], para sistemas continuos no tempo com incertezas limitadas por
norma. Em [Wu08] e [ZLLO07], o controle baseado em observadores e o projeto de filtros
sao considerados para sistemas fuzzy discretos no tempo sujeitos a atrasos multiplos e
constantes. Erros de modelagem também sao abordados nessa ultima referéncia, além
do projeto de um filtro H,, a partir de um funcional L-K em que uma das matrizes é
constante e a outra depende do parametro que rege o comportamento do sistema. Um
funcional L-K difuso ¢ introduzido em [Wu06], para sistemas fuzzy discretos no tempo com
atraso constante nos estados, implicando na necessidade de se buscar por um parametro
€ para que os problemas de factibilidade apresentados sejam resolvidos.

Recentemente, uma investigacao sobre a estabilidade e o projeto de ganhos para reali-
mentagao de estados foi proposta em [LLO08|, para sistemas fuzzy T-S discretos no tempo
com atraso constante nos estados. Um funcional L-K com matrizes constantes é utili-
zado em conjunto com uma formulacao convexa, permitindo que matrizes de folga sejam
incluidas nas condicoes apresentadas. Para a sintese dos ganhos de realimentacao, a
abordagem proposta em [LL08| emprega uma técnica de manipulagao algébrica similar a
utilizada em [DBO01], para sistemas livres de atraso.

A principal contribuicao deste capitulo é a extensao das principais abordagens con-
vexas para analise de estabilidade e sintese de controladores propostas no Capitulo 3,
permitindo que sistemas fuzzy T-S com atraso nos estados sejam considerados. Primei-
ramente, os resultados publicados em [LLO0§|, obtidos com a andlise de estabilidade de
sistemas desse tipo, sao melhorados por meio das formulagoes desenvolvidas. Conforme
demonstrado matematicamente e por um exemplo numérico, as condicoes apresentadas
aqui podem reduzir significativamente o conservadorismo da abordagem proposta nesta
referéncia. Em relacao ao projeto de ganhos para realimentagao de estados, a utilizacao de
uma variavel instrumental, conforme proposto no capitulo anterior, permite a formulacao
de condigoes que levam a resultados complementares aos encontrados em [LLO08]. Por
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meio de um exemplo numérico, ilustra-se que, embora complementares, as regioes em que
os sistemas considerados podem ser estabilizados com as condigoes propostas aqui podem
ser maiores do que as regides detectadas com a condicao de sintese elaborada em [LLO0S].
Além disso, os desenvolvimentos relativamente simples das condig¢oes apresentadas neste
capitulo podem ser vistos como mais uma vantagem das mesmas. Basicamente, a partir
de um candidato a funcional L-K dependente de parametros, de equacoes que descrevem
o comportamento dos sistemas e de um bloco apropriado de variaveis de folga, utiliza-se
o Lema de Finsler para a formulacao dos conjuntos de LMIs apresentados.

Formulagoes baseadas na abordagem conhecida como “estabilidade quadréatica” (em
que as matrizes do funcional L-K sdo constantes) podem ser recuperadas como caso par-
ticular das condicoes propostas aqui. Nesse caso, o mesmo funcional L-K utilizado em
[LLO8] passa a ser considerado e as complexidades numéricas das condigdes compara-
das passam a ser muito semelhantes, destacando apenas as vantagens das manipulagoes
algébricas estendidas a partir da Secao 3.2 desta dissertacao. Vale dizer que, mesmo
no caso em que as matrizes sao consideradas variantes no tempo, o funcional L-K utili-
zado é mais simples do que outros encontrados recentemente na literatura. No entanto,
esses funcionais mais elaborados podem ser utilizados para estender novamente as abor-
dagens propostas aqui, por exemplo, conforme mostrado no Capitulo 5 deste trabalho. As
complexidades numéricas associadas aos problemas de factibilidade propostos e referen-
ciados, bem como algumas conclusoes baseadas nos resultados dos exemplos mencionados,
também sao apresentadas no presente capitulo.

4.2 Formulacao do Problema

Considere um sistema fuzzy discreto no tempo com estados atrasados, modelado com
a abordagem Takagi-Sugeno (T-S), em que a i-ésima regra é dada por (veja a Secao 2.3
para detalhes):

Regrai (i=1,...,N):
SE Zl(t) é Mil e--- ¢ Zp(t) é Mip s

ENTAO 1 = Ay + Agiwe—g + Biuy , t=0,1,... (4.1)

em que z;(t) é a j-ésima varidvel da premissa, a qual supoe-se ser dependente apenas dos
estados, de disturbios e/ou do tempo; M;; é o conjunto fuzzy; p é o nimero de varidveis
da premissa e N é o niumero de regras do modelo; x; € R™ é o vetor de estados; u; € R™
é o vetor de entradas; A; € R™", Ay € R™"™ e B; € R™™; d é a constante escalar que
representa o atraso no tempo. Cada equacao linear, representada por A;x;+ Agixi_ g+ Biuy,
que compoe a consequéncia de uma regra fuzzy, é chamada de “subsistema”.

Sendo assim, para um dado estado x;, pode-se inferir a dinamica do sistema como:

Tyl = A(wt)xt + Ad(wt>xt_d + B(wt)ut (42)
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em que w; € o vetor composto pelos elementos

p
2oy (Zj (t>>

_ =t

w,(t) =N (43)

H M5 (Zj (t))

i=1 j=1

com finr;(2(t)) representando o grau de pertinéncia da varidvel z;(t) em relagao ao
conjunto fuzzy M;;, i = 1,...,N, j = 1,...,p. Portanto, w;(t) € [0 1] ¥ i e o vetor

w; satisfaz
N
D wit) =1,
i=1

permitindo que se defina
N
[AlAg| B)(w) = > wi(t)[A]Aa| B); - (4.4)
i=1

Neste capitulo, considera-se a seguinte lei de controle

w = K(wy)my
- Z wi (1) K; (4.5)

em que K; € R™*" sao os ganhos de realimentacao que asseguram a estabilidade as-
sintética do sistema (4.2)-(4.4) para todo w;. Portanto, o sistema fuzzy T-S em malha
fechada, formado por (4.2)-(4.4) e (4.5), pode ser definido como

T = Alwy)my + Ag(wy)ze_g (4.6)

co1m

~

A(wy) = A(wy) + B(wy) K (wy) }

Aglwy) = Ag(wy) (4.7)

Dessa forma, o principal objetivo deste capitulo é apresentar condi¢oes convexas para
solucionar os seguintes problemas:

Problema 4.1 (Andlise de estabilidade em malha fechada). Dadas as matrizes K,
[A|A4|Bli, i =1,..., N, determinar se o sistema (4.6)-(4.7) é assintoticamente estdvel.

No caso em que nao se conhece as matrizes que constituem o controlador, um dos
objetivos fundamentais da teoria de controle é a determinacao das mesmas, de forma a se
obter um sistema estavel em malha fechada. Esse problema é formulado a seguir.

Problema 4.2 (Projeto do controlador). Dadas as matrizes [A|Aq4|B)i, determinar, se
possivel, os ganhos K;, i =1,..., N, de forma que o sistema (4.6)-(4.7) seja assintotica-
mente estdvel.
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O seguinte candidato a funcional de Lyapunov-Krasovskii é considerado neste capitulo

V(t) = Vi(w, t) + Va(wy, t) (4.8)

Viwi, t) = xf P(w), (4.9)
d

Va(we, t) = Z w1 S(wimi) e (4.10)

Este candidato a funcional L-K foi escolhido para que as condigoes propostas aqui possam
ser comparadas com as condi¢oes apresentadas em [LLO08|, onde um funcional similar foi
considerado. A diferenga entre (4.8)-(4.10) e o funcional utilizado em [LLO8] é que, nessa
referéncia, as matrizes P(w;) e S(w;) sdo consideradas constantes e independentes do
parametro wy, ou seja, P(w;) = P = PT e S(w;) = S = ST. Neste capitulo, uma versio
dependente de parametro é considerada com

P(w) = Zwi(t)Pi (4.11)

Slwy) = Zwi(t)Si , (4.12)

podendo reduzir o conservadorismo da abordagem apresentada em [LLOS].

4.3 Resultados Principais

Esta secao contém os principais resultados deste capitulo para ambos os casos, analise
de estabilidade e sintese de ganhos para realimentacao de estados, apresentando solucoes,
dessa forma, para os Problemas 4.1 e 4.2.

4.3.1 Analise de Estabilidade Assintdtica

Teorema 4.1. Se existirem matrizes simétricas e definidas positivas P, € R™", S; €
R™"™ ¢ =1,...,N e matrizes X1; € R, X5 € R™", X9 € R™" Xy € R™7,
X3 € R™™M X35 € R™" 0 Xy € R Xyo € R™™) tais que as sequintes LMIs sejam
verificadas

My My Mis KIX]) + ATX] — Xop
* Moy Mo Agngz — Xo»
* * M33 —X£ + BZTXZ; — X32
* * * Py — X1, — X

M(i, j,6) = <o,

i,j,l=1,...,N (4.13)
em que
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Mg = K X3 + AT X, + X12Aa

Mz = KI'X] + ATXE — X0 4+ X1B;
Moy = =Sy + AL XL + Xpp Ags

Mys = AL XL — Xo1 + X0y B;

Mas = - X1 + B XD — X1 + Xs,B;

entao o sistema fuzzy T-S discreto no tempo com estados atrasados, dado por (4.6)-(4.7),
¢ assintoticamente estavel.

Demonstracao. Claramente, o requisito P; > 0, S; > 0, ¢ = 1,..., N, assegura a posi-
tividade do funcional (4.8), formado por (4.9)-(4.12). Como visto no Capitulo 2, para
ser considerado um funcional de Lyapunov-Krasovskii e assim assegurar a estabilidade
assintética de (4.6), ainda é necessério que

AV (w,t) < 0. (4.14)
Para o cdlculo de (4.14), considere

AV (wy, t) = 93?+1P(wt+1)23t+1 — sz(wt)zt (4.15)

d d
AV (wy, t) = Z zf+1—i5(wt+l—i)xt+l—i - Z ff_is(wt—i)xt—i
i=1 i=1

d—1 d
=l S pu g — Y atSwri)w
j=0 i=1

d—1
= i S(wi)wr + Y ap ;S(wi )
j=1
d—1

— (Ig_dS(wt_d)xt_d + Z x?_is(wt—i>xt—i)

i=1
=2l S(wy)ay — ol 1S (wia)Ti_a - (4.16)
Assim, considerando (4.15) e (4.16), pode-se obter
AV (wi, ) = ol P(wir1)mer + 2] [S(wi) — Plwy)]ze — 71 3S(Wi—a)mi—a < 0 (4.17)
Considerando um espago aumentado dado por ¢ € R3"™ : o = [ ol ol ol xl }T,
pode-se reescrever (4.17) como

T 0 _S(wt—d) 0 0
0 0 o o |e<o (4.18)
0 0 0 Plws)
e agrupar (4.2) e (4.5) em
Kfw) 0 o0 o (4.19)
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Dessa forma, por meio do Lema de Finsler, considerando (4.18), (4.19) e o bloco de
varidveis de folga X € R3F™mxntm composto por X;; € R™™, X, € R™", X5, € R™™,
Xoy € Rnxn’ X3 € Rmxm’ Xag € Rmxn’ Xy e R™™ e Xyy € Rnxn’ é possivel obter

Mn(wt) M12(wt) M13(wt) K(Wt)TXAE + A(Wt)Tng — X2

_ * M22(wt) M23(wt) Ad(wt)Tng — X
M(wr) = * * Mz (wy) — XTI + B(w)T XL — X3 <0,
* * * P(wtﬂ) — XZ; — X42
(4.20)
em que
Mll(wt) = S(wt) — P(wt) + K(wt)TXifl + A(wt)TXIfQ —+ XllK(wt) + XlQA(wt)
Mis(wy) = K(w) T X3, + Aw) " XL + X2 A4(wy)
Mus(wy) = K(w)" X3, + A(w)" XL — X1 + X12B(wy)
Mgg(wt) = —S(wt_d) + Ad(wt)TXég + XQQAd(wt)
Mgg(wt) = Ad(wt)Tng — X21 + XQQB((Ut)
Mas(wy) = = X3, + B(w) ' Xy — Xa1 + Xs2B(w,) .

Completando a prova, note que (4.20) pode ser recuperada de (4.13), bastando fazer

N N N
ZZw (t = d) wj(t + 1) wi(t) M(i 5 0) - O
(=1 j=1 i=

Considerando que as matrizes do funcional (4.8)-(4.12) sejam independentes de wy,
a abordagem conhecida como “estabilidade quadrética”, frequentemente utilizada para
tratar sistemas livres de atraso, pode ser recuperada como caso particular do Teorema
4.1, levando ao corolédrio apresentado a seguir.

Corolario 4.1. Se existirem matrizes simétricas e definidas positivas P € R™", S &
R™™ e matrizes X11 € R™™, X5 € R Xy € R, Xy € R X3; € R™™,
X3p € R Xy € R™™ Xyp € R™ ™, tais que as sequintes LMIs sejam verificadas

My My, Mg KX} + AT X, — Xqo

~. * MQQ M23 ATzXT — X22 .
M(i) = ~ di=" 42 <0, =1,....,N 4.21
(Z) * * M33 —Xﬂ + BZTXZ; — X32 ! ( )
* * * P— XL — Xy
em que

My =8 —P+K'XL + ATXE + X1 K; + X104,
My = KFXE + ATXE + X154y

Mys = K'XE + AZ-TX?Q — X1 + X1.B;

Moy = =S + AL XL + Xy Ay,

Mas = AL X — Xo1 + X0 B,

Mss = —XL + BT XL — X3, + X3,B;

entao o sistema fuzzy T-S discreto no tempo com estados atrasados, dado por (4.6)-(4.7),
¢ assintoticamente estavel.
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Demonstracao. Note que, M(z) < 0 é uma condigao suficiente para M(i, j,¢) < 0, pois
se existirem P > 0 e S > 0 tais que (4.21) seja verificada, entao é sempre possivel verificar
(4.13) com P, =P, S; = S,i=1,...,N. Consequentemente, (4.21) também é suficiente
para (4.13). O

A condigao formulada no Corolario 4.1 é computacionalmente menos complexa que a
condicao apresentada no Teorema 4.1, ao custo de ser, em geral, mais conservadora.

Observacao 4.1. Vale mencionar que as condigoes formuladas no Teorema 4.1 e no
Corolario 4.1 levam a analises de estabilidade menos conservadoras do que as realizadas
com a condi¢ao em [LLO8|, conforme ilustrado na Subsecao 4.4. Note que, a condigao
apresentada no Corolédrio 4.1 pode ser simplificada de forma que o Teorema 1 de [LLOS|
seja obtido. Para tal, basta impor X,; = 0 e escolher X, = Pl Xy = P¥, X3, = PI,
X12:P7T,ngng,ngngTeX@:Pl%em (421)

4.3.2 Sintese de Ganhos para Realimentacao de Estados

Teorema 4.2. Se existirem matrizes simétricas e definidas positivas P; € R™", S; €
R™™ e matrizes X1 € R™™, X5 € R X371 € R™™ Xy € R Xy € R™,
W; e Rm*™ ¢ =1,..., N, tais que as sequintes LMIs sejam verificadas

S; — P+ B; XL, + X,uBI' B;X] BXL — X, BXIL+ AXL

* -5, — X9 AdiXZ; <0
* * _Xgl — X31 —Xﬂ + WZ ’
* * * P — X1, — X

i,jl=1,...,N (4.22)

entao o sistema fuzzy T-S discreto no tempo com estados atrasados, dado por (4.2)-(4.4),
¢ assintoticamente estdvel quando sujeito a lei de controle (4.5) com

Ky = Wi(x5)™ (4.23)

Demonstragio. Note que, se o sistema (4.6) ¢ assintoticamente estavel com A(w,)? e
fld(wt)T, entao o sistema original, com (4.7), também o é. Nesse caso, pode-se reconsiderar
(4.6) como

T = (A(w)" + K(w) " B(w) )z, + Ag(w) g . (4.24)

Entao, utiliza-se a varidvel instrumental v, = B(w;)?x, para reescrever (4.24) como
_ T T T
Tir1 = A(wt) X + K(wt) vy + Ad(wt) Ti—d - (425)

Considerando um espago aumentado dado por

T
T T T T } c ]R?m—i-m

‘P:[xt Ti_g Vi Ty )

pode-se reescrever (4.17) como (4.18) e agrupar as equacoes v; = B(w;)Tz; e (4.25) em

B(wt)T 0 ! 0

AT Agw)” K(w)? -1 |70
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A partir desse ponto, seguindo-se passos similares aos da prova do Teorema 4.1, consi-
derando X3 = Xy = X3 = 0 em um bloco de varidveis de folga formado por X;;,
1=1,...,4, 5 =1,...,2, de dimensoes adequadas, e fazendo-se a mudanca de variavel
W; = K; X1, pode-se obter (4.22). O

Similarmente a andalise de estabilidade, o Teorema 4.2 também pode ser simplificado,
permitindo que uma condigao de sintese baseada na abordagem quadratica seja recuperada
como caso particular de sua formulacao. Ou seja, o corolario apresentado a seguir pode
ser obtido apenas pela imposicao de P, = P, S; =5,i=1,..., N no Teorema 4.2. Nesse
caso, reduz-se o numero de LMIs a serem verificadas, uma vez que as matrizes P e S do
candidato a funcional L-K sao sempre as mesmas em relacao aos instantes t —d, t e t + 1.

Corolario 4.2. Se existirem matrizes simétricas e definidas positivas P € R™" S €
R™™ e matrizes X{; € Rnxm; X9 € Rnxm’ X3 € Rmxm; Xy € Rnxm; Xy € Rnxn;
W; e R™*™ ¢ =1,..., N, tais que as sequintes LMIs sejam verificadas

S—P+BXL+XuB' BX] BXL-Xn BX]+ AXL

* —S —X21 AdeZ; <0
* * - X5 — Xs — XL +W; '
* * * P— XL — Xy
i=1,...,N

entao o sistema fuzzy T-S discreto no tempo com estados atrasados, dado por (4.2)-(4.4),
¢ assintoticamente estdvel quando sujeito a lei de controle (4.5) com (4.23).

Observacao 4.2. Note que as condigoes propostas no Teorema 4.2 e no Corolario 4.2
sao obtidas de forma diferente em relacao ao que usualmente se encontra na literatura.
Por exemplo, em [LLO8, Teorema 2], a manipulacao algébrica é similar a apresentada em
[DBO01], para sistemas livres de atraso. Aqui, uma varidvel instrumental é utilizada para
representar o sinal B(w;)"x;, além da usual substituicio de A(w;) e Ag(w;) por A(w,)T e
Ag(wy)T em (4.6). Veja a Subseciio 3.2.3 para detalhes de desenvolvimento dessa técnica.
Conforme exemplo ilustrativo, apresentado na Secao 4.4, fica claro que as condigoes de
sintese propostas neste capitulo sao complementares em relacao a formulagao referenciada.

4.3.3 Complexidade Numérica

As complexidades numeéricas das condicoes apresentadas nesta secao podem ser de-
terminadas pela quantidade de variaveis escalares, I, e o nimero de linhas nas LMIs,
L, envolvidas nos problemas de otimizagao que as mesmas representam. Por exemplo,
utilizando-se o toolbor SeDuMi, o nimero de operagoes com ponto flutuante para solu-
cionar esses problemas é da ordem de K2£%/% + L7/2, veja [Stu99]. Os valores de K e £
associados aos testes de factibilidade propostos neste capitulo sao mostrados na Tabela
4.1.

A partir desses valores, é possivel notar que as complexidades numéricas das condigoes
propostas em [LLO8| sdo quase iguais as das condigoes formuladas nos coroldrios deste
capitulo, tanto para a analise de estabilidade quanto para a sintese de controladores.
Note que, em cada caso, o numero de linhas nas LMIs é o mesmo, ocorrendo apenas
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Tabela 4.1: Quantidade de varidveis escalares (K) e linhas (£) nas LMIs utilizadas

Condicao K L
Teorema 4.1 (n?+n)N+3n*+m?*+4nm  (3n+m)N>*+2nN
Coroldrio 4.1 4n2+m2+4nm+n (3n+m)N+2n

Teorema 1 de [LLOS] 4n*+m2+3nm+n (3n+m)N+2n

Teorema 6 de [CF00] n(n+1) nN? +nN + 2n
Teorema 4.2 (n®*+nm+n)N+n’4+m?+3nm  (3n+m)N*+2nN
Corolério 4.2 nmN+2n?+m?+3nm+n (3n+m)N+2n

Teorema 2 de [LLOS] nmN+5n>+m?+3nm-+n (3n+m)N+2n

uma pequena diferenca na quantidade de varidveis escalares. Por outro lado, os Teoremas
4.1 e 4.2 apresentam condi¢oes numericamente mais complexas em relacao as formuladas
em seus respectivos corolarios, porém podem levar a resultados menos conservadores,
conforme mostrado na préxima sec¢ao.

4.4 Exemplos

Dois exemplos sao dados nesta secao. No primeiro, a estabilidade assintotica de um
sistema fuzzy T-S é investigada dentro de um espaco de parametros R2*2. Mostra-se que
as condicoes apresentadas neste capitulo podem ser menos conservadoras do que outras
encontradas na literatura, com complexidades numéricas semelhantes. O Exemplo 4.2
ilustra o problema de estabilizacao por meio da lei de controle (4.5). Mostra-se que
as regioes de estabilizacao encontradas com as formulagoes propostas no Teorema 4.2 e
no Corolario 4.2 sao complementares em relagao as regioes identificadas com o Teorema
2 de [LLO08]. Todos os exemplos foram executados utilizando-se um processador AMD
Phenom® 9500 Quad-Core, 2.21 GHz com 4 Gb de memoéria RAM e o toolbor SeDuMi,
desenvolvido para MATLAB®.

Exemplo 4.1 (Anélise de Estabilidade Assintética). Neste exemplo, as condigbes para
analise de estabilidade assintética propostas neste capitulo sao comparadas com duas
outras encontradas na literatura: Teorema 6 de [CF00] e Teorema 1 de [LLO8]. Para tal,
considere o sistema fuzzy T-S discreto no tempo com estados atrasados dado por (4.1)-
(4.4), com N =3, n=2m=1, p=1, e subsistemas descritos pelas matrizes [A|A4|B];,
i=1,2,3

01 05 1] 01 0

0
AAaBL =1 051 01| —0.25 0‘1}

[ 0.1 025|025 0 1
AlAalBl. = | 0.15 —0.50.15 o‘—0.5]

a 0.751]0.19 0‘ b ]

[A|A4| B]s = 025 —0.8]0.06 005

Esse sistema foi investigado em [LLO8| para intervalos 0 < a < 1.6 e 0 < b < 1.8 em
que o suposto controlador fuzzy é dado por (4.5), com os ganhos K; calculados de forma
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que os autovalores de A; + B;K;, 1 = 1,2,3, sejam todos alocados em —0.5. Ou seja,
para cada par (a,b), um novo conjunto de ganhos K;, i = 1,2,3, é calculado usando-se a
férmula de Ackerman para que todos os polos sejam alocados em —0.5, veja [Che99] para
detalhes.

Aqui, o objetivo é detectar regides de estabilidade em um espaco de parametros a x b
mais amplo, limitado por —0.5 < a < 5.0e —0.5 < b < 3.5. A Figura 4.1 mostra as bordas
das regioes estéveis identificadas pelas condigoes propostas no Teorema 4.1 (linha sélida),
Corolario 4.1 (linha pontilhada), Teorema 6 de [CF00] (linha tracejada) e Teorema 1 de
[LLO8] (linha em trago—ponto).

35

Figura 4.1: Regioes de estabilidade detectadas pelo Teorema 4.1 (linha sélida), Corolario
4.1 (linha pontilhada), Teorema 6 de [CFO00] (linha tracejada) e Teorema 1 de [LLOS]
(linha em trago—ponto).

Como pode ser observado na Figura 4.1, as condigoes para analise de estabilidade
propostas aqui sao menos conservadoras do que as condigoes encontradas na literatura.
Vale mencionar que, mesmo apresentando um conservadorismo reduzido, o Corolario 4.1
possui uma complexidade numérica muito semelhante a do Teorema 1 de [LL0O8]. Também
pode-se observar que as regioes identificadas com o Teorema 6 de [CF00] e com o Teorema 1
de [LLO8| sao complementares entre si. Conforme mostrado na se¢ao anterior, esse iltimo
teorema pode ser recuperado como caso particular do Coroléario 4.1, que por sua vez pode
ser obtido com a simplificacdo do Teorema 4.1. Tal fato se reflete nos resultados deste
exemplo, visto que a regiao encontrada com o Teorema 1 de [LLO8] esta contida na regiao
identificada com o Corolario 4.1, que por sua vez é englobada pela regiao detectada com
Teorema 4.1. Nesse caso, fica claro que a utilizacao de funcionais de Lyapunov-Krasovskii
dependentes de parametros pode levar a resultados menos conservadores.

Exemplo 4.2 (Projeto de Ganhos para Realimentagao de Estados). Neste exemplo, as
condigdes de sintese propostas no Teorema 4.2, no Corolario 4.2 e no Teorema 2 de [LLO0S|
sao utilizadas para procurar regides em que sistemas dados por (4.2)-(4.4) possam ser
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estabilizados por meio da lei de controle (4.5). Para formacao do conjunto de sistemas
a ser avaliado, considere as possiveis variagoes de subsistemas compostos por [A|A4|B);,
1=1,2:

Ay B], = | 01188 028531 0.2826 04275 0

A7 103393 0.0819 | 0.7902 0.5022 | 0.9
a  0.2466 | 0.1521 0.3267 | b

(Al Adl Bz = [0.0270 0.6048‘0.7983 0.3879‘1.8}

As funcoes de pertinéncia que compoem as premissas das regras desses sistemas sao dadas
por

pany, (1 (1)) = e (10T
KMoy (xl(t)) = 6_:01@)2/4'5 :

O objetivo é determinar regioes, no plano a x b, em que é possivel projetar ganhos para
estabilizagao dos sistemas considerados. A Figura 4.2 mostra as bordas das regices obtidas
com a utilizagao das condigbes propostas no Teorema 4.2 (linha sélida), no Corolario 4.2
(linha pontilhada) e no Teorema 2 de [LLO08| (linha tracejada).

Note que as condigoes de sintese comparadas nao sao equivalentes, uma vez que di-
ferentes regioes de estabilizacao do espaco de parametros a x b sao detectadas. Apesar
de complementares, as dreas de factibilidade determinadas com a aplicacao do Teorema
4.2, do Corolario 4.2 e do Teorema 2 de [LLO08] sao 1.1651, 1.1598 e 0.8792, respecti-
vamente. Logo, as regioes identificadas com o Teorema 4.2 e com o Corolario 4.2 sao

aproximadamente 32.52% e 31.92% maiores do que a regiao detectada com o Teorema 2
de [LLOS].
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Figura 4.2: Regioes em que os sistemas considerados podem ser estabilizados com o
Teorema 4.2 (linha sélida), Corolario 4.2 (linha pontilhada) e Teorema 2 de [LLO0S8| (linha
tracejada).
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Com a = b = 0.9, a estabilizacao do sistema é factivel apenas por meio do Teorema 4.2.
Nesse caso, a partir dos ganhos obtidos com esse teorema, algumas simulacoes temporais
foram realizadas para o sistema em malha fechada. O controlador é dado por (4.5) com

Ky =[—05052 —0.4467 | K, = —0.3535 —0.2907 ] .

A Figura 4.3 apresenta os planos de fase das simulacoes realizadas. As condicoes
iniciais utilizadas, ro = [1.5 1.5]7 e o = [1.5 — 1.5]7 sdo marcadas com o simbolo X.
Duas simulagoes foram implementadas para cada condigao inicial, uma com d = 2 (linha
tracejada) e outra com d = 20 (linha sélida). Independentemente da condigdo inicial,
pode-se observar que o aumento no valor do atraso implica em mais oscilagoes do sistema
em malha fechada.

-1 —0t5 (3 IIO‘(5t)
Figura 4.3: Planos de fase para duas condigoes iniciais: rq = [1.5 1.5]T exq = [1.5 —1.5]7,
cada uma utilizada nas simulagoes para d = 2 (linha tracejada) e d = 20 (linha sélida).

4.5 Conclusoes

Nesse capitulo, resultados encontrados recentemente na literatura para analise de es-
tabilidade e sintese de ganhos para realimentacao de estados de sistema fuzzy T-S com
estados em atraso foram melhorados. As condi¢oes apresentadas aqui, estendidas a partir
de algumas abordagens propostas no Capitulo 3, foram obtidas a partir de um funcio-
nal de Lyapunov-Krasovskii dependente de parametros, matrizes de folga e, no caso da
condicao de sintese, uma variavel instrumental. Sendo assim, tais condi¢oes englobam for-
mulagoes baseadas na abordagem quadratica assim como, para a andlise de estabilidade,
a condigao publicada [LLO08|, conforme demonstrado analiticamente. J& para o caso da
sintese de controladores, as condi¢oes propostas podem levar a resultados complementares
em relagao aos encontrados com a formulacao proposta nesta mesma referéncia. Porém,
como mostrado por um dos exemplos numéricos, esses resultados podem ser menos conser-
vadores e obtidos com custo computacional muito semelhante, ilustrando a eficiéencia das
condicoes propostas. No proximo capitulo, as manipulacoes algébricas utilizadas aqui sao
novamente estendidas. Por meio de um candidato a funcional L-K mais elaborado, sao
obtidas formulagoes que permitem que o atraso seja variante no tempo.



Capitulo 5

Sistemas com Atraso Variante no
Tempo

Condicoes convexas para andlise de estabilidade e sintese de controladores por reali-
mentacao de estados para sistemas fuzzy T-S discretos no tempo com atraso variante nos
estados sao propostas neste capitulo. As condi¢oes dependem do intervalo de variacao
do atraso e sao obtidas a partir de um funcional de Lyapunov-Krasovskii dependente de
parametros. A técnica apresentada na Subsecao 2.4.5 é utilizada para expressar essas
condigoes sob forma de conjuntos de LMIs, permitindo também a inclusao de variaveis
de folga que tendem a reduzir o conservadorismo das mesmas. Dessa forma, por meio
de testes de factibilidade de um respectivo conjunto de LMIs, os problemas de andlise
de estabilidade e os de sintese de controladores podem ser resolvidos eficientemente, em
tempo polinomial, com ajuda de softwares especializados. Em alguns casos, utilizam-se
também as técnicas apresentadas nas Subsecoes 3.2.2 e 3.2.3. Para um conjunto de sis-
temas, mostra-se que essas abordagens levam a formulagoes computacionalmente menos
complexas em relacao as obtidas de forma convencional. Exemplos numéricos sao apre-
sentados para comparacao e demonstracao de eficiéncia das condigoes propostas. Os re-
sultados apresentados neste capitulo podem ser parcialmente encontrados em [VLM10b].

5.1 Introducao

Como visto na Segao 2.3, uma grande vantagem dos modelos fuzzy Takagi-Sugeno
(T-S) estd no fato de que os mesmos permitem a representacao de sistemas nao-lineares
por meio de uma combinagao convexa de sistemas lineares, chamados subsistemas. A
partir de 1990, varias abordagens de controle fuzzy foram propostas, estando aquelas
baseadas em modelos T-S dentre as mais relevantes e tteis, justamente pela facilidade ad-
vinda da representacao de sistemas nao-lineares pela ponderacao de N sistemas lineares
[TWO01]. Além disso, existem questoes relacionadas a sistemas fuzzy T-S sujeitos a atraso
no tempo que permanecem em aberto, especialmente quando se trata do desenvolvimento
de condicoes para andlise de estabilidade e sintese de controladores. Veja [Fen06] e re-
feréncias internas. Esforcos para se reduzir o conservadorismo e a complexidade numérica
dessas condigoes vem sendo realizados em diversas direcoes de pesquisa, incluindo o uso
de multiplas fungées de Lyapunov [MPAOQ9].

60
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Sabe-se que atrasos no tempo podem implicar na degradacao de desempenho ou mesmo
na instabilidade de alguns sistemas de controle. Conforme mencionado na Secao 2.2,
dentre as principais causas de atrasos no tempo estao as implementacoes de controle
digital e as caracteristicas intrinsecas do préprio sistema. Existem também situagoes
em que os atrasos sao intencionalmente introduzidos na acao de controle, facilitando a
obtencao de estabilidade em malha fechada [GKCO03, pdg. 3], como no caso em que se
deve estabilizar (ou rejeitar) vibragoes em estruturas mecanicas [DZ08].

Neste capitulo, utiliza-se a técnica de realimentagao de estados para estabilizacao de
sistemas fuzzy T-S discretos no tempo com atraso variante nos estados. A lei de controle
investigada utiliza os estados em atraso para aumentar sua flexibilidade, permitindo a
estabilizacao de uma maior quantidade de sistemas. Esse tipo de realimentacao adequa-
se muito bem a sistemas discretos no tempo, uma vez que apenas um numero finito
de estados em atraso precisa ser armazenado. Por outro lado, nao se pode aplicar esse
recurso a sistemas continuos no tempo sem o uso de conjecturas mais elaboradas. Vale
destacar que, caso os valores do atraso nao estejam disponiveis, é possivel simplificar a lei
de controle proposta, utilizando-se apenas a realimentacao dos estados atuais.

Os problemas de anélise de estabilidade e estabilizacao, por meio de condi¢oes conve-
xas, de sistema fuzzy T-S discretos no tempo sujeitos a atraso variante no tempo permane-
cem em aberto, mesmo sendo relevantes e frequentemente relacionados a aplicacoes atuais.
De forma alternativa ao que se encontra em grande parte da literatura, as condi¢oes pro-
postas neste capitulo sao obtidas a partir de um funcional de Lyapunov-Krasovskii (L-K)
dependente de parametro. Condicoes baseadas em um funcional constante e independente
de parametros foram apresentadas em [LL07], em que o sistema é continuo no tempo e
o controlador fuzzy é digital. Para sistemas fuzzy T-S continuos no tempo descritos
por subsistemas com incertezas limitadas em norma, considere [TYZ09] e [LL09]. Em
[Wu08] e [ZLLO7], a partir da abordagem quadratica, investiga-se o controle baseado em
observadores e o projeto de filtros para sistemas fuzzy T-S discretos no tempo sujeitos a
multiplos atrasos constantes. Um funcional de Lyapunov-Krasovskii difuso é apresentado
em [Wu06] para o tratamento de sistemas fuzzy discretos no tempo com atraso constante
nos estados. Em todos esses trabalhos, formulagoes convexas permitem resumir os proble-
mas mencionados em testes de factibilidade de um respectivo grupo de LMIs, permitindo
que tais problemas sejam resolvidos eficientemente, por meio de softwares especializados
[Stu99].

Quatro condigoes convexas para sistemas fuzzy T-S discretos no tempo com atraso
variante nos estados sao apresentadas: duas para analise de estabilidade assintotica e duas
para o projeto de controladores baseados em PDC. Todas elas dependem do intervalo de
variagao do atraso. Vale ressaltar que a inovagao das proposi¢oes nao esté no funcional L-
K utilizado, mas na manipulacao algébrica baseada nas técnicas apresentadas no Capitulo
3, principalmente na Secao 3.2. Verifica-se que as condigoes obtidas com essa abordagem
podem ser mais eficientes em relacao as condi¢oes convencionais, apresentando resultados
menos conservadores e um menor custo computacional. Em todos os casos, utiliza-se o
Lema de Finsler para expressar as condi¢oes propostas sob a forma de conjuntos de LMIs.
Além disso, condigbes quadraticas (em que as matrizes do funcional L-K sao constantes)
podem ser recuperadas como casos particulares das condi¢oes propostas. No presente
capitulo, apresentam-se também: as complexidades numéricas associadas aos problemas
de factibilidade propostos; alguns exemplos numéricos, nos quais as duas condigoes de
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analise e as duas condigoes de sintese sao comparadas entre si; e algumas conclusoes,
baseadas nos resultados desses exemplos.

5.2 Formulacao do Problema

Considere um sistema fuzzy discreto no tempo com atraso variante nos estados, mo-
delado com a abordagem Takagi-Sugeno (T-S), em que a i-ésima regra é dada por (veja
a Secao 2.3 para detalhes):

Regrai (i=1,...,N):
SE z1(t) é My e --- e zy(t) é My, ,
ENTAO Ti41 = Ail’t + Adixt_dt + Biut s t = 0, 1, c (51)

em que z;(t) é a j-ésima varidvel da premissa, a qual supoe-se ser dependente apenas dos
estados, de disturbios e/ou do tempo; M;; é o conjunto fuzzy; p é o nimero de varidveis
da premissa e N é o numero de regras do modelo; x; € R™ é o vetor de estados; u; € R™
é o vetor de entradas; A; € R™*", Ay € R™™ e B, € R™™; d; é a variavel escalar que
representa o atraso variante no tempo, limitado por

0<d<d <d<oo, (5.2)

com ¢ € N: 0 =d — d representando o intervalo de possivel variacao do atraso, d;. Cada
equacao linear, representada por A;x; + Agx,_g, + Biuy, que compoe a consequéncia de
uma regra fuzzy, é chamada de “subsistema’.

Sendo assim, para um dado estado x;, pode-se inferir a dinamica do sistema como:
Tir1 = A(wt)xt + Ad(wt)l't_dt + B(wt)ut (53)

em que w; € o vetor composto pelos elementos

| 2oy (Z](t>>
wilt) = —— (5.4)
H M5 (Zj (t))

i=1 j=1

P

com finr;(2(t)) representando o grau de pertinéncia da varidvel z;(t) em relagao ao
conjunto fuzzy M;;, i = 1,...,N, j = 1,...,p. Portanto, w;(t) € [0 1] ¥ i e o vetor

w; satisfaz
N
> wit) =1,
i=1

permitindo que se defina

[A]Aa| B](wr) = Zwi(t)[A\AdlB]i : (5.5)
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Neste capitulo, considera-se a seguinte lei de controle

Uy = K(wt)l’t + Kd(wt)xt_dt
N N
= Zwl(t)KZ Ty + sz(t)Kdz Tt—d, (56)
i=1 =1

em que [K|Ky); € R™*?" contém os ganhos de realimentacao que asseguram a estabilidade
assintética do sistema (5.3)-(5.5) para todo w;. Portanto, o sistema fuzzy T-S em malha
fechada, formado por (5.3)-(5.5) e (5.6), pode ser definido como

Tir1 = A(wt)xt -+ Ad(wt)l’t_dt (57)

co1m

~

AA(wt) = A(wi) + B(w) K (wy) }
Ag(w) = Ag(wr) + B(wy) Ka(wy)

Vale mencionar que, caso os valores do atraso d; nao estejam disponiveis, basta fazer
Ki(wy) = 0 em (5.6), recuperando uma lei de controle mais simples, frequentemente
considerada em sistemas controlados por realimentacao de estados: u; = K(w;)z;. Por
outro lado, se d; estiver disponivel, entao a possibilidade de se utilizar K(w;) e Ky(w;)
pode melhorar o desempenho do sistema em malha fechada. Isso é vidvel para sistemas
nos quais o atraso possa ser mensurado ou estimado, como em [SSJ04].

(5.8)

Dessa forma, o principal objetivo deste capitulo é apresentar condi¢oes convexas para
solucionar os seguintes problemas:

Problema 5.1 (Anélise de estabilidade em malha fechada). Dados 6 = d — d, conforme
definido em (5.2), e as matrizes [K|Kg4);, [A|Aa|Bli, i = 1,..., N, determinar se o sistema
(5.7)-(5.8) € assintoticamente estdvel.

No caso em que nao se conhece as matrizes que constituem o controlador, um dos
objetivos fundamentais da teoria de controle é a determinacao das mesmas, de forma a se
obter um sistema estavel em malha fechada. Esse problema ¢é formulado a seguir.

Problema 5.2 (Projeto do controlador). Dados § = d—d, conforme definido em (5.2), e
as matrizes [A|A4|B);, determinar, se possivel, os ganhos [K|Kgyl;, it =1,..., N, de forma
que o sistema (5.7)-(5.8) seja assintoticamente estdvel.

5.3 Resultados Principais

O desenvolvimento das condigoes convexas apresentadas nesta se¢ao, duas para andlise
de estabilidade e duas para sintese de controladores, baseia-se no seguinte candidato a
funcional de Lyapunov-Krasovskii

co1m
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Vo(wy, t) = xTQ(wj)xj , (5.11)

Vs (wy, t) = x?Q(wj)xj , (5.12)

0=2—d j=t+0—1

em que as matrizes P(w;) e Q(w;) podem assumir valores diferentes a cada instante ¢ e
sao definidas como

P(w) =) wihP, (5.13)
Qlwr) = Zwi(t)Qi : (5.14)

5.3.1 Analise de Estabilidade Assintotica

A seguir, duas condigbes convexas para analise de estabilidade assintética sao apresen-
tadas. Ambas utilizam o Lema de Finsler para a formulacao dos respectivos conjuntos de
LMTIs, sempre a partir do funcional L-K (5.9)-(5.14), de equagoes que regem o comporta-
mento do sistema e de um bloco apropriado de variaveis de folga. A diferenca na obtencao
dessas duas condigoes para analise de estabilidade esta principalmente nas equacoes consi-
deradas. Enquanto apenas (5.7) é utilizada no desenvolvimento da primeira condigao, no
desenvolvimento da segunda considera-se (5.3) e (5.6), conforme em [LLO8]. Adequando-
se a cada caso, as dimensoes dos blocos de variaveis de folga também sao diferentes. As
referidas condigoes sao respectivamente formalizadas nos Teoremas 5.1 e 5.2. Um exemplo
comparativo pode ser encontrado na Secao 5.4.

Teorema 5.1. Se existirem matrizes simétricas e definidas positivas P; € R™ ", Ql €
R™™ ™ ¢=1,...,N, matrizes X; € R"", Xy € R™" X3 € R"™"™ e um escalar 6 =d —d
conhecido, tais que as sequintes LMIs sejam verificadas
P+ XT+ X, My XT — X, Agij
M(i>j> Ea m) = * M22 _(Azj;Xg + X2Adij) < 0,
* * —(Qm —FAZl;ng—i—XgAd”)
1, m=1...,N
{ i—i.. N 15

em que

M12 = X2T - XlA”

May = 05((0+1)(Qi + Q) — (P + Py)) — ALX] — XoA;

Adij - 05(Adz —l— Bde] —l— Adj + B]Kdz) y
entdo o sistema fuzzy T-S discreto no tempo com atraso variante nos estados, dado por
(5.7)-(5.8), € assintoticamente estdvel.
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Demonstracao. Claramente, o requisito P, > 0, (); > 0, i = 1,..., N, assegura a posi-
tividade do funcional (5.9), formado por (5.10)-(5.14). Como visto no Capitulo 2, para
ser considerado um funcional de Lyapunov-Krasovskii e assim assegurar a estabilidade

assintética de (5.7), ainda é necessario que

AV (w,t) <0 . (5.16)
Para o célculo de (5.16), considere
AVi(wy, t) = 93?+1P(wt+1)1't+1 — 2l P(w)z, (5.17)
t t—1
AVp(wit) = D 2] Quz; — > 2] Quw;)x
J=t+1—dis1 j=t—d;

= Ty Q(wt)xt + Z LU?Q((Uj)LEj

j=t+1—di+1
t—1
— (LaQra)ra+ Y wTQy)x;) (5.18)
j=t+1—d;
1-d t t—1
AVs(wy, t Z ( Z TQ (wj)z; Z x?@(u@):c})
t=2-d j=t+{ j=t+e—1
1-d t—1 t—1
= (ZL’?Q(Q&)SL} + Z Jf?@((ﬂj)l‘j — Z :L’JTQ(wJ)x])
1=2—d j=t+¢ j=t+0—1
- 1-d t—1 t—1
= (d — d)a] Q(wy)x; + Z ( Z :L’?Q(wj)xj — Z :L{Q(w])x])
(=2—d j=t+¢ j=t+0—1
1-d
= 5ItTQ(Wt)$t - Z x?—i—é—l@(wt+£—1>xt+2—l
(=2—d
t—d
= 0zl Qw)wy — z Q(w;)z; - (5.19)
j=t+1—d
Observe que o segundo termo de (5.18) pode ser reescrito como
t—1 t—1 t—d
Z :Ef@(wj)xj = Z :E;-FQ(wj)xj + Z x?Q(wj):Ej
j=t+1—dit1 j=t+1—d j=t+1—di+1
t—1 t—d
< Z x]TQ(wj)xj + Z x]TQ(wj)xj : (5.20)
J=t+1—d; j=t+1-d
Usando (5.20) em (5.18), tem-se
t—d
AVy(wi,t) < 2] Qwi)mr — 7] 4, QWi—a)Ti—a, + Y 2] Qw)); . (5.21)

j=t+1-d



66 Capitulo 5. Sistemas com Atraso Variante no Tempo

Assim, considerando-se (5.17), (5.19) e (5.21), a seguinte limitagao para o valor maximo
de (5.16) pode ser obtida

AV (i 1) < 2y P(ween)Ten
+ 2 [0+ 1)Q(wr) — P(we)]
— 23 Q(Wi—g,)T—q, < 0. (5.22)

Considerando um espaco aumentado dado por ¢ € R3" : ¢ = [ aly xf al, }T, pode-

se reescrever (5.22) e (5.7), respectivamente, como

P(wt+1) 0 0
" 0 (0 + 1)Q(wy) — P(wy) 0 <0 (5.23)
0 0 —Q(wt_dt)
(1 Aw) —Aden) Jo=0, (5.21)

Dessa forma, por meio do Lema de Finsler, considerando (5.23), (5.24) e o bloco de
varidveis de folga X € R**" composto por X; € R™" X, € R™" ¢ X3 € R™¥" §
possivel obter

P(wi) + X+ X,
M(wy) = *
*
XF — X, A(wy)
(6 + DQ(wy) — Plwy) — A(w)"XT — XaA(wy)
*
XT — X, Aglwy)
—(Alw)" X3 + XoA4(wr)) <0. (5.25)
—(Qwi—a,) + Aa(w)" XT + X344(wr))

Completando a prova, note que (5.25) pode ser recuperada de (5.15), bastando fazer!

N

Mw)=> >3 > (2 07 wet + VD (t — dy) wi(t) w;(t) M(i, 4, 6,m) . O

(=1 m=1 i=1 j=i

Uma nova condigao convexa para analise de estabilidade assintdtica é apresentada no
teorema formulado a seguir. Apesar de basear-se no mesmo candidato a funcional [L-K
considerado no desenvolvimento anterior, essa nova condicao pode levar a deteccao de
diferentes conjuntos de sistemas estaveis. Isso pode ocorrer pois, similarmente ao que
foi apresentado na Subsecao 3.2.2, o desenvolvimento desse teorema considera o sistema
em malha fechada utilizando, individualmente, (5.3) e (5.6), ao invés de (5.7). Outras
diferencas em relacao ao Teorema 5.1 sao a significativa redugao do nimero de LMIs e a
maior quantidade de variaveis de folga.

!Defina 0° =1 e 0" = 0, » € N*. Veja a Subsecdo 3.2.2 para detalhes.
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Teorema 5.2. Se existirem matrizes simétricas e definidas positivas P, € R™", Q; €
R™"™ 4 = 1,..., N, matrizes X;; € R X, € R™" X € Rnxrri; X9y € R

X3 € R Xa9 € R™™ Xy € R Xy9 € R™™ e um escalar 0 = d — d conhecido,
tais que as sequintes LMIs sejam verificadas

My My Mg KIX{ + ATX ], — Xy

. y ’ TvT TvT _
o= | ¢ Me M LY |
* x  Msy —Xj + B Xjp — X
* * * Py — X1, — X
i l=1,....N (5.26)
em que

Mu — KZTX2Tl + AZTXQTQ + Xllei + X12Adi

Mis = KIXE + ATXE — X1y + X19B;

Map = —Q¢ + Ky X + AL X0 + Xo1 Kai + Xa2Aa;

Mos = KEXT + ALXT — X1 + X0y B,

My = —X3T1 + BiTXyz; — X1 + X3 B;
entao o sistema fuzzy T-S discreto no tempo com atraso variante nos estados, dado por
(5.7)-(5.8), € assintoticamente estdvel.

Demonstracao. Claramente, o requisito P, > 0, (); > 0, i = 1,..., N, assegura a posi-
tividade do funcional (5.9), formado por (5.10)-(5.14). Para ser considerado um funcio-
nal de Lyapunov-Krasovskii e assim assegurar a estabilidade assintética de (5.7), ainda

é necessario verificar (5.22). Para tal, considerando um espaco aumentado dado por

T
peRMm:p=1[al o, ul 2f, ], podese reescrever (5.22) como

(0 4+ 1)Q(wy) — P(wy) 0 0 0

T 0 —Q(Wt_dt) 0 0
© 0 0 0 0 <0 (5.27)
0 0 0 Plwisi)

e agrupar (5.3) e (5.6) em

K(w) Kg(w) -1 0

Alw)  Ag(wy) B(wy) —I p=0. (5.28)

Dessa forma, por meio do Lema de Finsler, considerando (5.27), (5.28) e o bloco de
variaveis de folga X € R3"F™mxn+m composto por X;; € R™™, X, € RV, Xy € R™™,
Xog € Rnxn’ X3 € Rmxm, X3 € Rmxn’ Xy e R e Xyg € Rnxn’ é possivel obter

Mll(wt) M12(wt) M13(wt) K(wt)TleTl + A(wt)Tng — Xi2

M(wp) = X Ma(wr) Mos(wr) Ka(wn)"X]) + Aaw) " XE — Xo <0
* * Mz (wr) —XT + B(w)TXL — X3,
* * * Plwi1) — X — X

(5.29)
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em que
Mu(wt) = (5 + 1)@(%) - P(Wt) + K(wt)TXlTl + A(Wt)TXg + XllK(wt) + X12A(Wt>
Mag(wy) = K(w)TXE + A(w) " XL + X1 Kg(w) + X12Aa(w;)
Mis(wy) = K(w)TXE + Alw)" XL — X1y + X12B(w,)
M22(wt) = —Q(wi—q,) + Kd(wt)TXng + Ad(wt)Tng + Xo1 Kg(w) + XaoAg(wy)
Mas(wy) = Kag(w)TXE + Ag(w)" XL — Xo1 + X2 B(w))
Mis(w) = =X + B(w)"XE — Xo1 4+ X32B(w)

Completando a prova, note que (5.29) pode ser recuperada de (5.26), bastando fazer

=357 vt — di)wy(t + 1) wilt) M(i, 4, 0) - B

(=1 j=1 i=1

Observacao 5.1. Os Teoremas 5.1 e 5.2 nao sao equivalentes. Baseando na realizagao de
alguns testes, pode-se dizer que o Teorema 5.2 tende a identificar conjuntos de sistemas
estaveis mais amplos do que aos obtidos com a aplicagao do Teorema 5.1. Porém, em
alguns casos, tais conjuntos sdo complementares (veja o Exemplo 5.1 na Segao 5.4).

5.3.2 Sintese de Ganhos para Realimentacao de Estados

A seguir sao apresentadas duas condigoes convexas para sintese de controladores ba-
seados em PDC. Pode-se dizer que, assim como para a analise de estabilidade, as condi¢oes
em questao baseiam-se no mesmo funcional L-K, no caso, (5.9)-(5.14). O desenvolvimento
da primeira condi¢ao segue passos relativamente convencionais, usados para obtencao de
formulagoes convexas destinadas ao projeto de ganhos para realimentacao de estados.
Veja [LMO8b], para o caso de sistemas com incertezas variantes no tempo. A segunda
condigao é desenvolvida com o auxilio de uma varidvel instrumental. Essa técnica é fun-
damentalmente a mesma apresentada na Subsecao 3.2.3, geralmente levando a resultados
menos conservadores em relacao aos obtidos com o uso da abordagem convencional. As
referidas condigoes sao respectivamente formalizadas nos Teoremas 5.3 e 5.4. Na Secao
5.4, pode-se encontrar um exemplo comparativo.

Teorema 5.3. Se existirem matrizes simétricas e definidas positivas P; € R™", Q; €
R™™  matrizes X; € R, W; € R e Wy € R™™, ¢ = 1,...,N, e um escalar
0 =d — d conhecido, tais que as sequintes LMIs sejam verificadas

n,lm=1,...,

- N
M(Z7]7£7m> = * M22 0 j:i,...,N

* * —Qm

P+ XT+ X, My Mg
<0, { (5.30)

em que

My = —05(X1(A] + A7) + W; Bl + W, B )
Mz = —0.5(X (A} + AL) + Wy Bl + Wy B))
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Moy = 0-5((5 +1)(Qi +Q;) — (P + Pj))

entdo o sistema fuzzy T-S discreto no tempo com atraso variante nos estados, dado por
(5.8)-(5.5), € assintoticamente estdvel quando sujeito a lei de controle (5.6) com

K =WHX{)™ e Ku=Wgu(X[)™.
Demonstragdo. Note que, se o sistema (5.7) é assintoticamente estavel com Alw)T e
Ag(wy)?, entao o sistema original, com (5.8), também o é. Sendo assim, a prova desse
teorema pode ser obtida por meio das seguintes manipulagoes em (5.15):

e substitui-se A;; por 0.5(A; + BiK; + A; + B;K;)T ;
e substitui-se Adij por 0.5(Ag + BiKg + Agj + BjKag)" ;
e impoe-se Xy = X3=0;
e fazem-se as substitui¢oes de varidveis W; = X, K! e Wy = X, K2 |
resultando em (5.30). O

Uma nova condi¢ao convexa para projeto de controladores é apresentada no teorema
a seguir. A principal diferenca em relacao ao desenvolvimento anterior é a consideracao
de uma nova equacgao, que relaciona os estados do sistema a uma variavel instrumental,
conforme introduzido na Secao 3.2. Por isso, essa nova condicao pode levar a deteccao de
diferentes conjuntos de sistemas estabilizaveis. Outras diferencas em relagao ao Teorema
5.3 sao a significativa reduc¢ao do nimero de LMIs e a maior quantidade de varidveis de
folga.

Teorema 5.4. Se existirem matrizes simétricas e definidas positivas P; € R™" @Q); €
Rnxn’ matrizes Xy, € Rnxm; X2 € Rnxm’ Xo € Rnxm’ X9 € Rnxm; X3 € Rmxm;
X3 € R™™ Xy € R™™, Xyp € R™™, X5 € RV, X5 € R, X3 € R™,
W, € Rm*" Wy € R™™, i =1,...,N, e um escalar 6 = d — d conhecido, tais que as
sequintes LMIs sejam verificadas

My /\2112 BiX3 — X1 BiX{y — Xu1 BiXdh + AiX

) x My B XL — Xy B XL —Xo BXL+AuXL
M(i,j, f) = * * —Xg; — X32 —Xgé — X31 —Xgé + Wz < 0,
* * * XL — Xy XL+ Wy
* * * * P — X1 — X3
i,j,0=1,...,N (5.31)
em que

.A;lm — BZX2TQ + XllBZ-T
Moy = —Qu + B; X5, + X B]

entdo o sistema fuzzy T-S discreto no tempo com atraso variante nos estados, dado por
(5.8)-(5.5), € assintoticamente estdvel quando sujeito a lei de controle (5.6) com

K =Wi(XL)™ e Kg=Wgu(X5)™".
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Demonstragio. Note que, se o sistema (5.7) é assintoticamente estavel com A(w)” e
Ag(w)?, entdo o sistema original, com (5.8), também o é. Nesse caso, pode-se reconsiderar
(5.7) como

Try1 = (A(w)" + K(w)" Blw) )z + (Aa(w)” + Ka(w)" Bw) )aea, . (5.32)
Entao, utiliza-se a varidvel instrumental v, = B(w;)?x, para reescrever (5.32) como
T = Alw) 2y + K(w) vy + Ag(w) g, + Kglw) v, (5.33)
Considerando um espago aumentado dado por
o=[af o, v vt, =l }T € R3H2m (5.34)

pode-se reescrever (5.22) como

(0 4+ 1)Q(wt) — P(wy) 0 00 0
0 —Q(wi—g,) 0 0 0
T 0 0 00 0 0 <0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 P(wy)

e agrupar as equagoes que descrevem os sinais instrumentais e (5.33) em

0 Bw) 0 1 0
B(wy)T 0 -1 0 0 |¢=0.
A(wt)T Ad(wt)T K(u}t)T Kd(u)t)T —1I

A partir desse ponto, seguindo-se passos similares aos da prova do Teorema 5.2, conside-
rando X3 = Xo3 = X33 = Xy3 = 0 em um bloco de varidveis de folga formado por Xj;,
1=1,...,5,5=1,...,3, de dimensoes adequadas, e fazendo-se as mudancas de variaveis
W, = K; X4 e Wy = Kg X%, pode-se obter (5.31). O

Observacao 5.2. Note que a condicao proposta no Teorema 5.4 é obtida de forma di-
ferente em relacdo ao que usualmente se encontra na literatura. Além da respectiva
substituicao de A(w;) e Ag(w;) por A(w)? e Ag(w)T em (5.7), baseada no fato de que
se o segundo par compoe um sistema estavel, o mesmo acontece com o primeiro, utiliza-
se uma variavel instrumental para representar os sinais B(w;)Tz; e B(wi) x4, Essa
técnica, publicada em [VLM10a], para sistemas com atrasos constantes no tempo, parece
nunca ter sido utilizada por outros autores, até o momento. Veja a Subsecao 3.2.3 para
detalhes de desenvolvimento da mesma.

Observacao 5.3. Note que, nos casos em que nao se conhece o valor do atraso, ou
seja, quando z;_4, nao estd disponivel para realimentacao, as condicoes propostas nos
Teoremas 5.3 e 5.4 podem ser usadas com Wy = 0,7 =1,..., N. Também ¢é importante
mencionar que, nesse caso, apesar de nao haver impedimentos para aplicacao do Teorema
5.4, tal situacao seria melhor aproveitada se uma nova condi¢ao, computacionalmente
menos complexa, fosse desenvolvida a partir do espaco aumentado ¢ € R3F™ : o =
[l al, vl oal ]T, ao invés de (5.34). Isso pode melhorar os resultados obtidos

pela abordagem proposta no Teorema 5.4, nos casos em que o atraso d; esta indisponivel.
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Vale mencionar que todos os teoremas apresentados nesse capitulo suportam o caso
em que o atraso dos sistemas pode ser considerado constante no tempo, ou seja, o = 0.
Além disso, caso se considere que as matrizes do funcional L-K (5.9)-(5.12) independem
de wy, a abordagem chamada “estabilidade quadratica”, frequentemente utilizada para in-
vestigagao de sistemas fuzzy sem atrasos no tempo, pode ser recuperada de (5.15), (5.26),
(5.30), e (5.31). Nesses casos particulares, as condi¢bes sdo numericamente menos com-
plexas do que as apresentadas aqui, mas ao custo de serem, em geral, mais conservadoras.

5.3.3 Complexidade Numérica

As complexidades numéricas das condicoes apresentadas aqui podem ser determinadas
pela quantidade de varidveis escalares, I, e o nimero de linhas nas LMIs, £, envolvidas
nos problemas de otimizacao que as mesmas representam. Por exemplo, utilizando-se
o toolbox SeDuMi, o numero de operagoes com ponto flutuante para solucionar esses
problemas é da ordem de K2L£%2 + L7/2 veja [Stu99]. Os valores de K e £ associados aos
testes de factibilidade propostos nesse capitulo sao mostrados na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Quantidade de varidveis escalares (K) e linhas (£) nas LMIs propostas

Teorema K L
1 (n?4+n)N+3n? 1.5nN14+1.5nN3+2n N
2 (n2+n) N+3n2+m?2+4nm (3n+m)N3+2nN
3 (n®4+2nm+n) N+n? 1.5nN44+1.5nN3+2nN
4 (n?+2mn+n)N+n?+4m?+6nm  (3n+2m)N3+2nN

Note que, ao se utilizar o SeDuMi, a condigao para andlise de estabilidade proposta
no Teorema 5.1 tem um custo computacional maior do que a condicao apresentada no
Teorema 5.2, para qualquer sistema com N > 3 e n > m. Ja em relagao as condicoes
para sintese de controladores, propostas nos Teoremas 5.3 e 5.4, pode-se afirmar que a
primeira tem um maior custo computacional para qualquer sistema com N > 4 en > m.

5.4 Exemplos

Dois exemplos sao dados nesta secao. O Exemplo 5.1 investiga a estabilidade as-
sintética de um sistema fuzzy T-S dentro de um espaco de parametros R?*2. Mostra-se
que a regiao de estabilidade detectada pela condi¢ao proposta no Teorema 5.2 é maior,
porém complementar, em relacao a regiao detectada com a aplicagao do Teorema 5.1. No
segundo exemplo, ilustra-se o problema de estabiliza¢ao por meio da lei de controle (5.6).
Todos os exemplos foram executados utilizando-se um processador AMD Phenom® 9500
Quad-Core, 2.21 GHz com 4 Gb de memoéria RAM e o toolbor SeDuMi, desenvolvido para
MATLAB®.

Exemplo 5.1 (Anédlise de Estabilidade Assintética). Neste exemplo, as condigbes para
analise de estabilidade assintética propostas neste capitulo sao comparadas entre si. Para
tal, considere o sistema fuzzy T-S discreto no tempo com atraso variante nos estados dado
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por (5.1)-(5.5), com N =3, n =2, m =1, p=1, e subsistemas descritos pelas matrizes
V; = [A|Ay|B);, i = 1,2, 3:

¢ 05 ] 01 0]0

Vi= | 051 —0.1|—0.25 0‘1] (5.35)
(01 025]025 0] 1

Ve= | 0.15 —0.5|0.15 0‘—0.5] (5:36)
[ a 0751019 0 b

Ve = | 0.25 —0.80.06 0‘0.5} (5:37)

Esse sistema foi investigado em [LLO08] para atrasos constantes no tempo, ¢ = 0.1 e
intervalos 0 < a < 1.6 e 0 < b < 1.8 em que o suposto controlador fuzzy é dado por
(5.6), com Ky = 0 e os ganhos K; calculados de forma que os autovalores de A; + B; K,
i =1,2,3, sejam todos alocados em —0.5. Ou seja, para cada par (a,b), um novo conjunto
de ganhos K;, i = 1,2, 3, é calculado usando-se a férmula de Ackerman para alocar todos
os polos em —0.5, veja [Che99] para detalhes.

Aqui, o objetivo é detectar regides de estabilidade em um espaco de parametros a x b
mais amplo, limitado por 0.0 < a < 4.0 e 0.0 < b < 2.5, de forma que o referido sistema
seja assintoticamente estavel mesmo estando sujeito a um atraso variante no tempo com
0 = 1. A Figura 5.1 mostra as bordas das regioes estaveis identificadas pelas condicoes
propostas no Teorema 5.1 (linha sélida) e Teorema 5.2 (linha pontilhada).

25

151

051

0

0 0t5 Z;. 1t5 é 2t5 C; 3t5 4

a
Figura 5.1: Regioes de estabilidade detectadas pelos Teoremas 5.1 (linha sélida) e 5.2
(linha pontilhada).

Como pode ser observado na Figura 5.1, as condigoes para analise de estabilidade
comparadas nao sao equivalentes, uma vez que podem detectar estabilidade em diferentes
regices do espaco de parametros a x b. Apesar de levemente complementares, as areas
de factibilidade determinadas pela aplicagao dos Teoremas 5.1 e 5.2 sao 1.14 e 3.54,
respectivamente. Logo, a regiao identificada com o Teorema 5.2 é aproximadamente
210% maior do que a regiao detectada com o Teorema 5.1. Além disso, com auxilio da
Tabela 5.1, pode-se observar que o problema de factibilidade proposto no Teorema 5.2 é
61.44% numericamente menos complexo em relacao ao proposto no Teorema 5.1, se usado

o SeDuMi.
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Exemplo 5.2 (Projeto de Ganhos para Realimentagao de Estados). Neste exemplo, as
condicoes de sintese propostas nos Teoremas 5.3 e 5.4 sao utilizadas para procurar regioes
em que sistemas dados por (5.3)-(5.5) possam ser estabilizados por meio da lei de controle
(5.6). Para formacao do conjunto de sistemas a ser avaliado, considere as possiveis va-
riagoes de subsistemas compostos por pV;, i = 1,2,3, com (5.35)-(5.37) em que a = 1.2,
b=1.6 ec=1. As funcoes de pertinéncia que compoem as premissas das regras desses
sistemas sao dadas por

’uMll (xl (t)) — 6_(x1(t)+5)2/8
'UM21($1 (t)) = e—xl(t)2/4,5
fing, (71(1)) = e~ (@1()-5)*/8

O objetivo é determinar regioes, no plano d X p, em que é possivel projetar ganhos para
estabilizacao dos sistemas considerados. Conforme definido na Secao 5.2, d representa o
intervalo de possivel variacao do atraso ao qual os estados dos sistemas estao sujeitos. A
Figura 5.2 mostra, abaixo de cada curva, as regioes obtidas com a utilizagao das condicoes
propostas no Teorema 5.3 (linha sélida) e no Teorema 5.4 (linha pontilhada). Em ambos
os casos, as condigoes foram usadas duas vezes, considerando que os valores do atraso
d; estdo disponiveis (marcas com circulo) e considerando que ndo estdo (marcas com
quadrados). Ou seja, nesse ultimo caso, as condigoes (5.30) e (5.31) foram utilizadas
impondo-se Wy = 0, i = 1,2,3. Consequentemente, os ganhos para realimentacao de
estados em atraso, Ky;, nao foram projetados.

Note que, no caso em que se considera os valores do atraso d; sempre disponiveis, a
aplicagao do Teorema 5.4 claramente melhora o resultado obtido pela abordagem proposta
no Teorema 5.3, detectando uma regiao mais ampla de possibilidades de estabilizacao.
Por outro lado, considerando que apenas o intervalo variacao do atraso é conhecido, o
Teorema 5.3 mostrou-se mais eficaz do que o Teorema 5.4, detectando um conjunto maior
de sistemas estabilizaveis. A Observacao 5.3, apresentada na secao anterior, aplica-se
nesse ultimo caso, sendo um dos possiveis motivos para esse resultado.

1161

1.14F

1.04r

Figura 5.2: Regioes em que os sistemas considerados podem ser estabilizados com os
Teoremas 5.3 (linha soélida) e 5.4 (linha pontilhada).
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Com 6 = 11 e p = 1, a estabilizacao do sistema é factivel apenas por meio do Teo-
rema 5.4. Nesse caso, a partir dos ganhos obtidos com esse teorema, algumas simulagoes

temporais foram realizadas para o sistema em malha fechada. O controlador é dado por
(5.6) com

Ky =[-20771 —08002 | K4 =][—0.0759 —0.0141 |
Ky =[ —04160 —0.2041 |  Kgp= | —0.2776 —0.0021 |
Ky =[-06532 —0.2549 | Ky = [ —0.1291 —0.0030 ].

As Figuras 5.3 e 5.4 apresentam as simulacoes realizadas com d = 1, d = 12 e condicoes
iniciais z(t) = [ 2.0 —15 }T, t = —12,...,0. A Figura 5.3 mostra o comportamento
dos estados do sistema em malha fechada. O sinal de controle é apresentado na parte
superior da Figura 5.4 e, logo abaixo, os valores de atraso, gerados aleatoriamente dentro
do intervalo considerado. Demonstra-se, dessa forma, que a abordagem proposta no
Teorema 5.4 pode levar a resultados menos conservadores, nesse caso, sendo também
30.7% numericamente menos complexa do que a condi¢ao proposta no Teorema 5.3.

o—J_L,—\P

. . . . .
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t

Figura 5.3: Simulacao dos estados do sistema em malha fechada: z; (acima) e x5 (abaixo).
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Figura 5.4: Simulagao do sinal de controle e do atraso variante no tempo: u; (acima) e d,
(abaixo).



5.5. Conclusoes 75

5.5 Conclusoes

Quatro condigoes convexas, duas para andlise de estabilidade e duas para sintese de
controladores, foram apresentadas nesse capitulo. Todas adequadas a sistemas fuzzy T-S
discretos no tempo com atraso variante nos estados e dependentes do intervalo de variacao
desse atraso. Além disso, o Lema 1, apresentado na Secao 2.4, e um mesmo funcional de
Lyapunov-Krasovskii, dependente de parametros, foram utilizados no desenvolvimento de
todas as condicgoes.

A diferenca entre as condigoes para andlise de estabilidade origina-se na forma de
se considerar o comportamento do sistema em malha fechada. Enquanto a primeira
abordagem considera apenas uma equacao, capaz de descrever esse comportamento; a
segunda considera as equacoes que determinam, separadamente, o comportamento do
sistema em malha aberta e o sinal de controle. Mostra-se que essas duas abordagens nao
sao equivalentes, podendo gerar até mesmo resultados complementares. Porém, a segunda
abordagem tende a ser mais eficaz, levando a resultados menos conservadores a partir
de um menor custo computacional. Deve-se destacar que as duas abordagens ja foram
utilizadas previamente em outros trabalhos, mas aparentemente nunca em conjunto com
o funcional L-K considerado, permitindo o tratamento de sistemas com atraso variante
no tempo.

No caso das condigoes para sintese de controladores, as abordagens também sao distin-
tas. Conforme referenciado anteriormente nesse capitulo, o desenvolvimento da primeira
condicao segue passos relativamente convencionais, usados para obtencao de formulagoes
convexas destinadas ao projeto de ganhos para realimentacao de estados. A segunda
condigao é obtida com o auxilio de uma variavel instrumental. Essa técnica parece nunca
ter sido utilizada por outros autores, até o momento. Seu desenvolvimento é apresen-
tado na Secao 3.2 desse trabalho. Mostra-se que a mesma, em relacao a abordagem
convencional, pode levar a resultados menos conservadores, obtidos com menor custo
computacional.

Exemplos numeéricos foram apresentados para comparar e ilustrar a eficiéncia das
condicoes propostas. Espera-se que as abordagens apresentadas aqui possam ser utilizadas
com funcionais L-K mais elaborados e, também, estendidas para permitir a consideracao
de especificagoes de desempenho ou garantir o esforco de controle, por exemplo, por meio
da norma H.



Capitulo 6

Realimentacao Dinamica de Saida

Neste capitulo, condi¢oes convexas para a sintese de controladores por realimentacao
dinamica de saida sao desenvolvidas para sistemas fuzzy T-S discretos no tempo com
atraso variante nos estados. Tais condicoes sao dependentes do intervalo de variacao de
atraso e permitem que esses controladores sejam implementados de forma similar aos
que utilizam a técnica conhecida como compensacao paralela distribuida (PDC, do inglés
parallel-distributed compensation), comumente aplicada na realimentacao de estados de
sistemas fuzzy T-S. Semelhantemente as proposigoes anteriores, as condigoes apresentadas
aqui sao formuladas como testes de factibilidade de um conjunto de LMIs, que podem ser
resolvidos eficientemente, em tempo polinomial, por softwares especializados. O mesmo
candidato a funcional de Lyapunov-Krasovskii empregado no Capitulo 5 é utilizado, porém
a formulacao do problema é substancialmente outra. Novamente o uso do Lema de Finsler
permite que varidveis de folga sejam introduzidas nas condig¢oes propostas, reduzindo o
conservadorismo da abordagem em questao. Diferentemente de outras abordagens encon-
tradas na literatura, o valor em atraso do sinal de saida também pode ser realimentado.
Porém, caso nao esteja disponivel, é possivel simplificar a lei de controle considerada,
conforme ilustrado em um exemplo numérico. Além disso, considera-se que todas as
matrizes utilizadas na descricao do sistema possam ser variantes no tempo, permitindo-
se uma grande liberdade de modelagem. Os resultados desse capitulo baseiam-se em
[VLMC10] e em seu caso particular, apresentado em [LCMV10], em que nem todas as
matrizes do sistema podem ser variantes no tempo.

6.1 Introducao

Sistemas com atraso nos estados vém sendo intensamente estudados nas tultimas duas
décadas [NicO1], [GKCO03], [Ric03], [XL08]. Nos tltimos anos, os modelos fuzzy Takagi-
Sugeno (T-S) vém sendo utilizados para o tratamento de sistemas nao-lineares sujeitos a
esse tipo de atraso. Uma grande vantagem dos modelos fuzzy T-S estd no fato de que
0s mesmos permitem a representacao de sistemas nao-lineares por meio de uma com-
binagao convexa de sistemas lineares, chamados subsistemas, suavemente ponderados por
fungdes de pertinéncia, conforme mostrado em [TWO01]. Dessa forma, os modelos fuzzy
T-S fornecem uma base para o desenvolvimento de condi¢oes para analise de estabilidade
e sintese de controladores por meio de varias das ja consolidadas teorias e técnicas de
controle disponiveis para sistemas lineares variantes no tempo, representando uma das
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mais relevantes e tteis abordagens de controle fuzzy [Fen06].

Pela quantidade de trabalhos na literatura, a abordagem por meio de funcionais de
Lyapunov-Krasovskii (L-K) parece ser mais utilizada para a formulacao de condigoes
que permitam a andlise de estabilidade e a estabilizacao de sistemas com atraso nos
estados, veja [Nic01] e [GKCO03]. Provavelmente, a razdo para isso estd no fato de que
varias condigoes convexas podem ser desenvolvidas empregando-se técnicas de controle
robusto ja consolidadas para andlise de estabilidade, estabilizacao e especificacoes de
desempenho para sistemas lineares variantes no tempo, como a garantia do esforgo de
controle por meio da norma H.,. Além disso, essa abordagem possibilita que tais condi¢oes
sejam formuladas como problemas de otimizacao convexa, que podem ser resolvidos por
softwares especializados, em tempo polinomial, veja [GNLC95] e [Stu99]. As condigoes
desenvolvidas dessa forma sao, em geral, classificadas como dependentes ou independentes
do atraso. No primeiro caso, nenhuma informacao a respeito do atraso é considerada, ja
no segundo, os sistemas sao analisados ou projetados de acordo com essa caracteristica.

Apesar da grande quantidade de trabalhos a respeito de sistemas fuzzy T-S publicados
na ultima década, a maioria dos desenvolvimentos estd vinculada a funcionais L-K inde-
pendentes de parametros e com matrizes constantes, que geralmente levam a condigoes
conservadoras. Atualmente, funcionais dependentes de parametros vém sendo explorados
para a obtengao de condi¢oes menos conservadoras, como em [Fen04], [ZFLX05], [RWO06]
e [MPAQ9]. No entanto, assim como nos trabalhos acima, muitos outros assumem, para
fins de controle, que todos os estados do sistema estejam disponiveis, o que nem sempre é
verdade em muitas aplicagoes praticas. Nesse caso, o controle por realimentacao de saida
é uma alternativa muito importante.

Trés abordagens relacionadas ao controle por realimentacao de saida se destacam na
literatura. A primeira baseia-se na utilizacao de um observador de estados, tornando-se
interessante quando medicoes de todos esses nao estejam disponiveis, veja por exemplo
[TIW98], [YNKIOO0] e [MMHZO07], onde fungoes de Lyapunov constantes e independentes
de parametros sao utilizadas para a estabilizacao de sistemas fuzzy T-S. A segunda abor-
dagem, chamada de “realimentacao estatica de saida”, favorece implementagoes praticas
de controladores em tempo real, pois utiliza uma quantidade reduzida de operacgoes ma-
triciais para compor o sinal de controle. Resultados atuais a respeito dessa abordagem
podem ser encontrados em [HNO7] e [DY09b] para sistemas fuzzy T-S livres de atraso.
Na primeira referéncia, condicoes de sintese para sistemas continuos no tempo sao formu-
ladas em termos de desigualdades matriciais bilineares, enquanto na segunda, o esforgo
de controle por meio da norma H,, é utilizado como critério de desempenho para sis-
temas discretos no tempo. Finalmente, a utilizacao de um “compensador dinamico de
saida” é a terceira maneira de se abordar a realimentacao de saida de um sistema. No
contexto de sistemas fuzzy T-S, veja [GBMO09] para o caso continuo no tempo, e [DY09a]
para sistemas discretos no tempo. Devido ao seu comportamento dinamico, esse tipo
de controlador tende a apresentar um bom desempenho em diversas situagoes praticas.
No entanto, de acordo com a revisao bibliografica realizada para o presente trabalho, a
realimentacgao dinamica de saida parece nunca ter sido aplicada a sistemas fuzzy T-S com
atraso variante nos estados.

A principal contribuicao deste capitulo é a apresentacao de condigoes convexas que
permitem a sintese de compensadores dinamicos de saida para sistemas fuzzy T-S discretos
no tempo com atraso variante nos estados. Tais condigoes sao dependentes do intervalo
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de variacao de atraso e possibilitam que o controlador proposto seja implementado de
forma similar aos que utilizam a técnica conhecida como PDC, comumente aplicada na
realimentacao de estados de sistemas fuzzy T-S, além de permitirem que este realimente
tanto as saidas atuais do sistema como seus valores em atraso. Essa ultima caracteristica
pode ser considerada um diferencial da abordagem apresentada a seguir, visto que nao
estd disponivel, por exemplo, em nenhum dos trabalhos referenciados nesta se¢ao. A
formulagao principal baseia-se no mesmo candidato a funcional de Lyapunov-Krasovskii
dependente de parametro utilizado no Capitulo 5. Vale dizer que a estrutura desse fun-
cional L-K nao é inovadora, sendo, de fato, mais simples do que outras encontradas na
literatura, como em [HWLS08| e [MLO8]. No entanto, as ideias apresentadas aqui podem
ser estendidas por meio desses candidatos a funcional L-K mais elaborados.

Dois casos particulares da formulagao principal também sao apresentados. No pri-
meiro, as matrizes do candidato a funcional L-K sao consideradas constantes, permitindo
que uma condigao de sintese baseada na abordagem quadratica seja recuperada. Nesse
caso, a condi¢ao obtida é numericamente menos complexa do que a original, mas ao custo
de ser, em geral, mais conservadora. No segundo, considera-se que o sistema possa ser mo-
delado de forma mais simples, exigindo-se que a matriz que relaciona os estados a saida do
sistema seja invariante no tempo. Essa situacao é interessante, pois caso o sistema possa
ser modelado dessa maneira, o controlador precisara de menos operagoes aritméticas para
gerar o sinal de controle. Em seguida, as complexidades computacionais associadas aos
problemas de factibilidade propostos e um exemplo numérico sao apresentados, bem como
algumas conclusoes baseadas nos resultados obtidos.

6.2 Formulacao do Problema

Considere um sistema fuzzy discreto no tempo com atraso variante nos estados, mo-
delado com a abordagem Takagi-Sugeno (T-S), em que a i-ésima regra assume o seguinte
formato:

Regrai (i=1,...,N):
SE Zl(t) é Mil e--- ¢ Zp(t) é Mip s

i1 = Aixy + Agiti—q, + Biwg

t=20,1,... 6.1
yr = Cimy ( )

ENTAO {
em que z;(t) é a j-ésima variavel da premissa, a qual supde-se ser dependente apenas dos
estados, de distirbios e/ou do tempo; M;; é o conjunto fuzzy; p é o nimero de varidveis
da premissa e N é o numero de regras do modelo; x; = x(t) € R™ é o vetor de estados;
uy = u(t) € R™ é o vetor de entradas; y; = y(t) € R? é o vetor de saidas; A; € R™*™,
Ay € R™" B, € R™™ e C; € R d, é a variavel escalar que representa o atraso
variante no tempo, limitado por

0<d<d <d<oo, (6.2)

com ¢ € N: 0 =d — d representando o intervalo de possivel variacao do atraso, d;. Cada
par de equacoes lineares, representado por A;x; + Agivi—g, + Bius € yr = Cizy, que compoe
a consequencia de uma regra fuzzy, é chamado de “subsistema”.
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Sendo assim, o comportamento do sistema global pode ser descrito por

i1 = Alwp) g + Aglwy)zi—g, + Blwy)uy (6.3)
yr = C(wi)z(t)

em que w; € o vetor composto pelos elementos

p
I_IMMZJ z(t
7=1

wi(t) = —

p
ZH’MMU ZJ

=1 j=1

(6.5)

com fipr,;(2;(t)) representando o grau de pertinéncia da varidvel z;(t) em relacao ao
conjunto fuzzy M;;, i = 1,...,N, j = 1,...,p. Portanto, w;(t) € [0 1] ¥ i e o vetor

w; satisfaz
N
> wit) =1,
i=1

permitindo que se defina

o s ROl S R

Neste capitulo, considera-se que a lei de controle u; seja fornecida por um compensador
dinamico de saida dado por

Ty = Ac(wi) @y + Aca(wi)Ti—a, + Be(wi)ye + Bea(wr)yi—a, .
Uy = Co(wi) @y + Coa(wi)Ti—q, + De y¢ + Deq Yi—a, (6.8)

em que A.(wy) € R Ay(wy) € R™™, Bo(wy) € R, Bog(wy) € R™ Co(wy) € R™*™,
Coi(wy) € R™™ sao matrizes variantes no tempo. As demais matrizes do controlador
que assegura a estabilidade assintética do sistema (6.3)-(6.4) sdo as matrizes constantes
D, € ]R’”Xq e D,y € R™ 9. Portanto, considerando um espaco aumentado dado por

G =[af af ]T € R?", o sistema fuzzy em malha fechada, formado por (6.3)-(6.4) e
(6.7)-(6.8), pode ser definido como
Cer1 = A(wi) G + Aa(wr)G—a, (6.9)

com A(w;) € R e Ay(w;) € R?2" dados por

_ A(Wt) + B(wt) DC(wr)  B(wi)Colwr)

At = [ A0 St ] 010
_ | Ad(w)+B(wi) DeaClwr)  B(wi)Cealwr)

Ag(wy) = { d Ao d) Acd(ujﬁ) ] _ (6.11)

Vale mencionar que, caso os valores do atraso d; nao estejam disponiveis, a abordagem
apresentada neste capitulo continua valida, com A,y = 0, B,y =0, C,y =0e D,y =0
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em (6.7)-(6.8). Por outro lado, se d; estiver disponivel em cada instante de amostragem,
é possivel implementar o compensador dinamico conforme descrito anteriormente, com a
expectativa de que seu grau de liberdade melhore o desempenho do sistema em malha
fechada. Isso é viavel para sistemas nos quais o atraso possa ser mensurado ou estimado,
como em [SSJ04].

Dessa forma, o principal objetivo deste capitulo é apresentar condi¢oes convexas para
solucionar o seguinte problema:

Problema 6.1 (Projeto do compensador). Dados 6 = d — d, conforme definido em
(6.2), e as matrizes [A|Aq|Bl; e C;, determinar, se possivel, as matrizes [A.|Acq| Be| Bedli €
(C.|Cy|De|Degli, i = 1,..., N, de forma que o sistema (6.9)-(6.11) seja assintoticamente
estdvel.

Neste capitulo, apenas o projeto do controlador por realimentagao dinamica de saida é
considerado. Os resultados, no entanto, podem ser estendidos para outros casos, inclusive
com a garantia de esforco de controle por meio da norma H.

6.3 Resultados Principais

O seguinte candidato a funcional de Lyapunov-Krasovskii é considerado neste capitulo

3

V()= Vi(wt) (6.12)

v=1
com
Vi(w, t) = ¢S Plwi)G (6.13)
-1
Va(we, t) = Z ¢ Qwy)¢ (6.14)
J=t—dy

1-d t—1
Vilwnt) = > Y QW) (6.15)

(=2—d j=t+£—1

em que as matrizes P(w;) e Q(w;) podem assumir valores diferentes a cada instante ¢ e
sao definidas como

Plw) = 3 _wilt) P (6.16)
Qwy) = sz’(t)Qz’ : (6.17)

6.3.1 Sintese do Compensador Dinamico de Saida

A seguir, a principal condi¢ao convexa proposta nesta se¢ao é formalizada no Teorema
6.1. Em seguida, casos particulares dessa formulagao sao apresentados nos Corolarios 6.1
e 6.2. Um exemplo comparativo pode ser encontrado na Secao 6.4.
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Teorema 6.1. Se existirem matrizes Y, X, T, Pio, s Qm i) Ac g Acd 4ij, matrizes simétricas
e definidas posztwas P11,, ngl, Qll“ Qgg,, pertencentes a R™™ matrizes Bcz e R"*4q,

Bcdz R™>4, C’c, e R™*"™ Ccd, R™™ 4=1,...,N,j=14,...,N, matmzesD e Rmxq,

Doy € R™ ¢ um escalar § = d — d conheczdo tal que (6. 24) seja verificada, entao o
compensador dinamico de saida (6.7)-(6.8) com matrizes dadas por

D, =D, \
Co(wr) = > wi(t)(Cey — DeCiX)
Be(w;) = ;wz(t)(VT)‘l(B Y'B,D,) (6.18)
Awy) = (VO ' T (wy) 271
D(w) =Y Z(z 0 Y wi(t) wi(t) Aeyy — YT (Awy) + Blw) DCl(wy))
— VT B(w)C(w)X — YT B(w,)Co(w) Z )
Dcd = Dcd
Ccd(wt) = Z wi(t)(Ccd i ch X)
Beg(w;) = ;wl( Y(VTY Y Begi — YT BiDey) | (6.19)
Acglwy) = (VI T y(w) Z
La(w) = Z Z(z — 077 wi(t) wy(t) Aeaiy — YT (Aa(wy) + B(wr) DeaCl(wr)) X
— VT Bog(w)C(w) X — YT B(wy)Coa(w) Z )
e matrizes V, Z e L satisfazendo
LV =1- XY (6.20)
VIZ=T-Y"X (6.21)

estabiliza assintoticamente o sistema fuzzy T-S discreto no tempo com atraso variante
nos estados (6.3)-(6.4). Além disso, (6.12)-(6.17) é um funcional L-K que assegura a
estabilidade assintdtica do sistema em malha fechada (6.9) com

BZ@T{%Z gﬂgp, Qi:QST{ iy ng]@, =1 N (622

em que

(6.23)
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[ P4+ Y +Y"  Pog+I1+4T
* P227g + XT + X
. * *
M(Z7 ]7 E’ m) = * *
* *
i * *
—05(YT(AZ + A]) -+ Bc,iCj + Bc,jci) _Ac Jij
—0.5(A; + A; + BiD.Cj + B; D.C}) —0. 5(( + Aj)X + BiC.; + B;C.,)
0-5((5 + 1)(Qui, + Q1) — (P + Pll,j)) (( 1)(@12 i+ Quaj) — (1312,2 + Jflz,g))
* 0.5((0 + 1) (@22 + Q22 i) — (Pag + Paaj))
*
* *
—05(YT(Adz + Ad]) +ABcd,iCj + B;Cddci) _Acd,ij . . i
_05(Adz + Adj + BZ'DCde + BchdCi) —05((14[12 + Adj)X + BiCch' + BjCcd’i)
0 0
0 0
_Qll,m _6_212,771
* —Qa22:m i
nwlm=1,...,N
{ =i N (6.24)

Demonstragdo. A prova ¢é inspirada no trabalho desenvolvido em [SGCI7| e baseia-se
no candidato a funcional L-K apresentado no inicio desta se¢ao e também ja utilizado
no Capitulo 5. O requisito Pllz > 0, ngz > 0, an > 0, Q222 >0,7=1,...,N,
assegura a positividade (6.15)-(6.17), uma vez que P; e (); podem ser definidos conforme
m (6.22). Para ser considerado um funcional de Lyapunov-Krasovskii e assim assegurar
a estabilidade assintética de (6.9), ainda é necessario que

AV (w,t) <0 (6.25)

Assim, calculando (6.25) como na Secao 5.3, a seguinte limita¢ao para o valor méximo de
(6.25) pode ser obtida

AV (wy, 1) < CtT+1P(wt+1)Ct+1
+ ¢ 100+ DQ(wy) — P(wy)]
— 0, Qwi—a,)Gmg, <0 . (6.26)

Considerando um espaco aumentado dado por ¢ € R : ¢ = [ ngrl ¢ ¢t & }T, pode-
se reescrever (6.26) e (6.9), respectivamente, como

P(wt+1) 0 0
ol 0 (6 +1)Q(wy) — P(wy) 0 <0 (6.27)
0 0 _Q(Wt—dt)

[T —A(w) —Aalwy) J=0. (6.28)

<0
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Dessa forma, por meio do Lema de Finsler, considerando (6.27), (6.28) e o bloco de
varidveis de folga X = [ FT 0 0 }T € R6"*2n ¢ possivel obter

Plwg) + FT+ F —FA(w) —FAg(wy)
* (0 4+ 1)Q(wy) — P(wy) 0 <0. (6.29)
* * —Q(Wt—dt>

Note que F em (6.29) é uma matriz regular, pois P(w;11) > 0 e P(wy1) + FT + F < 0.
Sendo assim, a matriz F' e sua inversa podem ser particionadas como

F:[}‘;]\:f} eF—lz[)Z(f] (6.30)

em que o simbolo e representa valores irrelevantes, permitindo também que Y e X sejam
consideradas matrizes nao-singulares. Além disso, por meio de (6.24) e (6.22), é possivel
notar que as desigualdades ]511,2- > 0, 152271- > 0, Qll,i > 0, Qm,i >0,i=1,...,N,
implicam na regularidade de Y e X. Da mesma forma que para a matriz F, é possivel
concluir que a matriz

Yo 7] [1 YT][0o T—-Y"X
I X" o 1 ||I X

possui posto completo e, consequentemente, 7' — YT X também (veja (6.21)). Dessa
forma, é sempre possivel escolher matrizes regulares Z e V em (6.21) utilizando-se algum

método de decomposicao matricial adequado a essa situacao. Finalmente, o conjunto de
LMIs dado por

[ Pu(wern) +Y +YT Po(wg) +1+T
* P22(wt+1)+XT+X
* *
M(wr) = * *
* *
i * *
—YT A(w,;) — Be(w)C(wy) — A (wy)

~

—A(wy) — B(wy) D.C wt) —A(Wt)gf - B(wt)?c(wt)
- ) (0 + 1)Qua(wr) — Pra(wy)

* (0 4+ 1)Qaz(wy) — Poa(wy)
—YTAd(wt) - Ecd(fdt)c(wt) _Acd(wt) . |
—Ag(wy) — B(w)DegClwy)  —Ag(wy) X — B(wy)Crg(wy)
0 0 <0 (6.31)
- 0 - 0
—Qu(wi-a,) _Q12(Wt—dt)
* _QQQ(wt—dt) A

pode ser obtido por meio das seguintes manipulacoes algébricas:
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e faz-se uma transformacao de singularidade em (6.29), pré e pés-multiplicando esse
conjunto de LMIs respectivamente por 77 e 7, com

I X
rene[l ]

e considera-se F' conforme definido em (6.30), com X, Z, Y V satisfazendo as relacoes

(6.20) e (6.21);

e consideram-se P(w;) e Q(w;) conforme as respectivas definigoes em (6.16) e (6.17),
com P; e ); dados em (6.22);

e fazem-se as seguintes substituicoes de variaveis:

D.=D,
Co(wy) = DC(w) X + Colw) Z
B.(w) = YT B(w) D, + VT By(w;)
Adwr) = YT (A(wy) + B(wi) DoCw)) X + VT Au(wi) Z

+ VI Be(w)C(wi) X + Y7 B(w)Celwr) Z

Deq = Deg
C’cd(w) = DoqC(wi) X + Cog(wy) Z
Bcd(wt) = YT B(w;)Deq + V' Beg(wy)
Acalws) = YT (Ag(we) + B(we) DeC(wi)) X + VT Ag(wi) Z

+ VI Bg(w)C(w) X + YT B(w)Cog(wi) Z .

Completando a prova, note que (6.24) pode ser recuperada de (6.31), bastando fazer!

N N

=33 3> =0 wilt + 1) wml(t — di) wit) wi(t) M(i, j, 6,m) . O

(=1 m=1 i=1 j=t

Note que a condicao formulada no Teorema 6.1 nao impoe restrigoes as matrizes P; e
Qi,i=1,...,N, que compoem o candidato a funcional de Lyapunov Krasovskii (6.12)-
(6.17). Além disso, o uso da matriz de folga F' permite que esse funcional candidato
seja dependente de parametro, consequentemente um compensador dinamico de saida
dependente de parametro é obtido. Caso se considere que as matrizes em (6.12)-(6.17)
sejam independentes de w;, uma condicao de sintese baseada na abordagem conhecida
como “estabilidade quadratica” pode ser recuperada como caso especial do Teorema 6.1,
conforme mostrado no corolario a seguir. Nesse caso, a condi¢ao obtida é numericamente
menos complexa que a apresentada no referido teorema, ao custo de ser, em geral, mais
conservadora.

'Defina 0°=1e 0" =0, r € N*.
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Corolario 6.1. Se existirem matrizes Y, X, T, P2, Q12, Ac,ij, flcd’ij, matrizes simétricas
e definidas positivas Pi1, Py, Qi1, Qa, pertencentes a R™™, matrizes BC,Z- e R™4,
Bcd,i e R"*4, CA’CJ e R™*"™ CA’Cdvi e R™" 4=1,...,N,j=1,...,N, matrizes D, e R™>4,
Dey € R™4, ¢ um escalar 6 = d — d conhecido, tal que (6.32) seja verificada, entao
o compensador dinamico de saida (6.7)-(6.8), com matrizes dadas por (6.18)-(6.19) e
matrizes V', Z e L satisfazendo (6.20)-(6.21), estabiliza assintoticamente o sistema fuzzy
T-S discreto no tempo com atraso variante nos estados (6.3)-(6.4). Além disso, (6.12)-
(6.17) é um funcional L-K que assequra a estabilidade assintdtica do sistema em malha
fechada (6.9) com

<0

P, P Qu Q
P — P = @T - 11 - 12 o — — @T ¢ 11 ¢ 12 )
(wt) |i Plg P22 ) Q(wt) Q {2 Q22
em que @ € definido em (6.23).
[ Py+Y +Y"  Pu+I14T
* P22 + XT + X
~ * *
M(Zv.]> - * %
* *
i * *
—0.5(YT(A; + Aj) + B.,Cj + B.;C)) — A
—0.5(A; + A; + BiD.C; + B;D.C;)  —05((A;i + A;)X + B,C,; + B;C.;)
(0 +1)Qu — Pn (6 +1)Qi2 — Pr2
* (0 +1)Qa2 — Pao
* *
* *
~05(Y"(Asi + Agy) + BuaiC; + Bua ;C) —Aciy ]
_05(Adz + Adj + BZ'DCde -+ BchdCi) —05((14[12 + Adj)X -+ BiCch' + BjCcd’i)
0 0
0 0
—Qn —Q12
* —Q)2 i
i1=1,...,N
{ j=1,...,N. (6.32)

Demonstragio. Note que, M(i,7) < 0 é uma condicio suficiente para M (i, j, £, m) < 0,
pois se existirem P > 0 e () > 0 tais que (6.32) seja verificada, entao é sempre possivel
verificar (6.24) com P, = P, Q; = @, i =1,...,N. Consequentemente, (6.32) também é
suficiente para (6.24). O

Observacao 6.1. Vale mencionar que, caso as condigoes apresentadas no Teorema 6.1
ou no Corolario 6.1 sejam factiveis, as operagoes em tempo real utilizadas para produzir
o sinal de controle podem ser otimizadas definindo-se, para i =1,..., ]V,

Coi = (Coy — D.C:X)ZY Bey= (VT ™Y B.;, —Y'BD,)

Coai = (Cogi — DegCiX)Z™" Begy = (VI N (Boyi — YTBiD.,).



86 Capitulo 6. Realimentacao Dinamica de Saida

Assim, as matrizes C.(w;), Be(w;), Ceq(w;) € Beg(w;) podem ser obtidas de

= Zwi(t>Cc,i B.(w,) = Zwi(t)B

Ccd(wt) = Z Wi (t)Ccd,i cd wt Z wz cdi

i=1

Note que esse recurso nao pode ser utilizado para A.(w;), pois essa matriz é determinada
a partir das N(N + 1)/2 matrizes /Alcvij, i =1,...,N, j = 1i,...,N, utilizadas para
possibilitar a linearidade das condigoes de sintese apresentadas até o momento. Como as
demais matrizes dependentes de w; envolvidas em (6.18) sdo compostas com a ponderagao
de N elementos, A.(w;) s6 pode ser calculada conforme indicado nesse mesmo conjunto
de equagdes. Analogamente, esse inconveniente acontece com a matriz A.q(w;).

Observe ainda que, tanto o Teorema 6.1 como o Corolario 6.1 suportam o caso em
que uma unica matriz seja utilizada para relacionar os estados as saidas de um sistema,
ou seja, quando o comportamento desse sistema possa ser descrito de forma simplificada,
por (6.3) e

y = Cx(t) . (6.33)

Porém, essa situacao pode ser melhor explorada por meio de um desenvolvimento similar
ao apresentado em [LCMV10], conforme formulado no corolario a seguir. Nesse caso
particular, supoe-se que a lei de controle sera fornecida por um compensador dinamico de

saida dado por (6.7) e
uy = Ce Ty + Cog Ty—g, + De Y¢ + Deq Yi—a, - (6.34)

Tais simplificagoes permitem que o processo de linearizagao da condicao apresentada a
seguir seja matematicamente menos complexo do que os anteriores. Além disso, o nimero
de operacoes matriciais em tempo real utilizadas pelo controlador é significativamente
menor.

Corolario 6.2. Se existirem matrizes Y, X, T, Pio, i Qm i A“, flcd“ matrizes simétricas
e definidas positivas P11,, ngl, Qll“ Qgg,, pertencentes a ]R"X", matrizes B € R~
Bcd,l e R"™4 ¢=1,...,N, matrizes C € Rmxn C e R™*m, D e R™*4, Dcd € Rmxq,
e um escalar 6 = J c_i conhecido, tal que (6.37) seja Uemﬁcada, entao o compensador
dinamico de saida formado por (6.7) e (6.34) com matrizes dadas e compostas por

D.= D,
C.=(C.—D.CX)Z™
’ (6.35)
B.i= (V") B.; — Y"B;D,)
A= (V"™ (A,; - YT (A + B,D.C)X - V'B.,CX - Y"B,C.Z) 2~
Dcd = ﬁcd
Cog = (Cog — DegCX) 27
4= (Ct = DegOX) (6.36)

Bugi = (V') (Bea; — Y BiD.q)
Acai = (VO Ay — YT (Ai + BiDeaC)X — VT BoyiCX — YT BiCoy2) 27"
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e matrizes V', Z e L satisfazendo (6.20)-(6.21), estabiliza assintoticamente o sistema fuzzy
T-S discreto no tempo com atraso variante nos estados formado por (6.3) e (6.33). Além
disso, (6.12)-(6.17) é um funcional L-K que assegqura a estabilidade assintdtica do sistema
em malha fechada com (6.22).

[ P+ Y +YT P, +14+4T  —YTA - B.,C
* PQQJ + XT + X —AZ - BZDCC
— .. * * ) +1 ) i P i
M j,0) = - - O+ 1Qus = o
* * *
i * * *
_Ac,i —YT Ay — Bcd,z'c _Acd,i )
~AX =B, —Ay—BDyC  —AsX — BiCly
(0 + 1)@12,2‘ — Py 0 0 <0
(0+1)Qa; — Poo; 0 0
* Q11 —C_?m,e
* * —Qa2¢ J

i,j,l=1,....,N. (6.37)

Demonstragao. Seguindo-se os mesmos passos utilizados na demonstragao do Teorema
6.1, porém considerando devidamente C'(w;) = C, Ce(w;) = C.. e Cog(wy) = Cly, 0 seguinte
conjunto de LMIs é obtido

i Pll(wtﬂ) +Y + YT plg(th) +I4+T —YTA(wt) — Bc(wt)C’
* Pyy(wir) + XT+ X —A(w,) — B(w)D.C
M(wy) = * * (6 + 1)Qu(we) — Pra(wy)
* * *
* * *
i * * *
— A (wy) —Y 7T Ayg(w;) = Bea(w;)C —Agq(wy) T
—A(w)X = B(w)C.  —Ag(w) — B(w)DeyC  —Ag(wy) X — B(w;)Coy
(6 + 1)Qa(wr) — Pra(wy) 0 0 “o
((5 -+ 1)@22((4)15) - ng(wt) B 0 B 0
* —Qu (Wi-a,) —Qra2(wi-a,)
* * —Q22(wi-q,) J
(6.38)

Sendo assim, para completar a prova, note que (6.37) pode ser recuperada de (6.38),
bastando fazer

M(w) =D )0 wilt — dy) wjlt + 1) wilt) M(i, 5,0) . O

N N N
=1 j=1 i=1

Observacao 6.2. Note que, se o projeto for factivel, a quantidade de operagoes em tempo
real utilizadas para formar a lei de controle nesse caso é consideravelmente menor do que
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nos casos anteriores. Isso pois, todas as matrizes dependentes de w; que constituem o
controlador proposto nesta tltima abordagem podem ser obtidas apenas por

) = Zw,(t)Bc,,- Alwy) = Zw,(t)A

Bcd(wt) - Zwi(t)Bcd,i cd wt sz cdi

i=1
com B.; e A.; definidos em (6.35) e B.g; € Acq; definidos em (6.36).

Ao se aplicar qualquer uma das condigoes propostas nesta segao, as relagoes em (6.20)-
(6.21) sao utilizadas para se determinar V', Z e L a partir de 7', X e Y. Tal objetivo pode
ser alcangado por meio de decomposi¢oes matriciais comuns, por exemplo, aplicando-se a
decomposigao ortogonal-triangular (QR) & (6.21) e isolando-se N em (6.20). Outros tipos
de decomposicao certamente levarao a outros conjuntos de parametros para o controlador,
porém qualquer um estabilizara o sistema, caso o projeto tenha sido factivel. Neste
trabalho, os resultados independem de L. Espera-se que essa matriz possa ser explorada
em pesquisas futuras, de tal forma que um controlador com garantias de desempenho
possa ser projetado, por exemplo, com esforco de controle garantido por meio da norma
Hoo.

Todas as condigoes apresentadas também podem ser utilizadas nos casos em que os
valores do atraso d; nao estejam disponiveis. Para tal, é suficiente 1mpor Acd i = = 0,
Bcdz O Ccdl—OeDCd—Oem (624) (632)6140[“ O Bcdz O Ccd—OeDcd—

m (6.37). Dessa forma, resultando em compensadores dinamicos de saida independentes
de d;. Além disso, vale observar que todas as condigbes suportam o caso em que o atraso
é constante no tempo, ou seja, quando § = 0.

6.3.2 Complexidade Numérica

As complexidades numéricas das condicoes apresentadas aqui podem ser determinadas
pela quantidade de varidveis escalares, I, e o nimero de linhas nas LMIs, £, envolvidas
nos problemas de otimizacao que as mesmas representam. Por exemplo, utilizando-se
o toolboxr SeDuMi, o nuimero de operagoes com ponto flutuante para solucionar esses
problemas é da ordem de K2L£%2 + L7/2 veja [Stu99]. Os valores de K e £ associados aos
testes de factibilidade propostos nesse capitulo sao mostrados na Tabela 6.1.

Tabela 6.1: Quantidade de varidveis escalares (K) e linhas (£) nas LMIs propostas

Condicao K L
Teorema 6.1  n?N?+(5n?+2mn+2gn+2n)N  3nN*+3nN3+4nN
Coroldrio 6.1 n?N?+(n*+2mn+2qn)N+4n’*+2n  3nN?+3nN+4n
Coroldrio 6.2  (6n2+2n) N+3n%+2(mn+qn+mgq) 6n N3

A partir desses valores, é possivel notar que o Teorema 6.1 apresenta uma condi¢ao
numericamente mais complexa do que as formuladas em seus corolarios, porém podendo
levar a resultados menos conservadores, conforme mostrado na préxima secao.
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6.4 Exemplo Numérico

O Exemplo apresentado nesta se¢ao investiga o problema de estabilizagao de sistemas
fuzzy T-S discretos no tempo com atraso variante nos estados por meio do compensador
dindmico de saida (6.7)-(6.8). Mostra-se que, para um determinado conjunto de sistemas,
a regiao de estabilizacao encontrada com a aplicacao do Teorema 6.1 é maior do que
com o uso do Corolario 6.1. Além disso, algumas simulagoes temporais sao utilizadas
para demonstrar a eficiéncia das condigoes propostas. Todas as implementacoes foram
executadas utilizando-se um processador AMD Phenom® 9500 Quad-Core, 2.21 GHz
com 4 Gb de memoéria RAM e, quando necessario, o toolbor SeDuMi, desenvolvido para
MATLAB®.

Exemplo 6.1 (Projeto do Compensador Dinamico de Saida). Neste exemplo, as condigdes
de sintese propostas no Teorema 6.1 e no Corolario 6.1 sao utilizadas para procurar regioes
em que sistemas dados por (6.1)-(6.6) possam ser estabilizados por meio da lei de controle
(6.7)-(6.8). Para tal, considere as possiveis variagoes de um sistema fuzzy T-S discreto no
tempo com atraso variante nos estados com N =3, n =2, m = 1, p = 1, e subsistemas
descritos por pV;, i = 1,2, 3, com
[ A | A | B
Vi= ' Cilo]o }

[ 1.0 05 ] 01 0 ‘ 0

Vi=| 051 —0.1]-025 0]1
| 10 0 0 0]0

[ 0.1 0.25]0.25 1
Vo= | 015 —0.5]0.15 —0.5
1.2 0 0 0

0

0

0
1.2 075019 0|1.6

0

0

Vs =1 025 —0.8|0.06 0.5
1.0 0 0 0

Esse sistema, com p = 1, foi originalmente investigado para o projeto de controladores
por realimentagao de estados em [LL08, Exemplo 3|, considerando-se a a¢ao de um atraso
constante no tempo. Aqui, supoe-se que os estados desse sistema estejam sujeitos a um
atraso variante no tempo. Além disso, as matrizes C;, ¢ = 1,2,3, foram introduzidas
para permitir a simulacao de sua saida. O objetivo é determinar regioes, no plano § x p,
em que o projeto do compensador dinamico de saida proposto seja factivel por meio das
condigoes avaliadas. Conforme definido anteriormente, ¢ representa o intervalo de possivel
variacao do atraso. A Figura 6.1 mostra, abaixo de cada curva, as regioes obtidas com a
aplicacao do Teorema 6.1 (linha sélida) e do Corolério 6.1 (linha pontilhada). Em ambos
os casos, as condigoes de sintese foram usadas duas vezes, considerando que os valores do
atraso d; estao disponiveis (marcas com circulo) e considerando que nao estdao (marcas
com quadrados). Ou seja, nesse 1iltimo caso, as condigoes (6.24) e (6.32) foram utilizadas
com A ij =0, Bcdz =0, C’cd, =0eDy=0 e, consequentemente, a parte em atraso do
controlador (6.7) (6.8) nao foi projetada.

A partir das curvas apresentadas na Figura 6.1, fica claro que a condi¢ao proposta no
Teorema 6.1 leva a resultados menos conservadores do que os encontrados com a aplicacao
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do Corolario 6.1, independentemente da disponibilidade dos valores do atraso d;. Também
é facil notar que o compensador dinamico de saida proposto, empregando a realimentagao
de sinais em atraso, permite que uma regiao de estabilizacao significativamente maior
seja detectada. Por exemplo, para 0 > 10, somente a plena utilizagao do Teorema 6.1
(quando esse é empregado para se projetar todos os parametros do controlador proposto)
apresenta resultados factiveis.

P 108t
106}
104}

1.02}

Figura 6.1: Regioes em que os sistemas considerados podem ser estabilizados com o
Teorema 6.1 (linha sélida) e com o Corolario 6.1 (linha pontilhada).

Mais especificamente, para 6 = 11 e p = 1, um compensador dinamico de saida foi
projetado e simulagdes temporais foram realizadas para o sistema em malha fechada,
considerando que as premissas das regras fuzzy sao compostas pelas seguintes fungoes de
pertinéncia

[ Do| Doy ] = [ —0.5873 | —0.1364 |
[ Con | Cugy ] = 103054 7.38220.6413 —0.5610 |
[ Cuo| Cugo ] =[ 21388 2.6489 | 4.8396 —5.4707 |
[ Cos | Cugs ] = [ 62327 6.2103 ] 1.6202 —1.8049 ]
. [ 61.7245 | 0.5354
[ Ber | Bey | = | 66.3597 —13.9927]

o [ 41199 | 15.2356
[ Bea | Beao | = | 15.3678 | 16.3048 }

By | = [ 65.1207 | 12.3433
b3 171 65.9951 | 10.5692
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[ Ac,23
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[ Ac,33

As Figuras 6.2 e 6.3 apresentam as simulacoes, realizadas com d = 1, d = 12 e condicoes
iniciais x(t) = [ 20 —1.5 }T, t=-12,...,0. A Figura 6.2 mostra o comportamento da

An | =
Acgra | =
Acgnz | =
Acgon | =
Aoz | =

Acd,33 } =

[ 0.0575
| —0.1167

| —0.0064 —0.3885

[ 0.0507 0.3410

| 0.0457 —0.3305

| 0.1448

[ —0.0242
| 0.0778

[ 0.0336  0.0331

0.5514 | 0.0287 —0.0339
—0.1415 | —0.0182  0.0205
[ —0.0739 0.2797 |0.0542 —0.0633 |
0.0029 —0.0029 |
0.0057 —0.0089 |
—0.0124  0.0146 |
[ —0.0180 0.1167 |0.0147 —0.0165 |
—0.4086 | 0.0027 —0.0031 |
0.2204 | —0.0126 0.0147
—0.3758 | 0.0007 —0.0009
0.0034 —0.0041
0.0099 —0.0116 |-

| 0.0534 —0.3644

|

salda do sistema em malha fechada. O sinal de controle é apresentado na parte superior da
Figura 6.3 e, logo abaixo, os valores de atraso, gerados aleatoriamente dentro do intervalo
considerado. Demonstrando, dessa forma, que a abordagem proposta no Teorema 6.1
pode levar a resultados menos conservadores.

25

15F

Yt

0.5

Figura 6.2: Simulagao da saida do sistema em malha fechada.

6.5 Conclusoes
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Condigoes convexas que permitem a sintese de compensadores dinamicos de saida para
sistemas fuzzy T-S discretos no tempo com atraso variante nos estados foram apresenta-
das neste capitulo. Como visto, essas condigoes possibilitam que o controlador proposto
realimente tanto as saidas atuais do sistema como seus valores em atraso, além de permi-
tirem que este seja implementado de forma similar aos que utilizam a técnica conhecida
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ok
Ut-05r
=y

1 1 1 1 1
5 10 15 20 25 30

Figura 6.3: Simulagao do sinal de controle e do atraso variante no tempo: u; (acima) e d,
(abaixo).

como PDC, comumente aplicada na realimentagao de estados de sistemas fuzzy T-S. A
formulagao da condigao principal baseou-se no mesmo candidato a funcional L-K depen-
dente de parametro utilizado no Capitulo 5, permitindo a consideracao do intervalo de
variacao do atraso nos projetos realizados. Dois casos particulares foram obtidos a partir
dessa condicao. No primeiro, uma condicao de sintese baseada na abordagem quadratica
foi recuperada ao se considerar que as matrizes do candidato a funcional L-K fossem
constantes. No segundo, considerando que alguns sistemas possam ser modelados de
forma mais simples, foi obtida uma condicao que possibilita a geracao do sinal de controle
a partir de uma quantidade reduzida de operacoes matriciais. O funcional L-K utilizado,
é, de fato, mais simples do que outros encontrados na literatura, porém acredita-se que os
conceitos apresentados possam ser estendidos para que funcionais mais elaborados sejam
empregados. Além disso, existe a possibilidade de estender a abordagem proposta para
que especificagoes de desempenho ou a garantia do esforco de controle sejam acrescentadas
as condigoes de projeto.



Capitulo 7

Consideracoes Finais

A classe formada pelos sistemas fuzzy T-S com atrasos nos estados constituiu-se no
objeto de investigacao dessa dissertacao. Especificamente, foram abordados os problemas
de andlise de estabilidade e de sintese de controladores por realimentacao de estados e
por realimentacao de saida, atendendo aos objetivos propostos no Capitulo 1.

Os fundamentos necessarios ao desenvolvimento dessa dissertacao foram sucintamente
apresentados no Capitulo 2, incluindo conceitos sobre sistemas de controle discretos no
tempo, estabilidade, sistemas nao-lineares com atraso no tempo, sistemas fuzzy Takagi-
Sugeno (T-S), desigualdades matriciais lineares (LMIs) e outras ferramentas da dlgebra
linear. Uma extensao do segundo método de Lyapunov, conhecida como “método de
Lyapunov-Krasovskii” [Kra63], foi utilizada para tratar sistemas com atraso nos estados.
O Lema de Finsler foi amplamente utilizado como um elemento chave para a obtencao das
formulagoes convexas que permitem a andlise de estabilidade e a sintese de controladores
para os sistemas estudados. Tais formulacoes sao de grande interesse por culminarem em
problemas numeéricos de otimizacao que podem ser resolvidos de forma eficiente, em tempo
polinomial, com ajuda de softwares especializados e ja disponiveis no meio académico,
inclusive, gratuitamente.

No Capitulo 3, foi apresentado um estudo comparativo entre as abordagens utilizadas
para o tratamento de problemas que envolvem a estabilidade de sistemas com incertezas
politopicas variantes no tempo e sistemas fuzzy T-S. Além de propiciarem esclarecimentos
importantes, a investigacao das diferencas e semelhancas entre as manipulagoes algébricas
associadas a cada tipo de sistema permitiu que novas! abordagens para a andlise de
estabilidade e para a estabilizacao de sistemas fuzzy T-S fossem desenvolvidas. Merecem
destaque a combinacao do Lema de Finsler com a técnica para consideragao de sistemas
em malha fechada, proposta em [LLO§], e a obtencao de condigoes de sintese com auxilio de
uma variavel instrumental. Apesar da utilizacao de uma candidata a funcao de Lyapunov
bastante simples, a possibilidade de extensao dessas abordagens representa o ponto de
partida para algumas das principais contribuicoes do presente trabalho, registradas nos
capitulos subsequentes. Destacadas a seguir, essas contribui¢oes também foram publicadas
em conferéncias internacionais.

IConforme revisao bibliogréfica, parece que essas abordagens nunca foram utilizadas anteriormente,
por outros autores.

93
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7.1 Principais Contribuicoes

Os Capitulos 4, 5 e 6 baseiam-se em publicagoes elaboradas, com participacao deste
autor, no escopo do presente trabalho. As contribui¢oes desenvolvidas neste periodo,
todas relacionadas a analise de estabilidade e a sintese de controladores para sistema
fuzzy T-S com atraso nos estados, podem ser encontradas nesses capitulos.

No Capitulo 4, os resultados publicados em [LLO8|, para sistemas fuzzy T-S com
atraso incerto e invariante nos estados, foram melhorados. As condigoes apresentadas
foram estendidas a partir de algumas abordagens propostas no Capitulo 3. Para tal, um
funcional L-K semelhante ao empregado na referéncia mencionada, porém dependente de
parametro, foi utilizado. No caso da andlise de estabilidade, consegue-se obter um grau de
conservadorismo reduzido em relagao as condi¢oes propostas em [CF00] e em [LLO0S8], sendo
que a ultima pode ser obtida como caso particular do problema de otimizacao proposto,
conforme demonstrado analiticamente. Ja para a sintese de controladores, as condigoes
propostas podem levar a resultados complementares em relacao aos encontrados nessa
mesma referéncia. Mas, conforme ilustrado por um exemplo numérico, esses resultados
podem ser menos conservadores e obtidos com custo computacional muito semelhante.
Alguns dos resultados apresentados nesse capitulo também podem ser encontrados em
[VLM10a].

Por meio de um candidato a funcional L-K mais elaborado, introduzido em [LMO08b], as
abordagens propostas no Capitulo 3 foram novamente estendidas no Capitulo 5, desta vez
para permitir a consideragao de sistemas com atraso variante nos estados. As condigoes
convexas obtidas, duas para analise de estabilidade e duas para sintese de controladores
por realimentacao de estados, sao dependentes do intervalo de variagao do atraso. A
diferenca entre as condicoes para analise de estabilidade esta na forma de se considerar o
comportamento do sistema em malha fechada. Enquanto a primeira abordagem considera
apenas a equacao que descreve diretamente esse comportamento, a segunda considera as
equacoes que determinam o comportamento do sistema em malha aberta e o sinal de
controle, separadamente. Mostrou-se que a segunda abordagem tende a ser mais eficaz,
levando a resultados menos conservadores a partir de um menor custo computacional. A
mesma conclusao foi obtida ao se comparar as duas condicoes de sintese. A formulacao da
primeira seguiu passos relativamente convencionais, usados para obtencao de condicoes
convexas destinadas a estabilizagdo de sistemas incertos, como em [LMO8b]. Por sua
vez, a segunda condicao foi obtida com o auxilio de uma varidvel instrumental, conforme
proposto originalmente no Capitulo 3. Deve-se destacar que, as manipulacoes algébricas
apresentadas ja haviam sido utilizadas em outros trabalhos, porém aparentemente nunca
em conjunto com o funcional L-K considerado, permitindo o tratamento de sistemas
com atraso variante no tempo. Os resultados apresentados nesse capitulo podem ser
parcialmente encontrados em [VLM10b].

No Capitulo 6 foram apresentadas condi¢oes convexas destinadas a sintese de com-
pensadores dinamicos de saida para sistemas fuzzy T-S discretos no tempo com atraso
variante nos estados. Tais condi¢oes baseiam-se no mesmo candidato a funcional L-K
dependente de parametro utilizado no Capitulo 5, porém o processo de derivacao do
controlador é substancialmente diferente. Dois casos particulares foram obtidos a partir
de uma formulacao principal, que é dependente do intervalo de variacao do atraso. No
primeiro, uma condigao de sintese baseada na abordagem quadratica foi recuperada ao se
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considerar que as matrizes do candidato a funcional L-K fossem constantes. Os principais
aspectos da formulagao principal e deste caso particular foram registrados em [VLMC10].
No segundo caso, considerando que alguns sistemas possam ser modelados de forma mais
simples, foi obtida uma condicao que possibilita a geracao do sinal de controle a partir
de uma quantidade reduzida de operacoes matriciais. Resultados semelhantes a esse po-
dem ser encontrado em [LCMV10], para sistemas com parametros variantes no tempo.
Vale ressaltar que, em todos os casos, as condi¢oes permitem que o controlador proposto
realimente tanto as saidas atuais do sistema como seus valores em atraso.

7.2 Perspectivas

O trabalho registrado nessa dissertacao permite que algumas diregdes de pesquisa
sejam sugeridas como temas a serem explorados em novas investigacoes. A primeira dessas
direcoes seria a utilizacao das manipulacoes algébricas apresentadas nessa dissertacao
em conjunto com funcionais de Lyapunov-Krasovskii mais elaborados, ja disponiveis na
literatura. Por exemplo:

v=1
com
t—1
Vilw, t) = o P(w)z; Va(wi t) = ) ] Quwy)a;
Jj=t—dy
1-d -1 -1 -1
Va(we, t) = Z Z zl Qw;)z; Vi(wy, t) = Z Yl Z(wm)y
0=2—d j=t+{—1 f=—dm=t+£
t—1
Vs(wit) = Yyl Z(w))y
Jj=t—d;

em que y; = 41 —; e as matrizes P(w;), Q(w;) e Z(w;) podem assumir valores diferentes
a cada instante ¢ e sao definidas como

— Zwi(t)Pi Qwy) = Zwi(t)Qi Z(w;) = Zwi(t)z

Ou ainda: .
V(w,t) =Y Vi(w,t)

v=1
com
Vi(we,t) = 2] P(wy)x, Vo (wy, t Z T; T w; )

j=t—d:
t—1

Va(w, 1) = ] Qa(wj)x; Vi(w, t Z ] Qs(wj)x

j=t—d j=t
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1-d  ¢-1 ~1-d t-1
Va(wi, t) = 7] Q1(w))z; Volwp,t) = (d—d) > > 4 Qu(wm)ym
0=2—d j=t+{—1 f=—d m=t+¢
== -1 -1
Vilw,t) =d > > yh Zi(wm)ym Vi(w,t) =d > > yhZo(wm)ym
(= —dm=t+0 (=—d m=t+¢
em que y; = o471 —x; € as matrizes P(wy), Q;(wy), j =1,...,4, e Zy(w), £ = 1,2, podem

assumir valores diferentes a cada instante t e sao definidas como
N N N
Plw) =Y wit)Pi  Qjlw) =Y wilt)Qsi  Ze(w) = wi(t)Zy .
i=1 i=1 i=1

As condigoes para andlise de estabilidade e sintese de controladores obtidas a partir desses
funcionais devem, a exemplo do que ocorre em formulagoes ja publicadas para sistemas
incertos, depender do atraso maximo presente nos estados dos sistemas e da faixa de
variacao desse atraso. Por envolverem funcionais mais completos, essas condi¢oes devem
ser menos conservadoras que as propostas nesse trabalho, porém exigindo um maior custo
computacional para serem avaliadas. Condigoes com essas mesmas caracteristicas também
poderiam ser obtidas a partir dos mesmos funcionais L-K utilizados nessa dissertacao,
considerando que as varidveis de folga empregadas nos desenvolvimentos apresentados
possam ser dependentes de parametro. Por exemplo, as variaveis de folga X;; € R,
Xop € R X351 € R™™ Xy € R e Xy € R™7, utilizadas para obtencao da
condicao de sintese formulada no Teorema 4.2, poderiam ser respectivamente substituidas
pelas variaveis X1 (w;), Xoi(wy), Xa1(wy), Xa1(wi) e Xy2(wy), de mesmas dimensoes. Esse
recurso provavelmente diminuiria o conservadorismo da condigao original, no entanto uma
maior quantidade de manipulacoes algébricas seria necessaria para lineariza-la, implicando
no aumento de sua complexidade computacional.

Em outra direcao de pesquisa, pode-se perceber que a presenca de incertezas em
modelos fuzzy T-S vem merecendo cada vez mais atencao na literatura. Embora um
estudo comparativo entre sistemas com incertezas variantes no tempo e sistemas fuzzy
T-S tenha sido apresentado no Capitulo 3, essa questao nao foi abordada nesse trabalho.
Acredita-se, no entanto, que o estudo mencionado possa servir como ponto de partida
para esse tipo de investigacao. Igualmente de interesse, o desenvolvimento de condicoes
para a sintese de observadores de estados para os sistemas estudados também pode ser
sugerido. Provavelmente tal objetivo possa ser alcancado por meio de adaptagoes nas
formulagoes utilizadas no Capitulo 6, destinadas ao projeto de compensadores dinamicos
de saida.

Outra extensao natural da pesquisa realizada seria a adaptacao das condicoes de sintese
desenvolvidas. Os principais objetivos seriam permitir que especificacoes de desempenho
sejam consideradas ou que o esfor¢co de controle seja garantido, por exemplo, por meio
da norma H.,. Espera-se também que problemas de seguimento de referéncia possam ser
tratados a partir de pequenas modificacoes nas formulacoes desenvolvidas, especialmente
nas relacionadas com a sintese de compensadores dinamicos de saida, apresentadas no
Capitulo 6. Uma caracteristica importante desses compensadores é a possibilidade, quase
imediata, de aplica-los a sistemas reais, representando uma perspectiva importante para
a continuidade dos estudos desenvolvidos.
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Além disso, uma nova abordagem para a sintese de tais controladores pode ser indicada
como sugestao final da pesquisa realizada. Os sinais envolvidos nas equacoes?

Tir1 = A(wt)xt + Ad(wt)l't_dt + B(wt)ut s
yr = Clwr)z(t)

Ty = Ac(wi) @y + Aca(wi)Te—a, + Be(wi)ye + Bea(wr)yi—a;
up = Co(wy) Tt + Ceg(wi)Ti—a, + De Yt + Ded Yi—a,

podem ser reunidos em um espaco aumentado, como

T T

6n+m—+2q . . _ T T T T T AT ~r 1T
R -SO—[xt Ti_g, Y Ty Yo Yi—q, T Ti_g, xt+1] .

Y e
Esse espaco seria entao utilizado de forma similar ao que foi proposto originalmente no
Capitulo 3. Ou seja, por meio de algumas manipulagoes algébricas, de um bloco apro-
priado de varidveis de folga e do Lema de Finsler, uma nova condicao de sintese poderia
ser obtida.

2Esses pares de equacoes sao utilizados no Capitulo 6 para descrever respectivamente o comportamento
do sistema fuzzy T-S e a dinamica do controlador considerado.



Apeéendice A

Provas Matematicas

A.1 Complemento de Schur

Assuma,
R
e defina .
reo=| 0| 6 R ] ) (&
entao

F(u,v) >0 VY[u,v]#0.
Primeiro, considere u = 0. Entao
F(0,0) =v"R(x)v >0, Yv#0 = R(z) > 0.
Em seguida, considere
v=—R(x)"'S(x)"u, comu#0.
Entao
Fu,v) =u"(Q(z) — S(z)R(z) "' S(z)u>0, Yuz#0
= Q(z) — S(2)R(z)'S(x)" >0 .
Agora assuma
Q(x) — S(z)R(z) ' S(z)" >0, R(z)>0

e F(u,v), conforme definida em (A.1). Considere também a otimizagao dessa fungao.

Fixando-se u
V,FT =2Rv+25Tu=0. (A.2)

Como R > 0, (A.2) apresenta uma tnica extremidade, com v = —R~'STu. Levando-se
esse valor a (A.1), obtém-se

F(u) =u"(Q - SR™*S")u .

Como Q — SR™*ST > 0, o minimo de F(u) ocorre com u = 0, implicando também que
v = 0. Assim, o minimo de F'(u,v) ocorre em (0,0) e é igual a zero. Dessa forma, F'(u,v)
¢é definida positiva.
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A.2 Lema de Finsler

A prova desse lema é baseada na demonstracao apresentada em [dOS01], para o caso
em que as matrizes sdo constantes. Verifica-se i) < ii), pois todo z tal que B(ay)z = 0
pode ser escrito como = = B(ay)*y e, consequentemente, i) = yTB(c)*" Q(a)B(ovw)*y <
0, para todo y # 0 = lS’(at)lTQ(at)l’p’(at)L < 0. Por outro lado, assumindo que ii) é
verificada, multiplique o lado esquerdo dessa condigao, a direita por y # 0 e a esquerda
por yT', para obter i).

Multiplique o lado esquerdo de iii) ou iv), a direita por B(ay)* e a esquerda por
B(at)lT, para obter ii). Assumindo que ii) seja verificada, a condicao iii) pode ser re-
cuperada como se segue: fatore B(q;) em um produto de matrizes de posto completo,
Bla,) = Bi(e)B,(ev), defina W(ay) = B, ()" (B, (cn)Br(cr)) ™ (Bo(e) " By(er)) ™ e
aplique a transformagao de congruéncia

{ ;\(jéft)é)tiT } (Q(Oét) - ,u(ozt)B(at)TB(at)) [ Wi(ay) Blag)* ] _
[ W ()T Q(a)W(ay) — p(a)T W(a)T Qo) Blay)*+

<0. (A3
. Bl Qo) B(on)! )
Como o bloco (2,2) de (A.3) é definido negativo (por hipétese), conclui-se que existe
w(ay) € R, suficientemente grande tal que a condi¢ao acima seja verificada. Resta mostrar
que iii) = iv). Para isso, basta escolher X (a;) = —0.5u(cy)B(ay)T.
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